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Bu tezde bilgisayar viriisleri icin kesirli bir epidemiyolojik model Atangana-Baleanu
operatoriine genisletilecektir. Daha sonra Atangana-Baleanu operatdriine genisletilen bu
modelin sabit nokta teoremi yardimiyla varlik ¢oziimii yapilacak Picard-Lindel6f doniisiimii
kullanilarak hangi sartlar altinda tek ¢oziimlerinin oldugu incelenecektir. Modelin Hyers-
Ulam’a gore kararlilifina bakildiktan sonra Atangana-Owolabi niimerik yaklagimi kullanilarak
simiilasyonlar1 yapilacak ve son olarak elde edilen simiilasyonlar karsilagtirilarak sonuclar

yazilacaktir.
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In this thesis, a fractional epidemiological model for computer viruses will be ex-
tended to the Atangana-Baleanu operator. Later, this model, which was expanded to the
Atangana-Baleanu operator, will be examined under which conditions they have only one
solution using the Picard-Lindelof transformation with the help of fixed point theorem. Af-
ter looking at the stability of the model according to Hyers-Ulam, simulations will be made
using the Atangana-Owolabi numerical approach and the results will be written by compa-
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1. GIRIS

Degisimi 6lgmek icin kullanilan tiirev anlik de8isim hizi olarak tanimlanmaktadir.
Basta matematik, fizik, kimya, biyoloji ve miithendislik gibi pek ¢ok alanda kullanilmakta ve
teknolojinin temelini olusturmaktadir.

Kesirli mertebeden tiirev ise tam say1 mertebeden tiirevin genisletilmis halidir ve tam
say1l1 mertebeden tiirevlerin cevaplayamadigi sorularin ¢éziimiinde biiyiik kolayliklar sagla-
maktadir.

Kesirli tiirevin ortaya ¢ikist L’Hospital in 1695 yilinda Leibniz’e yazdig1 bir mektuba

d" f(z)
fla)™

tamsayisinin kesirli, reel olarak alinmasi durumunda ne gibi bir durumun ortaya ¢ikacagini

dayanmaktadir. Mektupta L’Hospital Leibniz’e tamsay1 mertebeli tiirev tanimindaki n
(yani tam sayil1 tiirevin kesirli tiireve genisletilebilirligini) sormasi tizerine yeni bir problem
ortaya cikmugtir.

Bu durum pek ¢ok matematik¢inin de ilgisini cekmis ve onlar1 bu alanda caligmalar
yapmaya yoneltmistir. Nitekim Riemann Liouville, Griinwald-Letnikov, Caputo, Euler, Abel,
Fourier, Riesz ve Laplace kesirli tiireve katki saglayan baslica matematikc¢ilerden olmustur.
Bu caligsmalar sonucu olarak da pek cok kesirli tiirev tanimi ortaya atilmig olup kargsilagilan
probleme uygun olan kesirli tiirev taniminin kullanilmasi imkan1 arastirmacilarin daha iyi
sonuclar elde etmesine olanak saglamigstir. Kesirli tiirevin ilk uygulamasi ise 1823 yilinda
Abel’in tautochurane probleminde karsimiza ¢cikmaktadir. Caputo (1967) tarafindan yapilmis
olan kesirli tiirev tanimindaki ¢ekirdegin dezavantaji(yerellik ve tekillik) olmasina kargin li-
teratiirde bir ¢cok calismada kullanilmigtir. Daha sonra Caputo ve Fabrizio (2015) farkli bir
cekirdek ile yeni bir kesirli tiirev tanimi1 ortaya atmiglardir. Bu cekirdegin farki matematik-
sel problemlerin analizini ve niimerik ¢oziimlerini giiclestiren yerellik problemini ortadan
kaldirmasidir. Daha sonra Atangana-Baleanu da bu c¢ekirdegi daha da genellestirerek bagka
bir ¢ekirdek ortaya koymustur. Bu ¢ekirdegin farki ise yerel ve tekil olmamasidir. Atangana-
Baleanu c¢ekirdeginin yerel ve tekil olmamas1 dier cekirdeklere gore onemli bir avantaj
saglamaktadir. Cozlimlerde daha kesin sonuclar elde etmek bu avantajlardan sadece biridir.
Bu anlamda kesirli tiirev ve integral operatorleri kronolojik olarak sirasiyla asagida ve-

rilmigtir:



L.Euler (1730):

drax™

dx™

=m(m—1).(m—2).(m —3)...(m —n+ 1)z ",

ozelligi kullanilarak;

d"x™ L(m+1)
dz»  T'(m—n+1)

m—n
Y

esitligi ile tamimlanir.

J. B. J. Fourier (1820-1822):
1 o oo
f@) =5 | 1)z [ costpr — p2)dp

integral esitligi yardima ile;

d"f(r) _d i /oo f(z)dz /OO cos(pr — pz + nz)dp,

dz™ 21 J_ o o 2

seklinde ifade edilir.
N. H. Abel (1823-1826): Keyfi bir ¢ degeri icin;

esitligi kullanilarak;

s(z) = 1 d7¢(x)
ra—49) de=? °’

ile tanimlanir.

J. Liouville (1832-1855): f(z) = Y  , cha,e™" seri agilimi kullanilarak;

dx?

dﬁf<x> _ i c aﬁeanz
- n“n 9
n=0



seklinde tanimlanir.

G. F. B. Riemann (1847-1876):

D) = g [ o= 07 0+ o),

ile tanimlanair.

G.E.B Riemann , J.Liouville: n — 1 <1 < n olmak iizere;

seklinde tanimlanir.

Griinwald-Letnikov:

ile tanimlanir.

M.Caputo (1967): n — 1 <9 < n olmak iizere;

C _ 1 bofr(r)dr
“th(t)_f‘(n—ﬂ)/a (t_/r)ﬂ*n+1’

seklinde tanimlanir.

K. S. Miller, B. Ross (1993):

DUf(t) = D"D™. . D" f(t) &= (ay,as,..a,),

ile tanimlanir.

M.Caputo , M.Fabrizio (2015): ¥ € [0,1], f € H'(a,b),b > a olmak iizere;

250 = 3 [ ey ==

1—9) 19



ile tanimlanir. Burada M (/) normallestirme sabiti olup, M (0) = M(1) = 1 dir. Caputo-

Fabrizio integral operatorii de,

o 2(1-9) 20 !
_mu(t)+m/ou(s)ds, t>0, 0<¥<1

CF [19 f(t)
Caputo ve Fabrizio (2015) tarafindan yukaridaki gibi ifade edilir .
J. Losada, J. J. Nieto (2015): 0 < ¢ < 1 olmak iizere, 9. mertebeden Caputo-Fabrizio

kesirli tiirevi Losada ve Nieto (2015) tarafindan,

CEDYF( / f(s exp[ (t — s)] ds, t>0
seklinde ifade edilir.
A.Atangana, D.Baleanu (2016): ¥ € [0, 1], f € H'(a,b),b > a olmak iizere;
t _ )Y
ABOgy (1) { 197') ]dr,

Atangana ve Baleanu (2016) tarafindan seklinde tanimlanir. Burada B(:J) normallestirme
sabiti olup, B(0) = B(1) = 0 dir.
A. Atangana, D. Baleanu (2016): 0 < ¥ < 1 olmak {izere,

1 -7
PRS0 = 580+ o [ -
seklinde ifade edilir.

A. Atangana (2016): f(x,t) x veya ¢ yoniinde tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun.
a,B € (0,1) ve xo‘Eﬁ{%xﬁm} ve % olmak iizere, f fonksiyonu Atangana-Caputo

kismi diferansiyel denklemi,

o -l [ A8 rnf o

ile tanimlanir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Gama Fonksiyonu

Tamm 2.1 Gama fonksiyonu faktoriyel fonksiyonunun karmasik sayilar ve tam say: olmayan

reel sayilar icin genellenmis halidir. I'(n) ile gosterilir.

I'(n) = / t" e tdt n < R,
0

seklinde tamimlanir ve n > 0 igcin yakinsaktir.

Bu durumda a > 0 olmak iizere her [a, b] sonlu araliginda gama fonksiyonu ile gosterilen
['(n) = [, t" e 'dt integrali diizgiin yakinsaktir. Bilinen bu bilgiler ile birlikte gama

fonksiyonunun diger 6zelliklerini de asagidaki gibi yazabiliriz:

0

Sekil 2.1. Gama Fonksiyonu



1. I'(n) nin tanim bolgesi {n,n > 0} dir.
2. I'(n) n > 0 igin siireklidir.

3. I'(n) i¢in verilen integral, her sonlu [a, b] C R™ araliginda diizgiin yakinsak oldugunda

['(n) nin tirevi de elde edilebilir.

Gama fonksiyonu,
I. I'(n+1) =nl(n)
2.T(n+1)=n!=n(n—-1)! =nl'(n)
3. T(3) = V7

esitliklerini de saglar.
2.2. Beta Fonksiyonu

Bircok durumda beta fonksiyonunun kullanilmasi daha dogru olur. Gama fonksi-

yonunun belirli bir deger kombinasyonunun degeri i¢in Beta fonksiyonu genellikle

1
B(z,ﬁ):/ 1=, Re(z) > 0, Re() > 0
0

seklinde tanimlanir.

Ozellikler:

z2
1) B(z) = 155,

2) B(z,79) = B(1, 2),

INEINCS
3) B(z,9) = $557,

4) B(z,0) = gl Re(z) > 0, Re(V)) > 0,

1+t)z+19 I

5) B(%) =.



2.3. Mittag-Leffler Fonksiyonu

Tanim 2.2 Mittag-Leffler fonksiyonu «,  parametrelerine bagl karmagik bir fonksiyondur.
a ve ( min reel ve pozitif olmast durumunda seri z argiimamnn biitiin degerleri icin yakin-

saktir. Tek parametreli Mittag-Leffler,

Z a >0,
prt I'( ak +1
seklindedir. Iki parametreli Mittag-Leffler ise;

k=0

seklinde temsil edilmektedir. o« = 1,3 = 1,2, 3 degerleri igin;

k=0 k=0
e 2 Rk o= 2D 21
E = = =- =
a2(2) Z;rw+2) Z%w+1y z%%@wﬁ) z
= 2 2 2 1 o= 2% ez 12
E = = == =
(%) ;r(k+3) ;(lﬁ%)l szZ:;(kJr?) S

yazilir.

Mittag-Leffler in genel denklemi;

m—2
1 . 2"
Bam() = 2 { ) —,} |

= 2 smh( )
Braa(= §:F2k+2 T 2= (2k+ 1) z

seklinde ifade edilir.



2.4. Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemlerin Tiirevi ve Integrali

Kesirli mertebeden tiirev tam sayr mertebeden tiirevin genisletilmis halidir ve tam
say1lt mertebeden tiirevlerin cevaplayamadigi sorularin ¢6ziimiinde biiyiik kolayliklar sagla-
maktadir. Kesirli diferensiyel denklemlerin analitik ve niimerik ¢dziimlerinde Riemann-

Liouville kesirli tiirevi yerine Caputo kesirli tiirevi daha ¢ok tercih edilmektedir.

2.4.1. Griinwald-Letnikov Kesirli Tiirevi ve Integrali

y = f(t) siirekli bir fonksiyon olmak iizere; f fonksiyonunun birinci dereceden
tiirevi;
df .. ft) = f{t—h)
/ g g
Ft) = ¢ = i h ! @1)

seklinde tanimlanmaktadir. y = f(¢) denkleminin ikinci dereceden tiirevi ise;

N O L)

() = Atz oo h
e LSO - f=h)  f—h)— f(t—2h)
R R e
o F0 =26 )+ (e —2m)
h—0 h?

seklindedir. Benzer sekilde iiglincii dereceden tiirev ise;

f”/(t) _ 657?: _ }Lli% f(t) B 3f(t B h) + 3}-;;(2f — Qh) — f(t — 3h)’ (23)

seklindedir. Bu durum genellestirilirse;

f <t>—%—}ggﬁ§< R RIG (2.4)

elde edilir.



n nn—1)(Mn-2)...(n—r+1)

= ' , (2.5)
r 7l
Simdi (2.2) - (2.5) arasindaki denklemleri genelleyen bir denklem yazilirsa;
(0) L~y [V
A0 = 35 2 G0 A= rh), (2.6)
r=0
elde edilir. Burda ¥ rastgele bir tam say1, n de yukaridaki gibi bir tam sayidir.
Simdi v < n i¢in;
0
i FO ) = p g =

v
yazilabilir. Ciinkii boyle bir durumda (2.5) denkleminde dan sonra paydaki tim kat-
v

sayilar 0’a esittir.

Asagidaki esitlikte;

U VWO +1)...(0+r—1)

_ , (2.8)
r 7!
¥ negatif degerleri icin kolaylik olmasi ag¢isindan
—v - (= +1)...(=9 —1 v
r " r
yazilabilir. (2.6) denkleminden ¢} yerine —) yazilirsa;
1 (Y
(=9 (1) —
h ) = W; N Rl (2.10)

elde edilir. Burada ¢ pozitif bir tamsayidir.
Eger n sabitse, o zaman h — 0 giderken f,g_ﬂ)(t) limiti O sinirma yaklagir. Sifirdan farkl
bir sinira ulagsmak icin, n — oo ve h — 0 oldugu varsayilirsa h = t_T“, almabilir. Burada a

gercgek bir sabit, ve f,g_ﬁ) (t) sinir degeri sonlu veya sonsuz olarak diisiiniiliirse,



li (=) 4y D(*ﬁ)
}}Lll_%ng fh (t) al’t (t),

yazilabilir.

Burada a ve ¢ sinirlar olmak iizere D,(f'?) (t) aslinda f(t) iizerinde gergeklestirilen integral
islemini belirtir.

Birkag deger icin uygulama yapilirsa;

¥ = 1ig¢in;
@ =h>" f(t—rh) @.11)

yazilabilir.

Eger t — nh = a alimirsa ve f(t) fonksiyonunun siirekli oldugu varsayilirsa ;

liy 1700 =010 = | re=sa= [ sme e

elde edilir.

Simdi ¥ = 2 alinirsa buradan

= _ =r—+1
. !
ve "
V) =k (r+ 1) f(t—rh) (2.13)
r=0

elde edilir. Asagidaki denklemde h — O alinirsa ¢ + h = ¢ yazilabilir. Buradan

n+1

V() =Y (rh) f(t —rh) (2.14)

r=1

olur.

lim £ (1) = DV f(t) = / o flt—z)dt = / t(t —7)f(r)dr, (2.15)
0 a



elde edilir.

Ciinkii z — t — 7 ve h — 0 icin (2.10)-(2.15) denklemlerinden asagidaki esitlik

nh=t—a r=0 | T (2.16)

yazilabilir. (2.16) nin dogrulugunu kanitlamak icin f in bazi 9 degerleri i¢in dogru oldugu
gosterildikten sonra ¥/ + 1 i¢in dogrulugu gosterilmelidir.

Simdi
ﬁwz/fmm, @.17)

fonksiyonu tanimlanirsa ve f;(a) = 0 alinirsa;

"9 +1
(=9-1) T V41
DTS =l BT f(t—rh)
nh=t—a r=0 r
"0 +1
— 1 9 _
= lim h > fi(t —rh) (2.18)
nh=t—a r=0 r
"0 +1
: 9
— lim & > filt = (r+1)h),
nh=t—a r=0 r
yazilabilir. (2.8) kullanilarak agagidaki esitlik
v+1 v v+1
= + , (2.19)
T r r—1
dogrulanir. Buradan
v+1

kullanilabilir. (2.18) deki denklemde ilk toplamda (2.19) ve ikinci toplamda r yerine r» — 1

11



yazilirsa;

n [y + 1
: 9
+ lim By | At =rh)
nh=t—a r=0 _T -
n+1 [ i
v41
— lim A") fit —rh)
h—0 -1
nh=t—a r=1 _T ) (220)
_ U+1
=, " filt) = lim 2 f(t—(n+1)h)
nh=t—a n
v+1] 1
—9
=D = (=) tim |
t—
X fl <CL 3 a) )
n
elde edilir.
(2.16) tammindan f;(¢) fonksiyonunun yerine
t —
lim f, (a — a) = 0.
n—o00 n
yazilirsa ve asagidaki limit
v+1 o
lim iﬁ — bm (W+1)( +192) (¥ +n) _ 1
n—oo | 0 [ nY nooo nvn! I'W+1)

dikkate alinirsa;

D) = DIV () = ﬁ / (t — )"\ f(r)dr

T=t 1 t

+ — | (t=7)"f(r)dr (2.21)

yazilabilir.
Bu (2.16) nin ispatidir. Simdi bu formiiliin (2.16) denkleminin ¥- katli integralinin bir temsili

oldugu gosterilirse ve bu durum asagidaki denkleme uygulanirsa;

12



d

E(aD{ﬁf(t)) =

a dan t ye kadar

yazilir ve buradan

/dt/ D772 £(t)
/dt/ dt/ D73 f(t))dt,

olur. (2.4) denkleminin n tam say1 tiirevi ve (2.16) denkleminin ©-katli integrali f(¢) siirekli

(2.22)

fonksiyonunun genel ifadesidir.

“ v
DUf(E) = lim B0 (=1 f(t—rh), (2.23)
h—0
nh=t—a = r
Bu ifade eger ¥ = m ise m. mertebeden tiirevi ve ) = —m ise m-katl integrali temsil eder

(Podlubny, 1999).

2.4.2. Griinwald-Letnikov Keyfi Mertebeden Integrali

¥ < 0 6rnegini ele alinsin. Kolaylik saglamasi icin (2.23) denkleminde ¢ yerine —

yazilirsa

D’ f(t) = lm A7) (1) | | f(t—rh), (2.24)
nh=t— r=0 r

denklemi elde edilir.

Burada i ve n, nh =t — a denklemi ile iligkilidir.
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(2.24) denkleminin varlifim1 kanitlamak ve smir1 degerlendirmek icin asagidaki teoreme

ihtiyag¢ vardir (Letnikov, 1868).

Teorem 2.1 5, (k=1,2,...) alalum ve varsayalim ki;

k—oo
olsun.

lim 9, = 0 tiim k degerleri igin,
n—oo

lim Y, 0, = Atiim k degerleri igin,

n—oo

Sori |9nkl < K tiim n degerleri igin,

olur. Buradan;

n—00
k=1

dir.

2.4.3. Griinwald-Letnikov Keyfi Mertebeden Tiirevi

¥ > 0 durumu ele alinsin. Limit de dikkate alinirsa (Podlubny, 1999);

DPf(t) =

lim
h—0
nh=t—a

n /19 '
h—ﬂ;—lr | fte—riy = tim ),

nh=t—a

yazilabilir.

(2.27) denkleminde Oncelikle asagidaki

14
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(2.28)



) -

kombinasyon 6zelligi kullanilarak f,(f) (t) ifadesi donustiiriiliirse;

() =h’ f(—l)’" (” - 1) f(t —rh)

r

+h? i(—w (’9 N 1) F(t —rh)

r—1

(2.30)

yazilabilir. Burada

Af(t—rh) = f(t —rh) — f(t — (r + 1)h).

dir. Agikgas1t Af(t — rh) ifadesi 7 =t — rhigin f(7) ya esittir.
(2.29) denklemindeki kombinasyon 6zelligi (2.30) deki denkleme m kez uygulanirsa:
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-2 V=3 —9 A2
+ (=) ( Q)h A*f(a+ 2h)

(2.31)
+hY (=1 A3 f(t —rh)
r=0 r
= v—k—1
=> (-1)* hUA* f(a+ kh)
r=0 n— k
n—m-—1 9—m—1
+h Y (=) AT f(t — rh).
r=0 r
elde edilir.
(2.31) denkleminin toplamindaki ilk k. terim degerlendirilirse;
v—k—1
lim (—1)"* ( ) W AF f(a + kh)
h—0 —k
nh=t—a n
v—k—1
= lim (—=1)"* (n—k)’*
nf?:jga n— k
n J—k —9+k Akf(a + kh)
(=) k) Kz (2.32)
v—k—1
= (t —a)™"™ lim (—1)"* (n—k)7=*
n—oo n — k:
: o-k .. AFf(a+kh)
G
_ fHa)(t—a)"
(-9 +k+1)

elde edilir.
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Gama fonksiyonunun 6zelligi kullanilirsa,

v—k—1
lim (—1)"* (n—k)'=*
n—oo n_k
~ im (0 +k+1) (-0 +k+2)...(-0+n) 1
5o (n — k)=9%k(n — k)! S T(—9+k+1)

veE

. n I—k

1 =1
Jlim (——) ,
. AFf(a+kh)
m—

/111—>0 hk

= f*(a)

yazilabilir. (2.32) denklemindeki limit bilinirse (2.31) deki limit kolayca yazilabilir. (2.31)

denkleminde ikinci limit alinirsa;

n—m-—1
1 9 —m—1
> (-)T(-9+m+1) Y
L(=9+m+1) — " (2.33)
m— Am+1f(t B Th)
x h(rh)™? s .

yazilabilir.
Gama fonksiyonunun 6zelligi kullanilarak;
v—m—1

lim (—1)" (=9 +m + 1) Y =1, (2.34)

00
r

yazilir.

Ayrica, m — 9 > —1, ise;

hm+1

n—m—1 n—m—1
Aerl t—1rh
im Y G, = lim Y A(rh)™ J(t = rh)
S nh=t—a =0 (2.35)

yazilir.

(2.34) ve (2.35) denklemleri ele alinarak teorem (2.1) e uygulanirsa;
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lim TN (-1 A F(t — rh)
nh=t—a r=0 r (2.36)
1 t
T T(0+mt1) / (t =g

elde edilir.

(2.32) ve (2.36) denklemleri kullanilarak (2.27) nin limiti elde edilir.

Buradan:
DY = lim f7(1)
h—0
nh=t—a
. Zm: f(k) (a’) (t B a)719+k (2 37)
B I(—0+k+1) '
k=0
1 ! 9 1
+ o+ mT 1) / (t — )m=? fmt )(T)dT.
yazilir.

(2.37) denklemi f*)(t), (k = 1,2,...,m + 1) tiirevleri oldugu varsaymmiyla [a, t] kapali
araliginda stireklidir ve m , m > ¢ — 1 kosulunu saglayan bir tamsayidir. m nin en kiigiik
degeri ise

m<v<m+1

esitsizligi ile belirlenir.
2.4.4. Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi ve Integrali

Kesirli siral1 geri farkin bir sinir1 olarak tanimlanan Griinwald-Letnikov kesirli tiirev-
leri ile uygulamasi uygun degildir. Elde edilen ifade (2.37) denklemindeki integralin varligi
ile daha iyi anlagilir. Peki ya ayrilmaz terimler? Cevap basittir. (2.37) denklemini diferan-

siyelin 0zel bir integrali olarak diigsiinmek.

d

m+1 t
DU f(t) = <%) / (t — 7)™V f(1)dr, (m <9 <m+1). (2.38)

(2.38) ifadesi, kesirli tiirevin en yaygin olarak bilinen tanimidir; buna genellikle Riemann-

Liouville tanimi denir.
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Acikgasi, Grilnwald-Letnikov kesirli tiirevi i¢in f(¢) fonksiyonunun siirekli olarak farklilaga-
bilmesi i¢in m + 1 kez tiirevi alinmas1 gerektigi varsayimu ile elde edilen (2.37) ifadesine

tekrar tekrar integral ve tiirev alinarak (2.38) elde edilebilir.

Pt —a)
B ; L(=9+k+1) (2.39)
1 ' _ \ym—9 £(m+1)
R ), e
=D} f(1), (m <9 <m+1).

Bu nedenle, siirekli bir f(¢) fonksiyonun ¢ > 0 i¢in m + 1 kez tiirevi vardir. Griinwald-
Letnikov tanimi (2.27) (veya bu durumla ayni olan (2.37) integral formu) (2.38) Riemann-
Liouville tanimina esdegerdir.

Saf matematiksel bakis acisina gore boyle bir fonksiyon sinifi yetersizdir; ancak bu islev
sinifi uygulamalari i¢in ¢ok 6nemlidir.

Ciinkii dinamik siireglerin cogunun karakteri yeterince piiriizsiizdiir ve siireksizliklere izin
vermez. Bu gercegi anlamak, yontemlerin dogru kullanimi i¢in 6nemlidir.

Kesirli analizin uygulamalardaki yeri ise, 6zellikle (2.38) Riemann-Liouville taniminin f(¢)
fonksiyonundaki kosullari zayiflatmasi icin mitkkemmel bir firsat saglamasidir. Yani, f(¢) nin
integralini zorunlu kilmak yeterlidir; o zaman integral (2.38) ¢t > a i¢in var olur ve m + 1 kez
uygulanabilir. Ornegin, Abel’in ¢oziimiinii elde etmek icin (2.38) *de f(¢) fonksiyonundaki
zayif kosullar gereklidir.

Riemann-Liouville taniminin nasil olduguna bakilirsa; (2.38) tamsayi sirali integral ve tiirev

kavramlarinin birlesmesinin bir sonucu olarak ortaya ¢ikmaktadir (Podlubny, 1999).

2.4.5. Tamsayih Tiirevlerin ve Integrallerin Birlestirilmesi

f(7) fonksiyonu siirekli ve her sonlu aralik (a, t) i¢in; f(t) fonksiyonunun r < 1 i¢in

7 = a ya uygun bir tekilligi olabilir. Bu da:

lim(7 — a)" f(t) = const(s# 0). (2.40)

T—a
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seklinde gosterilebilir. Sonra integral

_ /at f(r)dr

(2.41)

vardir ve t — a igin 0’a esittir yani sonlu bir degeri vardir. 7 = a + y(t —a) vee =t — a

ifadesi alinirsa,

yazilabilir. Ciinkii 7 < 1 dir. Bu nedenle, 1ki kath integral diistinebilir.

/dﬁ/f dT—/f dT/dTl

- / (t — ) f(r)dr.

a

(2.43) ifadesi f(7) nun iki kath integralini verir:

(1) —/tdn /T1 dry /Tzf(Tg)de
[ [ oo

- / (t — 7 f(r)dr.

a

ve genel durumdaki tiimevarimla Cauchy formiilii

Fo () = ﬁ / (t — 1) f(r)dr

vadir. Diyelim ki n > 1 sabit ve £ > 0 tam say1 alinirsa

1

— D7k t — )" (7)dr.
£ /a(t Y (r)d

FE0 = w4

20
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(2.43)

(2.44)
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elde edilir.
Burada D~*(k > 0) sembolii k yinelenen integralleri belirtir.
Diger yandan sabit bir n > 1 ve k& > n tamsayisi i¢in (kK — n)— f(¢) fonksiyonunun tiirevi

su sekilde yazilabilir:

P = D [ (= rr 47

Burada D*(k > 0) sembolii , k yinelemeli tiirevleri gosterir.

Formiil (2.46) ve (2.47) bunlardan belirli durumlar olarak kabul edilebilir. n(n < 1) sabittir
kE<O0vek>0igink =n—1,n—2,...,ise formiil (2.47) f(¢) nin k yinelemeli integrallerini
verit. k = ni¢ink =n+1,n+2,n+ 3, ... ise f(t) fonksiyonunun kesirli tiirevlerini verir.

k—n=1,2,3,...ise f(t) fonksiyonunun yinelemeli tiirevlerini verir (Podlubny, 1999).
2.4.6. Riemann-Liouville Keyfi Mertebeden Integrali

N -kath integral kavramin1 n tamsay1 olmayan degerlere genisletmek icin, Cauchy

formiilii (2.45) ile baglanilabilir ve i¢indeki n tamsayisini gergek bir ¢ > 0 ile degistirebilir:

1 t
D77 = ) / (t — 1) f(r)dr (2.48)

(2.45) ’de n tamsayist i¢cin n > 1 kosulu saglanmalidir; ¢/ i¢in karsilik gelen zayiflik: (2.48)
deki integralin varlig1 i¢in ¢ > 0 olmasidir.

Ayrica, bazi makul varsayimlar altinda
lim D" f(t) = f(t), (2.49)
dir. Burada ¥ = 0 yazilirsa;
DLf(E) = f(2) (2.50)

elde edilir. f(t) t < 0 icin siirekli tiirevlere sahipse, (2.49) deki iliskinin ispati ¢cok basittir.

Boyle bir durumda, pargalara gore ¢6ziim yapilirsa ve gama 6zelligi kullanilirsa;
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D) = B b s [ r o

elde edilir ve

lim D;” = f(a) + / F(7)dr = f(a) + (F() - f(@) = £

¥—0

yazilir. f(t) yalmzcat > aig¢in siirekli ise, (2.49) nin ispat1 biraz daha uzundur. Bu durumda,

forma an’” f(t) yazilirsa,

DIV F() = ﬁ [ =00 = s ar
+ %/ (t —7)"dr
t—0
1 =) - 1)
F(1)(t = a)?
T+ 1)

elde edilir.
(2.51) deki integralin ikinci bolumii ele alinirsa; f(¢) siirekli oldugundan, her e > 0 igin bir

6 > 0 vardir.

[f(r) = f)] <e

Sonra (2.51) deki integralin ikinci kismu hakkinda su tahminler yapilabilir :

L] < — /t (t— )" ldr < 0" (2.52)
—_— -7 T — .
CUT) Jiss L +1)
ve e — 0’ ave d — 0’ 1dikkate alinarak, tiim ¢ > 0 i¢in
lim |I5| = 0. (2.53)
6—0
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dir.

Simdi istege bagli bir € > 0 alinsin ve J segilsin.

’[2’ <€

tim ¥ > 0 ve ¢ sabiti i¢in (2.51) deki integralin ilk tahmini olan

I < % /a”(t — 1)’ ldr < %(W — (t—a)"),
denklemi elde edilir. Bundan sonra, sabit § > 0 i¢in
lim |1, =0,
olur.
D50 = F0] < I+ 10+ 0] < [

(2.53) daki limitleri ve elde edilen (2.54) tahmini dikkate alinarak;
lim su | pY —
pl, D" f(t) — f(t)| < e
9—0 @
yazilabilir. Burada e istenildigi kadar kiiciik secilebilir. Bu nedenle,
I DSV — (1) =0
tim sup|, DI £ (1) ~ £(1)] =0,
—0

yazilabilir ve (2.49) de t > a igin uygunsa f(t) tutar.

(2.54)

(2.55)

(2.56)

f(t) t > a icin siirekli ise, (2.48) ile tanimlanan rastgele gercek diizen integral agagidaki

onemli 6zellige sahiptir:

D' (D f(8) = D" f(t).
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Gergekten de

(D7) = e [ =D
w)lr / (t =) / (r -8 e
= m/ (t— qu tf(€)de
= Dy ().

dir. Acikgasi, 9 ve q yer degistirebilir, buradan
J(Df() = D7D f (1) = DT (). (2.59)

yazilabilir. Denklem (2.59) "nin tamsay1 sirali tiirevlerinin iyi bilinen ;

LU (GNP (Il (1
dtm dtn dtnN dtm T ggmn

(2.60)
ozelligine benzer oldugu dikkat ¢ekebilir.
2.4.7. Riemann-Liouville Keyfi Mertebeden Tiirevi

(2.47) denklemi, k — n tamsay1 tiirevinin diizenini tamsay1 olmayan diizene genislet-
mek icin bir firsat sunar. Yani, k tamsayis1 birakilip n tamsayist gercek bir ¢ ile degisti-
rilebilir, boylece £ — ¢ > 0 olur. Bu da bize;

1 dF

D) = T(0) dt* /(a)(t — 1)’ f(r)dr,  (0<9<1). (2.61)

denklemini verir.
Burada (2.61) ’deki integralin yakinsamasi i¢in gerekli olan tek 6nemli kisitlama ¢ > 0

olmasidir. Bununla birlikte, bu kisitlama genellik kayb1 olmadan olabilir, bu durum (2.61)
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deki integrallerin tanim 6zelligi ve (2.59) denklemi yardimiyla kolayca gosterilebilir.

(2.61) denkleminde ¥ = k — ¢ yazilirsa

DY f(t) = L & /t (t =) f(r)dr, (k—1<9<k) (2.62)
ot - D(k—9)dt* i, 7 = '

elde edilir veya

DLW = S (DI w), (h—1<9 < k) .63

a1

yazilabilir. ¥ = k — 1 ise, kK — 1 : derecesinde genel bir tamsayi-dereceden tiirev elde edilir.

d* —(k—(k—
DY f(t) = 2 (D7 V() e

= S (D) = 40
Dahasti, (2.65) kullanilarak v = k& > 1 ve t > a i¢in

d" d"
Dif#) = 22 (DPf(#) = d];ff) =M, (2.65)

dir. Yani ¢ > aicin (2.62) deki Riemann Liouville kesirli tiirevi ¢/ = k > 1 derecesindeki , &k
derecesinin genel tiirevi ile ¢akigsir.
Simdi Riemann Liouville kesirli tiirevlerinin bazi 6zellikleri ele alinirsa; Riemann Liouville

kesirli tiirevinin ilk ve belki de en onemli 6zelligi ¥ > 0 ve t > a igin,
DY (D f(1) = f(t) (2.66)

olmasidir.
Bu da Riemann Liouville kesirli integral operatoriiniin kesirli tiirev operatdriiniin tersi oldugu
anlamina gelir.
(2.66)’daki 6zelligi kanitlamak i¢in ¥} = n > 1 tamsay1 6rnegi ele alinirsa:
dn

DD HO) = G [ (€= 71 (e
o (2.67)

d t
-4 | 10 = ro.
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yazilabilir.
Simdi £ — 1 < ¢ < k alinarak ve (2.59) daki Riemann Liouville kesirli integralleri icin

kombinasyon kurali kullanilarak;
D f(t) =, D7 (DY f(1)), (2.68)

yazilabilir. Buradan;

DD (1) = tk{ D70 (50}
_ﬁ{aDt_k ()} = f(t)

(2.69)

(2.68) deki denklemin kanitini sona erdiren denklem elde edilmis olur .

Geleneksel tamsay1 siral tiirev ve integralde oldugu gibi, kesirli tiirev ve integral de he-
saplanmaz.

Eger kesirli tirev ,DYf(t),(k — 1 < ¥ < k), f(t) fonksiyonunun tiirevi ile biitiinlesti-

rilebilirse

K j
D} (D" f(#) )= > [0 (t_aw (2.70)

Jj=1

yazilabilir.

Gergekten de, bir yandan

D (DY) = ﬁ / (t — 7)1 D2 (r))dr

- ot [ nrnzsoar ). =

dir.
Ote yandan (2.70) denklemindeki 6zellik kullanilirsa;
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1 ! s 1
T [ =D )

~ 5T [ = D
- s L D e ar

j a)?=itl

_ ) (t—
—ZLM 500 e

T _1/<; 1) / (¢ = )" D ) dr (2.72)

)ﬁ—j+1

_g LD fo

t=a

i _j (t — a)?—+1
_Z[aDz? f(t):|t F(2—|-7.9—])

a)?—i+!

v—j .
; LWL O) et g =)

denklemi yazilabilir.

(2.72) ’deki tiim terimlerin varligi, ,D? f(¢) nin biitiinliigiinden kaynaklanmaktadir, ¢iinkii
bu kosul nedeniyle an ), (j=1,2,...k), m timii t = a ile simrhdir.

(2.70) ve (2.71) birlestirildiginde, (2.72) deki iligkinin kanit1 sona ermektedir.

0< ¥ <lise

(t —a)’?

) (2.73)

aD;ﬁ(anf(tD = f<t> - [anil}t:a

onemli 6zel bir durumdan bahsedilmelidir. (2.66) denklemi daha genel (2.74) denkleminin

Ozel bir halidir.
D} (,D; (1)) = Dy f (1), (2.74)

¥ > ¢ > 0ise f(¢) "nin siirekli oldugunu ve ,D} “f(t) tiirevinin mevcut oldugunu varsa-
yariz.
Iki durum ¢ > ¥ > 0 ve ¥ > ¢ > 0. dikkate alinmalidur:

(2.66) ve (2.74) ozellikleri kullanilarak ¢ > ¢ > 0 ise
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D?(,D;f(t)) = D2 (,D;° Dy f(t
(a f( )) a (a a f( )) (275)
=D, V() = WD) (1)

yazilabilir.
SimdiJ > ¢ >0vem,ntamsayilartyla0 <m—-1<d9J9 <mve) <n <49

q < n ornegi ele alinirsa n < m. Ardindan, tanim (2.62) ve (2.74) denklemi kullanarak

DYD0) = G 00 (D00 ) |

dm
= dt—m{QDf‘Q‘mﬂt)} (2.76)

_ ﬂ{apf-q—"f(t)} = Dy f(1).

yazilabilir.
Yukarida (2.70) te belirtilen 6zellik daha 6zel bir durumdur.

_ \9-J
(t g 2.77)

D‘]]
taFﬂ—jJrl)

Mw

D (DIf(1) =, DI f
7=1

Formiil (2.77) 1 kanitlamak icin eger ¢ < 1 ise once (2.74) deki ozellik veya eger ¢ > ¥ ise

(2.76) daki ozellik , sonra da (2.70) deki 6zellik kullanilir.

D (ir0) =0 o (Lot ) |

(t—a)’I
} (2.78)

k

_ Dqﬂ DqJ
at{ -2 L O
0 -3 Lo ), Lm0

taF(q?—j+1)

Jj=1

denklemi elde edilir.
Burada gii¢ fonksiyonunun bilinen tiirevi kullanild1 (Podlubny, 1998).

Tamim 2.3 Caputo tiirevi;

C _ 1 ")
ath(t)_F(n_ﬁ)/a (t_,]-)ﬂfnJrl’
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seklinde ifade edilir. Sayet ¢ degeri 0 < ¥} < 1 arasinda bir deger alinirsa,

CDYf(t) = F(ll—ﬁ)/a (J;(_T)TC;Z (2.79)

seklinde olup hem yerel (noktasal) hem de tekildir (belli bir noktada t=7 i¢in ¢6ziim sonsuza
gider). Bu dezavantaji ortadan kaldirmak igin (¢ — 7)~7 cekirdegi yerine eﬂi(tﬂT cekirdegi

kullanilir. Bunun sonucu olarak da ortaya Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi orataya cikar.

Tanim 2.4 9 € [0,1], f € H'(a,b),b > a olmak iizere;

CF@ﬁf

exp{ (- T)] dr, (2.80)

seklinde tanuimlanir. Burada M (¥) normallestirme sabiti olup, M (0) = M (1) = 1 dir.

Tammm 2.5 0 < ¥ < 1 olmak iizere;

IO = GO e ), e 20 e

seklindedir. Caputo-Fabrizio operatoriiniin Laplace acilima:

1 Wt —7)

) t
9 _ B / B
LD/ f(t)} = g ), st/o f (T)exp = drdt,

seklinde olup convulasyon yani ters laplace tanimindan;

| _ SE() ~ (0
1-9 s+9(1—s) '

HDYI (1) = 5 S ()} Seap -

LD (1)) = ﬁs{ £ () e{eap — 1 ftﬁ} _ (s’ (z)i;(iffoi)— f (0))’

elde edilir. Genellestirismis Laplace acilimi ise:
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(DI (0} = 15 & () 8leap - 1) =
(s"HLe{ (1)} — s"F(0) — s"~1£/(0)...f(0))
s+9(1—s) ’

seklinde ifade edilir.

Tamim 2.6 Mittag-Leffler Fonsiyonu:

>0,86>0
;Fak—l-ﬁ “ P ’

seklindedir. Mittag Leffler Fonksiyonunun Laplace acilimu ise:

s> B
S& + A\

S{tP B, 5(— M%)} = : R(s) > |Al=,

seklinde ifade edilir.

Tamm 2.7 9 € [0,1], f € H'(a,b),b > a olmak iizere;

ABRDﬁf 1_19dt/f { t—;)ﬁ] .

Teorem 2.2 : f€ H'(a,b),b > a,9 € [0, 1] olmak iizere;
L{EECD] ()} (s) = L{gPEDY F(1)}(s) + H(t),

dir (Atangana ve Owolabi, 2018).

Ispat Yukaridaki esitligin her iki tarafinin Laplace 1 alinirsa;

B() s"L{f(t)}(s) s""1f(0) B(W) (2.82)

ABCDﬁ —
S{O tf(t)}(s) 1—99 Sﬁ‘i‘m 819—|—%1—19’

elde edilir. Daha sonra
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s"1£(0) B(¥)

9 Y

L{G7CD} (1)} (s) = {57 DY f (1)} (s) —

"~ 1f( )3(79)

olur. Burada — = yerine H (t) yazilirsa ispat tamamlanmig olur. Ayrica yukaridaki

esitlikte her iki tarafa da ters Laplace uygulanirsa;
9
D) =47 D)~ 100 ().

olur.

Teorem 2.3 f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli bir fonksiyon olmak iizere |a, b| araliginda

asagidaki egitsizlik elde edilir.

B(Y)

|7 DY f(#)) DI < 75K, 1] = mazacesl (D). (2.83)
ispat
ABC 9 4 ( z)’
o™ DEA() H_‘l—z?dt/f { —ﬁ]d‘”
2.84
<25 o] 2
<295,

K =||f(z)|| almirsa ispat tamamlanur.

Teorem 2.4 A.B. Riemann ve Caputo anlaminda tiirev, Lipschitz kosuluna sahiptir, yani be-

lirli bir ¢ift fonksiyon [ ve h icin icin asagidaki esitsizlikler kurulabilir:

1277 DY £ () =457 DYA))|| < HIIF () — h(O)|], (2.85)

ve

137 DY £(1)) =02 DYR())]| < HI|F() = h(D)]] (2.86)

yazilabilir.
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Ispat

HABRDﬁf ABR Dﬁh< ))H _

gli—2)"
‘ 1—19dt/ fl@ { 1= }dx (2.87)

T1- 19dt/0 Mz)Ey [ N 19@1_—20]“ '

dir. Burada birinci dereceden tiirevin Lipschitz kosulunu kullanarak, kiiciik bir pozitif sabit

bulabiliriz ki:

[0 DY £(8)) =7 DY h ())H

¢ t (2.88)
< lj(f)? Eg{ ] /0 f(z)dz —/0 h(x)dzx||,
olup
07D (1) =577 DY (D))
0
< %Eﬁ { r 1911:—19} || £(t) = h(t)]] (2.89)

< H||f(t) = h(t)]].

esitsizligi yazilabilir. Buradan A.B. Riemann anlaminda tiiev Lipschitz kosuluna sahiptir.
Benzer sekilde A.B. Caputo anlaminda tiirevin de Lipschitz kosuluna sahip oldugu goster-
ilebilir.

Simdi k dogal sayi ile ayirt edilebilen n zamani olsun. f*)(0) = 0, &k = 1,2,3,...,n
olmak tizere;

d"f(t)y _ d" jaBr
0 PeDY( dtn) dtn( DY f(t)), (2.90)

dir. Bu ters Laplace doniisiimii alinarak ve asagidaki kesirli zaman adi diferansiyel

denklemin konvilasyon teoremi kullanilarak gosterilebilir.

o POD) (f(1) = u(t), (2.91)

ifadesinin benzersiz bir ¢6ziimii var, yani
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dir.
Tamim 2.8 Kesirli integral, yerel olmayan yeni kesirli tiirev ile iliskilendirilir ve cekirdek:

PR0) = For i)+ i | T

seklinde tanimlanir.
¥ = 0 oldugunda, baslangi¢ degerini hesaplariz ve ayrica 9 = 1 ise, normal Atangana-

Baleanu integrali elde edilir.

2.5. Varhk-Teklik

Varlik teklik baglangi¢ deger problemi olan diferansiyel denklemlerle ilgilidir (Baglangi¢
degeri verilip ¢6ziimiin var oldugu ve tek oldugu en genis aralik soruldugunda da varlik tek-
lige bakilir). Varlik teklik icin oncelikle ¢oziimiin varligina bakilir daha sonra tekligi ince-

lenir.

2.5.1. Coziimiin Varhgi

Tanim 2.9

"

u' =g(t,u) u(ty) = ug

baslangi¢ kosulunu ele alalim, burada g, I xR iizerinde taniml siirekli bir fonksiyon,
I C R agik bir araliktir. 1 iizerinde taniml olan ve asagidaki baglangi¢ kosullarini saglayan

bir o(t) fonksiyonuna (1)-(2) baslangi¢ deger probleminin bir ¢éziimiidiir denir:
1. t € I icin o (t) mevcuttur,
2. O'(to) = ug, ty € I

3. te€licin(t,o(t)) € [zR
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4. telicino (t) = g(t,o(t))

Tanmim 2.10 Her (t,uy), (t,us) € R(a,b) igin

lg(t, u1) — g(t,u2)| < K|ug — ug

esitsizligi saglanacak sekilde pozitif bir K sabiti mevcutsa, g fonksiyonuna R(a,b) bol-

gesinde bir Lipschitz kosulunu sagliyor denir, K sabitine de Lipschitz sabiti denir.

Tammm 2.11 X, H de bir Banach uzay: olsun. H < E icin stmirli bir yaklasim olusturur.

y>r=y—x €l

2.5.2. Coziimiin Tekligi

Coziimiin tekligi baslangic deger probleminin yanliz bir ¢dziimii oldugu anlamina
gelir. Picard-Lindelof teoremi baglangic deger probleminin uygun aralikta varligimi ve tek-

ligini gostermek icin kullanilan bir yontemdir.

Teorem 2.5 ¢(t,u) ve %fonksiyonlarz R(a,b) = {(t,u) : |t — to| < a,|u —up| < b} kapalr
ve sinirlt bolgesinde t ve u ya gore siirekli ve Lipschitz kosulunu sagliyorsa bu durumda

(1)-(2) baslangi¢ deger probleminin |g(t,u)] < M ve h = min(a, L) olmak iizere

|t — to| < h araliginda tamimli tek bir u(t) ¢oziimii vardur.
1. t € I icin o (t) mevcuttur,
2. O'(to) = ug,tg € 1

Teorem 2.6 (Picard-Lindelof:) Baslangi¢c deger problemi icin;
B C IR? f:B — IR olacak sekilde bir B alan ve % = f(x,y) ve y(xo) = yo olacak

sekilde bir f fonksiyonu tanimlansin eger;
* f B de siirekli bir fonksiyon ve
* f(x,y) ve y Lipschitz sarti ile B de siirekli ise € > 0 sabit sayist icin;

B de tek bir ¢oziim vardrr.
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Ispat (z0,10) € B i¢ noktasi ve a > 0,b > 0 sabit noktalart alinsin.
D ={(z,y): |r —x0| <a |y—yo| <b}C B olacak sekilde bir dikdortgensel alan olsun.

M = max f(z,
[maz f(z,y)

h = min(a, &) olmak iizere;

|z — 20| < h aralifinda baslangi¢ deger problemi tek bir ¢6ziime sahiptir.

a < % oldugunda h = a olur. Buradan R; = R

L < aoldugunda h = 2 olur. Buradan R, C R

R={(z,y) : |z — ol < a,ly—yol <0}

Ry ={(z,y) : |z — x| < h, |y —yo| < b}

Ardisik yaklagimlarla Picard teoreminin ispati1 yapilabilir. Bunun icin problemin ¢éziimiine
yakinsayacak fonksiyon dizisi kullanilarak ¢oziimiin bulunmasi saglanir. O halde;

|z — x| < h arahi@mda ¥y, ¥y, U5... fonksiyonlar: tanimlansin.

U = yo +/ [t yo)dt

(2.92)

Oncelikle baglangi¢ deger probleminin [z, 2o + h] araliginda varlig1 kanitlanir. Benzer se-
kilde [zo—h, x] araliginda da varlik gosterilir. Daha sonra ¢6ziimiin tekligi ispatlanir. Bunun

icin Ispat 4 asamaya ayrilirsa:
1 ¥, (2.92) te tanimh bir fonksiyon olmak iizere;
a) 1yi taniml,
b) W, siirekli ve kismi tiireve sahip,

¢) [xo,xo + h| arahginda |V, (z) — yo| < b,
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d) f(z,¥,(z)) iyi tamimlidir.

O halde ¥,, fonksiyonu [z, z¢ + h] lizerinde bir ¢oziimdiir.

Ispat Varsayalim ®,_;(x) fonksiyonu [z, zo 4 h] araliginda tiireve sahip olsun ve
x € [zg,xo + h] igin |,,_1(x) — yo| < bolsun.

Buradan (z,¥,_1(x)) € Ry olur. (x,V,_;(z)) araliginda tanimlanmg siirekli bir
f(z,V,,_1(x)) fonksiyonu vardir.

Buradan [z, 2o + h] arahiginda | f(z, ¥,,—1(x))| < M yazilabilir.

U, () = yo + [, f(t, Wpo1(x))dt oldugu diisiiniiliirse;

U, fonksiyonu vardir ve bu fonksiyonun [z, ¢ + h] araliginda siirekli tiirevi vardir.

Ayrica;

Wn(2) = yol =

/ ft,V,_1(z ))dt’

/ftwnl ))dt

b
g/ Mdt = M(x — xg) h:mm(a,ﬂ)

< Mh<b

(z, U, (x)) Ry de bir nokta bu nedenle f(z, ¥V, (x)) fonksiyonu [z, 2o + h| araliginda
tanimlanmug siirekli bir fonksiyondur.
Ornegin n = 1 almrsa; Wy (z) = yo + [ f(t,y0)dt olur.

Buradan U, fonksiyonu [z, 2 + k] iizerinde taniml siirekli bir fonksiyondur. Ayrica;

0y () — o < / (o)l

< M(z—x9) < Mh<b

dir.

O halde n = 1 i¢in (z, ¥;(x)) noktas1 R; de bir nokta ve f(W;(x)) fonksiyonu
[0, xo + h| aralifinda siirekli bir fonksiyondur ve [z, x¢ + h] aralifinda bir ¢oziimdiir.
Benzer sekilde (2.95) te tamimlanan {V¥,,} dizi fonksiyonlarinin tiimevarim yontemi
ile [zg, xo + h] araligindaki tim 6zellikleri gosterilmis olur. O halde ¥ fonksiyonu
[0, xo + h| arahiginda denklemin bir ¢oztiimidiir.

Buradan ispat tamamlanms olur.
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2 (xg, 9 + h) araliginda {V¥,, } ¢oziimii tektir ve asagidaki esitsizligi saglar.
[, o + h| arahigmnda |V, () — ¥, (x)| < M (ah dir.

M7L2

Ispat = € (0,20 + h) igin [V, 1(z) — ¥ s(2)] < 7850 (z — 20)"" oldugu
varsayilirsa;

(1, W 1(0) — f(t7\11n_2(t))'dt
1. ifadeden

x € (xo,xo + h) arahgmda |V, (z) — yo| < b dir. Bu nedenle
(x,V,,_1(x)) ve (z, V,_o(z)) noktalart = € (xq, zo + h) araliginda R, de iki noktadir.
Lipschitz teoreminden; |V, (z) — V,,_1(2z)| < « f;} |W,,_1(t) — W, _o(t)|dt

() = Cos@)] S [ [W0s(6) = Vool
zo
Ma™ 2
< a/ 2 (t — o)™ Ldt
o (TL— 1)
n—1 . nl¥ n—1 n
< Mo (t — o) _ Ma (x—xo)”:%a—hn
(n—1) n 20 n! a n!
M (ah)"
S_(a|) (‘l‘—$0|§h)
a n!

olur. Buradan ispat tamamlanmis olur. Yani ¢oziim tektir.

3 n — oo ¥, siirekli fonksiyonu [z, xo + h| araliginda esit araliklarla ¥ ye yakinsar.

4 ¥ fonksiyonunun limiti [xg, 2o + h] arah@inda baslangic deger problemine kargilik

gelmektedir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Atangana-Baleanu Kesirli Tiirev ve Integral Opetatorii

Mittag-Leffler fonksiyonunun asagidaki kesirli adi diferansiyel denklemin ¢oziimii

oldugu biliniyor (Kilbas ve dig., 2006, Hristov, 2015b, Hristov, 2015a).

dﬁ
d—z:ay, 0<v<l.
x

3.1

Mittag-Leffler fonksiyonu ve genellestirilmis halleri bu nedenle yerel olmayan islevler olarak

kabul edilir. Asagidaki genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu ele alinirsa;

=3 e

=0

T noktasindaki exp(—a(t — y)) Taylor serisi su sekilde verilir:

cxp(—aft —y)) = Y CU D

k=0

a= % secilirse ve yukaridaki ifade Caputo-Fabrizio tiirevi ile degistirilirse,

D7) = A0S EIE [y

k:O b

Yerellik sorununu ¢dzmek i¢in asagidaki ifade yazilirsa;

Denklem (3.4) *da k! yerine I'(9k + 1) ve (t — y)¥ yerine (¢ — y)”* yazilirsa:

- Dk td
Dy (f(®) ZFWH—I/ ZSAQ_W%W

k=0

olur. Boylece, asagidaki tiirev yazilabilir.
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Tamm 3.1 f € H'(a,b),b > a,9 € [0,1] icin, yeni kesirli tiirevin tanimu :

ABC Db (£ (4 1_ ./‘f [ ol iqudx. (3.6)

sekilinde verilir.

Elbette B(1)), Caputo ve Fabrizio durumundakilerle ayni 6zelliklere sahiptir. Yukaridaki
tanim, gercek diinya sorunlarini anlamak icin yararli olacaktir. Ayrica Laplace doniigiimii
kullanirken de biiyiik bir avantaj saglayacaktir. Baslangictaki bazi fiziksel problemleri ¢c6zmek
icin ¥ > 0 oldugunda, baslangigta iglevin kaybolmasi diginda orijinal iglevi kurtarilir. Bu

sorunu Onlemek i¢in asagidaki tanim onerilir.

Tanim 3.2 H'(a,b),b > a,[0,1] igindeki O "de [ olsun, yeni kesirli tiirevin tanim

b C DY (f(2)) / F@)By| - 0= J P (3.7)
! 1—&& 1—19
sekilinde verilir: (3.6) ve (3.7) denklemlerinin yerel olmayan bir ¢cekirdegi vardir. Ayrica

denklem (3.6) ’da fonksiyon sabit oldugunda sifir elde edilir. Simdi her iki denklemin tiirevi

ile Laplace doniisiimii arasindaki iligski gosterilirse, basit bir hesaplama ile

819 S
SPRDE o)) = T SETOH 38)
1—9
sY s) — g1
Sl Df o)) = T SELOIE) 2o T0) 6.9)
1-9
yazilabilir.

Buradan asagidaki teorem olusturulabilir.

Teorem 3.1 f € H'(a,b),b > a,9 € |0,1] alimrsa asagidaki denklem

07D (f(t) =0 DY (f(t) + H(t) (3.10)
elde edilir.

Ispat Tanim (3.2) ve her iki tarafa da uygulanan Laplace déniisiimiinii kullanarak asagidaki

sonug kolayca elde edilir:

2[m0DY f (o) () = 2 LI _ S SO) ) (3.11)

1-9 4+ 2% s+ 21—
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(3.10) denkleminden asagidaki denkleme

S DL 1) = 7Dl e(s) - LR 6.1
1-9

sahibiz. (3.12) denkleminin her iki tarafina da ters Laplace uygulanirsa:

07DV f(t) =P DY (1) - %f (0)Es( - %t?’). (3.13)

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 3.2 F, [a, b] kapali araliginda siirekli bir fonksiyon olsun. Sonra |a, b| *da asagidaki

esitsizlik
B(Y

179 DY F(1))]| < <—39K, |h(1)|| = maza<i<s|h(t)). (3.14)
elde edilir.
ispat

ABC — )’

|07 DY f(t) H_‘ 19dt/ fx { — ]dx

i Hdt/ &8
Hf( -

Sonra K = || f(z)|| olur kanit tamamlanur.

Teorem 3.3 A.B. Riemann ve Caputo anlaminda tiirev, Lipschitz durumuna sahiptir, yani,

belirli bir ¢ift f ve h fonksiyonu icin,

127507 £ (£)) =22 DY R(1)) || < HIIF(8) — h(t)]| (3.15)

ve ayrica

125 DY (1)) —42¢ DYR(E)|| < HI|f (1) — h(1)]] (3.16)
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esitsizlikleri yazilabilir.

(3.16) 'min ispati benzer sekilde elde edilebildiginden (3.15)’ nin ispatt

Ispat
6" D7 (@) =" DIRe)|| =

H%i/otf(m)ﬂg[—ﬁ(tl__agﬁ}dx——q)gdi/ h(x)Eg{—ﬁ(tl__xgﬂ]dx

seklindedir.
Birinci dereceden tiirevin Lipschitz kosulunu kullanarak, kii¢iik bir pozitif sabit bulabiliriz

ki:

9
HABRDﬂf _ABR DI H< (ﬁ)elEﬁ{_ﬁt }

= 1—-9
. . (3.17)
X / f(x)dx — / h(z)dz||,
0 0
ve sonra agsagidaki
B(9)6 tv
HABRDﬂf éBRDﬂ H < (_>§1Eﬂ[ 191_19]
< ||£(x) — ha)||t (3.18)

<H||f(z) — h(z)

I

esitsizligi elde edilir. Buradan A.B. Riemann anlaminda tiirev Lipschitz kosulunu saglar. Is-
tenen sonucu veren f, n-kez farklilasabilir dogal say1 olsun ve f*)(0) =0, k=1,2,3,...,n

olmak iizere;

d"f(t)y _ d" jabr
oD} ( —) = 7= D} f(t)) (3.19)

elde edilir.
Simdi, ters Laplace doniisiimii alinarak ve asagidaki kesirli adi diferansiyel denklemin Laplace

doniisiimii kullanilarak denklem kolayca kanitlanabilir.
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0PCD) (f(t)) = u(t) (3.20)

Seklinde benzersiz bir ¢oziimii vardir, yani

W/o u(y)(t —y)"dy.
dir.

Tamm 3.3 Kesirli integral, yerel olmayan yeni kesirli tiirev ile iliskilendirilir ¢ekirdek,

II0) = Frru) + e | f— 0

seklinde tanimlanir.

¥ = 0 oldugunda, baslangi¢ fonksiyonu elde edilir ve ayrica © = 1 ise, normal integral elde

edilir (Atangana ve Baleanu, 2016).

3.2. Caputo Anlaminda Atangana-Baleanu Kesirli Tiirevinin Iki

Asamali Adams-Bashford Semasi
Asagidaki kesirli diferansiyel denklem
0 Diy(t) = f(ty(1)) (3.21)

ele alinirsa analizin temel teoreminden

1—9

y(t) —y(0) :mf(t, y(t)) o)
+poa € ) |
ABC(O)T(®) J, Y ’
yazilabilir.
tpaq iCiN;g
Y(tni1) — y(0) :AIB;CZZ)JC(%’ Yn) 623

+ ﬁm /0 n+1(tn+1 — 1) f(t,y(2))dt,
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ve t,, i¢in;

1 -9
:mf(tn—l7yn—l)

+ m /0 n(tn — 1)t y(1))dt,

taraf tarafa ¢ikarma yapilirsa;

twi) = (1) =gz ) = F(tre1.30-1)}
ol I

_ m / (e — 1) LE (1 y(2))dt

Bu nedenle,

1-9

= m{f(tna yn) - f(tn*byn—l)} + Aﬁ,l - 1419’2

y(tnﬂ) - y<tn)

Genelligi kaybetmeden,

Ay = m JRR RO

Lagrange interpolasyon yaklasimi diisiiniiliirse;

p(t) = if(?fn,yn) 4t

n
T s Yne
tn - tn—l tn—l - tnf( ntr Un 1)

boylece;
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Ao — v /t"“(t gy
P ABC(OY(W) Jy T

x {%f(bw b) _htnf(t”_l’ y”_l)}

I f(tn, yn))h{Atn+l(tn+l — 1)t — tn—l)}dt

~ABC ()T (¥ (329)
_ B o) /tnﬂ(t — )Lt —t,) bd |
ABC(OT(WNh ), n
_ ﬁf(tn7 yn) 2htz+1 - tzjﬁ i ﬁf(tn—la yn—l)
S ABCWO)T ()R ¥ 9+ 1 ABC(9)T(9)h
[
0, ¥ +1
Benzer sekilde,
) 9+1
Aﬁg - ﬁf(t’rwyN) % i tn . f(tn—la Yn— 1) tz+17 (330)
’ ABCO)'(W)h | ¥ 9 +1 ABC(W)I'(9)h
boylece;
() — Yltn) = { (b ) — F( )}
Y\ ln+1 Y\lp, _ABC(”L?) ns Yn n—1, Yn—1
+ ﬁf nayn 2htg+1 . tZi}
ABC('(9)h v +1
ﬁf n— 17yn 1) h n+1 . tZi% (331)
ABC I)h 9 9+ 1
ng - yn 19 t19+1
~ ABC(9 h{ a }
+ f(tn 15 Yn— 1 t19+1
ABC(W)T'(9)h "
19 V 2ntY.,  toh
Yni=yn + 1 (t”’yn){ABC(ﬁ) T ABCWOm [ 9 0+ 1}
19 [htﬁ tz?+1 :| } ( )
- 2 L + f tn—la Yn—1
ABC()I'(W9)h| 0 9+ 1 (3.32)

fo-1 9
ABC(9) ~ ABC(O)L(0)h
y [htiﬂ a1 ”

9 d+1  ABCWT()h

Yukaridaki denkleme Atangana-Baleanu fraksiyonel tiirevi icin (Caputo anlaminda) iki asa-
mali Adams-Bashforth semas1 denir. Asagida, yakinsama ve kararlilik sonuclari verilirse

asagidaki teoremler yazilabilir.
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Teorem 3.4 (Yakinsama Sonucu) Asagidaki denklem y(t) nin bir ¢oziimii olsun.
0 DYy(t) = f(t,y(t))

[ siirekli ve stmrlidir; y (1) "nin sayisal ¢oziimii:

1—9 9 2ht? A
Yn+1=Un + f(tm yn){ + |: - B :|

ABC(W) ABC(9)h v 041
9 htﬂ t’£9+1
_ “n _ n T
ABC(&)F(ﬁ)h{ J q9+1]}+f( n=1:Yn-1)
901 (3.33)
v—1 o Y ht;’;+1 . tnjrl
ABC(W) ABCO)I'(W)h| o J+1
tﬁ+1
* ABC(ﬂ)rw)h] } 8,
seklindedir. Burada || Ry||s < M dir.
Ispat
(tr1) = 9ltn) = (busti) = (b)) + s
Y(ln4+1 Y\ln ABC( ) ns Yn n—1;Yn—1 ABC(??)F(T?)
tn+1 tn
<[ =07 e [0 - 0%
0
1-49 tnﬂ t—ty,
_m(fn_fn—l) ABC( ) ) {[ ﬁf(tmyn)
t—t, nHL () & 91
+mf(tn 1y Yn— 1 _'_ )‘g z:| n+1—t) dt
Tt —t, t—ty, -
— — (¢ —f(tn=
A |:tn_tn—1f( nayn)+tn_1_tnf(n 15 Yn— 1 L :|
x (t, )Mdt}
tn41 fn+1 n
9—1
L(t,0,n) i ”+1'g ti)(tnsr — )" dy
t n
ol H (t —t;)(tn — )" d,
=0
bu da asagidaki denklemi ifade eder.
yn+1 —Yn = L(ta 19,71) + R19<t) (334)
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1-9
L(t’ﬁ’")_f(t”’y“{ABcw) ABC () [ 9 D+l
19 t tﬁ—i—l
~ ABC(¥ h[?‘ﬁﬂ]}

9 — 0
ABO T ABCOT )
Mo il tﬁ“ Ry,
9 9+1 ABC(IL(W)h

N U _ i)
h

+ f(th-1,Yn-1) X

veE

|
—

() -1 () g 9—1
Rg(t):/o ”+1'11_£ £ (tst — £)7 1y — ITI6 i, — 0 d,

Bunu gostermek gerekiyor.

nt1 n+1t n
Rs@lle || [ L2 [T )0 =0

+ 1)!
=0

tn fn n_l

H t—t“dH

AL e o]
+’ Ot" JZL()!) t::(t_ti)(tn_t)“dt ~ (3.35)
< o L0 11@ —o||
" n—1
+ te[O,tn{ﬂ ‘in(;')l le(t —t) Oog

/@)l /()]

< sup mar ———=, max
te[o,tn+1}{t€[0»tn+1} (n+1)! t€[0,tn41] (n)' }

hn—i—l hn
P Y L
x(n. 419tn+1+(n 1)41915)

Boylece ispat tamamlanmus olur.

Teorem 3.5 (Kararhlhik Kosulu) Lipschitz kosulunu saglayan bir f fonksiyonu varsa ve Adams-
Bashforth yontemi Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tiirevine uygulandiginda

asagidaki kosul saglaniyorsa sistem kararlidir.

"f(tnayn) - f(tnflvynfl)Hoo — 0

n— oo
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Ispat

e = o = 50055 o) = Fltamss )} + s

<[ s =07 oy = [0 - 07 v

1 9
<| et = s | + 1550

o0

y l /O T e — 07 (1)) — /0 t”(tn—t>§‘1f<t,y<t>>dtmm
ABC Hf s Yn) = f(tn-1,Yn-1) N
+mera| [ e =0 s |

9
+ ABC(ﬁ)F(ﬂ)‘

[ e -0 swonad |

Buradan

HynJrl_ynHoo ABC Hf ny Yn _f(tnfl)ynfl)

G FARCIRUE W e L
iy & togr —t L f(t;, y)dt
pre el FAMCERE 2 1 s tewr|
v " PR
+ / - ft@-,yidtH
e, > ML rtowd]]
1—9
<ABCW >||f( o Un) = f (b1, Yn1) oo + 1187 (E) oo + 11R0 ()] 0o
ft1 t—t
1Rl = | [ nﬂ—t)ﬁ1Z<_1)ihf<ti,y,~>dtH
i=0 S
f tiayi 00 n
SZH - ! ;Hlt—til (3.36)
=0 =0
— |1f (s illoo thiy nth"
<
<2 ;o1
ve
n 9 1n—1
9 < 1S iy yilloo th o
HRn(t)Hoo_; e (3.37)
Buradan;
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‘ o0

HynJrl_ynHoo ABC Hf myn _f(tnflaynfl)

||f zayl ||OO n— 1
Z n+1h

+Z IS (tie 1,.% ||Oot19hn— 3(n—1)! (3.38)

Mn!h" t§+1(n+1) t?
< 419{ h +ﬁ}

Hf nayn _f(tnflaynfl)

‘ oo

ABC’

elde edilir.

Burada n — oo i¢in M = r[gax lf&,y)] ve ||f (bnsyn) — ftn—1,Yn-1)|]oc —> 0 ve
t tn
Mnh™ 5 () olur. Boylelikle ispat tamamlanmis olur (Atangana ve Owolabi,

49

h — 0 igin
2018).

3.3. Kesirli Basamaktan Diferensiyel Denklemler icin Denge Noktasi

ve Kararhilik Analizi

¥ € (0, 1] olmak iizere;

Dﬂxl(t) :fl(xl,xQ, ...,CL‘k),

DﬂxQ(t) :f2('x17‘r27 "'7:Ck)7

(3.39)

Dﬁxk(t) :fk(xlvx% "'7xk)7

otonom sistemini

.1’1(0) = .1'01,1'2(0) = To2, ,$k(0) = Lok,
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baglangic degerleri ile birlikte gbz Oniine alinirsa (3.39) sisteminin denge noktalari,

D%z;(t) =0 = fi(a}, 25, ...,2}) =0, i=1,2,...k

> * * *
kosullarim saglayan x7, x3, ..., }, noktalardur.

Denge noktalarinin asimptotik kararliligini elde etmek i¢in,

z;(t) = xf + Q;(¢) i=1,2,..k

diyelim z(t) (3.39) da verilen B.D.P ’nin ¢6ziimii oldugundan

D?(zr + Q) = fi(x; + Q25+ Qoy ooy 2h + ), i=1,2,...k
yani

DPQ(t) = fi(xh + Q, 2% + Qo oy 7 + Q) i=1,2 ..k

yazilabilir. * denge noktasin1 gostermek iizere;

filz] + Qq, x5 + Qo oy xp + Q) =fi(27, 25, ..., %)

sz 0fi

* 2 * ()
LT
+ ...+ ka| * 8
+ ...
ve fi(z3, x5, ..., x5) = 0 oldugundan,
. . . 0fi 0fi 0fi
fi(l'l"—Ql,i[}Q—FQQ,...,LL’k—l—Qk) Dxl‘ Ql+0 Qg—i-—i-a’*ﬁk
yazilabilir. (3.40) ve (3.41) den
D (Q(1)) ~ Zfz Ql+2—ﬂ D+ .. sz| f % (=12, k)
1 T

elde edilir.

Q=1[Q, D, ..., W)
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ve

all a12 alk’
a a .. Q@ 0 7
A 21 (22 2k = f| i, =1,2,..k,
OZL‘]‘
I a1 Aag2 ... Qg ]
olmak tizere;
DO — AQ (3.44)

baglangi¢ deger problemini verir. B, A matrisinin 6z vektorlerinden olusan matris ve A1, Ag,...,\x

degerleri A matrisinin 6zdegerleri olmak iizere;

A0 0
0 X ... O
C = , (3.45)
0 0 A
C=B'AB (3.46)
(3.46) ifadesi (3.44) de yerine yazilirsa;
D’ = B~'CB§ (3.47)

sistemi elde edilir. Burada, § = B~'Q ve § = [§;, 8y, ..., §;] dir. (3.47) ile verilen sistemin

coziimii Mittag-Leffler fonksiyonlar1 yardima ile ;

e ntm9

Z T mg+ (0) = By(\t")8:(0)  (i=1,2,...,k) (3.48)
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seklinde yazilabilir (Podlubny, 1999).

Matignon (1996) tarafindan elde edilen sonuclar kullanilirsa,

v
larg(\)| > g (i=1,2,...k) (3.49)
oldugunda §;(t) azalandir. O halde €;(¢) azalandir.
Yani |arg()\;)] > % tim \;, i = 1,2,..., k 6zdegerleri i¢in saglaniyorsa denge noktalar:

asimptotik kararhdir (Yaprakdal, 2019).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Teknoloji kendini yenileyen ve siirekli ilerleyen bir siirectir. Insanlarin hayatlarini
kolaylastirmak amaci ile bulunmustur. Bulunan bir icat o ylizyilin hatta o ¢cagin tamamen

degismesine sebep olmustur.

20. yiizyilin en onemli buluglarinin baginda bilisim teknolojileri gelmektedir. Bu
teknolojilere bilgisayar, akilli telefon, tablet vb. ornekleri verilebilir. Fakat bu teknolojiler
her zaman insanlarin faydalarina olmamaktadir. Teknoloji gelistik¢ce buna kars1 zarar vere-
bilecek kotii amach bir ¢cok sektor de gelismektedir. Viriis, solucan gibi kétii amagh yazilim-

lar ile bir¢ok insan buna 6nlem almak zorunda kalmigtir.
Bu tezde birgisayar viriileri i¢in yeniden modifiye edilen klasik SIR modelinin analizi

yapilmistir. Bu boliimde ise bilgisayar viriislerine uyarlanmis epidemiyolojik SIR modelinin

varlik-teklik ¢o6ziimii, kararlilik analizi ve sayisal simiilasyonlar1 verilmistir.

4.1. SIR Modeli

Epidemiyolojik bir model olan SIR modelinin bilgisayar viriislerine uyarlanmigs hali asagi-

daki gibidir;

% —a— SOI() — dS(®)
O~ uS(1(t) — nT(1) — aI(1) @1
% — pI(t) — dR(1)

Yukaridaki denklem sisteminde;

S, t zamaninda duyarl bilgisayarlarin sayisini,

1,t zamaninda viriislii bilgisayarlarin sayisini,

R, t zamaninda kurtarilan bilgisayarlarin sayisim belirtir.

Ayrica, a harici bilgisayarlarin aga baglanma hizini, d bir bilgisayarin agdan kaldirilma
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hizini, v ise etkilenen bir bilgisayar baglandiginda duyarl bir bilgisayarin bulasma hizini, 0
agin antiviiris 6zelligi nedeniyle viriis bulagmis bilgisayarin iyilesme oranim temsil eder.
T = S + I 4+ R sabit olarak alinacaktir. Simdi, kesirli epidemiyolojik SIRA modelin

cOziimiiniin varlig1 ve tekligi, sabit nokta teoremi uygulanarak kanitlanacaktir.

4.2. Bilgisayar Viriisleri icin Uyarlanmis Bir Epidemiyolojik Modelin
Caputo Anlamindaki Atangana-Baleanu Kesirli Tiirev

Operatoriine Genisletilmesi

Singh ve dig. (2018) SIR modelini (4.2) denklem sistemindeki gibi yeniden diizen-

lemiglerdir. Burada A antiviriis ile viriis bulagmamus bilgisayar sayisin1 gostermektedir.

98 _ A= psaSA) - aSOI(E) - vS(H) +R()
% — aS(O)I(t) — praA)I(t) — oI(t) — vI(1)

4.2)
% = oI(t) — YR(t) - vR(?)

% = psaS(t)At) + praA(t)I(t) — vA(t)

(4.2) denkleminde A = 0 ve v = 0 alinirsa;

ds
dt
= aS()I(1) ~ prad()I(t) — oI (1)

i 4.3)
= ol(t) —yR(t)

dA

7 = psaS(A(t) + praA(t)I(t)

= —psaS(t)A(t) — aS(t)I(t) + yR(t)

elde edilir. Buradan (4.3) denklem sistemi Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tiirev

tanim1 yardimiyla;

{PCDYS(t) = —psaS(HA(t) — aS()I(t) + yR(t)

JPODRI(t) = aS)I(t) — praA(t)I(t) — ol(t) 44
{PCDYR(t) = ol (t) — yR(t)

{PCDA(L) = psaS(H)A() + praAt)I(t)
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elde edilir.. (4.4) denklem sistemi icin baglangi¢ kosullari;

S(0) = ¢o, 1(0) = ¢1, R(0) = ¢, A(0) = c3 olsun. Mevcut calismada agin toplam niifusu
P = S+ I+ R+ A sabit olmalidir. Banach uzayinda R — R araliginda tanimlanmig
siirekli bir £ fonksiyonu 7" normu ile ||S|| = sup{|S(t)| : t € T}, ||I|| = sup{|I(t)| : t
T} |R|| = sup{|R(t)| : t € T}, ||A]| = sup{|A(t)| : t € T'} olmak iizere;

1S, 1, &, A= (1S + [[]] + [[R[] + [|Al] seklindedir.

Ozellikle F' = C(T) x C(T) C(T) Banach uzayimnda R de tanimlanmus siirekli bir fonksiyon

olmak iizere 7" supremum norma sahiptir.

4.3. SIRA Modelinin Varlik ve Teklik Coziimleri

Sabit nokta teoremi ile (4.4) sisteminin varlig1 incelenecektir.Bunun icin 4.4 sistemi

Atangana-Baleanu integral operatorii yardimiyla;

S(t) = S(0) +{7C Ig{ —psaSt)A(t) — aS(t)I(t) +vR(t)},
I(t) = 1(0) +{""C Ij{aS(O)I(t) — praA(t)I(t) — oI(t)},
R(t) = R(0) +{"C Ig{oI(t) — yR(1)},

A(t) = A(0) +PC 1§ {psaS) A(t) + praA()1(1)},

4.5)

seklinde ifade adilir. (4.5) sistemi Atangana-Baleanu integral operatorii yardimiyla diizen-

lenirse;
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S(t) — 5(0) = %{—msaw) —aS()I(t) + 4R(1))
e [, = s rA)
— aS(r)I(r) + AR(r)}d(r)
1(t) — 10) =2 L {aS(0)1(t) - praA®)I(t) — o1(1)}

~B()
+ —B(ﬁff(ﬂ) /0 (t — 7')(19*1){045'(7')[(7')

— prAA(T)I(T) — ol(7)}d(7) (4.6)
RIt) = RO) =550 T() = 7RO}
+ BT L €= eI 0 = aR@))
AlD) = A(0) =55 1psaSOAR) + paAOI(0)
y _B(19;9F_ ) /0 (8= ) psaS(r) A
+ praA(T)I(7)}d(7)
elde edilir. Kolaylik saglamasi agisindan
ma(t,5) = —psaSA(E) — aS(HI(E) + Y R(Y)
Ra(t, 1) = aS(6)I(1) — praA(t)I(t) — o1(t) 47
r(l, R) = ol(t) = yR(1)
ka(t, A) = psaS()A(t) + praA)1(t)
notasyonlar1 kullanilacaktir ve
G = psa©1 +aOy,
G2 = aO3 + praO; + 0,
(4.8)

G=7

C1 = psa©Os + praOs.

almacaktir. Yukaridaki esitliklerin dogrulugunu ispatlamak i¢in Si(t), S2 (%),
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Ry (t), A1 (t), Aa(t) € L0, 1], H de siirekli olmak iizere || S(¢)|| < O3, |[1(t)]| < O, [|R(1)|| <
Oy, ||A(t)|| < ©4 olarak alinsin.

Teorem 4.1 Asagidaki esitsizliklerin saglanmast durumunda (4.7) sistemindeki k1, ko, K3, K4

cekirdekleri Lipchitz kosulunu saglar. Buradan

OS,OSA®1+()£@2<1
O§a93+p1A@1+0<1

4.9)
0<~y<1

0 < psaOs + praBr < 1

dir.

Ispat Oncelikle #; cekirdeginin varlig1 incelenirse: S; ve S, iki fonksiyon olmak iizere;

[lR1(t,S1) = ma(t, )| =[] = psa{Si(t) — Sa(t)}A(?)
(4.10)
— afSi(t) = Sa(t) H ()]
elde edilir. (4.10) denkleminde iicgen esitsizligi kullanilirsa;
[[Ra(t, 51) = ma(t; Sa)l| < [lpsa{Si(t) = S2() }AW)]| + [laf 51 (2) = Sa() (1]
< {psallA@I + ol L@ }]S1(2) = Sa2(8)]] @11)
< {psaO1 + aO:}|S1(t) — Sa(1)]
= Gi[|51(t) = S2(t)]|
elde edilir. Yani, x; bir daralmaya sahiptir. Yani Lipschitz kosulunu saglar.
Ikinci olarak r cekirdeginin varlig1 incelenirse: I; ve I, iki fonksiyon olmak iizere;
|lra(t, 1) = ra(t, L) =[|aS(O){(E) = L)} .

— praA({L(t) — (1)} — o {11 (t) — L2(t) }]]

elde edilir. (4.12) denkleminde iicgen esitsizligi kullanilirsa;
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|r2(t, 1) — ra(t, L) || < [|aS(E){11(F) — L2(8)}]]
+ lpraA@){L(t) — L)}
+ [lo{LL(t) — L(t)}|
<Aal[SOI + prallAQD)|| + o} (4.13)
X {1 (t) = L2(8) }]
< {aOs3 + pra©1 + o }|11(t) — L()]]

= Go||[11(t) — Lx(1)]]

elde edilir. Yani, x5 bir daralmaya sahiptir. Yani Lipschitz kosulunu saglar.

Uciincii olarak k3 gekirdeginin varligi incelenirse: R; ve R, iki fonksiyon olmak iizere;

|[r3(t, Ra) — r3(t, Bo)l| = || = v {R1(t) — Ra(t) }] (4.14)

elde edilir. (4.14) denkleminde ticgen esitsizligi kullanilirsa;

[Irs(t, Ba) = ra(t, Bo)l| < [[v{R1(t) = Ra()}]]
<A[R(1) = Ra(D)]] (4.15)

= (3||R1(t) — Ra(t)]]

elde edilir. Yani, x3 bir daralmaya sahiptir. Yani Lipschitz kosulunu saglar.

Son olarak x4 ¢ekirdeginin varligi incelenirse: A; ve A, iki fonksiyon olmak iizere;

||ka(t, Ar) = Ra(t, A)|| =[lpsaSE){Ax(t) — A2(t)}

(4.16)
+pral (A (t) — As (1)}
elde edilir. (4.16) denkleminde ticgen esitsizligi kullanilirsa;
[|ra(t, Av) = Ra(t, Ao)| < [lpsaSE){ A1 (1) — As(1)}]
Flpral ){A:(t) = As(8)} ]
< A{psall SO + pral I#)[[}H]A1(E) — A2(t)]] (4.17)

< {psaO3 + praOa}||As(t) — As(t)]|
= C4‘|A1(t> - A2(t>|‘
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elde edilir. Yani, x4

bir daralmaya sahiptir. Yani Lipschitz kosulunu saglar. Boylelikle

teorem ispatlanmis olur.

(4.6) denklem sistemde tiim baslangic degerleri sifir kabul edersek,

S(t) = %nl(t, S) + m /O (= 1)V (7, S)d(r)
I(t) = %@@, I+ W /0 (= 1)V (7, D7) e
R(t) = %ﬁg(t, R) + m /0 (= 70Dy (7, BYd(7) |
A(t) = %/@4(@ A)+ W /O (= 1)V (7, A7)
elde edilir. Daha sonra, timevarim metodu kullantlirsa,
Sa(t) = %m(t, Su) + W /0 (= 1)V (7, S )d()
I(t) = %@(t, Tno) + W /0 (= 1OV (r, I )d() o
Ru(t) = %mg(u Roo1) + W /0 (= 1) Vg, By )d(7) |
A(t) = %m(t, Au) + m /0 (= POV (r, A )d()

elde edilir. Birbirini izleyen terimler arasindaki farklar,
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Sar(t) — Si(t) = 2?191)9(“1 (£, Su) — ki (t, S 1)

v ' -1
“ S J, 00
X (Kk1(7,Sy) — K1(T, Sp_1))d(T)

]n—i-l(t) — [n(t) = ;;;)9 (HQ(ta In) - K’2(t7 In—l))
¥

" 0D
B )
X (ka(T, I,) — Ko(T, In—1))d(T)

L9 (4.20)
Roa(t) = Ra(t) = -5 0 (ra(t, Rn) — ka(t, Ruo1))
9 t -1
* S J, ¢
X (k3(7, Ry) — ks(T, Rn—1))d(7)
A (t) — Ap(t) = 13&1)9(%4@, Apn) = Ka(t, Ap—1))
9 K 1
* e J, 0
X (ka(T, Ay) — Ka(T, Ap—1))d(T)
esitlikleri yazilabilir. (4.20) denklem sisteminin normu alinirsa;
1501(6) = S,(01 = | Gy et ) = )
9 t -1
“ S J, 00
X (k1(T,Sp) — K1(T, Sp—1))d(T)
< % (4.21)

X [[R(t, Sn) = Fa(t Sl

9 ‘ /t(t—r)(ﬁ_l)
0

T BOTW)
X (k1 (7, S) = Ka (7, S_1))d(7)

elde edilir. Cekirdek Lipschitz kosulunu sagladigindan asagidaki esitlik yazilabilir:
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1S4 (t) = Su(®)]] < ( )QIIS

n—1||

(4.22)

BT, €~ 1S = Sl

ikinci olarak,

Huﬂw—bﬁmzHl‘W@am»—@mu4>

* g Jy ¢
X (ka(T, I,,) — Ko(T, In—1))d(T)

N (4.23)
< © )Hﬁg(t n) = Ka(t, Ia)||

9 ! _ O (e (r
BT |, ¢
— /{2(7', ]n_l))d(’r)

D:J

Cekirdek Lipschitz kosulunu sagladigindan asagidaki esitlik yazilabilir:

41 (8) = Ln()]] < ( )QW

i W@/O (t =)Ly = Lyald(7)

nle

(4.24)

Ugiincii olarak,

Ris) = Fal0)] = || G st o) = s )

v ‘(@)
B )

X (k3(7, Ry) — ks(T, Rp—1))d(T)

—_

(4.25)
<

59 )Hng(t R,) — k3(t, Rna)]

9 /t(t _ )@
0

ik
X (k3(T, Rp) — K3(T, Rp—1))d(T)

BO)I'()
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dir. Cekirdek Lipschitz kosulunu sagladigindan asagidaki esitlik yazilabilir:

1—-9
| Rusr () — Ra(t)]| < W@”Rn — R, |
+ g | €= DR = Raldo)
Son olarak,
_9
i 0) = An0)l] = || G s ) = il Ao
", t .
+ s , ¢
X (1{4(7', An) — /44(7_7 An—l))d(T)
< 1Bz191)§"|/€4(t,An) - /‘f4(t> An—l)H
", t 1
y Bw)w)‘ A

X (kya(T, Ap) — Ka(T, Apq1))d(T)

Cekirdek Lipschitz kosulunu sagladigindan asagidaki esitlik yazilabilir:

1—-9
[ Ans1(t) = An(t)]| < BW) Cal[An — Al
0 _ -4 -

Yukaridaki sonug dikkate alindiginda, agsagidaki teorem ifade edilebilir.

(4.26)

(4.27)

(4.28)

Teorem 4.2 Bilgisayar viriisleri icin fraksiyonel epidemiyolojik model (4.4) asagidaki sart-

lar altinda kesin ¢oziimlere sahiptir.

2= B BT <!
Az = ;zz;)g@ - B(ﬁ?r(ﬁ)@to <1
A= By BT < !
A= 13691)954 * B(ﬁ?r(ﬁ)@to <1

(4.29)



Ispat Asagidaki esitlikleri tanimlayalim.

(4.30)

K, (t) i¢in asagidaki esitsizlik yazilabilir.

1K (0] = H%w,w e
+ W /0 (t — 7')(’9*1)(/11(7, Sn—1) — K1(7,9))d(7)
1-—9

()
9

e~ t — 7)1 K1(T, On—1) — K1(T T
o ), =Dl ,0) = s )

1—v v

||K1(t, Sn1) = Fa (L, S)] (4.31)

|
+

S Gl|Sn—1 = S|[t

Bu islemler tekrarlanirsa(genisletilirse) asagidaki denklem elde edilir:

@] < (;zﬁf B 19;9” ﬁ)t) Gt (4.32)

Burda t = t, alinirsa asagidaki denklem elde edilir.

[ K ()] < (;?1;)9 + B(ﬂq)grw)to) n (4.33)

(4.33) denkleminin limiti alinirsa n — oo giderken || K, (¢)|| — 0 olur.

Benzer sekilde
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|| L, ()] = H B(ﬁ?(/ﬁzg(t, L1) — ka(t, 1) + W/O (t — )@
X (ko(T, In—1) — Kao(T,1))d(T)
1-9
B(v)
X ||k2(7, In—1) — ka7, I)|]|d(7)

1-9 9

||kRa(t, In—1) — ko(t, I)|| + . 7_)(1971)

19 t
B@N@A@

<

Gol|[ln—1 — I|[t

Bu islemler tekrarlanirsa(genisletilirse) asagidaki denklem elde edilir:

19 9 "
1200001 = (557 + ey @

Burda ¢ = ¢, alinirsa asagidaki denklem elde edilir.

19 9 o
124011 = (555 + Bayray®) @

(4.36) denkleminin limiti alinirsa n — oo giderken || L,,(¢)|| — 0 olur.

Benzer sekilde

HMn(t)H = H%(Hiiaanl) — 53(15’ R) + m/o (t _ T)(ﬂ—l)

X (k3(T, Rn—1) — k3(1, R))d(T)

1—9v

v ' 1
< gy Falt o) = malt R + s [ (=m0
X ||ks(7, Bn1) — ks(7, R)||d(7)
1 -9 9
< WC3||R”—1 - R|| + _B(’L9)F<79)C3||Rn_1 - RHt

Bu islemler tekrarlanirsa(genisletilirse) asagidaki denklem elde edilir:

19 9 "
0 = (5555 + By

Burda t = t; alinirsa asagidaki denklem elde edilir.
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(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)



1 9 "
1400 = (555 + Bapmy®) ©

(4.39) denkleminin limiti alinirsa n — oo giderken ||M,,(t)|| — 0 olur.

Benzer sekilde

HNn(t)H = H B(ﬂq)g (/<a4(t,An,1) — m4(t7A) + W/O (t _ 7_)(1971)

X (Ka(T, Ap—1) — ka(7, A))d(T)

19 L (=)o
< g FattAven) = malt A+ gz [ (=)

X ||Ra(7; A1) = Ra(7, A)||d(7)

1—9 9
< B() Cal|An—1 — Al + WC4||A7L—1 — Allt

Bu islemler tekrarlanirsa(genisletilirse) asagidaki denklem elde edilir:

19 9 "
%00 < (537 + ) @

Burda t = ¢, alinirsa asagidaki denklem elde edilir.

1 -9 9 "
N0 < (5 + Seeate) 4

(4.42) denkleminin limiti alinirsa n — oo giderken || M,,(¢)|| — 0 olur.

Buradan (4.4) denklem sisteminin varlig1 ispatlanmis olur.

Simdi (4.4) denklem sisteminin tekligini ispatlayalim.

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

Si(t), I(t), Ry(t), A1 (t) (4.4) denklem sisteminin bagka bir ¢6ziim sistemi olmak iizere;

S() — Si(t) = Hg(m(t, ) — kit S1)
9

= t —7'(19_1)/{17' — K1(T, 91 T
+ e [, =) ()~ mar S)d(r)

(4.43) denkleminin normu alinirsa,
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—
15(0) = SO < gy It S) = m(t, Sl

—19 t — Ok, (7 — RKk1(T T
+B(ﬁ)r(ﬁ)/0(t )OOy (7, 5) — (7, 1) |d(7)

olur. Cekirdegin Lipschitz durumu kullanilarak

I5(6) = $i0)1 < FrGlIS® = Sl
+ SIS = Sl

yazilir. Bu da bize agagidaki esitsizligi verir.

<0

1-9 v
O~ F ) <

B(0)

15(0) —smf)u(l p

Benzer sekilde;

(4.47) denkleminin normu alinirsa,

1) = B0l < gyl D) = vt 1)
+ g | = et ) = Il

Cekirdegin Lipschitz durumu kullanilarak

1) = BN < 2610 — L) + =Gl () — L)

() ()()

yazilir. Bu da bize asagidaki esitsizligi verir.
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(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)



10 - 101 (1 - o6 - et ) <0

Benzer sekilde;

R(t) — Ry(t) = gzﬁf(ng(t, R) — k3(t, 1))
9

B . 7 sl ) = o R)y)

(4.51) denkleminin normu alinirsa,

1—9
1R(t) = Ba()]] < WH@(L R) = rs(t, Ry)|

v ' _7-(19—1),{7- — RalT T
+—Bw)m)/o(t )9y (r, R) — rs(7, Ba)||d(7)

elde edilir. Cekirdegin Lipschitz durumu kullanilarak

1—9

1) = Ba(0)] < oGl IR = Ra(o)]
+ B ClRE — Rl

yazilir. Bu da bize asagidaki esitsizligi verir.

I20) — m1(1 - s~ e t) <0

Benzer sekilde;

B(Y)
9

e t —T(ﬁ’1)547 — Ka(T, Ay T
e [, =7 ) = (. A7)

A(t) — Ay(t) =

(/f4(t, A) — /€4(t, Al))

(4.55) denkleminin normu alinirsa,
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(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)



AW = 401 < =Yyt 4) = (e, A

( ) 9 . (4.56)
- — \@0=-1) _
BT . (=D () = (. A ()
Cekirdegin Lipschitz durumu kullanilarak
JA() = A (1)]] < ( )<4HA() A(0))]]
9 (4.57)
+ W<4||A(t) — A1)l
yazilir. Bu da bize asagidaki esitsizligi verir.
1—v 9
140 ~ 401l (1= e~ oot ) <0 .59
Teorem 4.3 Asagidaki kosullar altinda (4.4) sisteminin tek ¢oziimii vardur.
1—9 ¥
11— — "¢ —
(1= B¢~ swrmet) >
1—-9 9
(REELA oy
B)™ " BO)T() ws9)

>0

) >0
(- 5o~ morm )
(- 50~ T )

ispat: (4.59) saglansin. (4.46) esitsizliginden

50 = 51001 (1= 50 ~ Bragrrgat) <0

oldugundan ||S(t) — S1(t)|| = 0 olup S(t) = Si(t) olur.
Benzer sekilde (4.50) esitsizliginden,

— v
170 - 101 (1~ B ~ gt ) <O



oldugundan ||I(t) — I,(t)|| = 0 olup I(t) = I;(t) olur.

Benzer sekilde (4.54) esitsizliginden,

I60) — m)(1 - o6~ e t) <0

oldugundan ||R(t) — Ry(t)|| = 0 olup R(t) = Ry(t) olur.
Son olarak (4.58) esitsizliginden

140 - 401l (1~ 56— osn) <0

oldugundan ||A(t) — A1 (t)|| = 0 olup A(t) = A (t) olur.

Bu da bize (4.4) denklem sisteminin ¢oziimiin tekligini gosterir.

4.4. SIRA Modelinin Denge Noktasi ve Kararlihk Analizi

Bu boliimde bilgisayar viriisleri i¢in epidemiyolojik matematiksel modelin kararlilig1

incelenecektir. Oncelikle asagidaki tanim verilsin.

Tanim 4.1 (4.20) sistemi A; > 0,1 =1,2,3,4ve p; > 0,1 = 1,2, 3,4 sabitleri varsa sistem

Hyers Ulam a gore kararlidir.
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()= 57716 50) = s

t
« / (t — 1) Vs (7, S(r))dr| < o1,
0

() - %w,m» - W

« /Ot(t — D ey (7, I())dr| < g,
R(E) — oy alts RO = s

x /Ot(t ) Dy, R(7))dr| < s,
A(t) — %m(t,/}(t)) - B(ﬁ?r(ﬁ)

¢
X / (t — T)w_l)/m(T,A(T))dT\ < Q4,
0

(4.60)

S(t), I(t), R(t), A(t) vardir dyleki;

(4.61)

X /t(t — 1) Yy (r, A(7))dr,

Teorem 4.4 (4.4) sistemi H varsayumi ile Hyers-Ulam a gore kararlidrr.

Ispat Teorem (4.3) da S(t), I(t), R(t), A(t) nin tek ¢oziimii oldugu gosterilmistir. Simdi
S(t), 1(t), R(t), A(t) (4.3) sisteminin bir ¢oziimii olmak iizere; (4.18) denklem sistemini

saglar. Buradan;
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_ 1—9 _
1S(t) = SO < Wllfﬁ(t S(t)) — kL, S@))]

+ t— 7)Yk (1, S(r)) = ma (7, S(7))l|dr (4.62)

19 t
BO)I() X

1—9 J —
(5 * o) =

Burada p; = (; ve Ay = t alinirsa;

1-9 9
BO) T BOIW)

15(t) = S@) < 1

yazilabilir. (Burada esitsizligin sag tarafindaki ||S(t) — S(t)|| ¢ok kiigiik bir say1 oldugundan

thmal edilmistir yani yazilmamistir.) Benzer sekilde;

- 1—9
HORS OIS

AR t _ oyl A —KQT_T . |
+B(19)F(19)/0<t )" k2 (7, I(7)) — Ko (7, I(7))||d (4.63)

1—9 0 -
(50 * mww) el T

[12(t, 1(t)) — ra(t, I(2))]]

1-9

W .
B0 + mt alinirsa;

Burada @y = (5 ve Ay =
() = T(1)]| < @2l

yazilabilir. (Burada esitsizligin sag tarafindaki ||I(t) — I(t)|| cok kiigiik bir say1 oldugundan
ihmal edilmistir yani yazilmamistir.)

Benzer sekilde;

|R(t) — R(t)|| < %H@(t, R(t)) — rs(t, R(t))]]
4 ' _ )0t
" B@)I'(9) /0 =) (4.64)

% |lks(7, R(7)) — Ks(7, R(7))||dT

1—-9 9 —
(56 * ) T

1-9

s .
m + Wt ahnlrsa,

Burada p3 = (3 ve Az =
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IR(t) = R(t)|| < sl

yazilabilir. (Burada esitsizligin sag tarafindaki || R(t) — R(t)|| ¢ok kiiciik bir say1 oldugundan
thmal edilmistir yani yazilmamistir.)

Benzer sekilde;

— 1-—19
|A(t) — A < B)
< lralt, A®) = ralt, A0
v o )o-1
* s J, ¢ e

x |lka(7, A(7)) = ka(7, A(7))ld7

1-9 ¥ —
(56 * ) -

olur. Burada p, = (4 ve Ay = B(ﬁ) + (19)F(19)t alinirsa;

1A(®) — A®)]] < paly

olur.(Burada esitsizligin sag tarafindaki || A(t) — A(t)|| ok kiigiik bir say1 oldugundan ihmal
edilmistir yani yazilmamistir.) Boylece, teorem kanitlanmis olur. Yani (4.4) denklem sistemi

Hyers Ulam a gore kararhdir.

4.5. Niimerik Coziim Yontemi

Atangana ve Owolabi (2018) kesirli diferansiyel denklemlerin ayrilmasi icin yeni Ca-
puto kesirli tiirevini kullanarak yeni bir sayisal yaklagim bulmuslardir. Oncelikle asagidaki

diferansiyel denklem diisiiniilmiistiir.

0 PCDx(t) = (f(t,x(t))), (4.66)

Analizin temel teoremi kullanarak yukaridaki denklem diizenlenirse,
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1-9 9

x(t) — x(0) :mf(t,x(t)) + m

t
X / (t— T)ﬁ_lf(T, x(7))dr,
0
olur. Sonug olarak,

-0 9
=agc@)! )t TECwrw)

X /Om(tn+1 — )77 f(t, (1)) dt,

2(tns1) — 2(0)

ve t,, i¢in;

1—9 v

#(tn) = 200) =iy tn o) + pEr T

tn
/ / (b — 171 F(t, (1)),
0
dir. (4.68) ve (4.69) denklem sistemlerinden

1—9

x(tn—f—l) - m(tn) = m{f(tm xn) - f(tn—la xn—l)}

+ ABCOT() /0 nH(th — )77 f(t, (1)) dt

- T /0 "t — 07U () dt

=

)

yazilir. Boylece,

1-9

T(tnt1) — z(tn) = ABC()

{f(tn,z0) — f(tno1, @no1)} + Ao — Ago

genelligini kaybetmeden,

Vf (tn, Tn) 2’”“52“ tZii
Ay

TTABCWOITWR | 9 d+1
_ 7Slf(tn—hxn—l) htZ—s—l _ tzi%
ABCOT(W)h 0  d+1

72

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

4.71)

4.72)



yazilir ve benzer sekilde,

Vf (tn, Tn) htz tZ—H J(tn1,701)
Ago = T A - (4.73)
2T ABCWO)T(W)h | 0 9+1) ABCW)T(I)h
olur. Sonug olarak,
1—9 ) 2ntV., o
Fntl = Tn ¥ f(t"’x"){ABO(ﬁ) T ABCO [ 90+ 1]
V ht? o+t
~ ABC(O)T(9)h {T 0+ 11 } REACE Y
(4.74)
W 9 Wty
ABC(¥) hABC)(W)| ¢  9+1

* hABg(;l)I‘(ﬁ)} }

dir.
Yukaridaki denkleme, Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tiirevi i¢in iki asamali

Adams-Bashforth semasi denir.

Teorem 4.5 x(t) asagidaki denklemin ¢éziimii olmak iizere;

0PODYx(t) = f(t, x(t)), (4.75)

f fonksiyonu siirekli ve stmirlidir, x(t) sayisal ¢éoziimii ise;

1-9 Y 2hth, b
Tntt = o + f(tn, x"){ABO(ﬁ) T ABC()h { g0+ 1]
9 ht? o+t
~ ABC(O)L(9)h [T I J } Aoy 4.76)
-1 9 htpoy  thh '
ABC(W)  RABCOTW)| v  9+1

t19+1

* hABC(ﬁ)F(q?)} } TR

seklindedir. Buradan ||Ry||« < M olur.
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4.5.1. SIRA Modelinin Niimerik Coziimii

Caputo anlaminda Atangana-Baleanu kesirli tiirevi ile bilgisayar viriisleri i¢in genisletilmig
epidemiyolojik matematiksel model (4.4) sisteminde tanitilmistir. Sistem (4.5) temel analiz
teoremi ile yeniden diizenlendiginde, x;,7 = 1, 2, 3, 4 cekirdekleri icin bir sonraki denklem

sistemi;

11—
- ABC(Y)

0 ! 1
+ BT /0 (t — )" ka7, S(7))dr,
_ ;B;Cg)@(t, 1))
* Tao J, -l )
R(t) — R(0) = ;B;OEZ)”"?’@’ R(t))
* TEea J, (7 e R
A(t) — A(0) = 14113;029)“4“’ A(t))

v ' 9-1
+ —ABC(ﬁ)F(ﬁ) /0 (t —7)" " ky(r, A(T))dr.

ra(t, S(t))

4.77)

seklinde elde edilir. Boylece,

1=
~ ABC(9)

9

*ABEEm) (e 0w Sy
1-9

IBE@EE e 0w T
1=
= ABC('&) KS(tna Rn(t))

+ m /0 n+1(tn+1 — )" k3(t, R(t))dt,

1-9
= mm(tn,fln(t))

+m /0 b — 7 Ut A))dt.
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Spe1(t) — S(0) K1 (tn, Sn(t))

Iy (t) — 1(0)

(4.78)

Rpya(t) — R(0)

Ania(t) — A(0)



ve t,, igin

1—v

Sp(t) — S(0) = mm(tn—h Sp-1(t))
+ mfon(tn — )" ki (8, S(1))dt,

Lu(t) — 1(0) = ;B;Cfﬁ)@(tn_l, (1))
+ m/on(tn — )" ko (t, I(t))dt,

o (4.79)

Ry(t) — R(0) = m'f?s(fn—h Ru1(t))
+ m /O n(tn = t)ﬁ_llig(t, R(t))dt,

A,(t) = A(0) = ;B;C(f?)m(tm, La(1))

+ m/on(tn — )" Ry (t, A(t))dt,

olur. (4.78) ve (4.79)’ denklem sistemlerinden,
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110(8) = 5.0) = S

" m /0 Tt — 1) e, (o),

U=y (8, S(t))dt,

tns Sn(t)) = K1(tn-1, Sn-1(t))}

9 tn
T ABCW)T (19)/0 (tn =)

Lia(t) — I(t) = AEC( ){@(t n(t)) = Kaltn1, In-1(t)) }

+ m/ow(tn+1 — )" Ry (t, I(t))dt,

_ m /0 Nt — )" o, 1(8))dt,
R (t) — Ry (t) = AIB;CEL){K?’@”’ Ry (t)) — ka(tn-1, Ru-1(t))}

R ) (e~ 0" (e RO
U

- BT /0 = 1) k(8 R(E))d,

Ania(0) = 40(8) = g Rt An(0) = Kilt1. Avcr ()

Ve e MR O

tn — )" ky(t, A(t))dt,

(4.80)

", tn
~ ABC(9)L(0) /0 (
olur.

Teorem (4.5) e gore;

1-9 4
Sn+1 = Sy + K1(tn; Sn <t)){ABC'(19) T ABC(9)h

SEC B A

Y v+1

ABC(OT(0h| ¥  0+1

4.81
v —1 9 (81

+ K1 (tn—1, Sn- (t)){ABC(ﬂ) ~ hABC(W)T'(V)

htg-‘rl tzi% tﬁ—’—l 1
X [ g o+l hABO(ﬁ)F(ﬁ)H+ s

yazilir. Buradan ||*Ry||o < M olur.

Benzer sekilde,
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1 _
Iy = Iy + Ro(ty, In(t)){ ABC( ) ABC (D)h
y [thgﬂ o } [ tﬂ+1 ]}
9 9+1 ABC V)h
A (4.82)
1,1,
+ Ka(tn—1,1In 1<t)){ABC(19) hABC(ﬁ) (V)
A e 2
% [ g0+l hABC(ﬁ)F(ﬁ)] } o
yazilir. Buradan ||*Ry||s < M dir.
Benzer sekilde,
1—9 v
Rot1 = R, + ng(tn,Rn(t)){ABc(ﬁ) " ABC(9)h
O L < B B L
9 9+1| ABCW)I@h| 0 I+1 (4.83)
9 —1 v |
x +/‘€3(tn—1>Rn—1(t)){ABC(q9) ~ hABC()I'(v)
Wr., 4o ! 3
‘ { 9 O0+1 hABC(ﬁ)F(ﬁ)} } ;Y
olup ||*Ry||ec < M yazilabilir.
Son olarak;
11— v
A1 = A, An
ntl = + Ky tna {ABC(qQ ABC(ﬁ)h
) {thgﬂ B tZﬂ} {h_f” o ]}
51 ABC TWA| 9 9+1
; (V) ; (4.84)
+ ky(tn_1, A {AB hABC(ﬁ)F(ﬂ)
ht? tﬁﬂ tﬁ“ 1
[ - 3 racw] |

olup ||*Ry||c < M dir.

(4.4) sistemin sayisal simiilasyonlar1 asagidaki her fonksiyon i¢in gerceklestirilmistir.
Modelin davranisi, farkli ¢ degerlerine sahip kesirli sira tiirevi kullanilarak ayrintili olarak
analiz edilir. Simiilasyonda kullanilan parametreler pg4 = 0.025,a = 0.1,y = 0.8,

pra = 0.25,0 = 0.005 olup S(0) = 3,1(0) = 100, R(0) = 0, A(0) = 0 baslangi¢ kosullari
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kullanilmagtir.

Sekil (4.1)-(4.4)’teki verilen sayisal sonuglar, (4.4) denklem sisteminin ¢} nin farkl
degerleri icin modelin spesifik ¢oziimiiniin sayisal simiilasyonlarin1 géstermektedir.

Sayisal sonuglar yinelemeli pertiirbasyon yontemi ile elde edilmistir. Sekil (4.5) ve
(4.6), ¥=1 ve ¥ = 0.90 degerleri i¢in kendi aralarinda S, I, R ve A varyasyonlarini da gos-

terir. Ayrintili bir analizden sonra asagidaki sonuclar elde edilir.

1 o=1
=09
| — ©=0.8

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
t

Sekil 4.1. S ile verilen epidemiyolojik modelin ©)’nin farkh degerleri icin simiilasyonu

Sekil (4.1), her J— degeri i¢in S bulagma olasilig1 olan enfekte olmamig bir grup
bilgisayarin azaldigim1 gostermektedir. Bununla birlikte, belirli bir t degerinden sonra, in-

dirgeme katsayilar1 arasinda ters oranti oldugu gozlenmistir.

100 \
801
— oo=1
_60f =09
— 9=0.8
40+
201
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

t

Sekil 4.2. I ile verilen epidemiyolojik modelin ’nin farkh degerleri icin simiilasyonu

Sekil (4.2)’den, viriislii bilgisayarlarin / grubunun her ©/— degeri i¢in azaldig1 goriilebilir.
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Bununla birlikte, belirli bir t degerinden sonra azalma katsayilar1 arasinda kii¢iik bir ters

oranin oldugu gozlenmistir.

80

60
— =1
0=0.9
140,
— 9=0.8

20

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
t

Sekil 4.3. R ile verilen epidemiyolojik modelin ©)’min farkh degerleri icin simiilasyonu

Sekil (4.3)’te R grubuna ait virtisten kurtarilan bilgisayar sayisinin her ¢ degeri icin
artti@1 goriilebilir. Ancak, belirli bir t degerinden sonra artis katsayilart arasinda ters oranti

oldugu gozlenmistir.

| — 6=1
=09
| — ©=0.8

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Sekil 4.4. A ile verilen epidemiyolojik modelin ¥’min farkh degerleri i¢in simiilasyonu
Sekil (4.4)’ten antiviriis A iceren viriissiiz bilgisayar grubunun her J degeri i¢in arttig1

goriilebilir. Ancak, belirli bir t degerinden sonra artis katsayilar1 arasinda ters oranti oldugu

gbzlenmistir.
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
t

Sekil 4.5. S, I, R, A ile verilen epidemiyolojik modelin ¢/ = 1 degeri icin simiilasyonu

100F T -

80+ 1
— S

60 1 f
— R

40t |
— A

20+

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
t

Sekil 4.6. S, I, R, A ile verilen epidemiyolojik modelin ¢ = 0.9 i¢cin simiilasyonu

Sekil (4.5) ve (4.6), kendi aralarinda 9 = 1 ve ¥ = 0.9 i¢in S, I, R ve A varyas-
yonlarin1 gostermektedir. Matematiksel modeller, bilgisayar viriisii yayillma dinamiklerini
arastirmak ve tahmin etmek icin kullaniglidir. Sonuglar, kismi siralamanin model iizerindeki
etkisi hakkinda tam say1 sirali tiirevlere sahip klasik model olan p ’dan daha fazla bilgi
sagladigin1 gostermistir. Tekil olmayan ve yerel olmayan cekirdek yeni model, bu tiir viriis
modellerinin yayilmasini daha iyi anlamay1 saglar. Elde edilen rakamlar, kesirli mertebeden
diferansiyel denklemlerle tanimlanan salgin modellerinin zengin dinamiklere sahip oldugunu
ve biyolojik sistemleri geleneksel tamsay1 diizen modellerinden daha iyi tanimladigin1 goster-

mektedir.
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