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OZET

R3 DEKIi YUZEY EGRILERININ BEZIER EGRILERIi VE MATLAB
UYGULAMALARI

YILMAZ LUZUM, Ceyda
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Dog. Dr. Senay BAYDAS
Haziran 2018, 51 sayfa

R3 de yiizey egrilerinin Bezier egrilerini inceledigimiz tez yedi boliimden
olusmaktadir. ilk iki béliimde sirasiyla giris ve kaynak bildirislerine, {igiincii boliimde
temel kavramlara yer verilmistir.

Dordiincii boliimde bilgisayar programlamada ve bir ¢ok alanda kullanimi
olduk¢a yaygin olan, O6nemli uygulamalara sahip Bernstein polinomlar1 ve bazi
Ozelliklerinden bahsedilmistir. Besinci boliimde Bernstein polinomlar1 cinsinden Bezier
egri tanim1 ve Ozellikleri incelenip Bezier egri ve ylizey kavraminin gelismesine katki
saglayan De Casteljau algoritmasi ele alinmistir.

Altinct boliimde, yiizey tizerinde bir egri ve bu egrinin ikiden fazla noktasi
alinarak buna ait Bezier egrisi hesaplanmistir. R deki yiizey egrilerinin Bezier egrileri
incelenip Matlab programi yardimiyla ¢izilmis ve Matlab ¢iktilart eklenmistir. Yedinci

boliimde sonug ve tartisma verilmistir.

Anahtar kelimeler: Bernstein polinomlari, Bezier egrileri, De Casteljau

algoritmasi, Matlab.






ABSTRACT

THE BEZIER CURVES OF SURFACE CURVES ON R3 AND MATLAB
APPLICATIONS

YILMAZ LUZUM, Ceyda
M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assos. Prof. Dr. Senay BAYDAS
June 2018, 51 pages

This thesis we examined the Bezier curves and surface curves on R3 consists of
seven chapters. In the first two chapters, the introduction and the literature review are
involved and in the third chapter, the basic concepts are given with respect to the main
purpose of the thesis study.

In the fourth chapter, Bernstein polynomials, which have important applications
in many areas and more particularly commonly utilized in the scope of computer
programming, are examined and some significant features of Bernstein polynomials are
mentioned. In the fifth chapter, definition and characteristics of a Bezier curve in terms
of Bernstein polynomials and De Casteljau algorithms that contributed to the
development of Bezier curves and surface concepts are investigated, as well.

In the sixth chapter, a curve on surface, as well as multiple points on this curve,
are taken in order to calculate the Bezier curve belonging to these points. The Bezier
curves on the surface curves on R3 are investigated and plotted with Matlab of which
outputs are also included in the study. Finally, in the last chapter, the discussion and

conclusion are presented.

Keywords: Bernstein polynomials, Bezier curves, De Casteljau algorithms,
Matlab.
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1. GIRIS

Matematigi olusturan konular, yasanilan donemle dogrudan iliskili oldugundan
ilgi ve anlamlandirmada zamana bagl degisimler goriiliir. Ornegin antik Yunanda
geometri, konumsal iliskilerin incelendigi bir matematik dali olarak algilanirken,
giinlimiizde diferansiyel topoloji veya diferansiyel manifoldlarin incelendigi oldukca
karmasik bir matematik dalina doniismiistiir. Benzer durum, geometrinin bir alt dali
olan diferansiyel geometri igin de gegerlidir.

Bezier egrisi bilgisayar grafiklerinde ve ilgili alanlarda siklikla kullanilan
parametrik bir egridir. Bernstein polinomlarinin takdiminden elli yi1l sonra Fransiz
miithendis Pierre Bezier tarafindan otomobil tasarlanirken kullanilan zamana kadar
grafige uygulanmamistir. Ayni1 donem diger bir Fransiz mithendis Paul De Casteljau
tarafindan da Casteljau algoritmasi kullanilarak gelistirilmistir.

Bir Bezier egrisi, verilen belli sayidaki kontrol noktasina bagl olarak Bernstein
polinom yaklagimi ve De Casteljau algoritmasi ile olusturulan egridir. Benzer olarak {i¢
boyutlu uzayda parametre sayisini iki alarak belirlenmis noktalara gore Bezier ylizeyleri
verilir.

Bu ¢alismada, yiizey bir Bezier ylizeyi olarak verilmedigi zaman, parametre
egrilerinin ve herhangi egrilerin sonlu sayidaki noktalar: {istlinden, ylizey egrisinin
Bezier egrisinin nasil olacagi, hangi sart ve kisitlarda yiizey tistiinde kalip kalamayacagi

caligilmistir.






2. KAYNAK BILDIRISLERI

Klasik diferansiyel geometri, egri ve yiizeylerin lokal ozelliklerini ele alir.
Burada lokal 6zellikler denildiginde, egri ya da ylizeyin bir nokta civarindaki davranisi
anlasilir. Gauss’un 1821-1825 yillar1 arasinda Hannover kralliginin 6l¢iimii i¢in ag1 ve
uzunluk gézlemleriyle tesis ettigi ylizey nirengi ag1, egriler ve ylizeyler i¢in diferansiyel
geometrinin teoriden pratige gegtigi 6nemli bir adimdir.

Polinomlar kolay tanimlandiklari, bilgisayar sistemlerinde hizli hesaplandiklar
icin ¢ok kullanish matematiksel araglardir. Ayrica polinomlar kolaylikla
diferensiyellenebilir ve integrallenebilirdir. Bu nedenle polinomlarla islem yapmak,
yapilan ¢alismalarda biiyiik kolayliklar saglamaktadir (Joy, 2000).

Bernstein polinomlarinin tarihi, Ukraynali matematik¢i Sergei Natanovic
Bernstein’e (1880-1968) dayanir. Bernstein’in yapmis oldugu c¢alismalar Fransa’da
biliylik ilgi goérmiistiir. 1955°de Fransiz Bilim Akademisi {iyesi olarak segilmistir
(Steffens, 2006). Daha sonra P(t) parametrik denklemiyle verilen bir Bezier egrisinin
0 < t <1 Bernstein polinomlari cinsinden tanimi ve bazi ozellikleri incelenip, De
Casteljau algoritmasi ele alinmistir. Bezier egrileri ve ylizeyleri, bilgisayar destekli
geometrik tasarim (CAGD) i¢in biiylik 6nem tasimaktadir. Bezier egrileri ve ylizeyleri
ilk olarak 1958- 1960 yillar1 arasinda Fransiz miihendis Pierre Etienne Bezier (1910-
1999) ve Fransiz matematik¢i Paul de Faget De Casteljau (1930- ) tarafindan farkl
matematiksel yaklagimlar ile birbirinden bagimsiz olarak gelistirilmistir.

Pierre Etienne Bezier makine ve endiistri miithendisidir. Mezun olduktan sonra
1933 yilinda Renault firmasinda mekanik yontem planlama boliimiinde calismaya
baslamistir. 1960 yilindan itibaren de ara¢ gévde yontem planlama boliimiine gegip arag
govdelerinin tasarimi {izerinde ¢alismustir (Rabut, 2002; Rogers, 2002). Uzun yillar bu
firmada calisan Bezier’in ismiyle anilir hale gelen polinom egri ve yiizeylerinin
Bernstein formunda ifadesiyle tamamen gelisen Bezier egri ve yiizeyleri teorisi bu
donem igerisinde kurulmustur. Otomobil kaporta ylizeylerinin az sayida parametre
degistirilerek kontrol edilebilen egrilerle tanimlanabilmesi i¢in gelistirilmistir (Bezier ve

Sioussiou, 1983).



1958 yilinda Citroen firmasina katilan De Casteljau tamamen farkli bir
yaklagimla ayni kavrami; kendisinden sonra adimi alan De Casteljau algoritmasini
taktim etmistir. Bezier egri ve yiizeyleri kavraminin gelismesine biiyiik katki saglayan
bu algoritma Bernstein polinomlarinin kullannomina denktir. De Casteljau’nun
calismalar1 ¢cok uzun bir siire Citroen firmasi tarafindan gizli tutulmustur. Halbuki De
Casteljau, Bezier’in Bezier egri ve ylizeylerinin Bernstein polinomlar1 ile ifade
edilebilecegini fark etmesinden ¢ok 6nce bu polinomlar1 kullanmistir (Farin, 2002;

Laurent ve Sablonniere, 2001; Rabut, 2002; Rogers, 2002).



3. TEMEL KAVRAMLAR

3.1. R3 te egriler

I € R olmak iizere, a: I — R3 fonksiyonuna R? te bir egri denir. a, C*¥sinifindan
ise a ya C* sinifindan egri veya kisaca C*egri olarak adlandirilir.

a nin tanimli oldugu I araligi [a,b] seklinde bir kapali aralik ise a nin
diferensiyellenebilirliginden kasit sudur:
3¢ > 0 reel sayis1 ve a: (a — ¢, b + ¢) - R3 diferensiyellenebilir fonksiyonu,
a(t) = a(t),Vt € [a,b]
olacak sekilde var ise a(t) ye diferensiyellenebilir egri denir (Sekil 3.1) ( Brickell ve
Clark, 1970).

aft)=a(t) afb)

O L L 0
a-c a | b btc

Sekil 3.1. a(t) egrisi.

a(a) ve a(b) ye egrinin baglangi¢ ve bitis noktalar1 denir. I = [a,b] ise ug
noktalar egriye aittir. t € [ igin a(t) = (a1(t), ay(t), az(t)) olup, a; ler a(t) egrisinin
koordinat temsili olan fonksiyonlardir. (a;(t),a,(t), as(t)) ifadesi de egrinin
parametrik temsili (koordinat temsili) olarak adlandirilir. t € I € R parametresi zaman
parametresi gibi diisiiniiliirse a(t) egrisi hareketli bir noktanin R® deki ydriingesi olarak

ele alinabilir.



Ornek 3.1.1

a:l€R->R

t > a(t) = (t3t*,3+5t3) e R3

olup a(t) nin diferensiyellenebilir bir egri oldugunu gosterelim.

Eger I araligi [a, b] olarak alinirsa a(t) nin diferensiyellenebilir olmasindan kastedilen
sudur:

dc > 0 i¢in

a:(a—c,b+c) - R3

a(t) = a(t), t € [a, b]

olacak sekilde var ise a(t) ya diferensiyellenebilir egri denir. Bir egri, fonksiyon,
fonksiyonun tanim ciimlesi ve goriintii ciimlesiyle (a, I, R®) birlikte bir

diferensiyellenebilir egri olusturur.

a(t) igin,
a'(t) = (2t,4t3,15t2)
olursa ifadenin tiirevi var ve tiirevi stirekli oldugundan a(t) bir diferensiyellenebilir

egridir.
3.2. R3 te yiizeyler

R3 de bir alt kiime G = {(u,v)|(u,v) € R?} c R? olarak verilsin. ¢: G - R3
doniisiimiine veya goriintii ciimlesine R3 de bir yiizey denir.

@ strekli (diferensiyellenebilir) ise , ¢ ye siirekli (diferensiyellenebilir) ylizey
denir (Brickell ve Clark, 1970).

Ornek 3.2.1.

D= (o,g)x(o, 1)

@:D - ¢(0) c R3

(u,v) » @(u,v) = (cos(u), sin(u),v)

fonksiyonu diferensiyellenebilir yiizey tanimlar. Ornekte ayrica regiilerlik sartinin

saglandig1 da gosterilecektir.



(U, v1) = @(uy, v;)
(cos(uy),sin(uy),v,) = (cos(uy), sin(u,),v,)
cos(u,) = cos(uy)
sin(u;) = sin(u;)
U = U
vy =1,
oldugundan ¢ birebirdir.
@, s > 1 siifindandir. Soyle ki;

@(u,v) = (cos(u), sin(u),v)

% gy = (~sin(w), cos(u), 0
au—gou—( sin(u), cos(u),0)
olup diferensiyellenebilirdir. Ayrica,
a¢p

== 9= (00,1)

@uu = (—cos(u), —sin(u),0)

Puy = (0' 0, O)

Py = (0, 0, 0)

Py = (0' 0, O)

oldugundan ¢, s > 1 smifindandir.
J Jakobiyen matrisi verilsin.

_[—sinu cosu O
e I

rank /=2 olmalidur.

J Jakobiyen matrisinin rankini hesaplamak igin alt kare matrislerinin determinantlarina

bakilmalidir.

det __S(l)nu (1)] = —sinu#0
d [cosu 0] _
et 0 1] =cosu+ 0
[—sinu  cosu] _
det 0 0 ] =0




seklindedir. En az bir alt 2x2 kare matrisinin determinanti sifirdan farkli oldugu igin

rank /=2 dir. Sonug olarak ¢, bir regiiler yiizeydir.



4. BERNSTEIN POLINOMLARI

4.1. Bernstein polinomlari

x,y € R; n € Nigin (x + y)™ binom agilimu,

n -
(@ + )" =T () xy @ (4.1)

olarak verilir. Bu agilim Omer Hayyam’dan beri bilinmektedir ve katsayilar olan (Z) lar

Pascal iicgeni olarak bilinen bir algoritma ile verilebilir. Bernstein x ve y nin olasilik
degiskenleri olmasi durumunda, bu ag¢ilima istatistiki bir kimlik kazandirmistir. Bir

olaya ait olasiliklar x ve y ise;
x+y=1 4.2)

seklindedir. Boylece x + y toplami, x + (1 — x) toplam1 olarak yazilabilir. Bu durumda

olaya ait olasilik a¢ilimu,

1=(0Cx+0-x)" (4.3)
= Tio (§p) ¥ = 1)@ (4.4)

olarak verilir. Es. 4.4 a¢ilimi1 Bernstein polinomu olarak adlandirilir. Polinoma eslik

eden her bir,

(Z) x*(1—x)h (4.5)

terimi Bernstein polinom ag¢iliminin bilesenleri (katsayilart) olarak isimlendirilir.
Bernstein polinomlar1 polinomlar halkasinda 6nemli bir pozisyona sahiptir ve baz olma
ozelligi en onemli Ozelliklerinden birisidir. Ayrica Bezier egrilerinin insasinda da

onemli bir konumdadirlar.
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4.2. Bernstein polinomlarmin temel 6zellikleri

Tamm 4.2.1. n. dereceden bir Bernstein polinomu k= 0,1,2,...,n igin,

Byn(x) = (Z) xk(1—x)nk (4.6)

katsayilar1 ile tanimlanir. Burada,

() = o @.7)

dir. Bu polinomlar1 yazmak olduk¢a kolaydir. (Z) katsayilar1 Pascal iicgeninden

kolayca elde edilebilir; k sayis1 arttik¢a x teriminin {issii bir artar ve (1 — x) teriminin
iissti bir azalir. Sifirinci, birinci, ikinci ve liglincii dereceden Bernstein polinomlari

asagidaki gibi hesaplanabilir:
Derecesi sifir olan Bernstein polinomu,
Boo(x) =1 (4.8)

olarak tanimlanir ve 0 < x < 1 i¢in grafigi asagidaki gibi c¢izilebilir (Sekil 4.1) (Joy,
2000).

1

By

08F

06 1

0.4+ 1

02 q

0

02F E

04} .

06 1

o8} -

“1 1 1 L 1 1 L 1 1 1

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 089 1

Sekil 4.1. Sifirinct dereceden Bernstein polinomunun grafigi.
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Derecesi bir olan Bernstein polinomlari

Bos(0) = (5) x° =00 = (1-x) (4.9)
Bii(x) = G) xt(1—x)t"t=x (4.10)

olarak elde edilir ve 0 < x < 1 i¢in grafigi asagidaki gibi ¢izilebilir (Sekil 4.2).

1

oot
0sh A

07t / -

0B} b

05F =4

g

03F /

02 P E

01f /

0

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 06 07 0.8 0.9 1

Sekil 4.2. Birinci dereceden Bernstein polinomlarinin grafigi.

Derecesi iki olan Bernstein polinomlari,

Bo2(0) = (3) 201 =070 = (1 - x)? (4.11)
B, ,(x) = (i) X1 = x)21 = 2x(1 — %) (4.12)
Boo(0) = (5) (1 - 0?72 = 27 (4.13)

olarak elde edilir ve 0 < x < 1 i¢in grafigi asagidaki gibi ¢izilebilir (Sekil 4.3).

Derecesi ti¢ olan Bernstein polinomlart,

By 5(x) = (g) X0(1 = x)370 = (1 = x)3 (4.14)
By 4(x) = (?i) x1(1 = %)% = 3x(1 — x)? (4.15)
B, 5(x) = (2) x2(1—x)372 = 3x2(1 — x) (4.16)
Bia(0) = (3) x*(1 -0 = x3 (4.17)

olarak elde edilir ve 0 < x < 1 igin grafigi asagidaki gibi ¢izilebilir (Sekil 4.4).
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Dot D'Z(X) 4

(
08f B, .

0.7 .

06 .

05F

0.4F

03F

02r
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Sekil 4.3. Ikinci dereceden Bernstein polinomlarmin grafikleri.

Byl ,
— B3l /]
By509 j 1
Byatd| /

—
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 08 1

Sekil 4.4. Ugiincii dereceden Bernstein polinomlarinin grafigi.

4.2.1. Birimin parcalanmasi 6zelligi:

Bernstein polinomu B} (t) i¢in, binom agilimindan

n _
(@ + )" = T () xy @

seklinde yazilir.

(4.18)
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x+y=1 (4.19)
olursa

x=t

ise 0 halde (4.20)
y=1-t

dir. n € ZF igin

1=1"=(t+1-t)" =Y}, (Z) (1 —t)nkek (4.21)

olur (Marsh, 2005).
4.2.2. Anti-negatiflik ozelligi:

t € [0,1] igin B{(t) = 0 dur.

Bu 6zellik; (Z) = #ik)' >0, t=>0ve(1l-t)=0oldugundan

BI(t) = (Z) (1 - )" ktk > 0 (4.22)
olur (Marsh, 2005).
4.2.3. Simetri ozelligi:

Bernstein polinomlari By} (t) i¢in;

Br () =By (1—-1) (4.23)
esitligi gegerlidir.

Burada, n. dereceden bir Bernstein polinomu Es. 4.6 esitligi ile verilmisti. Boylece
Bia® =, 2 ) - (4.24)
ve

BM(1—1t) = (Z) ()" (1 — t)k (4.25)

seklindedir. Bununla birlikte Es. 4.24 ve Es. 4.25 esitliklerinin sag taraflari esit
oldugundan sol taraflar1 da esittir. Bu nedenle

By () = By (1—1t) (4.26)
olur (Marsh, 2005).



14

4.2.4. Rekiirsiyon ozelligi:

n. dereceden Bernstein polinomlart B} (t) k =0, ...,n i¢in (n — 1). dereceden
polinomlarla asagidaki gibi ifade edilebilir:
Br(t) = (1 = t)By (1) + tBE=1 (t) (4.27)
Burada; B™;1(t) = 0 ve B 1(t) = 0 dir. n. dereceden bir Bernstein polinomu Es. 4.6

esitligi ile verilmisti. Buradan;

Bt = (" ) a - ok (4.28)
ve

it = (7 }) (1 — tynkgk1 (4.29)
elde edilir. Boylece k = 0 icin, B";1(t) yardimiyla
Bit)=(1-t)"=(1—-t)B}1(t) + tB*](t) (4.30)
bulunur. Benzer sekilde k = n i¢in, BY1(t) = 0 yardimiyla

BI(t) =t" = (1 —t)Br1(t) + tBIZ1(t) (4.31)

yazilabilir. Genel halde 1 <k <n i¢in Es. 4.28 ve Es. 4.29 ecsitliklerini sirasiyla
(1 —t) ve t ile carpilirsa Bernstein polinomu tanimindan

(1—-0).BF1(t) + t. BE=1 ()

=(1-¢t). (” X 1) (1=t tkek +t (Z B 1) (1 —e)nkek?

= (n; 1) (1= v kek + (Z - 1) (1— t)rkek

= a-ore [0 )+ ()]

=1-1 t "L(n—-1-k)k! (n—k)!(k—l)!]

_ _ n—-k.k [(n—k)+k n!
=@-0" " 1 ]'k!(n—l)!

~(a-oe
= B}(t) (4.32)
dir (Marsh, 2005).

n
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4.3.Bernstein polinomlari icin matris temsili

Uygulamada Bernstein polinomlar1 i¢in matris temsili kullanighdir. Eger
noktasal carpimlarin lineer birlesimi cinsinden bakilirsa, bunlar dogrudan gelistirilebilir.

Bernstein baz fonksiyonlarinin lineer birlesimi seklinde verilen bir polinom

B(x) = COBO,n(x) + ClBl,n(x) + et Can,n(x) (433)
olsun. Bu esitligi iki vektoriin noktasal carpimi olarak yazmak kolaydir.
Co
c
B(x) = [Bon(¥) Bin(x) .. Ban(@] | (4.34)
CTl
bu esitlik ise,
[b0,0 0 0 0 ] [Co‘l
| bl,O b1,1 0 0 | | C1 |
B(x) = ll X xz an | b2,0 b2,1 bz‘z 0 | |C2 | (435)
: : : : J | : |
bn,o bn,l bn,z bn,n lC”J

sekline dontisebilir. Burada b; ; ler ilgili Bernstein polinomunu belirlemede kullanilan

kuvvet bazinin katsayilaridir. Kuadratik durumda (n=2 i¢in) matris temsili

1 0 O0][¢%
B(x)=[1xx?]|-2 2 o||a (4.36)
1 -2 11l
dir ve kiibik durumda (n=3 igin) matris temsili,
1 0 0 0] [C
_ 2 .3 -3 3 0 0 €1
B(x) = [1x x* x°] 5 6 3 olle (4.37)
-1 3 =3 1116

bigimindedir (Joy, 2000).






5. BEZIER EGRILERI VE DE CASTELJAU ALGORITMASI

5.1. Bezier egrileri

Bu boliimde, Bezier egrileri ve bu egrileri elde ederken kullanilan Bernstein
polinomlar1 ve bazi 6zellikleri verilmistir.

Bezier egrisi kontrol noktalar1 ve onlar1 insa edecek bir temel fonksiyon ile
tanimlanir. Secilen ilk ve son kontrol noktasi, egrinin basi ve sonunu olusturur. Aradaki
diger noktalar ise egrinin yapisini belirlemek icin kullanilir. Bu baglamda bu noktalar

genellikle egrinin tlizerinde yer almaz (Bezier, 1971).

5.1.1. Bezier egri parcasinin olusturulmasi

Tamm 5.1.1.1. E™ (n = 2,3) Oklid uzayinda P, ve P; noktalar1 verildiginde P,P;

dogru parcast iizerindeki herhangi bir nokta P} (t) ile gosterilirse;

P(t)=P}(t) =1 —-t)Py+tP; ;te€]0,1] (5.1)
esitligi bir lineer egri pargasinin parametrizasyonunu olusturur. Burada;

Bi®) = (1—10) (5.2)
Bi(t)=t (5.3)

birinci dereceden Bernstein polinomlart ile P, ve P; kontrol noktalar1 olarak adlandirilir

(Sekil 5.1) (Kaplan ve Mann, 2006; Marsh, 2005).

t 1-0)

r————""""""7 1 1
@ @ ®
Py Py (t) Py

Sekil 5.1. P3(t) nin P, ve P, e gore temsili.
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5.2. De Casteljau algoritmasi

Bu algoritma egri alaninda ve ylizey tasarimda en temel olanlardan birisi
olmasima ragmen siirpriz bir sekilde basittir. Ana cazibesi geometri ve cebir arasinda

giizel bir karsilikli etkilesimdir. Sezgisel bir geometrik yap1, giiglii bir teoriye yol agar.

Tamm 5.2.1. by, by, ..., b, € E3 ve t € Rigin

_ _ =1,..,
b; )= -pb @+ { L) "

, e, — T (5.4)

ve bY(t) = b;. O zaman bj}(t), b™ Bezier egrisi iizerinde t parametre degerli noktadr.
Bu yiizden b™(t) = by (t) dir.

by, by, ..., b, ile olusturulmus P poligonuna b™egrisinin Bezier poligonu veya kontrol
poligonu denir (kiibik durumda dort kontrol noktasi vardir). Benzer olarak b; poligon
koselerine kontrol noktalar: veya Bezier noktalar1 denir. Asagidaki sekil kiibik durumu
gosterir (Sekil 5.2).

el — —_—
0 t

Sekil 5.2. De Casteljau algoritmasi : b3 (t) noktasi tekrarli lineer interpolasyon.

Bazen b"(t) = B[by, by, ..., by; t] = B[P; t] ile veya denk olarak daha kisa bir
sekilde b™ = B[by, by, ..., b,] = BP ile de gosterebiliriz. Bu notasyon B yi, onun
kontrol poligonuyla Bezier egrisine ortak yapan lineer operator olarak tanimlar.

B[by, by, ..., b,] egrisinin kontrol noktasina Bernstein-Bezier yaklasimi oldugunu
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soyleyebiliriz. b} (t) ara katsayilar1, noktalarin tiggensel bir dizilimine uygun bir sekilde
yazilir ( Farin, 2002).

5.2.1. Bezier egrisi i¢in De Casteljau algoritmasi

Bezier egrisi kontrol noktalar1 yardimiyla asagidaki sekilde olusturulur (Sekil

5.3)

Ppb Yt Py YrLpgTt U PE=P()

—ards

1-t 1 1-t n—-1
P, P} .. P!

Sekil 5.3. Bezier egrisi i¢in De Casteljau algoritmasi.

Bu ifade Bezier egrisi i¢in De Casteljau algoritmasimi verir. De Casteljau
algoritmasi, bir Bezier egrisi tizerindeki bir noktanin hesaplanmasi igin bir metot Verir.
Asagidaki teorem De Casteljau algoritmasini ifade eder (De Casteljau, 1991).

Teorem 5.2.1.1. Py, Py, ..., B, kontrol noktalarinin olusturdugu bir Bezier egrisi P(t)
olsun. Bu takdirde

PP)=QQ - +tPJ'(®) ;i=0,.,n—j, j=1..,n (5.5)
ve P? = P; olmak iizere P(t) = P (0 <t < 1) dir (Farin, 1983; Marsh, 2005).

Bu teoremi soyle ifade edelim; Bernstein polinomunun rekiirsiyon 6zelliginden De

Casteljau algoritmasi ortaya ¢ikar. Boylece;

P(O)= ) PBI(®) = ) Pi((1— DB + B (D)
i=0 i=0
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n n

= > A= OPBIIO + ) tPRBIN®

i=0 i=

elde edilir. B*1(t) = 0 ve B™;1(t) = 0 oldugundan dolayz;

n—1 n
P(t) = Z(l — t)P;B ' (t) +Z tP;BI (1) (5.6)
i=0 i=1

olur. Es. 5.6 esitliginin ikinci toplaminda i yerine i+1 yazilarak ifade yeniden

diizenlenirse
n-1 n-1
P(t) = Z(l —t)PBI (D) + Z tPiy1 B H(0)
i=0 =0
elde edilir. i = 0,...,n — Ligin P} = (1 —t)P; + tP;y1 = (1 — t)P? + tP, alinirsa;
n-1
P(O) = ) PLBII(®)
i=0

olur. Son ifadedeki P(t), P}, ..., PL_; kontrol noktalari ile (n — 1). dereceden bir Bezier

egrisini ifade eder. Bu son ifadeye benzer bir tartisma uygulanirsa;
n-2
P(t) = z P!BI(t)
i=0
olur.Buradai = 0,...,n — 2 igin P? = (1 — t)P} + iP},; dir. Bdylece

n—j
P(t) = Z P/B"(t)
i=0

. ]_ j_1 ,j_1.
olur. Burada; i = 0,..,n—ji¢cin P/ = (1 —¢t)P, ~ +iP,, dir.

Ozel olarak , n = j i¢in son esitlik;
0
P(5) = ) PPBY(O) = PY
i=0

olur.

Ornek 5.2.1.1. E? de P, = (3,3), P, = (2,5) kontrol noktalarindan gecen P,P; dogru

parc¢asi;
P(t) =P}(t) =(1—-1t)(3,3)+t(25) ;te[0,1]
=(3—1t,3+2t) (5.7)

olur (Sekil 5.4)
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Sekil 5.4. Py, = (3,3), P; = (2,5) kontrol noktalarindan gegen Bezier egrisi.

Tamim 5.2.1.1 E™(n = 2,3) Oklid uzaymda P,, P; ve P, noktalar1 verildiginde ¢ € [0,1]

i¢in,

Pi(t) = (1 —t)Py + tPy

Pi(t)=(1—-t)P, +tP, (5.8)
P () = (1 = t)P5 () + tPL(2)

denklemleri yardimiyla,

P(t) = P§ (1)

= (1 —1t)?Py+2(1 — t)tP, + t*P,

= Yi-o P Bf (t) (5.9)
kuadratik Bezier egrisi tanimlanir. Burada

B§(t) = (1 - t)?

B(t) =2(1—-10t)t (5.10)
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B2(t) =t

ikinci dereceden Bernstein polinomlar: ile Py, P; ve P, kontrol noktalar1 olarak

adlandirilir (Sekil 5.5)

Py P,
Sekil 5.5. Py, P; ve P, kontrol noktalarinin olusturdugu kuadratik Bezier egrisi.

Py, P; ve P, kontrol noktalarinin 6ngoriilmiis sirayla dogru parcalar: ile birlestirilmesi

ile elde edilen {iggene kontrol poligonu denir (Kaplan ve Mann, 2006; Marsh, 2005).

Tamm 5.2.1.2. E"(n = 2,3) Oklid uzaymda P,, P;, P, ve P; noktalar1 verildiginde

t € [0,1] igin;

Pi(t) = (1 —t)Py + tP;

Pl(t) = (1 —¢t)P, + tP,

Pi(t) = (1 —t)P, + tP,

P§(t) = (1 = t)Ps(t) + tPI(t) (5.11)
PE(t) = (1 = )PL(t) + tP3 (L)

P3(t) = (1 = )P5(t) + tPE(t)

denklemleri yardimiyla

P(t) = P3(1)

= (1—-1t)3Py +3(1 — t)?tP; + 3(1 — t)t*P, + t3Ps

=Y P B} (D) (5.12)
kiibik Bezier egrisi tanimlanir. Burada;

Bi(®) =(1-1t)°

B3(t) =3(1—1t)%t
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B3(t) = 3(1 — t)t? (5.13)
B3(t) =1t3
ticlincii dereceden Bernstein polinomlar1 ve Py, P;, P, ve P; de kontrol noktalar1 olarak
adlandirilir (Sekil 5.6).

Pi (D)

P (t) P. P,

Py P3(t) P

P5 (1)
Sekil 5.6. Py, P;, P, ve P; kontrol noktalarinin olusturdugu kiibik Bezier egrisi.

Py, P;, P, ve P; kontrol noktalarinin Ongoriilmiis sirayla dogru pargalart ile
birlestirilmesiyle elde edilen poligona kontrol poligonu denir (Kaplan ve Mann, 2006;
Marsh, 2005).

Tamm 5.2.1.3. E™(n = 2,3) Oklid uzaymda Py, P, P,,...,P, kontrol noktalari
verildiginde her t € [0,1] i¢in;

P(t) = Xio Pi Bi'(8) (5.14)
parametrik esitligi bu kontrol noktalarin olusturdugu Bezier egrisi adin1 alir. Burada;
Bt = () @ —pridd 0<i<n (5.15)
n. dereceden Bernstein polinomlari olarak adlandirilir.

Py, Py, P, ..., P, kontrol noktalarinin 6ngoriilmiis sirayla olusturulan dogru parcalar
yardimiyla elde edilen poligona kontrol poligonu denir (Marsh,2005).

Sekil 5.7. de sirasiyla 2. , 3., 4. ve 5. dereceden Bernstein polinomlari verilmistir.
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Sekil 5.7. 2., 3., 4. ve 5. dereceden Bernstein polinomlari.

Ornek 5.2.1.2. P, =(0,0), P, =(40) ve P,=(4—7) kontrol noktalarimn

olusturdugu diizlemsel kuadratik Bezier egrisinin parametrik denklemi Es. 5.9 esitligi

yardimiyla

2
P(t) = z P;BMt) = (1 — t)?Py + 2(1 — t)tP, + t*P,

=0

= (1-1)%(0,0) + 2(1 — )t(4,0) + t%2(4,-7)

= (0,0) + (4t(1 —t),0) + (4t?,—7t?)

= (4t,—7t?)

olur (Sekil 5.8).

; t €[0,1]
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Sekil 5.8. Diizlemsel kuadratik Bezier egrisi.

Ornek 5.2.1.3. P, = (0,0), P, =(40), P,=(8-8) ve P;=(—4,0) kontrol
noktalarinin olusturdugu diizlemsel kiibik Bezier egrisinin parametrik denklemi Es. 5.12

esitligi yardimiyla

3
P(t) = Z P;Bl'(t) = (1 — t)3Py + 3(1 — t)?tP; + 3(1 — t)t?P, + t3P;
i=0

= (1-1)3(0,0) + 3(1 — £)?t(4,0) + 3(1 — t)t%(8,—8) + t3(—4,0)

= (0,0) + (12t(1 — t)%,0) + (24(1 — t)t?,—24(1 — t)t?) + (—4t3,0)

= (12t(1 — £)® + 24(1 — t)t? — 4t3,-24(1 — )t?)

= (12t — 16t3,24t3 — 24t?) ;t €10,1] (5.17)

bulunur (Sekil 5.9).

Ornek 5.1.2.4. P, =(0,0,0), P, = (0,0,1), P, = (0,1,0) ve P; = (1,0,0) kontrol
noktalarinin olusturdugu 3D kiibik Bezier egrisinin parametrik denklemi Es. 5.12
esitligi yardimiyla

P(t) = (1 —1t)3Py +3(1 — t)%tP, + 3(1 — )t?P, + t3P5

= (1-1)3(0,0,0) + 3(1 — £)?t(0,0,1) + 3(1 — t)t%(0,1,0) + ¢3(1,0,0)
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= (0,0,0) + (0,0,3t(1 — t)?) + (0,3t%(1 —t),0) + (¢3,0,0)
= (t3,3t% — 3¢t3,3t — 3t3,) ;t €10,1] (5.18)

elde edilir (Sekil 5.10).

Y in

e
-

o -

02 ikl

0D15—4-----...

.

I

D - ~ . . ;
o2 B4 06 0.8 {705

Sekil 5.10. 3-D kiibik Bezier egrisi.
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5.2.2.Bezier egrilerinin baz1 6zellikleri

5.2.2.1. Son nokta interpolasyon ozelligi

Es. 5.14 esitligiyle verilen P(t) Bezier egrisi t=0 i¢in
P(0) = P,
ve t=1 i¢in
P(1) =B,
olmaktadir (Marsh, 2005).

5.2.2.2. Son nokta teget ozelligi

Es. 5.14 esitligi ile verilen P(t) Bezier egrisi i¢in
P'(0) = n(P, — Py) ve P'(1) =n(P, — P,_,) dir ( Marsh, 2005).






6. R3> DEKIi YUZEY EGRILERININ BEZIER EGRILERIi VE MATLAB
UYGULAMALARI

6.1. R3 deki yiizey egrilerinin Bezier egrileri

Bir yiizey tizerinde bir egri ve egri tizerinde de belirli sayida kontrol noktasi
alinarak bu kontrol noktalarina ait Bezier egrisi hesaplanmustir.
R3 de bir yiizey ¢(u, v) parametrizasyonuyla verilsin. u = u, ve v = v, sabit

yiizey lizerinde herhangi egriler elde edilir (Sekil 6.1).

VA

¢, vo)  @(uo,v)

o(u,v) -

/

Y

(0,0)

U, v
f(u,v) = 0 egrisi

X
Sekil 6.1. @(u, v) ylizeyi tizerindeki parametrik egriler.

@(u,v) yizeyi ustinde bir f(u,v) = 0 egrisi se¢ilsin. f(u,v) =0 dan u = f(v)
egrilerini ele alalim. u = 0 ve u = u,, i¢in P, ve P, nokatalar1 elde edilir. u nun bir
pargalanmist  {ugy, U4, ...,u,} olmak iizere Py, Py, ...,P, noktalar1 hesaplanabilir.
Py, Py, ..., P, noktalarini kontrol noktasi kabul eden Bezier egrisi B,(u) ya da P(u) ile
gosterilsin. f(u,v) = 0 egrisine eslik eden (n+1) kontrol noktali Bezier egrisi n — o
i¢in cakisik egrilerdir.

Bu yontem herhangi uzay egrileri i¢in de gecerlidir. Yiizey iistiinde bir egri almanin bir
cok geregi vardir. Bunlardan biri yiizeyin CAGD de pano gorevini iistlenmesidir. Bir
diger sebep buradaki algoritmayla bir ylizeye eslik eden Bezier ylizeyi elde etmek i¢in
bir hazirlik olusturmaktir.
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Simdi dik dairesel silindir, kiire, saddle, torus, mobius, lemnscete yiizeyleri
iistiindeki egrilere ait Bezier egrisi 6rnekleri ve herhangi bir egri iistiindeki Bezier egrisi

Ornegi, algoritmalar1 ve Matlab uygulamalari verilmistir.

Ornek 6.1.1. ¢(u,v) = (cosu, sinu, v) dik dairesel silindir yiizeyi iizerindeki v = u
bagintisini saglayan helis egrisi lizerindeki Bezier egrisini ¢izelim;

¢(u,v) = (cosu, sinu, v)

v=u

@(u) = (cosu,sinu,u)

u-parametre egrileridir. Bu egriler ¢ (u, v) silindir ylizeyi tizerindeki helis egrileridir.
Dik dairesel silindir yiizeyi iizerinde bir parametre egrisi ve bu egri ilizerinde 5 kontrol
noktast alinarak bu kontrol noktalarina ait Bezier egrisi hesaplanmistir. 5 ve daha fazla
kontrol notasina ait Bezier egrilerinin Matlab algoritmasi verilip grafikleri ¢izilmistir;
*u = 0i¢in

¢(0) = (cos(0),sin(0),0) — P,

T . .
*u=; i¢cin

s T MmN\ T
‘P(z)=(C°S(§)'S‘“(§)'§>—>P1
*u=m icin
@(m) = (cos(m),sin(mw ), m) — P,
*uz%nigin

<3n) ( <3n) _(3n) 3n) P
S I or Y 2R
7 > cos > ,sin > )3 3
*u = 2m i¢in

@(2m) = (cos(2m),sin(2m ),2m) — P,

bulunur. n. dereceden n + 1 tane Bernstein polinomu k = 0,1,2,...,n igin
Bia(t) = ()t*(1 —6)"*

olup derecesi 4 olan Bernstein polinomlari

4
Bos® = () ©° - "0 = (1 - "

By 4(t) = G) t(1-t)* 1 =4t(1-1¢)3
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By .(t) = (;L) t2(1 —t)*2 = 6t2(1 — t)?
B3 ,4(t) = (;L) t3(1—-0)*3=4t3(1-1)

Boa®) = ()P0 — oyt = o8

olur. Buna gore t parametresi 0 ile 1 arasinda degisirken ilk nokta (Py) ve son nokta (P,)
arasinda bir egri ¢izilmektedir. Bes noktanin bir dogru iizerinde olmasi hali harig¢
(Py, P,, P;) noktalar1 bu egri lizerinde yer almayacaktir. Gergekte 4. Dereceden bir
Bezier egrisinin iizerindeki noktalarin koordinatlar1 bu egriyi tanimlamak icin kullanilan
bes kontrol noktanin koordinatlarinin agirlikli bir ortalamasidir. Kontrol nokta sayisini

artirdikca Bezier egrisinin bu egriye gittikce yaklagtigini gérmekteyiz.

n

P(t) = Z Py (Z) th(1—nk

k=0

n n!
(k) T kl(n—k)!

P(t) = i Py (:) th (1 —t)**

k=0
=P, (:)L) t°1-0)*+p; (j) t(1—-t)3+P, (;) t2(1—t)? + P, (:) t3(1—-1)
4
+P, (4) £4(1 - £)°

P(t) = (1 —t)*Py + 4t(1 — t)3P, + 6t2(1 — t)?P, + 4t3(1 — t)P; + t*P,

P(t) = (1~ £)*(cos(0) ,sin(0) , 0) + 4£(1 — £)? (cos (g ),sin (% ) %)

+ 6t%(1 — t)?(cos(m ), sin(m ), m)
3 3\ 3m
+4t3(1-1) (cos (7 > ,sin (7 ) 7) + t*(cos(2m ), sin(2m ), 2m)
olup silindir yiizeyi lizerinde bir helis egrisi olusturulmus ve bu helis egrisi lizerinde 5
kontrol noktasina ait beraber Bezier egrisini hesaplanmustir.

Ornek 6.1.2. ¢(u, v) = (cosu sinv, sinu sinv, cosv) orijin merkezli 1 yarigapli kiire

yiizeyi lizerinde v = % sabit egrilerini bulalim.

(w) = (cosu.sinE sinu sinE cos E)
e = 4 4%
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VI N2 42
—(2 cosu, > sinu, 2)

u-parametre egrileridir. Bu egriler kiire yiizeyi lizerindeki ¢cember egrileridir.

Kiire yiizeyi tizerinde ¢ember egrisi ve bu egri lizerinde 4 kontrol noktas1 alinarak, bu
kontrol noktalarina ait Bezier egrisi hesaplanmistir. 10 kontrol notasina ait Bezier
egrisinin Matlab algoritmasi verilip grafigi ¢izilmistir. Soyle ki;

u = 0 i¢in,

p(0) = (gcoso,ﬁsin O,\/E

) 7)_’130

mw. .
u = - igin,

p(m) = (7cosn,75inn, >
_3m. .
u = —igin,
(37‘[) V2 3T 2 3T V2
(p —_— ] = ——

) = Ggeosoy
olur.

n

P(t) = Z Py (Z) th(1—)nk

k=0

P = P, (i) £k (1 — £)3-K

k=0
=P, (3) t°(1-0)3+p; (i) t(1—t)*+P, (2) t2(1—t)+ P, (3) t3(1—1t)°
P(t) = (1 —1t)3Py +3t(1 —t)?P, + 3t>(1 — t)P, + t3P;

Pt)=(01- t)%?coso,ﬁsin O,ﬁ) + 3t(1 — t)z(gcos%,gsing,g)

2 2
V2 2 V2 V2 3m V2 | 3m V2
201 _ (V2 Voo Vay 3 YVe ST Ve | ST N2
+ 3t“(1 1:)(2 €O, —-Sin, 2)+t (2 cos—-,—-sin—-, =
Ornek 6.1.3. ¢(u,v) = (Vu cos v,vu sinv,u cosv sinv) Saddle yiizeyi iizerindeki

u = 0.5v bagintisin1 saglayan u-parametre egrisi iizerindeki Bezier egrisini ¢izelim;
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pw) = (\/mcos v,V0.5v sinv, 0.5v cosv sinv)
Saddle yiizeyi iizerinde bir parametre egrisi ve bu egri iizerinde 7 kontrol noktasi alarak
bu kontrol noktalarina ait Bezier egrisi hesaplanmustir.
P(t) = (1 —t)°Py + 6t(1 —t)°P; + 15t2(1 — t)*P, + 20t3(1 — t)3P;
+ 15t*(1 — t)?P, + 6t5(1 — t)Ps + t°P,

Ornek 6.1.4. ¢(u,v) = ((c + a cos v)cosu, (c + a cosv)sinu, a sinv) Torus yiizeyi
tizerindeki

u = 0.28v bagmtisini saglayan parametre egrisi lizerindeki Bezier egrisini ¢izelim;

u = 0.28v;

a=1;

c=3;

@ (u,v) = ((3 + cosu)cosu, (3 + cosu)sinu, sinu)

Torus yiizeyi lizerinde v- parametre egrisi ve bu egri lizerinde 7 kontrol noktas: alarak,
bu kontrol noktalarma ait Bezier egrisi hesaplanmistir. Bezier egrisinin Matlab

algoritmasi verilip grafikleri ¢izilmistir.

Ornek 6.1.5. ¢(u,v) = (cosu + v cos (g) cosu, sinu + v cos (%) sinu, v sin (%))
Mobius yiizeyi lizerindeki u = 5v bagintisini saglayan parametre egrisi lizerindeki
Bezier egrisini ¢izelim;

@) = (cos(5v) + vcos (52—0) cos(5v),sin(5v) + v cos (52_1;) sin(5v), v sin (5—;))
Mobius yiizeyi tlizerinde v- parametre egrisi ve bu egri lizerinde 5 kontrol noktasi
alinarak, bu kontrol noktalarina ait Bezier egrisi hesaplanmistir. Bezier egrisinin Matlab
algoritmasi verilip grafikleri ¢izilmistir.

P(t) = (1 —t)*Py + 4t(1 — t)3P, + 6t2(1 — t)?P, + 4t3(1 — t)P; + t*P,

Ornek 6.1.6.

X=cos(v) +/|sin(2u)|cosu
Y=cos(v),/|sin(2u)|sinu

Z =X? —Y? + 2XYtan?(v)

olmak tizere;
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pu,v)=XY,2)

Lemnscete yiizeyi iizerindeki u = v bagintisin1 saglayan v-parametre egrisi iizerindeki

Bezier egrisini ¢izelim;
@(v) = (cos(v) +/|sin(2v)|cosv, cos(v)4/ |sin(2v)|sinu, X? — Y? + 2XYtan?(v))

Lemnscete yiizeyi iizerinde bir parametre egrisi ve bu egri lizerinde 6 kontrol noktasi

alarak bu kontrol noktalarina ait Bezier egrisi hesaplanmistir.

P(t) = (1 —t)°Py + 5t(1 — t)*P; + 10t2(1 — t)3P, + 10t3(1 — t)?P; + 5t*(1
— t)P, + +t°P;

Ornek 6.1.7. ¢(u,v) = (u3,2u — 5,u? + 2u) egrisi lizerinde 5 kontrol noktasi

alinarak bu kontrol noktalarina ait Bezier egrisi hesaplanmuistir.

6.2. Matlab uygulamalar:

Ornek 6.2.1. Bir silindir yiizeyi iizerindeki helis egrisi iizerinde bes kontrol noktasina
ait Beizer egrisinin Matlab algoritmasi ve grafigi asagidaki gibidir (Sekil 6.2, 6.3).

u=linspace(0,2*pi,50); v=linspace(0,4*pi,3);
[U,V]=meshgrid(u,v);

r=2

plot3(cos(u),sin(u),r*u, 'LineWidth',3), hold on
surf (cos (U),sin(U),V), colormap white

alpha (0.0001)
%5 nokta ic¢cin Bezier edrisinin grafigi
£t=0:0.0025:1;

[cos (0) cos(pi/2) cos(pil) cos(3*pi/2) cos(2*pi)];
[sin(0) sin(pi/2) sin(pi) sin(3*pi/2) sin(2*pi)];
[r*0 r*pi/2 r*pi r*3*pi/2 r*2*pil;

b4
Yy
z

px=(1-t) . *x (1) +4*t.* (1-t) . 3*x (2) +6*t. 2. * (1-
£) . A2%x (3) +4%E . A3, % (1-t) *x (4) +t. 4*x (5)
py=(1-t) . M*y (1) +4*t . * (1-t) ."3*y (2) +6%t."2. % (1-
t) . A2%y (3) +4*E . 3% (1-t) ¥y (4) +t. 4%y (5)
pz=(1-t) . %z (1) +4*t.* (1-t) . 3%z (2) +6*t . 2. * (1-
t) . 2%z (3) +4*t . 3. % (1-t) *z (4) +t. 4%z (5)
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plot3(x,y,z,'c', 'Linewidth',2);
hold on

plot3(px,py,pz, 'r', 'LineWwidth', 2);
hold on
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Sekil 6.3. 5 kontrol noktasina ait Bezier egrisinin iisten gériiniimi.

Silindir yiizeyi lizerindeki helis egrisi iizerinde kontrol nokta sayisini artirdiktan sonra

olusan Beizer egrisinin Matlab grafikleri asagidaki gibidir (Sekil 6.4).
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Sekil 6.4. Sirasiyla 5, 10 ve 30 kontrol noktalarina ait silindir yiizeyi tizerindeki Bezier
egrisi.
Ornek 6.2.2. Kiire yiizeyi iizerindeki, cember egrisi iizerinde kontrol nokta sayisini

artirdiktan sonra olusan Beizer egrisinin Matlab algoritmasi ve grafigi asagidaki gibidir

(Sekil 6.5, 6.6).

$Kire ylzeyi lzerindeki cember edrisi icin Bezier egrisi
u=linspace (0,2*pi,20); v=linspace(0,2*pi,25);
[U,V]=meshgrid(u,vVv);

X=sin (U) .*cos (V)

Y=sin (U) . *sin (V)

Z=cos (U)

a=zeros (size (X))

plot3(sin(u),cos(u),a, 'LineWidth',3), hold on

surf (X,Y,Z), colormap white

alpha (0.0001)

t=0:1/100:1;

x=[sin(0) sin(pi/5) sin(2*pi/5) sin(3*pi/5) sin(4*pi/5) sin (5*pi/5)
sin(6*pi/5) sin(7*pi/5) sin(8*pi/5) sin(9*pi/5) sin(10*pi/5)];
y=[cos (0) cos(pi/5) cos(2*pi/5) cos(3*pi/5) cos(4*pi/5) cos(5*pi/5)
cos (6*pi/5) cos(7*pi/5) cos(8*pi/5) cos(9*pi/5) cos(10*pi/5)];

z=[0 0O 0O0OO0OO0OOO0OOO0O0];
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px=(1-t) ."9*x(1)+9*t.*(1-t) ."8*x(2)+36*t."2.*%(1-

t) . NT7Fx(3)+84*t . 3.7 (1-t) . 6*x(4)+126*%t. "4 x (1-

t) . "5Fx(5)+126*t."5.* (1-t) ."4*x(6)+84*t."6.* (1-

£) A3Fx(7)+36*Et. T F (1-1) ."2*x(8)+9*L."8.* (1-t) *x(9)+t."9*x (10)
py=(1-t) ."9*y(1)+9*t.*(1-t) ."8*y (2)+36*t."2.*% (1~

t) AT Fy(3)+84*t . "3.F (1-t) .h6*y (4)+126*%t. "4 % (1-

£) .A5*y (D) +126*%t. "5 % (1-t) .M4*y (6) +84*t."6.* (1-

L) 3%y (T7)+36*%L .75 (1-t) ."2%y(8)+9*t."8.* (1-t) *y(9)+t."9*y (10)
pz=(1-t) ."9%z (1)+9*t.* (1-t) ."8*z (2)+36*t."2.* (1~

t) . N7 z(3)+84*t . "3.F (1-t) . 6%z (4)+126*%t. "4 . * (1-

t) . "5*z(5)+126*t."5.* (1-t) ."4*z(6)+84*t."6.*%(1-

t) 3%z (7)+36*t. "7 x (1-t) ."2%2(8)+9*L."8.* (1-t) *z (9)+t.”9*z (10)
plot3(x,y,z,'m', 'Linewidth',2);

hold on

plot3(px,py,pz, 'r', 'LineWidth', 2);

0.5+

0.5

Sekil 6.6. 10 kontrol noktasina ait Bezier egrisinin iistten goriniimii.
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Ornek 6.2.3. Saddle yiizeyi iizerindeki, v- parametre egrisi iizerinde 7 kontrol nokta
sayist ile olusturulan Beizer egrisinin Matlab algoritmasi1 ve grafigi asagidaki gibidir

(Sekil 6.7).

u=linspace(0,2*pi, 20);
v=linspace (0, 2*pi, 20) ;
[u,v]=meshgrid (u,v)

x=sqgrt (u) . *cos (v) ;
y=sqrt (u) .*sin(v) ;
z=u.*cos (v) .*sin (v);
surf (x,y,z)

hold on

alpha (0.001)
u=0.5.*v;
x=sqgrt (u) . *cos (v) ;
y=sqrt (u) .*sin(v);
z=u.*cos (v) .*sin (v);
pl=plot3(x,y,z,'b', 'LineWidth', 2)

t=0:0.0025:1;

x=[sqgqrt(0.5.*0) .*cos (0) sqgrt(0.5.*pi/3) .*cos (pi/3)

sqgrt (0.5.*%2.*pi/3) .*cos (2.*pi/3) sqrt(0.5.*pi).*cos (pi)

sqrt (0.5.*%4.*pi/3) .*cos (4.*pi/3) sqgrt(0.5.*5.*pi/3) .*cos(5.*pi/3)
sqrt (0.5.*2.%pi) .*cos(2.*pi) ]’

y=[sgrt (0.5.*0) .*sin(0) sqgrt(0.5.*pi/3).*sin(pi/3)

sqrt (0.5.*%2.*pi/3) .*sin(2.*pi/3) sqgrt(0.5.*pi).*sin (pi)

sqgqrt (0.5.*%4.*pi/3) .*sin(4.*pi/3) sqgrt(0.5.*5.*pi/3) .*sin(5.*pi/3)
sqrt (0.5.*2.%pi) . *sin(2.*pi) 1;

z=[0.5.*0.*cos (0) .*sin(0) 0.5.*pi/3.*cos (pi/3).*sin(pi/3)

X2 .*%pi/3.*%cos (2.*%pi/3) .*sin(2.*pi/3) 0.5.*pi.*cos(pi).*sin(pi)
¥4 . *pi/3.*cos (4.*pi/3) .*sin(4.*pi/3)
.*5.%pi/3.%cos (5.*pi/3) .*sin (5.*pi/3)
LF2.%pio*cos (2. %pl) . *sin(2.%pi) 1

O O O o
o O U1 O

px=(1-t) .76.%x (1) +6.*t.* (1-t) .~5%x (2) +15.%t."2.% (1-
£) . MA*x (3)+20.%t. A3, % (1-t) .A3.*x (4) +15.%t. 4. * (1-
£) .A2%x (5) +6.%t. 5. % (1-t) .*x (6) +t."6.*x (7)

py=(1-t) ."6.%y (1) +6.%t.* (1-t) .~5*y (2)+15.%t . 2. * (1-
£) .My (3)4+20.%E. A3, % (1-t) .A3. %y (4)+15.%t. 4. * (1-
£) . A2%y (5) +6. %t . 5. % (1-t) . *y (6) +t."6. %y (7)

pz=(1-t) ."6.%z (1) +6.%t.* (1-t) ."5%z (2)+15.%t. 2. * (1~
£) .M4%z (3)+20.%t. 23, % (1-t) .~3.%z (4)+15.%t . 4. * (1-
£) . A2%z (5) +6.%t. 5. % (1-t) .*z (6) +t."6.%z (7)

p2=plot3(x,y,z, 'm', "LineWidth', 2);
hold on

p3=plot3 (px,py,pz, 'r', 'LineWidth',1.5);
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Sekil 6.7. 7 kontrol noktasi i¢in saddle yiizeyi lizerindeki Bezier egrisi.

Ornek 6.2.4. Torus yiizeyi iizerindeki, v-parametre egrisi iizerinde 7 kontrol nokta
sayist ile olusturulan Beizer egrisinin Matlab algoritmasi1 ve grafigi asagidaki gibidir
(Sekil 6.8).

a=1.;

c=3.;

u=linspace (-pi,pi, 20);
v=linspace (0.,2.*pi, 20);
[u,v]=meshgrid(u,v);

x=(c + a.*cos(v)).*cos (u);
y=(c + a.*cos(v)).*sin(u);
z=a.*sin (v);

surf (x,vy,2);



40

axis equal;
%set (hsurf, 'FaceColor', "interp', 'FaceAlpha', 0.5, '"EdgeAlpha',0.25);
hold on

u=0.28.*v;

plot3((c + a.*cos(v)).*cos(u), (c +
a.*cos(v)).*sin(u),a.*sin(v), 'LinewWidth', 3)
alpha (0.0001)

t=0:0.0025:1;

x=[(c + a.*cos(0)) .*cos (0.28.*0) (c +
a.*cos(2.*pi/7)).*cos (0.28.*2.*pi/7) (c
a.*cos(4.*pi/7)) .*cos(0.28.*%4.*pi/7) (c
a.*cos(6.*pi/7)).*cos (0.28.*6.*pi/7) (c
a.*cos(8.*pi/7)) .*cos(0.28.*8.*pi/7) (c
a.*cos(10.*pi/7)) .*cos(0.28.*10.*pi/7) (
a.*cos(2.*pi)) .*cos(0.28.*2.%pi) ],
y=[(c + a.*cos(0)).*sin(0.28.*0) (c +
a.*cos(2.*pi/7)).*sin(0.28.*2.*pi/7) (c +
a.*cos(4.*pi/7)) .*sin(0.28.*4.*pi/7) (c +
a.*cos(6.*pi/7)).*sin(0.28.*6.*pi/7) (c +
) . +
c

Q + + + +

—_— — — —

a.*cos (8.*pi/7 *s3in(0.28.*8.*pi/7) (c
a.*cos(10.*pi/7)) .*sin(0.28.*10.*pi/7) (
a.*cos(2.*pi)) .*sin(0.28.*2.%pi) 1,
z=[a.*sin(0) a.*sin(2.*pi/7) a.*sin(4.*pi/7) a.*sin(6.*pi/7)
a.*sin(8.*pi/7) a.*sin(10.*pi/7) a.*sin(2.*pi)];

_I_

px=(1-t) .76.%x (1) +6.*t.* (1-t) .~5.%x (2)+15.*%t. 2. % (1-
£) .M. *x (3)+20.%E. 23 % (1-t) .A3.%x (4) +15.%t. 4. * (1-
£) .22.%x (5)+6.*t. 5. % (1-t) .*x (6) +t. 6.%x (7)

py=(1-t) .26.%y (1) +6.*t.* (1-t) ."5.%y (2)+15.*%t."2.* (1-
t) LML Ry (3)420. %L A3L % (1-t) L 3. %y (4) +15.%t. 24, * (1-
t) . A2.%y (5)+6.%t. 5. % (1-t) . ¥y (6) +t."6.*y (7)

pz=(1-t) .76.%z (1) +6.*t.* (1-t) .~5.%z (2)+15.*%t. 2. % (1-
£) .~ *%z (3)420.%t. "3 % (1-t) . 3. %z (4) +15.%t. 4. * (1-
t) .A2.%z2 (5)+6.%t. 5. % (1-t) .*z (6)+t."6.%z (7)

plot3(x,y,z, 'b', 'LinewWidth',2)
hold on

plot3(px,py,pz,'r', 'LineWidth', 2)
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Sekil 6.8. 7 kontrol noktasi i¢in torus yiizeyi lizerindeki Bezier egrisi.

Ornek 6.2.5. Mobius yiizeyi iizerindeki, v- parametre egrisi iizerinde 5 kontrol nokta
sayisi ile olusturulan Beizer egrisinin Matlab algoritmasi ve grafigi asagidaki gibidir

(Sekil 6.9).

[u,v] = meshgrid(linspace(0,2*pi,50),linspace(-.4,.4,20));

surf (cos (u)+v.*cos (u/2) .*cos (u),sin(u)+v.*cos (u/2) .*sin(u),v.*sin (u
/2))

axis equal

hold on

u=5*v;

plot3(cos (u)+v.*cos (u/2) .*cos(u),sin(u)+v.*cos (u/2) .*sin(u),v.*sin(
u/2), 'LineWidth',3), hold on
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title ('MObius Yizeyi')

alpha (0.001)

t=0:0.0025:1;

x=[cos (5.*0)+0.*cos
cos(5.*(0.1))+(0.1)
cos(5.*(0.2))+(0.2)
cos(5.*(0.3))+(0.3)
cos(5.*%(0.4))+(0.4)
y=[sin (5.*0)+0.*cos
sin(5.*(0.1))+(0.1)
sin(5.*%(0.2))+(0.2)
sin(5.*(0.3))+(0.3)
sin(5.*%(0.4))+(0.4)

—_— — — — — — — — — —

z=[0.*sin(5.*0/2) (0.1).*sin

(5.*%0/2) .*cos (5.%0)
.*cos(5.*(0.1)/2) .*cos (5.*%(0.1
.*cos(5.*%(0.2)/2) .*cos(5.*(0.2
.*cos(5.*%(0.3)/2) .*cos(5.*%(0.3
.*cos(5.*%(0.4)/2) .*cos(5.*%(0.4
(5.*%0/2) .*sin (5.%*0)

.*cos(5.%(0.1)/2) .*sin(5.%(0.1))
.*cos(5.%(0.2)/2) .*sin(5.*%(0.2))
.*cos(5.%(0.3)/2) .*sin(5.%(0.3))
.*cos(5.%(0.4)/2) .*sin(5.*%(0.4))1;
(5.%(0.1)/2) (0.2).*sin(5.*(0.2)/2)

(0.3) .*sin(5.%(0.3)/2) (0.4).*sin(5.%(0.4)/2)1;

px=(1-t) ."4.*x (1) +4.
£) . A2.%x (3)+4. %L . 3.
py=(1-t) . 4. *y (1) +4.
£) . A2, %y (3)+4. %L . 3.
pz=(1-t)."4.*z (1) +4.

t)."2.%z(3)+4.*t."3

KL% (1-t) . 3.%x (2)+6.%t. 2. % (1-
*(1-t) .*x (4)+t. 4. *x (5)
Kt % (1-t) . 3.5y (2)+6.%E. 2. % (1-
*(1-t) . %y (4) +t. 4. *y (5)
Ktk (1-t) .A3.%z (2)+6.%E. 2. % (1-
¥ (1-t) .*z (4)+t. . %z (5)

plot3(x,vy,z,'c', 'LineWidth', 2);

hold on plot3(px,py

,pz,'r', 'LineWidth', 2) ;

Mébius Yizeyi

1

Mibius Yizeyi

024

05

05

05
-1

05
-1

Sekil 6.9. 5 kontrol noktasi icin Mobius yiizeyi tizerindeki Bezier egrisi.
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Ornek 6.2.6. Bir implicit minimal lemnescate yiizeyi iizerindeki, v- parametre egrisi
tizerinde 6 kontrol noktast ile olugturulan Beizer egrisinin Matlab algoritmasi ve grafigi
asagidaki gibidir (Sekil 6.10).

u=linspace(0,pi,25); v=linspace(0,pi,25);

[U,V]=meshgrid(u,vVv);

X=cos (V) .*sqgrt (abs (sin(2.*U))) .*cos (U) ;

Y=cos (V) .*sgrt (abs (sin(2.*U))) .*sin (U) ;

Z= X."2=-Y." 242 . *X.*Y.* (tan(V)) ."2;

u=v;

plot3(cos(v) .*sgrt (abs(sin(2.*u))) .*cos (u),cos(v).*sgrt (abs(sin(2.*
u))) .*sin(u), (cos(v).*sgrt (abs(sin(2.*u))) .*cos(u)) ."2-

(cos (v) .*sgrt (abs(sin(2.*u))) .*sin(u)) ."2+2.* (cos(v) .*sgrt (abs (sin(
2.*u))) .*cos(u)) .*(cos(v) .*sgrt (abs(sin(2.*u))) .*sin(u)) .*(tan(v)) .
~2,'LineWidth',2), hold on

surf (X,Y, Z2)

%alpha (0.0001)

t=0:0.0025:1;

x=[cos (0) .*sgrt (abs(sin(2.*0))) .*cos (0

cos (2.*pi/5) .*sqgrt (abs(sin(2.*2.*pi/5) .*cos (2.*pi/5)
))) .*cos (4.*pi/5)
) )
)

)
cos (4.*pi/5) .*sgrt (abs (sin(2.*4.*pi/5)))
) .*cos (6.*pi/5
)
)

(
cos (6.*pi/5) .*sgrt (abs(sin(2.*6.*pi/5
cos (8.*pi/5) .*sqgrt (abs (sin(2.*8.*pi/5
cos (10.*pi/5) .*sqgrt (abs (sin(2.*10.*pi/
y=[cos (0) .*sgrt (abs(sin(2.*0))) .*sin (0

)

)

)

)

)) .*cos (8.*pi/5)

5

)
cos (2.*pi/5) .*sgrt (abs(sin(2.*2.*pi/5))

)

)

)

5

0

)) .*cos (10.*pi/5)];

.*sin(2.*pi/5)
.*sin(4.*pi/5)
)

)
cos(4.*pi/5) .*sqgrt(abs(sin(2.*4.*pi/5)))
) .*¥sin(6.*pi/5
)
)
)

cos (6.*pi/5) .*sgrt (abs(sin(2.*6.*pi/5)
cos (8.*pi/5) .*sqgrt (abs(sin(2.*8.*pi/5)
cos (10.*pi/5) .*sqrt(abs(sin(2.*10.*pi/5))) .*sin(10.*pi/5)1;

z=[ (cos (0) .*sgrt (abs (sin(2.*0))) .*cos (0)) ."2-

(cos (0) .*sgrt(abs(sin(2.*0))) .*sin(0)) ."2+2.* (cos (0) . *sgrt (abs (sin(
2.%0))) .*cos(0)) .*(cos(0) .*sgrt (abs(sin(2.*0))) .*sin(0)) .* (tan(0)) .
A2 (cos(2.*pi/5) .*sqgrt(abs(sin(2.*2.*pi/5))) .*cos(2.*pi/5)) . 2-
(cos (2.*pi/5) .*sgrt(abs(sin(2.*2.*pi/5))) .*sin(2.*pi/5)) ."2+2.* (cos
(2.*pi/5) .*

.*sin (8.*pi/5)

—_— o~ o~ o~

sqgrt (abs (sin(2.*2.*pi/5))) .*cos (2.*pi/5)) .* (cos (2.*pi/5) . *sqrt (abs (
sin(2.*2.*pi/5))) .*sin(2.*pi/5)) .* (tan(2.*pi/5)) ."2
(cos (4.*pi/5) .*sqrt (abs(sin(2.*4.*pi/5))) .*cos (4.*pi/5)) . 2~
(cos(4.*pi/5) .*sqrt (abs(sin(2.*4.*pi/5))) .*sin(4.*pi/5)) ."2+2.%* (cos
(4.*pi/5) .*sgrt (abs(sin(2.*4.*pi/5))) .*cos (4.*pi/5)) .* (cos (4.*pi/5)
*

sgrt (abs (sin(2.*4.*pi/5))) .*sin(4.*pi/5)) . *(tan(4.*pi/5)) ."2
(cos (6.*pi/5) .*sgrt (abs(sin(2.*6.*pi/5))) .*cos (6.*pi/5)) . "2~
(cos (6.*pi/5) .*sqrt(abs(sin(2.*6.*pi/5))) .*sin(6.*pi/5)) . "2+2.* (cos
(6.*pi/5) .*sgrt(abs (sin(2.*6.*pi/5))) .*cos (6.*pi/5)) .* (cos (6.*pi/5)
.*sgrt(abs(sin(2.*6.*pi/5))) .*sin(6.*pi/5)) .*

(tan(6.*pi/5)) ."2
(cos (8.*pi/5) .*sgrt (abs(sin(2.*8.*pi/5)
(cos (8.*pi/5) .*sqgrt (abs(sin(2.*8.*pi/5)

) .*cos (8.*pi/5))."2-

)
)) .*sin(8.*pi/5)) ."2+2.* (cos
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(8.*pi/5) .*sgrt (abs(sin(2.*8.*pi/5))) .*cos(8.*pi/5)) .* (cos (8.*pi/5)
.*sgrt(abs(sin(2.*8.*pi/5))) .*sin(8.*pi/5)) .*(tan(8.*pi/5)) ."2
(cos(2.*pi) .*sqgrt(abs(sin(2.*2.%*pi))) .*

cos(2.*pi)) . "2~
(cos(2.*pi) .*sqgrt(abs(sin(2.*2.*pi))) .*sin(2.*%pi)) ."2+2.* (cos (2.*pi
) . *sqgrt (abs(sin(2.*2.*pi))) .*cos(2.*pi)) .*(cos (2.*pi) .*sgrt (abs (sin
(2.%2.%pi))) .*sin(2.*pi)) . * (tan(2.*pi)) ."21;

px=(1-t) .~"5.%x (1) +5.%t.* (1-t) .~4.*x (2)+10.*t. 2. % (1-
£) .A3.%x (3)+10.%t. "3, % (1-t) .~2.%x (4) +5.*%t. 4 . * (1-

£) .*x (5) +t."5.%x (6)

py=(1-t) .~5.%y (1) +5.%t.* (1-t) .~4.*y (2)+10.*t. 2. % (1-
£) . A3.%y (3)+10.%¥t. "3 % (1-t) . 2. %y (4) +5.%t. 4 . * (1-

£) .*y (5)+t. 5. %y (6)

pz=(1-t) .~5.%z (1) +5.%t.* (1-t) .~4.*z (2)+10.*t. 2. % (1-
£) .73.%z (3)+10.%t."3.% (1-t) . 2.%z (4) +5.*t. . * (1-

t) .*z (5)+t."5.%z (6)

plot3(x,v,z,'c', 'LineWidth', 2);
hold on
plot3 (px,py,pz, 'r', 'LineWidth', 2) ;

1— ®
i \ 05
0— 0
e 05
-1 I : | L
1 05 0 05 1 -1

Sekil 6.10. 6 kontrol noktas1 i¢in lemnescate yiizeyi lizerinde Bezier egrisi.
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Ornek 6.2.7. Bir egri iizerinde 5 kontrol noktasi alarak, bu kontrol noktalarina ait

Beizer egrisinin Matlab algoritmasi ve grafigi asagidaki gibidir (Sekil 6.11).

u=0:0.1:10;

.33
.Fu-5;
A2420%70;

Nk<”j><
N o

plot3(x,y,z, 'Linewidth', 2)

hold on

%alpha (0.001)

£t=0:0.01:1

(0.3 2.7"3 4.”"3 6.7°3 8.73];

[2.%0-5 2.*2-5 2.*4-5 2.*6-5 2.*8-5];

[0.7242.%0 2.7242.*2 4.7242.%4 6.7"24+42.%6 8.72+2.*8];

b4
Yy
z

px=(1-t) .M. *x (1) +4.*t.* (1-t) ."3.%x(2)+6.%t. 2. * (1-
£) . A2.%x (3)+4.*%t. A3, % (1-t) .*x (4) +t. 4. *x(5)
py=(1-t) .M. ¥y (1) +4.%t.* (1-t) ."3. %y (2)+6.%t. 2. % (1-
£) . 2.%y (3)+4.*t. A3, % (1-t) . *y (4) +t. 4. *y (5)
pz=(1-t) .M. %z (1) +4.%t.* (1-t) ."3.%2(2)+6.%t. 2. % (1-
£) . A2.%z (3)+4.*t.~3.*% (1-t) .*z (4)+t. 4.*z (5)

plot3(x,v,z,'r", 'LineWidth',1.5)

hold on

plot3(px,py,pz,'c', 'LineWidth', 2)

legend('parametrik egri', 'kontrol noktalari', 'Bezier edrisi')

120
parametrik egri
100 ~} — kont.rol n?kt?lar|
Bezier egrisi
80 -
60
40
20 ~
0-
15
10
T g B00 s 1000

5D 200 400

Sekil 6.11. 5 kontrol noktas1 i¢in Bezier egrisi.






7. TARTISMA VE SONUC

Bezier egrileri, sonlu sayida kontrol noktasi, Bernstein polinomlar1 ve De
Casteljau algoritmasi kullanilarak olusturulan 6zel tipten egrilerdir. Kontrol noktalarinin
ilki ve sonuncusu egri iizerindedir, digerlerinin egri iistiinde olmas1 gerekmez.

Uzayda veya diizlemde alinan bir egriye eslik eden Bezier egrisi insasi
algoritmasi soyledir: Egrinin ilk noktasi ve son noktasi ile birlikte, egri tizerinde sonlu
sayida nokta alinir. Bu noktalardan gegen Bezier egrisi bilinen yontemle elde edilir.
Alinan bu noktalar, egrinin alindig1 araligin bir par¢alanmasina kars1 gelen noktalardir.
Araligin parcalanma siklig1 daraltildikca, olusturulan Bezier egrisi, temel egriye limit
olarak yaklasir. Ozel olarak segilen egrilerin, bir yiizey iistiindeki parametre veya
herhangi egriler olmasi bir secimdir. Matlab uygulamalarinda, yiizey ve ylizey iistiindeki

egrilerin 0zel se¢imi, teorinin gorsel desteklenmesi amaclhdir.
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