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OZET

KESIR MERTEBELI TUREV iCEREN BAZI KISMi TUREVLI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN DOGURAN CEKIRDEKLI HILBERT UZAYI METODU ILE
NUMERIK COZUMLERININ iINCELENMESI

SALDIR, Onur
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dal1
. Tez Danismani: Prof. Dr. Fevzi ERDOGAN
Ikinci Tez Danigsmani: Dog. Dr. Mehmet Giyas SAKAR
Agustos 2018, 87 Sayfa

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, kesir mertebeli tiirev ve
doguran cekirdekli Hilbert uzayr metodu hakkinda tarihsel gelisim ve literatiir bildirisi
verilmistir. Ikinci béliimde, tez ¢aligmasinda kullanilacak olan temel tanim, teorem ve
on bilgiler verilmistir.

Uciincii béliimde, Caputo anlaminda kesir mertebeli tiirev igeren degisken
katsayil1 lineer olmayan Burgers denkleminin niimerik ¢dziimleri doguran cekirdekli
Hilbert uzay1 metodu kullanilarak elde edilmistir.

Dordiincti boliimde, Caputo kesir mertebeli tlirev iceren lineer olmayan
Adveksiyon denkleminin niimerik ¢oziimlerini elde etmek icin doguran c¢ekirdekli
Hilbert uzay1r metodu kullanilmistir.

Besinci boliimde, Caputo kesir mertebeli lineer olmayan Kawahara denkleminin
niimerik ¢oziimlerini elde etmek icin doguran c¢ekirdekli Hilbert uzayr metodu

kullanilmistir. Son boliim, tezin degerlendirildigi tartisma ve sonug kismina ayrilmistir.

Anahtar kelimeler: Advection denklemi, Burgers denklemi, Doguran ¢ekirdekli

Hilbert uzay1r metodu, Kawahara denklemi.






ABSTRACT

INVESTIGATION OF NUMERICAL SOLUTIONS BY REPRODUCING KERNEL
HILBERT SPACE METHOD FOR SOME PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
WITH FRACTIONAL DERIVATIVE

SALDIR, Onur
Ph.D. Thesis, Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Fevzi ERDOGAN
nd Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet Giyas SAKAR
August 2018, 87 Pages

This thesis comprise of six chapters. In the first chapter, fractional order
derivative and historical advances in literature about reproducing kernel Hilbert space
were given in some detail. In the second chapter, some definitions, theorems and
preliminaries are given for use the following chapters.

In the third chapter, numerical solution of nonlinear Burgers equation with
Caputo derivative is obtained by using reproducing kernel Hilbert space method.

In the fourth chapter, reproducing kernel Hilbert space method is used for obtain
numerical solution of nonlinear Advection equation with Caputo derivative.

In the fifth chapter, reproducing kernel Hilbert space method is used to achieve

numerical solution of nonlinear Kawahara equation with Caputo derivative. Finally, last

chapter is consist of discussion and conclusion which is an evaluation of the thesis.

Keywords: Advection equation, Burgers equation, Reproducing kernel Hilbert

space method, Kawahara equation.
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1. GIRiS

Bu doktora tez calismasinda, lineer olmayan bazi kesir mertebeli kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin niimerik c¢oziimlerinin doguran c¢ekirdekli Hilbert uzayi
metodu kullanilarak bulunmasi amag¢lanmistir. Kesir mertebeli tiirev kavrami ilk olarak
1695 de Leibniz’in L’hospital’e yazmis oldugu mektupta tiirev operatdriiniin
mertebesinin 1/2 olmasmin ne anlama geldigini sordugunda ortaya ¢ikmistir. Kesir
mertebeli tiirev kavrami lizerine detayl calismalar yapan Liouville, Griinwald, Letnikov
ve Riemann sayesinde teori gelismistir. Fizik, miihendislik, akiskanlar dinamigi, kontrol
teorisi, dinamik sistemler, akigkanlar mekanigi, petrol sanayi, 1s1 transferi gibi bir¢ok
alanda yapilan kesir mertebeli modellemelerin, bilinen adi tirev ile yapilan
modellemelere gore siireci daha iyi tanimladigi goriilmiistiir. Kesir mertebeli tlirev ve
integral lizerine bircok calisma yapilmistir. Kesir mertebeden tiirev iceren adi ve kismi
diferansiyel denklemlerin ¢oztimleriyle alakali genel bir metot olmamasina ragmen bu
konu iizerindeki calismalar devam etmektedir.

Cekirdek fonksiyonu kavrami, ilk olarak Hilbert’in pozitif tanimli integral
operatorlerin siirekli c¢ekirdek fonksiyonlar1 {izerine yaptig1 c¢alismada karsimiza
cikmaktadir. Hilbert in yaptig1 calismalar iizerine Mercer (1909, 1911) bu teoriyi pozitif
taniml1 ¢ekirdekler adi altinda genisletti ve integral denklemlerin siirekli ¢ekirdekleri
igin

n

Z K, y))&€; =0 (1.1)
i,j=1

esitsizligini buldu. Moore (1916, 1939) Mercerin yaptig1 calismalari ilerletip bu
cekirdekleri pozitif hermityen matrisi adi altinda calisti ve integral denklemlerin
genellestirilmis bir haline uyguladi. Moore arastirmalar1 sonucunda herbir hermityen
matrisine bir Hilbert uzayinin karsilik geldigini ve ¢ekirdek fonksiyonunun

f) ={f(x),K(x,¥)) (1.2)
doguran ozelligine sahip oldugunu gosterdi. Cekirdek fonksiyonu iizerine yapilan
caligmalara Mercer’in ardindan Bochner devam etti. Bochner (1932) pozitif tanimli

fonksiyonlar adi altinda Fourier doniisiimii teorisinde uygulama yapmak amaciyla, x
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degiskenine bagli @(x) siirekli fonksiyonunu ele alarak (1.1) sartin1 saglayan K(x,y) =
@(x — y) gekirdegini kullandi.

Teorinin gelismesine katkida bulunan 6nemli isimlerden bir digeride Zaremba
dir. Zaremba siir deger problemlerinin ¢éziimiinii ¢ekirdek fonksiyonunu kullanarak
bulmay1r amagliyordu. Bu maksatla c¢aligmalarini  harmonik ve biharmonik
fonksiyonlarin sinir deger problemleri iizerine yogunlastirdi. Cekirdek fonksiyonunun
bir fonksiyon siifina karsilik geldigini ve ¢ekirdegin doguran 6zellige sahip oldugunu
ilk olarak Zaremba (1907,1908) gosterdi. Zaremba ¢aligmalarin1 daha fazla ilerletmedi.
Ardindan Bergman (1922) teori {izerine ¢alismalarimi ilerleterek c¢ekirdek
fonksiyonlarmin bir yada daha fazla degiskenli analitik ve harmonik fonksiyonlarin
sinifina karsilik geldigini gosterdi.

Aronszajn (1950) genel doguran cekirdek teorisini bir araya topladi. 1964 de
genellestirilmis fonksiyonlar (distribution) teorisinin kurucusu ve Field madalya sahibi
Schwartz (1964) bu teoriyi ciddi anlamda genisletti.

Yang ve Cui (2006) lineer olmayan integro diferansiyel denklem i¢in doguran
cekirdekli Hilbert uzayr metodunu kullanarak yaklasik ¢oziim elde etti. Yu-lan ve Lu
(2008) degisken katsayil1 kismi tiirevli diferansiyel denkleme doguran c¢ekirdekli Hilbert
uzay1 metodunu uyguladilar. Iteratif siireci olusturup yakinsama igin gerekli teoremleri
verdiler. Yang ve Lin (2008) ikinci mertebeden lineer hiperbolik baglangi¢ sinir deger
problemini doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodunu kullanarak ¢ozdiiler. Metodun
alt yapisin1 olusturmak i¢in gerekli uzaylar1 tanimlayip, ¢ekirdek fonksiyonunun elde
edilisini detayli bir sekilde verdiler. Mu ve Du (2008) lokal olmayan sinir sartlarina
sahip parabolik denklem i¢in doguran cekirdekli Hilbert uzayr metodunu kullandilar.
Doguran c¢ekirdek fonksiyonlarimi tanimlayip, iteratif siirecin yakinsaklik analizini
yaptilar. Li ve Cui (2009) bir boyutlu degisken katsayili Burgers denkleminin niimerik
¢Oziimiinii doguran cekirdekli Hilbert uzayr metodu ile arastirdilar. Probleme ait
baslangi¢c ve smir kosullarimi géz oniinde bulundurarak gerekli uzaylar1 tanimladilar.
Iteratif siireci olusturmak igin lineer operatdrii olusturup yakinsaklik analizi ve hata
degerlendirmesini yaptilar.

Lin ve Zhou (2009) lokal olmayan smir sartlar1 ve baslangic sartina sahip
reaksiyon-difiizyon denklemi i¢in doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodunu

kullandilar. Baglangi¢ ve smir sartlarini goz Oniine olarak ¢ekirdek fonksiyonunu
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tanimladilar. Sartlarin homojenlestirilmesini yapip yaklasik ¢odziimiin yakinsamasini
gosterdiler. Zhou ve ark. (2009) klasik olmayan sartlara sahip parabolik problem i¢in
doguran c¢ekirdek uzayini insa ettiler. Baslangi¢c ve smir sartlarini homojenlestirip
yakinsaklik analizini yaptilar. Yao (2010) integral sinir sarth lineer olmayan hiperbolik
telgraf denkleminin yaklagik ¢6ziimiinii doguran g¢ekirdekli Hilbert uzayr metodu ile
elde etti. Jiang ve Lin (2010) kesir mertebeli adveksiyon-dispersiyon denklemi i¢in
doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayinda temsili seri ¢6ziimii elde ettiler. Jiang ve Lin (2011)
zaman kesir mertebeli telgraf denklemi icin kesin ¢Oziimiin temsilini elde ettiler.
Mohammadi ve Mokhtari (2011) genellestirilmis regiiler uzun dalga denkleminin
yaklasik ¢oziimiinii doguran g¢ekirdekli Hilbert metodu ile elde etti. Insa edilen seri
formundaki yaklasik ¢oziimiin kesin ¢6zlime yakinsadigini gosterdi. Wang ve ark.
(2011) doguran cekirdekli Hilbert uzayr metodunu singiiler pertiirbe kismi tiirevli
denkleme uyguladi ve metodun etkisini inceledi.

Inc ve ark. (2012) baslangic sarth telgraf denkleminin yaklasik ¢ozlimiinii
doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodu ile elde etti. Inc ve ark. (2013) KdV
denkleminin niimerik ¢oziimlerini elde etmek amaciyla doguran ¢ekirdekli Hilbert uzay1
metodunu uyguladi. Li ve Wu (2013) lokal olmayan sinir sartlarina sahip parabolik
problem icin doguran g¢ekirdek metodunu kullanarak yaklasik ¢oziimler elde ettiler.
Wang ve ark. (2013) klasik olmayan sartlara sahip kesir mertebeli kismi tlirevli
diferansiyel denklemin yaklasik ¢oziimiinii doguran g¢ekirdekli Hilbert uzay: iizerinde
insa ettiler. Mohammadi ve Mokhtari (2014) doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayinda lineer
olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem i¢in yaklasik ¢6ziim inga ettiler. Wang ve
ark. (2014) singiiler pertiirbe kismi tiirevli diferansiyel denklemin yaklagik ¢6ziimii i¢in
pertlirbasyon metodu ve doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodunu kullandilar. Akgiil
ve ark. (2016) bir boyutlu sine-Gordon denkleminin yaklasik ¢6ziimiinii doguran
cekirdekli Hilbert uzay: iizerinde insa ettiler. Li ve Wu (2017) doguran cekirdekli
Hilbert uzay1r metodunu kullanarak degisken kesir mertebeli fonksiyonel sinir deger
probleminin niimerik ¢ézlimlerini elde ettiler. Arqub (2017) baslangi¢ ve Neumann sinir
sartl bazi kesir mertebeli kismi tlirevli diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerini
doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodunu kullanarak inceledi. Al-Smadi (2017) zaman
kesir mertebeli sinir deger problemi i¢in doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodunu

kulland1 ve hata degerlendirmesi yapti. Li ve Wu (2018) lineer olmayan uzay kesirli
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difiizyon denklemi igin iteratif bir metot olarak doguran ¢ekirdekli Hilbert uzay:
metodunu Onerdi. Arqub (2018) baslangic ve Robin sinir sarti igeren zaman kesir
mertebeli kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerini elde etmek i¢in
doguran ¢ekirdekli Hilbert uzay1r metodunu uyguladi.

Geng ve ark. (2018) singiiler pertiirbe parametresi igeren bir boyutlu baslangi¢
siir deger problemi i¢in doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodunu kullandilar. Mei ve
ark. (2018) gecikmeli impalsif diferansiyel denkleme doguran cekirdekli Hilbert uzay:
metodunu uyguladi. Arqub ve Maayah (2018) zaman kesirli Bagley-Torvik ve Painleve
denklemleri icin doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodunu kullanarak iteratif siireg
olusturdu ve hata degerlendirmesi yapti. Khaleghi ve ark. (2018) singiiler iki nokta sinir
deger problemi i¢in doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodunu kullandi. Wang ve ark.
(2018) baslangic sart1 iceren zaman kesirli telgraf denklemi i¢in doguran c¢ekirdekli

Hilbert uzayr metodunu kullanda.



2. TEMEL TANIMLAR VE ONBILGILER

Bu béliimde, doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodu ve kesir mertebeli tlirev
ile ilgili baz1 temel kavramlar ve Onbilgiler verilecektir. Ayrica doguran c¢ekirdek
fonksiyonu kavrami ve doguran g¢ekirdek fonksiyonunun elde edilisini detayli olarak

sunulacaktir.

2.1 Caputo Kesir Mertebeli Tiirev Hakkinda Bazi1 Temel Bilgiler

Tanim 2.1. o > 0 olmak tizere I'(a) = fooo x“ e *dx seklinde tanimlanan fonksiyona

Gamma fonksiyonu denir (Oldham ve Spanier, 1974).

Tanim 2.2. Adi diferansiyel denklemler teorisinde 6nemli bir yere sahip olan e* iistel

fonksiyonunun bir parametreli genellestirmesi olan Mittag-Leffler fonksiyonu

0 Xk
Ea(X) :;m ,a>0

olarak tamimlanir. Iki parametreli genellestirmesi ise

°° k
X
Eup(x) = kE_Om ,a>0,>0

olarak ifade edilir (Podlubny,1999).

Tanim 2.3. f € C[a, b] ve @ = 0 olmak iizere

1

af(x) =@

f(x—t)“‘lf(t)dt, a<x<bh

ifadesine f(x) fonksiyonunun a mertebeden sol tarafli Riemann-Liouville integrali

denir (Podlubny,1999; Diethelm,2010).

Tanim 2.4. f € C"[a,b] ven —1 < a < n, n € N olmak iizere

1 [
DiLf(x) = le_af(n)(x) = Tn—a)l (x ]: t)gz-i-)l—n dt
0
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ifadesine f(x) fonksiyonunun a mertebeden sol tarafli Caputo tiirevi denir (Podlubny,

1999).

Tanim 2.5. t zaman degiskeni ve m — 1 < @ < m olmak iizere Caputo zaman kesir

mertebeli tirevi

0My(x,t
9%y (x,t) dat
DEy(x,t) = —2 ) :
Y X, 1) = ot 1 B _1amy(x’,[_)
ml(t—’[)ma ar—mdr,m—1<a<m
0

olarak tanimlanir (Kilbas ve ark., 2006).

2.2 Doguran Cekirdek Uzay1 ve Doguran Cekirdek Fonksiyonu I¢in Gerekli Baz1
Temel Bilgiler

Tanim 2.6. E bir kompleks vektor uzayr olsun. (.,.): E X E —» C fonksiyonu eger

Vx,y,z €EEvea,f € Cigin

L (x,y) =(y,x)
2. (ax + By, z) = alx, z) + B(y, z)
3. {(x,x)=0

4. (x,x)=0x=0
sartlarin1 sagliyorsa (., . ) i¢ ¢arpim olarak adlandirilir. Eger bir vektor uzay1 tizerinde bir

i¢c carpim tanimlanmis ise bu vektor uzayi i¢ ¢carpim uzayi olarak adlandirilir (Kreyszig,

1978).

Tanim 2.7. Bir i¢ ¢arpim uzay1 kendi normu iizerinden indirgenen metrige gore tam ise

bu i¢ carpim uzayina Hilbert uzay1 denir (Moore ve Cloud, 2007).

Tanim 2.8. Bir i¢ ¢carpim uzayimnda herhangi iki x ve y vektori i¢in (x,y) = 0 ise bu iki

vektor ortogonal denir ve x L y ile gosterilir (Debnath ve Mikusinski, 2005).

Tanim 2.9. H; ve H, Hilbert uzaylar1 ve P: H; = H, bir sinrl lineer operator olsun. Her

X €H; ve y € H, i¢gin P’nin Hilbert adjoint operatorii S: H, — H; olmak {izere
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(Px,y)u, = (x,Sy)u, olacak sekilde tek bir S operatérii vardir. Eger S = P ise P’ye 6z
eslenik(self-adjoint) operator denir ve S = P* olarak gosterilir (Kreyszig, 1978).

Tanim 2.10. Hilbert uzayinda birbirine ortogonal olan birim vektorlerin {e;} dizisine
ortonormal dizi denir. Yani i # j i¢in (e;, €;) = 0 ve V i igin (e;, ¢;) = 1 dir (Moore ve

Cloud, 2007).

Tanim 2.11. Bir Hilbert uzayindaki ortonormal dizinin tam olmasi i¢in gerek ve yeter
sart dizideki tiim vektorlere sifirdan farkli ortogonal olan vektér olmamasidir.
Dolayisiyla {e;} tam ortonormal dizi ve Vi i¢in (x,e;) = 0 ise x = 0 dir (Moore ve

Cloud, 2007).

Tanim 2.12. Bir normlu lineer uzay iizerinde tanimlanmis reel veya kompleks degerli
doniisiime fonksiyonel denir. Eger bu doniisiim lineer ise lineer fonksiyonel olarak

adlandirilir (Moore ve Cloud, 2007).

Tanim 2.13. H bir fonksiyonel Hilbert uzay1 olmak iizere E,: H — F lineer hesaplama
fonksiyoneli(evaluation functional) E,(f) = f(x) olarak tanmimlanir (Paulsen and

Raghupathi, 2016).

Teorem 2.1. (Riezs temsil teoremi) f, H Hilbert uzayinda bir sinirlt lineer fonksiyonel

olsun. O halde H’ de f’nin temsili olarak adlandirilan tek bir h; eleman: vardir dyle ki

V x € H igin f(x) = (x, hy) dir (Moore ve Cloud, 2007).

Tanim 2.14.(Gram-Schmidt Siireci) Bir i¢ ¢arpim uzayinda lineer bagimsiz vektorlerin

() dizisi verilsin.

Wi =M1
41
x1 =
[lw ||

k—1
Wi = Vi — Z(yk'xn)xn
n=1
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Wi
X =——,k =2,3,..
T lwell
seklinde elde edilen (w,,) dizisinin ortonormal oldugu tiimevarim ile gosterilebilir.
(Wa, w1) = (¥2 — (¥2,%1), ¥1)

= (y2,y1) — (Y2, X1 X1, Y1)

(Y2,¥y11y1.y1) =0.

=2y =

Wy, Wy, ..., Wi_q vektorlerinin ortogonal olduklarini varsayalim. Herhangi bir m < k
icin
Zﬁ;%(}ﬁo Wn><Wn; Wm)

Wi |I2

(:Vk' Wm)(Wm; Wm) —0
llwr II2 '

Dolayisiyla wy, w,, ..., wy, vektorleri ortogonaldir. Tiimevarimdan (w,,) dizisi ortogonal

(Wker> = <yker> -

= <ykr Wm) -

yani (x,) dizisi ortonormaldir (Debnath ve Mikusinski, 2005).

Tanim 2.15. Y, X metrik uzaymn alt kiimesi olsun. ¥ = X ise Y, X de yogundur denir.
Yani X’ in her noktas1 ya Y’ nin de noktasidir veya Y’ nin limit noktasidir (Ponnusamy,

2002).

Tanim 2.16. Sayilabilir yogun bir alt kiimeye sahip uzaya ayrilabilirdir denir

(Ponnusamy, 2002).

Tamm 2.17. 1 < p < o igin I, = {(x,)| Xp=1]x,|P < o0} olarak tanmimlanir. (x,) € [,
icin [[x,l, = Eo_1x, PP ile tammli | |l, fonksiyonu L, lizerinde bir normdur ve

standart norm olarak adlandirilir. (Sen, 2013).

Tanim 2.18. 1 < p < oo i¢in X = [a, b] olmak iizere L?[a, b] uzay1
LP(X) = {f:f Lebesgue 6lciilebilir Ve(f IfIPdu)/P < oo}
X

olarak tamimlamir ve f € C[a,b] i¢in [If|l, = ( fabl f(x)|Pdx)'/?P seklindedir (Sen,
2013).



9

Teorem 2.2. (Rellich Kondrachov) D, R"™ de koni sartin1 saglayan acik bir bolge,
Do © D, siirl bir bolge olsun. Ayrica D¥, D> in R™ de ki k boyutlu yiizeylerinin
kesisimi olsun. m > 1 ve j > 0 tamsayilar ve 1 < p < oo olsun. Bu durumda agagidaki
kompakt gomiilmeler gecerlidir.

1. mp<nisel <g<kp/(n—mp)ved <n—mp <k <nigin

W/ ™(D) o W/ (D)

dir.
2. mp=nisel <k<nvel <q < ooigin
W/ (D) < W (DF)
dir.
3. mp > nise

W) ™(D) © €1 (Do)
W,/ T™(D) & W] (DF) (1 < q < oo igin)
dir (Adams ve Fournier, 2003).

Teorem 2.3. Her H Hilbert uzay1 yansimalidir(reflexive) (Kreyszig, 1978).

Tanim 2.19. X bir soyut kiime(abstract set) ve
H = {f(&)|f (&) reel yada kompleks degerli fonksiyon, £ € X}
kiimesi, (f (&), g(&))y i¢ ¢arpimu ile tamimli bir Hilbert uzayr olsun. Eger herbir sabit

x € X ve herbir f(&) € H igin (f(£),K,(&))y = f(x) esitligini saglayan K,(§) € H
varsa K, (§) fonksiyonuna H Hilbert uzayinin doguran c¢ekirdegi ve H Hilbert uzayinada
doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayi denir (Cui ve Lin, 2009).

Teorem 2.4. H doguran c¢ekirdekli bir Hilbert uzay1 olmak iizere H’nin doguran
¢ekirdegi simetrik esleniktir. Yani K, (§) = m dir (Paulsen ve Raghupathi, 2016).
Ispat. I¢ carpim ve dogurma 6zelligi kullanilarak,

Ke(©) = (Ko (), Ke(O)yr = R, Kl = K G
esitligi elde edilir (Paulsen ve Raghupathi, 2016).
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Teorem 2.5. Doguran ¢ekirdekli H Hilbert uzaymin doguran ¢ekirdegi i¢ ¢arpima gore
tektir (Istratescu, 1987).

Ispat. K,(§) ve R,(§), H Hilbert uzaymin farkli iki doguran cekjirdegi olsun. Bu
takdirde

Ry (§) = (Rx (), Ke()n = (Ke (), Re ()i = Ke(x) = Ky ($)

esitliginden ispat tamamlanir.

Teorem 2.6. K, () H Hilbert uzaymin doguran ¢ekirdegi olsun. V § € X i¢in Kz(§) = 0
dir. Ayrica Kz(§) = 0 © H = {0} (Cui ve Lin, 2009).

Ispat. Doguran ¢ekirdek fonlsiyonu tanimindan

Ke(8) = (Ke (), Ke( )y = || K Q|

olur ki ispat tamamlanir.

Teorem 2.7. K,(§) doguran ¢ekirdegi yari pozitif tanimli ¢ekirdek olsun. Bu durumda
keyfi &; € X i¢in,

Z Ke,(§)BB; =0,  i,j=1,..,n

ij=1

olur. Burada S; ler kompleks sayilardir (Cui ve Lin, 2009).

Teorem 2.8. I, H Hilbert uzayinin hesaplama fonksiyoneli olmak iizere H Hilbert
uzayinin doguran ¢ekirdekli bir uzay olmasi i¢in gerek ve yeter sart en az bir £ € X icin

()| = |f(&)] < M olmasidir (Cui ve Lin, 2009).

Tanim 2.20. f(x), [a, b] araliginda taniml reel yada kompleks degerli bir fonksiyon ve
{(a;, b))}, ikiser ikiser ayrik(mutually disjoint) (a;, b;) € [a, b] agik araliklarmin
kiimesi olsun. Ve > 0 olmak tlizere 38 > 0 vardir 6yle ki Yi-q|b; —a;| <§ igin

(b)) — f(ay)| < € sartint saglayan f(x) fonksiyonuna [a,b] araliginda mutlak
siirekli fonksiyon denir (Sen, 2013).

Tanim 2.21. D = {[a,b] X [c,d]} € R? olsun. D iizerinde bir f(x,y) fonksiyonu

verilsin. {I, = [ay, bx] X [ck, di]}k=1 ikiser ikiser ayrik(mutually disjoint) I, € D
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bolgelerinin kiimesi olsun. Ve > 0 i¢in 3§ > 0 vardir 6yle ki Yj,|[;| <& igin
Yl f )] < e dir. Burada

fU) = f(by,di) — f(by, ¢i) — fla, di) + f(ai, )
ve f(x,c), g(a,y) fonksiyonlar1 sirasiyla x ve y ye gore mutlak siireklidir. Bu durumda

f(x,y), D lizerinde tamamen stireklidir denir (Cui ve Lin, 2009).

Onerme 2.1. f(x,y) fonksiyonu D bélgesi iizerinde tamamen siirekli olsun. O halde
herbir sabit y € [c, d] i¢in f(x,y) fonksiyonu x degiskenine gore [a, b] aralig1 iizerinde
mutlak siireklidir. Yine benzer sekilde herbir sabit x € [a, b] i¢in f(x,y) fonksiyonu y

degiskenine gore [c, d] aralig1 lizerinde mutlak siireklidir (Cui ve Lin, 2009).

Onerme 2.2. f(x,y) fonksiyonu D bélgesinde tamamen siirekli ise D bolgesinde
stireklidir (Cui ve Lin, 2009).

Onerme 2.3. Eger (x,y) € D igin f(x,y) fonksiyonu D bdlgesinde integrallenebilir ise
f; ) Cy f(t, s)dtds fonksiyonu D bdlgesinde tamamen siireklidir (Cui ve Lin, 2009).

Onerme 2.4. Eger f(x) fonksiyonu [a, b] iizerinde mutlak siirekli ise D bdlgesi iizerinde

tamamen stireklidir (Cui ve Lin, 2009).

Onerme 2.5. f(x) ve g(y) fonksiyonlar: sirasiyla [a,b] ve [c,d] iizerinde mutlak
stirekli olsunlar. O halde f(x)g(y) fonksiyonu D iizerinde tamamen siireklidir (Cui ve
Lin, 2009).

Tamim 2.22. iki degiskenli Wz(m’n) (D) uzay1

Oy o 0TS
axm_layn_l olgesinde tamamen Surekii, axmayn

w, ™ (D) = {f(x, 9]

€ L? (D)}
seklinde tanimlanir ve uzayimiza ait i¢ ¢arpim

m-1 d an ai an ai
{f (0.0, g C6, )y ommy = Z)fc lﬁaxif(a'”ﬁaxig(a'” dy
=
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a/ J
+Z< 557900

j=0

o am oa" am o"
+ | [ oo f o) gm0 )| dxay
a

c

dir (Cui ve Lin, 2009).
Teorem 2.9. W, (D) fonksiyon uzay1 Hilbert uzayidir (Cui ve Lin, 2009).

Teorem 2.10. £ (x,¥), g1(x) 9> (¥) € W,™™ (D) olsun. O halde
{f (630, 91() g2 () omm = ({f (6, ), 91wz, G2 (V) wy
dir (Cui ve Lin, 2009).

Sonug 2.1. £ () f2(3), 91(%)g2(y) € W™ (D) olsun. O halde

(i) f2(0), g1 (%) g2 (J’»Wz(m,n) = (f1(%), 91 (x)>W2m (f200), 92 (Y)>W2"
esitligi yazilir (Cui ve Lin, 2009).

Sonug 2.2. f(x) € W;"[a,b] ise n€N igin |[f(x)llw; :”f(X)”WZ(m,n) esitligi

yazilabilir (Cui ve Lin, 2009).

Teorem 2.11. W,™™ (D) bir doguran gekirdekli uzay olsun. Re(x) ve Q,(y) sirasiyla
Wt a,b] ve W3'c,d] uzaylarmin doguran ¢ekirdek fonksiyonlari olmak tizere
Wz(m'") (D) uzayina ait doguran gekirdek fonksiyonu K ) (x,¥) = R:(x)Q;(y) olarak
verilir (Cui ve Lin, 2009).

Onerme 2.6. [a, b] aralifinda tanimli mutlak siirekli her fonksiyon siireklidir (Cui ve

Lin, 2009).

Onerme 2.7. £(&), [a, b] kapal1 araliginda taniml1 bir fonksiyon olsun. Keyfi ¢ € [a, b]
icin |f'(&)| <L ise f(&) fonksiyonu mutlak siireklidir (Cui ve Lin, 2009).
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Ispat. Keyfi € > 0 icin & =5 olsun. {(ay, bx)}i=1 (ay, by) acik araliklarinin kiimesi

olsun. Burada ),/ ;(b; — a;) < & ozelligi saglansin.

|f (br) — fax)| = |f &) (by — ax) < L(bx — ay), ty € (by,ax) < [a, b]

olur. Buradan

kaw - flanl < Lkzlwk —a)<Lli=¢

elde edilir ki ispat tamamlanir.

Sonug 2.3. f'(¢) fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ise f(¢) fonksiyonu [a,b]
araliginda mutlak siireklidir (Cui ve Lin, 2009).

Teorem 2.12. Eger [a,b] araliginda f(¢) fonksiyonun integrallenebilirse,

[a, b] kapali araliginda f; f(t)dt fonksiyonu mutlak siireklidir (Cui ve Lin, 2009).
Ispat. Integral ifadesinin mutlak siirekliliginden ve keyfi & > 0 i¢in m(E) < & olacak
sekilde bir § > 0 say1 vardir dyle ki [ f(t)dt < & dir. {(ay, bx)}r=; kiimesi ikiser ikiser

ayrik 27, (b; — a;) ozelligini saglayan (ay, by) € [a, b] araliklarinin bir kiimesi olsun.

Bu durumda
n_| bk Ak n | bk n bk
kZl f fode - f f(odt =kZ1 f f(oat Skzlj F(0)]dt
= |f(®dt] <e @)

~ U= (arbi)
olur ki ispat tamamlanir.

2.3 W73 a, b] Doguran Cekirdek Uzayi ve Doguran Cekirdek Fonksiyonu

Wi [a, b] = {f(&)|f ™V (&) mutlak siirekli, f ™ (&) € L?[a, b], ¢ € [a, b]} (2.2)
ile verilen fonksiyon uzayi iizerinde tammlanan i¢ ¢arpim ve norm herhangi
f(§),9(§) € W;"[a, b] igin,

(. 9wy = TG FO@gP (@) + [ F™(€) g™ (£)de (23)

1fllwgm = /(f,f)wzm 24
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olarak tanimlanir. Dolayisiyla yukaridaki i¢ ¢arpim ile WJ"[a, b] uzay: bir i¢ ¢arpim
uzayidir (Cui ve Lin, 2009).

Teorem 2.13. WJ™[a, b] uzay1 bir Hilbert uzayidir (Cui ve Lin, 2009).
Ispat. n = 1,2, ... i¢in f,,(§) fonksiyon dizisi WJ"[a, b] fonksiyon uzayinda herhangi bir

Cauchy dizisi olsun. Bu durumda
b

o = Fallye = D [ @ = £ @]+ [ [ - 1] a0
i=0 p

olur. Yukaridaki ifadeden,
n—-0o

f?f—?p(a) - ‘n(l) —a 0! l = 0111 "-rm i 1

ve
b
JUR© - £ OP ds 50,0 = 0,1, 0m 1

elde edilir. Yani n = 1,2, ... olmak {izere her i (0 <i <m — 1) igin fn(i) (a), R de bir
Cauchy dizisidir ve £ (a) dizisi de L?[a, b] uzayinda bir Cauchy dizisidir. O zaman A;
reel sayilari icin bir tek h(§) € L?[a, b] fonksiyonu vardir dyle ki,

lim fn(i)(a) -1, i=01..m—1
n—o0o

Ve

b
im [ 15766 - ho)1ds - 0

olur. Simdi
m-—1

§ ¢ ¢
9© =y Fe-a'+ [ [ [ ro@er

=0

oldugunu varsayalim. h(§) € L?[a, b] oldugundan

3
9mDE) = Ay + f h(©)de

fonksiyonu [a, b] araliginda mutlak siireklidir ve

g™ (&) = h() € [*[a, ]
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dir. Bu esitlik [a, b] araligimin hemen hemen her yerinde dogrudur. Burada g(¢) €

Wi a,b] ve g (a) = A; dir. Ayrica
b

1£.9) - 9O, —Z[fn(”(a) 9@ + [[K@ - g™ s

a

m—1 b
= Y@= + [ @ - n@] a0
i=0 a

esitliginden goriilir ki, W,"[a, b] fonksiyon uzay1 Hilbert uzayidir.

Teorem 2.14. W™ [a, b] uzay bir doguran ¢ekirdek uzayidir (Cui ve Lin, 2009).
Ispat. & € [a,b] olmak iizere I(f) = f(§), WJ"[a,b] uzaymnda bir hesaplama

fonksiyoneli olsun. Bu durumda

FmD(g) = FmD(q) + f £ (©)dg

Ve

b
Fm 0@ < [Fm V(@) + j Fm@©)]ds < [fm D (@) + j Fm@lag

veherbiri (0 <i<m-—1)i¢in

b b 2 b
f £ ©)|d < [(b - a) f Fm @ dg| =M, f Fm @)

1
2

< M, Z[f(‘)(a) j Fm@dg| = Mollfllyp

esitsizligi goz oniinde bulundurularak

FO@| < [EErO@I + Ll ] = 1l @3
ifadesi elde edilir. Dolayistyla,
[0 < Myllfllyge (2.6)

- - - _ b -
Fm 2@ < [f 2@ + L1 ™D @|dé < [f™ 2@ + [ 1fF ™D )|dé
[fadesi elde edilir. (2.5) ve (2.6) esitsizliklerinden faydalanilarak
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[f™=2@)| < fllwgn + (b — Ml Il = My |If llwam (2.7)
elde edilir. Bu sekilde devam edilirse,

HOI =1 =< Mpllf g
olur. I, WJ"[a, b] uzaymnda smirl oldugundan Teorem 2.8 geregince W,"[a, b] doguran

cekirdekli uzaydir.
2.4 W3 [a, b] Uzayinda Doguran Cekirdek Fonksiyonu K ,(¢)’nin Bulunmasi

K, () fonksiyonu W;"[a, b] uzaymin doguran ¢ekirdek fonksiyonu olsun. Her
bir x € [a, b] ve her bir f (&) € WJ[a, b] igin,
(f () Kx(Owyn = f(x) (2.8)
ozelligi saglanir. W,"[a, b] lizerinde tanimlanan i¢ carpimdan

0'Ky(a)
9¢!

" (§)

m—1
FO Ky = Y FO@) 5 f RAGE
i=0

seklindedir. Esitligin sag tarafindaki integral ifadesi

7 £ @) L) = gt (i pomeion () 22y 2 ey T g

olarak yazilabilir. Burada degisken doniisiimii yapilarak,

m-—1 ; m—1

. . oMK, S gEmTitlg
Do N i o )

i=0 i=0
esitligi elde edilir. Diger yandan,
'K, (a) . 9*mi1R ()
@ —qym-i-1-____ X7/
(), Ke©)) = Zf ()[ T~ O
m—1
+ > (=)™ O (b)

i=0

aZm—i—le(b)
a€2m—i—1

02K, (§)

ame df

b
. f G

olur. Bu durumda W;"[a, b] nin doguran ¢ekirdegi K, (¢) asagidaki genellestirilmis

diferansiyel denklemin ¢6ziimiinden elde edilecektir.
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(1) D _ 50z — ),

agzm
'Ky (a) i 82m-it1g (@)
05— (DT S =0 9)
2m—i-1
aaT—Iﬁcl(b)= 0,i=01..,m-1

& # x iken K, (§), asagidaki sabit katsayili lineer homojen diferansiyel denklemin

aZme
(—1)mTf) =0 (2.10)

¢Ozimiidiir. Sinir sartlari;

0'Ky(a) 1 021K ()

—_1\ym-i-
T RIS (2.11)
P~ K (b) . _
—amer —0,i=01..,m-1

olarak alinir. (2.10) denkleminin karakteristik denklemi 2™ = 0 ve A = 0 6z degeri 2m

katli koktiir. Dolayisiyla (2.9) denkleminin genel ¢ozimii

IK (&) = Y8 i (x)E L, &<
Kx(f) — { x(‘f) 12;,’_1[ Cl(x)f v E X (212)
K, (&) = Xl di(x)EH > x
dir. Bu denklemler olusturulduktan sonra c;(x) ve d;(x) katsayilar1 hesaplanir.
0°™ K (§)
(—1)ma€—2fn =6(§—x)
olup
UKy (x) _ 0'rKx(x) . _ _
=R i= 01, 2m 2 (2.13)
2°M1rg, (xt) 97 LK, (x7)
(D" (T - ) =1 (2.14)

olur. (2.13) ve (2.14) deki 2m denklem, (2.12) denklemindeki c¢;(x) ve d;(x)
katsayilarinin bulunmasi i¢in 2m tane sart saglar. (2.11) denkleminin 2m tane siir sarti
saglandiginda toplam 4m denkleme sahip olunur. Bu 4m denklem degiskenleri c;(x) ve
d;(x) olan lineer denklemlerdir. c;(x) ve d;(x) Kkatsayilar1 bulundugunda K, (&)
doguran ¢ekirdeginin ifadesi (2.12) denklemi yardimiyla elde edilir (Cui ve Lin, 2009).






3. BURGERS DENKLEMIi

Bu boliimde kesir mertebeli tiirev iceren degisken katsayilt Burgers denkleminin
niimerik ¢oziimleri doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodu ile bulunacaktir. Niimerik
coziimler elde edilmeden Once iteratif siireci olusturmak i¢in doguran ¢ekirdekli uzaylar
ve bu uzaylarin iirettigi cekirdekler verilecektir. Iteraratif siire¢ olusturulduktan sonra
metodun yakinsaklik analizi yapilacaktir. Ardindan metodun etkisini gdstermek
amaciyla model problemler c¢oziilecek ve elde edilen sonuglar tablo ve grafik ile
verilecektir. Bu kisimda tanim, teorem ve lemmalar igerisinde ifade edilen uzaylar ve
cekirdek fonksiyonlarinin elde edilisinde (Cui ve Lin, 2009) kaynagindan
yararlanilmistir. Ayrica ¢alisilan uzaya ait ¢ekirdek fonksiyonunu elde etme siireci 2.

boliimde detayli olarak verilmistir.

Burgers denklemi, akigkanlar mekanigi ve akiskanlar dinamiginde konveksiyon-
diflizyon arasindaki etkilesimi aciklayan temel model denklemlerden birisidir. Bu
model 1939 yilinda Hollandali fizik¢i J. M. Burgers tarafindan Navier-Stokes
denklemindeki basing terimi kaldirilarak tanimlanmistir. Navier-Stokes denklemi, bir
kanalda meydana gelen konveksiyon ve difiizyon olaylarinin ters etkilesimi sonucu
olusan tiirblilans olaymna karsilik gelir. Burgers (1939); Burgers denkleminin varlik,
teklik ve kararlilik incelemesini yapmigtir. Navier-Stokes denklemi iizerinde yapilan
degisiklik ile elde edilen Burgers denklemi iizerindeki caligmalarin sonucu Burgers
(1948) tarafindan sunulmustur. Son yillarda birgok bilim insanmi tarafindan farkl
metotlar kullanilarak Burgers denklemi {izerine ¢alismalar yapilmistir. Kutluay ve ark.
(1999) bir boyutlu Burgers denkleminin niimerik ¢6ziimii i¢in sonlu fark metodunu
kullandilar. Kutluay ve Esen (2004) bir boyutlu Burgers denklemi i¢in lineerlestirilmis
sebeke uyguladilar. Bahadir ve Saglam (2005) sonlu fark ve siir elemanlar metotlarini
kullanarak bir boyutlu Burgers denkleminin niimerik ¢éziimiinii arastirdilar. Ramadan
ve El-Danaf (2005) modifiye edilmis Burgers denklemi i¢in quintic (besinci dereceden)
spline metodunu kullandilar. Dag ve ark. (2005) bir boyutlu Burgers denkleminin
niimerik ¢oziimii i¢in kiibik B-spline metodunu kullandilar. Li ve Cui (2009) bir boyutlu

degisken katsayili Burgers denkleminin niimerik ¢éztimiinii doguran ¢ekirdekli Hilbert
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uzayt metodunu kullanarak arastirdilar. Mohammadi ve ark. (2013) iki boyutlu lineer
olmayan coupled Burgers denklemi i¢in Galerkin-doguran ¢ekirdekli Hilbert uzay1
metodunu gelistirdiler. Oru¢ ve ark. (2015) Burgers denklemi i¢in Haar-wavelet ve
sonlu fark metodunu kullandilar. Esen ve Tasbozan (2016) zaman kesir mertebeli
Burgers denklemi i¢in kiibik B-spline sonlu elemanlar metodunu kullandilar.
Mohammadi ve ark. (2016) Burgers denklemi i¢in doguran g¢ekirdekli Hilbert uzay1

metodunu kullandilar.

DEy(&,m) + ki (&, My (Em) + k(Emy(Em) + ks (§,my:(E,m)

0<¢<1,0<1n1<1,0<a<1
Yukarida (3.1) denklemi ile verilen Caputo anlaminda kesirli tiirev igeren bir

boyutlu degisken katsayili Burgers denklemini g6z Oniine alalim. Burada D, n zaman

degiskenine gore a@ mertebeden Caputo kesirli tiirev operatoridiir. Ayrica k,(&,n),
k,(&E,m),k3(&E,n), ks(E,m) ve f(&n) siirekli fonksiyonlardir. Denklemimize ait
baslangi¢ ve sinir kosullari

y(§,0)=0

y(©,m) =y(1n) =0 (3.2)

olarak alinacaktir.

3.1 Doguran Cekirdekli Hilbert Uzaylar

Bu kisimda (3.1) denkleminin zaman ve uzay degiskenine gore en yliksek
mertebeden tlirevleri esas alinarak, doguran ¢ekirdek uzaylar1 ve bu uzaylara ait

cekirdek fonksiyonlari elde edilecektir.

Tanim 3.1. H;[0,1] Hilbert uzay
H2[0,1] = {y(n)]y [0,1] lizerinde mutlak siirekli,y’ € L?[0,1]}

olarak tanimlanir. H3[0,1] uzayina ait i¢ ¢arpim

(¥, v} = y(O)v(0) + [J ¥ (v’ (mdn, y,v € HE[0,1]

IVl = [0.9)nz. v € H3[01]

V€ norm
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olarak ifade edilir.

Lemma 3.1. H3[0,1] uzayr doguran cekirdekli Hilbert uzayidir. Bu uzaya ait ¢ekirdek
fonksiyonu

(1) _(1+n, n=st
Ky ('7)_{1+t, t<n

seklinde ifade edilir.

Tanim 3.2. R3[0,1] Hilbert uzay1
R1[0,1] = {y(&)|y [0,1] lizerinde mutlak siirekli, y’ € L?[0,1]}

olarak tanimlanir. R3[0,1] uzayina ait i¢ carpim

(¥, gz = y(O)v(0) + [ ¥'()v'(§)dé, y,v € R[0,1]

Iyllgg = [, ¥)az. ¥ € R3[0,1]

vE norm

olarak ifade edilir.

Lemma 3.2. R1[0,1] uzay: doguran cekirdekli Hilbert uzayidir. Bu uzaya ait ¢ekirdek
fonksiyonu

Wo={15 L3

seklinde ifade edilir.

Tanim 3.3. RZ[0,1] Hilbert uzay:
R3[0,1] = {y(M|y,y’ [0,1] iizerinde mutlak siirekli, y" € L?[0,1],y(0) = 0}

olarak tanimlanir. R%[0,1] uzayina ait i¢ garprm

(¥, 0)pz = y(0)v(0) +y'(0)v'(0) + [ y" (m)v" ()€, y,v € RZ[0,1]

Ve norm
I¥llez = [ ¥)az. ¥ € R3[0,1]

olarak ifade edilir.
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Lemma 3.3. R5[0,1] uzay1 doguran g¢ekirdekli Hilbert uzayidir. Bu uzaya ait gekirdek

fonksiyonu
77t+1t772 —lrf n<t
KB ) = % ? S
tn +§nt2 —€t3, t<n
seklinde ifade edilir.

Tamm 3.4. R3[0,1] Hilbert uzay1
R3[0,1] = {y(O)|y,v',y" [0,1] lizerinde mutlak siirekli, y® € 12[0,1], y(0) = y(1)
= ()}

olarak tamimlanir. R3[0,1] uzayina ait i¢ garpim

(¥, 0)pz = y(0)v(0) +¥'(0)v'(0) + y(D)v(1) + f, yP()v®(§)dE, y,v € RE[0,1]

Ve norm
Iyllg = [ ¥)as. ¥ € R3[0,1]

olarak ifade edilir.

Lemma 3.4. R3[0,1] Hilbert uzay1, doguran cekirdekli bir uzaydir ve uzaya ait cekirdek

fonksiyonu
K =
%o(x — DEEx* — 48x° + 68x® + x&* — 5x&® — 120x¢ +120x + &%), &<«

1_710(5 — Dx(x&* — 4x&3 4+ 6x82 + Ex* — 58x3 — 1208x + 1208 +x*), x <&

olarak ifade edilir.

Tanim 3.5. WZ(3‘2)(D) uzay1 iki degiskenli ¢ekirdek tireten uzay olup D = [0,1] % [0,1]

olmak uzere

3 5

—y,D bolgesinde tamamen stirekli, 0y
0&%0n

W (D) = {}’(5, ml 98 0m?

€ L*(D),y(§,0) =y(0,n) =y(1,n) =0 }

olarak tanimlanir. y(&,1), v(&,n) € WZ(3‘2)(D) olmak iizere bu uzaya ait i¢ carpim
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2 i

9% 9t 9]
3,0} = Z [ |z gey@m s rviom |

02 02
+ f a—nz}’(l,fl)a—nzv(lﬁ?)dn

1 a]
Y 60, v(e 0z

j=0
ol 23 092 23 02

+ [ [ S gz gz vt
00

seklinde tanimlanir ve uzayin normu
2 _
Y1, e = 0. y)ye2

ile ifade edilir.

Lemma 3.5. K+ (§,n) fonksiyonu WZ(3’2)(D) uzaymin g¢ekirdegi olsun. K,Eg}(f) ve
Ktm (n) fonksiyonlar1 sirastyla R3[0,1] ve R3[0,1] uzaylarinin cekirdek fonksiyonu
olsunlar. Buradan K, (&, 1) = Kf}(f)Kt{Z}(n) olarak ifade edilir. Herhangi bir
v(,n) € WZ(3‘2)(D) fonksiyonu i¢in

y(,6) = &), Ko € 1),, 00
esitligi yazilabilir ve K, 1)(§,1) = Kz (x, t) dir.

Tanim 3.6. Wz(l’l) (D) uzayi iki degiskenli ¢ekirdek iireten uzay olup D = [0,1] x [0,1]

olmak tzere
2

9%y
afanELz(D)}

olarak tanimlanir. y(&,1), v(é,n) € Wz(l'l) (D) olmak tizere bu uzaya ait i¢ carpim

W2(1,1) (D) = {y(f, n)|y, D bolgesinde tamamen siireKli,

ro d
0y = | [y @m g v@m]dn+ &0, vE O
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11
0
+Ojoj[afany“ D35 50| dél

seklinde tanimlanir ve uzaym normu
2 —
1,00 = 4.y,

ile ifade edilir.

Lemma 3.6. Wz(l’l) (D) uzayr doguran ¢ekirdekli bir uzay olup bu uzaya ait ¢ekirdek
fonksiyonu Ky ¢)(€,m) olsun. Kil}(f) ve Kt{l}(n) cekirdek fonksiyonlar1 R32[0,1]

uzayinin ¢ekirdekleri olmak tizere

R Em) = K@K )

olarak ifade edilir.

3.2 Yaklasik Coziimiin Insasi

Bu kisimda yaklasik ¢6ziim elde etmek amaciyla (3.1) denklemine ait lineer

operator tanimlanacaktir. Tanimlanan lineer operator ve iizerinde ¢alistigimiz uzaya ait
cekirdek fonksiyonu yardimiyla W2(3'2)(D) uzaymin ortonormal tabani elde edilip

yaklasik ¢dziimiin ifadesi verilecektir. Oncelikle lineer L:W2(3'2)(D) - Wz(l’l)(D)
operatorini

Ly, n) = Dyy (€, n) + ki (&, myee (§,m) + k2 (§,my (&, m) + ks (§,mye(€,m)

olarak yazabiliriz. F (E, n,y(f,n).yg(s‘,n)) = f(&m) = ka(§,my (€ myg (§,m) olarak

alinirsa denklemimiz

{Ly(m = F(&my@&mye@Em).¢ €01l € [01] 53
y(,0)=y0,n) =y(1,n) =0
seklinde ifade edilir.

Simdi sayilabilir {(&;,7n;)};=; € D yogun dizisini secelim ve ;(§,n) fonksiyonunu, L
lineer operatorii ve K, )(§,1) cekirdek fonksiyonu yardimiyla asagidaki gibi ifade

edelim:
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Yi(€,n) = Lo Ko (7 r')l(x,t)=(fiﬂ7i)

2

d
{Dt Ko (&m) + ki (x, t) K(x 0 (&m) + ko (x, Ky t)(€,1)

d
+ k3 (x, t) K(x (&, 77)}
(e, 0)=(§im0)

larK r(fn)
= o R dr -k (5m0) 5 Keguno (6)

+ko(§imi) Kgmp (61 + ks (&,m0) EK(fi,ni) &n (3.4)

Teorem 3.1. y;(&,n) € WZ(3’2)(D),L' =1,2,..

. ) 5.
Ispat. Oncelikle WZ(S'Z)(D) uzaymin taniminindan hareketle, 2?;—;’727) € L*(D) ve

a3y;(&n)

2520 fonksiyonunun tamamen stirekli oldugunu gosterecegiz. Ardindan y;(&,1n)

fonksiyonunun baslangic ve smir sartlarmi sagladigini gosterecegiz. Ky (€,1)

cekirdek fonksiyonunun 6zelliginden yararlanarak
0L2 g3y Ky (6) = 0523 RP ()R ()
esitligini yazabiliriz. 052 st,{f}(f) ve OizREZ}(n) fonksiyonlar1 [0,1] aralig1 iizerinde

siireklidirler. Kapali aralik {lizerinde siirekli fonksiyonlar smirli oldugundan M; > 0

olmak tzere

|a;253n2K(x,t)(f,77)| <M,

yazilabilir. Benzer diisiiniisle M,, M5 ve M, pozitif sabitler olmak {izere
|afgSn2K(x,t)(f»77)| <M,

|a§3n2K(x,t) ¢, 77)| < Mj;

0552 Koy (6| < M,

esitsizlikleri elde edilir. (3.4) denklemini kullanarak
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aslpi(fr 77)
0&30n?

ni
< |- ] Mo i+ ky (5o m )M, + ey (&0 M.
= F(l_a)o (1 — 1)@ r 1o n) My 2§ mi)Ms

+ k3 (&, M) My

M,

S Ty M G IMy + Vo (G n)IMs + ey ool My
elde edilir ki bu bize ;(&,n) fonksiyonunun sinirli oldugunu gosterir. Dolayisiyla

a5y;(&m) a3y;(Em)

2 . .. . ~
3530n? € L*(D) dir. D bolgesi kapali oldugundan, 2520

fonksiyonu D bolgesinde

tamamen sureklidir.
Ayrica K 1)(§,0) =0 ve Ky(0,1m) =K(1,n) =0 oldugundan ;(&,n)

fonksiyonu baslangi¢ ve sinir kosullarini saglar. Bu bulgular dogrultusunda v;(¢,7n) €

wW,%? (D) oldugu gbriiliir.

Hatirlatma 3.1. D = [0,1] X [0,1] bolgesinin, {(é1,11), (&2,12), ...} sayilabilir yogun
dizisini ele alalim. L operatoriiniin adjointi L* olmak tizere ¢;(&,n) = R(é’i,m)(f'n)’
Y (&E,n) =L (&n) fonksiyonlarmi:  tanimlayalim. Wz(g’z)(D) uzayimin

{;(§,m)}2 ortonormal  sistemi,  {Y;(§, M)}, sisteminin ~ Gram-Schmidt

ortogonalizasyon siirecinden elde edilerek

o) = ) Bubie(€m)
k=1

seklinde bulunur. Burada ki f;, katsayilari ortogonalizasyon katsayilaridir. Ayrica

ﬁii > 0 dir.

Teorem 3.2. {(&;,1;)}i2, dizisi D bolgesinde yogun olsun. Bu durumda {1;(&,1)}2,

sistemi W2(3‘2) (D) uzayinda tam sistemdir ve 1;(§, 1) = Loy Kexe) (€,1) | Ce)=CEumd) dir.

Ispat. (§,17) € D igin
Yi§,m) = L) Em) = (L p) (x, ), Kig ) (x, )y 32

= (@i (x, ), Lex, oy Ky (%, t))qu.l)
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= LanKen(x,t) | (x,0)=(&;m7)

= L(x,t)K(x.t) (&m) | (x,6)=(&imi)

elde edildiginden, ;(§,7) € W,>? (D) oldugu goriiliir. Her bir y(&,7) € W,>? (D)
icin (y (&, 1), ¢; (&, n))W(g,z)(D) =0,i = 1,2, ... ise bu takdirde
2

<y(5' T’)' (L*(pl)(’f' U))W2(3,2) = (L}’(f' 77)' (pi(fi n))Wz(l.l) = (Ly) (fii nl) =0,i=12,..

bulunur. {(&;,1,)};2; dizisi D de yogun oldugundan, Ly(&,1) =0 olur ki L™ in

varligindan y(&,7n) = 0 olur ki ispat tamamlanur.

Teorem 3.3. Eger {(&;,1;)}i=, dizisi D bdlgesinde yogun ise (3.3) denkleminin ¢6ziimii
y(En) = X2, ko1 B F (fk:UkJY(fk'nk)’ af)’(s(k’ﬂk)) Pi(&n) (3.5)

olarak ifade edilir.

Ispat. y(&,71), (3.3) denkleminin ¢dziimii olsun. Teorem 3.2 den {¥;(&,1)}2,

sisteminin W2(3‘2) (D) uzayimda tam oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla,

Y& = Y MBI MY, 5061
i=1
= > D BulyEm. i€y o BiEm)
i=1 k=1
= D> By Em, L orE )y 00 BilEm)
i=1 k=1

ﬁik(LY(ff 77); (pk(fl n))WZ(Ll) ll_)i(fl TI)

&
1l
[y

k=

=

i

=1
= > By, Regmo (6o Be(E1)
i=1
Z Bi Ly (G i) i (€, 1)

i=1k=

=

elde edilir. Ispat tamamlanur.

y(&,7m) ¢6ziimiiniin sonlu n teriminden y,, (§,n) yaklasik ¢oztiimii elde edilir. Yani
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&) = > BiF (8o ¥ G ), 06y G i) ) P61

i=1 k=1
olarak ifade edilir. Ele aliman denklem lineer ise yaklasik ¢6ziim buradan bulunur. Ele

alman denklem lineer degil ise asagidaki iteratif siire¢ kurulacak ve yakinsakligi

incelenecektir.

3.3  Ilteratif Siire¢ ve Siirecin Yakinsaklig

Bu kisimda lineer olmayan (3.1) denklemi i¢in iterasyon siireci ifade edilip

siirecin yakinsakligimi gostermek amaciyla bazi teoremler verilecektir. Modelimize ait
iterasyon stirecini sabit bir y,(&,n) € WZ(3’2)(D) alarak

ya(€m) = Ei1 Bi i€, m) (3.6)
seklinde ifade edebiliriz. (3.6) denklemindeki B; katsayilar

By = B F (fk:ﬂk'}’kq(fk"?k); af)’k—1(fk:’7k))

2
B, = Z BoxF (‘fk:nk:yk—l(‘fk:nk): GEYk—l(Ek'nk))

k=1

B; = Z BixF (fk’nk’)’k—1(fk'77k)’af}’k—1(fk:nk))
=1

olarak yazilir. Dolayisiyla B; = Yt _; BicF (fk,nk,y(fk,nk), Bgy(fk,nk)) olmak tizere
(3.5) ifadesinde ki y(&,n) = Y2, B; ¥;(&,n) seklinde ifade edilebilir. Simdi y, (&, 1)

yaklagik ¢oziimiimiiziin analitik ¢6ziime yakinsadigini gosterelim.

Lemma 3.7. F (E,n,y(f,n), aszy(f,n)) stirekli fonksiyon, ||y, || smrlt ve (&,,1,) =

(x,t) i¢in y,, = ¥ olsun. Bu durumda

F (Enf Mo yn—l(fn: Un), afyn—l(fn: nn)) - F (x, L, y(x, t), afj}(x: t))

Ispat. Dogurulan ¢ekirdegin temel 6zelliginden faydalanarak
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Yn-1 (E‘m r’n) = (3’n—1 (f) 77)' K(fn,nn) (5! 7)) >W2(3'2)

Yn-1(,t) = (Yn-1(&, 1), Kzt (€, U))W2(3.2)
esitliklerini yazabiliriz.
[Yn-1(§n71n) = 906 O] = [Yp-1(§ 1) = Yr-1(x, 1) + yn_1 (6, 1) = F(x, 1)
S 1Yn-1(Gn) = Yaoa (6 O] + [yn-1 (2, 8) = 9(x, )]
elde edilir. Simdi esitsizligin sag tarafindaki her iki terimi inceleyelim. Cauchy-Schwarz

esitsizliginden yararlanarak

|yn—1(€n' nn) - Yn—l(x: t)l = |<Yn—1(€r 77)1 K(fn,nn) (Er 77) - K(x,t) (’f: YI)>|
< Myn-1 MK gma € m) = Kooy (60|
ifadesi elde edilir. y,,_,(&,n) nin yakinsakligindan, dyle bir M sayist vardir ki n > M
i¢in
1yn-1(& Ml 2 < MIFCe Ol 62
yazilabilir. Esitsizligimzin yeni hali
|yn—1(€n: nn) - yn—l(x' t)l < M||}7(x, t) ||W2(3'2) ”K(fn,nn) (E; 77) - K(x,t) (f; 7’)”

seklinde olur. Ayrica n — oo i¢cin (&,,1n,) = (x,t) oldugundan ||K($n.nn) & n)—
Koy @Em|| = 0 olur ki |yn_1(5nmn) —9(x, t)| = 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla

(& Mn) = (x, 1) icin y,_1(§p, M) = P(x, t) olur.
Simdi de (&, 1mp) = (x,t) i¢in Ogypn_1(§n,Mn) = 99 (x, t) oldugunu gorelim. Yine

dogurulan ¢ekirdegin temel 6zelliginden

afyn—l(fn' nn) = (:Vn—l(f' 77): afK(En,nn) ¢ U))W2(3,2)

0sYn-1(x,t) = (Yn-1(§, 1), 0: K1) (&, U)>W2(3,2)
esitliklerini yazabiliriz. Simdi de yakinsama i¢in
|0gyn-1n 1) — 069 (x, 1)
= |0eYn-1(En ) — 0eYn—1(x, ©) + Bgyn_1 (x, 1) — 0P (x, 0)|
< |0eyn-1(En ) — 0eyn—106, O] + |0eyn—1(x, 1) — 09 (x, 1) |
esitsizligini géz Oniine alalim. Esitsizligin sag tarafindaki her iki terimi inceleyelim.
Cauchy-Schwarz esitsizliginden faydalanarak
10eVn—1Ensn) = 0eYn—10x, O] = |[(Yn-1(E, 1), 0K (g, ) (6, 1) = 0Kzt (6, 1))
< Myn-1E M0 K g n €1 — 0Ky (€, 1) |
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elde edilir. n > M ig¢in ||yn_1(f,n)||w(3,z) < M||y(x, t)||W(3,2) oldugunu biliyoruz.
2 2

Ayrica n > o igin (&,,7,) = (x,t) oldugundan ||0¢K(e, 5 1(&,1) — 0Ky (€, =
0 olur ki |0gyn—1(&n M) — OgYn—1(x, )| > 0 dir. Diger taraftan, (&,,7,) - (x,t) i¢in
Yn-1 = ¥ oldugunu biliyoruz. Buradan hareketle 0;y,_1(x,t) > d:9(x,t) olur ki
|65yn_1(x, t) — 3:9(x, t)| — 0 dir. Dolaysiyla |6gyn_1(€n, M) — 09 (x, t)| -0
oldugu goriiliir. Sonug olarak (&, 1,) = (x,t) icin 0gyp_1(&n,10) = 99 (%, t) oldugu

goriiliir. F fonksiyonunun siirekliliginden (&, 17,) = (x,t) i¢in

F (& Vo1 G 1), 0mas ) ) = F (2,690, 0), 996, ) )

oldugu ispatlanmis olur.

Teorem 3.4. Kabul edelim ki (3.3) deki ||y, (&,1)|| smirh olsun ve (3.6) bir tek ¢oziime
sahip olsun. Eger {(&;,n;)}j=; dizisi D de yogun ise, y, yaklasik ¢oziimii y kesin
¢oziimiine yakinsar ve y(&,1) = X2, B; ¥;(§,1) olarak ifade edilir.
Ispat. ilk olarak y,, (&, 1) nin yakisakligini inceleyelim. (3.6) denkleminden
Yn+1(6,m) = ¥ (§,1) + BnsaPnsa (1)
yazilabilir. {;}{2, nin ortonormalliginden yararlanarak,
¥nsall® = llynll* + BZyy = X157 BY (3.7)
olarak ifade edilir. (3.7) ifadesinden ||y, 11|l > ||y ]| esitsizligi yazilir ki bu ||y, || nin
monoton artan oldugunu gosterir. Ayrica ||y,|| smirl oldugundan yakinsaktir ve
¥, B? = c olacak sekilde bir ¢ sayisi vardir. Dolayisiyla {B;}{2, € [? dir.
Eger m > n ise bu durumda
1ym = ¥all® = 1¥m = Ym-1+ Ym-1 = Ym-2 + Ym-2 + =+ Yns1 = Yull®
= lym = Yim-1ll? + 1yme1 = Ym—2lI> + - + [yns1 = nll®
yazilabilir. ||y, — Ym-111? = B2 oldugundan, n - oo icin ||y, — yull? = X/%41 BE =
0 olur. WZ(3‘2)(D) uzayi tam oldugundan n — oo igin y,, — ¥ olur. Simdi y nin temsili
¢oziim olup (3.3) denklemini sagladigini gosterelim. (3.6) ifadesinin her iki yaninin
n — oo igin limitini alirsak, $(&,1) = X2, B;Y;(&,7n) elde edilir. Ayrica belirtelim ki,
(LY)(E,n) = X2, B; LY;(§,n) dir. Buradan hareketle, (§,n) noktast yerine (&,7,)

noktasini kullanirsak;
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ADEn) = ) Belabi(Gund = ) Bl m, ouEm), 00
i=1 i=1
= > B, L ou(E M)y e
i=1

= Z B (&,m), ¥ (&, n))Wz(s,z)
i=1

esitligi elde edilir. Dolayisiyla,

D B9 ) = D BiHiEm, ) PathiEm), 00
=1 i=1 =1

_ Z B{Pi&m), P&, 0 = By
i=1

elde edilir ki B; = Y-y BuF (fk' Mo Y oo M), af)’(fk;ﬁk)) ifadesinden

Ly(&,m) = F(fl:m'}’lﬂ(fl'm)»af}’l—1(fl;771))
yazilabilir. {(¢;,n;)}i2, dizisi D de yogun oldugundan ve her (x,t) €D igin

{(npmmp)  alt dizisi vardir dyle ki j — 00 igin (§,,7,) = (x,t) dir. O halde
j=1
L}?(fn]' T]Tl]) = F(fnﬂ T’lell ynj—l (S;n]-: T’le) 4 afYnj—l (Eﬂj’ nn]))
yazilabilir. j — oo i¢in F fonksiyonunun siirekliligi ve Lemma 3.7 den yararlanarak

LY, t) = F (x,6,9(x,1),0:9(x, 1))
yazilabilir. Bu bize 9y(§,n) nin (3.3) denklemini sagladigini gosterir ki ispat
tamamlanir.
Bu boliime kadar (3.1) denklemi i¢in doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodu
kullanilarak yaklasik ¢ozlimiin insas1 ve iteratif slirecin yakinsakligi incelendi. Simdi
yaptigimiz c¢aligmanin niimerik incelemesini yapmak amaciyla Ornekler {izerinde

uygulamasini verecegiz.

3.4  Ornekler ve Niimerik Sonuclar

Bu boliimde, kesin ¢oziimleri kesir parametresi i¢eren sabit ve degisken katsayili

olmak iizere iki ornek ¢oziildii. a kesir mertebesinin farkli degerleri i¢in mutlak hata
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degerleri tablolar halinde verildi. Yine a parametresinin farkli degerleri icin yaklasik

¢coziim grafikleri verildi.

Ornek 3.1.
DYy + (1 +én)yee + &2y + (& + Dy: —nsin(€)yy: = f(&,n)
0<&<1,0<n<1,0<a<1
2 _
FEm) = —S M gisa(q 4 g) + (84 — g3yt

sin(am)l'(—a — 1)
+ (1 +8)(28 — D™ —nsin(§)(§? — §) (2§ — Dn?*>®
lineer olmayan Burgers denklemini ele alalim. Denklemimize ait baslangi¢ ve sinir
sartlari
y(,0)=0
y(©0,m) =y(1,n) =0
olarak alinacaktir. Inceledigimiz denkleme ait kesin ¢oziim y(&,1) = (§2 — )n'te dur.

n=p Xq olmak iizere &; = é ,(i=12,...,p) ve 1n;= é, (i=12,..,q) olarak

alinmistir. p =5 ve g = 5 olmak iizere n = 25 nokta almarak a = 0.7, a = 0.8 ve
a = 0.9 degerleri i¢cin mutlak hata tablolar1 verilmistir. Yine o = 0.7, a = 0.8 ve

a = 0.9 degerleri igin yaklasik ¢6ziim grafigi verilmistir.

Cizelge 3.1 Ornek 3.1°de @ = 0.9 degeri icin hesaplanan mutlak hata degerleri (0.1 <
$,m=0.9)

&/m 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.1 239E-4 226E-5 3.74E-5 531E-5 4.92E-5  7.43E-5 487E-5 9.56E-5  1.52E-4
0.2 425E-4 423E-5 7.26E-5 1.05B-4 1.05E-4  1.60E-4 128E-4 1.11E-4  1.88E-4
0.3 558E-4 578E-5 1.01E-4 148E-4 1.53E-4 233E-4 2.02E-4 936BE-5 1.68E-4
0.4 637E-4 653E-5 1.16E-4 1.71E-4 1.80E-4 277E-4 254E-4  654E-5 1.18E-4
0.5 6.62E-4  6.74E-5 121E-4 1.79E-4 1.89E-4 295E-4 2.82E-4 2.86E-5  4.44E-5
0.6 633E-4  6.10E-5 1.11E-4 165E-4 1.73E-4 277E-4 274E-4  2.14E-6  2.40E-5
0.7 552E-4 506E-5 932E-5 137E-4 142E-4 234E-4 238E-4 1.75B-5  7.99E-5
0.8 4.18E-4 343E-5 643E-5 9.51E-5 9.54E-5 1.64E-4 1.71E-4 185E-5  9.73E-5
0.9 234E-4 172B-5 327E-5 480E-5 4.58E-5 833E-5 897E-5 121BE-5  7.48E-5




33

Cizelge 3.2 Ornek 3.1°de a = 0.8 degeri igin hesaplanan mutlak hata degerleri (0.1 <
$n=09)

&/m 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.1 2.46E-4 1.09E-5 1.47E-5 1.97E-5 1.14E-5 5.62E-5 4.30E-5 2.95E-5 1.15E-5
0.2 439E4 1.54E-5 3.50E-5 4.96E-5  4.19E-5 1.31E-4 1.19E-4  5.58E-6  5.78E-5
0.3 5.78E-4 1.54E-5 5.50E-5 7.80E-5 7.29E-5 1.97E-4 1.91E-4  5.57E-5 1.45E-4
0.4 6.62E4 1.46E-5 6.81E-5 9.58E-5 9.22E-5 2.38E-4  2.40E-4  992E-5 2.25E-4
0.5 691E-4 1.07E-5 7.71E-5 1.05E-4 1.02E-4  2.57E-4  2.65E-4 1.33E-4  2.92E-4
0.6 6.64E-4 835E-6  7.53E-5 1.00E-4  9.47E-5 2.44E-4  2.55E-4 1.41E-4  3.23E-4
0.7 583E-4 423E-6 68IE-5 8.67E-5 7.89E-5 2.08E-4  2.20E-4 1.33E-4  3.18E-4
0.8 4.44E-4  272E-6 5.03E-5 6.06E-5 5.07E-5 1.46E-4 1.56E-4  9.81E-5  2.60E-4
0.9 250E-4 591E-7  2.81E-5 3.16E-5 2.35E-5 7.56E-5 8.10E-5 5.28E-5 1.56E-4

Cizelge 3.3 Ornek 3.1°de @ = 0.7 degeri i¢in hesaplanan mutlak hata degerleri (0.1 <
§,n<09)

&/m 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.1 266E-4 377E-5 128E-6  121E-6  1.63E-5 290E-5 1.17E-5 16lE-5 4.78E-5
0.2 475E-4  6.11E-5 9.13E-6  195E-5 4.18E-6  8.6IE-5 6.64E-5  3.04E-5  1.61E-4
0.3 626E-4  733E-5 233E-5 407E-5 148E-5 140E-4 122E-4 8.70E-5 2.76E-4
0.4 7.8E-4  7.78E-5 353E-5 5.63E-5 295E-5  1.77E-4  1.64E-4  133E-4  3.67E-4
0.5 7.52E-4 727E-5 466E-5 6.75E-5 4.03E-5 197E-4 1.87E-4  1.65E-4  4.28E-4
0.6 725E-4 632E-5 5.03E-5 6.69E-5 391E-5 190E-4 1.83E-4 1.70E-4  4.41E-4
0.7 639E-4 478E-5 5.02E-5 607E-5 3.38E-5 1.64E-4 1.60E-4  1.55E-4 4.11E-4
0.8 490E-4 321E-5 40IE-5 434E-5 195E-5 1.I18E-4  1.I3E4 1.13E4  3.22E-4
0.9 277E-4 148E-5 244E-5 235E-5 795E-6  620E-5 5.84E-5  6.14E-5  1.86E-4
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Sekil 3.1: Ornek 3.1°de @ = 0.9 degeri igin yaklasik ¢oziim grafigi.
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Sekil 3.2: Ornek 3.1°de @ = 0.8 degeri igin yaklasik ¢ziim grafigi.
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Sekil 3.3: Ornek 3.1°de @ = 0.7 degeri igin yaklasik ¢oziim grafigi.

Ornek 3.2.
DYy —yer —yye = f(§,1)

0<¢{<1,0<n<1,;<a<1

49n%gi T(a+=
f&m = L Sm(ji) @ry + sin(§m)m*n** sin(m§) cos(m&)n**n
T
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lineer olmayan Burgers denklemini ele alalim. Denklemimize ait baglangi¢ ve sir
sartlari
y(0)=0
y(©0,m) =y1,n) =0
olarak alinacaktir. Inceledigimiz denkleme ait kesin ¢oziim y(&,7) = sin(wé)n?* dur.

n=pXq olmak iizere §; = % ,(i=12,...,p) ve 1n;= é, (i=1,2,..,q) olarak

almmistir. p = 10 ve g = 10 olmak tizere n = 100 nokta alinarak ¢ = 0.7, a = 0.8 ve
a = 0.9 degerleri icin mutlak hata tablolar1 verilmistir. Yine ¢ = 0.7, « = 0.8 ve

a = 0.9 degerleri i¢in yaklasik ¢ozlim grafigi verilmistir.

Cizelge 3.4 Ornek 3.2°de a = 0.9 degeri igin hesaplanan mutlak hata degerleri (0.1 <
&1 < 0.9)

&/n 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.1 2.50E-3 1.57E-3 5.40E-4 6.93E-5 2.01E-5 9.54E-5 3.82E-4 7.89E-4 8.37E-4
0.2  4.63E-3 2.70E-3 4.81E-4 7.72E-4 1.37E-3 1.66E-3 1.70E-3 1.57E-3 2.18E-3
0.3 6.28E-3 3.58E-3 4.21E-4 1.44E-3 2.45E-3 3.05E-3 3.33E-3 3.33E-3 4.47E-3
04  732E-3 4.13E-3 3.64E-4 1.89E-3 3.15E-3 3.94E-3 4.35E-3 4.51E-3 5.83E-3
0.5 7.67E-3 4.30E-3 3.11E-4 2.08E-3 3.43E-3 4.29E-3 4.73E-3 4.89E-3 6.26E-3
0.6 7.30E-3 4.07E-3 2.64E-4 2.02E-3 3.30E-3 4.10E-3 4.50E-3 4.62E-3 5.87E-3
0.7 6.23E-3 3.46E-3 2.18E-4 1.72E-3 2.80E-3 3.46E-3 3.77E-3 3.83E-3 4.84E-3
0.8 4.55E-3 2.53E-3 1.62E-4 1.24E-3 2.01E-3 2.48E-3 2.68E-3 2.69E-3 3.39E-3
0.9 6.23E-3 1.33E-3 8.92E-5 6.45E-4 1.04E-3 1.28E-3 1.38E-3 1.37E-3 1.73E-3

Cizelge 3.5 Ornek 3.2°de a = 0.8 degeri igin hesaplanan mutlak hata degerleri (0.1 <

£/m 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 07 0.8 0.9

0.1 2.09E-3 798E-4 120E-4 839E-5 1.77E-4  2.77E-4  4.19E-4  6.79E-4  9.02E-4
0.2 38IE-3 1.15E-3 4.53E-4  929E-4  120E-3  1.52E-3  1.82E-3  193E-3  2.16E-3
0.3 5.16E-3  143E-3  9.12E-4  1.74E-3  231E-3  295E-3  3.58E-3  3.97E-3  4.53E-3
0.4 6.0I1E-3 1.59E-3  122E-3 228E-3  3.04E-3 389E-3  471E-3 527E-3  6.00E-3
0.5 629E-3  1.63E-3  1.36E-3  251E-3  3.35E-3  428E-3  5.17E-3  576E-3  6.53E-3
0.6 598E-3  1.53E-3  1.33E-3  245E-3  3.25E-3  4.14E-3  498E-3  5.52E-3  6.20E-3
0.7 5.10E-3  1.29E-3  1.15E-3  2.10E-3  2.78E-3  3.52E-3  4.22E-3  4.65E-3  5.19E-3
0.8 3.72E-3  943E-4  843E-4  1.52E-3  2.01E-3  2.54E-3  3.04BE-3  3.33E-3  3.70E-3
0.9 196E-3 497E-4  442E-4  8.00E-4 1.05E-3 133E-3 1.58E-3  1.72E-3  191E-3
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Cizelge 3.6 Ornek 3.2°de a = 0.7 degeri igin hesaplanan mutlak hata degerleri (0.1 <
$n=09)

g/n 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09

0.1 1.52E-3 2.87E-4 1.56E-4  3.31E-4  4.56E-4 5.71E-4  6.90E-4  8.63E-4 1.09E-3
0.2 2.69E-3 7.72E-5 5.72E-4  6.69E-4 8.89E-4 1.73E-3 1.48E-3 1.72E-3 1.88E-3
0.3 3.62E-3 8.15E-5 1.15E-3 1.46E-3 1.96E-3 2.55E-3 3.19E-3 3.74E-3 4.19E-3
0.4 420E-3 1.89E-4 1.53E-3 2.00E-3 2.68E-3 3.46E-3 4.31E-3 5.04E-3 5.65E-3
0.5 439E-3 2.50E-4 1.71E-3 2.26E-3 3.00E-3 3.87E-3 4.78E-3 5.57E-3 6.21E-3
0.6 4.17E-3 2.67E-4 1.68E-3 2.22E-3 2.94E-3 3.77E-3 4.64E-3 5.37E-3 5.96E-3
0.7 3.55E-3 2.41E-4 1.46E-3 1.92E-3 2.53E-3 3.23E-3 3.96E-3 4.56E-3 5.03E-3
0.8 2.58E-3 1.81E-4 1.07E-3 1.40E-3 1.85E-3 2.35E-3 2.86E-3 3.29E-3 3.60E-3
0.9 1.36E-3 9.69E-5 5.66E-4  740E-4  9.71E-4 1.23E-3 1.50E-3 1.71E-3 1.87E-3
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Sekil 3.5: Ornek 3.2°de @ = 0.8 degeri i¢in yaklasik ¢oziim grafigi.
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Sekil 3.6: Ornek 3.2°de @ = 0.7 degeri igin yaklasik ¢ziim grafigi.






4. ADVEKSiYON DENKLEMIi

Bu bolimde kesir mertebeli tiirev iceren Adveksiyon denkleminin niimerik
coziimleri doguran cekirdekli Hilbert uzayr metodu ile bulunacaktir. Niimerik ¢oziimler
elde edilmeden Once iteratif siireci olusturmak i¢in doguran c¢ekirdekli uzaylar ve bu
uzaylarin iirettigi c¢ekirdekler verilecektir. Iteraratif siire¢ olusturulduktan sonra
metodun yakinsaklik analizi yapilacaktir. Ardindan metodun etkisini gostermek
amaciyla model problem c¢oziilecek ve elde edilen sonuglar tablo ve grafik ile
verilecektir. Bu kisimda tanim, teorem ve lemmalar igerisinde ifade edilen uzaylar ve
cekirdek fonksiyonlarinin elde edilisinde (Cui ve Lin, 2009) kaynagindan
yararlanilmistir. Ayrica ¢alisilan uzaya ait ¢ekirdek fonksiyonunu elde etme siireci 2.
boliimde detayli olarak verilmistir.

Akigskan molekiiller arasindaki 1s1 transferi konveksiyon olarak adlandirilir. Bu
durum iki farkli mekanizmdan elde edilir. Enerji transferi rastgele molekiiller arasinda
gerceklesirse ve kiitle hareketi yoksa konveksiyona difiizyon denir. Eger enerji transferi
kiitle hareketi tarafindan gergeklestirilirse bu durumda konveksiyon adveksiyon olarak
adlandirilir.

Adveksiyon denklemi akiskanlar mekanigi, yogun madde fizigi, soliton fizigi,
kuantum alan teorisi gibi fizik, miihendislik ve uygulamali matematigin ¢esitli
alanlarinda karsimiza ¢ikar. Bu denklemin ¢dziimlerinin varlik ve tekligi icin Ellison
(1971) ve Caughey ve Ellison (1975) referans olarak gosterilebilir. Wazwaz (2009)
adveksiyon denklemine Adomian ayristm metodu uygulayarak kuvvet serisi
coziimlerini elde etmistir. Jiang ve Lin (2010) zaman-uzay kesir mertebeli degisken
katsayil1 adveksiyon-dispersiyon denkleminin niimerik niimerik ¢éziimii i¢in doguran
cekirdekli Hilbert uzayr metodunu kullandilar. Mohyud-Din ve ark. (2018) zaman
kesirli adveksiyon-difiizyon denkleminin niimerik c¢oziimiinii sonlu fark semasi
kullandilar.

Dyy(€.m) +y(&mye(€,n) = f(&n) (4.1)
0<¢<1,0<n<1,0<a<1

Yukarda (4.1) denklemi ile verilen Caputo anlaminda kesir mertebeli tlirev

iceren lineer olmayan adveksiyon denklemini g6z Oniine alalim. Burada Dy, n zaman
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degiskenine gore a mertebeden Caputo kesirli tiirev operatoridiir. Ayrica f(&,7)
stirekli fonksiyondur. Denklemimize ait baslangic kosulu

y(§,0) = h($) (4.2)

olarak alinacaktir.

4.1 Doguran Cekirdekli Hilbert Uzaylar

Bu kisimda (4.1) denkleminin zaman ve uzay degiskenine gore en yliksek
mertebeden tiirevleri esas alinarak, doguran ¢ekirdek uzaylari ve bu uzaylara ait
cekirdek fonksiyonlari elde edilecektir.

Tanim 4.1. H[0,1] Hilbert uzay:
H1[0,1] = {y(n)|y [0,1] iizerinde mutlak siirekli,y’ € L?[0,1]}

olarak tanimlanir. H3[0,1] uzayina ait i¢ ¢arpim

(¥, 0)s = y(O)v(0) + [y (v’ (mdn, y,v € H}[0,1]

Iyl = /(y,y)H,g, y € H3[0,1]

ve norm

olarak ifade edilir.

Lemma 4.1. H3[0,1] uzayr doguran cekirdekli Hilbert uzayidir. Bu uzaya ait ¢ekirdek
fonksiyonu

Wey_(1+n n=st
Ke (")_{1+t, t<n

seklinde ifade edilir.

Tanim 4.2. R1[0,1] Hilbert uzay:
R3[0,1] = {y(&)|y [0,1] lizerinde mutlak siirekli,y’ € L?[0,1]}

olarak tanimlanir. R1[0,1] uzayina ait i¢ carpim

(¥, V)ps = y(O)(0) + [ y' (V' (§)dE, y,v € RI[0,1]

Iyl = [ ¥)ez.y € R3[0,1]

Ve norm



41

olarak ifade edilir.
Lemma 4.2. R3[0,1] uzayr doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayidir. Bu uzaya ait gekirdek

fonksiyonu

1+¢ &<«x

K’El}(f) - {1 +x, x<¢&

seklinde ifade edilir.

Tamim 4.3. RZ[0,1] Hilbert uzay1
R2[0,1] = {y(Mly, v’ [0,1] lizerinde mutlak siirekli,y" € L?[0,1],y(0) = 0}

olarak tanimlanir. R3[0,1] uzayina ait i¢ garpim

(v, 0)pz = y(0)v(0) +y'(0)v'(0) + [ y" (m)v" ()€, y,v € RZ[0,1]

Ve norm
Iyllez = [, ¥)rz. ¥ € R3[0,1]

olarak ifade edilir.

Lemma 4.3. R5[0,1] uzay1 doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayidir. Bu uzaya ait ¢ekirdek

fonksiyonu
nt +ltn2 —1773, n<t
SO A
nt +§77t2 —€t3, t<n
seklinde ifade edilir.

Tanim 4.4. RZ[0,1] Hilbert uzay:
R5[0,1] = {y(®)|y,y’ [0,1] lizerinde mutlak siirekli,y"" € L?[0,1]}

olarak tanimlanir. RZ[0,1] uzayina ait i¢ carprm

(v, v)pz = y(0)v(0) + y'(0)v'(0) + f, ¥ (©)v" (£)d§, y,v € R3[0,1]

Ve norm
Iyllez = [ ¥)az. ¥ € R3[0,1]

olarak ifade edilir.
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Lemma 4.4. RZ[0,1] Hilbert uzay1, doguran cekirdekli bir uzaydir ve uzaya ait gekirdek

fonksiyonu

1 1
1+&x+-x82—-83, &<x

K2 = e 0
1+5x+§§x2 —gx?’, x<§&

olarak ifade edilir.

Tanim 4.5. WZ(Z'Z)(D) uzay1 iki degiskenli ¢ekirdek tireten uzay olup D = [0,1] X [0,1]

olmak tzere

2 4
D bolgesinde tamamen siirekli, gzay >

d
w22 (D) = {y(a 0l € L*(D),y(£,0)

y
0éon’
:0}

olarak tanimlanir. y(&,1), v(§,n) € W(Z‘z)(D) olmak tizere bu uzaya ait i¢ carpim

9% 9!
3, )00 = zf [a SO 3T, n|a

1 .
d/
+Z Y€ O v(f 0w

f ol 0% 0?2 02
+ [ [ [frzgmerem s gz i) asen
00

seklinde tanimlanir ve uzaym normu
2 —
Iy, e = 3. y)yea

ile ifade edilir.

Lemma 4.5. K ) (€, 1) fonksiyonu WZ(Z’Z)(D) uzaymnin cekirdegi olsun. K,EZ}(E) ve
Kt{Z}(n) fonksiyonlar1 sirasiyla R5[0,1] uzaylarmin g¢ekirdek fonksiyonu olsunlar.
Buradan K. (1) = K2()KP () olarak ifade edilir. Herhangi bir y(¢,7) €
WZ(Z'Z) (D) fonksiyonu igin

y(x,t) = (Y(fﬂ?)»K(x,t)(f:’?))wz(zz)
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esitligi yazilabilir ve K, (€, 1) = K ) (x, t) dir.

Tanim 4.6. D = [0,1] X [0,1] olmak iizere WZ(I’I)(D) uzay1 iki degiskenli ¢ekirdek

iireten uzay olup

2

9%y
afanELz(D)}

olarak tanimlanir. y(&,n), v(&,n) € Wz(l'l) (D) olmak lizere bu uzaya ait i¢ garpim

W2(1'1) (D) = {y(f, n)|y, D bolgesinde tamamen stirekli,

ro d
0y = [ [y @m g v@m]dn+ &0, vE O

+Of0f (6 g vl dédn

seklinde tanimlanir ve uzayin normu
2 —
”}’||W2(1.1) (v, Y)Wz(l.l)

ile ifade edilir.

Lemma 4.6. Wz(l‘l) (D) uzay1 doguran cekirdekli bir uzay olup bu uzaya ait ¢ekirdek
fonksiyonu Ky ¢)(€,m) olsun. K,El}(f) ve Kt{l}(n) cekirdek fonksiyonlar1 R3[0,1]
uzayinin ¢ekirdekleri olmak tizere

Kooy &) = K@K )

olarak ifade edilir.

4.2  Yaklasik Coziimiin insasi

Bu kisimda yaklasik ¢6ziim elde etmek amaciyla (4.1) denklemine ait lineer

operator tanimlanacaktir. Tanimlanan lineer operatdr ve lizerinde calistigimiz uzaya ait

cekirdek fonksiyonu yardimiyla Wz(z,z)

uzayinin ortonormal tabani elde edilip yaklagik
¢coziimiin ifadesi verilecektir. (4.2) sartinin homojenlestirilmesinden sonra lineer
operatorimiiz

L w22 (D) - W (D)

Ly(&,m) = Dyy(&,n) + h(y:(€,n) + KOy n)
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olarak tanmlanr. F (&1, y(€n),y¢(E)) = £(&,m) — ' (©AE) — y(Emye (E:n)

alindiginda denklemimiz

{Ly(f.n) = F(&n,yEm,ye(Em). ¢ € 0,117 € [0,1]

4.3
y(,0)=0 e

seklinde ifade edilir.

Simdi sayilabilir {(&;,n;)};=; € D yogun dizisini secelim ve ¥;(£,n) fonksiyonunu, L
lineer operatorii ve K )(,m) ¢ekirdek fonksiyonu yardimiyla asagidaki gibi ifade

edelim:

Yi(§&,n) = Loy K €, n)l(x,t)=(s‘i,m)

9]
Df Kty (§,m) + h(x) == K, (§, 1) + R () K1) (€, 1)
0x

(e, t)=(§imi)

1 1 0rK gy (&1) 0 ’
= ol o dr + h(ED 5 Kieump G + B (G Kigynp (6.m) (4.4)

Teorem 4.1. Y;(&,n) € WZ(Z’Z)(D),L' = 1,2, 4

41, 290;

. . . (2'2)
Ispat. Oncelikle W,**’(D) uzaymin tanimi kullanarak, FIEEmD 2%y

fonksiyonunun tamamen siirekli oldugunu gosterecegiz. Ardindan ;(&, 1)
fonksiyonunun baslangi¢ sartim sagladigim  gdsterecegiz. K, (,m) ¢ekirdek

fonksiyonunun 6zelliginden yararlanarak
0% esy2 Ky (€)= 02 R (©)0%RP ()
esitligini yazabiliriz. 6552R,{62}(f) ve aizREZ}(n) fonksiyonlar1 [0,1] aralifi {izerinde

stireklidir. Kapal1 aralik iizerinde siirekli fonksiyonlar sinirli oldugundan M; > 0 olmak

luzere

|a§fzn2’<(x.t)(f,n)| <M,

yazilabilir. Benzer diisiiniisle M, ve M3 pozitif sabitler olmak iizere
|at552,72K(x,t)(f:77)| =M,

102Ky (6| < M

esitsizlikleri elde edilir. (4.4) denklemini kullanarak
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641/)1'(5, 77)
0&20n?

< mMzthh’M
< F(1—a)0j(m—r)“ r+ h(EIM, + B (EOM;

2 - )
< mml “+ [h(§)IMy + |h' (&) M5
elde edilir ki bu bize ;(¢,n) fonksiyonunun sinirli oldugunu gosterir. Dolayisiyla
64#)1(5'7]) 2 M P b ~ azlpl(g'n) : oo :
Se2am? € L“(D) dir. D bolgesi kapali oldugundan, oton fonksiyonu D bolgesinde

tamamen siireklidir. Ayrica K, )(§,0) = 0 oldugundan 1;(¢,n) fonksiyonu baslangic

kosulunu saglar. Bu bulgular dogrultusunda y;(&,n) € Wz(z'z)(D) oldugu goriiliir.

Hatirlatma 4.1. D = [0,1] X [0,1] bolgesinin, {(é1,11), (£2,12), ...} sayilabilir yogun
dizisini ele alalm. L operatoriiniin adjointi L* olmak tizere ¢;(¢,n) = K(Eiﬂh‘)(f’n)’
Y;(E,n) =L p;(&,n) fonksiyonlarmi  tanimlayalim. WZ(Z‘Z)(D) uzayinin

(&, M} ortonormal  sistemi,  {¥;(&, 7))}, sisteminin ~ Gram-Schmidt

ortogonalizasyon slirecinden elde edilerek

P& = ) Buthe ()
k=1

seklinde bulunur. Burada ki f;, katsayilari ortogonalizasyon katsayilaridir. Ayrica

ﬁii > 0 dir.

Teorem 4.2. {(&;,1;)}i2, dizisi D bolgesinde yogun olsun. Bu durumda {1;(&,1)}2,

sistemi WZ(Z'Z) (D) uzayimda tam sistemdir ve ¥;(§,1) = L(x,t)Kex,0) (€, 1) |(x =Comp) dir.

Ispat. (¢,1) € D igin
Yi(€&,m) = (L) m) = (L") (x, ), Kigp (%, t))WZ(z,Z)
= (‘pi(xr t)' L(x,t)K(E,n) (x' t)>W2(1'1)

= L(x,t)K(f.n)(x' t) | (x,)=(&;,m;)

= LK (60| D=
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elde edildiginden, 1;(§,7) € W,*® (D) oldugu gérilliir. Her bir y(&,7) € W,*? (D)
icin (y(&,m), ¢, (¢, T]))W(z,z)(D) =0,i =1,2,... ise bu takdirde
2

(}’(E, 77)' (L*(pl)(’f' 77))W2(2.2) = (L)/(f, 77)' (pi(fr n))Wz(l.l) = (Ly} (fir 771) =0,i=12,..

bulunur. {(&;,1,)}2; dizisi D de yogun oldugundan, Ly(&,1) =0 olur ki L™ in

varligindan y(&,7n) = 0 olur ki ispat tamamlanur.

Teorem 4.3. Eger {(&;,1;)}i=, dizisi D bdlgesinde yogun ise (4.3) denkleminin ¢6ziimii
V(&M = 224 Tk BucF (&0 i ¥ Eioo i), gy (o mid) ) i) (4.5)

olarak ifade edilir.

Ispat. y(&,7), (4.3) denkleminin ¢dziimii olsun. Teorem 4.2 den {¥;(&,1)}2,

sisteminin WZ(Z‘Z) (D) uzaymda tam oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla,

YEM = ) WEM B M), i)
i=1

[0}

= D> Bty G, (6o BilE )
i=1 k=1

= > D By, L o)y o0 Bi(E,m)

i=1 k=1
i

ﬁik(LY(ff 77); <Pk(f: n))Wz(l.l) ll_)i(fl 77)

=
1l
Juy

k=

[y

i

2

= i BiscLy e i) ¥ (€, 1)
i=1
2.

BicF (&0 i ¥ (oo, Oy (i) ) B (6,

i=1k=

=

elde edilir. Ispat tamamlanur.

y(&,7m) ¢6ziimiiniin sonlu n teriminden y,, (§,n) yaklasik ¢oziimii elde edilir. Yani

y(&n) = Z z BixF (fk:ﬂk:J’(fk; M), 05y k. Uk)) VYi(&,n)

i=1k=1
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olarak ifade edilir. Ele alinan denklem lineer ise yaklasik ¢6ziim buradan bulunur. Ele
alinan denklem lineer degil ise asagidaki iteratif siire¢ kurulacak ve yakinsakligi

incelenecektir.

4.3  Iteratif Siire¢ ve Siirecin Yakinsaklig

Bu kisimda lineer olmayan (4.1) denklemi icin iterasyon siireci ifade edilip
siirecin yakinsakligin1 gostermek amaciyla bazi teoremler verilecektir. Modelimize ait

iterasyon siirecini sabit bir Modelimize ait iterasyon siirecini sabit bir y,(&,n) €
Wz(z,z) (D) alarak

yn(él 77) ~ 11'1=1Bi 7-/_)1'(5; 77) (46)
seklinde ifade edebiliriz. (4.6) denklemindeki B; katsayilar

By = B11F (fk'nk:yk—l(‘fk:nk): a{')’k—l(fk'nk))

2

B, = Z BaiF (fk:ﬁk:h—l(fk:’lk);af)’k—1(fk;77k))

k=1

B; = Z BixF (fk’nk’)’k—1(fk'77k)’ang—1(fk:le))
=1

olarak yazilir. Dolayisiyla B; = Yt _; BixF (fk,nk,y(fk,nk), agy(fk,nk)) olmak tizere
(4.5) ifadesinde ki y(&,1) = X2, B;¥;(§,n) olarak ifade edilebilir. Simdi y,(&,7)

yaklasik ¢oziimiimiiziin analitik ¢6zlime yakinsadigini gosterelim.

Lemma 4.7. F (f,n,y(f,n), agy(f,n)) stirekli fonksiyon, ||y, || siirlt ve (&,,1,) =

(x,t) i¢in y,, = ¥ olsun. Bu durumda

F (& Vo1 G ), 0ymos (Gnn) ) = F (3,6, 9(x,£), 99 (x, 1)) di

Ispat. Dogurulan ¢ekirdegin temel 6zelliginden faydalanarak

Yn-1 (S(n: nn) = <Yn—1 (f: 77), K(fn,nn) (5! n))WZ(Z,Z)

VYn-106t) = (Yn-1(& M), K €, U))WZ(Z.Z)
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esitliklerini yazabiliriz.
[Yn-1(n ) = 906 O] = 1Yn-1(n 1) = Y1 (6, 0) + ynq (1, 0) = F(x, )]
< 1Yn-1Gn ) = Va1 (6 O + [yp-a (2, 8) = 9 (x, 0|
elde edilir. Simdi esitsizligin sag tarafindaki her iki terimi inceleyelim. Cauchy-Schwarz

esitsizliginden yararlanarak
Vn-1Gn ) = ¥no1 (6 O] = {161, Ky 1) = Ky (6, )]
< Myn-1 G MK € = Koy (§ )|
ifadesi elde edilir. y,_;(&,n) nin yakinsakligindan, 6yle bir M sayis1 vardir ki n > M
icin
1n-a Gl e < MIFCE Ol e
yazilabilir. Esitsizligimizin yeni hali
V-1 ) — yn-a(x, 0| < M9 (x, t)||W2<z.z>||K(gn,nn)(€,n) ~ Ky &)
seklinde olur. Ayrica n — o i¢in (&,,1,) = (x,t) oldugundan ”K(En.nn) & n)—
KonyEm|| = 0 olur ki |yn_1(&nm) — 9(x,t)| = 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla
Gl = (68) igin Yaoa(Ena) > 96 8) olur. Simdi de (§a,ma) = (x,6) isin
0:Yn-1(&nMy) = 0:9(x,t) oldugunu gorelim. Yine dogurulan cekirdegin temel
ozelliginden
afyn—1(fn: M) = (Yn-1(& 1), afK(fn,nn) &, U))Wz(z,z)
0sYn-1(x, ) = (Yn-1(&, 1), 0:Kx,1) (§, U))Wz(z,z)
esitliklerini yazabiliriz. Simdi de yakinsama i¢in
|06yn-1n 1) — 069 (x, 1)
= |a€3’n—1(§n»77n) — 0eyn-1(x,t) + 0z yn_1(x, t) — 0:9(x, t)|
< |0eVn-1 M) = 0eYnoa (6, D] + [0eyn—1 (x, 1) — 09 (x, 1)
esitsizligini gdz Oniine alalim. Esitsizligin sag tarafindaki her iki terimi inceleyelim.
Cauchy-Schwarz esitsizliginden faydalanarak
10 Vn-1(En 1) — 0eVn—1(x, )| = [(¥n-1(€,1), 0K (g, 5. (6,1) — 0Kty (€, 1))
< yn-1EMN||0eK e, 0. (&) — 0Ky (€1l

elde edilir. n > M i¢in ||yn_1(§,77)||W(z,z) < M||y(x, t)llW(z,z) oldugunu biliyoruz.
2 2

Ayrica n = o igin (§n,7,) = (x,t) oldugundan [|9¢K g, 7,7 (& 1) — Koy (6, )| -
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0 olur ki |65yn_1(fn, Mn) — 0sYn-1(x, t)| - 0 dir. Diger taraftan, (&,,7,) = (x,t) igin
Yn-1 = ¥ oldugunu biliyoruz. Buradan hareketle 0;y,_q(x,t) = 0:9(x,t) olur ki
|65yn_1(x, t) — d:9(x, t)] >0 dir. Dolayisiyla |6§yn_1(§n, M) — 09 (x, )] -0
oldugu goriiliir. Sonug olarak (&,,7,) = (x,t) i¢in 0z Yn_1(&n,1n) = 0:Y(x, t) oldugu

goriiliir. F fonksiyonunun stirekliliginden (&,,1,) = (x,t) i¢in

F (&M Ynos G 1), O Y1 () ) = F (3,6, 9(x, 6), 069 (x, 1) )
oldugu ispatlanmis olur.
Teorem 4.4. Kabul edelim ki (4.3) deki ||y, (&, 1)]| smirli olsun ve (4.6) bir tek ¢oziime
sahip olsun. Eger {(&;,n;)};2,; dizisi D de yogun ise, y, yaklasik ¢oziimii y kesin
¢oziimiine yakinsar ve y(&,1) = X2, B; ¥;(§,1) olarak ifade edilir.
Ispat. ilk olarak y,,(&,71) nin yakinsakligini inceleyelim. (4.6) denkleminden
Yne1 (&) = ¥ (&) + Brya i1 (E,1)
yazilabilir. {;}{2, nin ortonormalliginden yararlanarak,
IYnsall® = llynll* + Biiq = Z?:T Biz (4.7)
olarak ifade edilir. (4.7) ifadesinden ||y,+11l > ||yl esitsizligi yazilir ki bu |[y,|| nin
monoton artan oldugunu gosterir. Ayrica ||y,|| smirli oldugundan yakinsaktir ve
. B? = c olacak sekilde bir ¢ sayis1 vardir. Dolayisiyla {B;}i2, € [2 dir.
Eger m > n ise bu durumda
1ym = ¥all® = 1¥m = Ym-1+ Ym-1 = Ym-2 + Ym-2 + =+ Yns1 = Yull®
= lym = Yim-1ll? + 1¥me1 = Ym—2lI> + -+ + [ynse1 = nll®
yazilabilir. ||y, — Ym-111? = B2 oldugundan, n - oo icin ||y, — yull? = X/%41 BE =
0 olur. WZ(Z‘Z)(D) uzayi tam oldugundan n — oo igin y,, — ¥ olur. Simdi y nin temsili
¢oziim olup (4.3) denklemini sagladigini gosterelim. (4.6) ifadesinin her iki yaninin
n — oo icin limitini alirsak, y(&,1) = Y52, B; ¥;(&,71) elde edilir. Ayrica belirtelim ki,
(L)) = X2, B; Ly;(&,n) dir. Buradan hareketle, (£,77) noktas1 yerine (&;,1,)

noktasini kullanirsak;

ADEn) = D BilBiun) = ) Bl m,ouEm), an
i=1 i=1

= D BB &ML o), oo
i=1
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= D B m, i), e
i=1

esitligi elde edilir. Dolayisiyla,

DBl End = ) B, ) PuthiE ), e
=1 i=1 =1

- Z Bii(§,m, hi(§m) e = By
i=1

elde edilir ki B; = Sy BucF (& Mo ¥ (i i), 05y (111 ) ifadesinden
LY(&un) = FCunuyi-1(Eum), 0:y1-1(Eum0)

yazilabilir. {(&;,n;)}i2, dizisi D de yogun oldugundan ve her (x,t) €D igin
{(Enj, nn}.)}, , alt dizisi vardir 8yle ki j = o icin (&,,175,) = (%,¢) dir. O halde

j=

Lj;(fn]' nn}) = F(En]r nnjl' }Inj—l (fnj' nn]) 4 af)’nj—l (gnjr nn]))

yazilabilir. j — oo i¢in F fonksiyonunun siirekliligi ve Lemma 4.7 den yararlanarak

LY(x,t) = F (x,6,9(x,1),0:9(x, 1))
yazilabilir. Bu bize J(§,n) nin (4.3) denklemini sagladigimi gosterir ki ispat
tamamlanir.
Bu boliime kadar (4.1) denklemi igin doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodu
kullanilarak yaklasik ¢ozlimiin insast ve iteratif siirecin yakinsakligi incelendi. Simdi
yaptifimiz ¢alismanin niimerik incelemesini yapmak amaciyla bir Ornek iizerinde

uygulamasini verecegiz.

4.4 Ornekler ve Niimerik Sonuclar

Bu boéliimde kesin ¢ozliimii kesir parametresi igeren sabit katsayili bir drnek
¢oziildii. Ele alinan problemin baslangic fonksiyonu homojenlestirildikten sonra
doguran c¢ekirdekli Hilbert uzayr metodu probleme uygulandi. a kesir mertebesinin
farkli degerleri i¢in mutlak hata degerleri tablo olarak verildi. Yine a’ nin farkh

degerleri i¢in yaklasik ¢6ziim, kesin ¢oziim ve mutlak hata grafikleri verildi.
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Ornek 4.1.
Dy +yyg = f(&m)
y(§,0) =27
0<¢<1,0=<n<1,0<ac<1
lineer olmayan adveksiyon denklemini ele alalim. Denkleme ait baslangi¢ sartim
homojenlestirdigimizde
Dy + 28y + 2y + yye = f(§,m)
y(§,0)=0
elde edilir. Probleme ait kesin ¢oziim

y(&n) =&n**t

ve denkleme ait homojen olmayan kisim

fGm = (a+ DI(a+ 1)én + +45n*+ + §n?e+?
dir. n = p X q olmak iizere &; = é ,({(=12,...,p) ve n; = 5, (i=1,2,..,q) olarak
alinmistir. p = 7 ve q = 7 olmak iizere n = 49 nokta almarak a = 0.7, a = 0.8 ve
a = 0.9 degerleri icin mutlak hata tablolar1 ve yaklasik ¢oziim grafikleri verilmistir.

Yine a = 1 degeri i¢in p = 15 ve g = 15 olmak iizere n = 225 nokta alinarak yaklasik

¢Oziim, mutlak hata ve kesin ¢oziime ait grafikler verilmistir.

Cizelge 4.1 Ornek 4.1°de a = 0.9 degeri igin hesaplanan mutlak hata degerleri (0.1 <
&1 <09)

g/m 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 07 0.8 0.9

0.1 123E-3 148E-3 225E-3 3.58E-3 545E-3  7.89E-3  1.09E-2  146E-2  191E-2
0.2 1.55E-3  8.30E-4 4.79E-4  498E-4  8.06E-4 142E-3 239E-3  3.76E-3  558E-3
0.3 233E-3 122E-3 5.03E-4 132E-4 472E-5 393E-5 2.00E-4 698E-4  1.50E-3
0.4 3.16E-3 1.74E-3  8.52E-4 3.62E-4  4.17E-5 143E-4  1.53E-4 247E-5 437E-4
0.5 395E-3 223E-3 1.18E-3  6.28E-4 254E-4  3.71E-6  1.12E-4  6.49E-5  1.83E-4
0.6 4.73E-3  2.69E-3  146E-3  8.74E-4  437E-4  143E-4  134E-5 286E-5 141E-4
0.7 5.51E-3  3.14E-3  1.72E-3  1.03E-3  5.86E-4  2.67E-4  843E-5 3.55E-5 1.65E-4
0.8 6.29E-3  3.58E-3  1.97E-3  1.19E-3  7.08E-4  3.67E-4  1.68E-4  1.00E-4  2.13E-4
0.9 7.06E-3 401E-3 221E-3 134E-3  8.14E-4  448E-4 240E-4  1.60E-4  2.67E-4
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Cizelge 4.2 Ornek 4.1°de a = 0.8 degeri igin hesaplanan mutlak hata degerleri (0.1 <
$n <= 0.9)

&/m 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.1 1.15E-3 1.14E-3 2.38E-3 3.92E-3 5.96E-3 8.54E-3 1.16E-2 1.54E-2 1.98E-2
0.2 1.34E-3 5.21E-4  3.75E-4  6.01E-4 1.08E-3 1.86E-3 2.96E-3 4.41E-3 6.28E-3
0.3 1.99E-3 6.83E-4 1.89E-4  2.78E-5 8.67E-6 1.75E-4  5.43E-4 1.12E-3 2.03E-3
0.4 271E3 1.02E-3 3.99E-4 1.50E-4  4.55E-6 3.22E-5 9.07E-5 3.53E-4  9.00E-4
0.5 3.40E-3 1.32E-3 5.78E-4  298E-4  9.12E-5 1.43E-5  2.21E-6 1.19E-4  5.18E-4
0.6 4.07E-3 1.60E-3 7.28E-4  4.19E-4 1.87E-4  4.24E-5 7.43E-6 3.89E-5 3.68E-4
0.7 473E-3 1.87E-3 8.60E-4  5.14E-4  2.58E-4 8.90E-5 5.14E-6 1.01E-5 2.77E-4
0.8 5.41E3 2.13E-3 9.88E-4  6.03E-4  3.20E-4 1.37E-4  3.49E-5 2.77E-5  2.50E-4
0.9 6.08E-3 2.40E-3 1.11E-3 6.85E-4  3.74E-4 1.73E-4  5.64E-5 1.91E-5 2.42E-4

Cizelge 4.3 Ornek 4.1°de a = 0.7 degeri igin hesaplanan mutlak hata degerleri (0.1 <
§,n<0.9)

&/m 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.1 1.I11E-3  144E-3  263E-3  435E-3  6.52E-3 9.20E-3 123E-2  1.60E-2  2.03E-2
0.2 1.I8E-3  351E-4 441E-4 839E-4  145E-3 236E-3  3.55E-3  5.02E-3  6.90E-3
0.3 1.73E-3  332E-4 9.89E-5 191E-4 484E-4 947E-4 157E-3  253E3  3.77E3
0.4 236E-3  542E-4 219E-4  149E-4 9.92E-5 194E-4  429E-4  739E-4  137E3
0.5 294E-3  691E-4 295E-4 214E-4 1.00E-4 109E-4 237E-4 3.96E-4  9.01E-4
0.6 3.53E-3 834E-4 3.60E-4 268E-4 132E-4 943E-5 132E4 236E-4  6.86E-4
0.7 4.11E-3  9.70E-4  4.16E-4 3.09E-4 145E-4 8.09E-5 827E-5 8.95E-5  4.99E-4
0.8 470E-3 1.11E-3 4.82E-4 3.62E4 172E4 100E4 893E-5 1.67E-5  4.36E-4
0.9 528E-3 125E-3 542E-4 4.09E-4 196E-4 103E-4 7.03E-5 1.68E-5 3.91E-4

s 28 7

Yaklagtk Coziim
=
1

1

Sekil 4.1: Ornek 4.1°de a@ = 0.9 degeri icin yaklasik ¢dziim grafigi.
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Sekil 4.3: Ornek 4.1°de @ = 0.7 degeri i¢in yaklasik ¢oziim grafigi.
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b

Yaklastk Coziim

i

Kesin Cozim |
=)
T
L4

Sekil 4.5: Ornek 4.1°de @ = 1 degeri i¢in kesin ¢oziim grafigi.
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Mutlak Hata

Sekil 4.6: Ornek 4.1°de @ = 1 degeri i¢in mutlak hata grafigi.






5. KAWAHARA DENKLEMI

Bu bolimde kesir mertebeli tiirev iceren degisken katsayili Kawahara
denkleminin niimerik ¢oziimleri doguran ¢ekirdekli Hilbert uzayr metodu ile
bulunacaktir. Iteratif siireci olusturmak igin doguran cekirdekli uzaylar ve bu uzaylarin
iirettigi ¢ekirdekler verilecektir. Iteraratif siire¢ olusturulduktan sonra metodun
yakinsaklik analizi yapilacaktir. Ardindan metodun etkisini gdstermek amaciyla model
problem c¢oziilecek ve elde edilen sonuglar tablo ve grafik ile verilecektir. Bu kisimda
tanim, teorem ve lemmalar igerisinde ifade edilen uzaylar ve gekirdek fonksiyonlarinin
elde edilisinde (Cui ve Lin, 2009) kaynagindan yararlanilmigtir. Ayrica ¢alisilan uzaya

ait ¢cekirdek fonksiyonunu elde etme siireci 2. boliimde detayli olarak verilmistir.

Kawahara denklemi plazma dalgalarini, sivi akisindaki uzun dalgalarin
dinamigini modeller. Bu model yiizey gerilimli s1g su dalgalar1 teorisi, plazmanin
manyeto-akustik dalgalar1 teorsi, akigkanlar mekanigi, astrofizik, katihal fizigi, plazma
fizik, plazma dalgalari, kimyasal kinematik, fiberoptik, jeokimya gibi alanlarda
karsimiza cikar.

Besinci mertebeden KdV denklemi olarak da bilinen bu model, Kawahara
tarafindan 1972 de niimerik olarak calisildi. Kawahara (1972) yaptig1r arastirma
sonucunda bu modelin hem salinimli hemde monoton tekil (solitary) dalga ¢oziimiine
sahip oldugunu gordii. Bu denklem i¢in varlik teklik calismalar1 Tao ve Cui (2005),
Larkin ve Doronin (2007), Larkin ve Simoes (2013) tarafindan incelenmistir. Son
yillarda bilim insanlar1 bu model {izerine ¢esitli arastirmalar yapti. Polat ve ark. (2006)
Adomian ayrisim (decomposition) metodunu kullanarak modifiye edilmis Kawahara
denklemi i¢in niimerik ¢oziim arastirdilar. Lu (2008) Kawahara denklemi igin
varyasyonel iterasyon metodunu ve homotopi pertiirbasyon metodunu kullandi. Bibi ve
ark. (2011) Kawahara tipi denklemler icin radyal baz fonksiyonlarina dayali metot
uyguladi. Dereli ve Dag (2012) Kawahara, KdV-Kawahara ve modifiye edilmis
Kawahara denklemleri i¢in sebekesiz bir metot kullandi. Zarebnia ve Aghili (2016)
modifiye edilmis Kawahara denkleminin niimerik ¢6ziimii i¢in radyal baz

fonksiyonlarini kullanarak sebekesiz metot kullandilar. Safavi ve Khajehnasiri (2016)
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zaman ve uzay kesir mertebeli modifiye edilmis Kawahara denklemi i¢in Adomian
ayrisim (decomposition) metodunu kullandi. Bagherzadeh (2017) Kawahara ve
modifiye edilmis Kawahara denklemi icin diizgiin sebeke lizerinde altinci derece B-

spline metodunu kullandi.

Dyy(§,m) — agsy(f, m + 05y (Em +y(Emye(En) + g1 (EmMye (€, n) +
g2&myEn) = f(&n) (5.1)
0<¢{<1,0<17=<1,0<a<1

Yukarida (5.1) denklemi i¢in Caputo anlaminda kesir mertebeli tiirev iceren bir
boyutlu degisken katsayili Kawahara denklemini goz oOniine alalim. Burada D, n
zaman degiskenine gore a mertebeden Caputo kesirli tiirev operatoriidiir. Ayrica
g1(&m), g2(&E,n) ve f(&,n) strekli fonksiyonlardir. Denklemimize ait baslangi¢ ve
sinir kosullari
y(£,0)=0
y(0,m) =y:(0,n) =0 (5.2)
y@m = ye(Ln) = yge(L,n) = 0

olarak alinacaktir.

5.1  Doguran Cekirdekli Hilbert Uzaylar

Bu kisimda (5.1) denkleminin zaman ve uzay degiskenine gore en yiiksek
mertebeden tiirevleri esas alinarak, doguran cekirdek uzaylar1 ve bu uzaylara ait

cekirdek fonksiyonlari elde edilecektir.

Tanim 5.1. H2[0,1] Hilbert uzay:
H1[0,1] = {y(n)ly [0,1] iizerinde mutlak siirekli,y’ € L2[0,1]}

olarak tanimlanir. H2[0,1] uzayina ait i¢ ¢arpim

(¥, v)r = y(O)v(0) + f, y' (v’ (n)dn, y,v € H}[0,1]

IVl = [0.9)ng. ¥ € H3[01]

vE norm
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olarak ifade edilir.

Lemma 5.1. H3[0,1] uzayr doguran cekirdekli Hilbert uzayidir. Bu uzaya ait ¢ekirdek
fonksiyonu

(1) _(1+n, n=st
Ky ('7)_{1+t, t<n

seklinde ifade edilir (Cui ve Lin, 2009).

Tanim 5.2. R3[0,1] Hilbert uzay1
R1[0,1] = {y(&)|y [0,1] lizerinde mutlak siirekli, y’ € L?[0,1]}

olarak tanimlanir. R3[0,1] uzayina ait i¢ garpim

(¥, gz = y(O)v(0) + [ ¥'()v'(§)dé, y,v € R[0,1]

Iyllgg = [, ¥)az. ¥ € R3[0,1]

vE norm

olarak ifade edilir.

Lemma 5.2. R1[0,1] uzayr doguran cekirdekli Hilbert uzayidir. Bu uzaya ait ¢ekirdek
fonksiyonu

Wo={15 L3

seklinde ifade edilir.

Tanim 5.3. RZ[0,1] Hilbert uzay:
R3[0,1] = {y(&)|y, v’ [0,1] lizerinde mutlak siirekli, y"" € L2[0,1],y(0) = 0}

olarak tanimlanir. RZ[0,1] uzayina ait i¢ garprm

(¥, v)gz = y(O)v(0) +y'(0)v'(0) + f, y"(O)v"(§)d&, y,v € RZ[0,1]

Ve norm
Iyllez = [ ¥)az. ¥ € R3[0,1]

olarak ifade edilir.
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Lemma 5.3. R5[0,1] uzay1 doguran g¢ekirdekli Hilbert uzayidir. Bu uzaya ait gekirdek

fonksiyonu
nt+1w2—ln3 n<t
KB ) = % ? S
nt +§nt2 —€t3, t<n
seklinde ifade edilir.

Tamm 5.4. R$[0,1] Hilbert uzay:
RS[0,1] = yly,y',y",y", y(4), y(s) [0,1] Gizerinde mutlak stireKli, y(6)
€ L*[0,1], y(0) =y'(0) = y(1) =y'(1) = y"(1) = 0}

olarak tanimlanir. RS[0,1] uzayina ait i¢ carprm

(7, 0)pg = Zioy OO (0) + [J y© (©)v©(§)dé, y,v € RE[0,1]

Ve norm
Iyllgs = |7 ¥)as. ¥ € RE[0,1]

olarak ifade edilir.

Lemma 5.4. R3[0,1] Hilbert uzay1, doguran cekirdekli bir uzaydir ve uzaya ait gekirdek

fonksiyonu

olarak ifade edilir. c;(x) ve d;(x) katsayilar1 c¢ekirdek fonksiyonu elde edilisinden
bulunur. Cekirdek fonksiyonunun elde edilisi ikinci boliimde detayli bir sekilde

verilmistir.

Tanim 5.5. WZ(G’Z)(D) uzay iki degiskenli ¢ekirdek tireten uzay olup D = [0,1] X [0,1]

olmak uzere
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6 8

W2(6'2) (D) = {y(f, | ﬁ,D bélgesinde tamamen siirekli, ———— ' 3%69m7 € L*(D),

y(&0) =y0O,n)=y'0On=yq,n=y'A,n)=y"(1,n =0 }

olarak tanimlanir. y(&,n), v(&,n) € W2(6'2)(D) olmak iizere bu uzaya ait i¢ carpim

2

> (1] a? o !
0o = [ oz gy @m o 2o m)|ar
i=0 "0

1
a]
Y €0, v(e o
-

f f 66 62 ( ) 66 ( )l
6§ P 67;2 f
00
seklinde tanimlanir ve uzayin normu

2y  _
I¥I, 62 = 7 ¥)ye2

ile ifade edilir.

Lemma 5.5. K+ (&,n) fonksiyonu W2(6’2)(D) uzaymin ¢ekirdegi olsun. K£6}(E) ve
Ktm (n) fonksiyonlar: sirasiyla R$[0,1] ve R3[0,1] uzaylarmin gekirdek fonksiyonu
olsunlar. Buradan K (&, ) = K£6}(E)Kt{2}(n) olarak ifade edilir. Herhangi bir
v(&,n) € Wz(s‘z)(D) fonksiyonu igin

y(6,0) = VG, Kieoy (6,00

esitligi yazilabilir ve K, 1)(,1) = K¢ (x, t) dir.

Tanim 5.6. Wz(l’l) (D) uzay1 iki degiskenli ¢ekirdek iireten uzay olup D = [0,1] x [0,1]

olmak tzere

2

0%y
' 3%an eLZ(D)}

Wz(l’l) (D) = {y(f, n)|y, D bolgesinde tamamen siirekli

olarak tanimlanir. y(&,1), v(é,n) € Wz(l'l) (D) olmak tizere bu uzaya ait i¢ carpim

1ra d
vy an = fo [%y(O,n)Ev(O,n) dn +(y(§,0),v(§,0))y;
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11
+0joj o (Em) 5 v(En)] dsdn

seklinde tanimlanir ve uzaym normu
2 —
1,00 = 4.y,

ile ifade edilir.

Lemma 5.6. Wz(l’l) (D) uzayr doguran ¢ekirdekli bir uzay olup bu uzaya ait ¢ekirdek
fonksiyonu Ky ¢)(€,m) olsun. Kil}(f) ve Kt{l}(n) cekirdek fonksiyonlar1 R32[0,1]
uzayinin ¢ekirdekleri olmak tizere

R Em) = K@K )

olarak ifade edilir.

5.2 Yaklasik Coziimiin Insasi

Bu kisimda yaklasik ¢6ziim elde etmek amaciyla (5.1) denklemine ait lineer

operator tanimlanacaktir. Tanimlanan lineer operator ve iizerinde calistigimiz uzaya ait
cekirdek fonksiyonu yardimiyla W2(6'2)(D) uzaymin ortonormal tabani elde edilip
yaklasik ¢dziimiin ifadesi verilecektir. Oncelikle lineer L:W2(6'2)(D) - Wz(l’l)(D)
operatorunt

Ly(§,m) = Diy(§,m) — 055y (&, m) + 05y (§,m) + +g1 (& mye (€, m) + g2 (&, my(E,m)

olarak yazabiliriz. F (E, n,y(f,n),ysc(f,n)) = f(&,n) —y(&nye( n) olarak alinirsa

denklemimiz

Ly m =F(&n.y@Em,ye(En)),§ € 0,117 € [0,1]
y(,0)=0 (5.3)
y(0,m) =yg(0,n) =0
y(Ln) =ye(L,n) =ye(l,n) =0

seklinde ifade edilir.
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Simdi sayilabilir {(&;,n;)};=; € D yogun dizisini secelim ve ¥;(£,n) fonksiyonunu, L
lineer operatdrii ve K )(,m) ¢ekirdek fonksiyonu yardimiyla asagidaki gibi ifade

edelim:

Yi(§,m) = Loy K €, n)l(x,t)=(fi,m)

a° a3 d
= {D{xK(x,t) &n - ﬁK(x,t) &+ ﬁK(x,t) &m+g1(x,0) aK(x,t) &

+ 92(%, DK, n)}
t)=Emy)

m;
1 0Ky (&m) a°

“ta—w) mi-ne T s K En)
0

a3 9
+ 5K §om + 9160 m) 5-Kee,np(§m) + 92(8im0) Kigynp (§.m) (5.4

Teorem 5.1. Y;(&,n) € WZ(G’Z)(D),L' =1,2,..

. . 8
Ispat. Oncelikle WZ(G’Z)(D) uzayinin tanimindan faydalanarak, 661;6‘;22) € L2(D) ve

95y (&n)

25507 fonksiyonunun tamamen stirekli oldugunu gosterecegiz. Ardindan y;(&,1n)

fonksiyonunun baslangic ve smir sartlarmi sagladigimi gosterecegiz. Ky (€, 1)

cekirdek fonksiyonunun 6zelliginden yararlanarak
Oxdron2Keeey(6m) = 032e R ()02 R ()
esitligini yazabiliriz. 913,sR\” (§) ve 02 R;> (n) fonksiyonlar [0,1] aralig iizerinde

siireklidirler. Kapali aralik {lizerinde stirekli fonksiyonlar smirli oldugundan M; > 0

olmak tzere

|a;§§6n2K(x,t) &, 77)| <M

yazilabilir. Benzer diisiintisle M,, M5, M, ve Mg pozitif sabitler olmak {izere

|az?fﬁn2’<(x.t)(€,n)| <M,

a;;génzK(x,t) &, TI)| < M;

a;ifsnzK(x,t) (f, T])| < M4

|05, Ky (6| < M
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esitsizlikleri elde edilir. (5.4) denklemini kullanarak

— My + M3 + g1(&i, )My + g2(8i,m:i) Ms

oceon? | = r(1—a)j (m—r)“d

M, _
= r2-a) i+ My + Ms + 191 n) 1My + 192(50,m) M5

elde edilir ki bu bize 1; (¢, n) fonksiyonunun L lineer operatorii altinda sinirl oldugunu

%yi€m) %% (&)

2 . .. . ~
aEoan? € L*(D) dir. D bolgesi kapali oldugundan, 3¢50

gosterir. Dolayisiyla

fonksiyonu D bolgesinde tamamen stireklidir.
Ayrica

K(x,t)(o; 77) é—K(x t)(o 77) =0
2
Kon(1,n) = EK(x n(Ln) = 32 — Kan(Ln) =

oldugundan ¥;(&,n) fonksiyonu baslangi¢c ve smir kosullarini sartlarini saglar. Bu

bulgular dogrultusunda v, (¢,7n) € WZ(G’Z)(D) oldugu goriiliir.

Hatirlatma 5.1. D = [0,1] X [0,1] bolgesinin, {(é1,11),(&2,12), ...} sayilabilir yogun
dizisini ele alalim. L operatoriiniin adjointi L* olmak tizere ¢;(¢,n) = E(;i,m)(f,n),
Y;(&E,n) =L @;(&,n) fonksiyonlarini tanimlayalim. W2(6‘2)(D) uzayinin

{;(&, M)} ortonormal  sistemi, W&, M}, sisteminin ~ Gram-Schmidt

ortogonalizasyon slirecinden elde edilerek

i) = ) Buhie(€m)
k=1

seklinde bulunur. Burada ki f;, katsayilar1 ortogonalizasyon katsayilaridir. Ayrica

ﬁii > 0 dir.

Teorem 5.2. {(&;,1;)}i2, dizisi D bolgesinde yogun olsun. Bu durumda {1;(&,1)}2,

sistemi W2(6'2) (D) uzayimnda tam sistemdir ve ¥;(§,1) = L(x,-)Kex,0)(€,1) | e)=CEumd) dir.

Ispat. (§,1) € D igin
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Yi§m = L)€ m) = (L) (x, 1), Kig py (x, D))y 62
= (@i (x, ), Lex,y Ky (%, t))WZ(m)

= Lo Ken(x,t) | (x,0)=(&;m7)

= L(x,t) K(x.t) (&m) |(x,t)=(fi.m)

elde edildiginden, 1;(§,7) € W, *? (D) oldugu gérilliir. Her bir y(&,7) € W,*? (D)
icin (y(&,n),¥; (¢, T]))W(e,z) =0,i = 1,2, ... ise bu takdirde
2

Em, L) (& m)y, e =Ly m, @i§m)y,an = Ly)(En) = 0,1 =12, ..

bulunur. {(¢;,1;)}2,; dizisi D de yogun oldugundan, Ly(&,n) =0 olur ki L™ in

varhigindan y(&,7n) = 0 olur ki ispat tamamlanir.

Teorem 5.3. Eger {(&;,1;)}i=; dizisi D bdlgesinde yogun ise (5.3) denkleminin ¢6ziimii
y(&n) =22, Xkt BuF (fk:UkJY(fk'nk)’ a{')’(fk'nk)) Pi(&n) (5.5)

olarak ifade edilir.

Ispat. y(&,71), (5.3) denkleminin ¢dziimii olsun. Teorem 5.2 den {¥;(&, 1)},

sisteminin WZ(G‘Z) (D) uzayimda tam oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla,

Y& = D @M BE MYy a6
i=1
= > BuelyEm iy o BiEm)
i=1 k=1
= D > By Em, L ok, 60 BilE)
i=1 k=1

i

BulLy (&, m), i€, M)y, a0 i(€,m)

=
=

i

Bir{Ly(&,m), K(gk,nk) & n))wz(“) llji(f, m)

k=

[y

i

Bire Ly o i) Wi (€, 1)

Il
D5 IMs 1M

1l
=
=

=
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BiF (fk; M Y Cro M), ag'y(gkr nk)) llji(f: n)

i
=1

-2,

[ee]
i=1

&

elde edilir. Ispat tamamlanur.

y(&,1m) ¢6ziimiiniin sonlu n teriminden y,, (§,n) yaklasik ¢oziimii elde edilir. Yani

(&) = D> BeF (10 Y G0 10, 0 G 1)) (6 )

i=1 k=1
olarak ifade edilir. Ele alinan denklem lineer ise yaklasik ¢6ziim buradan bulunur. Ele

alman denklem lineer degil ise asagidaki iteratif siire¢ kurulacak ve yakinsaklig

incelenecektir.

5.3 Itertif Siirec ve Siirecin Yakinsakhg

Bu kisimda lineer olmayan (5.1) denklemi i¢in iterasyon siireci ifade edilip

stirecin yakinsakligimi gostermek amaciyla bazi teoremler verilecektir. Modelimize ait
iterasyon stirecini sabit bir y,(&,7n) € WZ(3’2)(D) alarak

(€)= Xisy Bi i€ m) (5.6)
seklinde ifade edebiliriz. (5.6) denklemindeki B; katsayilari

By = B F (fkrnk:yk—l(fk:nk): af)’k—1(fk’77k))

By = ) BauF (fk' Mo V=1 (&1 Mk )s 06 Vie—1 (o le))

2
k=1

i

Bi= ) BuF (fk» Mier V=1 (&1 Mie)s 0 Vie—1 (o Uk))

k=1
olarak yazilir. Dolayisiyla B; = Yt _; BixF (fk,nk,y(fk,nk), agy(fk,nk)) olarak
alimirsa (5.5) ifadesinde ki y(&,1) = X2, B; ¥;(§,1) olarak ifade edilebilir. Simdi

vn (&, 1) yaklasik ¢oziimiimiiziin kesin ¢6ziime yakinsadigini gosterelim.

Lemma 5.7. F (f,n,y(f,n), B;y(f,n)) stirekli fonksiyon, ||y, || siirlt ve (&,,1,) =

(x,t) i¢in y,, = ¥ olsun. Bu durumda
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F (S;n: M, yn—l(gnr nn)' af)’n—l(gnr nn)) - F (x: t, y(x: t), agy(x, t)) dir.

Ispat. Dogurulan ¢ekirdegin temel dzelliginden faydalanarak

Yn-1 (E‘m r’n) = (3’n—1 (f) 77)' K(fn,nn) (5! 7)) >W2(6'2)

VYn-106t) = (Yn-1(& 1), K ) (f’ﬁ))wz(s,z)
esitliklerini yazabiliriz.
[Vn-1(&n 1) = 906 O] = |yn-1(§nMn) = yn-1(x, 1) + yn_1(x,8) — J(x, )]
< yn-1Gn ) = Ya-1 (6 O + [yn-1(x, £) — 9(x, 0|

elde edilir. Simdi esitsizligin sag tarafindaki her iki terimi inceleyelim. Cauchy-Schwarz

esitsizliginden yararlanarak
|yn-1(&n1n) — Yn-1(x, )] = |<3’n—1(5'7l)’ K (&M — Ko (€, 7]))|
< Myn-1 MK € — Ky G )|
ifadesi elde edilir. y,,_(&,n) nin yakinsakligindan, dyle bir M sayist vardir ki n > M
i¢in
1Y-1(& My 620 < MIFCe Ol 62
yazilabilir. Esitsizligimizin yeni hali
1Vn-1Cn ) = yn-1(x, )| < M9 (x, t)||W2<e.z>||K(gn,nn)(€,n) — K G m|
seklinde olur. Ayrica n — oo icin (&,,1n,) = (x,t) oldugundan ||K(§’n,nn) &n)—
K(x,t)(f,n)” — 0 olur ki |y,—1(&unn) —9(x,t)] > 0 oldugu goriilir. Dolayisiyla
Gntn) = (6, 1) igin yn_1(§p 1) = J(x,8) olur. Simdi de (§5,7,) = (x,t) igin
0Yn-1(n M) = 9:9(x,t) oldugunu gorelim. Yine dogurulan ¢ekirdegin temel
ozelliginden
V-1 M) = Yn-1(, M), 0:K e, 0,0 (€, U))Wz(a,z)
0sYn-1(x,t) = (Yn-1(&, M), 0:Kx1) (€, TI))WZ(aZ)
esitliklerini yazabiliriz. Simdi de yakinsama i¢in
0eyn-1(Enun) — 09 (x, 0)
= |0gVn-1(&n, ) = 0g¥n-1(x, ) + 0gyn_1 (%, 8) — 09 (x, )|
< |0eyn-1 i) = 0eyn—1(x, O] + [0eyn—1(x, £) — 09 (x, 1)
esitsizligini géz Oniline alalim. Esitsizligin sag tarafindaki her iki terimi inceleyelim.

Cauchy-Schwarz esitsizliginden faydalanarak
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106 Vn-1(En 1) = eVn—106, )| = [(Vno1 (E,1), 0K e 0 ) (E,1) — 0Kty (1))
< Ynaa EM0eK e, ) (6 1) — 0Ky (6, ||

elde edilir. n > M igin IIyn_l(f,n)IIW(e,z) < M|[y(x, t)”w(s,z) oldugunu biliyoruz.
2 2

Ayrica n — oo i¢in (&,,1,) = (x,t) oldugundan ||65K(§n,nn)(§”,n) — agK(x,t)(ﬁ,n)|| -
0 olur ki |65yn_1(fn, Mn) — 0sYn-1(x, t)| - 0 dir. Diger taraftan, (&,,7,) — (x,t) igin
Yn-1 = ¥ oldugunu biliyoruz. Buradan hareketle 0;y,_q(x,t) = 0:9(x,t) olur ki
|65yn_1(x, t) — d:9(x, t)] >0 dir. Dolayisiyla |6§yn_1(§n, M) — 09 (x, )] -0
oldugu goriiliir. Sonug olarak (&, 1,) = (x,t) icin 0gyp_1(&n, 10) = 99 (%, t) oldugu

goriiliir. F fonksiyonunun stirekliliginden (&,,,1,) = (x,t) igin

F (Enf Mo yn—l(fn' nn)r aEyn—l(fn' nn)) - F (xr L, )7(x, t): ag:)’}(x, t))

oldugu ispatlanmis olur.

Teorem 5.3. Kabul edelim ki (5.3) deki ||y, (&, 1)|| smurh olsun ve (5.6) bir tek ¢oziime
sahip olsun. Eger {(&;,n;)};2, dizisi D de yogun ise, ), yaklasik ¢oziimii y kesin
¢oziimiine yakinsar ve y(&,n) = Y52, B; ¥;(&,n) olarak ifade edilir.
Ispat. Ilk olarak y,,(§,77) nin yakisakligin inceleyelim. (5.6) denkleminden
Yne1(Em) = Yu (€M) + Bpi1¥n1 (1)
yazilabilir. {1;}{2, nin ortonormalliginden yararlanarak,
1Yneall? = lyall® + By = Xi2 B (5.7)
olarak ifade edilir. (5.7) ifadesinden ||y,+11l > ||yl esitsizligi yazilir ki bu |[y,|| nin
monoton artan oldugunu gosterir. Ayrica ||y,|| sinirli oldugundan yakinsaktir ve
Y2, B? = c olacak sekilde bir ¢ sayisi vardir. Dolaysiyla {B;}{2, € [? dir.
Eger m > n ise bu durumda
1y = Yll? = 1Ym = Ym-1+ Yim-1 = Ym-2 + Ym-2 + = + Y1 = Wull®
= 1ym = Ym-1lI? + 1ym-1 = ¥m-2ll® + -+ Iyns1 — ynll®
yazilabilir. ||y, — ¥Ym-111? = B2 oldugundan, n - oo igin ||y, — yull? = X%e1 BE =
0 olur. WZ(6’2)(D) uzay1 tam oldugundan n — oo igin y, = ¥ olur. Simdi y nin temsili
¢oziim olup (5.3) denklemini sagladigini gosterelim. (5.6) ifadesinin her iki yaninin

n — oo igin limitini alirsak, $(&,n) = X2, B;Y;(&,7n) elde edilir. Ayrica belirtelim ki,
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(LP)(E,n) = X2, B; L;(§,n) dir. Buradan hareketle, (§,m) noktas1 yerine (&,7,)

noktasinmi kullanirsak;

ADEn) = Y Belabi(Gund = ) Bl m, ouEm), 00
i=1 i=1

B (€, m), L' ¢ (§, U))W(62)

D s g

W’ & m, i€, TI)>W(62)

1]
oy

i

esitligi elde edilir. Dolayisiyla,

Zﬁzz(L}’) o) = Z B ($u(6.m), 2511 Pu(E )y 00

_ Z B &m, Y16 m), 0 = By

elde edilirki B; = Y% _; BirF (Ek,nk,y(fk,nk), afy(fk,nk)) ifadesinden
Ly(Gum) = Funu yiea(§om), 0eyi-1(§,m)) yazilabilir. {(§;,1,)}i2, dizisi D de

yogun oldugundan ve her (x,t) € D igin {(Enj,nnj)}, ) alt dizisi vardir dyle ki j — oo
]:
icin (fnj, nnj) - (x,t) dir. O halde

Lj;(fn]' T]Tl]) = F(fnﬂ nn]-l: ynj—l (ETL]'I T’le) ’ a€)’nj—1 (fﬂj’ nn]))
yazilabilir. j — oo i¢in F fonksiyonunun siirekliligi ve Lemma 5.7 den yararlanarak

LY, t) = F (x,6,9(x,1),0:9(x, 1))
yazilabilir. Bu bize 9(§,n) nmn (5.3) denklemini sagladigini gosterir ki ispat
tamamlanir.
Bu boliime kadar (5.1) denklemi i¢in doguran c¢ekirdekli Hilbert uzayr metodu
kullanilarak yaklasik ¢ozlimiin insas1 ve iteratif slirecin yakinsakligi incelendi. Simdi
yaptigimiz ¢aligmanin niimerik incelemesini yapmak amaciyla bir 6rnek iizerinde

uygulamasini verecegiz.
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54 Ornekler ve Niimerik Sonuclar

Bu boliimde kesin ¢oziimii kesir parametresi iceren degisken katsayili bir 6rnek
doguran cekirdekli Hilbert uzayr metodu ile ¢oziildii. @ kesir mertebesinin farkli
degerleri icin mutlak hata degerleri tablo olarak verildi. Yine a’ nin farkli degerleri igin

yaklasik ¢oziim, mutlak hata ve kesin ¢oziim grafikleri verildi.

Ormnek 5.1.
Dty — 055y + 0%y +yye + €2+ Dy + € —my = f(En)
0<¢{<1,0<n<1,0<a<l

lineer olmayan Kawahara denklemini ele alalim. Denklemimize ait baslangi¢ ve sinir

sartlar1

y(0) =0
y(0,1m) =y¢(0,7) =0
y(,n) =y:(L,n) =y(1,n) =0

olarak almacaktir. Inceledigimiz denkleme ait kesin ¢dziim

—g2pta 8 61
y(&n) =& — 5 42— 2) dir. Burada
3 5 1 5 35

5
— —_p2a+2z9 _ _ 2a+2¢8 — o 2a+2¢7 _,a+lcg6 —aat2¢6 " L 2a+2¢6
f&m =z 15 R 1+3n 51;677 § ;671 o —gn e
_ 5___,,a+lgs 77 a+2¢5 —a2a+2¢5
+?F(a+2)n€ ﬁn &t +54n §
_Er(a+2)n€4 +§na+1§4+2na+254_ﬁn2a+2€4
1 13 5 1
_F 2 3 _ _ _,,a+1eg3 _ L a+2¢3 _ a2a+2¢3
+% (a +2)n¢ 26377 § ?n § +%§n §
_gr(a_l_z)nEZ +7na+1§2 +gna+252_?na+1€_17na+1

seklinde elde edilir. n = p X g olmak iizere ¢; = é ,(i=12,...,p) ve n;= Ei’ (i=

1,2,...,q) olarak alinmistir. p =5 ve q =5 olmak ilizere n =25 nokta alinarak
a=0.7, a =0.8 ve a = 0.9 degerleri i¢cin mutlak hata tablolar1 ile birlikte yaklagik
¢ozlim, kesin ¢oziim ve mutlak hata grafikleri verilmistir. Yine p = 8 ve ¢ = 8 olmak
lizere n = 64 nokta alinarak a = 1 degeri i¢in yaklasik ¢oziim, kesin ¢6ziim ve mutlak

hata grafikleri verilmistir.
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Cizelge 5.1: Omek 5.1’de a = 0.9 degeri igin hesaplanan mutlak hata degerleri
(0.1<¢,7<09)

&/m 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.1 4.92E-6 1.76E-7 1.79E-6  6.77E-7  4.07E-7 1.45E-6  3.06E-6  2.51E-6  6.78E-7
0.2 1.38E-5 3.95E-7  4.83E-6 1.53E-6 5.75E-7 3.28E-6  7.52E-6 5.67E-6  3.64E-6
0.3  2.09E-5 5.16E-7 7.10E-6  2.00E-6  4.06E-7 4.29E-6 1.04E-5 7.42E-6  6.91E-6
0.4 2.34E-5 5.21E-7  7.83E-6  2.03E-6 1.27E-7  4.34E-6 1.11E-5 7.51E-6 8.74E-6
0.5 2.12E-5 4.34E-7 7.00E-6 1.69E-6 1.03E-7 3.62E-6  9.62E-6 6.26E-6 8.57E-6
0.6 1.56E-5 2.98E-7 5.11E-6 1.16E-6 ~ 2.07E-7  248E-6  6.84E-6  4.29E-6  6.72E-6
0.7  8.99E-6 1.60E-7  291E-6  6.25E-7 1.84E-7 1.33E-6  3.80E-6  230E-6  4.05E-6
0.8  3.48E-6 5.80E-8 1.11E-6  2.26E-7  9.47E-8 4.83E-7 1.43E-6 8.36E-7 1.64E-6
0.9 551E-7 8.62E-9 1.75E-7 3.37E-8 1.83E-8 7.18E-8 2.19E-7 1.24E-7  2.69E-7

Cizelge 5.2: Omek 5.1’de a = 0.8 degeri igin hesaplanan mutlak hata degerleri
(0.1<¢,7=<09)

¢&/m 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.1 5.66E-6 2.07E-7 2.03E-6 7.40E-7 473E-7 152E-6 298E-6 2.56E-6  5.45E-8
0.2 1.59E-5 4.66E-7 547E-6 1.67E-6  7.19E-7  3.44E-6  726E-6  578E-6  191E-6
0.3 241E-5 6.08E-7 8.05E-6  2.19E-6  5.89E-7  4.51E-6  1.00E-5 7.57E-6  4.30E-6
0.4 270E-5 6.14E-7 8.87E-6  221E-6  3.08E-7  4.56E-6  1.06E-5 7.66E-6  5.83E-6
0.5 244E-5 511B-7 7.93E-6 1.84E-6 4.46E-8 3.80E-6 9.17E-6  6.38E-6  5.95E-6
0.6 1.80E-5 3.50E-7 5.79E-6  126E-6 1.08E-7 260E-6 6.50E-6 437E-6  4.79E-6
0.7 1.03E-5 1.88E-7 3.30E-6 6.81E-7 132E-7 140E-6 3.60E-6 2.35E-6  2.95E-6
0.8 4.00E-6 6.83E-7 126E-6 247E-7 7.60E-8 5.07E-7 135E-6 852E-7 121E-6
0.9 634E-7 1.01E-8 1.99E-7 3.66E-8 1.55E-8  7.53E-8  2.07B-7  1.26E-7  2.02E-7

Cizelge 5.3: Omek 5.1’de a = 0.7 degeri igin hesaplanan mutlak hata degerleri
01=<¢n<09)

£/m 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 07 0.8 0.9

0.1 6.36E-6  2.44E-7  2.26E-6 8.08E-7 5.44E-7 1.60E-6  2.92E-6  2.61E-6 5.26E-7
0.2 1.79E-5 5.49E-7 6.07E-6 1.82E-6 8.76E-7 3.62E-6  7.05E-6 5.90E-6  2.99E-7
0.3 2.70E-5 7.17E-7 8.94E-6  2.39E-6 7.91E-7 4.73E-6  9.69E-6 7.72E-6 1.89E-6
0.4 3.03E-5 7.24E-7  9.85E-6  2.41E-6 5.09E-7  4.79E-6 1.01E-5 7.81E-6  3.14E-6
0.5 2.74E-5 6.03E-7 8.80E-6  2.01E-6  2.09E-7 3.99E-6 8.76E-6 6.51E-6  3.52E-6
0.6  2.02E-5 4.13E-7 6.43E-6 1.38E-6 3.30E-9  2.73E-6  6.19E-6  4.46E-6  3.00E-6
0.7 1.16E-5 2.22E-7  3.66E-6  7.42E-7 7.32E-8 1.47E-6  3.42BE-6  2.39E-6 1.93E-6
0.8  4.50E-6 8.05E-8 1.40E-6  2.69E-7 5.49E-8 5.32E-7 1.27E-6 8.68E-7 8.19E-7
0.9 7.12E7 1.19E-8 2.20E-7 3.99E-8 1.25E-8 7.91E-8 1.95E-7 1.29E-7 1.39E-7
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Sekil 5.1: Ornek 5.1°de @ = 0.7 degeri i¢in mutlak hata grafigi.
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Sekil 5.2: Ornek 5.1°de @ = 0.7 degeri igin yaklagik ¢oziim grafigi.
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Sekil 5.3: Ornek 5.1°de @ = 0.7 degeri i¢in kesin ¢6ziim grafigi.
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Sekil 5.4: Ornek 5.1°de @ = 0.8 degeri i¢in mutlak hata grafigi.
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Sekil 5.6: Ornek 5.1°de a = 0.8 degeri icin kesin ¢dziim grafigi.
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Sekil 5.8: Ornek 5.1°de @ = 0.9 degeri i¢in yaklasik ¢oziim grafigi.
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Sekil 5.9: Ornek 5.1°de @ = 0.9 degeri i¢in kesin ¢6ziim grafigi.
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Sekil 5.10: Ornek 5.1°de @ = 1 degeri i¢in mutlak hata grafigi.



77

Yaklastk Coziim

Sekil 5.11: Ornek 5.1°de @ = 1 degeri icin yaklasik ¢dziim grafigi.
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Sekil 5.12: Ornek 5.1°de @ = 1 degeri icin kesin ¢dziim grafigi.






6. TARTISMA VE SONUC

Fizik, miihendislik, akiskanlar dinamigi, akiskanlar mekanigi, kontrol teorisi,
biyoloji, finans gibi uygulamali bilimlerde, siire¢lerin matematiksel modellemeleri
sonucunda kesir tlirevli lineer yada lineer olmayan adi diferansiyel denklemler, kismi
tirevli diferansiyel denklemler, integro-diferansiyel denklemler ortaya ¢ikmaktadir.

Kesirli tiirev igceren kismi tiirevli denklemler i¢in degisik niimerik ve analitik
metotlar mevcuttur. Sonlu fark metodu, sonlu elemanlar metodu, diferansiyel doniigiim
metodu, diferansiyel kuadratur metodu en c¢ok bilinen metotlardandir. Bu tez
caligmasinda derin bir teorik yapiya sahip doguran cekirdekli Hilbert uzayr metodu
kullanilmistir. Metot, Caputo anlaminda kesirli tiirev i¢eren ve lineer olmayan bazi
kismi tiirevli diferansiyel denklemlere uygulanmustir. Ugiincii boliimde degisken
katsayil1 Burgers denklemi ele alinmistir. Denklemin bagimsiz degiskenlerinin en
yiiksek tiirev mertebeleri géz oniine alinarak doguran ¢ekirdekli uzaylar ve bu uzaylara
ait ¢ekirdek fonksiyonlar1 elde edilmistir. Ardindan denkleme ait lineer operator
tanimlandiktan sonra lineer operatér ve ¢ekirdek fonksiyonu yardimi ile uzaya ait tam
ortonormal sistem elde edilmistir. Temsili ¢ozlim, tam ortonormal sistem yardimiyla
ifade edilip iteratif siire¢ kurulmustur. Metodun yakinsaklik analizi yapildiktan sonra
degisken ve sabit katsayili iki 6rnek ¢dziilmiistiir. Orneklerde diisiik nokta almarak iyi
sonuglar elde edilmistir. Bunun yaninda nokta sayisinin artirilarak daha iyi sonuglar
elde edilecegi gozlemlenmistir. Elde edilen sonucglara nokta sayisinin yani sira
denklemin homojen olmayan kismi, kesin ¢éziimiiniin i¢erdigi fonksiyon tiirii ve lineer
operatdriin de etki ettigi gozlemlenmistir. Dordiincii boliimde baslangi¢ sarti homojen
olmayan  adveksiyon  denklemi ele almmistir ve  baslangic  sartinin
homojenlestirilmesinden sonra metodun uygulanabilmesi i¢in gerekli olan siirecler ayni
sekilde takip edilip bir 6rnek problem ¢oziilmiistiir. Besinci boliimde baslangi¢ ve sinir
sartlart homojen olan Kawahara denklemi ele alinmistir. Metodun uygulanabilmesi igin
gerekli olan siire¢ takip edilmis ve bir drnek ¢oziilmiistiir. Elde edilen sonuglarin iyi
oldugu gozlemlenmistir. Aliman her li¢ model denklemin kesin c¢oziimleri kesir
parametresi igerdiginden ve literatiirde bu tarz bir ¢alisma olmadigindan dolay: hata

degerleri iizerinde karsilastirma yapmak miimkiin olmamastir.
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Elde edilen sonuglar incelendiginde kullanilan metodun kesirli mertebeden kismi
diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerini elde etmek i¢in kullanigh ve etkin bir
yontem oldugu goriilmiistiir. Kesirli mertebeden tiirev igeren lineer ve lineer olmayan
adi, kismi ve integro diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerini elde etmek igin

uygulanabilir bir metottur.
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