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OZET

BELIRLI SINGULER PERTURBE OZELLIKLi REAKSIiYON-DIiFUZYON
PROBLEM SINIFININ NUMERIK COZUMLERI

YAMAC, Kerem
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismant: Prof. Dr. Fevzi ERDOGAN
Aralik 2019, 93 sayfa

Bu tezde, reaksiyon-difiizyon tipli, ikinci mertebeden singiiler pertiirbe 6zellikli
smir deger problemleri ele alindi. Ilk énce lineer durumdaki problem, daha sonra lineer
olmayan (yari-lineer) problem ve son olarak lineer gecikmeli problem ele alinmustir.

Ele alinan her li¢ denklem smifinda da oncelikle siirekli problemin 6zellikleri
verilmis, daha sonra pertiirbe teorisi ve kuadratiir formiilleri yardimiyla sonlu fark
semalar1 olusturulmustur. Bu problemlerin her biri i¢in uygun Numerov metoduna dayali
fark semalar1 verilmistir. Fark semalarmin kararliligi incelenmis, hata analizleri
yapilmistir. Biitiin bu teorik ¢aligmalar literatiir ornekleriyle desteklenmis, niimerik

sonuglar ¢oziim egrileri ile tablolar halinde sunulmustur.

Anahtar kelimeler: Diizgiin yakinsaklik, Gecikmeli diferensiyel denklemler,
Numerov metodu, Sinir katmanlari, Shishkin sebeke, Singiiler pertiirbe problemleri,

Sonlu fark semasi.






ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS OF SINGULARLY PERTURBED REACTION-
DIFUSSION TYPE PROBLEM

YAMAC, Kerem
Ph.D. Thesis, Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Fevzi ERDOGAN
December 2019, 93 pages

In this thesis, we studied boundary value problems for singularly perturbed second
order differential equation of reaction-diffusion type. Firstly, the problem in the linear
state, then the non-linear (semi-linear) problem and finally the problem of lineer with
delay are discussed.

In all three classes of equations, firstly the properties of the continuous problem
were given, then finite difference schemes were constructed with the help of perturbation
theory and quadrature formulas. For each of these problems, difference schemes based
on the appropriate Numerov method are given. The stability of the difference schemes
were examined and error analyzes were performed. All these theoretical studies are
supported by literature examples and numerical results are presented in tables with some

solution curves.
Key words: Uniformly convergence, Delay differential equations, Numerov

method, Boundary layers, Shishkin mesh, Singularly perturbed problems, Finite
difference scheme.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilan bazi simgeler acgiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.
Simgeler Aciklama
€ Pertlirbasyon parametresi
u Diferansiyel denklemin kesin ¢oziimii
y Diferansiyel denklemin yaklasik ¢oziimii
N Sebeke elemanlarinin sayisi
{p; O Sonlu baz fonksiyonlari
Wy Diizgiin olmayan sebeke
Wy Diizgiin sebeke
C € ve h tan bagimsiz sabit
h Sebeke adim uzunlugu
h® Diizgiin olmayan sebekede adim uzunlugu
o Gecis noktasi
Diferansiyel operator
? Sonlu fark operatorii
EN Sebekede maksimum hata
EN Sebekede hata
pN Yakinsaklik orani
O(hP) Yakinsaklik hizi
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1. GIRIS

Adi tiirevli diferansiyel denklemlerin birgogunun bilinen analitik y&ntemler
yardimiyla ¢0ziimii yapilamazken, sayisal yontemler yardimiyla ¢dziimleri miimkiindiir.
Analitik ¢oziimlerde diferansiyel denklemin tiirline uygun bir yontem aranirken, sayisal
coziimler genel olarak diferansiyel denklemin bi¢ciminden bagimsizdirlar. Bu yilizden
bircok miihendislik biliminin 6nemli problemlerinde 06zellikle lineer olmayan
diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde yaklagik ¢oziim yontemlerinin gelistirilmesine
calisilmigtir. Bilgisayar imkanlarinin artmasiyla bazen sayisal yontemler analitik ¢oziime
ragmen tercih edilebilmektedir.

Reaksiyon-difiizyon denklemleri, fen bilimleri ve miihendisligin bir¢ok dalinda
onemli bir yere sahip oldugundan model olarak kullanilabilmektedir. Bu denklemlerin
yaygin olmasi ve uygun analitik ¢éziimlerinin sinirli olmasi niimerik ¢éziimlerinin
Onemini arttirmistir.

Difiizyon kavrami bir bolgedeki bireyin hareketlerini modellemeyi agiklar. Bu
bireyler partikiil, bakteri, molekiil gibi ¢ok kiiciik nesneler olabileceginin yani sira,
dogadaki diger canlilar veya olaylar olabilir.

Cevresel problemler (ekolojik) veya kimyasal reaksiyonlarda birden fazla bagimli
degisken s6z konusu oldugundan bu tiir problemler icin model olarak diferensiyel
denklem sistemleri kullanilmaktadir.

Singiiler pertiirbe 6zellikli diferensiyel denklemler adi genellikle, diferensiyel
denklemdeki en biiylik mertebeli tiirevli terimin & —katsayisi ile ¢arpim durumunda
bulunmasiyla verilir. Ancak daha kiiciik mertebeden tilirevli terimlerde de benzer
katsayilar bulunabilir. Bu tip problemler sinir katmanlarina sahiptir. Sinir katmanlarinda
problemin ¢6ziim fonksiyonu & —katsayisina bagli olarak biiyiik degisim gosterdiginden,
singiiler pertlirbeli diferensiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimii i¢in kullanilan
yontemlerin ¢ -diizgilinliigline sahip olmasi gerekir.

Gecikmeli diferensiyel denklemler, kontrol teorisi, ekonomi, tip, biyoloji ve
robotik bilimler alanindaki problemlerin matematiksel modelellemesinde 6nemli bir rol
oynar. Eger gecikme terimini igeren bir diferensiyel denklemde en yiliksek mertebeden

terim bir kiigiik sabit (¢) parametre ile ¢arpim durumunda verilirse bu takdirde singiiler



pertiirbe 0zellikli gecikmeli diferensiyel denklem adini alir. Genellikle birinci mertebeden
diizgiin yakinsak olan bu tip problem g¢aligmalarinda baslangi¢ deger teknigi, shishkin
semast, klasik fark semasi, tistel katsayili sema, Numerov semalar1 vb. kullanilmaktadir

Bu tezin yapisi su sekildedir:

Birinci boliim problemin genel tanitiminin ve tezin yapisinin anlatildigi giris
boliimiidiir. Tkinci béliimde ise problem iizerine literatiirde varolan ¢alismalar hakkinda
bilgiler verilmistir.

Ucgiincii boliimde gerekli tanim ve teoremler verilmistir.

Dordiincii bolimde singiiler pertiirbe 6zellikli lineer reaksiyon-difiizyon problemi
ele alinmus, siirekli problemin bilinen baz1 6zellikleri verildikten sonra diizgiin ve diizgiin
olmayan (Shishkin) sebeke lizerinde fark semalar1 kurulmus ve yakinsaklik analizleri
yapilmistir.

Besinci boliimde singiiler pertiirbe 06zellikli lineer olmayan (yari-lineer)
reaksiyon-difiizyon problemi ele alinmis, ilkonce siirekli problemin bilinen bazi
ozellikleri verilmis, daha sonra diizglin sebeke iizerinde fark semalar1 kurulmus ve
yakinsaklik analizi yapilmistir.

Altinct boliimde ise singiiler pertiirbe 0Ozellikli gecikmeli lineer reaksiyon-
difiizyon problemi ele alinmus, siirekli problemin bilinen baz1 6zellikleri verildikten sonra
diizgiin sebeke iizerinde fark semalar1 kurulmus ve yakinsaklik analizi yapilmistir.

Dort, bes ve altinc1 boliimde ele alinan problemlerin herbiri i¢in 6nerilen Numerov
metoduna dayali fark semalar1 niimerik Orneklerle desteklenmis, Maple program
kodlartyla yapilmis algoritmalarla elde edilen sonugclar tablolar halinde verilmistir.

Yedinci boliim sonug boliimiidiir. Tezde yapilan calismalar 6zetlenmistir.



2. KAYNAK BILDIRISLERI

Reaksiyon-difiizyon denklemleriyle ifade edilen problemler fen ve miithendislik
alaninda sikc¢a rastlanir. Ancak biz burada daha ¢ok Numerov metoduna dayali olarak

yapilan ¢alismalarin bir kism1 hakkinda kisa bilgi verelim.

dZ
22 = ey

dx?

diferansiyel denklemi Harier ve ark. (1993) tarafindan ele alinarak Numerov metodu

uygulanmis ve

2
Yn+1 t Yn-1—2¥n = E(fn+1+10fn + fn—l)

seklinde Numerov metodunun en genel formiilii bulunmustur. Bu kapali formda ¢ok
adimli bir yontemdir. Burada eger f fonksiyonu y ye goére lineer olursa bu taktirde
denklemin agik form haline geldigi ve hatanin da 4. mertebeden olacag belirtilmistir.

Numerov metodunun yogun bir sekilde kullanildig: literatiir caligmalarinin bir
boliimii 6zel tiplerde Schrodinger dalga denkleminin ¢éziimlerini ya da 6zdegerlerini
hesaplama tizerinedir (Fack ve Berge, 1987; Quiroz ve ark., 1997; Avdelas ve ark., 2000;
Kalogiratou ve ark., 2005;; Tatu ve ark., 2007; Fang ve Wu, 2008; Konguetsof, 2010).
Eger

h? (1 02 2+ 1)
22U rorz’ r?

) + V(r)l R(r) = ER(r)

denklemine u(r) = rR(r) doniisimii yapilirsa;

02 L(£+1)
or? r2

2p
+ 7z (E-=V(®M]ulr)=0

elde edilir.



2U 2(£+1)
fx) = ﬁ(E - V() I —
alindiginda reaksiyon-difiizyon formundaki Schrodinger dalga diferansiyel denklemi
elde edilir.

Herceg (1990; 1993), Herceg ve ark. (2001), Vulanovig (2004) ¢alismalarinda

su"(x) +b(x,u) =0

denklemi farkl sartlar altinda baslangi¢ deger problemi olarak ele alinmis farkli sebekeler
tizerinde niimerik ¢6ziimleri tizerine ¢alisilmistir.

Clavero ve ark. (1995) makalesinde

—&2u" (x) + b(x)*u(x) = f(x), 0<x<1,
u(0) =A4,u(l) =B

singiiler pertiirbeli lineer self-adjoint sinir deger problemin singiiler pertiirbe
parametresine gore hem diizgiin hem de yliksek mertebeli yakinsakliga sahip fark semasi
verimistir.

O’Riordan ve Stynes (1996) makalesinde

Ly = &*(Py") —ry = f,y(0) = yo,y(1) =y,

denklemi ele alinmis, problem igin {istel elman tabanli bir FEM (sonlu eleman metodu)
gelistirilmistir. Semanin ikinci mertebeden bir dogruluga sahip oldugu gdsterilmistir.

Al-Said ve Noor (2001) daki ¢alismalarinda

f(x), a<x<c
u" =<g)ulx) + f(x), c<x<d
f(x), d<x<bh

u(0) = ay,u(1) = ay



problemi i¢in bir algoritma gelistirmistir. Bu algoritma Numerov metoduna iliskin
noktalar da i¢erdiginden diizeltilmis Numerov metodu ad1 verilmistir.

Xenophontos ve Fulton (2003), Xenophontos (2002) makalelerinde

—&2u" (%) + u(x) = f(x), u(£1) =0

siir deger problemini ele alinmig, Xeonophntos ve Fulton (2003) teki ¢alismada diizgiin
Shishkin semasi iizerinde, Xeonophntos (2002) deki ¢aligmada ise diizgiin olmayan bir
sema tizerinde niimerik ¢6ziim arastirilmistir.

Tselyaev (2004) te
'+ 9@y (x) + f()y(x) =0,

biciminde birinci tiirevi bulunduran bir lineer diferansiyel denklem tipi i¢in Numerov
metodu genellestirilmistir.
Linss ve Madden (2004), Mathews ve ark. (2002), Rao ve ark. (2011)

caligmalarinda

Lu=—-Eu"+Au=f

sistemi farkli & veya €2 degerleri igin Linss ve Madden (2004) te baslangig-deger
problemi olarak, Rao ve ark. (2011), Mathews ve ark. (2002) de ise sinir deger problemi
olarak incelenmistir. Yakinsakliklar1 aragtirilmistir.

Linss (2005) te tek boyutlu reaksiyon-difiizyon probleminin ¢éziimlerinin diizgiin
yakinsaklig1 iizerine caligilmistir.

Patidar (2005) te self adjoint singiiler pertiirbe problemi i¢in yiiksek mertebeden
bir iistel katsayili oprerator metodu sunulmus, Bawa (2007) deki ¢alismasinda bir
Numerov semasi verilmistir.

Stynes ve Kopteva (2006) da ise bir siir deger problemi survey niteliginde ele
alinmastir.

Herceg (1990), Jayakumar (2003), Kumar (2009), Linss (2009; 2014)

calismalarinda



—&2u" (x) + b(x)u(x) = f(x)
denklemi siir deger problemi olarak ele alinmis, farkli sartlar altinda gesitli niimerik
yaklasimlarla ¢6ziilmiistiir. Constantinou ve Xenophontos (2015), Gelu ve ark. (2017) de
ayni denklemi baslangi¢ deger problemi olarak incelenmistir.

Berge ve Daele (2007) ¢alismasinda

—y"+qy =21y, y(0)=y(m) =0

sinir deger probleminde 6zdegerleri bulmak i¢in bir Numerov tipi metod gelistirilmistir.

Bulatov ve Berge (2009) daki caligmada ise Numerov tipi algoritmalar yardimiyla

y' =A@y + f(t); y(0) =y0,y'(0) =y,  te[0,1]

problemi i¢in iki adimli sema olusturulmus P-kararliligi denilen 6zel bir kararlilik ¢esidi
incelenmistir.

Holevoet ve ark.(2009) ¢alismasinda

y'=fty), yla)=ayb)=p

sinir deger problemi ¢oziliirken optimal lstel katsayilt Numerov metodu ig¢in bir
algoritma sunulmustur. Yapilan yaklasimin 6. Mertebeden oldugu belirtilmistir.

Phaneendra ve ark. (2010) calismasinda

—ey" (x) + b(x)y(x) = f(x)
u(0) =a,u(1) =4

iki noktali singiiler pertiirbeli sinir deger problemi i¢in bir Numerov fark semasi
gelistirilmistir.
Wang (2011) deki ¢alismasinda f ve u’ fonksiyonlar1 U ya gore lineer olmayan

birer fonksiyon olmak tizere

_E( (u)a_f(x,u), SX s 1, u()_a'u()_lg



iki nokta smir deger probleminin Numerov Metoduyla ¢6ziimii incelenerek bir niimerik

calisma yapilmistir. Bunun i¢in bir monoton iterative algoritma sunulmustur.

Wang ve ark. (2012) makalesinde

—u''(x) = f(x,u(x)), 0<x<1
P P

u(0) = ) qu(Ed,u) = Y filn)
i=1

i=1

problemine bir niimerik algoritma verilmistir. Ayrica ¢oziimiin varligi, tekligi ve
yakinsaklig1 incelenmistir. Sonuglar klasik fark semalariyla karsilastiriimistir.

Phaneendra ve ark. (2012) deki ¢alismada

{gzy”’ =f)y' +9xy), a<x<b
y(a,e) =4, y'(a,e) =C, y(b,e) =B

formunda iiglincii mertebeden sinir deger problemi ele alinmistir. Bu calismada
cozlimlerin asimptotik davranislari incelenmis, [0,1] aralig1 ikiye boliinerek her bir aralik
icin o lstel katsay1 carpani arastirilmistir. Buna bagl ¢éziimler elde edilmistir.

Gao ve ark. (2013) ¢alismasinda

—y" +q(x)y = 1y, 0<x<m
y(0) —hy'(0)=0, y(m)+Hy' (m) =0

problemi i¢in iyilestirilmis bir Numerov metodu Onerilmistir. Metodun dogrulugu,
kararlilig1 incelenmis, yakinsakligin saglandigi gosterilmistir.

You ve ark. (2013) makalesinde

y'+wly =f(xy),  xe[x,X]
y(x0) = y0, ¥ (x0) = ¥o'

problemi i¢in uyarlanmig bir Numerov semasi gelistirilmistir.



Sinir deger problemleri i¢in singiiler pertiirbe 6zellikli problemlerin analizi ve
uygulamalari i¢in ayrintili ¢aligmalar (Lange ve Miura; 1982,1985), Roos ve ark.(2000),
Farrel ve ark. (2000) de mevcuttur.

Gecikmeli diferensiyel denklemlerin en 6nemli uygulama alanlarindan birisi
kontrol teorisidir. Burada teknik bir cihazin devresinin kontroliinden tutun da biyolojik,
ekolojik, tibbi alanlar ile gemi ve ucaklarin seyir kontroliine kadar genis yer tutmaktadir.

Simdi de singiiler pertiirbe 6zellikli gecikmeli diferensiyel denklemler i¢in bazi
literatiir ¢alismalarini aktaralim:

Gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin varligr ve tekligine iliskin
bilgiler El’sgol’ts ve Norkin (1973) kaynaginda mevcuttur. Gecikmeli diferensiyel
denklemlerin niimerik ¢6ziim metodlart hakkinda detayli bilgilere Bellen ve Zennaro
(2003) kaynaginda ulasilabilir.

Kadalbajoo ve Sharma (2004) ¢alismasinda

2y"(x) + a(x)y(x — 8) + b(x)y(x) = f(x), 0<x<1
y(x)=¢p(x),-86<x<0; y(1) =y

ikinci mertebeden singiiler pertiirbe 6zellikli gecikmeli diferensiyel denklem i¢in sinir
deger problemi ele alinmis, gecikme teriminin sinir katmanlarina etkisi niimerik olarak
calisilmigtir. Burada gecikme teriminin kii¢iik oldugu var sayilarak taylor a¢ilimindan
faydalanilmistir.

Kadalbajoo ve Sharma (2008) makalesinde

29" (x) + a(x)y(x — 8) + b(x)y(x) = f(x), 0<x<1
yx)=¢(x),-6<x<0; y(1) =y

ise gecikme teriminin biiyiik ya da kiigiik olmasina bakilmaksizin verilen niimerik sema
icin yakinsaklik ve kararlilik analizi yapilmistir. Ayrcia Kadalbajoo ve Sharma
(20052,2005b,2006) ¢aligmalarinda sirastyla lineer ve lineer olmayan ikinci mertebeden
gecikmeli singiiler pertiirbe problemleri i¢in bir¢ok niimerik sema sunmuslardir.
Kadalbajoo ve Ramesh (2007) hibrid bir metod ¢alismasi yapmustir.

Kadalbajoo ve Kumar (2010) makalesinde



e2y"(x) = F(x,y(x),y'(x = 8)) + b(x)y(x) = f(x),  xeQ = [0,1]
yx) =¢x),-6<x<0; y() =y

lineer olmayan problemi ele alinmig ve linerizasyon teknigi ile lineer hale getirilen
problemler dizisi i¢in pargali diizgiin sebeke {izerinde parametreye bagli diizglin
yakinsaklik incelenmistir. Calisma niimerik 6rneklerle desteklenmistir.

Amiraliyeva ve ark. (2010) makalesinde

Luseu"(t) +a@u'(®) + f(Lu@®),u(t—7r)) =0, O0<t<T
u(t) = p(t),t € [-r,0], u'(0) =A/¢

baslangi¢ deger problemi icin {istel katsayili fark semasi verilmistir. Semanin diizgiin
yakinsaklig1 gosterilmis, niimerik o6rnekle desteklenmistir. Ayrica yakinsaklik analizinde
kullanilan siirekli ¢6zlimiin baz1 6zellikleri de verilmistir.

Amiraliyev ve Cimen (2010) ¢aligmasinda

eu'"(x) +al)u'(x) + b(x)ulx —r) = f(x), 0<x<l
u(x) = p(x),x € [-r,0], u(l) =B

problemine bir dstel katsayili sema verilmistir. Burada gecikme, reaksiyon teriminde
alinmistir.

Erdogan ve Amiraliyev (2012) makalesinde

Lu = eu"(t) + a(®)u'(t) + b(Ou(t) + c(H)u(t —r) = f(t), 0<t<T
u(t) =y(t),t € [-r,0], u'(0) =A/e

baslangi¢-deger problemi icin lstel katsayili bir sema verilmis, semanin pertiirbasyon
parametresine gore diizgiin yakinsak oldugu gosterilmis, niimerik Orneklerle teori
desteklenmistir.
Swomy ve ark. (2015) ¢alismasinda
ey"(x) + a(x)y(x —6) + b(x)y(x) = f(x), 0<x<1
y(x) = ¢(x), -6 <x<0; y(1) =p
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problemi 6nce asimptotik olarak denk olan birinci mertebeden nétral tipte gecikmeli bir
diferensiyel denkleme doniistiiriilmiis, sonra da nilimerik integrasyon ve lineer
interpolasyon teknikleri yardimiyla {ii¢lii band denklem sistemi haline getirilerek
invaryant imbedding algoritmasi(Thomas Algoritmasi) ile ¢oziilmiistiir. Ayrica metodun
yakinsaklig tartigilmistir.

Salama ve Al-Amery (2016) makalesinde yiiksek mertebeden diizgiin yakinsak
olan bir niimerik metod Onerilmis ve analiz edilmistir. Global hata i¢in bir smir
bulunmustur. Kiigiik degisikliklerin ¢oziimlerin {iizerine etkisi niimerik Orneklerle
incelenmistir.

Gecikme terimi biiyiik olan singiiler pertiirbe 6zellikli gecikmeli diferensiyel denklem
icin bir sinir deger probleminde Chakravarthy ve ark. (2017),

—ey"(x) + a()y'(x) + b(x)y(x — 1) = f(x),  xe[0,2]
y(x) = p(x),xe[-1,0], y(2)=p

problemi i¢in bir {istel katsayili operator fark semasi verilmis, semanin kararliligi ve
yakinsaklig1 incelenerek oOrneklerle desteklenmistir. Chakravarthy ve Rao (2012)
calismasinda singiiler pertiirbe problemi icin iyilestirilmis bir Numerov metodu
sunulmustur.

Chakravarthy ve Kumar (2017) makalesinde

—ey"'(x) + a(x)y(x) + b(x)y(x — 1) = f(x), 0<x<?2
}’(x) = d)(X),XE[—l,O], )’(2) = ﬁ

Numerov metoduna dayali yeni bir lstel katsayili operator sonlu fark semasi
sunmuslardir.

Erdogan ve Cen (2018) makalesinde parcali diizgiin sebekede (Shishkin tipi)
hemen hemen yakinsak olan sonlu fark semasi verilmistir. Calisma niimerik 6rnekle
desteklenmistir.

Kanth ve Muralli (2018), singiiler pertiirbe 6zellikli lineer olmayan gecikmeli

differensiyel denklem i¢in bir problem sinifi ele alinmis, dncelikle linerizasyon teknigi
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ile lineer denklem dizisine doniistiiriilmiis ve daha sonra buna iistel katsayili spline
biciminde niimerik bir ¢6zliim teknigi sunulmustur.

Kalaiselvan ve ark. (2019) ele aldiklar1 makalede

eu" (x) + pa)u'(x) — b(xulx) + c(x)ulx — 1) = f(x), 0<x<?2
u(x) = ¢p(x),xe[—1,0], u2) =1

iki parametreli gecikmeli diferensiyel denklemi i¢in niimerik bir sema Onerilerek,
semanin birinci mertebeden yakinsakliga sahip oldugu teorik ve 6rneklerle gosterilmistir.

Sekar ve Tamilselvan (2019) ise ¢alismalarinda bir gecikmeli sistem i¢in pargali
diizgiin (Shishkin) sebeke iizerinde sonlu fark semasi1 6nerilmistir. Semanin hemen hemen

birinci dereceden yakinsak oldugu gosterilmistir.






3. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 3.1 Pertiirbasyon Teorisi

Herhangi bir denklemde bulunan & parametresinin denklemde olusturdugu etki
pertiirbasyon teorisi ile agiklanmaktadir. Boyle bir sistemin temsil ettigi problemler
regiiler problemler ve singiiler problemler olmak {izere iki tiirliidiir. Bunlan su sekilde
aciklayabiliriz:

P. , yeterince kiiclik € parametresine bagli herhangi bir problem olmak {izere
denklemdeki & parametresi yerine sifir (¢ = 0) alindiginda bulunacak olan P,
problemine, uygun indirgenmis problem denilmektedir. P, indirgenmis problemi ile P,
problemi ayni mertebeden ve her ikisi de bir tek ¢oziime sahip oldugu zaman P,
problemine regiiler pertiirbe problem aksi halde singiiler pertiirbe problem denilmektedir
(Barbu ve Morosanu, 2007; Miller ve ark., 2012). Bunlara sirasiyla asagidaki 6rnekler

verilebilir:

P: u(x)+eulx)=00<x<1u0)=1
ve
P: eu'(x)+u(x)=00<x<1,u(0)=1.

Tanim 3.2 Sonlu Fark Y ontemi

Sonlu fark yonteminde, verilen diferansiyel denklemdeki tiirevler yerine fark tiirevleri
konularak fark denklemi elde edilir. Elde edilen bu fark denklemi bir lineer cebirsel denklem
sistemidir. Bu sistemin ¢6ziimiinden, ¢6ziim fonksiyonunun ayrik noktalardaki degerlerine
ulagilarak niimerik bir ¢6ziim elde edilir. Yani, belli bir sebekede tanimlanmig fonksiyonun
degerleri bulunmaktadir (Samarskii, 2001). Sonlu fark yontemlerinde fark formiilleri

bulunurken, ¢ogu zaman taylor serisinin agilimindan faydalanilmaktadir.
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Tanim 3.3 Baglangig-Sinir Katmani

Singiiler pertiirbe problemin ¢éziimiiniin ani hizli1 degisebildigi herhangi bir sinir
veya baslangi¢c noktasinin bir komsuluguna, o noktanin siir veya baslangi¢ katmani
denir. Smir katmani disindaki tstel bicimli kiigiik degerlere sahip fonksiyona ise sinir
veya baslangi¢ katmani fonksiyonu denir (Amirali ve Amirali, 2018; Linss, 2010; Miller
ve ark., 2012).

Reaksiyon-difiizyon tipi problemler tanimli olduklari araligin ug¢ noktalarinda

olmak tizere iki katmana sahiptirler.

Tanim 3.4 Sebeke ve Sebeke Fonksiyonu

Bir Q = [a, b] araliginin sonlu sayida noktadan olusan pargalanisina bir sebeke
denir. S6z konusu sebekede tanimlanmis fonksiyona ise sebeke fonksiyonu denir.

[a, b] araliginda tanimlanan

w={xla=xg<x; <x, < <xy_1<xy=Db}

ayrik noktalar kiimesine [a,b] de tanimlanan diizgiin olmayan gsebeke denir. x;
noktalarina ise diigiim noktalar: veya sebeke diigiimleri denir. Burada h; = x; — x;_4
farkina gebeke adimi denir. Eger diigiimler esit ise buna diizgiin sebeke denir ve bir

diizgilin sebeke

wh={xi|xi=ih, i=01,..,N; h= }

seklinde ifade edilir. Burada h sebeke adimidir.
x; digim noktalarinda tanimlanmis sebeke fonksiyonu ise g; = g(x;) seklinde

tanimlanir (Samarskii,2001).

Tanim 3.5 |[glleq = max |g(x)| seklinde tanimlanan ifadeye g(x) fonksiyonunun Q
asxs

araligindaki maksimum normu denir (Isaacson ve Keller, 1994).
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Tanim 3.6 Sebeke Normlari
Iglleo,i), = Orgizgvlgil

seklinde tanimlanan ifadeye diizglin sebekede maksimum normun fark benzeri denir

(Isaacson ve Keller, 1994).
Tanim 3.7 Maksimum Prensibi

Herhangi bir v(x) € C?[0,1] fonksiyonu i¢in v(0) > 0ve v(l) = 0 oldugunu
kabul edelim. Eger 0 < x < [ igin Lv(x) = 0 saglanirsa o zaman tim 0 < x < [ igin
v(x) = 0 dir (Doolan ve ark.,1980).

Tanim 3.8 Fark Maksimum Prensibi

lyil = Aiyi-1 — Gy + Biyir1 = —F; i=12,..,N—-1
Yo = U, YN = U2

bi¢iminde bir sonlu fark problemi igin
A;>0,B;>0,D; =C;—A;—B; =20,
verilsin. Bu durumda, heri = 1,2, ..., N — 1 ve y; #sabit igin
y:d =0yl <0)
sartlar1 saglantyorsa y; sebeke fonksiyonu pozitif maksimum degerini (veya negatif minimum

degerini) sebekenin i¢ noktalarinda alamaz, yani i = 1,2, ..., N — 1 i¢in alamaz. Bu duruma

maksimum prensibi denir (Amirali ve Amirali, 2018; Roos ve ark., 2008 ).

Tanim 3.9 [0, [] araligindaki g(x) fonksiyonunun diizgiin sebekedeki fark tiirevleri
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9gdi+1—9i .. . . . . .
Ixi = % birinci mertebeden ileri fark tiirevi,
i—9di— .. . . . .
Jxzi = ‘T” birinci mertebeden geri fark tiirevi,
gi+1—9i- .. . . . .
Jxoi = % birinci mertebeden merkezi fark tiirevi,

_9i+1—729it9i—1 e .. .
exi == 2 ikinci mertebeden fark tiirevi

olarak tanimlanmaktadir (Samarskii, 2001 ).

Tanim 3.10

[0, [] araligindaki g (x) fonksiyonunun diizgilin olmayan sebekedeki fark tiirevleri

ise

Ixi = % birinci mertebeden ileri fark tiirevi,

9zi = gi—h_gim birinci mertebeden geri fark tiirevi,

Ix°i = gi++igi_1 birinci mertebeden merkezi fark tiirevi,

Jixi = gx'ih;igf’i ikinci mertebeden fark tiirevi seklinde tanimlanmigtir.

Burada h; = x; — x;_; ve h; = (h; + h;j;1)/2 dir (Samarskii, 2001).
Tanim3.11 Shishkin Sebeke (Diizgiin Parcali Sebeke)

Herhangi bir sinir deger probleminde [0,[] araliginin ii¢ pargaya boliinmesine
dayanir. Bunun i¢in ¢ ya bagl iki gegis noktasi kullanilir. o ve (1 — ). Bu noktalar
x = 0 ve x = [ sinir katmanlarinda olur. Burada o, N bir ¢ift tamsay1 olmak tizere

o = min{1/4,a 1elnN}
seklinde tanimlanir. Amag¢ fark semasinin e-diizglin yakinsak olmasini saglamaktir.

Boylece olusan alt araliklarimiz [0, 0], [0, — ], [l — o,1] bigiminde olur. Bunlardan

[0, 0] ve [l — o, 1] deki araliklar N/4 esit uzaklikli, [0, — o] deki araliklar ise N/2 esit
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uzakligina sahiptir. [0,0], [0,l — 0], [l —o,l] alt araliklarinin adim uzunluklari
sirastyla hD, h®, K3 olup

20 g _2d=20) g 40
N ’ N

)

(1 ®3)
% = %i MW = p® < N1, N-1< h@ < 2N

seklinde tanimlanir.

[0,1] araliginda x; diigiim noktalar1 ise

N N N 3N
x; = ihW,i = 0,075 X = a+(i—z)h(2),i =7t Lo

4
3N ) 3N

Wy =
Xi=1—0'+(i—T h(3),i=T+1,...,N

seklinde tanimlanir (Miller ve ark. 2000).
Tanim 3.12 Kuadratiir Formiilleri

Asagida yazilan kuadratiir formilleri (Amirali ve Amirali, 2018) fark semalarinin

kurulmasinda ve incelenmesinde kullanilan 6nemli formillerdir.

b
| reopeax =

b b
= (| p@d0(of®) + (1 =D @) + f(aib) [ pGI(x—xD)dx +R(P)
Burada o bir reel parametre, p(x) € [a, b] bir agirlik fonksiyonu olmak tizere

fla:b) =T 3@ =50 1 (1-0)a,
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N

— >
Tsu>={s!' Az0
0, A<0

KO =T - -5— (-9 s=01

b b
R(f) = f dxp(x) f FOE Ky (x,E)dE,  n=1,2

dir.

b b
| 7eameodx = faib) | peodx+R()

Burada K,,_;, F;- formiiliindeki ile ayni terim ve

b b
R() = - j dxp’ (x) j FOE) Ky (o, E)dE,  n =12

dir.

b b b
| reopedx = rE) [ peodx+ R

Burada

b b
R*(f) = j dxp(x) j FOE) Ky Gx, E)dE +

b a+b
+(n—1f(a: b)J (x — T)p(x)dx, n=12

ve

a—+
2

a+b
>, s=0,1

dir.
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3.1. Ikinci Mertebeden Lineer Diferensiyel Denklemler

I =[0,1] olmak tizere ikinci mertebeden iki noktali

{Lu(x) =-u"+p@u' +qg(x)u=f(x), x€ I (3.1)

u(0) = go, u(l) = g4

siir-deger problemini ele alalim. p, g ve f fonksiyonlarinin | aralig1 iizerinde yeterince
diizgiin oldugunu, g nun pozitif, p* ve gq* sabitlerinin de pozitif oldugunu kabul edelim

oyle ki

lp()| <p*, 0<g*<q(x), x€I

saglansin. m = {xj}jtol , I arahginm x; = jh, j=0,1,2,..,N+1,ve (IN+1Dh=1
olacak sekilde bir diizgiin par¢calanmasi olsun. Bu par¢alanmaya bagli (3.1) probleminin

yaklagik ¢oziimlerini veren sebeke fonksiyonlarini {uj} i

N . . .
e o ile gosterirsek, probleme

karsilik gelen sonlu fark problemi

h2 J 2
Uy = Yo, UN+1 = G1»

_ Ujpp—2Uj+U_q Ujp1—Uj—q _ .
{Lhuj=_ j LI 4 pi L hJ +qu;=f;, j=12,..,N (3.2)

seklinde olur. Burada p; = p(x;), q; = q(x;), f; = f(x;) dir (Amirali ve Amirali,
2018; Keller, 1968).

Simdi de diferansiyel denklemlerin yaklagik ¢ozlimlerini hesaplanmasi ve bu
hesaplamanin kesinlik mertebesi (dogrulugu) calisilirken, sonlu fark metodunun bazi
kavramlarini agiklayalim. Bunlar, sirasiyla Tutarlilik (Consistency), Kararlilik (Stability)

ve Yakinsakliktir (Convergence) (Keller, 1968;Isaacson ve Keller, 1994).
Tanim 3.1.1 Tutarlilik (Consistency)

w, [ araligi iizerinde taniml1 yeterince diizgiin bir fonksiyon olmak tizere

Tizlwl = Lyw(x;) — Lw(x;), j=12,..,N
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olsun. Eger h — 0 iken |7;.[w]| - 0 oluyorsa bu taktirde (3.2) fark problemi ile (3.1)
problemi tutarhidir denir. Buradaki 7; [w], j =1,2,...,N degerlerine de yerel kesme

hatasi denir (Isaacson ve Keller, 1994).

Lemma 3.1.2

Eger w € C*(I) ise 0 zaman
hZ
Talwl = = W () — 2p(x)w(6))]

dir. Burada v; ve 8; € (xj_1,%;41) dir.

Ispat:
Taylor teoreminden

w(xj41) = w(xj-1)

! hz
—-w'(x) = ZW3(9j): 0 € (%j-1,%41),

2h
ve
W) = 2wE) +w) o 2
j+1 hzj S w (Xj):EW4(vj)' v € (%j-1,%41)

yazilabildiginden  7;,[w] taniminda yerine yazilirsa istenen sonug elde edilmis olur

(Isaacson ve Keller, 1994).

Tanim 3.1.3 Kararlilik
Herhangi bir sebeke fonksiyonu {Uj };\’:01 ve yeterince kiigiik h degerleri igin,
[vj] < K {max(Ivol, IvayaD) + max(Lavil}  j=0,12,.,N+1, (33)
sisn

esitsizligi saglanacak sekilde h den bagimsiz bir K sabiti varsa bu taktirde L, fark

operatorii kararlidir denir (Kadalbajoo ve Kumar, 2008).
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Teorem 3.1.4 Eger p ve q fonksiyonlari

lp(x)| <p=x, 0<q*<q(x), x€I

sartin1 saglayan fonksiyonlar ise 0 zaman K = max (1, %) olmak tizere (3.1) diferansiyel

denkleminin (3.2) L, fark operatorii h < % icin kararlidir (Roos ve ark, 2008).

= max ||, 1<j=*<n, olsun. O zaman (3.2) sisteminden

— 2
dj*U]* = —ej*Uj*+1 — Cj*Uj*_1+h thj*

elde edilir. Buradan

d;

+|c.

)|Uj*

+ h? max |Lyv;|

Ujr| S (lej* 1<j<N

o 2 .
olur. Eger h < o ise

0 zaman d;, = |ej* + |cj* +h?q;.  olacagindan

2 2
h?q;.|vj.| < h 1r2]as)1(\I|thj|

1 ..
< — max |L,v; lunur. j=1,2,...,N icin |v;
_q*lsjaSN| nv;| bulunur. j =1,2,..,N icin |v;.

= max |vj |alm1§t1k.

veya |vj* 0<j<N+1

Oyleyse

1
omax v < = max |Lyv|

ve buradan da

. 1
Osrjns?vﬁl|vj| = max{|vy|, |vy+11} isSe K = max {1,;}

ile birlikte ispat tamamlanmais olur.
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Tanim 3.1.5 Yakinsaklik

(3.1) smir deger probleminin ¢oziimii U ve buna karsilik gelen (3.2) fark

probleminin yaklasik ¢6ziimii de {uj};\]:ol olsun. Eger h — 0 iken

max [uj —u(x)| - 0

oluyorsa bu taktirde yaklagik ¢6ziim U ya yakinsaktir denir. Ayrica u; — u(x;) farkina
da X; (j = 1,2, ..., N) noktasindaki global kesme hatasi denir (Keller, 1968;lsaacson ve
Keller, 1994).

Tanim 3.1.6 Yeterince kiigiik h degerleri i¢in h den bagimsiz bir C sabiti,

max |u; —u(x;)| < ChP
OsjsN+1| ] ( ])l -

esitsizligi saglanacak sekilde varsa bu taktirde {uj}jY:Ol yaklagik ¢oziimii (3.1) smir

deger probleminin U ¢Oziimiine p. dereceden bir yaklagima sahiptir denir(Keller,

1968;1saacson ve Keller, 1994).

Tanim 3.1.7 Bir sinir deger probleminin tam ¢dziimiiniin 1. noktasindaki degeri u; ve

yaklasik ¢oziimiiniin i noktasindaki degeri de y; olmak iizere maksimum mutlak hata

EY = |y; —u;| , EN = max E,.
&

formiilleri ile ve yakinsaklik ile diizgiin yakinsaklik hiz1 da sirasiyla

N

P = ————,

log2 log2

ile hesaplanir. Eger tam ¢6ziim bilinmiyorsa genellikle gift sebeke sistemi yardimiyla

bulunur. Tezde ¢6ziimii olmayan problemler i¢in bu formiiller kullanildi. Yani
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EY = max|ul —uZ)|, EV = maxE,.
0<isN £

olmak iizere yakinsaklik ve diizgiin yakinsaklik hizi sirastyla

N
&

log2

log2
hesaplandi (Linss,2010).
Simdi de Tutarlilik, Kararlilik ve Yakinsaklik arasindaki bagintiy1 veren teoremi

verelim:

Teorem 3.1.7 Farz edelim ki u € C*(I) ve h < = dir. O zaman (3.2) fark denkleminin
-

{uj }?:01 ¢Oziimii (3.1) probleminin U ¢ézlimiine yakinsaktir ve listelik asagidaki esitsizlik

gegcerlidir (Roos ve ark, 2008):

max |u; —u(x;)| < Ch?
OsjsN+1| ] ( ])l -

Ispat:
Verilen sartlar altinda (3.1) ile (3.2) sisteminin tutarli oldugu agiktir. Ayrica L, fark

operatorii kararlidir.

Ly —u(x)] = £(x) = Lnu(xy) = Lux) = Lou(xy) = —7j[ul,

ug —ulxg) = uyyq — ulxy41) =0,
oldugundan L, in kararli olmasindan dolay1

1
|uj - u(xj)l = Fosrjnsézlvxﬂlrj’n[u]l

bulunur. Boylece istenen sonugta yukaridaki Lemma 3.1.2 den goriiliir. Teorem bize
yaklagimin 2. mertebeden oldugunu gdstermektedir. Bu teoremin sonucunu su sekilde
ifade edebiliriz. Tutarl ve kararli bir sistem yakinsaktir ve yakinsama derecesi tutarliligin

yaklagim mertebesi ile aynidir.
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3.2. Gronwall integral esitsizlikleri

Ele alinan foksiyonlar siirekli olmak iizere

t

o(8) < up + f p(s)v(s) + q(s)] ds, p(t) = 0
0

ise
0(6) < g exp ( j P (&) df)+ f q(s)exp ( f p(€) dé)ds
0 0 S

olur. Eger

v(t) < g(t) + fotp(s)v(s) ds, p(t)=0 ise

t t
v <90+ [ g@pGIe» (| pE)de)ds
0 S
olur (Amirali ve Amirali, 2018).
3.3. ikinci Mertebeden Lineer Olmayan Diferensiyel Denklemler

Bu kisimda lineer olmayan ikinci mertebeden iki noktali sinir deger probleminin

¢Ozlimii i¢in sonlu fark denklemi hakkinda temel bilgiler verelim.

{Lu(x) =—-u"+f(x,u) =0, x €1, (3.4)
u(0) = go, u() =g '
ele alalim. Problemin ikinci mertebeden yaklagimin sonlu fark semasi

Lnty = =g+ f(2,1) = 0, j=12,.,N; U =go, Uns1 =G (35)

formunda olur. Eger

Tjn = Lhu(xj) — Lu(xj)

alirsak o zaman u € C*(I) igin
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h2
Tjlul = —Eu(‘*)(g‘j), $j € (Xj—1,Xj41)

olacagi agiktir. Burada

_ u(xj) — 2u(x) + u(x-1)
.fx,]. = hz

dir.

Lineer olmayan fark probleminin kararlilig1 da asagidaki sekilde tanimlanir.
Tanim 3.3.1

Ly, lineer olmayan bir fark probleminin operatorii olsun. Eger yeterince kiigiik h degerleri

ve

N+1 N+1 . .
{Uf}j=o , {Wj}j=0 sebeke fonksiyonlari icin,

|17j - Wj| <K {max(lvo —wol, [vn4r — Wi + fg@dﬁhvj - Lth”

esitsizligini saglayacak sekilde h den bagimsiz pozitif bir K sabiti varsa bu taktirde £,

operatorii kararlidir denir (Roos ve ark, 2008).

Teorem 3.3.1
- _ of
Eger f, = Pl

taktirde K = max (1, %) olmak {izere (3.5) fark problemi kararlidir (Roos ve ark, 2008).

[x(—o0, ) lizerinde siirekli ve 0 < q*< f,, sartint sagliyorsa bu

Ispat: Sebeke fonksiyonlari {v;} ve {w;} i¢in

Lyv; = Lawy = = (Vexj — Wax ) + £ (%, v7) — £ (x5, W)

ortalama deger teoreminden  ¥J;, v; ile w; arasinda bir deger olmak tizere
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Lyvy = LWy = =i, — Wax ) + fu(%5,9) (v — wy)

bulunur.
_ v(xj+1) — 2v(xj) + v(xj_l) Vi — 2v; + vj_4
xx,j = h2 - h2
_ W(Xj+1) - ZW(X]) + W(xj—1) _ Wjiq — ZWJ + Wj_1
xx,j = h2 - h2
ifadeleri denklemde yerine yazilir ve ci=¢=—1lved; =2+ h? fu(x,9;)

notasyonlar1 kullanilirsa o zaman

h? [thj - [’hwj] = Cj[vj_l - Wj—l] + d][vj F Wj] + ej[vj+1 - Wj+1]
elde edilir. Buradan

lci| + |ej] = 2 < |d}]

oldugu goriiliir. Ispatin devami kararlilik teoreminin ispatindakine benzer yapilir. L£j1n

kararligindan asagidaki sonuglar elde edilir:

) (3.5) ile taniml1 fark probleminin {u]} yaklasik ¢6ziimii varsa tektir.
i) (3.4) nin ¢6ziimii U ve (3.5) in ¢Oziimii {uj}jtol arasinda, ustteki teoremin

kabiilleri altinda u € C*(I) sartiyla
iii)

h? 4
_ I < — 4 | =
|uj u(xj)| <3 Kr?glx|u (x)|, j=12,..,N+1,
bagintis1 vardir (Isaacson ve Keller, 1994).

3.4. Kovma Metodu (Thomas Algoritmasi)

Metod genel olarak ti¢lii kdsegene sahip

Dx

I
\'3



27

bigimindeki lineer denklem sistemlerinin ¢6ziimiinii bulmada kullanilir. Katsay1 matrisi
olan D matrisinin esas kosegeni ve ona komsu olan iki kdsegeni disindaki diger tim

elemanlar sifirdan olusur. Boyle sistemler

Aiyi-1 = Cyi+Biyiya =—-F, i=12.,N-1 (3.6)
Yo=4, Yv=B5 (3.7)

seklinde yazilabilirler. Sisteme uyan kare matris N — 1 boyutlu olacaktir. Metodun

islem formiillerini bulmak i¢in sistemin ¢oziimiinii

Vi = Wi)’i+1 + Ti , 1= 0,1,2, woN—1 (38)

formunda arayalim. Burada W; = W (x;) ve T; = T (x;) bulunmas1 gereken degerlerdir.

(3.8) denkleminden
Vi-1 = Wio1yi+Ti—4 (3.9)

bulunur. (3.9) denklemi (3.6 denkleminde kullanilir ve gerekli diizeltmeler yapilirsa

_ [ B; ] + A;T;_1 + F; 310
elde edilir. (3.6) ve (3.10) karsilagtirtlirsa
W, =—2i 7, = Alith (3.11)

- l
Ci—AW;—,’ Ci—AiW;_4

rekiirans bagintilar1 bulunur. Bu rekiirans bagintilarin1 ¢6zmek icin W, ve T, baslangic
degerlerine ihtiya¢ vardir. Verilen sinir sartlarindan W, = 0 segilirse T, = y, bulunur.
Bu baslangic sartlar1 kullanilarak i = 1,2,...,N — 1 degerleri i¢in W; ve T; degerleri
hesaplanabilir. W; ve T; ninbu degerleri (3.8) denkleminde kullanilarak da
i=12,..,N—1 icin y; degerleri elde edilir. Bu algoritmanin uygulanabilmesi igin
(3.11) denklemlerindeki C; — A;W;_; ifadesinin sifirdan farkli olmas1 gerektigi agiktir.
Bu ise
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A;#0, B;#0,|C;)|= |A]+I|Bl, i=12,..,N—1,

olmasini gerektirir. Maksimum prensibi tanimi1 geregi

Ai>0,Bi>0, ve Cl—Al—BIZO

kosullarinin saglanmasi halinde kovma siireci kararli olmaktadir Kovma metodu

literatiirde fark invaryant imbedding algoritmast ve Thomas algoritmasi olarak da

adlandirilmaktadir (Amirali ve Amirali, 2018).



4. SINGULER PERTURBE OZELLIKLi LINEER REAKSIYON-DIiFUZYON
DENKLEMI

Bu boliimde singiiler pertiirbe 6zellikli lineer reaksiyon-difiizyon sinir deger
problemi ele almmistir. Ilkdnce problemin ¢dziimiiniin baz1 6zellikleri verilmis, daha
sonra pertiirbe teorisinden faydalanarak hesaplanmis tistel katsayili fark problemi elde
edilmistir. Bu problemin ¢6ziimii i¢in Numerov metoduna dayali klasik fark semasi ve
iistel katsayili fark semasi elde edilmistir. Daha sonra semanin ¢ézlimiiniin, kararliligi ve
yakinsaklig1 incelenmistir. Teorik ¢aligma literatiir 6rnegi ile desteklenmistir.

Simdi, miithendisligin bir¢ok dalinda model olarak kullanilan singiiler pertiirbe

ozellikli lineer reaksiyon-difiizyon

Lu=—eu"(x) +a(ulx)=f(x), 0<x<l| (4.1)
u(0) = A4, u(l) = B, (4.2)

problemini ele alalim. Burada €, 0 <& K1 olacak sekilde bir pertiirbasyon
parametresi, a ve f fonksiyonlar1 [0, ![] araliginda yeterince diizgiin fonksiyonlar dyle
Ki a(x) = a > 0 dir. Ayrica (4.1) — (4.2) problemi x = 0, x = [ noktalarinda sinir
katmanina sahiptir (Phaneendra ve ark., 2010; Miller ve ark., 2012).

Problemin nilimerik ¢6ziimiine ge¢meden Once analitik c¢oziimiiniin bazi
ozelliklerini tanitalim. Bunun i¢in asagida verilen Lemma 4.1.1 ve Lemma 4.1.2

lemmalari ispatlariyla birlikte Amirali ve Amirali (2018) kaynaginda yer almaktadir.

4.1. Siirekli Problemin Baz1 Ozellikleri

Lemma 4.1.1 Herhangi bir v(x) € C[0,1] n C2(0,1) fonksiyonu i¢in asagidaki

degerlendirme gecerlidir.

v < (O] + lvD] + a™ o SZ Lv ()], O=<x<l (4.3)

Ispat:
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¥Y(x) = +v(x) + [v(0)| + |[v(D] + a1 | Lv(x)], 0<x<lL (4.4)

fonksiyonunu ele alalim. Bu durumda

w(0) =0, ¥(1) >0 (4.5)
ve
L¥(x) = 0 (4.6)

saglanir. Maksimum prensibinden W(x) > 0 olacagindan (4.3) iin ispat1 tamamlanmis

olur.

Lemma4.1.2 a(x), f(x) verilen yeterince diizgiin fonksiyonlar ve u(x) de (4.1) —

(4.2) probleminin tam ¢6ziimii olsun. O zaman asagidaki degerlendirmeler gegerlidir.

lu@)llo <C, 0<x<I (4.7)
1 Vax Va(l-x)

lu' ()| < 1+?e Ve +e Ve |, 0<x<l (4.8)
&

Ispat: Lemma 4.1.1, (4.1) — (4.2) problemine uygulanirsa

[uC)l < 141+ B] + ™" max|f ()|

bulunur. Bu ise bize (4.7) esitsizligini verir. (4.8) esitsizligini ispat etmek igin (4.1)

denkleminin tirevini alalim. Buradan

Lv(x) = ¢(x) (4.9)
1 1

p(0) = 0 <$) v(l) = 0 (\/_E) (4.10)

bulunur. Burada

v(x) =u'(x), @) =f"(x)—a @ulx) (4.11)

dir.
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(4.9) — (4.10) probleminin ¢6ziimii

v(x) = vo(x) + v, (x)

(4.12)

bi¢giminde diistiniilecek olunursa bu takdirde vy(x) ve v;(x) fonksiyonlari sirasiyla

asagidaki problemlerin ¢oziimii olurlar.

{Lvo =px), 0<x<lI
v(0) = vy(l) =0,

Lv; =0, 0<x<lI
{v1(0> =0(1/Ve), O =0(1/VE).

(4.13) probleminin ¢6ziimii i¢in Lemma 4.1.1 den
[vo(x)| < @™ max|o(s)|
ve dolayisiyla
lvo(x)| < C, 0<x<l
bulunur. Maksimum prensibini (4.14) problemine uygularsak,
v ()] < wx)
bulunur. w(x) ise

{—ew”+aw’=0, 0<x<l
w(0) = v (0), w(@ = [vi(D]

probleminin ¢6ziimiidiir. Problemin ¢6ziimii

{lv1 (0] sinh(y/a(l = x)/Ve) + |v; (D)]sinh (Vax/ve)}

w(x) =

1
sinh (vVal/Ve)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)
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formundadir. Burada

oldugunu biliyoruz. Oyleyse

va Ve,
smh(\/a_(l—x)/\/g) ~ e\/z(l x) e \/E(l x)

inh (Val - Va Va
sinh (Val/Ve) RCH -0

ve

Yoy Ve
sinh(Va(x)/Ve) eVe " —e Ve
sinh Wa())/Ve) e%” - —a

esitsizlikleri saglanir ve

(4.14) ten

lv1(0)] < \/—

oldugu goz oniine alinirsa kolaylikla

Vax Va(l-x)
w(x)<7_ e Ve +e Ve

bulunur. O zaman (4.15) — (4.16) ve (4.19) esitsizlikleri

[u' (O] < [vo ()] + [v1(x)]

esitsizliginde birlestirilirse bu esitsizlikten istenen (4.8) elde edilir. Bu da ispat1

tamamlar.
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4.2. Sebekenin Olusturulmasi

4.2.1. Ustel katsayili fark semasi

Bu kesimde (4.1) — (4.2) probleminin ¢6ziimii i¢in diizgiin bir sebeke tizerinde
kurulu tistel katsay1 ¢arpanina sahip bir niimerik sema olusturacagiz. wy, [0,[] araligi

tizerindeki diizgiin sebekeyi gostersin.
w,={x; =ih, i=12,..,N—1, h =1/N}, wy,=wyU{x =01}

Notasyonu kolaylagtirmak i¢in herhangi bir w(x) fonksiyonu i¢in w; = w(x;)
alalm. Ustelik w; de u(x) inx; noktasindaki bir yaklasimini gdstersin. Wy iizerinde

taniml1 herhangi bir sebeke fonksiyonu w; icin

Wi — Wi _ Wiy =Wy _ Wi — Wy
h ) Wx,i - h ) fo,i - h )

Wxi =
fark tiirevlerini kullanacagiz ve norm ise

IWllcw,) = max [wil

seklinde tanimlidir. (4.1) in dstel katsayili fark yaklagimini bulmak igin Amirali ve

Amirali (2018) de verilen asagidaki baginti ve baz fonksiyonlari ile tanimlamalari

kullanacagiz.
Xit+1 Xit+1

X;th™?! j Lu(x)p;(x)dx =x;*h™! f fe;(x)dx, i=12,..,N—1, (4.20)
Xi—q Xi-1

Burada iistel taban fonksiyonlar1

Xit+1
_ 2tanh (y;h/2) a(x;)
Xxi=h"! f @i(x)dx = l , Vi = l
yih £

Xi-1
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olmak tlizere

® _ sinh, (x — x;_1)

; - , X < x <X
@i sinh, h -1 :

pi(x) = 2 _ sinhy, (xi41 — X) ey
¢ sinhy, h ro 1

0 ) X ¢ (‘xi—llxi-l-l)

seklindedir. Hemen belirtelim ki (pi(l) ve (pi(z) fonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki

problemlerin ¢oziimleridir.

—ep"'(x) +a;p(x) =0, x;_1 <x<x;
4.21
LoCes) =0, oix) =1 21
—ep"(x) +a;p(x) =0, x; <x <Xj4q
4.22
{(p(xi) =1 ¢(i1)=0 (4.22)
(4.20) bagintis;, Amirali ve Amirali (2018) deki yaklasimlar yardimiyla
Xi+1
X;teh™! ] ] )uj(x)dx +
Xi-1
i tah Tt M u()@i(dx = fi— Ryi=1,..,N -1, (4.23)
formunda yazilabilir 6yle ki
Xit+1
Re=xht [ a0 - aoluedx +
Xi-1
X T () — Ol (0)dx (4:24)

seklindedir. (x;_q,%;) ve (x;,x;41) araligmin her biri iizerinde quadratiir formiilleri

Amirali ve Amirali (2018) kullanilirsa (4.23) iin sol tarafi i¢in
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Xi+1 Xi+1

X tehd f LX) dx 4 ah ! f w0 dx

Xi-1 Xi-1

xi
_ _ 1
= —ex; {1+ ae? f‘Pl( )(x) (x — x;)dx Ugy,i
Xi-1
xi Xi+i

+ax;t 4t f(pi(l)(x)dx+f <pi(2)(x)dx u;

Xi-1 Xi
= —€0iUgy; + a;uy (4.25)

bulunur. Burada

X Xi+1
; = x; {1 + a;e7t f qoi(l)(x)(x — xi)dx} =x;t {1 —q;e7?t f goi(z)(x)(x — xl-)dx}

Xi—1 Xi

dir. Basit hesaplamalardan sonra iistel katsayili ¢arpan igin

9. = ap® p= h
l 4sinh2(\/a. g)’ Ve

bulunur. Buradan hareketle (4.1) denklemi i¢in
lyi = _Eeiyfx’l' + a;y;i = fl — Ri' i = 1,2, ,N -1 (426)

bagintis1 elde edilir. Eger denklemdeki R; ihmal edilirse  (4.1) — (4.2) problemine

karsilik kullanacagimiz tistel katsayili fark semast

{lyl' = —€0Yex, + iy = fi i=12,..,N—-1
Yo =4, yn =B
elde edilir.

(4.27)
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4.2.2. Ustel katsayih carpanin bulunmasi icin bir baska yontem

Singiiler pertiirbe 06zellikli lineer reaksiyon-difiizyon denklemi olan (4.1)
denkleminin —eu" (x) + a(x)u(x) = 0 seklindeki homojen kismini géz 6niine alalim.
Bunun i¢in

LN = —£662 +1

operatoriinii tanimlayalim. Homojen denklemin ¢6ziimii

X

X
ae Ve 4+ beve
formundadir. Dolayisiyla
X X
LY (e Ve + e\/E) =0

saglanir. x in bir (x;_q,%;41) aralifmda LY operatorii uygulanirsa

~Xi—1 ~Xi  ~Xit1 Xi—1 Xi  Xit1
e Ve —2eVete Ve e Ve —2eVete Ve i 1
—¢0 2 ;. 2 = —(e Ve +eVe)
olur. p= % alinirsa denklem
X X
6 e Ve +eve
,0_2 = —Xi-1 —Xi —xz+1 Xi—1 Xi Xit+1
(e Ve —2eVete Ve )+ (e Ve —2eVe+e Ve)

Xi
Paydadaki birinci toplam ef ikinci toplam da eve parantezine alinir;

h=(x; = x-1) = (Xip1 — %) ve (xi_q1—x)=(x;—x;41) =—h
degerleri yerine yazilirsa

—Xi X
p?(e Ve +eVe)
“h % R Y
(e\/_ 2+evVe) eVe 4 (eVe—2 + eVe) eve

0 =
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olur. Payda ortak paranteze alinirsa

p
0=—F—=
eveteve — 2
elde edilir. Bu ise
o p* I A
- h —-h - — - —
oVeteTE 2coshp —2  2(coshp —1)
2 ) -2

coshp = 2sinh? (g) +1

oldugundan, sonugcta tistel katsayili carpan i¢in bir formiil

p/2

9= G (;)/2))2

olarak bulunur.

4.2.3. Numerov Semasi

Numerov metodu ilk defa B.V. Noumerov tarafindan (Noumerov, 1924)
caligmasinda, gezegenlerin pertiitbe hareketinin etkisini 1iyilestirmek amaciyla
kullanilmistir. Bu kesimde (4.1) — (4.2) problemi i¢in Numerov metoduna dayali fark

semasim elde edecegiz. Ik dnce Taylor serisinden Numerov metodunda kullanacagimiz

bagintiy1 yazalim.

/ 1 " 1 " 1 1 5
Virr = Yo+ hyl + W2y + 3y + mhty® 4 2 hty S + 0(h)

’ 1 " 1 " 1 4 1
Yi-1 =Y —hy; + zth’i - ith’i + Zh4y'( =

= h%y Y + o)

l

yazilabileceginden iki denklem taraf tarafa toplanirsa
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14 1
Yir1 = 2+ ¥ = R2y{ + Sty + 0(h)

yazilabilir. Her iki tarafi h? ye bolersek

YVi+1 Zy +y 1 " 1 "
2 hzl =y, + Ry + 0(h*)

elde edilir. Hata terimi atilir, y;" ve yi(4) terimleri yerine de ilgili karsiliklar1 yazilirsa

(4.1) — (4.2) problemi i¢in, 6nceki bolimde tanimlanan diizgiin sebeke tizerindeki

Numerov metoduna dayali

i -2 i+ i— 1
5% = E(ai—Q’i—l + 10a;y; + ai41Yiv1 — fi-1 — 10f; — fir1) (4.28)

rekiirans bagintis1 bulunur. Gerekli diizenleme yapilirsa

€ Qg 28 10a € Qi 1
i=12,..,N-1 (4.29)

elde edilir. Bu ise

Fi= = (s + 10/ + fiu)
kisaltmalari ile
Aiyi_1 — Ciy; + Biyiy1 = —Fj, i=12,..,N—-1 (4.30)
ticlii band (tridiagonal) sistemi oldugu goriiliir.
A; >0, B; >0, Ci—A;—B;>0 (4.31)

oldugundan Amirali ve Amirali (2018) den sistemin bir ¢dziime sahip oldugu

bilinmektedir. Bu sistem kovma metodu (Thomas algoritmasi) ile ¢oziilebilir.
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4.2.4. Ustel katsayih Numerov semasi

Ustel katsayili carpan 6; , Numerov metoduna dayali (4.28) rekurans bagmtisinda

isleme konursa sema

Vit1—2Yityi-
€9i i+1 itVi-1 _

1
2 ’ry (@i—1Yi-1 +10a;y; + aj11Yi41) =

1 .
- _E(ﬁ_l + 10ﬁ + ﬁ+1); L= 1;2; ,N - 1' (432)

halini alir. Gerekli diizenleme yapilirsa problemin yaklasik ¢éziimiinii bulmak igin

kullanacagimiz
£9i a_q 2891' 10ai €9i aitq
(= 32)m = G+ o (3~ v =
1 :
= _E(fi_l + 10f; + fiz1), i=12,..,N—-1 (4.33)

Ustel katsayili Numerov semasini elde ederiz. Yukarida yapilan islemlere benzer olarak

Fi= = (fios + 10/ 4 fiu)
alinirsa
Aiyi-q1 — Cy; + By, = —F i=12,..,N—-1 (4.34)

katsay1 farki ile benzer ii¢lii band (tridiagonal) sistemi elde edilir. Katsayilar ayni

sartlara sahiptir ve bu ylizden ¢dziimii ayn1 metodla bulunabilir.
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4.3. Yakinsaklik Analizi

{13’1' = —€0Yex,i ta;yi=fi, i=12,..,,N—-1

Yo=A yy =B (4.35)

fark semasi (4.1) denkleminin yaklasik ¢oziimii i¢in Onerilen tistel katsay1 ¢arpanli bir
semadir. u;, (4.1)probleminin x; noktasindaki ¢6ziimii ve y; de (4.35) in ¢dziimii olmak

tizere 0 < i < N i¢in z; = y; — u; olsun. Amacimiz
lzi=R;; zg=2zy =0 (4.36)
problemini saglayan z; yaklasim hatasini hesaplamaktir. Burada R; (4.26) ile verilen ve
(4.24) ile ifade edilen kesim hatasidir.

Burada her ne kadar Numerov metoduna dayali {istel katsayili fark semasi verilse
de benzerligi géz oniinde bulundurularak hata analizi igin Amirali ve Amirali (2018)

kaynaginda ispati ile birlikte yer alan asagidaki iki teoremi Ve ispatini verelim.

Teorem 4.3.1 a(x), f(x) € C1[0,1] olsun. u;, (4.1) — (4.2) probleminin ¢dziimii ve y;

de (4.35) in ¢6ziimii olsun. O zaman asagidaki esitsizlik saglanir.
ly —ulles,) < Ch (4.37)
Ispat. Fark maksimum prensibi (4.36) problemine uygulanirsa
Izllcw,) < @ IRllcaw,) (4.38)
elde edilir. (4.24) ten

IRl<ch, i=12..,N—1

oldugu aciktir. Dolayisiyla bu da teoremin ispatini tamamlar.
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Teorem 4.3.2 a(x), f(x) € C?[0,1] ve a’(0) = a’(l) = 0 olsun. O zaman asagidaki

esitsizlik gecerlidir.

ly = ulleq,) < Ch2

(4.39)

Ispat. Hatay1 R; = R,V + R;® formunda yazarsak R;Vve R;® sirasiyla

Xi+1

R® =y h ] [a(x) — a(x)] w()g; () dx

Xi-1

R® =x'h™t | [f(x) — f(O)] @i(x)dx

14

bi¢iminde olur.

(4.41) in
|R®| =0, i=12,..,N-1

esitsizligini sagladigini1 gosterelim.

(4.41) denkleminde

(x — xi)z

fO) = fla) = (e =x)f () + ————f7 (0,

ve

f;”l(x —x;) @;i(x)dx =0 yaklagimlari kullanilirsa

i-1

Xi+1

R = WG [ G- a0 oid
Xi-1

1 Xi+1
- E)(i_lh_l
X

4

(4.40)

(4.41)

(4.42)

$i € (x,%)

(= x)?f" (&) (X)) dx
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Xi+1

= f (x = x)*F"(£,(0)) @ () dx

Xi—

bulunur. O halde

Xi+1
2

h
RO < 2arnn max @I [ e = max (ol
[xi-1%i41] 2 [xi—1.Xi41]
Xi-1

bulunur ki buradan istenen sonug elde edilir. Simdi de (4.40) yaklasiminin
R =0, i=12,..,N-1 (4.43)
esitsizligini sagladigini gosterelim. Asagidaki

(x = x;)?

a(x) —a(x;) = (x —x)a’(x;) + >

a’(§), & € (xix)

ve
ue) = ulx) + (x —x)u'(m), ;i € (x,%)

yaklasimlarini kullanirsak

RO = [ L) - abluCe @i
= 27 () j (x — xu(x) @ ()dx

Sy j (x — 220" (€00 Ju() @y(x)dx

l—
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Xi+1

= 2t a () f (x - x) @i (x)dx

Xi+1

xR (xy) f (x — 202w (1:00)) e dx

Xi-1

Xi+1

o [ )M @) e

i—

Xi+1

=xith7ta () | Ge—x)*u (i) @i (x)dx +

1 _1;- i "
+-Xi L f;i:(x — x;)%a" (&) )u(x) @;(x)dx. (4.44)
olur.
la" oy < C, llullco < € ve |x — x;|* < h?

oldugundan (4.44) nin ikinci terimi igin

Xi+

1 -1p,-1 1 2,01 2 :

S Xi h (x — x)%a" (&;())u(x) p;(x)dx| < Ch%, i=12,..,N—1. (4.45)
Xi-1

bulunur. (4.44) nin ilk terimi i¢in Lemma 4.1.2 den

1 Van; Va(l-n;)
W) <C{1+—=(e Ve +e Ve
Ve

1 Vaxi_, Va(l-xiy1)
<C{1+—|e Ve +e Ve , i=23,..,N—2.
&
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yazilabilir. Bu esitsizlik (4.44) in ilk teriminde yerine yazilirsa

Xi+1
Y () f (x = x)2 (7:(0) 9 (x| <
Xi-1
Xi+1
< Cx M a! ()| f (x = %2 @y (x)dx +
Xi-1

Xi+1
_Vaxi_,

1
4= O (o) f @ —x)?@i(0e VE dx
y

Ve

-1

va(l-xi44)

+é€){{1h‘1|a’(xi)| f;:l(x —x)?pi(x)e E dx (4.46)

yazilabilir. Ilk terim i¢in yaklasimim O (h?) oldugu asikardir. ikinci terime gelirsek,

a'(0)=0vetet <e7s, (t=0)

oldugundan

Xi+1 N
1 -1 -1,/ 2 -
O] [ - ee Ve dx
Ve

Xi-1

Xi+1
vaxi_,

1 _ _Na&Xi—q
<—Cyxitha"(&)|xe Ve (x — x)% @; (x)dx
Ve
Xi-1
. Naxi — Naxi_
< nrlleT Ve <epr il
Ve Xi—1 Ve
_\/Exi—l

i
SCR—e 2E SGR, i1
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oldugu goriiliir.

(4.46) denkleminin iigiincii terimi i¢in, a’ (1) = 0 oldugundan O(h?) mertebesine sahip
oldugunu gosterebiliriz. Boylece (4.43) yaklasimi i = 2,3, ..., N — 2 igin saglanir.
Geriye kalan i = 1 degeri i¢in, yaklasimin saglandigini su sekilde gosterebiliriz. i =

N — 1 i¢in de benzer sekilde gosterilebilir. Eger

! (x B xl)z "
a(x) —a(x;) = (x —xy)a’(x) + — a (¢, & € (xy,x)
ve
uG) = uC) + [ /()
kullanirsak

R® = 7 Gy [ — ) [ 7 0 (©) dE| (o)

1 xz
o aT [ = 0% (6100)Ju) 0r () (447)

bulunur. (4.47) denkleminin ikinci terimi agiktir ki O (h?) formundadir. Ilk teriminde

a’'(0) = 0 oldugu goz 6niine alinirsa Lemma 4.1.2 nin uygulanmasiyla

X

Xt () f (x —x1) f ' (€) dé | gy (x)dx

X0

2 2 1 Vax Va(l-x)
< Ia'(xl)lhfIu'(x)ldeCxlhIa”(ﬁl)l f {1 +T<e VE te  VE ) dx
E
Xo Xo

X2

1 [ e 1 _,Yah
< C,h? h+TJ-e Vedx s < Cih?{h+ (Wa) |1—e " Ve |} =0(h?)
)
Xo
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olur. Buradan
| = 0(h), |RE, | = 0(h?)

yazilabilir. Boylece
IRllcow,y < Ch?

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

4.4. Ornek Problem (Phaneendra ve ark., 2010)

{eu”(x) —u(x) = cos?(mx) + 2em? cos(2mx), x € [0,1]

u(0)=u(1)=0 (4.48)

problemini ele alalim. Bu problemin probleminin tam ¢éziimii

_(a-x x

e V& +e Ve
u(x) = — — cos?(mx)

1+e_\/_E

seklindedir.

Tam ¢oziim ile yaklasik ¢oziimiin grafikleri sirasiyla Klasik iistel katsayili sema (Sekil
4.1), klasik Numerov semasi (Sekil 4.2) ve istel katsayili Numerov semasi (Sekil 4.3)’te
verilmistir. Tam ¢6ziim ile yaklasik c¢oziimiiniin farkinin mutlak degerlerinin
maksimumlarindan olusan klasik tistel katsayili sema sonuglar1 Cizelge 4.1°de, klasik
Numerov semasi sonuclar1 Cizelge4.4.2’de ve {istel katsayili Numerov semasit sonuglari
da Cizelge 4.3’te verilmistir. Ayrica Onerilen semanin sonuglari ile literatiir sonuglari
(Phaneendra ve ark., 2010) ortak tablolarla iki farkli & degeri i¢in Cizelge 4.4 ve Cizelge

4.5’te verilmistir.
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Cizelge 4.1. Ornek 4.4’te iistel katsayili klasik sema icin mutlak hata degerleri ile

yakinsaklik hizlar

£ N=2° N=26 N=27 N=28 N=2° PN
2° 1.7963e-3 4.4894e-4 1.1222e-4 2.8058e-5 6.9625e-6

2.000 2.000 2.000 2011 - 2.011
26 1.6632e-3 4.1617e-4 1.0407e-4 2.6019e-5 6.51e-6

1.999 2.000 2.000 2000 - 2.000
27 1.6106e-3 4.0396e-4 1.0107e-4 2.5237e-5 6.3287e-6

1.995 2.000 1.997 2020 - 2.020
28 1.5906e-3 4.0080e-4 1.0040e-4 2.5114e-5 6.30e-6

1.989 1.997 1.999 199 - 1.999
29 1.57e-3 3.99e-4 1.00e-4 2.51e-5 6.2962e-6

1.975 1.994 1.998 2001 - 2.001
pN 1.975 2.000 1.998 2001 e s

Tam Coziim - - - - Klasik Ustel Katsayvili Setnal

Sekil 4.1. N=512ve ¢ = 27¢
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Cizelge 4.2. Ornek 4.4’te Numerov semas! i¢in mutlak hata degerleri ile yakimsaklik
hizlar

£ N =25 N =26 N =27 N =28 N =2° BN

2% 1.7968e-3 4.4898e-4 1.1222e-4 2.8029e-5 6.9629¢-6

2.001 2.000 2.001 2009 - 2.009
2¢ 1.6652e-3 4.1630e-4 1.0407e-4 2.5933e-5 6.4166e-6

2.000 2.000 2.005 2015 - 2.015
27 1.6171e-3 4.0437e-4 1.0109e-4 2.5221e-5 6.2379e-6

2.000 2.000 2.003 2016 - 2.016
28 1.6072e-3 4.0185e-4 1.0046e-4 2.5111e-5 6.2309e-6

2.000 2.000 2.000 2011 - 2.011
2° 1.6065e-3 4.0161e-4 1.0040e-4 2.5098e-5 6.2689¢-6

2.000 2.000 2.000 2001 - 2.001
pN 2.000 2.000 2.000 2.001

_D_q__

w =05

_D_ﬁ_-
_D__I,' -
_[}_E B

_D_g._

I— Tam Coziim =" - Klasik Numerov

Sekil 4.2. N =512 ve ¢ = 276,
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Cizelge 4.3. Ornek 4.4’te iistel katsayili Numerov semas i¢in mutlak hata degerleri ile
yakinsaklik hizlari

£ N =25 N =28 N =27 N =28 N =2° BN

2% 6.3655e-4 1.5889¢e-4 3.9772e-5 1.0043e-5 3.1694e-6

2.002 1.998 1.986 1664 - 2.002
2¢ 1.3114e-3 3.2893e-4 8.2233e-5 2.0781e-5 5.3661e-6

1.995 2.000 1.984 1953 - 2.000
27 2.5202e-3 6.2813e-4 1.5695e-4 3.9483e-5 1.0146e-5

2.004 2.001 1.991 1960 - 2.004
28 4.6455¢e-3 1.1539%-3 2.8832e-3 7.2178e-5 1.8420e-5

2.009 2.001 1.998 1970 - 2.009
2° 8.2953e-3 2.1497e-3 5.3567e-4 1.3385e-4 3.3702e-4

1.948 2.005 2.001 1990 - 2.005
pN 1.948 2.005 2.001 1.990

I

Sekil 4.3. N =512 ve ¢ = 276,

Tam Cézim - - Ustel Katsavili Numerov $ema|
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Cizelge 4.4. Ornek 4.4 sonuglarinin bir 6rnek literatiir sonucuyla karsilastirmasi (N =100
ve £ = 273 igin)

Klasik Ustel Klasik Ustel Katsayili
x degeri Phaneendra ve Katsayili Numerov Numerov Tam Coziim
ark.(2010)
Sema Sema Sema

0.00 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000

0.01 -0.2701197 -0.2718704 -0.2701247 -0.2711283 -0.2701120
0.02 -0.4647713 -0.4683285 -0.4647787 -0.4662516 -0.4647717
0.05 -0.7697869 -0.7788789 -0.7697944 -0.7712647 -0.7697876
0.10 -0.8621783 -0.880008 -0.8621821 -0.8628577 -0.8621793
0.20 -0.6527151 -0.6823323 -0.6527170 -0.6528120 -0.6527167
0.30 -0.3454138 -0.3755386 -0.3454157 -0.3453699 -0.3454157
0.40 -0.0954872 -0.1146140 -0.0954883 -0.0953610 -0.0954883
0.50 -0.0000005 -0.0082298 0.0000000 0.0015776 0.0000003

0.60 -0.0954914 -0.0776946 -0.0954883 -0.0953610 -0.0954883
0.70 -0.3454206 -0.3158017 -0.3454157 -0.3453699 -0.3454157
0.80 -0.6527218 -0.6225954 -0.6527170 -0.6528120 -0.6527167
0.90 -0.8621823 -0.8430884 -0.8621821 -0.8628577 -0.8621793
0.92 -0.8584825 -0.8426946 -0.8584843 -0.8594464 -0.8584801
0.95 -0.7697890 -0.7594692 -0.7697944 -0.7712647 -0.7697876
0.98 -0.4647722 -0.4604562 -0.4647787 -0.4662516 -0.4647717
0.99 -0.2701202 -0.2679264 -0.2701247 -0.2711283 -0.2701120

1.00 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000
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Cizelge 4.5. Ornek 4.4 sonuglarinin bir 6rnek literatiir sonucuyla karsilastirmasi (N =100
ve £ = 27* icin)

. Klasik Ustel Katsayili
) Phaneendra ve Klasik Ustel
X degeri Numerov Numerov Tam Co6ziim
ark.(2010) Katsayili Sema

Sema Sema

0.00 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000

0.01 -0.6311290 -0.6325826 -0.6318753 -0.6473048 -0.6311339
0.02 -0.8607154 -0.8639468 -0.8612670 -0.8724230 -0.8607221
0.05 -0.9687830 -0.9777109 -0.9688579 -0.9702864 -0.9687903
0.10 -0.9044564 -0.9222508 -0.9044640 -0.9046057 -0.9044631
0.20 -0.6545048 -0.6841199 -0.6545085 -0.6545567 -0.6545085
0.30 -0.3454919 -0.3756161 -0.3454915 -0.3454433 -0.3454915
0.40 -0.0954962 -0. 1146227 -0.0954915 -0.0953653 -0.0954915
0.50 -0.0000079 -0.00830332 0.0000000 0.00156017 0.0000000

0.60 -0.0955004 -0.0777038 -0.0954915 -0.0953653 -0.0954915
0.70 -0.3454988 -0.3158801 -0.3454915 -0.3454433 -0.3454915
0.80 -0.6545116 -0.6243839 -0.6545085 -0.6545567 -0.6545085
0.90 -0.9044606 -0.8853319 -0.9044640 -0.9046057 -0.9044631
0.92 -0.9378142 -0.9219610 -0.9378232 -0.9380554 -0.9378179
0.95 -0.9687852 -0.9583015 -0.9688579 -0.9702864 -0.9687903
0.98 -0.8607163 -0.8560746 -0.8612670 -0.8724230 -0.8607221
0.99 -0.6311294 -0.6286387 -0.6318753 -0.6473048 -0.6311339

1.00 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000
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4.4 Ornek probleminin sonuglar1 Cizelge 4.1, Cizelge 4.2 ve Cizelge 4.3¢
bakildiginda klasik iistel katsayili semanin sonuglarinda ¢ degerinin kiiclilmesiyle
maksimum hata miktarinin arttig1 goriilmektedir. Ancak gerek Cizelge 4.2 ve gerekse
Cizelge 4.3 sonuglarindan € degerinin kii¢iilmesiyle hata paymin nispeten daha az arttig,
bunun yaninda artan N degerlerine gére mutlak hata miktarinin azaldig1 goriilmektedir.
Onerilen semalarin 2.mertebeden bir yakinsama gdsterdigi ayrica yine 2. mertebeden bir
diizglin yakinsama gosterdigi goriilmektedir.

Ornegimizin literatiir sonuglariyla karsilastirildigi Cizelge 4.4 ve Cizelge 4.5%
bakildiginda Phaneendra ve ark. (2010) calismasina benzer sonuglar verdigi
goriilmektedir. Yine iistel katsayili klasik semaya gore daha iyi sonu¢ verdigi agikca

goriilmektedir.

4.5. Shishkin Sebeke (Diizgiin Parcah Sebeke)

Sebeke [0, [] araliginin {i¢ parcaya boliinmesine dayanir. Bunun i¢in ¢ ya bagh
iki gecis noktast kullanilir. o ve (1 —o0). Bu noktalar x =0vex =1 sinir

katmanlarinda olur. Burada ¢, N bir ¢ift tamsay1 olmak iizere
o = min{1/4,a 1elnN}

seklinde tanimlanir. Amag¢ fark semasinin e-diizglin yakinsak olmasini saglamaktir.
Boylece olusan alt araliklarimiz [0, 0], [0,l — ], [l — o,1] bigiminde olur. Bunlardan
[0, 0] ve [l — 0,1] deki araliklar N/4 esit uzaklikli, [o,l — o] deki araliklar ise N/2 esit
uzakligina sahiptir. [0,0], [0,l — o], [l —o,l] alt araliklarinin adim uzunluklari

sirastyla

D p@, h®

olup

4o 2(1-20)

4o
MO =— h@ = :
N

h® = —
N
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W, 3
# = %; A = B® < N 1. N1 < @ < 2N-1

seklinde tanimlanir.

[0,1] araliginda x; diigiim noktalar1 ise

o N N N 3N
xi=Lh(1),L=0,..,Z; Xl-=O’+(l—z)h(2),l=Z+1,...,—'

4'
3Ny o . 3N
Xi:1—0'+(l—T)h ,l:T+1,...,N

(I.)N =
seklinde tanimlanir (Miller ve ark. 2000).

4.5.1. Shishkin sebekede hata analizi

(4.36) fark problemini ele alalim. Bu problemin ¢6ziimii hata fonksiyonudur.

Simdi Shishkin sebekede bu fonksiyon i¢in hata degerlendirmesi yapalim.

Lemma4.5.1 a(x),f(x) € C1[0,1] olsun. u;, (4.1) — (4.2) probleminin ¢6ziimii ve y;

de (4.35) in ¢6ziimii olsun. O zaman asagidaki esitsizlik saglanir.

Izllcaw,) < ClIRllcaw,) (4.49)
Buradaz; =y, —u;; 0<i< Ndir.
Ispat. (4.36) fark probleminin ¢dziimiiniin

z(x) = z,(x) + 1z,(x) (4.50)

formunda oldugunu farz edelim. Burada z(l) = 1 € R olacak sekilde z,(x) ve z,(x)

strastyla asagidaki problemlerin ¢oziimleri olsun.

lzi=R;; z7(0)=2z(1)=0; i=12,..,N—1 (4.51)
lz;=0; z,(0) =2,()=1; i=12,..,N—-1 (4.52)
Maksimum prensibini sirasiyla bu problemlere uygularsak

|z, ()| < 1z:(0)| + |z, (D] + a Rl < @ IRl < ClIHIR ol
|z,(0)| < 12;(0)] + |z, (D] + a7 [0] < 1
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elde edilir. Bu sonuglarin birlestirilmesi ispati1 tamamlar.
Teorem 4.5.1 a(x), f(x) € C?[0,1] olsun. O zaman asagidaki esitsizlik gegerlidir.

IRllcqw,) < Ch (4.53)

Ispat: (4.24) formundaki hatayr R; = R;® + R, olacak sekilde (4.40) ve (4.41)
bigiminde ifade etmistik. {1k &nce Ri(l) e ait olan (4.40) denklemini ele alalim. Ortalama

deger teoreminden

la(x) = a(x)| = la'Ellx - x| < max|a’(0)llx — x| < CAO

bulunur. Benzer sekilde R;® e ait olan (4.41) denkleminden de

IFG) = FGl = I (Eillx = x| < max|f' (ol — x| < Ch®

bulunur. (4.7) sonucu bu iki sonugla birlestirilirse
IRl < CR®

elde edilir. Bulunan R; smirlart [0,0], [o,l — o], [l —o,l] alt araliklarinda ayrica
degerlendirilmelidir. o icin iki deger s6z konusudur. Ya ¢ = 1/4yadaoc = a™lelnN
olacaktir. Oyleyse

h = max{h®}, i=1,2,3.
olmak iizere

i) o =§ 1< i< Nolsun. O zaman h® = o :%’=%= h@ = p®

olacaktir. Dolayisiyla

IRl <CN~t=Ch

olur.

i) o = a~telnN olsun. h®) degiseceginden her bir alt aralikta degerlendirelim.
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a) [0, o] alt araliginda;

4C10 _ 4Cia”lelnN

IRl < €;p® < 24

<SCGNTURN < Ch, 1<i<-1

b) [o,l — o] araliginda,

IR; || < Clh(z) < M =
N
2C,(1 — 2atelnN)
N
3N

—+1<i<—-1
g Tist=7

< C,N~InN < Ch,

=

c) [l — o,1] araliginda,

4Cio0  4C,a " elnN

IR |l < C;h® < m

3N
< C,N7lInN < Ch,T+ 1<i<N

Disarda kalan x4 Ve X3y /4 sebeke noktalari i¢in de benzer bir sekilde,

4C,0 - 4C,a telnN

|Rn/a| < C,R® < CRD < < = < C,N~'InN < Ch

2C,(1—20) 2C,(1—2a~telnN
1A =20) _26A =207 el _ - oy < on

|Ransa| < C1R® < ;AP < < T <

oldugundan ispat tamamlanmis olur.

4.6. Ornek Problem

{eu”(x) —u(x) = cos?(mx) + 2em? cos(2mx), x € [0,1]
u(0)=u(1)=0

(4.48) literatiir ornegini tekrar ele alalim. Sinir deger probleminin Shishkin (pargali

diizgiin) sebeke iizerindeki ¢oziimiin hatas1 asagidaki tabloda verilmistir. Yine gercek
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¢oziim ile yaklagik ¢oziimiin grafigi birlikte verilmistir (Sekil 4.4). Cizelge 4.6’ya
bakildiginda Shishkin sebeke iizerinde ozellikle artan N degerlerine gore daha iyi
sonuglar alindig1 goriilmektedir. Sunulan semanin 2.mertebeden yakinsama gosterdigi

goriilmektedir. Burada @ = 0.00046 + 64¢(In N)?) almmustir.

Cizelge 4.6. Ornek 4.4 i¢in Shishkin sebekede iistel katsay1li Numerov semasinin mutlak
hata degerleri ve yakinsama hizlar

€ N=2° N=26 N=27 N=28 N=2° pN
2° 6.3488e-4 1.5767e-4 3.8815e-5 9.3852e-6 2.0848e-6

2.001 2.022 2.048 2171 - 2171
2°¢ 1.3083e-3 3.2610e-4 8.0336e-5 1.9378e-5 4.7364¢e-6

2.004 2.021 2.052 2033 - 2.052
27 2.5112e-3 6.2186e-4 1.5234e-4 3.5984e-5 9.0346e-6

2.014 2.029 2.089 1994 e 2.089
28 4.6218-3 1.1378e-3 2.7737e-4 6.3794e-5 1.6590e-5

2.022 2.036 2.120 1943 - 2.120
2° 8.2517e-3 2.1146e-3 5.1013e-4 1.1448e-4 3.1760e-5

1.964 2.051 2.156 1850 - 2.156
PN 1.964 2.051 2.156 2171 e e

0

u —04-

_[]._5 —

_[]._6_

_D._? -

_D._S_

— Tam C&zim
""" Shishkin Sebekede Ustel Katsayili Numerov Sema

Sekil 4.4. N =512 ve ¢ = 27°.



5. SINGULER PERTURBE OZELLIiKLi LINEER OLMAYAN REAKSIYON-
DIFUZYON DENKLEMI

Bu boliimde singiiler pertiirbe 6zellikli lineer olmayan (yarilineer) reaksiyon-
difiizyon sinir deger problemi ele alinmistir. Ortalama deger teoremi yardimiyla problem
lineer hale doniistiiriilerek siirekli ¢oziimiin 6zellikleri verilmistir. Daha sonra
quazilinerizasyon teknigi ile lineer fark problemleri dizisine doniistiirlen problem igin
Numerov metoduna dayali fark semasi elde edilmistir. Hatanin yakinsaklik analizi
yapilmustir. Gergek (tam) ¢6ziim bilinmediginden ¢ift sebeke yontemi yardimiyla hatalar
hesaplanmis yakinsaklik hizi hesaplanmistir. Niimerik Ornegin sonuclar1 tablo ile
verilmigtir.

Bu kesimde lineer olmayan

Lu(x) = —eu" + f(x,u) =0, 0<x<]| (5.1)
{u(O) =4, u(l)=B8B. (5.2)

reaksiyon - difuzyon denklemini ele alacagiz. Burada €, 0 < & <[ olacak sekilde bir

af(xu)

pertirbasyon parametresi; f(x,u) € C([0,l]xR), o

=>a >0 olacak sekilde

yeterince diizgiin fonksiyonlardir. Ayrica (5.1-5.2) problemi x = 0, x = [ noktalarinda
sinir katmanina sahiptir (Kopteva,ve Stynes, 2004).

Problemin lineer olmayan terimi olan f (x, u) icin ortalama deger teoremi uygulanirsa

foow) —f(x0) _of (@)

u ou

, U=yu,0<y<1

olur.

—afézﬁ) = a(x) oldugu varsayilirsa bu durumda

fGow) = f(x,0) _

u

a(x)

olur ve dolaysiyla f(x,u) = a(x)u + f(x,0) yazilabilir.
—f(x,0) = F(x) alinirsa
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Lu:=—cu"(x) +a(x)ulx) =F(x), 0<x<I, (5.3)
u(0) = A4, u(l) = B, (5.4)

lineer problemi elde edilir.
Problemin niimerik ¢oziimiine gegmeden once analitik ¢ozliimiiniin bazi 6zelliklerini
tanitalim. Asagida verilen her iki lemma da ispatlariyla birlikte asagida belirtilen

kaynaklarda mevcuttur.

5.1. Siirekli Problemin Baz1 Ozellikleri

Lemma 5.1.1 Herhangi bir wv(x) € C[0,1]nC?(0,1) fonksiyonu icin asagidaki

degerlendirme gegerlidir.

()] < [v(0)] + [v(D| + a1, % Lv(x)], 0<x<lL (5.5)
Ispat:
Y(x) = +vx) + [v0)] + [v(D] + a 2% | Lv(x)], 0<x<lL (5.6)

bariyer fonksiyonunu ele alalim. Bu durumda

w(0) >0, ¥() =0 (5.7)
ve
L¥(x) =0 (5.8)

saglanir. Maksimum prensibinden W(x) = 0 olacagindan (5.5) iin ispati tamamlanmig

olur (Amirali ve Amirali, 2018).

Lemma 5.1.2 a(x),F(x) verilen yeterince diizgiin fonksiyonlar ve u(x) de (5.3) —

(5.4) probleminin tam ¢6ziimii olsun. O zaman asagidaki degerlendirmeler gecerlidir.

lu@llw <C, 0<x<I (5.9)
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1 Vax Va(i-x)
lu' ()| < 1+\/—_ e Ve +e Ve , 0<x<l (5.10)
€

Ispat: Lemma5.1.1, (5.3) — (5.4) problemine uygulanirsa

lu(x)| < |Al + |B| + a1 max|F (x|
<x<

bulunur. Bu ise bize (5.9) esitsizligini verir. (5.10) esitsizligini ispat etmek i¢in (5.3)

denkleminin tiirevini alalim. Buradan

Lv(x) = @(x) (5.11)
v(0) = 0 (\/ig) (1) = 0 (\/ig) (5.12)

bulunur. Burada

v(x) =u'(x), @) =F'(x)—a xXulx) (5.13)

dir.
(5.11) — (5.12) probleminin ¢dziimii

v(x) = vo(x) + v1(x) (5.14)

bi¢giminde diistiniilecek olunursa bu takdirde vy(x) ve v;(x) fonksiyonlari sirasiyla

asagidaki problemlerin ¢6ziimii olurlar.

Lvg = @(x), 0 <x <

{vo(O) =v,()) =0, (5.15)
Lv; =0, 0<x<I i
{%(0) =0(1/Ve),  vi(D) = 0(1/Ve). (5.16)
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(5.15) probleminin ¢dziimii i¢gin Lemma 5.1.1 den

vo(x)| < a~ ! max|p(s
1Ol < &~ maxlp(s)|

ve dolayisiyla

lve(x)] < C, 0<x<l

bulunur. Maksimum prensibini (5.16) problemine uygularsak,
v, ()] < wx)

bulunur. w(x) ise

{—ew”+aw’ =0, 0<x<l
w(0) = |v,(0),  w( = [v, (D]

probleminin ¢ézliimiidiir. Problemin ¢6ziimii

w(x) {lv1(0)| sinh(Ja(l — x)/Ve) + vy (DIsinh (Vax/Ve)}

1
" sinh (Val/e)

formundadir. Burada

eX —e™*
h(x) =
sinh(x) 5
oldugunu biliyoruz. Oyleyse
Luw Yo g,
sinh ([ =) /VE) _ et = Ve Ay 12
Wal/Ve) B0 _ RO L a

ve

Va _Va Ja
sinh(/a()/VE) _eVe” — e T w1 e T
_ _ 1= '

sinh Va()/vVe)  ¥&; — _va, ~Y& o
eve — e Ve e

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)
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esitsizlikleri saglanir ve

C
£

(5.19) dan |v;(0)] < =, |vi (DI <

=l

oldugu goz 6niine alinirsa kolaylikla

c Vax Va(l-x)
wkx)<—=(e V¢ +e ¢ (5.21)

Ve
oldugu gosterilebilir. O zaman (5.17) — (5.18) ve (5.21) esitsizlikleri

[u' ()| < |vo ()] + [v1 ()]

esitsizliginde birlestirilirse bu esitsizlikten istenen

1 Jax Va(l-x)
W' ()| <{1+—=(e Ve +e Ve
Ve

elde edilir (Amirali ve Amirali, 2018).

5.2. Sebekenin Olusturulmasi

5.2.1. Ustel katsayil fark semasi

Bu kesimde (5.3) — (5.4) probleminin ¢6ziimii i¢in diizgiin bir sebeke tizerinde
kurulu tistel katsay1 ¢arpanina sahip bir niimerik sema olusturacagiz. wy, [0,1] araligi

tizerindeki diizgiin sebekeyi gdstersin.

Wh:{xi:ih, i:1,2,...,N—1, h:]./N}, Wh:WhU{x:(),l}.
Notasyonu kolaylastirmak icin herhangi bir w(x) fonksiyonu i¢in w; = w(x;) alalim.
Ustelik w; de u(x) inx; noktasindaki bir yaklagimini gdstersin. wy iizerinde taniml

herhangi bir sebeke fonksiyonu w; igin



fark tiirevlerini kullanacagiz ve norm ise
||W||C(wh) = glg>§1|wi|

seklinde tanimlidir. (5.3) in fark yaklasimmi bulmak igin (x;_q,x;) Ve (X, Xiz1),

araliklari tizerinde asagidaki 6zdesligi Amirali ve Amirali (2018) kullanacagiz.

Xit+1

X1 f Lu(0) @ (x)dx =0, (5.22)

Xi-1

(5.22) denkleminde Lu(x) ifadesinin karsiligi (5.1) den yerine yazilir, f(x;, w) ifadesi

de denkleme eklenip ¢ikrildiktan sonra gerekli diizenlemeler yapilirsa
lJ’i = _ggiyfx,i + f(xl-,yi) = Rl', i = 1,2, ,N -1 (523)

elde edilir. Burada R;

R, =xi‘1h‘1{ f (G y) — o )i ()dx + f () —f(xi,yi))somx)dx}

-1 -1

= xR (o y) = £ v ()dal (5.24)
seklindedir. Ayrica 0; bir iistel katsayili carpandir ve basit hesaplamalardan sonra

Bi = XI__l = 1.
bulunur. Eger R; terimi (5.23) denkleminden ihmal edilerek atilirsa o zaman (5.1) —
(5.2) problemi igin

{lyi =—eYei +Hfxy) =0, i=12,..,N—1

Yo=A yy =B (5.25)
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fark semasini elde ederiz. Hemen belirtelim ki burada <pi(1) ve

fonksiyonudur ve sirasiyla asagidaki problemlerin ¢6ziimleridir.
—e; D" = 0,0,D(x) = 1,0,V (x;21) =0,
—e0;@" = 0,0,P(x) = 1,0, (x341) = 0.
Bu ¢oziimlerde
Xi=ht f,zil @;i(x)dx =1.
olmak iizere

X — X;_

l h
(x) = Xi - X
@i(x) (Pi(Z) = ¥, X <x < Xjy1
0 , x€&(Xi-1,%i41)

seklindedir.

5.2.2. Numerov semasi

o® birer taban

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

Bu kesimde (5.3) — (5.4) problemi i¢gin Numerov metoduna dayali fark semasini

elde edecegiz. Onceki boliimde tanimlanan diizgiin sebeke iizerindeki Numerov

metoduna dayali rekiirans bagintisi

Yit1=2YitYi—1
e—
h2

bi¢iminde olur.. Gerekli diizenleme yapilirsa

1
= @1yi1 +10a:y; + ai41Yi41 — Fimg — 10F; — Fiyq) (5.30)
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£ a4 2¢ 10q; & Qi1 1
(ﬁ - E) Vi1~ (ﬁ + F) yit (ﬁ - E) Yis1 =715 (Fi-1 + 10F; + Fiyq),

i=12,.,N—1 (5.31)

elde edilir. Bu ise

_ & Qi L= 28, 10g = £ _ it
Ai_hZ 12 ' Ci PR B; Rz 12’
1
Gy = 75 (Fiy + 10F; + Fiyq)
kisaltmalari ile
Aiyi-1 —Cyi +BYiya=-6G;, i=12,.,N-1 (5.32)

ticlii band (tridiagonal) sistemi oldugu goriiliir.
A; >0, B; > 0, Ci—A;—B;>0 (5.33)

oldugundan Samarskii (2001), Amirali ve Amirali (2018) den sistemin bir ¢6ziime sahip

oldugu bilinmektedir. Bu sistem kovma (Thomas) algoritmasiyla ¢oziilebilir.

5.2.3. Ustel katsayii Numerov semasi

Ustel katsayili carpan (5.30) Numerov fark semasinda isleme konursa sema

1—2Yi+Yie
€6i YVi+1—2YitYVi-1

1
n2 — 5 @i—1yio1 + 100y + a41Yi41) =

- _%(Fl._1 + 10F; + F;p1), i=12,..,N—1, (5.34)

halini alir. Gerekli diizenleme yapilirsa problemin yaklasik ¢oziimiinii bulmak i¢in

kullanacagimiz

£0; a;—q 2e0; 10qa; £0; Ajtq
G =)y - G+ )+ (B -5 v
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1
= —E(Fl_l + 10Fl + Fi+1); l = 1)21 "'!N - 1 (5'35)

tistel katsayili Numerov semasini elde ederiz. Yukarida yapilan islemlere benzer olarak

_ 2e0; 10a; B. = S_@l _ Qi4q
= —_ = —_

_€6; ai
Ai=m =0 G=%+0 hz2 12’

1
G = E(Fi—l + 10F; + Fiy4)

alinirsa
Aiyi-1 —CGyi +BiYiya =G, i=12,..,N-1 (5.36)

katsay1 farki ile benzer ii¢lii band (tridiagonal) sistemi elde edilir. Katsayilar ayni sartlara
sahiptir ve bu ylizden ¢oziimii kovma algoritmas1 (Thomas Algoritmasi) yardimiyla

bulunur.
5.3. Numerov Tipi Bir Algoritma
(5.1) sinir deger probleminin ¢oziimii icin Numerov Metodu uygulanirsa

1 .
{_8 e + (%) + 5h° frey =0, j=12.,N; (5.37)
Uy =4, uyy1 =B

elde edilir. Burada (5.37) problemi icin Newton-Raphson-Kantorovich yaklagimi
yardimiyla quazilinerizasyon yaparak bir Numerov tipi sema elde edecegiz. Bunun i¢in

(5.37) Numerov fark semasinda f (xj, uj) fonksiyonu yerine

£ u®) = £ (5,08 ) + L (g, ). @ eV

esitligi disiinilir ve  f, ; fark tiirevi buna gore hesaplandiginda gerekli islemler ve

diizenlemeler yapilirsa sema
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(k) (k) . (k)
_ (uj+1 2u; 7 Hu;” 1) f(k 1) +f (k- 1)( (k) _,, (k= 1))
hz uj Y;

1
(k—1) (k—1) (k—1) (k-1) (k-1) (k-1) (k) (k-1)
o (£ = 27570 4 fR0) 4 (R0 -2f 8D, 4. (D)
+

(k)

) Zu(k)_l_u(k) (u(k 1) Zu(k 1)+u(k 1))] fuﬁk 1) _ =0

1
+E[(u j+1

biciminde yazilabilir. Buradan
€ 1 _ K 2¢e 1 X
(ﬁ_ﬁfuﬁk 1))u]§_)1 _ [ﬁJr (fu]+11)+ fuﬁk 1)+fu(k 1))] u]g ) 4
£ 1
(k=1)) ., (k) _
* (At -
1 -
= — S (AR P10V ) g Y -
k— k— k— k— k— k— k—
(/‘;(4.1 1) + 10f( 1) + f( 1)) + f;( 1). (u](+11) Zu( 1)+u( 1))}
j=12,..,.N—-1,k=12,.. (5.38)

elde edilir. Eger
47 = (e mhy ™) 67 = [ (AR A )]
Bj(k—1) _ (hz 12fu§k 1)) G(k D _ {(fu]+11)+10fu§k 1)+fu(k 1))_uj(k—1) _
(f](k 1)_|_ 10f(k 1) +f(k 1))+fj(k_1)-(u(-k_1) 2u(k 1)+u(k 1))}

+1 j+1

alinirsa
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(=) () _ (k=D () 4 p(k=D) () _ _ (k=1) ; _ k=
ATV Ty 4 gD = 6V j =12, N -1 k=12,..(539)

elde edilir. Bu sistemi ¢6zmek i¢in uygun bir baslangig

0 0 (0
{ujiy uy w5}

yaklasimi verilir veya secilir. Baslangi¢ degerlerinin kullanilmasiyla birlikte (5.32)
formuna benzer bir form elde edilecegi agiktir ve (5.33) sartlarina sahiptir. Dolayisiyla

sema kararlidir.
5.4. Yakinsakhk Analizi

{IYi = —€0,yx%.; + q;y; = F;, i=12,.,N-1

5.40
Yo =4, yvn=B8B (5.40)

fark semasi (5.3) denkleminin yaklasik ¢6ziimii igin Onerilen tstel katsayili bir semadir.

u;, (5.3)probleminin x; noktasindaki ¢oziimii ve y; de (5.40) in ¢6ziimii olmak tizere
z;=Y;—u;,0<i<N

olsun. Amacimiz

lzi=R;; zg=2zy =0 (5.41)

problemini saglayan z; yaklasim hatasini hesaplamaktir. Burada R; (5.24) ile verilen
kesim hatasidir.

Teorem 5.4.1 a(x),F(x) € C'[0,1] olsun. u;, (5.3) — (5.4) probleminin ¢dziimii ve y;
de (5.40) in ¢6ziimii olsun. O zaman asagidaki esitsizlik saglanir.

ly —ulles,) < Ch (5.42)

Ispat. Fark maksimum prensibi (5.41) problemine uygulanirsa
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Izllcaw,) < @ lIRllcar,) (5.43)
elde edilir. (5.24) ten
IR;|<cCh, i=12,...N—1

oldugu agiktir. Dolayisiyla bu da teoremin ispatini tamamlar (Amirali ve Amirali,
2018).

Theorem.5.4.2  Kabul edelim ki  f(x,u) € C?[0,1] dir. O zaman asagidaki

degerlendirme gegerlidir.
ly —ullear,) < Ch? (5.44)

Ispat. Eger R; icin bir simir bulunursa ispat tamamlanmis olur. Bunun igin f (x, u)

fonksiyonunu Taylor serisine agalim. O zaman asagidaki esitlik elde edilir:

af (i, wy) N of (xi, w;) du(xi)} N

foou) = flx,w) = (x — xi){ Ox ou dx

+(X —x)% (0% (&, u(éy) N 0%f (&, u(&)) du(§y) N 0%f (&, u(&)) (dU(fi))z
2! 0x?2 dxou dx ou? dx

Bu esitligi R; ifadesinde yerine yazacak olursak asagidaki denklem bulunur:

}(pi(x)dx +

Xit+1
of (xju)  Of (x;,wy) du(x;)
. = -1 —_ .
Ri=h j (x xl){ 0x + ou dx
Xi—1

-1 i (c—x)? (02 f G u(€) | 0%f (o u(@) du(€) | 8%F (& u(E)) (du(€)\”
h f 2! { dx? * dxou dx T ou? ( dx > }(pi(x)dx

-1

Eger u'niin (5.10) daki ve u” niin de (5.1) den degerleri yerine yazilirsa
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IRllcow,y < Ch?

oldugu rahatlikla goriiliir. Bu da ispat1 tamamlar.

5.5. Ornek Problem

Asagidaki lineer olmayan singiiler pertiitbe o6zellikli reaksiyon-difiizyon

problemini ele alalim:

{ —eu' (x) — e~ @+ = o, x € [0,1]
u(0)=0, u(@)=1

(5.45)
Problemin tam ¢6zlimii elde edilemediginden mutlak maksimum hata asagidaki formiiller
ve cift sebeke sistemi yardimiyla bulundu. Burada 6rnek probleme ( 5.39) Numerov

semas1 uygulanmistir.

Hatalara iliskin sonuglar ve yakinsaklik hizlar1 Cizelge 5.1°de verildi. (uf = x%, 1 <i <
N — 1, Kkeyfi baslangi¢ fonksiyonu icin) Cizelge 5.1 sonuglarindan lineer olmayan
reaksiyon-difiizyon problemi i¢in Onerilen semanin deneysel olarak 2.mertebeden bir
yakinsama hizina sahip oldugu goriilmektedir. Bu da teorik bilgilerle ortiismektedir.
Maksimum hatanin artan N degerleri i¢in azaldig1 ve € degerleri kiigiildiikkge maksimum

hata miktarinin artmasinin 6nemli 6l¢iide engellendigi gozlemlenmektedir.

Cizelge 5.1. Ornek 5.5 igin iistel katsay1li Numerov semasinin mutlak hata ve yakinsama
hiz1 degerleri

N= 32 N= 64 N= 128 N =256 N =512 BN
= 9.3628e-4 2.345%e-4 5.8624e-5 1.4743e-5 3.7175e-6
1.997 2.001 1.992 1988 - 2.001
y 1.5159¢e-4 3.7832e-4 9.4641e-5 2.3782e-5 6.1786e-6
2.003 1.999 1.993 1945 e 2.003
= 2.5342e-3 6.3532e-4 1.5915e-5 3.9856e-5 1.008e-5

1.996 1.997 1.998 1.983 - 1.998
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4.4481e-3
e=28
2.013
7.7248e-3
e=2"
1.989

pN 1.989

1.1021e-3
2.003
1.9461e-3
1.988

1.988

2.7494e-4
1.999

4.9046e-4
2.002

2.002

6.8799e-5
1.989

1.2245e-4
1.995

1.995

1.7331e-5

2.013

2.002




6. SINGULER PERTURBE OZELLIiKLI GECIKMELI LINEER REAKSIYON-
DIFUZYON DENKLEMLERI

Bu bdliimde singiiler pertiitbe 6zellikli gecikmeli lineer reaksiyon-difiizyon
denklemleri igin bir sinir deger problemi ele alinmistir. Ilkénce indirgenmis problemin
¢Oziimii yardimiyla problemin i¢ nokta degeri hesaplanmistir. Boylelikle bu nokta
yardimiyla verilen sinir deger problemi adi diferensiyel denklemler i¢in iki sinir deger
problemine doniistiiriilmiistiir. Bu problemlerin her biri  birer lineer adi diferensiyel
denklemler i¢in smir deger problemi olduklarindan 4. bdliimdeki sonuglar her bir
probleme genisletilmistir. Onerilen {istel katsayili Numerov semasinin kararliligi ve
yakinsaklig1 incelenmis, sonuglar niimerik Orneklerle desteklenmistir. Sonuglar tablo
halinde verilmistir.

Simdi asagidaki singiiler pertiirbe 6zellikli gecikmeli lineer reaksiyon-difiizyon

problemini ele alalim.

Lu=—eu"(x) +a()ux) +b(xulx—7r)=f(x), 0<x<l|, (6.1)
u(x) =0(x),x € [-r,0]; u() =8, (6.2)

Burada 0 < e <1, a(x) >0, b(x) <0, a>o olmak tizere a(x)+ b(x)>2a
ve a(x), b(x), f(x) fonksiyonlar1 [0,l] aralig1 iizerinde yeterince diizglin siirekli
fonksiyonlar, @(x); [—r, 0] lizerinde diizgiin fonksiyon ve r > 0 gecikme terimidir.
Bu problemin benzeri Subburayan ve Ramanujan (2013) tarafindan ele alinmis ve
baslangi¢ deger teknigi adi verilen bir metodla problemin ¢6ziimii incelenmistir.

Kabul edelim ki u(x) ¢dziimii C°[0,1] n C1(0,1) n C%{(0,7) U (r,1)} kiimesine ait

olsun. Bu durumda sinir deger problemimiz

{Llu = —cu'' (x) +a()ulx) = f(x) = b(X)B(x—7r)=G(x), 0<x<r, 6.3)

u(0) =0(0),u(r) =c '

{Lzu = —cu'' (x) +a()ulx) + b(u(x—r)=f(x), r<x<l|, (6.4)
u(r)=c,u(l) =B '
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iki smir deger problemine doniisir. Burada u(r) = ¢ degeri (6.1) problemi i¢in
indirgenmis problemin degeridir. Boylelikle (6.1) — (6.2) problemi yerine
(6.3) ve (6.4) problemleri ele alinacaktur.

6.1. Siirekli Céziimiin Bazi Ozellikleri

(6.3) ve (6.4) problemlerinin her biri (4.1) — (4.2) simir deger problemi tipinde
birer problem oldugundan 4.kesimdeki siirekli problemin sahip oldugu ozelliklere

sahiptir. Yani problemin ¢6ziimii olan u(x),
lulle =C, 0<x<I

ozelligine ve u'(x) tlirevi de
1 Vax Va(l—x)
lu' (%) < 1+\/—_e Ve +e Ve , 0<x<lI;
€

ozelligine sahiptir (Amirali ve Amirali, 2018).

6.2. Sebekenin Olusturulmasi

6.2.1. Ustel katsayil fark semasi

Bu kesimde (6.3) ve (6.4) problemlerinin herbirinin ¢6ziimleri i¢in ayr1 ayri
diizgiin bir sebeke ilizerinde kurulu {istel katsayili ¢arpana sahip birer niimerik sema
olusturacagiz.

[0,1] araligim [0, r] ve[r,[] olmak iizere iki alt araliga bolelim. Herbir araligi da N

parcaya bolelim. 4.kesimdeki notasyonlara uygun olarak (6.3) i¢in

.2 h

ap
6. et ) p e
" 4sinh? (\/a. g) Ve

olmak iizere kuadratiir formiilleri yardimiyla Amirali ve Amirali (2018) den

lyi = —e@iyfx'i + a;y; = Gi - Ri, i = 1,2, v, N — 1 (65)
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bagintis1 bulunur. Burada

Re=xi [ 1a() - aG)lu@eiCadx +
+xi TG () = G ()]s (x)dx (6.6)
bigimindedir.

Ayrica @;(x) tstel taban fonksiyonlar1

@ _ Sinh, (x —x;_4)
(goi - sinh, h ' Fiog S XS X
@i(x) = sinh, (X431 — x)
‘ (pL(Z) = Sinh:/ih » X <x< Xi+1
0 ) X $ (xi—l'xi+1)
ve
2tanh (v:h/2) Jac)
~ tanh (y; a(x;
Xi=ht J @i (x)dx = yihl V= |
Xi-1
€Y} (2

seklindedir. Hemen belirtelim ki ¢; ) fonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki

l

problemlerin ¢oziimleridir.

{—Efp"(X) +a;0(x) =0, x;_1 <x <x;

{—E(p”(x) +a;p(x) =0, x; <x<Xj4q
p(x) =1, @(xi41) =0

Eger denklemdeki R; ihmal edilirse probleme karsilik 6nerecegimiz fark problemi



{ lyi = —€0;y%xi + a;yi = Gy, i=12,..,N—-1
Yo = ©0(0), Yn=C¢C

seklinde olur. Benzer sekilde (6.4) problemi igin de
lyi = _ggiyfx,i + a;y; + biyi—N = fl - Ri, i=N+ 1,N + 2, ,ZN -1

fark denklemi elde edilir. Burada R;

R® = yh f [F G — Flgi (0 dx
R® = yh f [a(®) — aG)]ei(x)dx
RO = yin f buCx =) — bGuls; — Nlg () dx

olmak iizere

R, =R™ + R, + R,®
seklindedir.

Eger denklemdeki R; ihmal edilirse

{lyl = —891-:)/,3,“' + aiyi + bi}’i—N = ﬁ, i=N + 1,N + 2, ,ZN —_ 1
YN =¢C  Yun=2B

seklinde bir fark semasi yazilabilir.

6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)
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6.2.2. Numerov semasi

Bu kesimde (6.3) ve (6.4) problemlerinin herbiri i¢in Numerov metoduna dayali
fark semasini elde edecegiz.
4. ve 5. kesimlerde oldugu gibi Taylor serisinden faydalanirsak (6.3) problemi i¢in

Numerov metoduna dayali

£ Qi1 2¢  10gq £ Qiy1 1
(ﬁ - ﬁ) Yi-1— (ﬁ + Y) yi + (ﬁ - 7) Yirr = = 15 (Gica +10G; + Giya),

i=12,..,N—-1 (6.11)
fark semasi elde edilir. Burada
Gi-1 = fi-1 = bi-1Pi—1-n
Gy = fi = bi®;n,

Git1 = fivr1 = bis1Div1-n

dir.
— £ _ G o 2e | 10g £ Gin
A= 2z 12’ Ci 2 ' 12’ B; Rz 12’
1
Fy = E(Gi—l +10G; + Gi44)
kisaltmalari ile
Aiyi—l - CiYi + BiYi+1 = _Fi' i = 1,2, ,N -1 (612)

ticlii band (tridiagonal) sistemi oldugu goriliir.

A; >0, B;>0, C—A,—B;>0 (6.13)



76

oldugu aciktir. Benzer sekilde (6.4) problemi i¢in Numerov metoduna dayali

& a;_ 2¢ 10a; &€ a; 1
(p - 11—21) Yie1— (ﬁ + ?l) yi + (ﬁ - %) Yitr = =35 Uim1 +10/; + Ji41),

i=N+1,N+2,..2N—-1 (6.14)
fark semasi elde edilir. Burada
Ji-1 = fi-1 = bi1Vi-1-n
Ji = fi = biyi-n,

Ji+1 = fiv1 — biv1YViv1-n

dir. Yine

E; = %Ui—l +10/; + Ji+1)
kisaltmalari ile
Aiyioi — Ciyi + Biyis1 = —E;, i=N+1,N+2,..2N—1 (6.15)
ticlii band (tridiagonal) sistemi oldugu goriiliir.
A; >0, B; > 0, Ci—A;—B;>0 (6.16)

oldugu agiktir. Amirali ve Amirali (2018) den sistemin bir ¢dziime sahip oldugu

bilinmektedir. Bu sistem Thomas algoritmasiyla ¢oziilebilir.
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6.2.3. Ustel katsayili Numerov semasi

Ustel katsay1 c¢arpani, (6.11) Numerov fark semasinda isleme konursa (6.3)

problemi igin

eHl- a;_q 2861' 10al- 861' aiiq
(F_ 12 )yi‘l_( Z 12 )yiJ’(F_ 12 )y"“

1
= -5 (G +106; + Giy),  i=12,.,N—1 (6.17)

iistel katsayili Numerov semasi elde edilir. Burada

Gi—1 = fi-1 = bi—10i—1-n ,

Gi = fi — b,

Giyr1 = fi+1 = bi+1¢i+1—N

dir.
F; = %(qu + 10G; + Gi44)
kisaltmalari ile
Aiyi-1 — Cyi +Biyiya =—-F, i=12..,N-1 (6.18)

ticlii band (tridiagonal) sistemi oldugu goriiliir. Katsayilar aym sartlara sahiptir ve bu

yilizden ¢dziimii ayn1t metodla bulunabilir.
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Benzer sekilde tistel katsay1 ¢arpant, (6.14) fark semasinda isleme konursa, (6.4)

problemi i¢in Numerov metoduna dayali

£0; a;_ 2e0; 10q; £0; a; 1
(h_z - 1—21) -1~ (7 + ?) yit (ﬁ - ﬁ) Yiter = =15 Uim1 +10/; + 1),

i=N+1,N+2,..2N-1 (6.19)
iistel katsayili Numerov semasi elde edilir. Burada
Ji-1 = fi-1 = bi1Vi-1-n
Ji = fi = biyi-n,
Ji+1 = fiv1 = biv1Viv1-n
dir. Yine
E; = %Ui—l +10/; + Jiv1)
kisaltmalari ile
Aiyic1 — Cyi + Biyiy1 = —E;, i=N+1,N+2..2N—-1 (6.20)

katsay farki ile benzer ii¢lii band (tridiagonal) sistemi elde edilir. Katsayilar ayn1 sartlara

sahiptir ve bu yiizden ¢oziimii kovma metodu yardimiyla bulunabilir.

6.3. Yakinsakhik Analizi

{ lyl = —SQiyfx,i + a;y; = Gl" i=1,2, w, N — 1 (621)
Yo =0(0), yy =c¢
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fark semasi (6.3) denkleminin yaklasik ¢oziimii i¢in Onerilen Ustel katsay1 ¢arpanli bir
semadir. u;, (6.3)probleminin x; noktasindaki ¢6ziimii ve y; de (6.21) in ¢dziimii olmak
tizere 0 < i < N i¢in z; = y; — u; olsun. Amacimiz

lzz=R;; zg=2zy =0 (6.22)

problemini saglayan z; yaklasim hatasini hesaplamaktir. Burada R; (6.6) ile verilen

kesim hatasidir.

Teorem 6.3.1 a(x),G(x) € C1[0,1] olsun. u;, (6.3) probleminin ¢dziimii ve y; de

(6.21) in ¢ozlimii olsun. O zaman asagidaki esitsizlik saglanir.
ly —ullcas,) < Ch (6.23)

Ispat. Fark maksimum prensibi (6.22) problemine uygulanir ve Amirali ve Amirali
(2018) deki yol izlenirse

Izlle,) < @ IRllcr, (6.24)
elde edilir. R; nin tanimindan

|R;| < Ch, i=12,..,N—-1
oldugu agiktir. Dolayistyla bu da teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 6.3.2 a(x),G(x) € C?[0,l]vea’(0) = a’(l) = 0 olsun. O zaman asagidaki
esitsizlik gecerlidir.

ly — ullew,) < Ch? (6.25)

Ispat. Hatay1 R; = R,V + R;® formunda yazarsak R;Vve R;® sirasiyla
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Xi+1

R® = y7tht f [a(x) — a(x)] w(x)g; () dx (6.26)

Xi-1

Xi+1

R® =y 'h f 6(x) — 6(0)] 91 (x)dx 6.27)

Xi-1
bigiminde olur. Burada ¢;(x) iistel taban fonksiyonudur ve 4.2 kesimde tanimlanmustir.
Amirali ve Amirali (2018) kaynagindaki yol izlenirse
(6.27) i¢in

RP|=00?, i=12,..,N—1 (6.28)

esitsizliginin saglandigini gosterilebilir.

(6.27) denkleminde

(x — Xi)z

Gl =Gl = (x —x)G"(x) + —

G"(§), &€ (xx)

ve

f ‘“(x —x;) @;(x)dx =0  yaklagimlar1 kullanilirsa
Ri® = =7 7 () [ (= x) i) dx — 5 xR 7 (= 226" (6 () @i () dx

= — xR [ = x)%6" (i) i) dx

bulunur. O halde

Xi+1
2

(2) <= -1 11,2 n _h'_ "
|R | )( h™*h* max |G (x)I @;(x)dx max |G (x)|
[Xi—1.Xi41] 2 [Xi—1.Xi41]

bulunur ki buradan istenen sonug elde edilir.

(6.26) yaklagiminin
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|RP|=0k?, i=12,..,.N-1
oldugunu, Teorem 4.4.2 nin ispatindakine benzer bi¢imde yapilabilir. Dolayisiyla
[R®| =0, |RP,|=0h?)
yazilabilir. Boylece sonuglar birlestirilirse
IRllcew,y < Ch?
elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
Simdi de

{lyl = —EHiy,gx,i + a;y; + biyi—N = fi' i=N+ 1,N + 2, ,2N -1

6.29
YN =€, Yoan =B ( )

fark problemini ele alalim. Farz edelim ki (6.29) fark semasi (6.4) denkleminin yaklasik
¢Oziimii i¢in Onerilen iistel katsay1 ¢arpanli bir sema olsun. u;, (6.4) probleminin x;
noktasindaki ¢éziimii ve y; de (6.29) un ¢6ziimii olmak {izere 0 < i < N i¢in

Z; = ¥; — u; olsun. Amacimiz
lzi =R;; zg =2y =0 (6.30)

problemini saglayan z; yaklasim hatasin1 hesaplamaktir. Burada R; (6.9) ile verilen

kesim hatasidir.

Teorem 6.3.3 a(x), f(x) € C*[0,1] olsun. u;, (6.4) probleminin ¢dziimii ve y; de

(6.29) un ¢odziimii olsun. O zaman asagidaki esitsizlik saglanir.

ly —ullew,) < Ch (6.31)

Ispat. R; hatas1 (6.9) formunda oldugundan
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R® = yitht f [F () — Fgi (0 dx
R® = yi'n f [a() — a(x)lp()dx
RO =y j bule —7) — bGu(s — Mg dx

dir. Ortalama deger teoreminden

If ) = flxdl = If CEllx — x| < Ch

ve
lax) — ae)| = la'(E)1x — x| < Ch

dir. Bu sonuglar ilgili yerlerde yerine yazilirsa Ri(l) ve Ri(z) i¢in istenen sonug¢ bulunur.

3.terimin yaklagimini bulmak i¢in Amiraliyev ve Cimen (2010) daki yolun izlenmesiyle

Xit+1
RO = [ bGute=1) = beuts - leids
Xi-1
Xit+1 Xit+1
= x'h? f dxg;(x) f di(b(x)u(x_T))Ko,i(x,f)df, 1<i<N-1
Xi—1 Xi-1 g
Xit+1

d N1 Xit+1
RO < |E(b(€)u(f - r))| dg < Ch(1+ ) J /(& = 1)| de)

4

l
< Ch(1 + j /(€ - r)ldé)
0

bulunurve t = ¢ —r donisimii yapilirsa
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l
|R:®| < Ch(1+f lu'(6)]db)
0

elde edilir. u'(t) nin sinir1 goz 6niine alinir ve sonuglar birlestirilirse
IR;| < Ch
elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

6.4. Ornek Problem (Chakravarty ve Kumar, 2017)

—eu"(x)+5u(x) —u(x—1)=1, 0<x<2
u(x) =pk) =1, x € [0,1], u(2) =2

problemini ele alalim. Bu problemin indirgenmis problemi
Su(x) —ulx—1)=1
oldugundan x = 1 i¢in u(1) = 2/5 bulunur. Dolayisiyla problemimiz

—eu"(x)+5u(x) =2, 0<x<1
u(0) = (0) =1, u(1) =2/5
ve
—eu"(x)+5u(x) —u(x—1)=1, 1<x<2
u(1) = 2/5, u(2) =2

sinir - deger problemlerine doniismiis oldu. Problemin ¢6ziimiiniin maksimum normdaki
hatas Cizelge 6.1°de verilmistir. Onerilen semanin yakinsaklig1 ve diizgiin yakinsaklig
2 iken & parametresi kiigiiliirken mutlak hata artmakta ancak artan adim sayisina bagli

olarak mutlak hatanin nispeten azaldig1 goriilmektedir.
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Cizelge 6.1. Ornek 6.4 igin iistel katsayili Numerov semasinin mutlak hata ve yakinsama

hiz1 degerleri

€ N =32 N =64 N =128 N =256 N =512 Rév
25 3.0658e-3 7.7397e-4 1.9301e-4 4.8048e-5 7.7603e-6
1.986 2.004 2.006 2630 @ - 2.630
2% 6.2383e-3  15408e-3  3.8635e-4  9.696le-5  9.70e-5
2,018 1.996 1.995 2185 e 2.185
27 1252302 3.0654e-3  7.7380e-4  19310e-4  1.93e-4
2,030 1.986 2,003 P 2.030
28 2.6394e-2 6.2382e-3 1.5408e-3 3.8637e-4 3.86e-4
2.081 2.018 1.996 2.002 = - 2.081
29 4.9961e-2 1.2523e-2 3.0655e-3 7.7388e-4 7.74e-4
1.996 2.030 1.986 2.003 = - 2.030
RN 1.996 2,030 2,006 X
2.0-
1.8-
1.6-
1.4
1.2-
i
1.0-
0.8
0.6
0.4 Y
0 05 1 1.5 2

X

Ustel Katsavili Gecikmeli Numerov Semasal

Sekil 6.1. N =1024 ve ¢ = 27°,



7. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda fen, miihendislik, ekonomi ve tibbi bilimlerdeki bir¢ok
problem i¢in model olan singiiler pertiirbe 6zellikli reaksiyon- difiizyon denklemi tipli
siir deger problemleri ¢alisilmistir. Tezin ilk boliimiinde ele alinan sinir deger problem
sinifinin kapsami agiklanmis, niimerik ¢oziimiin énemi vurgulanmustir. ikinci boliimde
ilgili literatiir bilgileri verilmistir. Ugiincii boliimde ise ¢calismada kullanilan gerekli temel
tanim ve teoremler verilmistir. 4, 5 ve 6. boliimler ¢alismanin esas kisimlarmi teskil
etmektedir.

4. boliimde singiiler pertiirbe 6zellikli lineer reaksiyon-difiizyon tipi sinir deger
problemi ele alinmigtir. Bu problem igin diizgiin sebeke {izerinde hem {istel katsayili
Numerov semasi, hem de klasik Numerov semasi elde edilerek niimerik ¢oziimleri
bulunmustur. Yakinsaklik ve kararliliklar1 incelenmistir. Daha sonra pargali diizgiin
sebekede (Shishkin tipi), ele alinan problem igin iistel katsayili Numerov semasi elde
edilmis, yakinsaklik analizi yapilmistir. Metodun uygulanabilirligini ve etkinligini
gormek icin literatlirden bir test problemi ele alinmis, gergek ¢oziim ile Onerilen fark
semasinin sonug¢larinin mutlak farklarinin maksimum degerleri tablo halinde verilmistir.
Sonuglardan hareketle Onerilen metodun yakinsakligini ve teorik ¢alismalarla
uyumlulugunu goézlemlemekteyiz. Yakinsaklik mertebesinin iki oldugu goériilmektedir.
Burada yapilan c¢alisma, Phaneendra ve ark. (2010) calismasindan iistel katsayinin elde
edilmesi bakimindan farklidir ve elde edilen niimerik sonuglar karsilastirilmig, 6nerilen
fark semasinin 1y1 sonuglar verdigi Cizelge 4.4 ve Cizelge 4.5’te goriilmiistiir.

Besinci boliimde singiiler pertiirbe 6zellikli lineer olmayan reaksiyon-difiizyon
tipi smir deger problemi ele alinmistir. S6z konusu problem, lineerlestirme
(quazilinerizasyon) teknigi ile lineer hale getirilmis ve sonra bu problem igin istel
katsayili Numerov semasi elde edilmistir. Semanin yakinsakligi ve kararlilig incelenmis,
calisma niimerik Ornekle desteklenmistir. Ele alinan problemin gercek ¢oziimii elde
edilemediginden c¢ift katli sema teknigi kullanilmistir. Sonuglar Cizelge 5.1°de
verilmistir. Lineer olmayan reaksiyon-difiizyon problemi i¢in Onerilen semanin 2.
mertebeden bir yakinsama hizina sahip oldugu goriilmiistiir. Bu sonug teorik ¢alismayla

ortiismektedir. Burada problemin lineerlestirilmesiyle Numerov semasinin olusturulmasi
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literatiire bir yeniliktir ve bu bakimdan Herceg (1990;1993;2001), Vulanovic (2004)
calismalarindan farklidir.

Altinc1 boliimde ise singiiler pertiirbe Ozellikli gecikmeli lineer reaksiyon-
difiizyon tipi sinir deger problemi ele alinmistir. Bu problem iki tane singiiler pertiirbe
ozellikli lineer reaksiyon-difiizyon tipli sinir deger problemine doniistiiriilmiis daha sonra
tistel katsayili Numerov semalar1 olusturulmustur. Kararlilik ve yakinsaklik analizleri
yapilmistir. Calismalar niimerik Orneklerle desteklenmis sonuglar Cizelge 6.1 ile
verilmistir. Onerilen metodun yakisama hiz1 ve diizgiin yakinsama hiz1 tespit edilmistir.
Bu boliimde yapilan ¢alisma Kadalbajoo ve Sharma (2005;2006;2008) ¢alismalarindan
iistel katsayili semanin elde edilisinde kullanilan yontem bakimindan farklidir.

Singiiler pertiirbe 6zellikli problemler i¢in kurulan niimerik semalarin diizgiin
yakinsaklik ozelligine sahip olmasi gerekliliginden hareketle bu calisma; Numerov
metoduna dayanan, singiiler pertiirbe teorisi ve kuadratiir formiilleri yardimiyla kurulan
semalarin diizgiin yakinsama gostermesi bakimidan énemlidir.

Burada agik problem olarak, ele alinan problem i¢in yakinsakligin derecesinin
tyilestirilmesi ¢caligmasinin yapilabilecegi sdylenebilir. Ayrica singiiler pertiirbe 6zellikli
gecikmeli diferensiyel denklem tipli sinir deger probleminin lineer olmayan hali
calisilabilir.

Tiim niimerik sonuglar Maple2017 programi kullanilarak yapilmistir. Tez
calismas1 Yiiziincii Y1l Universitesi BAP birimince FDK-5843 nolu proje ile

desteklenmistir.
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