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OZET

DOGRUSAL OLMAYAN RLC DEVRELERININ KARARLILIK VE PASIFLIK
ANALIZI

KADAH, Nezir
Yiiksek Lisans Tezi, Elektrik-Elektronik Anabilim Dal1
Tez Danismani : Dog. Dr. Muzaffer ATES
Temmuz 2019, 85 sayfa

Bu tez ¢alismasinda, sistemlerin kararlili1 ve pasifligi hem teorik agidan hem de
uygulamali olarak kapsamli bir sekilde ele alinmistir. Literatiirde yer alan bazi nonlineer
(dogrusal olmayan) elektrik devreleri ve mekanik sistemler uygulama olarak segilerek;
bu sistemlerin karalilik, global asimptotik kararliik (GAS) ve pasiflik durumlar
Lyapunov'un ikinci (direct) metodu kullanilarak incelenmistir. incelenen her bir
nonlineer sistem i¢in uygun bir Lyapunov fonksiyonu insa edilmistir. Ayrica sistemlerin
enerjileri ile pasiflikleri arasindaki iligki, Lyapunov fonksiyonlari kullanilarak
gosterilmistir. Dahasi, farkli tiirdeki dinamik sistemlerin matematiksel olarak elektrik
devrelerine modellenerek kararliik ve pasiflik analizlerinin yapilabilecegi ispat
edilmistir.

Analiz edilen her bir sistem i¢in, MATLAB programi kullanilarak sonuglara ait
benzetim galismalar1 elde edilmistir ve elde edilen bu benzetim ¢alismalar1 teorik

sonuglar ile karsilagtirilmistir.

Anahtar kelimeler: Denge noktalari, Kararlilik, Lyapunov fonksiyonu,

Nonlineer sistemler, Pasiflik.






ABSTRACT

STABILITY AND PASSIVITY ANALYSIS OF NONLINEAR RLC CIRCUITS

KADAH, Nezir
M. Sc. Thesis, Electrical-Electronics Engineering
Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Muzaffer ATES
July 2019, 85 pages

In this study, the stability and passivity of the systems are discussed in detail
both in theory and in practice. Some nonlinear electrical circuits and mechanical
systems in the literature have been selected as applications; stability, global asymptotic
stability (GAS) and passivity of these systems have been examined by using Lyapunov's
second (direct) method. A convenient Lyapunov function was constructed for each
nonlinear system examined. In addition, the relationship between the energies and
passivity of the systems has been demonstrated using Lyapunov functions. Moreover, it
has been proved that stability and passivity analyzes can be performed by modeling
mathematical models of different types of dynamic systems to electrical circuits.

For each system analyzed, simulations of the results were obtained by using

MATLAB program and these simulations were compared with the theoretical results.

Keywords: Equilibrium points, Lyapunov function, Nonlinear systems,
Passivity, Stability.
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1. GIRIS VE KAYNAK BILDIRISLERI

Direng, bobin ve kapasitor gibi elektrik-elektronik devre elemanlarinin seri veya
paralel olarak baglanmasiyla olusan devreler, RLC devreleri olarak adlandirilir. RLC
devreleri, o6zellikle elektronikte olduk¢a ilgi duyulan bir konu olmakla beraber, bu
alanda ge¢miste ¢ok fazla ¢aligma yapilmig olup hala yapilmaya devam edilmektedir.
Ciinkii bu sistemler ile mekanik, yapay sinir aglari, haberlesme gibi farkli bircok
alandaki sistemler arasinda matematiksel olarak biiyiik benzerlikler mevcuttur. RLC
devrelerinin matematiksel ¢éziimlemesi sonucunda lineer veya nonlineer diferansiyel
denklemler olusur. Bu nedenle, farkli tiirdeki dinamik sistemlerin yerine RLC devre
sistemleri rahatlikla insa edilebilir. Ayrica RLC devre sistemlerinin davraniglarin
incelemek hem daha kolay, hem daha ucuz ve hem de daha az tehlikelidir.

Glinliik yasamda karsilagilan ve kullanilan hemen hemen biitiin sistemler
(mekanik, elektrik, elektronik, haberlesme, yapay sinir aglari, vb.) veya kullandigimiz
cihazlar, bu devre elemanlarini igerisinde barindirirlar ve genellikle tasarlanma
asamasinda matematiksel olarak da incelenirler. Ancak bu sistemlerin matematiksel
¢oziimlenmesi sonucunda bir veya daha yliksek mertebeden diferansiyel denklemler
ortaya ¢ikmaktadir ve ¢ogunlukla bu denklemler nonlineer tiirdedir. Bu nedenle, verilen
bir sistemin model denklemlerinin ¢6ziimiine veya sonucuna ulasmak her zaman
mimkiin olmayabilir (Zergeroglu ve ark., 2006). Fakat gelisen teknoloji sayesinde,
bilgisayar programlart ve gelismis hesaplama araglar1 oldukca zor matematiksel
islemleri bile basitlestirmistir.

Nonlineer denklemlerin belirli bir tanimi olmamakla beraber lineer sistemlerin
aksine matematiksel ¢6ziimlerinde de belirli bir yaklagim veya evrensel bir metodoloji
yoktur (Vidyasagar, 2002). Bunun yani sira, neredeyse dogadaki biitiin sistemler veya
olaylar nonlineer tiirdedir ve birgok sistem, matematiksel olarak analiz edilemeyecek
kadar karmasiktir veya gercek ¢oziime sahip degildir. Ancak bir sistemin karakteristigi,
davraniglart veya isleyis siirecleri matematiksel olarak ifade edildikten sonra
¢oziimlenmesi, sistem hakkinda ongoériide bulunmak ve yaklasik sonuglar bulmak
acisindan ¢ok onemlidir. Bu yiizden karmasik sistemleri anlamak ve kontrol etmek i¢in,

bu sistemlerin degiskenleri arasindaki iliskileri analiz etmek ve bir matematiksel model
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elde etmek gereklidir (Dorf ve Bishop, 2011). Ciinkii model denklemleri incelemek ve
tasarlamak, hem deneysel hem de teorik ol¢iimler yapmayi kolaylastirir.

Matematiksel modelleme, miihendislik, fizik, istatistik, ekonomi, biyoloji,
cografya, vb. birgok bilim alaninda yogun olarak kullanilir ve sistemlerin matematiksel
olarak ifade edilip baska sistemlere benzetimi olarak diisiiniilebilir. Bu benzetim
genellikle diferansiyel denklemler aracililigiyla yapilir. Bu nedenle, matematiksel
modelleme ile bilgisayar destekli sayisal analizler, sistemleri incelemede biiyiik
kolayliklar ve tasarruflar saglar. Ozellikle matematikte bilgisayar kullaniminin
gelismesiyle beraber, kompleks matematiksel islemler cok daha kisa siirede ve daha
kolay yapilabilmektedir. Ayrica karmasik sistemlerin ¢oziimii yapilmadan bilgisayar
programlar1 araciligiyla, sistemlerin davraniglart kolaylikla gorsellestirilebilir ve
yorumlanabilir.

Nonlineer sistemlerin matematiksel ¢oziimiiniin bilinen yontemlerle imkansiz
olmasi durumunda bu sistemlerin davraniglar1 (qualitative analysis) hakkinda bilgi elde
etmek miimkiindiir. Bu durumda kullanilacak en etkili metot, Lyapunov’un ikinci
metodudur (Yoshizawa, 1966). Lyapunov’un ikinci metodu, dinamik sisteme ait
diferansiyel denklemin ¢oziimiinii yapmaksizin sistemin kararliligini inceleme olanagi
verir ve kesin ¢Oziimlerine ulagilamayan nonlineer sistemlerin kararlilik analizinde
kullanilacak en uygun metottur. Ancak nonlineer sistemlerin kararli olduklarimni
kanitlamak imkansiz degilse bile ¢ok zor olabilir. Fakat bu sistemlerin pasif olduklarini
kamtlamak ve pasifligi saglayan kontroldrleri tasarlamak ¢ok daha kolaydir. Ustelik
Lyapunov’un ikinci metodu ile sisteme ait enerji veya depolama fonksiyonu
kullanilarak sistemlerin pasifligi analiz edilebilir (Moylan, 2014).

Literatiirde kararlilik ve pasiflik konulariyla ilgili; Wyatt ve ark. (1981), Chua ve
ark. (1986), Kennedy (1994), Jeltsema ve ark. (2003a; 2003b; 2003c), Zergeroglu ve
ark. (2006), Cifci ve ark. (2011), Yang ve ark. (2012), Zhang ve Yu (2013), Kocamaz
ve Uyaroglu (2014) ve Ates ve Laribi (2018) gibi eserler mevcuttur.

Lyapunov kararliligi, pasiflik ve nonlineer sistemler ile ilgili uygulama alani ¢ok
genis olmakla beraber bu alanda yayimlanan bir¢ok yaym da bulunmaktadir. Bunlardan

bazilar1 asagida verilmistir:



3

Wyatt ve ark. (1981), literatiirde yer alan pasiflik tanimlar1 arasindaki ¢eliskileri
orneklerle incelemislerdir. Incelenen biitiin 6rnekler nonlineer RLC devrelerinden
olugsmakla beraber, bu devrelerin durum denklemlerini de vermislerdir. Ayrica pasiflik
tanimlar i¢in sistemin enerjisine dayanan fonksiyonlar kullanmislardir.

Rao (1984), hem lineer hem de nonlineer sistemleri incelemis olup, 6zellikle
ikinci dereceden diferansiyel denklemler hakkinda detayli analizler yapmistir.
Lyapunov fonksiyonlarinin tanimlarinin yani sira, Lyapunov’un ikinci metodunu da
kapsamli olarak incelemistir. Ayrica Lyapunov’un ikinci metoduna gore kararlilik
analizleri ile ilgili ¢ok sayida 6rnek uygulama da yapmaistir.

Chua ve ark. (1987), temelden baslayarak hem lineer hem de nonlineer elektrik-
elektronik devrelerini ve devre elemanlarini incelemislerdir. Bunun yani sira, nonlineer
elektrik devrelerinin durum denklemleri, karakteristikleri, enerjileri, kararliliklar, farkli
sistemlere modellenmeleri gibi ¢ok genis bir alanda teorik ve uygulamali analizlere yer
vermislerdir. Ek olarak, kitaplarindaki her bdliimde 6rnek uygulamalar ile teorik
sonuclar1 degerlendirmislerdir ve sistemlerin davranislarini, ¢oziim egrileri veya faz
portreleri gibi sekillerle yorumlamislardir.

Sastry (1999), hem nonlineer analiz ve kontrol alanlarinda hem de nonlineer
dinamik sistem teorisinde kapsamli bir ¢alisma yapmustir. Nonlineer sistemleri birgok
ornek ve uygulama ile genis bir matematik gergevesinde incelemistir. Gerek teorik gerekse
uygulamali olarak incelenen sistemler ile ilgili simiilasyonlara ve gorsellere yer vermistir.
Ayrica lineer ve nonlineer sistemleri karsilastirmali olarak ele almasinin yami sira, bu
sistemlerin kararliliklar hakkinda detayli bilgiler de vermistir. Ozellikle denge noktalari ve
Lyapunov teoremlerini matematiksel olarak ifade edip, farkl tiirde birgok uygulama ile de
zenginlestirmistir.

Vidyasagar (2002), ¢esitli durumlarda nonlineer kontrol  sistemlerinin
davraniglarmimn titiz bir matematiksel analizini sunar. Lineer kontrol teorisinde yaygin
olarak kullanilan ¢ok sayida teknik ve yontemin, nonlineer genellemelerini gelistirmistir.
Kitabinda Lyapunov kararliligi, input-output kararliligi ve diferansiyel geometrik kontrol
teorisinin islenmesi konularinda ii¢ ana boliim bulunmaktadir. Ayrica nonlineer sistemlerin

kararliliklartyla ilgili oldukca detayl bilgiler bulunmaktadir.
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Jeltsema ve ark. (2003a; 2003b; 2003c), RLC devrelerinin enerji fonksiyonlari
yardimiyla kararlilik ve pasiflik analizlerini yapmuslardir. Devrelerin  enerji
fonksiyonlart ile pasiflik arasinda giiclii baglantilar kurmuglardir.

Bayir (2003), kontrol sistemleri tasarlanirken dinamik sistemin modellemesinde
baslangicta belirsiz olan parametreler olabilecegini vurgulamistir. Giris kanalinda
belirsizlik bulunan dinamik sistemlerin, sinirli kontrol isareti ile kontrolii ig¢in gerekli
metodu, Lyapunov'un ikinci metodunu kullanarak elde etmistir.

Khalil (2002; 2015), kitaplarinda nonlineer sistemleri matematiksel olarak
detayli bir sekilde incelemistir. Sistemlerin denge noktalari, Lyapunov anlaminda
kararliliklar1 ve pasiflikleri hakkinda hem teorik hem de uygulamali oldukca detayli
calismalar yapmis olmakla beraber, uygulamali olarak incelenmis her bir sistemin
davraniglariyla ilgili yorumlar da yapmistir. Ayrica Lyapunov fonksiyonlari ile beraber
bu fonksiyonlarin sistem enerjisi ile olan iligkisini de tanimlamistir ve pasifligin
kararlilik ile olan iliskisini belirtmistir.

Zergeroglu ve ark. (2006), sistem model denkleminin ¢6ziimiinii gerektirmeyen,
buna karsin parametrik belirsizlikler de igerebilen kontrollerin tasarim yontemlerini
incelemislerdir. Incelenen biitiin denetleyicilerin Lyapunov tarzi analizler 1s13inda
kararlilik durumlar1 da detayli olarak verilmistir.

Bao ve Lee (2007), pasifligin nonlineer kontrol teorisindeki Onemini
vurgulamiglardir. Pasiflige dayali sistem analizi ve kontrolii i¢in kavramsal ¢ergeve ve
pratik araglar sunmaktadirlar. Ayrica pasif sistemlerin sistem enerjisi ve kararlilik ile
olan iligkisini Lyapunov fonksiyonlariyla incelemislerdir.

Haddad ve Chellaboina (2008), bu Kkitapta kararliligin dinamik sistem
teorisindeki ve bu sistemlerin kontroliindeki 6nemini belirtmislerdir. 14 boliimden
olusan bu caligmada; Lyapunov tabanli yontemlere vurgu yaparak, nonlineer dinamik
sistemlerin kararlilik analizi ve kontrol tasariminin kapsamli bir incelemesini sunarlar
ve gelistirirler. Ek olarak, hem teorik hem de genis bir uygulama literatiirii sunarak
geometrik yorumlara da yer vermiglerdir.

Edwards ve Penny (2009; 2011), kitaplarinda diferansiyel denklemlerin
bilgisayar temelli matematiksel analizlerini yapmiglardir. Hem mekanik hem de elektrik

sistemlerini matematiksel olarak analiz edip sistemlere ait simiilasyonlara ve gorsellere



yer  vermislerdir.  Bu  sistemlerin  matematiksel  olarak  bir  birilerine
modellenebileceklerini gostermelerinin yani sira, denge noktalar1 ve kararliliklar
hakkinda da genis bilgiler sunmuslardir. Ayrica ¢esitli drneklere ve uygulamalara yer
vererek bilgisayar destekli simiilasyonlar1 yogun kullanmislardir. Sistemlere ait yon
alanlarini, ¢oziim egrilerini ve faz diyagramlarini kullanarak, sayisal analizler ile elde
edilen sonugclar ile sistemlerin bilgisayar destekli davraniglarini karsilagtirmali olarak
yorumlamiglardir.

Cif¢i ve ark. (2011), Lyapunov’un ikinci metodunu basit bir elektrik gii¢
sistemine uygulayarak sistemin enerji fonksiyonunu olusturmus ve boylece sistemdeki
enerji seviye degisikliklerinin sistemin kararlili§ina etkisini incelemislerdir.

Yang ve ark. (2012), yapmis olduklart ¢aligmada nonlineer tanimlayici
(descriptor) sistemler igin Lyapunov kararliligi ve giigli pasiflik durumlarini
tanimlanmaktadirlar. Sistemlerin global asimptotik kararli olmasi igin yeterli sarti
aciklayan bir Lyapunov kararliligi teoremi tiiretmislerdir. Lyapunov kararlilik teoremi
ile Lyapunov kararliligi ve giiglii pasiflik arasinda baglanti kurmuslardir. Ayrica geri
bildirim sistemlerinin giiglii pasifligini tartisarak iki adet pasiflik teoremi vermislerdir.
Son olarak, elde edilen yontemlerin avantajlarini ve etkinligini gostermek i¢in iki adet
ornek kullanmislardir.

Kocamaz ve Uyaroglu (2014), aym iki Vilnius kaotik osilatoriiniin
senkronizasyonu igin aktif ve pasif kontrol teknikleri uygulamislardir. Vilnius
osilatoriiniin diferansiyel denklemlerini devre modeline gore agiklamislardir. Lyapunov
fonksiyonuna dayanarak aktif ve pasif denetleyicileri, Vilnius kaotik sistemlerinin
senkronizasyonunu gergeklestirmek i¢in kullanmislardir. Ayrica onerilen kontrol
tekniklerinin etkinligini dogrulamak ve karsilastirmak igin sayisal simiilasyonlar da
vermislerdir.

Moylan (2014), torik arka plan1 oldukga gii¢lii olan bu c¢alismada, pasifligin
elektrik devreleri ve devre elemanlar1 baglaminda ortaya ¢ikisini vurgulayarak bircok
sistemin modellemeler aracilifiyla pasiflik analizlerinin yapilabilecegini belirtmistir.
Pasifligin sistem enerjisi ve giicli ile olan iligkisini inceleyerek depolama ve model
enerji fonksiyonlarini tanimlamistir. Ayrica pasifligin tarihsel gelisimini ve kararlilik ile

olan iliskisini enerji fonksiyonlar1 yardimiyla incelemistir.
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Ates ve Laribi (2018), nonlineer RLC devrelerinin global asimptotik
kararliligimi, devrenin toplam enerjisini temsil edecek Lyapunov fonksiyonlari
tamimlayarak Lyapunov’un ikinci metoduna gore incelemislerdir. incelemis olduklart
her bir sistemin kararliligini saglayacak teoremler tanimlamiglardir.

Bu tez c¢alismasinda literatiirde yer alan; nonlineer oscillation (salinim),
elektronik triode, Lienard ve Van der Pol denklemleri ile benzer bazi nonlineer elektrik
devrelerinin ve mekanik sistemlerin kararliliklart ve pasiflikleri incelenecektir.
Uygulama olarak se¢ilecek her bir sistem igin durum denklemlerinin ¢ikarimi yapilarak
uygun enerji fonksiyonu (Lyapunov fonksiyonu) insa edilecektir. Bu fonksiyonlar
yardimiyla, her bir sistem i¢in minimum sayida ve Ozgiin kriterler tanimlanarak
kararliliklar1, Lyapunov'un ikinci metoduna gore incelenecektir. Daha sonra, sistemlerin
kararlilik analizinde kullanilan Lyapunov fonksiyonlar1 kullanilarak tiim sistemler igin
tek bir pasiflik teoremi yazilacaktir. Ayrica incelenecek her bir nonlineer sistem igin,
bilgisayar programlari yardimiyla sistemlerin davranislari gorsellestirilerek teorik
sonugclar ile karsilastirilacaktir. Ustelik farkli sistemlerin matematiksel olarak elektrik

devrelerine modellenebilecegi de ispat edilecektir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Lineer denklemlerin aksine nonlineer denklemlerin matematiksel ¢oziimlerine
iliskin belirli bir yontem bulunmadigindan, bu denklemlerin ¢6ziim davranislarini
yorumlayabilmek i¢in ¢ogu zaman dogrusallastirilmis modeller kullanilmaktadir veya
dogrusallagtirma yapilmaktadir (Bayir, 2003). Bu dogrusallagtirma islemi ise sistemin
denge noktalarina (equilibrium point) goére yapilir. Denge noktalar1 ¢evresinde
dogrusallastirilmis nonlineer sistemler, bu noktada lineer sistem gibi davranir ve bu
islem, sistemin yerel kararliligiyla ilgilidir (Samli, 2006; Cetintag, 2016). Fakat bu
sekilde ¢oziimler yetersiz veya yanlis olabilmektedir. Buna karsin, nonlineer sistemlerin
qualitative (nitel) analizleri bilim ve miihendislikte ¢ok Onemli bir segenek olarak
goriilmektedir. Bu tez ¢alismasi da, genelde nonlineer sistemlerin qualitative analizleri

uzerine olacaktir.
2.1. Nonlineer Denklem Sistemleri

Vidyasagar (2002), nonlineer bir sistem icin yaygin olarak kullanilan
matematiksel modelin es. 2.1°deki gibi oldugunu belirtir. Bu tiir sistemlerde U #0 ise

girisi (input) olan veya forced (zorlanmag) sistem olarak adlandirilir. Aksi durumda ise

(U = 0) unforced (zorlanmamusg) sistem olarak adlandirilir.
X'(t)=f(t,x(t),u(t)), vt=0. (2.1)

Bu modelde (2.1) te R, zamani, X € R" sistemin durum degiskenini ve U € R"

giris veya kontrol fonksiyonunu belirtir. Ayrica f : R xR"xR"™ - R" Lipschizt sartin1

saglayan bir fonksiyondur. Es 2.1°deki ifade, diferansiyel denklem sistemlerin genel
formu oldugundan lineer, nonlineer, autonomous (zamanla degismez-time invariant),

non-autonomous (time varying) ve homojen denklemler bu esitlikten tiiretilebilir.
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Tammm 2.1: Es. 2.1°deki sistemde, f acikga birinci degiskene (t) bagl degilse

autonomous sistem olarak adlandirilir ve es. 2.2°deki gibi ifade edilir. Aksi durumda ise

non-autonomous sistemdir.
X'(t)=f(x(t),u(t)), vt=0. (2.2)
2.1.1. Kararhhik (Stability)

Kararlilik teorisi, diferansiyel denklemlerin ve dinamik sistemlerin denge
durumlarina yakin baslangi¢ durumlari i¢in sistem ydriingelerinin davraniglarini inceler.
Ayrica bozucu etkiler ve sistem bilesenlerindeki belirsizlikler her gercek sistemde
mevcut oldugundan, kararlilik teorisi, dinamik sistemlerin kontroliinde olduk¢a dnemli
bir yer tutar (Haddad ve Chellaboina, 2008). Ciinkii baslangi¢ kosullarindaki kiigiik
degisimlere karsi, sistem yoriingelerinin denge durumuna gore davranislart sistemin
kararlilig1 hakkinda bilgi verir.

Bu teori, matematik ve miihendislik alaninda olduk¢a merkezi bir rolii olan
o6nemli konulardan biridir ve dinamik sistemlerin kararliliklarinin incelenmesinde farkli
kararlilik tiirleri olmakla beraber, nonlineer sistemlerin kararlilik analizinde genellikle
Lyapunov fonksiyonlar1 ile karakterize edilen denge noktalarinin kararliligi incelenir
(Khalil, 2002; 2015).

Kararlilik, en basit ifadeyle sistemin istenilen bir degere (denge konumu)
ulagmasi ya da belli bir durumu koruyabilmesi olarak adlandirilabilir. Lineer veya
nonlineer sistemlerin kararlilik incelmesinde genel olarak, asimptotik anlamda kararlilik
ve siirl girig-sinirh ¢ikis kararlilik olmak iizere iki tip kararliliktan soz edilir (Cetintas,
2016).

Sisteme giren (input) sinyalin sinirli (genligi) olmasi ya da siirlariin
belirlenebiliyor olmasi durumunda t-—>oo ig¢in, sistemden ¢ikan sinyalin de simirl
olmasi gerekir. Yani bir sistemin hem giris hem de ¢ikis sinyalinin matematiksel olarak
her hangi bir degerden kiigiik oldugu ifade edilebiliyorsa, bu sistemler i¢in sinirlt girig-
sumirlt ¢ikig kKararlidir denebilir. Bu yilizden kararli sistemlerin ¢éziimleri her zaman

sinirlidir. Ancak bu giris ve ¢ikis smirlarinin ayni degerde olacagi anlamina gelmez.
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Onemli olan sistemin hem giris hem de ¢ikis fonksiyonun iist smir degerlerinin
belirlenebiliyor olmasidir. Asimptotik anlamda kararlilik ise dinamik sistemlere hicbir
giris uygulanmadigi halde, denge durumuna yeterince yakin bir baslangi¢ kosulundan
t — oo i¢in, ¢ikisin kararli bir denge durumuna yakinsamasidir.

Nonlineer sistemlerin kararlilik analizi, sistemin giris enerjisinin sifir oldugu
durumda yapilir. Yani sistemi besleyen kaynak, giris veya kuvvet Kesilerek

(sifirlanarak) kararlilik analizi yapilir. Es. 2.2°de verilen autonomous nonlineer sistemin
kararliligy, giris degiskeni sifir (u=0) oldugundaki dogal tepkisi ile ilgilidir (Bao ve

Lee, 2007) ve es. 2.3’deki gibi ifade edilir.
X'(t)=f(x(t)), vt=0. (2.3)

Kararli sistemlerin enerjileri zamanla azalma egilimdedir. Bu da kararh
sistemleri kontrol edilebilme olanagi saglamaktadir. Kararli sistemlere bozucu bir etki
yapilsa bile, sistem zamanla kendiliginden denge durumuna doner. Ciinkii bu sistemler
belli bir durumu (denge) koruma egilimindedirler. Ancak kararsiz sistemlerin kontrol
edilebilme ihtimali olmamakla beraber bu sistemler zararlidirlar da. Fiziksel olarak,
¢Oziimii veya hareketi sinirsiz olan kararsiz sistemler kendilerine, etrafindaki arag
gereclere veya insanlara zarar verebilitler. Ornegin bir sinyalin giicii zamanla
azalmasaydi bomba etkisi yaratirdi. Benzer sekilde yildirnm gibi dogal afetler de

kararsi1z oldugundan diistiikleri yerlere ciddi zararlar verirler.
2.1.2. Denge noktalari ve kararhilik

Bir sistemin zamanla degismeyen hareketinin (¢oziimiiniin) ve diferansiyel
denklemler i¢in de sabit ¢6ziimiin oldugu noktalar, denge (sabit, kritik) noktalaridir.
Sistemin denge noktasi, aynt zamanda sistemin kararli veya kararsiz oldugu noktadir ve
denge noktalarina gore kararlilik analizi genellikle Lyapunov teoremleri kullanilarak
karakterize edilir. Sistemin kararliligi da ¢oziim egrilerinin bu denge noktalarindan
uzaklagmasi veya denge noktalarina yakinlasmasi durumunda neler oldugunu ifade eder.

Kararli bir sisteme yapilacak en ufak bir miidahale dengenin bozulmasina yol agar ve
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yeni bir denge saglanana kadar sistem kendi i¢inde diizenlemeler yapar. Eger bir
sistemin ¢Oziim egrileri zamanla denge noktasina yoneliyorsa kararli (stable), ancak
zamanla denge noktasindan uzaklasiyorsa kararsiz (unstable) olarak tanimlanir (Khalil,
2002).

Tamm 2.2: Es. 2.3°deki zorlanmamus sistemin denge noktast x, € R" ise f(x,)=0

olmaldir. Yani x'(t)= f (X(t)) =0 ¢6ziimiin oldugu nokta/noktalar denge noktasidir.

2.1.2.1. Denge noktalarinin kararhhk incelemesi

Lineer sistemlerden farkli olarak nonlineer sistemler, bazilar1 kararli ve bazilar

kararsiz olan birden fazla denge noktasina sahip olabilirler (Bao ve Lee, 2007). Es.

2.4’te verilen sistem dikkatle incelendiginde (k>0 ve M >0, sabit sayilar), sistemin

"M™ ve "0" olmak iizere iki adet denge noktasinin oldugu matematiksel islemler ile
bulunabilir (Edwards ve Penny, 2009; 2011). Ayrica bu sisteme ait ¢oziim egrilerinin
zamana goOre hareketi incelenerek denge noktalarmin kararhiliklart ile ilgili
degerlendirmeler yapilabilir (Sekil 2.1; 2.2):

Sistem yoriingeleri zamanla "M " noktasina yoneldiginden "M " noktasinin
sistemin kararli denge noktasi oldugu sOylenebilir. Ancak "0" noktasiysa ¢Oziim
egrilerinin zamanla uzaklastig1 nokta oldugundan kararsiz denge noktasidir (Edwards ve
Penny, 2009; 2011).

X'(t) =kx(M —x) (2.4)
x'<0 x>0 x'<0
._*_—1__
x=0 x=M

Unstable Stable

Sekil 2.1. Es. 2.4’e ait denge noktalar1 faz diyagrami (Edwards ve Penny, 2009; 2011).



x=M
~
=

Sekil 2.2. Es. 2.4’¢ ait denge noktalar1 egrileri (Edwards ve Penny, 2009; 2011).

Denge noktalarma gore davramist (Sekil 2.1; 2.2) verilen sistem (2.4)
yorumlanarak her hangi bir sistemin igin, denge noktalarmna gore kararliligin genel

ifadesi tanimlanabilir:

Tamm 2.3: X, noktasi, es. 2.3’teki sisteme ait denge noktast ve X(t,)=X, noktasi,
denge noktasina yeterince yakin bir baslangic noktast olsun. Vt=0 igin, X(t)

¢oziimleri X, noktasina yakin kaliyorsa X, kararli denge noktasidir. Bu durumda, her

& > 0degeri icin Vt >0 olmak sartiyla,

X =% <& = |x(t) -

<¢g (2.5)

e

kosulunu (2.5) saglayan bir 6 >0 mevcut ise X, kararli denge noktasidir (Edwards ve

Penny, 2009; 2011).

Ornek 2.1: Asagida matematiksel ifadesi verilen sistemin (2.6), bilgisayar programlari

yardimiyla denge noktalarina gore kararliligi ve ¢oziim egrileri incelenecektir.
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X'(t)=7x—x*-10 (2.6)

Oncelikle sisteme ait denge noktalarmin bulmasi gerekmektedir. Sistem ikinci
dereceden oldugundan iki adet kokii, yani denge noktast mevcuttur. Matematiksel
olarak sistem denkleminin ¢oziimii yapilabilecegi gibi John C. Polking tarafindan
yazilan, egitim kurumlarinca kar amaci giitmeksizin, egitim amaclh {icretsiz olarak
kullanilabilen ve kullanim1 oldukga basit olan “dfield” Matlab programi da kullanabilir
(Polking, 2002). Bu program ile ADD’lerin ¢dziimiinii yapmadan denge noktalarina
gore davraniglari incelenebilir ve sistem denklemi, deger araligi, varsa parametreleri ve
zaman araligi girilerek istenilen zaman araliginda fonksiyonun c¢6ziim egrilerinin
davranislar elde edilir.

Matlab “dfield” programi kullanilarak elde edilen ¢oziim egrileri (Sekil 2.3)
dikkatle incelenirse, sisteme ait egriler zamanla x =5 noktasina yaklasirlarken X =2
noktasindan ise uzaklasmaktadirlar. Bu durumda x=5 noktasina kararli, x=2

noktasina ise kararsiz denge noktasi1 denebilir.

Sekil 2.3. “dfield” yazilimi1 kullanilara elde edilen ¢6zlim egrileri.
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2.1.2.2. Kararhlik ve faz diizlemi

Onceki béliimde (2.1.2.1) denge noktalarinin kararlilik incelemesi yapilirken bir
boyutlu sistemler g6z Oniine alindi. Ancak dogal olaylarin birgogu bu basitlikte
olmamakla beraber genellikle iki boyutlu birinci mertebeden sistemlerdir.

Es. 2.7°de verilen sistem, iki boyutlu bir autonomous sistemin genel ifadesidir.

f wve g fonksiyonlarinin xy diizleminin R  bolgesinde sitirekli ve
diferansiyellenebildigi kabul edilirse bu diizlem, es. 2.8’deki sistemin faz diizlemidir.
Faz diizlemleri av-avcit modelleri, yay saliimlar1 gibi fiziksel sistemlerin davranigini

gorsellestirmek agisindan oldukga kullanighidir (Edwards ve Penny, 2009; 2011).

dy _f(xy)
dx g(xvy)

(2.7)

Incelenen sistemin (2.7) baslangig zamaninda (t,) baslangig degerleri (X, ;)
bu diizlemde yer almalidir. Ayrica bu sistem es. 2.7°de yer alan iki farkli denklem

sisteminden olusmaktadir. Her iki esitligi sifir yapan (X' =0,y = 0) ortak ¢oziimler bu

sistemin denge noktalarim (X,, y, ) Verir.

y'(t)=f(x(t) y(t)), x(t) =g (x(t). y(t)). (2.8)

Iki boyutlu sistemlere ait denge noktalarinmn kararlilik incelemesi tipki bir
boyutlu sistemlerde oldugu gibidir. Yani eger sisteme ait yoriingeler, zamanla denge
noktasina yoneliyorsa bu denge noktalar1 i¢in kararli, ancak eger zamanla denge

noktasindan uzaklasiyorsa bu denge noktalar1 i¢in kararsiz denge noktalar1 denebilir.

Tamm 2.4: Edwards ve Penny (2009; 2011)’ye gore es. 2.5’te verilen kararlilik kosulu
iki boyutlu sistemler (2.8) igin, z(t)=(x(t),y(t)), z,=(%.Y,) baslangic ve

z, =(X, Y, ) denge noktalar1 olmak iizere es. 2.9°daki gibi genellestirilebilir.
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|2,—2,|< & oldugunda |z(t)-z,

< ¢ olur. (2.9)

2.1.2.2.1. Faz portreleri (phase portraits)

Faz portreleri, baslangic degerleri denge noktalar1 olmamak kosuluyla, bir

dinamik sistemin ayn1 faz diizleminde farkli baslangi¢c kosullarina karsilik gelen ¢oklu

faz egrilerinin bir resmidir. Yon alan oklart ise (X(t), y(t)) noktalarina karsilik gelen
yoriingelerin xy diizleminde olusturdugu egrilerin hareket yoniinii temsil eder. Faz
portrelerinde eksenler durum degiskenleri ile temsil edilirken, (x(t), y(t)) noktalarina

ait egriler zamana gore davranislar sergiler (Edwards ve Penny, 2009; 2011).

Ornek 2.2: X"+ f (X, X’) =0 formatinda verilen ve X"+4x+ x> =0 ikinci mertebeden

diferansiyel denklemi ile ifade edilen nonlineer kiitle-yay sisteminin denge noktalarinin
kararliligi, ¢6ziim egrisi ve faz portresi incelenecektir.

Zorlanmamis (dis kuvvet yok) sistemlerde nonlineer bir yaya (k yay sabiti)

bagli m kiitleli bir cismin her hangi bir t anindaki konumu X(t) olmak {izere,
nonlineer yaym basit matematiksel modeli F(x)=—kx+/8x° ve kiitlenin hareket
denklemi ise mx” =—kx+ 8x® seklinde ifade edilir (Edwards ve Penny, 2009; 2011).

Bu diferansiyel denklem x'(t)=y(t) ve y'=—f(xy) doniisimi ile es.

2.10°da yer alan esdeger nonlineer sistem olarak ifade edilebilir.
X'(t)=y, y’(t):—(x3+4x). (2.10)

Sistemimin matematiksel olarak ¢oziimii yapilabilecegi gibi, John C. Polking
tarafindan yazilan ve egitim kurumlarinca kar amaci glitmeksizin egitim amach {icretsiz
olarak kullanilabilen “pplane” Matlab programi da kullanabilir (Polking, 2002). Bu
program da “dfield8” programina benzer olarak, ADD’lerin ¢6zlimiinii yapmadan

sistem yoriingelerinin denge noktalarina gore davraniglarini faz diizleminde inceleme



15

olanagi verir ve ek olarak, bu yoriingelerin denge noktalarima gore yonelimlerini yon
oklariyla gosterir. Ayrica bu program ile ¢izilen her hangi bir faz diizlem grafiginin
mentileri kullanilarak sisteme ait denge noktalari da listelenip smiflandirilabilir. Bu
program, hem kullanighiligr hem de ¢iktilar1 bakimindan sistem davranislar1 hakkinda
oldukca faydali sonuglar elde edilmesini saglar.

Matlab “pplane” programi kullanilarak elde edilen faz diizlem portresi (Sekil

2.5) incelendiginde sisteme ait egrilerin; faz diizlemi iizerinde merkezi orijin (0,0) olan

saat yoniindeki egriler oldugu, hem rastgele ¢izilen egri grafiklerinden hem de yon

oklarindan da anlasilabilir. Edwards ve Penny (2009; 2011)’nin belirttigine gore

sistemin baslangi¢ noktalari (X,,Y,) yarigapt & olan bir ¢ember igerisinde ve ¢dziim
egrileri (X(t), y(t)) ise yaricap1 & olan bir alan icerisindedir (Sekil 2.4). Bu durumda,

sistemin ¢ozliim egrileri siirlandirildigindan dolayr orijini i¢in karali denge noktasi
denebilir. Ancak sisteme ait egriler, zamanla denge noktasi olan orijine yaklagsmak
yerine orijinin etrafin1 saran kapali yoriingeler seklindedirler (Sekil 2.5). Bu tiir
periyodik ¢oziimlerin kapali yorlingeleri tarafindan c¢evrelenen denge noktalari,
kararlilik sartlarin1 yerine getirdiginden kararli denge noktalaridirlar (Edwards ve
Penny, 2009; 2011).

.
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Sekil 2.4. Coziim egrilerinin sinirlar1 (Edwards ve Penny, 2009; 2011).
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Sekil 2.5. “pplane” yazilimi kullanilarak elde edilen faz diizlem portresi.

2.1.2.3. Asimptotik kararhilik (AS)

Tamm 2.5: Es. 2.3’teki sisteme ait denge noktasi kararli ve bu denge noktasina yakin
bir X, baslangic degerinden baslayan tiim yoriingelerin t—oo giderken bu denge
noktasina varmasi durumunda, X, noktasinin asimptotik kararli denge noktasi oldugu

soylenebilir (Edwards ve Penny, 2009; 2011). Yani asimptotik olarak kararli bir

sistemde, tiim yoriingeler zamanla denge noktasina dogru hareket ederler. Bu durumda

|, —%,| < & oldugunda lim x(t) =, (2.11)

kosulunu (2.11) saglayacak bir 6 >0 mevcut olmalidir.
Somutlagtirmak gerekirse, Ornek 2.2°de kararliligi incelenen sisteme ait

yoriingelerin denge noktasina varmadigi fark edilecektir. Yoriingeler sadece denge
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noktasiin etrafinda hareket ederler ve ne kadar kiiciilseler de asla denge noktasina
varmazlar (Sekil 2.5). Bu nedenle sistemin orijini her ne kadar kararli olsa da AS
degildir. Bundan dolay1 da AS olma kosulu, kararli olma kosulundan daha giiclii ve

kapsaml1 bir durumdur (Edwards ve Penny, 2009; 2011).

Ornek 2.3: Matematiksel ifadesi verilen sistemin (2.12) denge noktalarinin asimptotik

kararlilig1 ve sistem davranislari bilgisayara programlari araciligiyla incelenecektir.
X'(t)=2y-0.2x", y'(t):—2(x+y3). (2.12)
Sistemin kararliligimin incelenebilmesi igin 6ncelikle denge noktalarmin bulmasi

gerekmektedir. Nonlineer sistem iki boyutlu oldugundan dolay1r denge noktalari da

(x,y) ikilisi seklinde olacaktir.

x'=2y-0.2x3
y'=-2(x+y)

Sekil 2.6. Es. 2.12’ye ait faz diizlem portresi.
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Matematiksel islemler yapilarak veya Matlab “pplane” programi kullanilarak

sisteme ait denge noktasmmn orijin (0,0) oldugunu kolayhkla bulunabilir. Ayrica

sistemin ¢oziim egrileri, faz diizlemi iizerinde t — oo iken zamanla orijine vardigindan

(0,0) noktasmnin AS denge noktast oldugu sdylenebilir (Sekil 2.6).

2.1.2.4. Kararhlk sartlar:

Es. 2.3’te verilen sistemin denge noktast X, ve f bu denge noktasinda tiirevli

bir fonksiyon olmak tizere, sisteme ait denge noktasinin kararli, kararsiz veya AS olarak

adlandirilabilmesi i¢in asagida belirtilen sartlari yerine getirmesi gerekir:

. Sistemin ¢6ziim egrileri, zamanla denge noktasina varmamak kosuluyla

yaklasiyorsa veya yakin kaliyorsa kararhidir ( £'(x,)<0).

. Sistemin ¢6ziim egrileri, zamanla denge noktasindan uzaklasiyorsa kararsizdir
(f'(x.)>0).

. Sistemin ¢6ziim egrileri, eger zaman sonsuza giderken denge noktasina geri
doniiyorsa AS’dur.

2.1.3. Nonlineer sistemlerin modellenmesi

Giinlik yasantida kullanilan ve yasami olduk¢a kolaylagtiran ara¢ gereglerin,
cithazlarin veya sanayi sektoriinde kullanilan makinelerinin tiimii piyasaya siiriilmeden
once tasarlanip bir dizi testlerden gecirilirler. Ancak bu fiziksel sistemlerin tasarlanmasi
oldukca maliyetli oldugundan ve zaman gerektirdiginden diretilmeden Once sistem
davraniglarint  inceleyebilmek, performanslarinm1  6lgmek ve diizgiin  calisip
calismadiklarini anlayabilmek icin, 6ncelikle bu sistemlerin karakteristigini temsil eden
matematiksel denklemler olusturulur.

Fiziksel sistemler genellikle nonlineer ve karmasik yapilardan olusurlar ve farkli
bilesenlerin veya parcalarin bir birlesimidirler. Sistemi olusturan pargalar acik¢a veya

belirsiz bir sekilde tanimlanabilir (Haddad ve Chellaboina, 2008). Mekanik, elektrik,
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1s1l, vb. bircok yap1 ayni fiziksel sistem igerisinde bulunabilirler. Bu nedenle de bu
sistemlere ait matematiksel denklemlerin analitik ¢6ziimleri ¢ok zordur. Bu tiir karmagik
yapili sistemlerde, her bir sistemin enerjisi diigiiniilerek modelleme yapilir. Enerjinin
doniistimii ilkesi géz Oniine alinarak karmasik yapi tek bir sistem tiiriine indirgenerek
¢oziime ulasilmaya ¢alisilir. Bunun igin en uygun sistem tiiriiyse elektrik sistemleridir.
Daha 6nce de belirtildigi tizere, elektrik sistemleri ile diger sistemlerin matematiksel
denklemleri arasinda biiyiik benzerlikler mevcuttur. Ustelik nonlineer sistemler igin
uygun bir matematiksel model kurulduktan sonra, sistemlerin kararliliklar1 ve
davraniglart matematiksel ¢oziimler yerine bilgisayar programlar1 aracilifiyla ¢ok daha
kolay incelenebilir.

Matematiksel modelleme, miihendislikte olduk¢a yaygin kullanilmakla beraber
aynt zamanda farkli sistemlerin matematiksel olarak  bir  birleri ile

iligkilendirilebilecegini sdyler.
Tamim 2.6: Tongren (2007)’e gore ikinci dereceden nonlineer diferansiyel denklem,

X"+ f (X, X)X +g(x)=p(t) (2.13)

esitligi (2.13) ile ifade edilir. X" ve x", X’in zamana bagl birinci ve ikinci tiirevleridir.

Ikinci dereceden nonlineer sistemlere ait model (2.13) denklemde f(x, x’)

terimi, sistemde soniime (damping) neden olan fonksiyondur ve RLC devrelerindeki
direng olarak diisiiniilebilir.

Daha o6nce dogal olaylarin matematiksel ifadesinin ikinci dereceden nonlineer
diferansiyel denklemler ile ifade edildi belirtilerek bir 6rnek iizerinden de incelenmisti
(Ornek 2.2). Es. 2.14’te verilen kiitle-yay sistemi ile es. 2.15 ve 2.16°da verilen seri
baglt RLC devresinin matematiksel denklemleri arasindaki benzerlik rahatlikla fark
edilebilir. Bu durum mekanik sistemlerin elektrik devrelerine matematiksel olarak

modellenebileceginin gostergesidir (Edwards ve Penny, 2009; 2011).



20

mx" + ux’ +kx = F(t) (2.14)
LQ" + RQ’+%Q=E(t) 2.15)
LI”+RI’+% —E'(t) (2.16)

Josephson junction devresi ile nonlineer sarkag (Chua ve ark., 1987) ve Rayleigh
ile Van der Pol denklemleri (Edwards ve Penny, 2009; 2011) gibi uygulamalar bu
benzerlige orneklerdir. Mekanik sistemlerde yer alan degiskenleri karakteristik olarak
elektrik sistemlerinde karsilayan parametreler kullanarak modelleme yapmak,

matematiksel modellemeyi ¢cok daha basite indirgeyecektir (Cizelge 1).

Cizelge 1. Mekanik-elektrik sistemlerin modellemesi (Chua ve ark., 1987; Edwards ve
Penny, 2009, degistirilerek alinmistir)

Mekanik Elektrik Elektrik
(Kuvvet-Gerilim) (Kuvvet-dkim)
Kiitle (m) Endiiktans (L) Kapasitans (C)
Siirtiinme katsayist () Direng (R) Direng (R)
Yay sabiti (k) Kapasitans (1/C) Endiiktans (1/L)
Hiz (V) Akmm (1) Gerilim (E)
Kuvvet (F) Gerilim (E) Akim (1)
Yer degistirme (x) Yik (Q) j E dt

2.2. Lyapunov Fonksiyonu ve Kararhihk

Dinamik sistemlerin kararliliginin incelenmesi ¢ok zengin bir gegmise sahiptir
ve mithendislik alaninda da oldukga popiiler bir konudur. Tarih boyunca pek ¢ok uzman
(matematikei, fizik¢i, miithendis, vb.) 6zellikle kararlilik kavrami iizerine ¢alisti. Resmi
olarak, “en az enerji” ilkesinden ilk kez Torricelli (1608-1647) s6z etmistir. Ona gore
eger bir cismin toplam enerjisinin minimum oldugu bir noktas1 var ise bu nokta, cismin
kararli denge noktasidir. Daha sonra bilim adamlar1 bu ilkeyi daha da gelistirerek

sistemin konservatif (enerji kayb1 yok) olmas1 halinde, sifir kinetik enerji ve minimum
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potansiyel enerjiye karsilik gelen durumun kararli bir denge noktasi oldugunu
sOylemiglerdir. Buna karsilik, bazi bilim adamlar1 bu ilkeyi daginik sistemler i¢in de
inceleyerek ayni zamanda sistemlerin daginik oldugu durumlarda da toplam enerjinin
sistemin yoriingeleri boyunca azaldigim1 gostermislerdir (Sastry, 1999). Bununla
beraber, konservatif veya daginik sistemlerin kararlilik karakterizasyonu {izerine, geneli
ithmal etmeksizin ilk olarak Rus matematik¢i/miithendis Lyapunov c¢aligmalar yapmistir
(Lyapunov, 1992). Sistemlerin kararliligim1 arastirmak i¢in kendisine ait olan
Lyapunov'un ikinci metodunu kullanmistir. Lyapunov fonksiyonlarina dayanan bu
metot, bilinen tiim sistemlere uygulanabilecegi gibi zamana bagli nonlineer sistemlerin
kararlilik hallerinin incelenmesinde de kullanilabilecek en genel metottur (Cifci ve ark.,
2011).

Giinlimiizde bu metot, dinamik sistemin kararlilik teorisinde, kontrol
sistemlerinde, zaman gecikmeli sistemlerde, gii¢ sistemi analizinde ve benzeri
calismalarda miikkemmel bir arag olarak kabul edilmektedir (Zhang ve Yu, 2013; Rao,
1981). Ozellikle LaSalle ve Lefschetz'in calismalarindan sonra biiyiik ilgi goren
Lyapunov’un metotlari, nonlineer kontrol teorisinde neredeyse vazgegilmez bir arag
olmustur. Uzmanlar, Lyapunov fonksiyonlarinin ger¢cek hayat uygulamalarinin daha
anlasilir kilinmas1 ve metotlar1 daha da gili¢lendirmek adina, Lyapunov fonksiyonlarinin
enerji fonksiyonlar1 veya depolama fonksiyonlar1 gibi temel islevlerini kullanmislardir
(Rouche ve ark., 1977; Haddad ve Chellaboina, 2008). Lyapunov fonksiyonlari, elektrik
veya mekanik sistemlerde enerjinin ve ekonomi ve finans alanlarinda ise maliyetin en
aza indirgeme ifadesi olarak da distiniilebilir (Yerramalla ve ark., 2003). Ayrica
Lyapunov fonksiyonlarinin kararli sistemlerin performans analizi ve AS sistemlerin
stirekli duruma erisme oranlarmin tahmin edilmesi gibi kullanim alanlar1 olmakla

beraber bu fonksiyonlar, sadece kararlilik analizleri i¢in kullanilmaz (Bayir, 2003).
2.2.1. Gradyan ve skaler potansiyel
Gradyan, skaler bir alanin artis gosterdigi yonii ve hizi bir vektor olarak veren

islemdir ve skaler bir fonksiyonun belirli bir bélgesine uygulandiginda, fonksiyonun o

bolgedeki hem biyiikligini hem de artis gosterdigi yonii verir. Cok boyutlu
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fonksiyonlarin gradyani, tiim kismi tiirevlerin tek bir vektér alaninda toplanmasidir.

Gradyan nabla (V) operatorii ile gosterilir ve bir f fonksiyonun gradyam “Vf ” veya «
grad f ” seklinde ifade edilir (MathWorld, 2018; Khanacademy, 2016).
(X, Y, Z) Kartezyen koordinatlar olmak tizere, f (X, Y, Z) fonksiyonun gradyani

es. 2.17°deki gibidir.
\%i :(ﬁax+—a +§a2]f :(—ax+—a +qazJ (2.17)

Eger f fonksiyonunun yaptigi is yoldan bagimsiz ise, yani bir noktadan baska

bir noktaya hareket eden bir cisim {izerinde yaptigi is hangi giizergahtan (yoldan) olursa
olsun ayni ise “ f kuvveti” konservatiftir denir. Ancak hareket boyunca siirtiinmeden
veya bagka bir etkenden kaynaklanan bir enerji kayb1 var ise kuvvet konservatif olamaz,
¢linkii yapilan is yola baghdir (Arfken ve Weber, 2005). Ayrica konservatif
fonksiyonlar ayn1 zamanda baska bir fonksiyonun skaleri olarak ifade edilebilmelidir.
Skaler potansiyel ise bir cismin iki farkli noktadaki potansiyel enerjilerinin yola
degil konuma bagli oldugu anlamina gelir. Es. 2.3’te verilen sistemdeki f fonksiyonu,
bir V skaler fonksiyonun gradyani olarak es. 2.18’deki tanimlanir. Bu esitlikte (2.18),
V skaler fonksiyonu sistemin potansiyel enerjisidir. Es. 2.18’deki negatiflikse enerjinin
minimum degerine olan yonelimi, yani enerjinin azaldigmi ifade eder. Ornegin hareketi
denge noktasina dogru olan cismin enerjisi bu denge noktasinda minimumdur (Sekil

2.9). Bu nedenle enerji degisimi negatiftir.
X'=—grad f =-VV (2.18)

Arfken ve Weber (2005)’e gore skaler bir fonksiyonun negatif gradyani (2.18)

olarak tanimlanan f Kkuvveti, konservatiftir ve kapali sistemlerin (baslangic ve bitis

noktalar1 ayni1) yaptig1 is sifir oldugundan skaler potansiyelinin de sifir oldugunu ifade

eden es. 2.19 ve 2.20 sartlarini yerine getirmelidir.
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Vxf=0 (2.19)

jgf. dr =0 (2.20)

Lyapunov  fonksiyonlari, bir sistemin enerjisindeki degisim  fikrine
dayandigindan bu fonksiyonlarin yoriingeleri boyunca enerjideki degisim ve yon,

gradyan kullanilarak gosterilebilir.
2.2.2. Lipschitz kosulu

Lipschitz kosulu, 6zellikle sistemlerinin kararlilik incelemesinde yogun olarak

kullanilan ve diferansiyel denklemlere ¢6ziim olanagi saglayan bir esitsizliktir.

Tamm 2.7: %z f(x,y):R" —>R" fonksiyonu, f(x,y)=0 noktasini igine alan D
X

bolgesinde tanimli ve siirekli olsun. Bu bolgede apsisleri X ve ordinatlar1 Yy, ve VY,

olacak sekilde secilen her nokta ¢ifti ((X, ¥.).(xy,)e D) icin,

f (% y) = F (X Y,)| <My, ~ Y| 2.21)

esitsizligini (2.21) saglayan pozitif bir M sayis1 varsa f(X, y) fonksiyonu, D
bolgesinde yerel olarak Lipschitz Kosulu’nu saglamis olur (Aksoy ve Ozkan, 2017).
Ayrica M sabit sayisia da Lipschitz Sabiti denir. Eger D =R" ise f global olarak
Lipschitz’tir.

Sastry (1999)’ye gore f(X,y) fonksiyonu D bolgesinde siirekli ise ayni

zamanda Lipschitz siirekliligi ni de saglar. Diger yandan eger fonksiyon kismi tiirevleri

siirlandirilmis ise Lipschitz’dir.
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2.2.3. Gronwall-Bellman esitsizligi

Yillar boyunca bilim insanlart Gronwall-Bellman esitsizliginin lineer ve
nonlineer genellemelerini yapilmiglardir. Bu esitsizlik, integral ve diferansiyel
denklemlerin kararliligi, asimptotik davraniglart ve smirliligt gibi 6zelliklerinin
incelenmesinde 6nemli bir rol oynamaktadir (Pachpatte, 1973). Miihendislikte nonlineer
sistemler, Lyapunov kararliligi ve ADD’lerin varlik ve teklik teoremleri gibi konularin
matematiksel arka planinda Gronwall-Bellman esitsizlikleri yogun olarak
kullanilmaktadir. Ancak her ne kadar Gronwall-Bellman esitsizliklerinin farkli tiirleri
olsa da bu tez caligmasinda, ozellikle pasiflik analizlerinde, yaygin olarak bilinen

integral esitsizlikleri formunu kullanilacaktir.

Teorem 2.1 (Gronwall): 1=[0,), u, negatif olmayan (u,>0) bir sabit ve tel

olmak tizere,
t

u(t)3u0+j f(s)u(s)ds (2.22)
0

esitsizliginde (2.22) yer alan u (t) ve f (t) fonksiyonlari, | tiizerinde negatif olmayan

stirekli birer fonksiyon olsun. Esitsizlik (2.22), Gronwall esitsizligi yardimiyla es.
2.23’teki gibi ifade edilir.

u(t)<u, exp@ f(s)ds J (2.23)

2.2.4. Lyapunov kararhhg:

Lineer sistemlerin kararlilik durumlarinin incelenmesi hem ¢ok kolaydir ve hem
de c¢ogu zaman Lyapunov'un teoremlerinin uygulanmasina ihtiyag yoktur. Ancak

Lyapunov kararlilik teorisi, nonlineer sistemlerin kararlilik analizi i¢in uygun Lyapunov
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fonksiyonlarinin insasinda oldukca faydalidir (Sastry, 1999). Ustelik Lyapunov
teoremleri, nonlineer sistemlerin denge noktasinin olmadigi durumlarda bile sisteme ait
durum denklemlerinin ¢6ziimlerinin sinirliligini inceleme olanag: saglar (Khalil, 2002).
Lyapunov kararliik metotlari, dinamik sistemlerin kararliliklarin1 ~ diferansiyel
denklemlerinin ¢oziimlerini agik¢a hesaplamadan analiz etmeye yonelik sezgisel bir
yaklasimdir (Vidyasagar, 2002). Bu yontemler, modern nonlineer kontrol teorisinin
cogunun temelini olusturur ve ayrica yerel lineer kontrol tekniklerini kullanmak igin

teorik bir gerekge sunar.
Lyapunov kararlilik teorileri denge noktalarinin orijin (Xe = 0) oldugu sistemler
ile ilgilenir ve baslangi¢c noktalarina gore kararliligi tanimlar (Marquez, 2003; Yang ve

ark., 2012). Ancak dinamik sistemlerin birden fazla denge noktasi olabilir. incelenmekte

olan sistemin denge noktasi orijin degilse genelligi kaybetmeden denge noktasi orijin

olacak sekilde, R" iizerindeki koordinatlar yeniden tanmimlanabilir veya degiskenler
degistirebilir (Marquez, 2003; Vidyasagar, 2002).

Tamm 2.8: X, €D ve f(x,)=0 olmak iizere es. 2.3’teki zorlanmamis (u=0) sistem

verilsin. f:DcR" — R", Lipschitz kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon ve

tef0,0). ¥x =0 degeri igin f (x)#0 ve f(0)=0 olsun.

Sistem eger esitsizlik 2.24°teki kosulu yerine getiriyorsa orijini kararlidir.
Orijini kararl sistemlere ait yoriingelerin baslangi¢ noktalari, orijin ¢evresinde yarigapi
5=6 (g)>0 olan bir bolge igerisindedir ve bu yoriingeler orijine yakinsamayip
yarigapt & olan bir bolge igerisinde smirlanirlar (Sekil 2.7a). Ancak sistemin denge
noktas1 kararli ve &, esitsizlik 2.25’deki gibi segilirse denge noktasi yerel olarak
AS/LAS olacaktir. AS sistemlerde, t — oo iken sistemin tiim yoriingeleri zamanla orijine
varir (Sekil 2.7b). Dahasi, VX, € R" noktalar1 i¢in sistemin denge noktas1 kararli ve es.

2.26°daki kosulu yerine getiriyorsa orijini GAS’dir. Sistem eger kararli degilse o zaman
kararsizdwr (Haddad ve Chellaboina, 2008; Yang ve ark., 2012).
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||x0||<5:Hx(t)H<g, vt > 0. (2.24)
%)<= lim x(t)=0 (2.25)
limx(t) =0 (2.26)

(a) Stable (b) Asymptotically stable

Sekil 2.7. Lyapunov kararliligi a. kararli, b. asimptotik kararli (Bao ve Lee, 2007).

2.2.5. Lyapunov fonksiyonu

Lyapunov teoremlerinin temeli Torricelli ilkesine dayanir. Bu nedenle Lyapunov
fonksiyonlart igin, denge noktalar1 civarinda tanimlanan sistem enerjisinin
genellestirilmis islevidir denebilir. Ayrica bu fonksiyonlar, dinamik sistemin enerjisinin
sistemin yoriingeleri boyunca zamanla azalarak minimum degeri olan sifira ulastig
fikrini de verirler (Sastry, 1999). Ciinkii bir sistemin enerjisi her zaman pozitif ve
minimum degeri de sifir olmalidir. Ki bu da, Lyapunov enerji fonksiyonlarinin zamanla
azalarak denge noktasi olan orijine yaklastigi ve Lyapunov fonksiyonlarinda denge
noktasinin her zaman orijin oldugu fikrini destekler. Lyapunov’un ikinci metodu ise bu
enerji degisimine gore sistemin kararliligini inceleme olanag: verir. Yani Lyapunov

fonksiyonlari, dinamik sistemin kararlilik durumunu inceleme olanagi veren skaler
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fonksiyonlardir  (Vidyasagar, 2002). Nonlineer RLC devrelerinin kararlilik
incelemesinde ise devrelerin durum denklemlerinin matematiksel ¢oziimiinii yapmak
yerine uygun Lyapunov veya enerji fonksiyonlari ile denge noktalarinin kararlilik

durumlar1 hakkinda tahminler yapilabilir (Ates ve Laribi, 2018).

2.2.5.1. Lyapunov fonksiyonlarinin tanimlanmasi

Tamm 2.9: V:D—>®R Lyapunov fonksiyonu, orijini kapsayan D cR" agik
kiimesinde siirekli, pozitif taniml1 ve bu bolgenin her noktasinda birinci dereceden kismi

tiirevleri olabilen skaler bir fonksiyon olsun. Es. 2.3’teki sistemin denge noktasinin

orijin (%, =0) oldugu ve Lipschitz kosulunu sagladigi varsayilsin. f:DcR" - R",

X, € D bolgesinde siirekli ve tiirevlenebilir ise V', f (X) ’in yOriingeleri boyunca es.

2.27°deki gibi tanimlanabilir.

' oV dx
Vv (x(t)):—v(x(t)):&.azvv.f (x) (2.27)
Dikkat edilirse sistemin yoriingeleri boyunca V', sistemin denklemine bagl

olarak degisebilir. Bundan dolay1, farkli sistemler igin V'(X) de farkli olacaktir (Khalil,

2002; Vidyasagar, 2002). Ayrica Lyapunov fonksiyonlari sistemler i¢in tanimlanan

yerel fonksiyonlardir. Yani orijin etrafinda tanimlanan yerel enerji fonksiyonlaridir.
Ancak D =9R" ise Lyapunov fonksiyonu global olarak adlandirilir.

Porzitif tamiml fonksiyon (PDF): V(X) fonksiyonu, V(0)=0 ve x=0 iken

V(X)>0 kosullarin1 sagliyorsa PDF olarak adlandirilir. Bunun anlami fonksiyonun

sadece “x =0 " noktasinda sifir olacagi ve bunun disindaki diger tiim noktalarda pozitif

degerde olacagidir.

Pozitif yari-tamml: fonksiyon: V (x) fonksiyonu, V(0)=0 ve x=0 iken

\% (X) >0 kosullarimi sagliyorsa pozitif yari-tamimli fonksiyon olarak adlandirilir.
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Negatif tammli fonksiyon: V (X) fonksiyonu, V (0) =0 ve x#0 iken V (X) <0
kosullarini sagliyorsa negatif tanimli fonksiyon olarak adlandirilir.

Negatif yari-tamml fonksiyon: V(X) fonksiyonu, V(O)zO ve X#0 iken

Vv (X) <0 kosullarini sagliyorsa negatif yari-tanimli fonksiyon olarak adlandirilir.

Tanimlanan Lyapunov fonksiyonlari, V (0)=0 iken x#0 degeri icin V (X)
fonksiyonunun degerine gore global veya yerel pozitif yari-tanimli, negatif tanimli ve

negatif yari-tanimli olabilirler (Sastry, 1999). Bu tamimlardan yola ¢ikarak, V (0) =0

olmak kosuluyla, V (X) fonksiyonuna ait tanimlar asagidaki gibi yapilabilir (Cizelge 2).

Cizelge 2. Lyapunov fonksiyonlarinin tanimlari

Lyapunov Fonksiyonu Tanim
V (X) >0, x=0 Pozitif tanimli fonksiyon
V (X) >0, x#0 Pozitif yari-tanimli fonksiyon
vV (X) <0, x20 Negatif tanimli fonksiyon
vV (X) <0, x=0 Negatif yari-tanimli fonksiyon

Lyapunov fonksiyonlarinin tamimlarina dikkat edilirse, pozitif/negatif yari

taniml1 fonksiyonlar X #0 iken V (X) =0 olabilmektedir.

Ornek 2.4: Es. 2.28°deki Lyapunov fonksiyonu ve bu fonksiyonun [0,27] araligindaki

davranigt verilsin (Sekil 2.8). Bu fonksiyonun grafiginden yararlanilarak ¢izelge 2’de
belirtilen Lyapunov fonksiyonlarinin tanimlarindan (yerel olarak) hangisine uydugu
belirlenecektir.

V (%, %) =sin(2x +x,°) (2.28)
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Lipunov Fonksiyonu

V(x1 ,xz)

Sekil 2.8. Es. 2.28de verilen Lyapunov fonksiyonunun grafigi.

Es. 2.28’de verilen Lyapunov fonksiyonunun [0,27] arali@indaki grafigi
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incelendiginde, “2x°+x,°” toplammmn "0", "z" ve "2z" oldugu degerlerde

\Y (Xl,X2)=O olmaktadir. Ancak Lyapunov fonksiyonlar:, orijin disindaki higbir

noktada sifir olmamalidir (Cizelge 2). Bu nedenle, yalmzca "2x2+x,”>" toplamimin

negatif olmast durumunda (yani sol yar1 diizlemde bulunmasi) Lyapunov fonksiyonu
(2.28) negatif yari-tanimli olmaktadir (Sekil 2.8). Ancak bu toplamin matematiksel
olarak negatif olma ihtimali bulunmadigindan fonksiyon negatif yari-tanimli olma

kosulunu saglamayacaktir (Cizelge 3).

Cizelge 3. Es. 2.28’de verilen Lyapunov fonksiyonunun tanimlari

Deger Aralig Tanmim (Yerel olarak)
0< 2)(12 + )(22 < Pozitif tanimli fonksiyon
0< 2X12 + X22 < Pozitif yari-tanimli fonksiyon
T<2X+X,° <27 Negatif tanimli fonksiyon

— Negatif yari-tanimli fonksiyon
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Ornek 2.5: Asagida baz1 Lyapunov fonksiyonlar1 ve tanimlar1 6rnek olarak verilmistir.

2

1-Vv (X1' Xz) = % +X,° Pozitif taniml1 fonksiyon

2.V (Xu X,, Xs) = —2X12 - X22 -7 X32 Negatif taniml1 fonksiyon

3.V (Xl’ Xz) _ (2 X12 _ X22 )4 Pozitif yar1 tanimli fonksiyon
4-V (Xv X, ) —_ ( X12 _ 3X22 )2 Negatif yar1 tanimli fonksiyon
5-V ( X,, Xz) =1-C05S (”X1 +X, ”) Yerel pozitif tanimli fonksiyon

2.2.6. Lyapunov’un ikinci (Direct) metodu

Lyapunov’un ikinci metodu, Lyapunov fonksiyonunu, orijini denge noktasi olan
dinamik sistemlerin enerji veya depolama fonksiyonu olarak tanimlayarak bu
sistemlerin kararliligin1 inceleme olanagi saglar. Bu metodunun amaci, sistemi
tanimlayan diferansiyel denklemleri ¢ozmeden ve sistemi besleyen kaynak, input veya
kuvvet sifir iken nonlineer bir sistemin denge noktasinin kararlilik 6zelliklerini
belirlemektir. Ayrica bu metoda ek teoremler ile bir sistemin GAS olup olmadig: da

belirlenebilir.

Teorem 2.2: Es. 2.3’teki sistemin denge noktasi orijin (x,=0), Dc®R" orijini
kapsayan bir bolge ve V : D — R olarak tanimlanan siirekli ve tiirevlenebilir Lyapunov
fonksiyonu PDF olsun. u =0 olmak iizere Lyapunov fonksiyonu,

V'(x)<0, xe D (2.29)

kosulunu (2.29) sagliyorsa sistemin (2.3) orijini kararlidir. Eger

V'(x)<0, xe D-{0} (2.30)
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kosulunu (2.30) sagliyorsa sistemin (2.3) orijini AS olacaktir. Ancak eger V'(x), PDF

ise orijin kararsizdir.

Bu teoreme gore nonlineer bir sitem i¢in tanimlanan siirekli ve pozitif tanimli
Lyapunov fonksiyonunun zamana gore tiirevi negatif-yar1 tanimli ise sistemin orijini
kararlidir. Fakat tanimlanan Lyapunov fonksiyonunun tiirevi negatif tanimli ise sistemin
orijini AS’dir (Haddad ve Chellaboina, 2008).

Orijini kararh fakat asimptotik kararli olmayan sistemlerin birden fazla denge
noktas: olabilir. Bu durumda baslangi¢ kosullarina bagli olarak sistem ydriingeleri,

denge noktalarindan her hangi birine yakinsayabilir (Samli, 2006).
2.2.6.1. Lyapunov anlaminda kararhhk

Es. 2.3’teki nonlineer sistem i¢in tanimlanan ve Lyapunov’un ikinci metodunda
belirtilen kararlilik kosullarini yerine getiren “V ” Lyapunov fonksiyonu, sisteme ait
enerjinin daima pozitif ve enerji degisiminin negatif oldugunu ifade eder. Bu durum,
enerji fonksiyonun PDF oldugu ve sistem enerjisinin zamanla azaldigi anlamina gelir.
Ciinkii sistem yoriingeleri zamanla denge noktast olan orijine yaklasir. Denge
noktasinda sistemin potansiyel enerjisi minimum degilse o zaman denge noktasi da
kararli degildir (Salle ve Lefschetz, 1961).

Lyapunov kararliligi, belirli bir noktadan harekete baslayarak yol boyunca
ilerleyen ve her hangi bir sekilde yakit takviyesi yapmayan bir arag-yakit ornegi ile
somutlastirilabilir. Bu aracin deposundaki mevcut yakit, aracin enerjisi olarak
diisiiniilebilir. Aracin yakiti zamanla azalacak ve tamamen tiikendiginde ise arag
duracaktir. Bu aracin durdugu nokta orijin olarak goriilebilir. Ciinkii bu nokta, aracin
enerjisinin sifir oldugu noktadir.

Lyapunov fonksiyonlar1 yukarida verilen arag-yakit drnegine benzer bir enerji
fikrine dayanir. Kararli bir cismin hareketi ile enerjisi arasindaki iliski: Orijinin, cismin

enerjisinin minimum (sifir) oldugu nokta olmasidir (Sekil 2.9).
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y A (x(0).y(0)

Baslangi¢ noktast

(x(t),y(t))

Hareket

oo >

Denge Noktas

>

Sekil 2.9. Kararl1 bir cismin hareketi.
2.2.6.2. Global asimptotik kararhlik (GAS)

Orijini GAS olan sistemlerin ¢dziim egrileri t — oo iken tekrar denge noktasina
yakinsar. Yani her hangi bir baslangi¢ noktasi i¢in, sistem yoriingeleri denge noktasina
geri doniiyordur. Eger Lyapunov fonksiyonu sistemin enerji fonksiyonu olarak
diistiniiliirse orijinin GAS oldugu sistemlerde, enerji daima sifira (orijine) yakinsar veya
orijin disindaki her noktada enerji harcanir. Ancak Lyapunov’un ikinci metodunda
belirtilen kararlilik teoremi, orijinin GAS olup olmadig: {izerine her hangi bir bilgi

vermez.

Teorem 2.3 (Barbashin-Krasovskii): Es. 2.3°teki sistemin denge noktasi orijin
(x,=0) ve V:R"—>9R olarak tammlanan siirekli ve tiirevlenebilir Lyapunov
fonksiyonu PDF olsun. u=0 olmak iizere Lyapunov fonksiyonu, Lyapunov’un ikinci

metoduna gore AS olma sartlarini ve es. 2.31°deki kosulu yerine getiriyorsa sistemin
(2.3) orijini GAS’dir.
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|| > 0=V (x) >0 (2.31)

Tamm 2.10: Lyapunov’un ikinci metoduna gore AS olma kosullarina ek olarak orijinal
metodun genisletilmis halini sunan es. 2.31°deki kosul, radially unbounded olarak
tamimlanir. Metodun bu genisletilmis hali ise siklikla Barbashin-Krasovskii teoremi
olarak adlandirilir (Khalil, 2002).

GAS ile AS arasindaki kayda deger fark; GAS, herhangi bir baslangic
noktasindan itibaren herhangi bir yoriingenin, verilen ¢6ziime asimptotik olarak
yaklasacagini ima etmesidir (Yerramalla ve ark., 2003). Bu durumda global kararlilik,
nonlineer bir sistemin her noktada lineer sistemle ayni sonuglari andirmas: olarak
diisiiniilebilir (Samli, 2006).

Orijini GAS olan sistemlerde orijinin sisteme ait tek denge noktasi olmasi
gerekir. Eger sistemin birden fazla denge noktasi var ve sistem yoriingeleri zamanla
orijine yakinsamiyorsa bu durum orijinin GAS olma iddiasiyla gelisir. Bu nedenle, GAS
coklu dengeli sistemler i¢in uygulanamaz (Khalil, 2015).

Yukarida tanimlanan her ii¢ kararlilik tipi i¢in,

GAS = AS = Liapunov Kararhlig:

seklinde bir kosul olusturularak kararlilik dereceleri yazilabilir. Ozetlemek gerekirse,
Lyapunov’un ikinci metoduna gore kararli denge noktalarinin kapsami bir Venn Semasi

kullanilarak asagidaki sekilde siniflandirilabilir (Sekil 2.10).
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Lyapunov

Kararlilig

Sekil 2.10. Lyapunov’un ikinci metoduna gore kararlilik siniflandirmalari.
2.2.6.3. LaSalle degismezlik ilkesi

Lyapunov kararlilik teoremlerinden farkli olarak LaSalle teoremlerinde,
Lyapunov fonksiyonun PDF olmasi zorunlu degildir. Ancak PDF fonksiyonlar i¢in
radially unbounded kosulunu saglamak ¢ok daha kolaydir (Samli, 2006).

LaSalle's degismezlik ilkesi, Lyapunov’un ikinci metodunda belirtildiginin

aksine, Lyapunov fonksiyonunun tiirevinin (V'(X)) negatif tanimli (V’(X)<O)

olmadigi durumlarda da bir sistemin asimptotik kararliligini sonuglandirmaya olanak
verir. Ancak bunun igin ilgili fonksiyonun tiirevi negatif yari-taniml (V'(X)SO)
olmalidir. Ayrica bu ilke yalnizca autonomous sistemler igin gegerlidir.

LaSalle degismezlik ilkesiyle Lyapunov fonksiyonlarinin yakinsamalarini
garantilemek mimkiindiir (Yerramalla ve ark., 2003). Dahasi, belirli bir bolgede
baslayan diferansiyel denklemlerin ydriingelerinin o bdlgede bir¢ok denge noktasindan

birine yaklastigi bu ilke yardimiyla kanitlanabilir (Sastry, 1999; Khalil, 2002).

Teorem 2.4: Sistemin (2.3) denge noktasi orijin (x,=0), V:D—>®R olarak

tanimlanan stirekli ve tiirevlenebilir Lyapunov fonksiyonu PDF ve V'(X)SO olsun.
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S ={X eD:V'(x)= 0} olmak iizere, X(t)=0 ¢oziimii (sifir ¢dziim) disinda higbir

¢oziim S kiimesinde kalmiyorsa sistemin orijini AS’dir.

Teorem 2.5: Sistemin (2.3) denge noktasi orijin (x,=0) ve V:R" >R, VxeR"
degeri i¢in V'(x)<0 olan siirekli tiirevlenebilir ve radially unbounded bir PDF olsun.
S ={Xei}?" :V'(X)=0} olmak iizere, X(t)=0 ¢oziimii (sifir ¢dziim) disinda higbir

¢oziim S kiimesinde kalmiyorsa sistemin orijini GAS’dir.

Bu teoremin (2.5) yardimiyla Barbashin-Krasovskii teoreminde (2.3) belirtilen
GAS kosullari, es. 2.32’de oldugu gibi genisletebilir. Bu kosullar1 saglayan sistemin

(2.3) denge noktasi orijin olmakla beraber ayni zamanda orijini GAS’dir.

V(0)=0
V(x)>0, xeR", x#0
V'(x)<0, xeR"

[X[| > 0=V (x) > o

(2.32)

Ornek 2.6: Es. 2.33’te verilen (Khalil, 2002) zorlanmamis nonlineer sistem igin uygun
bir Lyapunov fonksiyonu tanimlanarak denge noktasinin kararlililk durumu,

Lyapunov’un ikinci metoduna gore incelenecektir. a, b, m ve n parametreleri daha
sonra belirlenmek tizere, bu tiir tistel formlarda verilen sistemlerin (2.33) Lyapunov

fonksiyonu genellikle V (X, X, ) =mx* +nx,” seklinde tanimlanur.
g X, X, % 2

!

X =Xy, Xy ==X =%, . (2.33)

Sistemin denge noktasimin orijin  (0,0) oldugu matematiksel olarak

belirlenebilir. Denge noktasi belirledikten sonra, Lyapunov fonksiyonunun tiirevi

bulunarak uygun parametre degerleri se¢ilecektir.
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V' (%, %, ) =max ™%, +nbx,”*x,

V' (%X, ) = maxx, +nbx,” (-x° = x,°)

b-1,, 3

V' (%, X, ) = max,* X, — nbx," x> —nbx,

b+2

a=4, b=2, m=1ven=2 olarak verilsin veya segilsin. Bu durumda Lyapunov

fonksiyonunun tiirevi,

V' (X, %, ) = 4%°X, —4%,%° — 4%,

4

V(% X, ) =—4x,

negatif yari-taniml (V'(Xl,xz)ﬁ 0) olmaktadir. Parametre degerleri, tanimlanan
Lyapunov fonksiyonunda yerine yazilirsa V (X,X,)=X"+2X," olacaktir. Dikkat
edilirse, Lyapunov fonksiyonu radially unbounded ve PDF’dir. Ayrica X+ X,” —> o

iken V (x,X,) = ve V(o) =0. Bu nedenle bu sistemin tiim ¢oziimleri; t —oo iken

siirlandirilmistir, tiim yoriingeler faz diizleminde orijine yaklasmaktadir ve sistem igin

orijin (0,0) tek degismez alt kiimedir. Bu durumda, Lyapunov fonksiyonu es. 2.32°de

belirtilen kosullarin (Teorem 2.5) timiinii sagladigindan zorlanmamis nonlineer

sistemin (2.33) orijini i¢in GAS denebilir.
Ornek 2.7: Matematiksel ifadesi verilen nonlineer sistemin (2.34) kararhilig

Lyapunov’un ikinci metodu kullanilarak ve sitem davraniglari ise bilgisayar programlari

araciligiyla incelenecektir.
X'=-2(x-2y), y'=-2(x+y°). (2.34)

Oncelikle sisteme ait denge noktalarimin bulunmasi gerekmektedir. Matlab

“pplane” programi kullanilarak veya matematiksel islemler yapilarak sistemin tek denge
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noktasinin orijin (0, 0) oldugu bulunabilir. Ayrica ayn1 program araciligiyla sisteme ait

egrilerin faz diizlemi iizerinde t— oo kosuluyla zamanla denge noktasi olan orijine
vardig1 goriilebilir (Sekil 2.11).
Radially unbounded ve pozitif tanimli Lyapunov fonksiyonu, V (X, y) = x* + 2y’

olarak verilsin. Bu durumda, sistem yoriingeleri boyunca Lyapunov fonksiyonunun

tlrevi,
X, y)=2xx"+4yy’'
2x(-2x+4y)+4y(-2x-2y°)

(xY)
(xy)=
V(% y) = ~4x? +8xy —8xy — 8y*
V'(xy)=
(xy)=

V'(X,y —4(x +8y* )

olacaktir. Yani Lyapunov fonksiyonunun tiirevi V'(X, y)S 0 olmaktadir. Ayrica
X +y? > o iken V(x,y)—>o ve V(0)=0. Bu nedenle sistemin tiim ¢oziimleri;

t — oo iken sinirlandirilmistir ve bu sistem igin Orijin (0, O) tek degismez alt kiimedir.

Bu durumda, Lyapunov fonksiyonu es. 2.32°de belirtilen kosullarin (Teorem 2.5)

timiini sagladigindan nonlineer sistemin (2.34) orijini GAS’dir.
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Sekil 2.11. Es. 2.34’¢ ait faz diizlem portresi.

Lyapunov fonksiyonu ve “pplane” programi yardimiyla denge noktalarina gore
kararliligi incelenen sistemin (2.34) matematiksel olarak ¢oziimii yapilabilecegi gibi
“odesolve” programi da kullanabilir. Bu program da yine John C. Polking tarafindan
yazilmis olup egitim kurumlarinca kar amaci giitmeksizin egitim amach ticretsiz olarak
kullanilabilmektedir (Polking, 2002). “odesolve” programi, ADD’lerin ¢Oziimiinii
yapmadan baglangi¢ degeri belli olan her hangi bir ¢6ziim egrisinin faz diizlemindeki
davranigin1 inceleme olanagi verir ve ek olarak sistem degiskenlerinin zamana gore
¢oziim egrilerini de cizer. Ustelik bu program ¢ok degiskenli nonlineer sistemlere de

uygulanabilir.

Matlab “odesolve” programi kullanilarak es. 2.34’teki sisteme ait (1,0)
baglangic noktasina sahip durum degiskenlerinin zamanla orijine (0,0) vardigi
goriilebilir (Sekil 2.12). Ayrica yine bu program aracihigiyla sisteme ait (1,0) baslangig

noktasina sahip ¢6ziim egrisinin faz diizlemi iizerinde denge noktasi olan orijine (0, 0)

vardig1 da belirlenebilir (Sekil 2.13).
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Sekil 2.12. Durum degiskenlerinin zamana gore davranist.
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Sekil 2.13. “odesolve” yazilimi ile elde edilen ¢6ziim egrisinin faz diizlem portresi.
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2.3. Pasiflik

Pasiflik, lineer veya nonlineer sistemlerin analizi ve sentezi i¢in kullanilabilecek
dinamik sistemlerin enerji bazli 6zelligidir ve elektrik devrelerinin analizi baglaminda
ortaya ¢ikmustir (Laori, 2001). Ancak bir¢ok dinamik sistem, elektrik devrelerine
modellenebildiginden bu sistemlerin pasiflik analizlerini modellemeler araciligiyla
yapmak ¢ok daha kolaydir. Ustelik pasiflik birbirine bagli ¢oklu sistemlerin analizleri
icin de degerli sonuglar verir. Ciinkii Iki pasif sistemin geri besleme baglantisi, pasif bir
sistem saglar (Laori, 2001).

Pasiflik analizi sisteme giren ve sistemde depolanan enerji fikrine dayanir ve
pasif sistemler, sisteme saglanan enerjiyi depolayan veya serbest birakan sistemler
olarak disgiiniilebilir. Ayrica bu sistemler, sisteme saglanan enerjiden daha fazlasim
depolayamaz. Bu nedenle bir sistem pasif oldugunda; bu sistemin enerji iiretmedigi,
sadece enerjiyi depoladigi veya enerjiyi dogruca gecirdigi anlamina gelir. Bu nedenle
bir sistemin pasifliginin gosterilebilmesi, sisteme ait enerji depolama fonksiyonu
bulmay1 gerektirir ve bu fonksiyonunu dogrudan devrede bulunan giigle ilgilidir
(Jeltsema ve ark., 2003c). Ancak bir sistemin enerji depolama fonksiyonu bulma, tipki
Lyapunov fonksiyonlarinda oldugu gibi genel olarak zorlu bir islemdir. Ama sistemin
enerjisini temsil edecek bir Lyapunov veya model enerji fonksiyonu belirlenebilir ve bu
fonksiyon ile hem sistemin kararliligi hem de pasifligi analiz edilebilir.

Pasiflik, sistemin enerji dengesini nitelendiriyor olmasi anlaminda dogal bir
giris—¢ikis (input-output) 6zelligidir ve giris—¢ikis enerjisi baglaminda kararlilik 6zelligi
ile iligkilidir. Yani sisteme verilen “giris enerjisi” sinirlandirilmigsa sinirlt ¢ikis enerjisi
elde edildiginden sistemin kararli oldugu soylenebilir. Bu durum Lyapunov
kararliliginin aksine sistemin i¢ kararliligiyla, yani bir sistemin durumunun istenen bir
degerden (¢alisma noktasindan) ne kadar uzakta oldugu ile ilgilidir. Bagka bir deyisle,
bir sistemin istenen performansa gore ne kadar farkli davrandigiyla ilgilidir. Bu yiizden
matematiksel olarak, pasiflikte enerji veya depolama fonksiyonunun sinirlar1 belirlenir
(Laori, 2001). Ciinkii pasif sistemlerin ¢oziimleri sinirli olmalidir. Ayrica sistemlerin
pasiflikleri incelenirken sisteme ait enerji veya depolama fonksiyonlarinin integral

alinabilir ve sinirlarinin belirlenebilir olmasi gerekir.



41

2.3.1. Pasiflik kosullar:

Pasif bir devre yalnizca pasif devre bilesenlerinden olusur. Ancak pasiflik,
sistem eclemanlarinin  6znel degerine bagli degildir. Pasiflik sistemin genel bir
Ozelligidir. Bunula birlikte, Kirchhoff yasalarindan yararlanilarak, pasif bilesenlerden

olusan her hangi bir devrenin ayni1 zamanda pasif olacagi soylenebilir (Moylan, 2014).

>

+ y

U Nonlineer
Elektrik
Devresi

Sekil 2.14. Nonlineer elektrik devresi modeli.

Nonlineer elektrik devreleri, u giris voltajina ve y ¢ikis akimina sahip bir
sistem olarak diisiiniilerek devrenin pasiflik durumu incelenir (Sekil 2.14). Sistemlerin
pasiflik analizi kararliligin aksine yiik altinda incelenir. Yani verilen bir sistemin
pasifligi, sistemi besleyen enerji kaynagi kesilmeden (u # O) yapilir.

Nonlineer elektrik devresinin (Sekil 2.14) giicii p ve enerjisi W olmak iizere,

t
giig ile enerji arasindaki iliski w(t) :j p(t) dt seklinde ifade edilir. Eger w(t)>0 ise

b
devre bir direng elemani gibi davranarak enerji harcar, ancak w(t)<O0 ise devre bir

depolama eleman1 gibi davranarak sisteme enerji verir (Marquez, 2003).

Devre teorisinde kendi enerjisini {iretemeyen elemanlar pasifticr ve pasif
t
elemanlarin enerjileri W(t)z I V(t)i(t) dt>0 olmalidir. Direngler, kapasitorler ve

indiiktérler bu kosulu sagladigindan pasif elemanlar olarak adlandirilir (Marquez,
2003).
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Direngler, elektrik enerjisi tiiketirler ve bu enerjiyi ¢ogu zaman 1s1 gibi
elektriksel olmayan formlara déniistiirler. Asla enerji iiretemezler. Indiiktorler ve
kapasitorler ise enerjiyi depolayabilir ve daha sonra serbest birakabilirler ama depolanan
enerjiden daha fazlasmi serbest birakamazlar. Ancak negatif degerli kapasitorler ve
indiiktorler pasif degildir, ¢linkii bu elemanlar negatif enerji depolayabilirler (Moylan,
2014). Bu tiir durumlar i¢in ise literatiirde kullanilan farkli 6zellikler bulunur.

Pasiflik, devre ve sistem teorisindeki bircok 6nemli gelisme icin temel bir yap1
olusturan dinamik sistemlerin temel bir 6zelligidir (Jeltsema ve ark., 2003a; 2003b).
Pasif devrelerde, devre hem i¢ bilesenlere hem de harici baglanti noktalarina sahip bir
sistem olarak modellenir. Her portun bir voltaji ve porta gelen bir akimi vardir. Voltaj
ve akim kullanilarak her bir porta giren giic elde edilebilir. Bu islem tiim baglanti
noktalarina uygulanarak tiim portlardaki enerjinin toplami ile zamana bagli olarak
devreye giren toplam gii¢ bulunabilir. Bu giiclin integrali, baslangigta sistemde
depolanmis enerji olmadig1 varsayarsak sisteme giren toplam enerjidir (Moylan, 2014).

2.3.1.1. Memoryless fonksiyonu

Nonlineer elektrik devresinin (Sekil 2.14) yalnizca nonlineer direngten olustugu
ve Memoryless fonksiyonunun he[0,0) olmak iizere, y=h(t,u) seklinde

tanimlandigini varsayilsin. Ancak h, her zaman bir fonksiyon olmak zorunda degildir,

ayni zamanda gercek sayilar arasindaki iliskiyi temsil edebilir.
Sisteme giren gii¢ uy, tim (U, y) noktalar1 i¢in daima negatif degilse (uy > O)
direng elemani pasiftir. Yani (0, 0) noktas1 disindaki biitiin noktalarda pozitif olmalidir

(Khalil, 2002; 2015). Bu da, geometrik olarak u—y egrisinin koordinat diizleminde

sadece birinci ve liglincii bolgede olabilecegi anlamina gelir (Sekil 2.15a; 2.15b) ve

pasif direngler her zaman sistemden enerji ¢eker.
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Sekil 2.15. Nonlineer direng karakteristigi a. pasif, b. pasif, c. pasif olmayan (Khalil,
2002; 2015).

Tanim 4.1: U ve y vektorlerinin oldugu ¢ok pargali sistemlerin toplam giici,
uy=>"uy, = uh (u) seklinde ifade edilir. Bu durumda, Yu=0 iken u'p(u)>0
i=1 i=1

ve Vy =0 iken yTp(u) >0 olmak iizere, y=h (t, u) ’nin pasiflik tanimlari ile sistemin

toplam giicii arasindaki iliski daha detayl olarak belirlenebilir (Cizelge 4).

Cizelge 4. Memoryless fonksiyonunun pasiflik tanimlari

Sistemin Giicti Tanim
u'y>0 Pasif
u'y=0 Kayipsiz

u'y > uqu(u) Giris kesinlikle pasif

u'y >y’ p( y) Cikis kesinlikle pasif

2.3.1.2. Depolama (storage) fonksiyonu

Nonlineer RLC devresinin (Sekil 2.14) lineer indiiktor ve kapasitor gibi enerji
depolayan ve nonlineer direng gibi enerji tiikketen devre elemanlarindan olustugu

varsayilsin. Bu sistemin durum denklemlerinin ise es. 2.35’teki gibi oldugu verilsin.
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Tanim 4.2: n>m Ve te[0,00) olmak iizere X(t)eiR” durum, u(t)eR" giris ve
y(t)eR" ¢ikis vektorleridir. f :R"XR" —>R" Lipschitz ve H siirekli bir

fonksiyondur. ¥x = 0 degeri igin f (x,0)#0, (0,0)=0 ve H(0,0)=0 olsun.

x'=f(xu), y=H(xu). (2.35)

2.3.1.2.1. Lyapunov enerji fonksiyonu ve pasiflik

Sistemin enerji  fonksiyonu kullanilarak pasifligini  kanitlamak  fikri,
Lyapunov’un ikinci metoduna dayanir (Moylan, 2014). Lyapunov fonksiyonu ayni
zamanda sistemin enerji fonksiyonu olarak diisliniilerek pasiflik analizi yapilir. Bu
sayede sistemin pasifligi ve Lyapunov’un ikinci metoduna gore kararlilik durumu

arasinda iliski kurulabilir.

Tamim 2.13: Es. 2.35’teki sistem i¢in es. 2.36’daki gibi siirekli diferansiyellenebilir bir
\Y (X) (depolama fonksiyonu) pozitif yari-tanimli Lyapunov enerji fonksiyonu

tanimlanabiliyorsa sistem pasiftir.

uTyZV':aa—\;f(x,u), v(x,u). (2.36)

Pasif sistemlerde herhangi bir zaman araliginda [O,I] sistem tarafindan g¢ekilen

enerji, ayn1 periyotta sistemde depolanan enerjideki artistan biiyiik veya esittir. Diger bir
ifadeyle, sistemin enerji degisimi eger sistemin toplam giiciinden kiigiik ise sistem
pasiftir. Bu ifade, sistemde depolanan enerjinin veya sisteminin ¢ikis enerjisinin sisteme
verilen toplam enerjiden fazla olamayacagi anlamina gelir (Khalil, 2002; 2015). Pasif

sistemin depoladigi enerji ile sistem tarafindan ¢ekilen enerji arasindaki iliski,
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j‘u(s)y(s)ds >V (x(t))-V (0) (2.37)

esitsizligi (2.37) ile ifade edilebilir. Sistem tarafindan gekilen enerji ile depolanan
enerjideki artis arasindaki fark direnglerde harcanan enerji olmahdir. Esitsizlik (2.37),
daha da genisletilerek sisteme giden gii¢c akisinin sistemde depolanan enerjinin degisim
hizindan daha biiylik veya ona esit olmasi gerektigi es. 2.38’deki gibi ifade edilebilir
(Khalil, 2002; 2015).

u(t)y(t)=Vv'(x(t),u(t)) (2.38)

Ayrica Lyapunov enerji (depolama) fonksiyonu yardimiyla sistemin pasiflik

tammlari, y (x) pozitif tamml olmak iizere asagidaki gibi genisletilebilir (Cizelge 5).

Cizelge 5. Depolama fonksiyonunun pasiflik tanimlari

Sistemin Giicti Tanim
u'y=Vv’ Kayipsiz
u'y =V'+y(x) Kesinlikle pasif
u'y> uT¢(u)+V’ Giris kesinlikle pasif
u'y> yTp(y) +V' Cikis kesinlikle pasif

Kayipsiz (Lossless) Sistem: Sistemde depolanan enerji ile sisteme aktarilan
enerjinin esit oldugu sistemlerdir. Her hangi bir sekilde sistemde enerji kaybi

olmamaktadir.

Giris Kesinlikle Pasif Sistem: Girig (U (t)) sifir olmadikca her hangi bir zaman

araliginda [O,t] sistem tarafindan ¢ekilen enerji, aynt zaman araliginda sistemde

depolanan enerjinin artisindan daha biiyiik oldugu sistemlerdir.
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Cikis Kesinlikle Pasif Sistem: Cikis (y(t)) sifir olmadikga her hangi bir zaman

araliginda [O,t] sistem tarafindan c¢ekilen enerji, ayn1 zaman aralifinda sistemde
depolanan enerjinin artisindan daha biiyiik oldugu sistemlerdir.

Kesinlikle Pasif Sistem: X(t) sifir olmadik¢a her hangi bir zaman araliginda

[O,t] sistem tarafindan ¢ekilen enerji, ayn1 zaman araliginda sistemde depolanan

enerjinin artisindan daha biiyiik oldugu sistemlerdir.
2.3.1.2.2. Supply rate fonksiyonu

Giris ve ¢ikis trlinliniin giicti temsil ettigi birgok fiziksel sistem (donen bir
makinenin torku ve hiz1 gibi) vardir. Bu sistemler potansiyel olarak elektrik devrelerine
modellenebilir. Bu nedenle, bu model sistemin enerjisini temsil eden ve fiziksel
sistemin gergek enerjisine karsilik gelen matematiksel bir enerji fonksiyonu tiiretilebilir
(Moylan, 2014). Sisteme verilen toplam enerjinin modellendigi bu fonksiyona, Supply
rate fonksiyonu denir (Moylan, 2014; Bao ve Lee, 2007).

Tamm 4.4: R"XR" lizerinde her hangi u ve y=H (X, u) icin es. 2.35°teki sisteme ait

supply rate fonksiyonu, r(t)=r(u(t),y(t))=>_uy; olarak tanimlanabilir (Bao ve

i=1
Lee, 2007). O halde sisteme verilen toplam enerji, r(0,0)=0 ve t, >t, 20 olmak

lizere es. 2.39°daki gibi olacaktir.

L'

J[Ir ()] dt <o (2.39)
t

Bu durumda, es. 2.35’teki sistem igin siirekli diferansiyellenebilir bir V (t)

pozitif yari-tanimli Lyapunov enerji fonksiyonu es. 2.40’daki gibi tanimlaniyorsa, bu

sistem pasiftir.



47

V'(t)<r(uy) (2.40)

Yukaridaki kosul (2.40), depolanan enerjinin degisim hizinin sisteme verilen

toplam enerji miktarindan daha biiyilk olmadigin1 séylemektedir. Ancak V(t) es.

2.41’deki tanimlaniyorsa sistem (2.35) kayipsizdir.

V'(t)=r(u,y) (2.41)

Dahas1, v (y) PDF ve eger V (t) es. 2.42°deki gibi tanimlaniyorsa sistem (2.35)

kesinlikle pasiftir.

V() +w(y)<r(uy) (2.42)

Lyapunov ve supply rate fonksiyonlar1 kullanilarak nonlineer RLC devrelerinin

pasiflik tanimlar1, y ( y) PDF olmak tizere asagidaki ifade edilir (Cizelge 6).

Cizelge 6. Supply rate fonksiyonunun pasiflik tanimlari

Sistemin Giicii Tanmm

V'(t)<r(u,y) Pasif

V'(t)=r(uy) Kayipsiz
V'(t)+w(y)<r(uy) Kesinlikle pasif

Ornek 2.8: Es. 2.43’te durum denklemleri verilen dinamik sistemin depolama
fonksiyonu tanimlanarak pasifligi incelenecektir. Sistemin toplam giiciinii temsil eden
uygun depolama fonksiyonu tanimlandiktan sonra pasiflik tanimi kolaylikla
belirlenebilir. Ayrica bu sistemin durum denklemleri kullanilarak nonlineer bir elektrik

devresine de modellenebilir.

X'=v, y=x+h(v). (2.43)
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Sistemin (2.43) u giris voltajina ve y ¢ikis akimina sahip bir nonlineer elektrik

devresini temsil ettigi diisiiniilebilir. Bu durumda, sistemde birer adet enerji depolayan

ve tiiketen devre elemani bulunacaktir. y akimi temsil ettiginden ve X' =V oldugundan

depolama elemaninin indiikt6r oldugu diistiniilerek sistem modellenir.

Depolama fonksiyonu V () =%x2 olarak verilsin. Bu durumda;

vy = xx"+ x'h(v)
V'(x)=3xx'

vy =V'+x'h (V) =V'+vh (V) olacaktr.

he [0,00] oldugunda sistem pasiftir. Ancak tiim v =0 degerleri igin Vh (V) >0

oldugunda ise depolama fonksiyonun pasiflik tanimlarina (Cizelge 5) gore sistem giris
kesinlikle pasiftir. Ayrica bu sistem, paralel bagli birer adet voltaj kaynagindan, lineer

indiiktorden ve nonlineer direngten olusan elektrik devresini temsil eder (Sekil 2.16).

h(v)

y
- -

v L R |2

Sekil 2.16. Es. 2.43’tn nonlineer elektrik devresine modellenmesi.
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2.3.2. Pasiflik ve kararhihk

Pasiflik, sistemin kendini kararli hale getirebilmek igin verdigi dogal tepki
olarak goriilebilir. Bir sistemin pasif olmasi kararlilik igin yeterli bir kosuldur ve pasif

olan sistemler ayn1 zamanda kararlidir. Ancak tiim kararli sistemler pasif degildir.

Tamm 2.15: Es. 2.35te verilen sistem pozitif tanimli V (X) depolama fonksiyonuyla

pasif ise X' = f (X,O) fonksiyonunun orijini kararlidir. Eger depolama fonksiyonu ayni

zamanda sisteme ait Lyapunov fonksiyonu olarak kabul edilirse es. 2.44’te belirtildigi

uzere V' <0 olacaktir.
uTyZV’:—f(x,u):a—f(x,O)SO (2.44)

Ancak X' = f (X,O) fonksiyonunun orijinin AS oldugunu gostermek i¢in V' <0

olmalidir veya degismezlik prensibinin (Teorem 2.4) uygulanmasi gerekir. Degismezlik

prensibi, y =0 iken V'=0 olan bir durum g6z 6niinde bulundurularak uygulanir. u=0

oldugunda sistemin (2.35) tiim ¢oziimleri i¢in,
y(t)50:> X(t)EO
kosulu saglaniyorsa sistem (2.35) zero-state observable olarak adlandirilir.

Tamim 2.16 (zero-state observable): x' = f (x,0) fonksiyonu igin y =0 iken x=0 ise
sistem  (2.35), zero-state observable olarak adlandirilir. Bu  durumda,
S= {X eR"|h(x,0= O)} kiimesinde X(t)=0 ¢oziimi disinda higbir ¢dziim ayni

degildir.
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Tamm 2.17: Es. 2.35’te verilen sistem pozitif taniml1 V (x) depolama fonksiyonuyla

e Kkesinlikle pasif veya

o cikis kesinlikle pasif ve zero-state observable ise

x'=f(x,0) fonksiyonunun orijini AS’dir (Khalil, 2002; 2015). Depolama

fonksiyonunun ayni zamanda sistemin Lyapunov fonksiyonu oldugu kabul edilirse V'

es. 2.45°teki gibi olacaktir.
uTyz%f(x,u)+z//(x):2—\;f(x,O)S—z//(x) (2.45)

Dahasi, eger depolama fonksiyonu radially unbounded ise x' = f (X,O) esitliginin

orijini GAS’dir.

Ornek 2.9: Daha 6nce kararlihig: incelenen nonlineer sistemin Lyapunov fonksiyonu

kullanilarak pasiflik analizi yapilacaktir (6rnek 2.6). ¢>0, a>0, u(t) eR giris ve

y(t) € R c¢ikis vektorleri olmak tizere, sistemin durum denklemlerinin es. 2.46’daki gibi

oldugu varsayilsin.

!

X, =Xy, X, ==X =X +CU, y=X,. (2.46)

Onceki béliimde, sistemin Lyapunov enerji fonksiyonu tanimlanarak u(t)=0

durumunda sistemin  Kkararliligi  incelenmisti. V(Xl,xz):a[xl4+2x22] enerji

fonksiyonunun ayni zamanda sistemin depolama fonksiyonu oldugu diisiiniilebilir.

V(X,%,), R* uzaymimn tamaminda bir fonksiyon olmak iizere V'(X;,X,),



51

V'(%,%, )= a_4xfx1' +4x2x2'}

V' (%,%,) a:4x13x2 +4x, (—xf - X, +cu)}

V'(X, %, )= a:—4x24 +4cx2u]

olacaktir. a =1/4c olarak segilirse,

y4
V’(xi,xz):—?eru

y4
yu—V'(x,%,)==—=>0 olur.

c

Bu durumda, uy =V'+ yp(y) formunda olacagindan pasiflik tanimlarina gore

sistem, ¢ikis kesinlikle pasiftir (Cizelge 5). Dahas1 u=0 iken
y(t)EO<:> Xz(tEO):>X13(t)50:>X1(t)EO

oldugundan dolay1, bu sistem zero-state observable ve Lyapunov fonksiyonu ise radially

unbounded olma kosulunu saglar. Bu nedenle nonlineer sistemin orijini GAS’dir.

Ornek 2.10: Daha 6nce kararlilig1 incelenen bir bagka nonlineer sistem verilsin (Ornek
2.7). ¢>0, a>0, u(t) eN giris ve y(t) e R c¢ikis vektorleri olmak tizere, sistemin

durum denklemlerinin es. 2.47°deki gibi oldugu varsayilsin.

X'==2(x=2y), y'=-2(x+y*)+cu. (2.47)
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V(xy)= a[x2 - 2y2] enerji fonksiyonu, ayni zamanda sistemin depolama
fonksiyonu olarak diisiiniilebilir. V (X, y) , M? uzayinmn tamaminda bir fonksiyon olmak

iizere V'(X,Y),

V'(xY) a_2xx'+4yy'}

V'(xy)

V'(x,y)=a]-4x* -8y’ +4cyu |

a| -4x +8xy —8xy -8y’ +4ycu |

olacaktir. a =1/4c olarak segilirse,
uy-V'(x,y)= l(x2 + 2y3) >0 olur.
C

Bu durumda, uy =V'+y (X, y) formunda olacagindan pasiflik tanimlarina gdre

bu sistem, kesinlikle pasiftir (¢izelge 5). Dahas1 u=0 iken
y(t)=0=x(t)=0

oldugundan dolay, sistem zero-state observable ve Lyapunov fonksiyonu ise radially

unbounded olma kosulunu saglar. Bu nedenle nonlineer sistemin orijini GAS’dir.



3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, zamanla degismez (time invariant) devre elemanlarindan olusan
belirli nonlineer RLC devrelerin ve nonlineer mekanik sistemlerin u=0 (zorlanmamis)
igin kararlilik ve U#0 (zorlanmis) durumu i¢in ise pasiflik analizleri yapilacaktir.
Lyapunov’un ikinci metodu ile sistemlerin enerji fonksiyonu kullanilarak sistemlerin
sifir ¢Oziimiiniin  (denge noktasinin) kararliligi ispat edilecektir. Sistemlerin
kararliliginda elde edilen sonuglar kullanilarak Gronwall esitsizligi yardimiyla bu
sistemlerin pasifligi ve c¢Ozlimlerinin veya hareketinin smrliligi ispat edilecektir.
Kararliligi incelenen sistemlerin pasifligi i¢in tek bir teorem yazilarak enerji
fonksiyonlarmin sinirlar1 belirlenecektir. Ayrica sistemlere ait kararlilik durumlarinin
bilgisayar programlart yardimiyla cizilen benzetimleri ile matematiksel analizleri

yorumlanacaktir.

3.1. Tunnel Diyot Devresi

y L IR=1(X)
. Y Y YN\ .
R § + +
Ul(t) (_) \/_C —— C X:_VR N/

Sekil 3.1. Nonlineer tunnel diyot devresi (Chua ve ark., 1987).
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Teorem 3.1: Nonlineer tunnel diyot devresinin durum degiskenleri X ile y ve tunnel

diyot iizerinden gegen akim i, = f (x) olarak verilsin (Sekil 3.1). Bu devre, u,(t)=0

durumunda asagidaki kosullari (3.1) yerine getiriyorsa orijini (0,0) GAS’dir.
f(0)=0, x=0iken f (x)x>0. (3.1)

Ispat: Devrenin durum degiskenlerinin X ve y oldugu farz edilirse durum

denklemleri, Kirchhoff akim kanunlar1 yardimiyla es. 3.2°deki gibi elde edilir.
1 1
X :E[y—f(x)], y :E[ul(t)—Ry—x]. (3.2)

Oncelikle nonlineer sistemin (3.2) denge noktalar1 belirlenmelidir. Denge

noktalarini bulmak i¢in durum denklemlerinin matematiksel ¢6ziimi yapilirsa

u, (t)—x
f (X) = (AT] esitliginin kokleri, sistemin denge noktalar1 olacaktir. Bu durumda

denge noktalarinin sayist U, degerine gore degisiklik gosterecektir.

Chua ve ark. (1987), tunnel diyot karakteristigini,
f (x)=17.76x-103.79x” + 229.62x° — 226.31x" +83.72x°  fonksiyonunu kullanarak
tanimlamiglardir. Bu nedenle tunnel diyot iizerinden gegen akim igin bu fonksiyon
kullanilabilir. Ayrica devrenin parametreleri, L=1H, C=1F, R=15kQ ve
u, =12V olarak secilerek devrenin faz portresi ¢izilip ¢oziim egrilerinin denge
noktasina gore davraniglar: ve tunnel diyot karakteristigi incelenebilir (Sekil 3.2).

Segilen parametre degerleri ve f(x) fonksiyonu kullanilarak sistemin denge
noktalar1, (0.063,0.758), (0.285,0.61) ve (0.0884,0.21) olarak bulunur. Sistemin faz
diizlem portreleri incelendiginde ise (0.285,0.61) denge noktasinin kararsiz oldugu,
clinkii iki 6zel yoriinge disinda sistem yoriingelerinin tamamimin (0.063,0.758) ve

(0.0884,0.21 noktalarina yaklastigi goriilecektir (Sekil 3.2). Bu nedenle tunnel diyot
devresi i¢in sadece (0.063,0.758) ve (0.0884,0.21) denge noktalar1 asimptotik olarak
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kararhidir. Clinkii sistem yoriingeleri t — oo iken bu iki denge noktasina yaklasir (Chua
ve ark., 1987).

Dinamik sistemlerde, bu tiir iki kararli denge noktasina sahip olan sistemler
“bistable” olarak adlandirilir (Khalil, 2002). Aslinda bu durum, sistemin iki adet yerel
minimum enerjiye sahip denge noktasi oldugu anlamina gelir ve bu iki nokta arasinda
enerjinin maksimum oldugu bir kararsiz denge noktasi oldugu fikrini destekler. Bistable
sistemler, ozellikle elektronik cihazlarda (bilgisayarlar) yaygin bir kullanim alanina
sahip olan flip-flop devreleridir. Bu devrelerde iki adet kararli denge noktast “0” ve “1”
olmak tizere iki bit veriyi ifade eder. Denge noktalarindan birinin “0” oldugu durumda
digeri “1” olur ve birinden digerine gecis kararsiz denge noktasi tizerinden olur (Chua

ve ark., 1987). Bu nedenle kararsiz denge noktasindan iki 6zel sistem yoriingesi geger.

Sekil 3.2. Faz diizlem portresi, denge noktalari ve V; —i; karakteristigi.

U, (t)¢0 iken sistemin {i¢ adet denge noktasinin oldugu matematiksel olarak

ispat edildi. Ancak denge noktalarina gore Kararlilik analizi sistemi besleyen enerji
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kaynag: kesilerek yapildigindan, u, =0 iken sistemin tek denge noktas: orijin (0,0)

olacaktir.

u, =0 durumunda denge noktasi belirlenen sistemin yoriingeleri boyunca enerji

degisimi ve Lyapunov’un ikinci metoduna gore kararlilik durumu tanimlanan Lyapunov

fonksiyonu ile incelenir. Sisteme ait enerji veya Lyapunov fonksiyonu es. 3.3’teki gibi

yazilabilir. Bununla birlikte, V, (t) enerji fonksiyonu %*’de PDF dir.

1 1
V, (1) =V, (x, y)=§CX2+E Ly? (3.3)

1
V, (%, y)= > Ly? (3.4)

Sistem yoriingeleri boyunca Lyapunov fonksiyonunun tiirevi, yani sistemin

enerji degisimi ise asagida goriildiigii izere negatif yari-taniml (Vl' (1)< O) olmaktadir.

V, (t)=-f (x)x-Ry?

IN

V/ (t)<-f(x)x<0, V(xy)eR®.

Dolayisiyla, t—>oo  gittiginde sistemin  ¢oziimii  veya  hareketi

(x(t),y(t))—(0,0) olur (Sekil 3.3). Buna ek olarak, X*+Yy*> - oldugunda
\ (X, y) — o0 . Bu nedenle, “LaSalle Degismezlik ilkesi’ne (Teorem 2.5) gdre nonlineer

tunnel diyot devresinin orijini (0,0) izole edilmis (invariant) denge noktas oldugundan
GAS’dir.

Lyapunov’un ikinci metoduna gore kararliligi incelenen sistemin pasifligi, daha
sonra tanimlanacak olan bir teorem ile gosterilecektir. Ancak Memoryless fonksiyonlari
tanmimlanirken kullanilan pasif nonlineer direng karakteristigi (Sekil 2.15b) dikkatle

incelendiginde, u-y egri grafiginin tunnel diyot karakteristigini yansittigi fark
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edilecektir (Sekil 3.2). Bu nedenle, nonlineer tunnel diyot devresinin geometrik olarak

pasif olacagi sdylenebilir.

.

Sekil 3.3. Tunnel diyot devresi durum degiskenlerinin zamana gére davranisi.

3.2. Nonlineer RC Devresi

e1(t) Ry ex(t) i(e2)
AVAAY, @ >

® wo T C Cales) |== R. [

Sekil 3.4. Nonlineer RC devresi (Chua ve ark., 1987).
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Teorem 3.2: Nonlineer Devrenin durum degiskenleri € =Yy ile e, = X ve nonlineer
direng iizerinden gegen akim i(e,)= f(x) olarak verilsin (Sekil 3.4). Bu devre,

U, (t) =0 durumunda teorem 3.1’in kosullarini sagliyorsa orijini GAS’dir.

Ispat: Devrenin durum degiskenlerinin €, =y ve e, =X oldugu farz edilirse durum

denklemleri, Kirchhoff akim kanunlar1 yardimiyla es. 3.5’deki gibi elde edilir.

X =1 [(y_x)—f(x)}, y'=é{u3(t)—(y_x)}. (3.5)

u,=0 iken x=y ve f(x)=0 oldugundan orijin (0,0), sistemin tek denge

noktasidir. Denge noktas1 belirledikten sonra sisteme ait Lyapunov fonksiyonu

tanimlanarak sistemin kararliligi incelenebilir. Sistemin toplam enerji (Lyapunov)

fonksiyonu es. 3.6’daki tanimlanabilir ve bu fonksiyon, )*de PDF dir.

V, () =V, (% y):%Clyz +%C2(x)x2 (36)

v, (t)= %cz (x)x (3.7)

Sistem yoriingeleri boyunca enerji degisimi hesaplanirken C,(x) zamanla

degismez oldugundan C,’ (x)=0 almmalidir. Bu durumda Lyapunov fonksiyonunun

tiirevi,

Vv, (t)=C,yy' +%[C2' (x)x'x? +2C, (X) XX'J
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yapilan iglemler sonucunda negatif yari-tanimli (Vz' (t)SO) olacaktir.  “LaSalle
Degismezlik ilkesi”ne (Teorem 2.5) gore sistemin orijini (0,0) izole edilmis (invariant)

denge noktasidir ve Vz' (t) <0 esitsizligi, sistem enerjisinin zamanla azaldigimi ifade

etmektedir.  Dolayisiyla, t—>o iken sistemin ¢Oziimii veya  hareketi

(x(t),y(t))—(0,0) ve y/x*+y* = oldugundaysa V,(X,y)—> o olur. Bu nedenle,
nonlineer RC devresinin orijini (0,0) GAS’dir.
Devrenin parametreleri f(x)=5x°, R =R,=1Q ve C,=C,=1F olarak

segilip Matlab “pplane” yardimiyla faz diizlem portresini ¢izilebilir (Sekil 3.5). Faz
diizlem portresinden de goriilecegi iizere sistemin ¢oziim egrileri denge noktasi olan

orijine yonelmektedir.

Sekil 3.5. Nonlineer RC devresi ¢6ziim egrilerinin faz diizlem portresi.
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3.3. Metal Oksit Parafudr Devresi

R
NN Y Y Y -

Sekil 3.6. Metal oksit parafudr devresi.

Nonlineer metal oksit direng barindiran RLC devresinin durum degiskenleri X

ile y ve nonlineer direng tizerinden gegen akim i= f (X) olarak verilsin (Sekil 3.6). Bu

durumda devreye ait durum denklemleri, Kirchhoff akim kanunlar1 yardimiyla es.
3.8’deki gibi elde edilir.

x’=é[y—f(x)], y’=%[u(t)—Ry—x]. (3.8)

Bu devrenin durum denklemleri, nonlineer tunnel diyot devresinin durum
denklemleri (3.2) ile ortiismektedir. Bu nedenle, tunnel diyot devresi i¢in tanimlanan
kararlilik kosullar1 (Teorem 3.1) ve Lyapunov fonksiyonu (3.3) bu sistem i¢in de dogru
sonuglart verecektir ve sistemin (3.8) orijini GAS olacaktir. Benzer sekilde, bu sistem
icin Lyapunov fonksiyonun sinirlar1 da, devreyi besleyen kaynagin ve devre
elemanlarimin sayisal degeri disinda tunnel diyot devresi ile ayni olacaktir. Bu yiizden
bu uygulama i¢in tekrar kararlilik ve pasiflik analizinin yapilmasina gerek yoktur.
Ciinki tunnel diyot igin tanimlanan teorem (3.1) ve yapilan kararlilik analizi bu devre

icin de gecerli olacaktir.
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Parafudrlar, yildirnm veya sistemde meydana gelen gerilim darbeleri gibi ani
yiiksek gerilimlere kars1 enerji tesislerini veya hatlarin1 koruyan, yapisal olarak yalitkan
ve devreye paralel baglanan elemanlardir.

Metal oksit parafudrlar ise metal oksit malzemelerden iiretilen nonlineer direng
elemanlarini kullanan parafudr tiirleridir ve ¢ok daha yiiksek gerilimlere dayanabilirler.
Ustelik normal galisma gerilimlerinde yiiksek empedanslar, asir1 gerilim kosullarinda
ise diisiik empedanslar olarak islev goriirler. Bu nedenle yiiksek degerli akim altinda
iletken duruma gegerek devreyi korurlar (Christodoulou ve ark., 2008).

K, bir sabit ve « >1 nonlineerlik katsayis1 olmak tizere metal oksit direncin

karakteristigi, f(X)= K, x“ fonksiyonu kullamlarak tanimlanmustir (Christodoulou ve
ark., 2008). Devrenin parametreleri, K, =8x10%, a«=9, L=1H, C=1F ve

R =1Q olmak iizere sistemin ¢dziim egrileri, faz diizleminde denge noktasi olan orijine

yonelmektedir (Sekil 3.7)

S O S S S W S SO S
[ ¥ S ooz
1 = S U eSO S S v P S s Uy U NN LA W C o T _
i oot R SO ye S A MU= ot S SRR v SRR U MR U SR T W LA WO S A
2l . . 4 h i : —
. ol j 1 ; 1 i
2l _________________________________ i
Al : N H L : . 3 i
P S LN S PN LN —— i — .
IAEAN AN R NENDANA) -~ vulil B St |
ob N N EN T o i e S e i
i | | i i | | | |
10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10

Sekil 3.7. Metal oksit parafudr devresi ¢ozlim egrilerinin faz diizlem portresi.
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3.4. Josephson Junction Devresi

< +
|

|l
@)
AT
r

Sekil 3.8. Nonlineer Josephson junction devresi (Chua ve ark., 1987).

Teorem 3.3: | =Iysin(pg) ile tammlanan nonlineer indiiktor barmndiran devrenin
durum degiskenleri, ¢ ve v olarak verilsin (Sekil 3.8). U, (t) devreyi besleyen kaynak,
¢ manyetik aki, p ve |, ise pozitif sabit degerlerdir (Chua ve ark., 1987).

U, (t) =0 durumunda (¢,V) = (¢, 0) € R? noktalari, sistemin denge noktalaridir

Ve —7 < ¢ <z araliginda, bu sistem es. 3.9°daki kosulu yerine getiriyorsa orijini (0,0)

LAS dir.
pg=nz, ne’. (3.9

Ispat: Devredeki direng, kapasitdr ve indiiktér paralel baglh oldugundan her ii¢ devre

elemanimin da voltajt bir birine esit olmalidir. Bu nedenle V= pLI, cos(pg)¢ olacaktir.

Ayrica Kirchhoff akim kanunu uygulanarak, verilen devreden u, (t)=%+cﬂ+l

dt
seklinde bir esitlik elde edilir. Bu durumda nonlineer devrenin durum degiskenleri ¢ ve

V olmak iizere, devreye ait durum denklemleri es. 3.10’daki gibi elde edilir.
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, v ;1 pLI, cos( pg)¢’ _

g=—— V=2]y(t)-—> (p) —1lysin(pg) |. (3.10)
pLI, cos(pg) C R

Uy(t)=0 durumunda neZ icin (nz,0)eR* noktalari, sistemin (3.10) denge

noktalaridir. Ancak bir sistem hem kararsiz hem de kararli denge noktalarina sahip
olabilir. Denge noktas1 belirledikten sonra Lyapunov fonksiyonu tanimlanarak
Lyapunov’un ikinci metoduna gore sistemin kararliligi incelenir. Sistemin Lyapunov

fonksiyonu, denge noktasi civarinda es. 3.11°deki gibi tanimlanabilir. Bununla birlikte,

~m <¢<m arahFnda V, (t) fonksiyonu, yerel olarak PDF dir.

A (t)=V3(¢,v)=%L(Iosin(p¢))2 +%Cv2 (3.12)

v, () %c\/z (3.12)

Sistem yoriingeleri boyunca Lyapunov fonksiyonunun tiirevi, yani sistemin

enerji degisimi ise
' l 2 2
V, (t):—Ev <0, V(g,v)eR

negatif yari-tanimli olacaktir.

¢e (—7[, 7r) olmak {izere, VS' (¢, v) =0=v=0 ve v=0=V'=0 olmaktadur.
Ayrica V'=0 iken ¢=0 olacag: ise, sistemin durum denklemlerinden elde edilir.
S= {(¢,V) e(—m,m)xR:V, (gv) = O} kiimesi, (¢4,v)=(0,0) ydriingesi disinda

sistemin higbir ydriingesini icermez. Bu nedenle, “LaSalle Degismezlik Ilkesi’ne gore

(Teorem 2.4) sistemin orijini, —z < ¢ <z araliginda izole edilmis (invariant) denge

noktasi oldugundan (yerel olarak) AS/LAS dir.
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Devrenin parametreleri R=1Q, C=1F, L=1H, p=1ve |, =1 olmak iizere,

Matlab “odesolve” programi kullanilarak (1,0.5) baslangic noktasina ait durum

degiskenlerinin zamanla orijine vardig1 goriilecektir (Sekil 3.9).

1.4 | T i | T r A T r
' ' ' ' ' ' ' ' '

Sekil 3.9. Josephson junction devresi durum degiskenlerinin zamana gore davranisi.
3.5. Nonlineer Sarkag

Nonlineer sarkag, | uzunlugunda kiitlesiz bir ipin veya ¢ubugun ucuna bagl,
ileri geri sallanan/hareket eden m kiitleli bir cisimden olusmaktadir (Sekil 3.10). ipin
veya ¢ubugun dikey eksenle yaptig1 a¢1 her hangi bir zamanda &, yer ¢ekimi g ve @
acist yoniinde pivot (sarkacin dondigii veya salindigi merkezi nokta) noktasina

uygulanan tork kuvveti T (t) olarak verilsin (Khalil, 2015). Ayrica sarkacin hareketini

yavaslatan bir siirtiinme kuvveti de var olsun.
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mg

Sekil 3.10. Nonlineer sarkag modeli (Khalil, 2002; 2015).

Ikinci dereceden nonlineer denklemlere ait model denklemden (2.13) ve
Newton’un ikinci hareket kanundan faydalanilarak nonlineer sarkacin hareket denklemi

es. 3.13’teki modellenebilir.
ml%@” + f (9,0’)0’+mg|sin0=T(t) (3.13)

Ek olarak, Nonlineer Josephson Junction devresinin durum denklemleri (3.10)
ile nonlineer sarkacin es. 3.15’teki durum denklemleri matematiksel olarak benzerlik
gostermektedir (Chua ve ark., 1987). Katsayilarin veya durum degiskenlerinin
degistirilmesi ile her iki sistem bir birine kolaylikla modellenebilir. Bu durum, mekanik

ve elektrik sistemlere ait matematiksel denklemler arasindaki benzerlige isaret eder.

Teorem 3.4: Nonlineer sarkacin durum degiskenleri (X,y)=(6,6') olsun. m>0, 1 >0
ve g>0 olmak iizere, T(t)=0 iken (X,y)=(x,0)eR* noktalar: sistemin denge
noktalaridir. —7 < X< araliginda X=nz (n € Z) iken sistem es. 3.14’teki kosullari

yerine getiriyorsa orijini (0,0) LAS’dir.

f(0,0)=0, (x,y)=(0,0) iken f(x,y)y?>0. (3.14)
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Ispat: Nonlineer sistemin durum degiskenleri (X,y)=(6,60") olarak belirlenip durum

denklemleri es. 3.15°teki gibi ifade edilebilir.
K=Y,y =—5 (T~ (x y)y—mglsinx). (3.15)
ml?

T(t)=0 durumunda n=0,%1+2,.. i¢in (nz,0) noktalari, sistemin (3.15)

denge noktalaridir. Ancak fiziksel olarak bu sistemin (7,0) ve (0,0) olmak iizere iki

adet denge noktasi olacaktir ve bu iki denge noktasi arasindaki fark, karlilik

ozellikleridir (Khalil, 2015).

Sarkacin [0,t] zaman araligindaki hizi, yay iizerinde aldig1 yolun (10) tiirevidir
ve yiiksekligi ise h=1(1-cos@) olacaktir. Siirtiinmesiz ( f(xy)= O) ortamda ve

T(t)=0 iken toplam kinetik (E,) ve potansiyel (Ep) enerjinin sabit oldugunu belirten

enerjinin korunumu yasasi ile sarkacin toplam kinetik enerjisi es. 3.16°daki ve toplam
potansiyel enerjisi es. 3.17’deki gibi yazilabilir (Edwards ve Penny, 2009; 2011).

1 dx )’
E =-ml*| — 3.16
“ 2 (dtj (3.10)
E, =mgl (1-cosx) (3.17)

Faz portresi verilen sistemde siirtinmeden kaynakli enerji kaybi olmadigindan
sistem konservatiftir (Sekil 3.11). Ayrica kinetik ile potansiyel enerjinin bir birine
dontisiimii ile sarka¢ sonsuza kadar salinim yapmaya devam eder (Khalil, 2002; 2015).
Fakat siirtlinmesiz olan bu sistem ¢ok da gercekei degildir. Cilinkli gercek hayatta

sistemde siirtiinmeden dolay1 enerji kaybi olacaktir.



Sekil 3.11. Siirtiinmesiz nonlineer sarkag faz diizlem portresi.

Denge noktalar1 belirledikten sonra sisteme ait Lyapunov fonksiyonu
tanimlanarak sistemin kararliligi incelenebilir. Sistem zorlanmamis oldugundan (dis
kuvvet yok) Lyapunov fonksiyonu, sistemin toplam enerjisi kullanilarak denge noktasi

civarinda es. 3.18’deki gibi insa edilebilir. Bununla birlikte, —7 <X< 7z araliginda

V, (t) fonksiyonu, yerel olarak PDF dir.

V, (t):V4(x,y):%mI2y2+mg|(1—cosx) (3.18)

V,(t)= %mlzy2 (3.19)

Sistem yoriingeleri boyunca Lyapunov fonksiyonunun tiirevi ise asagidaki gibi

olacaktir.

V, (t)=—f(x,y)y’ <0, V(x,y)eR*
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Sisteme her hangi bir siirtinme kuvvetinin (f(x,y)=0) etki etmedigi

diisiiniiliirse V, (t)=0 olacaktir. Ustelik V, (t)=0 oldugundan orijinin, —7z <X <7z
araliginda kararli olacagi sonucuna varilabilir (Khalil, 2002).

Siirtiinmeli ortamda (f (X, y)>0) ise nonlineer sarkagta hareket siiresince

enerji kaybi olmaktadir ve sistem yoriingeleri boyunca V4' (t)SO olacaktir. Ancak
sistemin faz portreleri incelendiginde yoriingelerin AS olarak denge noktasina yoneldigi
acikca gorilmektedir. (Sekil 3.12). Buna ragmen V4' (t) negatif tamimli degildir. Bu

durumda, siirtlinme var iken sistem Lyapunov’un ikinci metoduna gore AS olma sartini
yerine getirmemektedir ve tanimlanan Lyapunov fonksiyonu bu sistem icin dogru
sonuglar1 vermemektedir. Fakat dogru Lyapunov fonksiyonunun bulunamamasi, orijinin

kararsiz oldugu anlamina gelmez. Ciinkii X degerinden bagimsiz olarak sadece y =0

degeri igin V, (X, y) =0 ve diger tim degerler i¢in negatif olmaktadir (Khalil, 2002).

Sekil 3.12. Siirtiinmeli nonlineer sarkag faz diizlem portresi.
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X e (—72', 72') olmak {izere, V4' (X, y) =0=>y=0 ve y=0=y' =0 olmaktadur.

y'=0 iken ise x=0 oldugu, sistemin durum denklemlerinden elde edilir.
S = {(X, y)e(-z, z)xR:V, (x,y)= O} kiimesi (X, y) = (O, 0) yoriingesi - disinda,

sistemin hicbir yoriingesini icermez. Yani —z < X <z araliginda, sadece (X, y) = (0, O)
Ozel sartinda sistemin denge noktasi orijin olmaktadir. Bu nedenle, “LaSalle
Degismezlik ilkesi’ne gore (Teorem 2.4) sistemin orijini (yerel olarak) AS/LAS’dir.
T(t) giris vektorii ve y ¢ikis vektorii olmak iizere, Kararliligi incelenen
sistemin pasifligi, Lyapunov fonksiyonu ayni zamanda depolama fonksiyonu olarak

diistiniilerek incelenebilir. VA(X, y), MR? uzaymin tamaminda bir fonksiyon olarak

diistiniildiiginde orijin disindaki noktalarda da sifir oldugundan pozitif yari-tanimhidir
(Khalil, 2002; 2015). O halde,

Ty -V, (X, y):Ty—[y(T — £ (x,y)y—mglsinx)+(mglsin x)y}

Ty —V4' (X, y) =f (X, y) y2 >0 olacaktir.

Yapilan islemler sonucunda depolama fonksiyonunun pasiflik tanimlarina
(¢izelge 5) gore f(x,y)=0 oldugunda sistem pasif ve f(x,y)>0 oldugunda ise
sistem ¢ikis kesinlikle pasif olmaktadir. Ayrica T =0 durumumda, y=0 iken x=0

oldugundan bu sistem zero-state observable kosulunu da saglar. Bu durumda,
stirtiinmeli ortamda nonlineer sarkag zero-state observable ve ¢ikis kesinlikle pasif olma

kosullarini sagladigindan orijini (yerel olarak) AS’dir (Tanim 2.17).
3.5. Kiitle-Yay-Amortisor Sistemi
Onceki béliimlerde siirtiinmesiz ortamda sadece nonlineer yaya bagl bir cismin

kararlilik durumu ve matematiksel olarak elektrik devre sistemlerine modellenebilecegi

incelenmisti (Ornek 2.2). Bu uygulamada ise her hangi bir dis kuvvet olmaksizin
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(u = 0), nonlineer bir yaya ve x' hiziyla orantili bir direng yaratan amortisére bagli m

kiitleli bir cismin kararlilig1 incelenecektir (Sekil 3.13).

nonlinear spring

A

—

: &
nonlinear damper — ) ()

N\

N

Sekil 3.13. Nonlineer kiitle-yay-amortisor sSistemi.

k yay sabiti, z amortisorlin yarattigi direng sabiti ve cismin her hangi bir t
anindaki konumu X(t) olmak tizere, zorlanmis Kkiitle-yay-amortisoér Sisteminin
matematiksel modeli F(t)=mx"+ ux' +kx seklinde ifade edilir. Bu modelden ve

nonlineer yayin matematiksel denkleminden (6rnek 2.2) yararlanilarak kiitlenin hareket
denklemi mx” =—ux'—kx+ fx* olarak diisiiniilebilir (Edwards ve Penny, 2009; 2011).

Bu denklemlerde yer alan m, k, ., ve g sabit degerlerdir.

Teorem 3.4: x'(t)=y(t) ve nonlineer sistemin durum degiskenleri ise X ve y olarak

verilsin. m>0, k>0, >0 ve g >0 iken sistemin orijini GAS’dir.

Ispat: X'(t)=y(t) (cismin hizt konumun bir fonksiyonu) olmak iizere sistemin durum

denklemleri, es. 3.20°de yer alan esdeger nonlineer sistem olarak ifade edilir.

!

X' =y, y’:%(—kx—/,zy+ﬁx3). (3.20)
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Sistemin (3.20) matematiksel ¢oziimi yapildiginda, sisteme ait tek denge
noktastnin orijin (0,0) oldugu agikga griilecektir.

Yaya bagli ve hiz1 y olan cismin kinetik enerjisi (E,) ve yaym potansiyel

enerjisi (Ep) bu sistemin toplam enerjisidir (Edwards ve Penny, 2009; 2011). Dikkat

edilirse, kiitlenin hareketi nonlineer terimdeki f sabitine gore degiskenlik
gosterecektir. Ancak m, k, u ve S degerleri agik bir sekilde bilinmeden de depolanan
enerjinin degisim oranindan sistemin kararli oldugu tespit edilebilir. Kiitle, sifir
olmayan baslangi¢c kosullarindan salindifinda enerji, yay ile kiitle arasinda aktarilir
(¢linkii yay kuvveti kiitlenin yer degistirmesine karsidir). Ancak depolanan toplam

enerji, soniimleme kuvvetinden (amortisor) dolayr zaman iginde monotonik olarak

azalir.
E, =%my2 (3.21)
1 1
E ==kx*—=px* 3.22
=3 4ﬂ (3.22)

Toplam Kinetik (3.21) ve potansiyel (3.22) enerji bulunduktan sonra, <0

olmak tizere sistem ig¢in uygun Lyapunov fonksiyonu, sistemin toplam enerjisi

kullanilarak denge noktasi yakininda es. 3.23°teki gibi insa edebilir. Bununla birlikte,

V; (t) fonksiyonu, :*°de PDF dir.

1 1 1
V, (1) =V, (X, y)ZEmy2+EkX2_ZﬂX4 (3.23)

Vi (t)= % my’ (3.24)

Sistem yoriingeleri boyunca Lyapunov fonksiyonunun tiirevi, yani sistemin

enerji degisimi ise asagida belirtildigi {izere negatif yar-tanimli olacaktir.
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Vg (t)=—py® <0, V(x,y)e R

Ancak faz portrelerinden de goriilecegi tlizere ¢oziim egrileri, S <0 oldugunda

orijine asimptotik olarak yakmnsarlar (Sekil 3.14). |x|—>oo iken V (x)—>o ve
V;(0)=0 olmaktadir. Bu nedenle, tiim ¢dziimler t —oo iken smirlandirilmstir ve

sistemin orijini (0,0), tek degismez alt kiimedir. “LaSalle Degismezlik ilkesi” sartlari
(Teorem 2.5) incelendiginde, sistemin orijinin GAS oldugu kolaylikla soylenebilir
(Sekil 3.14). Ek olarak, u degeri arttirildiginda ¢oziimler daha hizli bir sekilde denge
noktasina gidecektir. Ayrica y =0 iken x =0 oldugundan Sistem, zero-state observable
olma kosullarin1 da saglar. Ayni zamanda, sistemin sonsuzda kayipsiz olacaktir.

Sistem (3.20) parametreleri m=1, ux=1, k=3 ve B=-0.5 olarak se¢ilsin.
Matlab “pplane” yardimiyla ¢izilen faz diizlem portresinden de goriilecegi lizere ¢6ziim

egrileri, denge noktasi olan orijine yonelmektedir (Sekil 3.14).

X'=y
y'=-y-3x-05x°

Sekil 3.14. Coziim egrilerinin faz diizlem portresi.
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Ayrica ayni parametre degerleri ve (2,1) baslangig degerleri igin Matlab

“odesolve” kullanilarak ¢izilen durum degiskenlerinin de zamanla orijine (0, 0) vardigi

goriilebilir (Sekil 3.15).

Sekil 3.15. Durum degiskenlerinin zamana gore davranisi.

Nonlineer kiitle-yay-amortisor sisteminin mx” =—ux'—kx+ 8x* olan hareket

denklemi, daha genel bir formda yazilarak seri bagli lineer indiiktor, nonlineer kapasitor

ve nonlineer direngten olusan RLC elektrik devresine modellenebilir.

Durum degiskenleri (X, y)=(z,2") olmak iizere bu sistem, z"+ f (z')+g(z)=0
ikinci dereceden nonlineer diferansiyel denklemi ile ifade edilir (Haddad ve
Chellaboina, 2008; Sastry, 1999). f(z') nonlineer direnci ve g(z) nonlineer
kapasitorii temsil eden siirekli birer fonksiyon olarak verilsin. z"+f(z')+g(z)

nonlineer denklemi,
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{f (0)=0, VZ'#0icin z'f (z') >0 (3.25)

9(0)=0, vz#0icinzg(z)>0

kosulu (3.25) i¢in, RLC elektrik devrelerinin durum denklemleri ile matematiksel olarak

benzerlik gostermektedir.

Model denklemin denge noktasin (z,z')=(0,0) oldugu matematiksel olarak

kolayca belirlenebilir. Bu sistem i¢in denge noktasina yakin, PDF ve sistemin toplam
enerjisini (kinetik ve potansiyel) temsil eden Lyapunov fonksiyonu, es. 3.26’daki gibi
insa edilebilir. Bu fonksiyonda birinci terim indiiktorde ikinci terim ise kapasitorde

depolanan enerjiyi temsil eder (Sastry, 1999).
V, (2,2 (— j (3.26)
0

Bu durumda, sistem yoriingeleri boyunca Lyapunov fonksiyonunun tiirevi,
V, (z,2')=-7f (2')

olacaktir. Bu durum Lyapunov’un ikinci metoduna gore sistemin kararli olacagini

belirtir ancak sezgisel olarak sistem asimptotik kararlidir. “LaSalle’s Degismezlik

Ilkesi”ne (Teorem 2.4) gdre sistemin orijini (0,0) izole edilmis (invariant) denge

noktasidir. Bu nedenle, sitemin degismeyen denge noktasi (0,0) AS’dir. Ek olarak,

!gnJ‘g (y)dy =0 ise Lyapunov fonksiyonu radially unbounded ve dolayistyla sistemin

orijini GAS olacaktir.
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3.6. Pasiflik Teoremi

Bu bdoliimde, Lyapunov’un ikinci metoduna gore kararliliklart incelenen ve
kararli olma kosullar1 belirlenen nonlineer RLC devrelerinin ve mekanik sistemlerin
pasiflikleri incelenecektir. Tanimlanan tek bir teorem (3.5) ile tim uygulamalarin
pasiflikleri, Lyapunov fonksiyonlar1 kullanarak belirlenecektir. Ustelik bu teorem ile
tim sistemlerin ¢Oziimleri smirlandirilarak ayni zamanda pasiflikleri de ispat
edilecektir. ilk olarak nonlineer tunnel diyot devresinin pasifligi incelenecektir. Diger
uygulamalarin Lyapunov fonksiyonlari ise tunnel diyot devresi igin yapilan analizlerden

yola ¢ikilarak sinirlandirilacaktir.

Teorem 3.5: T(t)=u,(t) nonlineer sarkaca ve ug(t) nonlineer kiitle-yay-amortisor
sistemine etki eden dis kuvvetler ve K ise pozitif bir sabit olarak verilsin. u,(t) >0,
u,(t)>0, uy(t)>0, u,(t)>0 ve ug(t)>0 siirekli pozitif fonksiyonlar ve t>t, >0

iken bu fonksiyonlar,

max{jul(s)ds, tj‘uz(s)ds, tjua(s)ds, j“4(3)d3’ tjus(s)ds}gK <o (3.27)

5

kosulu (3.27) ile sinirlandirilmuslar ise es. 3.2, 3.5, 3.10, 3.15 ve 3.20 ile ifade edilen

sistemlerin tiim ¢oztimleri sinirlandirilmistir veya sistemler kesinlikle pasiftir.

Ispat: Pasiflik taniminda da belirtildigi iizere kararliigin aksine pasiflik analizi, sistemi

besleyen enerji kaynagi kesilmeden (ul (t)= 0) yapilir. Bu durumda, nonlineer tunnel

diyot devresi igin tamimlanan Lyapunov fonksiyonun (V, (t)) tiirevi,

V) (t)<-Ry*+yu, (t)

V/'(t)+Ry* < yu, (t)
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seklinde bir esitsizlik ile ifade edilecektir. O halde bu sistem (3.2), supply rate
fonksiyonunun pasiflik tanimlarina gore kesinlikle pasiftir (¢cizelge 6).

Pasif sistemlerin enerji fonksiyonlarinin ayni zamanda sinirlandirilabiliyor
olmasi gerekmektedir. Ciinkii pasif sistemlere giren ve ¢ikan enerji smirli olmalidir

(Boliim 2.3). Bundan dolay1 sistemin (3.2) enerjisini temsil eden Lyapunov fonksiyonun

simirlart  belirlenmelidir.  Yukaridaki  esitsizlikten  yararlanilarak — V, (t) ‘nin

"(1+ y? ) U, (t)" ifadesinden kiiciik veya esit oldugu soylenebilir. O halde esitsizligin son

hali,

V' (1) < yuy (£) < (1+y* )y (1)

olacaktir. "yu, (t)" ifadesi, daha biiyiik bir iist siur belirlendiginden dolay: rahatlikla

ihmal edilebilir. Bu durumda es. 3.4 kullanilarak,

V! (t)<u, (t)+ %Vlul (t)

t

V() <Y, (t)+] ul(s)ds+%jvl(s)ul(s)ds

bigiminde bir esitsizlik elde edilir. Bu esitsizlik, K, =V, (t,)+K esitligi ile asagidaki

gibi sadelestirilebilir.
2 t
V(1)< K1+E_[Vl(s)ul(s)ds
o

Son olarak, Gronwall esitsizligi (Teorem 2.1) kullanilarak sisteme (3.2) ait

Lyapunov fonksiyonu asagidaki esitsizlikte (3.28) oldugu gibi sinirlandirilir.
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V <K exp{ _[u J (3.28)

Bu esitsizlik (3.28) ile enerji fonksiyonunun st sinirt belirlenmis oldu. Benzer

sekilde V,(t), V,(t), V,(t) ve V(t) enerji fonksiyonlarinin da iist siirlari,
K, =V, (t,)+K, K;=V,(t)+K, K,=V,(t,)+K ve K, =V,(t,)+K olmak iizere es.

3.29, 3.30, 3.31 ve 3.32’deki gibi yazilabilir.

V,(t)<K, exp(ci(x)ju2 (s)dsJ (3.29)

V, (t) <K, exp %tus(s)ds] (3.30)
2 t

V,(t)<K,exp WIUAS)dSJ (3.31)
2 t

V, (t) < Kgexp Ejug,(s)ds} (3.32)

Son olarak da bu fonksiyonlarin alt smirlarmin belirlemesi gerekmektedir.
Bunun i¢in ise es. 3.4 ile 3.28, es. 3.7 ile 3.29, es. 3.12 ile 3.30, es. 3.19 ile 3.31 ve es.
3.24 ile 3.32 arasindaki baglantilardan faydalanilarak, sistemlere ait Lyapunov enerji

fonksiyonlar1 sinirlandirilir.
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1Ly <V, (t)<K exp[ Iu ] (3.33)

1 ) 2

ECZ(x)x <V, (t) <K, exp[mt{uz(s)dsJ (3.34)

%Cv2 <V, (t)<K exp{ Iu J (3.35)
mi*y* <V, (t) <K, exp[#iu‘t(s)ds} (3.36)

1my2 <V (t) < Kgexp gj.u (s)ds (3.37)

2 = Vi — %5 mto 5 -

Yukaridaki esitsizliklerden (3.33, 3.34, 3.35, 3.36, 3.37) de goriilecegi iizere,
sistemlerin (3.2, 3.5, 3.10, 3.15 ve 3.20) toplam giicii sisteme aktarilan enerjiden biiyiik
veya esittir. Bu nedenle, bu sistemler supply rate fonksiyonunun pasiflik tanimlarina
(cizelge 6) gore kesinlikle pasiftir.

Sonug¢ olarak, pasiflik analizleri igin tanimlanan teorem (3.5) matematiksel
olarak da ispat edilmis olup sistemlerin Lyapunov fonksiyonlari da siirlandiriimstir.
Ayrica bu teorem ile pasifligin hem sistem enerjisi ile hem de kararlilig: ile olan iligkisi

matematiksel olarak ispat edilmistir.



4. SONUC

Dinamik sistemlerin davranislar1 (qualitative analysis), miihendislik ve
matematikte merkezi bir role sahip olmakla beraber oldukga eski bir tarihe
dayanmaktadir. Ayrica gelisen teknoloji ile bu konunun énemi ve uygulama alanlar1 da
giin gectikce artmaktadir. Bu calismada, sistemlerin kararliligi ve pasifligi hem teorik
acidan hem de uygulamali olarak incelenmistir. Literatiirde yer alan bazi nonlineer
sistemler (elektrik, mekanik) uygulama olarak segilerek, teorik agidan ele alindiktan
sonra bilgisayar programlari araciligtyla davranislari; yon alanlari, ¢oziim egrileri ve faz
diyagramlar1 ile gorsellestirilmistir. Daha sonra teorik sonuglar ile gorsellestirilen
sistem davraniglar1 yorumlanmistir. Bu sayede de sistemler, matematiksel olarak analiz
edilmeden Once sistemlerin karakteristikleri ile ilgili 6n bilgi edinilmistir. Ayrica her bir
sistem i¢in minimum kriterler kullanilarak kararlilik ve pasiflik kosullari belirlenmistir.

Nonlineer denklemlerin belirli bir tanimi olmamakla beraber matematiksel
¢ozlimlerinde de belirli bir yaklasim yoktur. Ancak kontrol teorisinde ¢ok onemli bir
ara¢ olan Lyapunv’un direk metodu kullanilarak, matematiksel olarak bilinen
yontemlerle ¢oziilemeyen dinamik sistemlerin davraniglart ve ¢oziimleri hakkinda
yaklasik ¢oziimler iiretilerek ongoriilerde bulunmak miimkiindiir. Bu ¢alismanin temeli
olan Lyapunv’un direk metodu ve fonksiyonlar1 tanimlanarak bu fonksiyonlarin sistem
enerjisi ile olan iliskisi ve onemi vurgulanmigtir. Daha sonra Lyapunov fonksiyonlari
kullanilarak sistemlerin matematiksel ¢oziimii yapilmadan kararliliklari incelenmistir.
Sistemler icin GAS olma kosullari, LaSalle degismezlik ilkesi ve Lyapunov’un ikinci
metodu kullanilarak tek bir teorem (3.16) formunda yazilmistir. Bu sayede
uygulamalarin global asimptotik kararliligim1 Lyapunov fonksiyonlar1 yardimiyla
garantilemek mimkiin olmustur. Dahasi, Lyapunov fonksiyonlarinin pasiflik
analizlerinde sistemin enerji veya depolama fonksiyonu olarak kullanilabilecegi
gosterilmistir. Ayrica sistemlerin enerjileri ile pasiflikleri arasinda giiclii matematiksel
baglantilar kurularak, farkli sistemlerin matematiksel olarak elektrik devrelerine
modellenebilecegi gosterilmistir. Pasif sistemlerin ayn1 zamanda kararli olduklar1 ve
sinirli ¢dziimlere sahip olmalar1 gerektigi de matematiksel olarak ispatlanmistir. Ustelik

secilen uygulamalar i¢in 6zgiin kriterler tanimlanarak kararliliklar1 ve pasiflikleri ispat
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edilmistir. Son olarak da, bu uygulamalarin pasiflikleri tek bir teorem ile agiklanarak
literatiire biiyiik bir katki sunmustur.

Bu tez calismasi, nonlineer sistemlerin (elektrik, mekanik, haberlesme vb.)
niteliksel davranislari, kararliliklart ve pasiflikleri ile ilgili gelecekte yapilacak hem
lisans hem de lisansiistii ¢alismalar i¢in bir temel olusturmaktadir. Nonlineer sistemlerin
hem teorik hem de uygulamalar aracilifiyla detayl1 bir sekilde analiz edilmesi, bu tezi
daha da anlamli kilmaktadir. Ayrica Lyapunov kararliliginin bilgisayar programlari ile
incelenmesi ve sistemlerin kararlilik davranmiglart ile ilgili benzetim caligmalarinin
yapilmasi, gelecekte bu hesaplama yontemlerinin daha da yayginlasmasini saglayacak
ve Onemini arttiracaktir. Dahasi, bu ¢alismada bilgisayar destekli modern hesaplama
yontemlerinin kullanilmasi, sistem davranislari ile ilgili 6ngoriide bulunmanin énemini

ortaya koymaktadir.
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