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OZET

GRUP HALKALARINDA NiLPOTENT, iDEMPOTENT VE BiRiIMSEL
ELEMANLAR

KUSMUS, Omer
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Dog. Dr. I. Hakki DENIZLER
Agustos 2019, 101 sayfa

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci béliimde, sonraki boliimler igin gerekli
olan bazi temel tanim ve teoremler sunulmustur. Ikinci boliimde, literatiirdeki ilgili
calismalar genis bir sekilde sunulmustur. Uciincii bliimde, tezde kullanilan materyal ve
yontem verilmistir.

Dordiincii boliimde, tezde orijinal olarak elde edilen sonuglar, tanimlar ve
teoremler bulgular bashigiyla ti¢ alt boliim seklinde verilmistir. Bu alt boliimlerin ilkinde,
baz1 direkt carpim gruplarinin degismeli grup halkalarindaki tiim normallenmis birimsel
elemanlarin G X H-nilpotent birimsel elemanlar olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartlar
verilmistir.

Ikinci alt bdliimde, bazi direkt carpim gruplarmin degismeli grup halkasinda
idempotent birimsel elemanlar1 tanimlanmis ve direkt ¢arpim gruplarmin bazilarinin
degismeli grup halkasindaki her bir normallenmis birimsel elemanin bir idempotent
birimsel eleman olabilmesi i¢in baz1 gerek ve yeter sartlar elde edilmistir.

Uclinc alt bolimde, S5, 6 mertebeli bir simetrik grup ve Cs, 3 mertebeli bir devirli
grup olmak Uzere S; grubunun burulmasiz normal tiimleyeni cinsinden S3 X C5 direkt
carpim grubunun integral grup halkasinin birimsel grubu karakterize edilmistir. Besinci
ve son bOliim sonuglar, tez {izerine tartisma ve bazi agik problemler {izerine Oneriler

icermektedir.

Anahtar kelimeler: Birimsel eleman, Direkt carpim, Grup halkasi, idempotent,

Integral grup halkasi, Nilpotent.






ABSTRACT

NILPOTENTS, IDEMPOTENTS AND UNITS IN GROUP RINGS

KUSMUS, Omer
Ph.D. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Dog. Dr. I. Hakki DENIZLER
August 2019, 101 pages

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, some basic definitions
and theorems which are necessary for next chapters, are introduced. In the second chapter,
some related studies in the literature are given widely. In the third chapter, materials and
methods which are used in the thesis are given.

In the fourth chapter, some results, definitions and theorems which are originally
found are introduced by findings as three subsections. In the first of these subsections,
some necessary and sufficient conditions for all the normalized units in commutative
group rings of some direct product groups to be G x H-nilpotent units are given.

In the second subsection, idempotent units are defined in the commutative group
rings of some direct product groups and some necessary and sufficient conditions for
every normalized unit in commutative group rings of some direct product groups to be an
idempotent unit are obtained.

In the third subsection, unit group of integral group ring of the direct product group
S5 X C5 is characterized in terms of the torsion-free normal complement of S5, where S
is a symmetric group of order 6 and C; is a cyclic group of order 3. Fifth and the last
chapter comprises of results, discussion on the thesis and suggestions on some open

problems.

Keywords: Unit, Direct product, Group ring, Idempotent, Integral group ring,
Nilpotent.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

AR(@) Artimin ¢ekirdegi

® Direkt toplam

X Direkt ¢arpim

I1 Es toplam sembolii

11 Es ¢arpim semboli

RG Bir R halkas1 ve G grubuyla elde edilen grup halkasi
H H deki elemanlarin toplami

7G Bir G grubunun integral grup halkasi

C. n mertebeli ¢garpimsal devirli grup

Co Sonsuz mertebeli ¢garpimsal devirli grup
D, 2n mertebeli dihedral grup

S, n! mertebeli simetrik grup

T, 4n mertebeli ikili dihedral grup

GxH G ve H gruplarinin yar1 direkt ¢arpimlari
HLZG H, bir G grubunun altgrubudur.

I<R I, bir R halkasinin idealidir.

< Normal alt grup

) Toplam sembolii

[X| Bir X kiimesinin kardinali

iX



Simgeler

|G|

o(x)

Kisaltmalar

A e 2

)

Ker f
Im f
det (A)
U.(RG)
U(RG)
V(RG)
exp (&)
kar R
Z(6)

1+2n
+

p

Aciklamalar

Bir G grubunun mertebesi

Bir x € G elemaninin mertebesi

Aciklamalar

Tiim asal sayilarm kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

Rasyonel sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi
Kompleks sayilar kiimesi
Tamsayilar kiimesi

f homomorfizmasinin ¢ekirdegi

f doniistimiiniin gorintisi

Bir A kare matrisinin determinanti

RG grup halkasinin artim1 1 olan birimsellerinin grubu
RG grup halkasinin tiim birimsellerinin grubu
RG grup halkasmin normallenen birimsellerinin grubu
Bir G grubunun Ussu

Bir R halkasmin karakteristigi

Bir G grubunun merkezi

G/Z(G) elementer Abel p-grup olan ekstra 6zel G grubu



1. GIRIS

Bu bolimde; grup, halka ve modil teorisine dair bazi1 temel tanim ve teoremler
verilerek grup halkalar1 ve grup halkalarindaki bazi 6zel elemanlarin yapisi incelenmistir.
Bu boliimde deginilen temel bilgilere, detayli olarak Fraleigh (2002), Hungerford (1974)
ve Sehgal’ in (1993) kaynaklarindan ulagilabilir.

1.1. Direkt ve Yari-Direkt Carpim Gruplar ve Serbest Gruplar

Tanmm 1.1.1. G, ve G, birer grup olmak lzere, G; X G, = {(91,92): 91 € G1,9, € G}

kartezyen garpimu Uzerinde bir * iglemi su sekilde tanimlansin:

(91, 92), (hy, hy) € Gy X Gy = (g1, 92) * (hy, hy) = (g1hy, g2h2)

Bu durumda (G, X G,,*) bir gruptur. Bu gruba G, ve G, nin dis direkt carpim grubu
denir (Hungerford, 1974).

Teorem 1.1.2. G, ve G, iki grup ve G, X G, dis direkt ¢arpim grubu olmak Uzere

asagidakiler gecerlidir.

)Gy X G| = [G4]. 1G] ;

i) 1,x¢, = (1g,, 15,), G1 X G, grubunun birimi;

iii) (91,92) € G1 X G, = (91, 92) " = (91759271 s

iv) Gy X Gy = Gy X Gy,

v) G, X G, Abeldir & G, ve G, Abeldir.

vi) G' =Gy, x{1¢,},H = {1¢,} X Gy ise G',H" < G, X G, (Hungerford, 1974).

Teorem 1.1.3. G,G,,G,, ..., G, ler birer grup ve G = G,G, ... G, olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler birbirine denktir:

fiGiXG,X..XG, — G
(%1, X2, <) Xp) B XXy .. Xy,

a)



doniistiml bir izomorfizmadir.

b)Vvie{1,2,..,n}icin G; < Golup Vx € G, 3x; € G; , X = X1X, ... X, yazilig1 tek
tarludar.

c) Vi e{1,2,..,n}veVx; € G; igin G; < G olup, x;x;, ...x, =1 = x; = 1dir.
d) Vi,j € {1,2,..,n}icin G; < G olup, G; N(Gy X .. X Gj_1 X Gj4q X .. X Gy) = {1}
(Hungerford, 1974).

Tanim 1.1.4. Bir 6nceki teoremde ifadelerden birinin saglanmasi durumunda G ye

G4, G, ..., G, gruplarinin i¢ direkt ¢arpimi denir. Bu durumda
|G| = |Gy X G, X ... X Gy

olur. Eger G toplamsal ise bu durumda G grubu G4, G, ..., G, gruplarinin direkt
toplamidir denir ve G = G;DG,® ... ®G,, biciminde ifade edilir (Fraleigh, 2002).

Sonug 1.1.5. Bir 6nceki tanimda n = 2 i¢in direkt ¢arpim su sekilde ifade edilir: G bir
grup ve G4, G, < G olsun. Eger, asagidakiler saglaniyorsa G, G; Ve G, nin direkt carpim

grubudur.

1) G = G,Gy;

2) Gy NGy = {1}

3) G1,G, < G (Fraleigh, 2002).

Ornek 1.1.6. C,, = {a: a™ = 1) ve C,, = {x: x™ = 1) iki devirli alt grup olmak uizere
Cu X Cp=Aa) x (x)={(a,x):ax=xa,0<i<m-1,0<j<n-1}

bir direkt ¢arpim grubudur.

Tanim 1.1.7. G bir grup ve G,, G, < G olsun. Eger, asagidakiler saglaniyorsa G grubuna

G, Ve G, nin yart direkt ¢arpim grubu denir ve G = G; X G, ile gosterilir.
1) G = GIGZ;

2) G, NG, = {1};



3) G, < G (Milies ve Sehgal, 2002).

Ornek 1.1.8. D,, = {x,y:x™ = y2 = 1,yxy~! = x™1), 2n mertebeli bir dihedral grup
olmak tizere, yxy—t = x™ 1 esitligi ile (x:x™ = 1) < D,, olup D,, = (x) < (y) oldugu
gorulebilir (Hungerford, 1974).

Tanim 1.1.9. G, G, ve G, birer grup olmak (zere G grubundan G, grubuna bir ¢
epimorfizmasi var ve ¢ekirdegi G, ise bu durumda, G grubuna G, ile G, gruplarmin bir
geniglemesi denir. Eger bir y: G, — G homomorfizmasi var ve ¢ o Y bileskesi birim

doniistim ise bu durumda bu genislemeye ayrisim genislemesi adi verilir (Hungerford,

1974).
Serbest Gruplar

Gruplarda tirete¢c ve bagnt1 kavramlarina dayali olarak serbest objeler (serbest
gruplar) insa edilebilir. Bu kisimda, gruplar kategorisinde serbest carpimlari nasil elde
edilebilecegi arastirilmistir. Serbestlik kavrami kategori teorisinde asagidaki gibi
verilebilir. Bir kategorinin; A4,B,C, ... olarak isimlendirilen objelerin ve A dan B ye
tanimlanan morfizmalarin kiimesi seklinde ifade edilen Hom(A,B) kimesi ile
olusturuldugu bilinmektedir. f € Hom(A4,B), g € Hom(B, C) ve h € Hom(C, D) olmak

uzere,
Hom(B,C) x Hom(A,B) — Hom(4,C)
doniisiimiinde, (g, f) = g ° f islemiyle,
ho(gef)=(heg)ef

esitligi saglanir. Ayrica, f € Hom(A,B) ve g € Hom(B,C) igin, 1o f = fvegel=g
olacak sekilde 1: B — B birim morfizmasi vardir (Hungerford, 1974).

Tanim 1.1.10. C bir kategori ve F;, F, € C birer obje olsun. X # @ bir kimeve i: X — F;
esleme olmak lizere eger f: X — F, eslemesi i¢in tek tirli g: F; — F, var dyle ki g o
i = f ise bu durumda, F, € C objesi X kimesi Uzerinde serbesttir denir (Hungerford,
1974).



Ornegin, X = {a, b} igin, F = (a, b) olarak ele alindiginda, 6: X — SL,(Z) déniisiimii

o(a) = ((1) 2) o) = (5 9) ile tekbir g: F — SL,(Z) doniisiimi

p(alibirazb’> ...alsb’s) = g(a)1a(b)/1a(a)2a(h)’2 ...a(a)sa(b)’s
oldugundan F = (a, b), X Uzerinde serbesttir.

X Uzerindeki bir (aq,a,,...) dizisi kelime olarak adlandirilir. Burada Vi €
{1,2,..}icing; e XUXTu{1}, XnX 1 =9, |X|=|X"1 ve 3n € N, Vk = n icin

a, = 1 olarak alinir. Sabit (1,1, ...) dizisine bos kelime denir ve 1 ile gosterilir.

Tanim 1.1.11. Eger asagidaki sartlar saglanirsa (a4, a,,..) dizisine X (zerinde bir

indirgenmis kelime denir.

i)Vx € X,Vi €ENicina; = x ise a;4; # x~ ! (a; = x lise a;j4; # x),

ii) a = 1 esitligi agy1; = Ag4o = -+ = 1 olmasini gerektirir.
Bostan farkli bir indirgenmis kelime (x{1 z xél Z ., xin, 1,1,...) formunda yazilir

oylekin € N, x; € X ve A; = +1. Bu gosterimde x! aslinda x olarak goriilebilir. Kolaylik

A A i o ) ) ) p) . )
agisindan (x;%, x5%, ...,x,;,", 1,1,...) indirgenmis kelimesi x;'x,? ...x,;" seklinde ifade

edilecektir. Boylece, iki indirgenmis kelime x = xfleZ x,’}" ve y = yflyfz ...y,flm
olmak (zere x ve y kelimelerinin birbirine esit olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart ya

ikisinin de 1 olmasiyadam = nve Vi € {1,2,...,n}icin A; = §; ve x; = y; olmasidur.

Bir X kiimesi {izerindeki tiim indirgenmis kelimelerin kiimesi F(X) olmak
suretiyle, X € F(X) olur. F = F(X) tizerinde bos kelime (1) birim eleman olarak etki
eder yani Vw € F igin 1w = wl = w esitligi gegerlidir. F = F(X) Uzerinde bir ikili

islem asagidaki gibi tanimlanabilir.

A1 A2 An 61, 62 dm\ _ LA1,.12 An. 61, 62 m
(x1 X2 e X)) VL Yy 2 e V) = XX e XYL Y e Vi

Burada dikkat edilmesi gereken bir husus esitligin sag tarafindaki kelimenin indirgenmis
olmak zorunda olmadigidir. Ornegin, x,/}” =y, %1 ise s6z konusu kelime

A1, A2 An, 81, 62 Sm _ M A An-1.,6> m
XXy X Y Yy e Y = X X e X Y e Y



bicimde ifade edilir.

Daha genel olarak, eger xf 1x§ Z .. xin ve yf 13/2‘S 2. y,flm X lizerinde taniml1 bostan farkli
- An_j -5
iki kelime, n<m ve k, (0<k<mn)vex /' = ].+1’“ (j=0,,..,k—1) olacak

sekildeki en biiyiik tamsay1 ise

A Az An—k.,0k+1 Sm
X1 X5 e X VT e Y k<n
x/’llx/'lz x)ln 81,62 Sm) — Sna1 )
1 X2 X J\V1 Y2 oV ) T Vi1 e Ym k=n<m
1, k=n=m

esitligi gegerlidir (Hungerford, 1974).

Teorem 1.1.12. Eger X bostan farkli bir kiime ve F = F(X) tiim indirgenmis kelimelerin
klimesi ise, F bir serbest gruptur ve F = (X) ile gosterilir (Hungerford, 1974).

Tanmm 1.1.13. X bostan farkli bir kiime ve F = (X) bir serbest grup olmak Ulzere, X
kiimesine Uretec kiimesi ya da taban ve | X| kardinaline de F serbest grubunun rank: denir
(Hungerford, 1974).

Ornek 1.1.14. 7" := ZDZ® ..Z bir serbest Abel gruptur. Bu grup icin
{(1,0,...,0),(0,1,...,0), ..., (0,0, ...,1)} bir tabandir. Dolayisiyla, Z™ ranki n olan bir

serbest gruptur.

1.2. Halkalar ve Halkalarda idempotent ve Nilpotent Elemanlar

Tanim 1.2.1. Ry, R, ..., R,, halkalar olmak Uzere,
Ri®R,® .. ®R,, = {(r, 13, .., )1 ER;, 1 < i <n}
bilesenler tizerinde tamimli toplama ve ¢arpma islemi ile bir direkt toplam halkasidir

(Milies ve Sehgal, 2002).

Tanmm 1.2.2. Birimli bir R halkasinda eger, a € R eleman1 3x € R i¢in, xa = 1 esitligini
saglarsa bu durumda, a € R elemanma sol birimsel eleman, ax = 1 esitligini saglamas1
durumunda sag birimsel eleman ve eger hem sol hem de sag birimsel elemansa kisaca

birimsel eleman olarak adlandirilir (Hungerford, 1974).



Tanim 1.2.3. Birimli bir R halkasinda sifirdan farkli her eleman sol veya sag birimsel

eleman olma 6zelligi tasiyorsa bu durumda R ye bolimli halka denir (Fraleigh, 2002).
Bu tanimla, her cismin degismeli bir boliim halkas1 oldugu kolayca anlasilabilir.

Tanim 1.2.4. Bir R halkasinda Vr € R i¢in c¢r = 0 olacak sekildeki en kiiciik ¢ pozitif
tamsayisina R halkasinin karakteristigi denir ve kar R ile gosterilir. Eger boyle bir pozitif

tamsay1 yoksa bu durumda kar R = 0 olur (Hungerford, 1974).

Tanim 1.2.5. R bir halka olmak izere, e? = e esitligini saglayan her bir e € R elemanina

idempotent eleman denir.
Lemma 1.2.2. R birimli bir halka olmak Uzere, e € R bir idempotent eleman ise 1; — e
de bir idempotent elemandir (Hungerford, 1974).

Tanim 1.2.3. Bir R halkasmin her elemani ile degismeli olan idempotent elemanlarina

merkezi idempotent elemanlar denir (Hungerford, 1974).

Lemma 1.2.4. R bir halka ve e, f € R iki merkezi idempotent eleman olsun. Bu taktirde,
ef

eleman1 da idempotent olur (Hungerford, 1974).

Sonug 1.2.5. R birimli bir halka ve e, f € R iki merkezi idempotent eleman olsun. Bu
taktirde,

(1_e)fl (1_f)el(1_e)(1_f)
elemanlar1 da birer merkezi idempotent elemandir (Hungerford, 1974).

Tanim 1.2.6. R bir halka ve {e4, e,, ..., e, } klimesi, e; ler idempotent eleman olmak tizere,
R nin bir alt kiimesi olsun. Eger, i # j icin e;e; = 0 oluyorsa {ej,e,,..,e,} Yye

ortogonal idempotent elemanlar denir (Ferraz ve Milies, 2007).

Teorem 1.2.7. R,S;,S;, ..., S, birimli degismeli halkalar olmak Uzere, asagidakiler

ifadeler birbirine denktir.

DR=S; XSy X ..XS,.



ii) R, {e4, €5, ..., ey} seklinde, ortogonal ve merkezi idempotent elemanlarin bir tam

kiimesini barindirir 6yle ki 1, = e; + e, + :-- 4+ e,, ve her bir i icin, Re; = ;.

iii)R = A; X A, X ... X A, ideallerin bir direkt carpimi seklinde ifade edilebilir 6yle ki
her bir i igin, 4; = S; (Hungerford, 1974).

Tanim 1.2.8. Eger bir R halkasinda agikar olmayan idempotent eleman yoksa bu takdirde

R ye ayrisamaz halka denir (Danchev, 2010a).

Tanmm 1.2.9. R bir halka ve a € R olsun. Eger 3k € Z* icin a® = 0 oluyorsa, a elemanina
nilpotent eleman denir (Milies ve Sehgal, 2002).

1.3. R-Modiiller

Tanim 1.3.1. R bir halka ve M # @ bir kiime olmak iizere, eger

RxXM -»> M
(ssm) » sm

islemi iyi tanimhi ve asagidaki sartlarin saglanmasi durumunda, M ye bir sol R-modil
denir (Hungerford, 1974).

i) (M, +) bir Abel grup

ii) Vs ERveVa,b € M icin, s(a + b) = sa + sb

iii) Vs,t e Rve Va € M igin (s + t)a = sa + ta

iv)Vs,t € RveVa € M igin,(st)a = s(ta)

R birimli ise,

v)Va € M igin, 1za = a.

Benzer sekilde, R nin M iizerine sagdan etkimesi durumunda M ye bir sag R-modul denir.

Tanim 1.3.2. A ve B, bir R halkasi iizerinde R-moduller olsun. Bu durumda, f: A — B

tanimli fonksiyonu, Va,b € Ave s € R i¢in

fla+b) = f(a)+ f(b) ve f(sa) = sf(a)



esitliklerini saglarsa f ye R-modiil homomorfizmast denir.
Ker f :={a € A: f(a) = 0}
kiimesine f R-modiil homomorfizmasinin ¢ekirdegi ve
Imf :={f(a):a € A}
kiimesine de f R-modiil homomorfizmasinin gériintiisii denir (Hungerford, 1974).

Tanim 1.3.3. R bir halka, A, B veC birer R-modul ve fveg birer R-modil

f S . .
homomorfizmast olsun. 4> B> C dizisinde eger Imf = Ker g ise dizi tamdir denir
(Hungerford, 1974). Benzer sekilde A;ler birer R-modul ve f; ler birer R-modil

homomorfizmasi olmak tizere

i f f
Ay 5 AL D Ay o Ay S A,

sonlu dizisinde i = 1,2,...,n — 1 icin Imf; = Ker f;, ise bu sonlu dizi tamdwr denir
(Hungerford, 1974).

Tanim 1.3.4. R bir halka, f ve g birer R-modiil homomorfizmasi olmak iizere

0—45B%c—o0

tam dizisinde eger Imf = Ker g ise verilen diziye kisa tam dizi denir. Bu durumda f

birebir, g orten ve gof = 0 olur (Hungerford, 1974).

Lemma 1.3.5. (Kisa Bes Lemmasi) R bir halka, A,B,C,A’,B’,C' R-moduller ve

f,9.f,9', a B ve y, R-modil homomorfizmalar1 olmak Uzere,

0 - 4 5 B % ¢ = o
e 4y

<

0 — A - B - (¢ — 0
kisa tam dizilerinin degismeli diyagrami i¢in, asagidakiler saglanur.
1) a ve y birebir = f birebirdir.

2) a ve y 6rten = f ortendir.



3) a ve y izomorfizma = [ izomorfizmadir (Hungerford, 1974).

Lemma 1.3.6. R bir halka, A;, A, ve B birer R-modil ve f: A; — Bile g:B — A, birer

R-modiil homomorfizmasi olsun. O zaman,
0—4, 58 %4,—0
kisa tam dizisi i¢in asagidakiler birbirine denktir:
1) gh = 1,4, olacak sekilde bir h: A, — B vardir;
2) kf = 1,, olacak sekilde bir k: B — A; vardur;
3) m, ve 1, birer R-modiil homomorfizmasi olmak {izere verilen dizi

0> A, 34, ®A, 34, — 0 dizisine izomorf olup ozellikle B ~ A4, @ 4, dir
(Hungerford, 1974).

Tanim 1.3.7. Lemma 1.3.6. nin sartlarindan birini saglamasi1 durumunda B ye A, ve A,

nin a¢ilim genislemesi denir (Hungerford, 1974).

1.4. Grup Halkalan ve Ozel Elemanlar

G bir grup ve R bir halka olmak Uzere, RG grup halkasi, elemanlar1

2,8

geaG

sonlu toplamlarindan olusan ve G grubunun elemanlarini taban kabul eden bir R-modl

yapisindaki kiime seklinde tanimlanir. Burada, a; € R dir. RG halkasi {izerindeki islemler

asagidaki gibidir. @ = Y ;e agg Ve f = X geq By g iGN,
Toplama Islemi:

a+pf =Ygec g+ YLgecBgg = Lgec(ag + Bg)g
Carpma islemi:

aIB = (ZgEG agg)( ZgEG :ng)
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= Ygnec(@gPr)gh
= Ygec(Lnec g Pr)gh
g=ghtilea.p =Xgec(Znec @gn-1 fr)g olur.

Grup halkalarinda iki elemann esitligi iizerinde

Zagg=2[>’gg(=) VgEG,a'g=ﬁg

gea gea

cift gerektirmesi gecerlidir. R halkasi ile, lizerinde tanimlanan RG grup halkasi arasinda

asagidaki gibi bir 6rten halka homomorfizmasi tanimlanabilir:

e :RG — R
D% = )
geG gEeG

Bu durumda & halka homomorfizmasina artim eslemesi ad1 verilir. Cekirdegi;
Kere={a=%,cca,9: (a) = 0}

={a = deaagg : ZgEGag =0}

={Qgec®g —2gecg: AQgER GEG}

={Ygecay(g—1): a; ER,gEG}

=(9— D
olarak tanimlanip Az (G) = Ker ¢ ile gosterilir (Sehgal, 1993).
Lemma 1.4.1. Agx(G), RG grup halkasinin bir idealidir (Sehgal, 1993).
Tanim 1.4.2. Ax(G) ye artim ideali denir (Sehgal, 1993).

R birimli bir halka olmak tizere, G grubu RG grup halkasinin igine

ile gdmulebilirdir ve bu, G < RG ile gosterilir. Benzer sekilde R halkasi da
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9: R — RG
r > reg

ile RG grup halkasina gomiilebilirdir ki bu R < RG ile gosterilir.
Onerme 1.4.3.

Q: R X RG — RG

(@Y agg) » (e

islemiyle RG, bir sol (sag) R-modiil teskil eder (Sehgal, 1993).

Lemma 1.4.4. RG grup halkasinin degismeli olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart R
halkasinin degismeli olmasi ve G grubunun bir Abel grup olmasidir. Benzer sekilde, RG

grup halkasinin birimli olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart R nin birimli olmasidir (Sehgal,

1993).

Grup Halkalarinda idempotent Elemanlar

G sonlu bir grup, (RG, +,.) grup halkasi ve H < G olsun. G sonlu oldugundan,
H = {hy, hy, ..., hp}

sonludur.

m-—1

ﬁthj=h1+h2+---+hm

Jj=0

olarak tanimlansin. A¢ikga goriiliir ki e = |[H|~H, QG nin bir elemani ve Ustelik her bir

i €{1,2,..,m}icin, hiﬁ =H oldugundan,

(hH + hH + - hy,H)
|H|? B

e? = (JH|"*H)" = |H|2H(hy + hy + - + hy) = e

yani e bir idempotent elemandir (Ferraz ve Milies, 2007).

Tanim 1.4.5. Va € RG igin ea = ae ve e? = e esitligini saglayan e € RG elemanlarina

merkezi idempotent elemanlar denir (Ferraz ve Milies, 2007).
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Lemma 1.4.6. G herhangi bir sonlu grupve H < G ise e = % € Z(QG) (Ferraz ve
Milies, 2007).
Sonug 1.4.7. Degismeli bir QG grup halkasmin tiim idempotent elemanlar1 merkezidir.

Tanim 1.4.8.

e, L=]j
eief:{ol, i %)

seklindeki elemanlara ortogonal idempotent elemanlar denir.

{1}=H, <H, <+ <H,, =G; bir G sonlu grubunun alt grup ailesinin bir

zinciri olsun. Bu durumda, her bir i € {1,2, ..., m} igin e; = IH_ll olmak uzere, e;? = ¢;
l
yani birer idempotent olur. Eger, f,, = e, ve i=1,2,...,m—1 i¢in, f; =e; —e;41

secilirse

fufor o fn}

RG grup halkasininin ortogonal idempotent elemanlarinin bir tam kiimesini olusturur yani

Yol fi = 1 esitligi gegerlidir (Ferraz ve Milies, 2007).
Ornek 1.4.9. Co ={a:a® = 1), Hy, = {1}, H; = (a®) ve H, = C, olsun. O zaman,

{1} < (a®) <{(a)

oldugu kolayca goriiliir. Bu durumda, i = 0,1,2 i¢in e; = “Ij—‘| idempotent elemanlart,

60:1
1+4+a3+a

61_ 3

a

6226

seklinde elde edilir. Burada,
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6

fi,t=]

elemanlarma bakilirsa goriiliir ki i = 0,1, 2 i¢in f; f; = { 0.i%]

ve fo+fi+f, =1 yani {fy, fi, fo} ortogonal idempotent elemanlarin bir tam

kiimesidir.
Grup Halkalarinda Nilpotent Elemanlar

G bir sonlu grup ve F bir cisim olmak tzere, FG grup cebirinde asikar olmayan
nilpotent elemanlarm bulunup bulunmamasi1 durumuna gore smiflandirmalar yapilabilir.

Eger kar F = p # 0 ve G icinde bir p-eleman mevcut ise 3n € Z* igin,
(- =g"-1=0

olacagindan g — 1 elemanmin bir nilpotent elemandwr. Boylece asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 1.4.10. F bir cisim ve kar F = p # 0 olsun. G grubu, p-eleman icermek tzere,

FG grup cebirinde nilpotent eleman mevcuttur (Milies ve Sehgal, 2002).

Burada, g — 1 elemanmnin nilpotentlik indeksinin p™ oldugu agiktir. Kabul edelim
Ki FG de nilpotent elemanlar bulunmasin. e € FG ve e bir idempotent eleman olsun.
Keyfi bir « € FG icin 0 = ea(1 — e) elemani i¢in 6 = 0 ve kabulden dolay1 o = 0

olacagmdan,
ea(l—e)=ea—eae=0= ea = eae

olur. Benzer sekilde, 6’ = (1 — e)ae seklinde olusturulursa o'? = 0 yani ¢’ = 0 olur ki

boylece
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(1—e)ae =ae —eae =0 = ae = eae

yani ea = ae olup, e elemanmin bir merkezi idempotent eleman oldugu sonucu elde

edilir. Keyfi bir g € G igin bu idempotent eleman,

seklinde elde edilebileceginden e € FG nin merkezi idempotent eleman olmasiyla birlikte
(g) < G ve bdylece G grubunun bir Abel grup ya da Hamilton grubu oldugu gercegine

ulagilir.

Onerme 1.4.11. F bir cisim ve kar F = p # 0 ve G sonlu bir grup olsun. Eger FG grup
cebirinde asikar olmayan nilpotent eleman mevcut degilse bu durumda FG nin tim
idempotent elemanlar1 merkezi olup, G Abel bir grup ya da her alt grubu normal olan bir
grup (Hamilton grubu) olmalidir. (Milies ve Sehgal, 2002).

Grup Halkalarinda Birimsel Elemanlarin Carpimsal Grubu
Tanim 1.4.12. R birimli bir halka olsun.
URG) ={a € RG | aB = 1z;, 3B € RG}
kiimesi, RG grup halkasinin birimsel elemanlar grubu olarak adlandirilir (Sehgal, 1993).

Lemma 1.4.13. U;(RG):= {u € U(RG) : e(u) =1}, U(RG) nin normal alt grubudur
(Sehgal, 1993).

Lemma 1.4.14. U(RG) = U(R) x U,(RG) (Sehgal, 1993).
Ispat. u € U(RG) almsin. e(u) = r € U(R) dir. O zaman,
u=rr-iu=rcu) = e W)= He(w) =rr=1
=reUR), rtue U;(RG)
= U(RG) = U(R)U,(RG)

reUR)NU,(RG) =r eU(R)ver € U;(RG)
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=er)=rveelr)=1

=r=1

= U(R) nU;(RG) = {1}
oldugundan U(RG) = U(R) X U, (RG) sonucuna ulasilir. m
Tanim 1.4.15. R = Z olursa, ZG yapisina integral grup halkas: denir (Sehgal, 1993).
Sonug 1.4.16. ZG degismelidir & G Abel gruptur.
Tanim 1.4.17. R bir halka ve G sonlu bir grup olmak Uzere,

UR)G ={rg:reU(R),g € G} < URG)

alt grubuna asikar birimseller grubu denir (Sehgal, 1993).

Boylece kolayca gorulebilir ki, ZG integral grup halkasinin agikar birimseller grubu +G
dir:

gEG=(—g)(—g™) =(9)(g™) = 1ze; = 1
Sonug 1.4.18. U(ZG) = +U,(ZG)

Z.G integral grup halkasinin tiim birimsellerini arastirma problemi, 6zel olarak

U, (ZG) birimseller grubunu arastirmaya denktir.

Lemma 1.4.19. G sonlu olmak (izere, @ = Y.;¢¢ 49, ZG integral grup halkasmin sonlu

mertebeli bir birimsel elemani olsun. O zaman g € Z(G) (merkezi) olmak lizere
a==g
yani asikar birimsel formundadir (Higman, 1940a; 1940b).

Sonug 1.4.20. A sonlu bir Abel grup olmak Uzere, ZA integral grup halkasindaki sonlu
mertebeli birimseller g € A i¢in +g formundadir (Higman, 1940a; 1940b).

Buradan, bir A sonlu grubunun ZA integral grup halkasindaki asikar olmayan

birimsel elemanlarm ya sonsuz mertebeli ya da merkezi olmadigi sonucuna varilir. $imdi,
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sonlu Abel gruplarin integral grup halkalarmin birimseller grubu ile ilgili Higman’in

sonuglar1 verilebilir.
Teorem 1.4.21. A sonlu Abel grubunun ZA integral grup halkasmin birimseller grubu;
U(ZA) = tAXF

dir 0yle ki burada F bir serbest grup olup ranki1
1
P =§(|A|+Tl2+1—2[)

ile belirlidir. Burada n,, A daki 2 mertebeli elemanlarin sayisin1 ve [ de grubun

birbirinden farkli devirli alt gruplarinin sayisini gésterir (Higman, 1940a; 1940b).

Teorem 1.4.22. G sonlu bir Abel grup olmak tzere
U(ZG) = +G = U(Z[G %X C3]) = £(G X )
esitligi saglanir. (Higman, 1940a; 1940b).
Unipotent Birimsel Elemanlar
R birimli bir halka olmak iizere egern € Rven? =0ise (1 —n)(1+7n) =1
olacagindan hem 1 4+ 1 hem de 1 — 5 birimsel elemanlardir. Dolayisiyla ayni yolla, 3n €

R ve 3k € Z* icin n* = 0 mevcut ise
A-mA+n+n*+--+nH=1-n*=1
A+mMA-n+n*——nH=1-n=1

esitliklerinden dolayr 1+ 7, R halkasmin birimsel elemanlar1 olurlar. Bu birimsel
elemanlara unipotent birimsel elemanlar denir (Milies ve Sehgal, 2002). FG grup
cebirinde, kar F =p # 0 olmak iizere, g € G ve o(g) = p™ igin (1—g)?" =0
olacagindan n = 1 — g bir nilpotent elemandir. Bu durumda, 1 —n = g asikar birimsel
eleman olur. Ancak 1 +n = 2 — g, kar F # 2 iken asikar olmayan bir birimsel eleman
olarak elde edilir. Buna ek olarak, g — g% = g(1 — g) de nilpotent eleman oldugundan
g% # 1 yani p # 2 olmak lizere u = 1 + g — g? asikar olmayan bir unipotent birimsel
elemandir (Milies ve Sehgal, 2002).
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iki-devirli Birimsel Elemanlar

Unipotent birimsel elemanlar1 olustururken halkadaki nilpotent elemanlarin
kullanildig1 yukarida verilmisti. Simdi, halkanin daha 6zel bir formda olusturulan
nilpotent elemanlart yardimiyla birimsel eleman elde etmenin bir diger yolu
arastirilacaktir. R bir halka, x ve y sifir bolen elemanlar (Milies ve Sehgal, 2002) olsun.
Keyfi bir t € R eleman1 goz Oniine alinsm. Boylece, n = ytx eleman: igin n? =0
oldugundan 1 + 7 elemaninmn bir birimsel eleman teskil ettigi goriilmiistii. Ayn yolla,
Ja € G igin, o(a) < o yani sonlu mertebeli bir eleman olmak tzere, (a — 1) elemani
(@—D(1+a+-+a°@1) = 0 esitligi ile bir sifir bolen elemandir. Bununla birlikte
keyfi bir b € G ile

Ugp=1+(@—1DbA+a+-+ a°@-1

formunda birimsel elemanlar olusturulabilir ki u, ;, ye iki-devirli birimsel eleman denir

(Milies ve Sehgal, 2002).

Sonug 1.4.23. G bir Abel grup ise bu durumda RG icinde iki-devirli birimsel eleman

sadece u,;, = 1 asikar birimsel elemanidir (Milies ve Sehgal, 2002).

Daha genel olarak iki-devirli bir birimsel elemanin asikar olabilmesi i¢in bir gerek ve

yeter sart asagida verilmistir.

Onerme 1.4.24. G birgrup ve a, b € G olsun. o(a) = n < oo olmak Uzere, u, ;, iki-devirli
birimsel elemaninin asikar birimsel olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart b € G elemaninin
(a) devirli grubunu normallemesidir. Yani, 3j € Z* i¢cin ab = ba’ olmasidir (Milies ve
Sehgal, 2002).

Bir ZG integral grup halkasinin tiim iki-devirli birimsel elemanlarinin {iretmis
oldugu altgrup B, ile gosterilebilir (Milies ve Sehgal, 2002). Bu gésterim ve Onerme
1.4.24. yardimiyla asagidaki sonug ifade edilebilir.

Sonug 1.4.25. G Abel olmayan bir grup olmak Uzere, B, = G olabilmesi icin gerek ve

yeter sart G nin bir Hamilton grubu olmasidir (Milies ve Sehgal, 2002).
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Onerme 1.4.26. Bir ZG integral grup halkasinda birimden farkls tiim iki-devirli birimsel
elemanlar sonsuz mertebelidir (Milies ve Sehgal, 2002).

Bass Devirli Birimsel Elemanlar

Bu kesimde; ¢, Euler ¢-fonksiyonu ve Euler’in Teoremi geregince (i,n) =1
olmak tzere i?™ =1 (modn) denkligi ile bir ZG integral grup halkasinda 6zel

formdaki bir diger birimsel eleman asagidaki gibi tanimlanabilir.

Tanmm 1.4.27. G bir grup, x € G ve o(x) = nolsun.Herbiri <i<n-—1ve (i,n) =1
icinX =1+ x+ -+ x™ 1 olmak lzere,

. 1—i%m
pi = (14 x+ -4 x7H)e0 +T(x) € ZG

birimsel elemanlarina Bass devirli birimsel elemanlar denir ki ik = 1 (mod n) olacak
sekilde k € Z igin

' | 1 — k@
,ui_l i (1 + xl + -+ xl(k_l))(p(n) + T(x) € ZG

(Milies ve Sehgal, 2002).

Onerme 1.4.28. G bir grup ve x € G, n mertebeli bir eleman olsun. Yukaridaki tanimla
olusturulan bir

_]-¢(n)
n

) 1
wi= A4+t )00 L () ez

Bass devirli birimsel eleman sonsuz mertebelidir (Milies ve Sehgal, 2002).
Asikar Birimsel Elemanlar

Egerr € U(R),g € G ise rg € RG eleman tersi r~1g~? ile birlikte bir birimsel
elemandir ki Tanim 1.4.17°de asikar birimsel eleman olarak adlandirilmisti. Bir integral
grup halkas1 ZG iginde asikar birimsel elemanlarin +g, ve F bir cisim olmak Uzere FG
grup cebirinde asikar birimsel elemanlarm da a« € F\{0} olmak Uzere, g formunda
oldugu sonucuna kolayca varilabilir. Genel olarak, bir grup halkasinda asikar olmayan

birimsel eleman mevcut olmayabilir. Asagidaki Onerme, asikar olmayan birimsel
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elemanin bir grup halkasinda hangi sartlarda mevcut olmayacagi tizerine biiylik bir 6nem

arz etmektedir.

Onerme 1.4.29. G sonlu ve sonsuz mertebeli elemanlar icerebilen bir grup ve F de
kar F > 0 olan bir cisim olmak izere U(FG) birimsel elemanlar grubunun sadece asikar
birimsel elemanlardan olusabilmesi icin gerek ve yeter sart asagidakilerden birinin

saglanmasidir.
i)F=F2, G=C2V8yaG=C3,
ii)F=F;,G =Cg

(Milies ve Sehgal, 2002).






2. KAYNAK BILDIRISLERI

Grup halkalarmin temelleri oldukca eski tarihlere dayanir. ilk olarak Cayley’ in
(1854) soyut grup tanimimi verdigi makalenin son kisimlarina dogru istii kapali bir
sekilde ele alinmis olan konu, Molien’ in makaleleri ile daha belirgin bir sekilde
incelenmistir (Molien, 1893; 1897). Noether ve Brauer’ in (1927), Brauer’in (1929) ve
Noether’ in (1929) c¢alismalariyla grup halkalarinin temsil teorisi ve cebirler ile
aralarindaki bag daha fazla derinlik kazanmistir.

G, H iKi grup ve Z tamsayilar halkasi olmak iizere G grubu verildiginde ZG ~ ZH
olacak sekilde H grubunu belirleme ya da kisaca literatiirde izomorfizma problemi olarak
bilinen ve hala acik olarak giiniimiize kadar gelmis olan problem Higman’mn doktora
tezinde (1940b) baz1 grup tiirleri i¢in ele alinmistir. Daha sonra ayni problem Z tamsayilar
halkas1 yerine bir K cismi i¢in incelenmistir (Milies ve Sehgal, 2002). Kaplansky’ nin
(1970) meshur problemler listesiyle beraber konunun aslinda birgok teoriyle kesistigi ve
bir¢cok alana uygulama sahasi agabildigi daha net anlasilmistir. Grup, halka ve modiil
teorisiyle cok yakindan iligkili oldugu i¢in grup halkalar1 daha sonralari arastirmacilar
tarafindan kendi alanlarini ilgilendiren ydnleriyle ele alinmis ve ¢alisilmistir. Ornegin,
Connell (1963) grup halkalarinin halka teorik yonlerini ele alan bir ¢alisma yaymlamistir.
Daha sonra Ribenboim (1969) ve Lambeck (1996) tarafindan halkalar ve moduller
iizerine yaymlanan ¢alismalar, grup halkalarinin cebirsel 6zellikleri iizerine Passman
(1977) ve Sehgal (1978) tarafindan yayimnlanan ¢alismalar ile beraber literatiire girmistir.

Grup halkalari, lizerinde tanimlandig1 halkanin 6zelligine gore degisiklik arz eder.
Ornegin, Z iizerinde tanimli bir grup halkasima integral grup halkas1 denir. integral grup
halkalar1 cebirsel sayilar teorisi, homolojik cebir, cebirsel topoloji ve cebirsel K-teorisi
ile de yakindan ilgili oldugundan bir¢ok arastirmaci igin 6zel olarak incelenen bir alan
haline gelmistir. Ayrica konunun uygulama anlaminda disiplinler arasi olarak kriptografi
ve kodlama teorisi ile de yakin bir iligkisi bulunmaktadir. Hurley (2011) tarafindan
yaymlanan c¢aligma ile grup halkalarindaki birimsel elemanlarin kriptografik sistemlerin
olusturulmasinda etkin bir bigimde kullanilabilecegi goriilmiistiir.

Grup halkalarmmda birimsel elemanlar gibi kendine has ozellikler tasiyan baska

elemanlar da vardir. Bunlarin basinda nilpotent elemanlar ve idempotent elemanlar
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gelmektedir. Her ikisi ile de birimsel elemanlar elde edilebileceginden bu 6zel elemanlar
birbirleriyle yakindan iliskilidir.

Birimsel elemanlar grubu, literatiirde ¢cok genis yer tutan ¢alisma alanlarindan biri
olmustur. Ozellikle, Sehgal’ in (1993) birimsel elemanlar {izerine yapilan kapsaml
calismasi arastirmacilar i¢in cok 6nemli bir kaynak haline gelmistir.

Aleev ve Panina (1999), 7 ve 9 mertebeli devirli gruplarin grup halkalarmdaki
birimsel elemanlarin iiretegler bakimindan bir karakterizasyonunu vermistir.

Allen ve Hobby (1980), A, alterne grubunun integral grup halkasinin birimsel
elemanlar grubunun belirlenmesi lizerine ¢aligma yapmistir.

Allen ve Hobby (1987), ayrica S; simetrik grubunun integral grup halkasinin
birimsel elemanlar grubunun iireteglerini elde etmislerdir.

Ar1(2003), Milies ve Sehgal’ in (2002) Cg devirli grubunun integral grup halkasinin
birimsel grubuna yonelik ¢alismasinda Fibre carpim ile elde ettigi sonucu cebirsel sayilar
teorisi kullanarak farkli bir bakis agisi ile elde etmistir.

Milies (1973), D, dihedral grubunun integral grup halkasmm birimsel elemanlar1
iizerine sonuglar elde etmistir.

Bilgin (2004), C,, devirli grubunun integral grup halkasmdaki birimsel elemanlar1
epimorfizmalarla altgruplara tasiyarak elde etmis ve C;, = (x) olmak Uzere, U, (ZC,,) =
C1, X (u) icindeki (u) devirli grubunun,

u=3+2x + x> — x* — 2x° — 2x% — 2x7 —x® +x10 + 2x1!
ile Uretilebildigini géstermistir.

Bilgin ve ark., (2016) T = (a,b:a® = 1,a® = b?,bab™ = a™1), 12 mertebeli
Abel olmayan grubu ve C, devirli grubu icin, U, (Z[T X C,]) birimsel grubunun yapisini;
E., r rankl1 serbest grubu gostermek iizere

UL(Z[T X C;1) = (Fo7 ¥ F5) x (T X C3)
seklinde karakterize etmistir.

Jespers (1995), D;, dihedral grubunun integral grup halkasinin birimsel elemanlar
grubunun U,(ZD,,) =V % D;, seklinde ifade edilebildigini gostermistir dyle ki V =
Fg % F3, iKi-devirli birimsel elemanlar tarafindan iiretilebilen serbest gruplarin yar1 direkt
carpim grubudur.

Benzer sekilde Jespers (1995), Dg X C, direkt carpiminin integral grup halkasi igin

U(ZDy3) = (Fy X F3) ¥ Dy,
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oldugunu goéstermistir.

Jespers ve Leal (1991), Abel olmayan bazi 2-gruplarin integral grup halkalarinin
birimsel elemanlar grubunun yapisini da benzer sekilde karakterize etmistir.

Jespers ve Parmenter (1992), S; = (a, b:a® = b? = 1) olmak lzere, U, (ZS;)
birimsel grubunun yapisini, iki-devirli birimsel elemanlar cinsinden

U1(ZS3) = (up,a, Upa,ar Upaz,a) X S3
seklinde elde etmistir.

Jespers ve Parmenter (1993), 16 mertebeli asagidaki gruplarin integral grup
halkalarindaki birimsel elemanlari, matrisler cinsinden elde etmislerdir.

P={(x,y:x*=y*=1,yx = x3y),
Q6 = (x,y:x% = L,x* = y?, yx = x7y),
D =(x,y,z:x? = y? = z* = 1,xz = zx,yz = zy,yx = z*xy),
Di, = (x,y:x8 =y% = 1,yx = x%y),
Dy = (x,y:x8 = y? = 1,yx = x3y),
Dig =(x,y:x® =y* = Lyx =x"y),
H=(xyx*=y*=(xy)?=(%y)=1)
Ayrica, Q kuaterniyon grubu olmak tzere, Q x C, ve Dg X C, gruplarinin integral grup
halkalarmin birimsel grubu da karakterize edilmistir (Jespers ve Parmenter, 1993).

Kiismiis ve Denizler (2014), 24 mertebeli devirli grubun integral grup
halkasidaki normallenmis birimsel elemanlar grubunun iireteglerini karakterize etmistir.

Kiismiis (2015), C,, X C¢ grubunun integral grup halkasinin birimsel elemanlar
grubunu ayrisim genislemeleri cinsinden belirlemistir.

Li (1998), G x C, grubunun bazi Abel G gruplar1 i¢in integral grup halkasinin
birimsel grubunu arastirmistir. Bu arastirmada; Li
K={1+a(l—x):14+2a € U(ZG)} ve C, = (x) olmak Uzere,

U(Z[G x C;]) =G X C, x K
oldugunu gostermistir (Li, 1998).

As alterne grubunun integral grup halkasindaki merkezi birimsel elemanlar
grubunun sonsuz mertebeli bir devirli grup oldugu gosterilerek iireteci karakterize
edilmistir (Li ve Parmenter, 1997).

Low (2008), p asal olmak Uzere G X C, grubunun integral grup halkasmimn

birimsel elemanlar grubunun yapisimi tam diziler ve ayrigim genislemeleri yardimiyla
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bazi G gruplari i¢in incelemistir. Bu karakterizasyonda Low, w birimin p. ilkel koki
olmak suretiyle U(Z[w]) birimsel grubunun yapisint bir konjektiir olarak vermis ve
bulgularini kapali olarak sunmustur.

Ferraz (2009), ZC, integral grup halkasmin karakterizasyonunu, Low’ un
yukarida bahsedilen konjektiiriine bir ¢6ziim olarak sunmustur. Ferraz (2009), w birimin
p. ilkel kokii olmak tizere gostermistir ki

Se={1+twl+w+w? . 1+w++wP3/?}
kiimesi U(Z[w]) birimsel elemanlar grubunu Gretir. Hatta, C,, = (x), t mod p’ de ilkel

kok ve 1 <i< (p—3)/2 icin, ZC, iginde r; tr = 1 mod p olan en kigik pozitif

tr—1 ..
tamsay1 ve k = rT olmak Gizere

r—1 t—1

. . i ~

u; = fot Zx” — kX
j=0 j=0

=(1+xtw~ﬁ“*U(1+x”+m+x”Wﬂ)—k£

Hoechsmann birimsel elemanlariyla olusturulan
S = {uqg, Uy, v, Ugp-3y/2}

carpimsal bagimsiz kiimesi ile birlikte U (ZCP) = (x) X S esitligi gegerlidir (Ferraz ve
Kitani, 2015).
Ayni galismada, ¢(p™) < 66 olan p™ sayilar1 igin U (ZCpn) birimsel grubu agik bir
sekilde karakterize edilmistir (Ferraz ve Kitani, 2015).
Tamm 2.1. Eger, w birimin p. ilkel koki ve A;=1+w+--+ o' ise,

(1, w, A4, ...,/1177—3), U(Z|w]) birimsel grubunu diretir ve asagidaki sartlardan biri
saglanirsa bu durumda p ye hos asal say: denir (Ferraz ve Kitani, 2015).

D) U(z,) = (2);

i) U(z,)" = @) ve =1 e U(z,)"

Ayrica, C, X C; ve C, X (C, X C, gruplart i¢in de swasiyla asagidaki teoremler

ispatlanmustir.

Teorem 2.2. p bir hos asal say1 olsun.

-1) ,i— . . . .
Wy = x(pZ )__21 1 (1 n x2_21—1 n x4_21—1 4ot x(p_l)_21—1) (1 + le) _%

ve
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P=1) i1 s i . i\ .
pw)=x z 2 (1 4 x227 p 427 4 (0 D)2 1) (1 4 52 ) s

olmak iizere, o(p(w,)) = 27 -1 icin,

U (Z(C, x €2)) = (-1 x (x,@) x {{w;: i € I}) x ({u;(a): 1 € I})
oyle ki burada

_ 1-wiw;?t

w(@=1-pi+pia, pp=—"2, Bi=87"(B), 8:LC, > LCp 8(x) = x* ve
indis kiimesi
I={ieN:1<i<(p-3)/2}

(Ferraz ve Marcuz, 2016).
Teorem 2.3. i = 1,2 igin, C, = {a;) Ve p bir hos asal say1 olmak iizere C, = (g) olsun.
Eger,

H=C,XCyX..XC,=CyXC
olmak tzere,

¢m: Z(C, X H) — Z,(C, X H) seklinde tanimmlanir, ¢, = ¢|U(z(cp>< H)) kisitlanigini

. D1 ;
gosterir ve ord(d,(wy)) =22 —1ise
(1) ,i- i- i- i- i .
wi=x 2z % (1 42270 27 g (0D 2 1) (1 + x? ) —-%
ui(ajlajz ajm) =1- :Bl' + ,Bl-ajlajz ...ajm

_ 1-whwg!

Br=—1", B =6""(B), 6:LC, — LCp, 5(x) = x* ve indis kumesi

. . _p—3
I={lEN:1SlST}
ve {d)z (B1), 2(B2), -, P> (,Bp_-s)} bagimsiz kiimesi ile birlikte
2

U (z(c, x €; x ;)
= (—1) x{x, a4, a,) x {w;, ---;Wﬁ) x (u;(ay),u;(az), u;(asaz))
2
dir (Ferraz ve Marcuz, 2016).
Benzer sekilde, Ferraz ve Simon (2008), bir metadevirli grubun integral grup
halkasindaki merkezi birimsel elemanlarin altgrubunun rankini belirlemistir.
Cpq = C, X C, olmak Ulzere Ferraz ve Simon (2016), U(ZC,,) icindeki

normallenmis merkezi birimsel elemanlarm bir karakterizasyonunu vermistir. Bu

karakterizasyonda,
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Z (Uy(ZCpq)) = Wy x W,
olarak elde edilmis ve W;, W, sirasiyla birinci tip ve ikinci tip birimsel elemanlar olarak
tanimlanmistir (Ferraz ve Simon, 2016).

Herman ve ark. (2005), tssu 2, 3 ve 4 olan Abel gruplar ile kuaterniyon gruplarinin
G-uyarlanmis halkalar iizerinde taniml grup halkalarinin asikar birimsel elemanlarmin
karakterizasyonunu ve bu grup halkalarmnin tiim birimsel elemanlarinin agikar olmasi igin
gerek ve yeter sartlar elde etmistir.

Kelebek ve Bilgin (2014),

C, XK, ={a,b,c:a™ = b?> = c? = 1,ab = ba,bc = ch,ac = ca)
olmak Gzere, Z(C,, X K,) integral grup halkasmin birimsel elemanlar grubunu,
V(Z(Cp X Ky)) = Cp x Ky X V(1 + K) X V(1 + K;) X V(1 + K3)
seklinde karakterize etmiglerdir. Burada,
VA+K)={1+P(b—-1):1+2P €V(ZC,)}
VA+K,) ={1+R(c—1):1+2R €V(ZC,)}
Vl+K;) ={1+S(b—1)(c—1):1+4S € V(ZC,)} olarak elde edilmistir.

Kelebek ve Bilgin (2013), baz1 Abel gruplarin integral grup halkalariin burulmali
olmayan birimsel elemanlar grubunun rankmi hesaplamanin bir yontemini vermistir. Bu
yontemle, q asal olmak uzere, C, = {a;) devirli grubu ile

G=CyxCyx..xC,p=Ck
grubu icin V(ZG) = G x F dyle ki F nin ranki,

q—3

5 (gt +qgfk24+-+qg+1)

seklinde elde edilmistir.

G bir Abel grup ve K, p asal karakteristikli bir cisim olmak Uzere, KG grup
cebirinde normallenmis birimsel elemanlar grubu igin V,(KG) p-burulmali kisim olmak
uzere

V(KG) = GV, (KG)
esitliginin saglanmasi i¢in Danchev tarafindan bir gerek ve yeter sart elde edilmistir.
Ayrica s6z konusu ¢alismada, V(KG) = G olmasi igin 6zel olarak sartlar ele almmustir
(Danchev, 2005a; 2005b).
K bir cisimolsun. Bir G Abel grubu igin, V(K G) normallenmis birimsel elemanlar

grubundaki agikar birimsellerin @ € K* ve g € G olmak Uzere, ag formunda oldugu
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gergegiyle (Danchev, 2005a; 2005b), V(KG) = G esitliginin saglanmasi igin gerek ve
yeter sartlar belirlemis ve gostermistir ki V(KG) = G olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
asagidaki durumlardan birinin saglanmasidir.

i) G burulmali olmayan bir grup,

ii) [K| =2,|G| = 2,

iii) |K| = 2,|G| = 3,

iv) |K| = 3,|G| = 2.

Danchev (2008c), G bir Abel grup ve S bir birimli ve degismeli halka olmak iizere,
G nin burulmali olan kismu1 ¢(G) igin,

V(SG) = GV (St(G))
esitliginin saglanmasi lizerine gerek ve yeter sartlar belirlemistir.

Danchev (2008c), bir G Abel grubu ve karakteristigi sonlu ve kar R > 1 olan
birimli degismeli bir R halkas1 i¢in V(RG) = G esitliginin saglanmasina yonelik gerek ve
yeter sartlar1 belirlemistir. Bu ¢alismaya gore, tiim normellenen birimsel elemanlarin
asikar olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart R nin ayrisamaz ve indirgenmis olmasi ve
asagidakilerden birinin saglanmasidir:

i) Gy = {eg},
ii) |G| = 2 ve eger (x,y) € R X R olmak lzere
x?—y? € UR) = (x,y) = (1,0) v (x,y) = (0,1)
iii) |G| = 3 ve eger (x,y) € R X R olmak Uizere
1+3(x%2+y2+xy—x—y)€UR) = (x,y) = (0,00 V (x,y) = (1,0) vV (x,y)
=(0,1)
w) |Gl =|R[ =2

Danchev, K bir cebirsel say1 cisminin tamsayilar halkasi olmak tizere degismeli
KG grup cebirinde, V(KG) = G olmasi igin gerek ve yeter sartlar1 incelemistir. Buna
gore, G # 1 ve Abel grup olmak Uzere, V(KG) = G olmasi igin gerek ve yeter sart,
asagidakilerden birinin saglanmasidir:

i) Go = {ec}:
ii) Gy # {eg} ve

a) exp(Gy) = 2ve K = Q veya K = Q(v/—d). Burada d = 1 veya kare olmayan

bir pozitif tamsayi,

b) exp(G,) =4 ve K =ZveyaK = Z(vV—1);
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c) exp(G,) = 3 veya exp(G,) = 6 ve K = Z veya K = Z(w3). Burada,
ws = e2mi/3
(Danchev, 2009a).

Benzer sekilde, |G,| < oo olan bir Abel grup; K, kar K = 0 olan bir tamlik
bdlgesi ve supp(G) N inv(K) = @ olmak lzere, V(KG) = G olabilmesi icin gerek ve
yeter sartlar belirlenmistir (Danchev, 2009a), (Ritter ve Sehgal, 2005). Buna gore,
V(KG) = G olabilmesi igin gerek ve yeter sartlar, asagidakilerden birinin saglanmasidir:
D) Go = {eg},
it) Go # {eg},

a) exp(Gy) = 2 ve K; = {a € K*: @ = 1 mod 2} burulmali,

b) exp(G,) = 3 ve
K; ={a + Bw; € Klws]: a + fw; = 1 mod (w3 —1),a? + f? —ab € K*}
burulmals,

c) exp(Gy) = 4 ve

K; ={a+ Bw, € Klw,]: a + Bw, = 1mod (wy — 1),a? + B? € K*}
burulmali,

d) exp(G,) = 6 ve K5 ile K burulmali (Danchev, 2009a), (Ritter ve Sehgal,
2005).

Danchev (2011) tarafindan, degismeli grup halkalarinda idempotent-burulmali
normallenmis birimsel eleman kavrami tanimlanmustir. Ayrica, bir p asal karakteristikli
birimli ve degismeli R halkasi iizerinde tanimli de§ismeli bir RG grup halkasinda
normallenen birimsel elemanlar grubunun yalnizca idempotent birimsel elemanlardan
oOlusabilmesi i¢in gerek ve yeter sart verilmistir (Danchev, 2009b; 2010a). Bu sartlar
belirlenirken, |G| < 4 durumu incelenmistir.

Danchev (2010a), idempotent birimsel elemanlar tizerine yaptigi bir ¢alismasinin
sonuna dogru iki agik problem belirlemistir. Bu problemlerden ilki,

V(RG) =G x (1 +I(N(R)G;G))
esitliginin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sartlar ve ikincisi de
V(RG) = id(RG) X (1 + I(N(R)G; G))

esitliginin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sartlarin arastirilmasi olarak verilmistir.
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Yukarida bahsedilen problemlerden ilki olan V(RG) = G X (1+ I(N(R)G; G))
esitliginin saglanmasi yani tiim normallenen birimsel elemanlarin G-nilpotent olabilmesi
icin baz1 gerek ve yeter sartlar Danchev (2012) tarafindan verilmistir.

Ferraz,
Kg =(a,b:a* =b*=1,a® = b? bab ! =a™1)
ve C, = (c:cP = 1) olmak lzere, Kg X C,, grubunun integral grup halkasinda serbest
grup tireten birimsel elemanlar elde etmistir (Ferraz, 2003). BOylece, p = 3 i¢in
u=u(a,c)=(1+ac+a%c?+a®+c)* —52(ac)
ve
v=v(b,c) = (1+ bc+ b?c?+ b3+ c)* — 52(bc)
olmak Uzere u ve v, Z[Kg X C3] integral grup halkasinda serbest grup iiretir. Benzer
sekilde,
p # 3 igin,

u=1(a,c) = (1+ac+a?c?)?") — kac

ve
v = (b, c) = (1 + bc + b?c?)®(*P) — kbc

olmak Uzere, u ve v, Z[Kg X Cp] integral grup halkasinda serbest grup iiretir (Ferraz,
2003).

Burada, ¢ Euler ¢-fonksiyonu, @c = Y12, (ac)’ ve bc = ¥.}2,(bc)* bigimindedir.






3. MATERYAL VE YONTEM

Bu tezde, materyal olarak birinci ve ikinci bolimlerde grup, halka ve moddl
teorisine dair verilen cebirsel yapilar, tam diziler ve ayrigim genislemeleri kullanilmustir.
Yontem olarak, degismeli ve birimli bir halka {izerinde tanimli degigmeli grup halkalar1
iizerinde bazi halka homomorfizmalar1 kurulmus ve bu halka homomorfizmalarinin
birimsel elemanlar grubuna kisitlanislariyla birimsel elemanlar grubu tizerinde direkt ve

yari-direkt carpimlar bakimindan bir karakterizasyon verilmistir.

Ayrica, grup halkalarinin keyfi se¢ilen bir elemaninin birimsel eleman olabilmesi
icin gerekli olan sartlarla elde edilen denklem sistemleri matrislerle ifade edilmis ve bu

matrislerin tersinir olabilmesi igin gerek ve yeter sartlar kurulmustur.

Grup halkalarinda 6zel yapida olan nilpotent ve idempotent birimsel elemanlarin
tanim1 verilmis ve tiim birimsel elemanlarin nilpotent ve idempotent birimsel
elemanlardan ibaret olabilmesi igin gerek ve yeter sartlar sunulmustur. Ustelik, degismeli
olmayan bir direkt carpim grubunun integral grup halkasindaki birimsel elemanlar
grubunun yari-direkt carpim grubu bakimindan karakterizasyonu elde edilmistir. Bu
karakterizasyonda ilgili grup halkalari, bazi epimorfizmalar yardimiyla ideallerine

parcalanmis ve o idealler iizerinden birimsel elemanlar elde edilmistir.






4. BULGULAR

4.1. Direkt Carpim Gruplarimin Degismeli Grup Halkalarindaki G x H- Nilpotent

Birimsel Elemanlar

Bu bolimde G ve H Abel gruplari igin, R degismeli ve birimli bir halka olmak
Uzere R(G X H) grup halkasindaki nilpotent elemanlar yardimiyla elde edilen birimsel

elemanlar tanimlanacaktir.

RG bir G grubunun R {izerindeki grup halkasi olmak iizere, S < R i¢in, I(SG; G),
SG grup alt halkasinin esas idealini ve H < G olmak Uzere, I(RG; H) de RG grup
halkasinin goreceli artim idealini temsil etmektedir (Danchev, 2012). Ayrica, bir R
halkasindaki idempotent elemanlarm kiimesinin id(R) = {e € R:e? = ¢}, asal
tamsayilarin tersinir olanlarinin kiimesinin inv(R) = {p:p € U(R)} ve asal tamsay1
formundaki sifir  bélenlerin  kiimesinin  zd(R) = {p:pr = 0,3r € R} seklinde

tanimlandigmi hatirlayarak (Danchev, 2012) G-nilpotent birimsel elemanlar1 taniyalim.

Tanim 4.1.1. R degismeli, birimli bir halka, G Abel grup olmak iizere, normallenmis bir
birimsel eleman v € V(RG), egerx € G ve w € 1 + I(N(R)G; G) icin v = xw seklinde
ifade edilebiliyorsa v € V(RG) birimsel elemanina bir G-nilpotent birimsel eleman denir
(Danchev, 2012).

Onerme 4.1.2. Bir R halkas i¢in, N(R) = {r € R: 3m € N,r™ = 0} nil-radikali olmak

uzere,
U(R/N(R)) = {r + N(R):r € U(R)}
esitligi soz konusudur (Danchev, 2012).
Onerme 4.1.3. Bir R halkasi igin inv(R) = inv(R/N(R)) dir (Danchev, 2012).
Tanim 4.1.4. R bir halka ve N(R) nil-radikali olsun. Bu durumda,
np(R) = {p € f:3s € R/N(R),ps € N(R)}

dir (Danchev, 2012).
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Lemma 4.1.5. R halka ve N(R) nil-radikali i¢in zd(R) = {p € g:pr = 0,Vr € R} olmak
uzere, np(R) = zd(R/N(R)) dir (Danchev, 2012).

Lemma 4.1.6. Degismeli bir R halkasinda asikar olmayan idempotent elemanlarin mevcut
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart R/N(R) de asikar olmayan idempotent elemanlarin
bulunmasidir (Danchev, 2012).

Ispat. (Bourbaki, 1989) calismasiyla aslinda idempotent elemanlarm N(R) nil-
radikalinden tasmabilecegi sOylenebilir. Yani R/N(R) asikar olmayan idempotent
elemanlara sahipse 0 zaman R i¢inde asikar olmayan idempotent eleman mevcuttur.
Gercekten de a = r + N(R) elemaninin R/N(R) de asikar olmayan idempotent eleman
kabul edilmesiyle 2 —r € N(R) ve boylece 3n € N igin (r —r?)"® = 0 esitligine

ulagilir. Bu durumda,

n
Y N
n _ .,.n+1l —_1)J-1{(". Jj-1 —
" —r Z( 1) (])r 0
j=1

Comy
agilminda t = ¥7_,(—=1)/7! ( j)rf ~1 gisterimi yapilirsa bu durumda r™ = tr"*?! elde

edilir. Burada tr = rt s6z konusu olup, e = (rt)" tayiniyle
e = (T‘t)n = -r-ntn — (trn‘l'l)tn — rn+1tn+1 —_ . — (Tt)zn — ez

olacagim1 gérmek zor degildir (Anderson ve Frank, 1992). Ote yandan, 72 + N(R) =7 +
N (R) oldugu kabul edilsin. Bu durumda, Vn € N igin,

r+NR)=r"+NR) =tr"™*1+ NQR) = (t + NR))(r"** + N(R)) = tr + N(R)
olup,
a=7r+NR)=r"+NR)=({r+NR)"=e+ N(R) € id(R/N(R))

elde edilir. Dolayisiyla, iddia edildigi gibi id(R) = {0,1} < id (ﬁ)z{o,n

gecerlidir. ]
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Normallenmis birimsel elemanlar grubunda asikar birimsel elemanlar
incelenirken yukaridaki tanimda w = 1 olacagin1 gérmek zor degildir. Yani, G-nilpotent

birimsel elemanlar
V(RG) =G X (1 +I(N(R)G;G))
esitligini saglarken asikar birimsel elemanlar V(RG) = G esitligiyle ifade edilir.

Bir normallenmis birimsel elemanlar grubunun asikar olmayan kisim

icermemesine iligkin bir teorem asagida verilmistir.

Teorem 4.1.7. |G| = 3 olan bir Abel grup ve kar R = 2 olan degismeli ve birimli bir R
halkasi i¢in V(RG) = G olabilmesi igin gerek ve yeter sart U(R) = {1} ve

r’4+s24+rs+r+s=0

denkleminin R halkasinda sadece (0,0),(1,0) ve (0,1) seklinde ¢oziimlerinin mevcut
olmasidir (Danchev, 2008c¢).

Ispat. =: V(RG) = G olsun.1 # r € U(R) bulunsun. Bu durumda, basit bir sekilde
kontrol edilebilir ki

u)=1+AQ+rx+ 1 +r)x>€eV(RG) -G

vetersiu™i(r) =1+ (1 +r YHx + (1 + r~1)x? yine asikar olmayan normallenmis bir
birimsel eleman olarak ortaya ¢ikar ki bu ¢eliskiden U(R) = {1} olmasi gerektigi

anlasilir.

Diger yandan G = (x: x> = 1) olmak suretiyle RG grup halkasinda normallenmis
bir birimsel eleman kanonik formda uw=1+7r+s+rx+sx? sekilde ifade

edilebileceginden,

(I+r+s+rx+sx>)(1+7r+s+sx+rx?)
=1+@?+s?+rs+r+s)(x+x?)=1

olabilmesi icin gerek ve yeter sart acikca 72 4+ s2 + rs + r + s = 0 olmasidir. kar R =
2 oldugundan, (r,s) = (0,0), (0,1) ya da (1,0) seklinde ¢oziimler elde edilir.
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&: Tersine, eger U(R) = {1} ve r? + s? + rs + r + s = 0 denkleminin R halkasinda
(0,0), (1,0) ve (0,1) seklinde ¢oziimleri varsa bu durumda 6nceki adimlar takip edilerek
kanonik formdaki bir u =1+ 7 + s+ rx + sx? birimsel eleman icin u € G olmasi

gerektigi sonucuna varilir. ]

Eger |G| =3 ve kar R =2 ise bu durumda bir u=1+7r+s+rx + sx?

birimseli icin w = e?™/3 olmak (izere

RG

(14 x+ x2) = Rlw]

izomorfizmasi altinda u birimselinin géruntiisi « = 1 4+ r + (r — s)w olur ki birimsellik

yapisindan dolay1 3v = u™! € V(R[w]) 6yle ki v = a + bw ve
w=>0+r+@r-s)w)(a+bw) =1

esitliginden

1+r)a+@T+s)hb=1
(r+s)a+(1+s)b=0

sistemi elde edilir ve c¢Oziimin tekligi sistemin determinantinin tersinirligini

gerektireceginden,

1+r+s+rs+r2+s2eU(R)={1}
ve dolayisiyla r + s + rs + r?2 + s? = 0 denklemine ulasilir. Bu denklemin de ¢dziimii
ispatta belirtildigi gibidir.

Teorem 4.1.8. Bir G Abel grubu, R degismeli ve birimli halkas1 supp(G) N inv(R) # @
ozelligini saglasm. Bu durumda, V(RG) = G olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart R nin

ayrisamaz ve indirgenmis olmasi ve asagidakilerinden birinin saglanmasidir.
@16l =1UR)| =2

(ii) |G| =3,U(R) = {1}, kar R = 2ve a® + b?> + ab + 1 = 0 denkleminin R de sadece

agikar ¢oziimleri mevcuttur (Danchev, 2012).
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Ispat. V(RG) = G ve R ayrisabilir bir halka olarak ele alinirsa, e € {0,1} ve e? = ¢
idempotenti mevcut olur ki bdylece, g € G icin, u(e) =1—e+eg € V(RG) — G
birimsel eleman: elde edilir. Burada u™'(e) =1 —e + eg~! oldugu kolayca kontrol
edilebilir. Dolayisiyla, id(R) = {0,1} olmas1 gerektigi sonucuna varilir. Benzer sekilde,
eger R indirgenmis olmayan bir halka olarak goz oniine alinirsa 0 # 3r € N(R) mevcut

olacagindan r(1 — g) € N(R)G elemaninin nilpotent oldugu ve dolayistyla
u(r)=14r—-rg€1+N(R)GS 1+ N(RG) SV(RG) -G

asikar olmayan birimsel elemanmnin bulunabilecegi sonucuyla elde edilen c¢eliski
yardimiyla R nin indirgenmis bir halka olmasi gerektigi anlasilir. Yani, N(R) =0

olmalidir.

G grubu sonsuz mertebeli bir grup olsa 3p € supp(G) N inv(R) igin, G, # 1 ve
p~' € U(R) olacagindan 3F < G, sonlu altgrubu ve x € F igin e = e(p,x) € RF
idempotent eleman1 mevcut olmasindan dolay1 yukaridaki gibi asikar olmayan bir
birimsel eleman g € G\F icin u(e) = (1 — e) + eg seklinde mevcut olur ki s6z konusu
bu ¢eliskiden G nin kendisi ve birimden farkli altgrup icermeyen sonlu bir grup olmasi
gerektigi sonucu ¢ikar. Simdi, |G| = 5 olamayacagini, |G| = 2 veya 3 olmasi gerektigini
gosterelim. |G| = p = 5 olsa, p~! € U(R) oldugundan, u(p, g) € G olacak sekilde Bass
devirli birimsel elemani olusturulabilir ki u(p, g) € G oldugundan asikar olmayan bir

birimsel elemanin mevcut oldugu goriilebilir. Boylece |G| = p = 2 ya da 3 olabilir.

Durum 1: G = (x:x2 = 1) ise 2 € U(R) oldugundan, keyfi bir r € U(R) i¢in

_ r 4 1 4 r
urx) =5-5+G+x
birimsel eleman1 ve tersi
) 1 N 1 N r1
uwinx) =g -t G X

seklinde elde edilir ve

u(r,x) G & re{-1,1}
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¢ift gerektirmesi yazilabilir ki buradan U(R) = {—1,1} yani |U(R)| = 2 sonucu elde
edilir.
Durum 2: |G| =3, kar R =2 ve |U(R)| =1 durumu (Karpilovsky, 1983a; 1983b)

tarafindan ispatlanmustir. ]

Onerme 4.1.9. R bir halka ve ¢:R — R/N(R) dogal esleme olmak iizere, lineer olarak
(p(ZgEG agg) = Ygec @(ag)g seklinde genisletilen ¢:RG — (R/N(R))G eslemesi

normallenmis birimsel grubuna kisitlandiginda
oy:V(RG) = V(R/N(R)G)
elde edilir ve asagidakiler gecerlidir.
(a) @y ortendir;
(b) Ker ¢ = N(R)G ve Ker ¢, =1+ I(N(R)G; G) (Danchev, 2012).

G-nilpotent birimsel elemanlarin altgrubunun yapisinin; ashinda R Uzerinde
taniml1 bir kanonik homomorfizmanin RG grup halkasima lineer olarak genisletilmesiyle
elde edilen bir kanonik halka homomorfizmasi yardimiyla elde edilisi ve R/N(R)
iizerinde tanimh grup halkasinin agikar birimsel elemanlariyla tespit edilebilmesine dair

onerme, asagidaki gibi ifade edilebilir.
Onerme 4.1.10.
V(RG) =G x (1+I(N(R)G;6)) = V((R/N(R))G) =G

dir. Yani, V(RG) deki tiim birimsel elemanlarin G-nilpotent birimsel elemanlar olmasi

(R/N(R))G grup althalkasmin asikar birimsel elemanlariyla belirlenir (Danchev, 2012).

Boylece, bir grup halkasinda, lizerinde tamimlandigi grup G olmak Uzere, G-
nilpotent birimsel elemanlarin arastirilmasi ya da tiim normellenmis birimsel elemanlarin
yalnizca G-nilpotent birimsel eleman olabilmesi Uzerine gerek ve yeter sartlarin elde
edilebilmesi i¢in R/N(R) uUzerinde G grubunun grup halkasinin tiim normallenmis

birimsel elemanlarinin asikar olup olmadig1 kontrol edilmelidir.
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Ele alinan G grubunun mertebesine bagli olarak, G-nilpotent birimsel elemanlarin

karakterizasyonuna dair dnemli bir teorem, asagidaki gibi ifade edilebilir.

Teorem 4.1.11. |G| =2 ve R birimli ve degismeli bir halka olsun. Bu durumda,
asagidakiler birbirine denktir:

D) V(RG) % G % (1 + I(N(R)G; &)
i) 3x,y € R/N(R) — {0}, x2 — y2 € U(R/N(R))

iii)dx € R/N(R) —{0,1},2x — 1 € U(R/N(R)) (Danchev, 2012), (Herman ve ark.,
2005).

Benzer sekilde, G bir Klein-4 grubu olmak tizere, G -nilpotent birimsel elemanlarin

belirlenisine dair asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1.12. G = (x,y: x? = y? = 1,xy = yx) olmak suretiyle asagidakiler birbirine
denktir.

D V(RG) = G x (1 + I(N(R)G; G))

iV (L (x)) = (x)

N(R)
Ispat. Bir ¢, halka homomorfizmasi,

R R
NBRT T N®

(x)

oyle ki ¢, (X3, Yoo Xizo Xk xiy7) = (ay + a,) + (a; + a3)x bigiminde tamimlansm.

.. R - R R -
Boylece, Ker ¢, = {1+ (1 —y)P:P € ﬁ(x)} olur ki, ﬁ(x) S WR)G oldugundan

@y nin tersi olarak gdbmme fonksiyonu ele almabileceginden,

i R ¢y R

Ker @, _>N(R) G— NR) (x)

tam dizisi tanimlanabilir ve istelik bu tam dizide ayrigim genislemesi mevcuttur. Bu

durumda, yukaridaki tam dizi birimsel elemanlar grubuna tagindiginda,
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i R y R
V(L +Ker 9,) >V (5 6) % V Gy )
ve
R R
V(mG) =V(1+ Ker (py) X V(N(R) (X))

oldugundan, V (% G) = G olabilmesi icin gerek ve yeter sart

% (ﬁ (x}) = (x) ve V(1 + Ker 9,) = C,

olmalidir. Buradan,
V(l + Ker goy) ={1+(1—-y)PeV(R/N(R)G):1+ 2P € V(R/N(R){x))}

olup, V(l + Ker goy) =~ (, olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart P = 0 veya P = —1 olmasi

gerekir. Bu durumda, 1+2P =1 r veya —1 r elde edilir ki V(L(x)) = (C,

NR) NR) N(R)
oldugundan,
V(1+Ker ¢,) = C,
sonucuna ulasilir. Ispatin diger yoniiniin gecerliligi benzer yolla gosterilebilir. ]

Simdi, G ve H birer Abel grup olmak lizere, G x H direkt garpimi tizerinde tanimli
grup halkasindaki G X H-nilpotent birimsel elemanlara dair bazi tanim ve teoremleri

verelim.
Tanim 4.1.13. G ve H Abel gruplar olsun. O zaman,
suppc(G X H) = {pq: G, X H; # 1}
ile gosterilen kiimeye G X H direkt ¢arpim grubunun destegi denir.
Tanim 4.1.14. R birimli ve degismeli bir halka olmak tizere, inv:(R) = {pq: pq € U(R)}

kiimesine R deki bilesik tersinir sayilarin kiimesi denir.
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Tanim 4.1.15. zd (R) = {pq: 0 # 3r € R,pqr = 0} kimesine R deki bilesik sifir

bélenlerin kiimesi denir.

Teorem 4.1.16. R birimli ve degismeli bir halka, G ve H birer Abel grup olmak uzere,
V(R(G xH)) =G xHx(1+I(NRR)G X H;G X H))

olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart R’ nin ayrisamaz ve indirgenmis bir halka,

(ﬁ (G X H) ) = (G X H), esitliginin ve agagidakilerden birinin saglanmasidir.

i) G X H=(GXH), (G ve H gruplarinin her ikisi de burulmalr),
ii) G X H # (G X H), (G veya H grubundan en az biri burulmali olmayan) ve
supp: (G X H) N [inve(R) U zd . (R)] =0

Ispat. =: Once R’nin ayrisamaz ve indirgenmis bir halka oldugunu ispatlayalim. Bunun

icin, ilk 6nce r = 2 ¢ {0,1} ve r € R oldugunu kabul edelim. Boylece,

u=u(r,g,h) = 1w — (r+ N(R)) + (r + N(R))gh € V(=== G x H)\(G x H)

N(R)
icin

ut=ul(r,g,h) = 1gnwy — (r+ NR)) + (r + N(R))(gh) ™ € V(=< G X H)

N(R)

oldugu kolayca kontrol edilebilir. Yani, V( G X H) # G X H geliskisine ulasilir. Ote

taraftan, 3f # 0, f € N(R) var ise bu durumda,

v=uv(f,g,h) = 1% +(f+N®) - (f + NRR))gh

= (1 R +(F+NRDA—(1+f+NR) (f +NR))gh) € V( G x H)

N(R)

olup vEV( GXH) nin asikar olmayan bir birimsel eleman olmasi c¢eligki

oldugundan N (R) = 0 olmalidir. Bilindigi tizere,
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V(N?R) (G xH), ) (%GXH) =GXH
ve
V(N(R)(GXH)> (N(R)(GXH))nGxH=(GxH)O

oldugundan eger G X H = (G X H), ise ispat biter. Simdi, G X H # (G X H), ve
suppc (G X H) Nninvg(R) # @ oldugunu kabul edelim. Bu durumda, 3pq € supp:(G X

H) ninv:(R) mevcut olup,
1
e = e(p’ 4,9, h) = E(l + gh + -+ ghO(gh)—l) Y ¢ {0’1}

olur ve yukaridaki islemlerde oldugu gibi asikar olmayan bir birimsel elemanin mevcut
olmasi ¢eligkisi elde edilir. Buradan, supp;(G X H) N inv.(R) = @ olmasi gerektigi

sonucuna varilabilir.

Diger taraftan, eger supp-(G X H) N zd-(R) # @ olursa, Ipq € supp:(G X H)
oyle kipgr =0ve g, € G, < G ve hy € H; < H igin

(r + N(R))(l - gphq)pq = Or/n(r)
ve dolayisiyla
u=u(r,gyhy) =1+ +NR)1 - gyhy) € V(R/NR)(G x H))\G x H
bir ¢eliski olup, bu da supp.(G X H) N zd;(R) = @ olmasin gerektirir.

&: Ispatm diger yonii i¢in R nin ayrisamaz ve indirgenmis bir halka oldugu kabuliiyle

supp: (G X H) N inve(R) = @ esitligi s6z konusu oldugundan

(GxH)nv( (G x H), >=(G><H)0

N(R)

ve

V(%GxH) = (GxH)V(N?R)(GxH) )
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yazilabilir (May, 1976, s. 491). Nitekim, m: G X H — G X H/(G X H), kanonik
izdlistimiiniin R/N(R) tizerinde grup halkalarina m: R/N(R)(G X H) — R/N(R)(G X
H/(G x H),) seklinde lineer olarak genisletilmesiyle

n(V(R/N(R)(G x H))) S V(R/N(R)(G x H/(G X H),))

kapsamasi elde edilir. Ayrica, (May, 1976) ¢alismasindaki Lemma 4’e gore,

v R GXH G XH L4+N R GXH 0
NGB ((c; x H)O) Gxm, 1TV G ((G > H)O)) )

yazilir. Burada, N ( hall ))0, NfR) ( hali ) grup halkasinin, artim1 O olan nilpotent

N(R) ((GXH)O (GxH)g

elemanlarmin olusturdugu ideali temsil etmektedir. Ote yandan,

14+ Nr ( ki e = (1+N(LG><H)O)C v (a (GXH )]
NR\GxH),’ ~ " N(R) =TAN®\ @ x 1),

oldugundan

GxH_ RGXHOCGXHVR GxH
Gxm, LTV N ((G x H)0> L TR ((G x H)O) )

yani

GxH_ R GXHOC GxH_ (R _(GxH
Gxmy N(R)((GXH)O> ) S, N(R)((GXH)O))

olup

VR(GXH>C GxHVR<G><H)
"Vivw\Gxm,) ) <™ Gxm, " \ne\Gxm,) )

kapsamasinin gegerli oldugu goriiliir. Ters kapsamanin gecerliligi kolayca gorulebilir ki

bdylece,

R / GxH _ GxH R / GxH
m{v N(R)((GXH)0> =" exmy’ N(R)((GXH)O) )



44

esitligi elde edilir. Dolayisiyla,

R R
T[(V (WG X H) - (G X H)V(N(R) (G X H) ))
oldugundan,
V(5 K 6xH) = (6x BV (3=s K6 x 1) )ekermev R 6 xH)
N(R) N(R) T )
kapsamastyla
V( K G><H>C(G><H)V< (GxH))+V (G X H)
N(R) B N(R) (N(R) o)
kapsamasimin gecerli oldugu soylenebilir ki buradan
V(e a GxH)e (GxH)V( (6 x H), )
N®) p NR)
olur. Ters kapsamanin saglandigi a¢ik olup,
v X G xH) —(GXH)V( (6 x H), )
N(R) B N(R)
esitligine ulasilir. Ayrica ispatin bu yoniindeki hipotezden de
V(<em R (6 x H), )=@xm
N(R) - ’
oldugu bilindiginden
R
V(N(R)G ><H> = (G X H)(G X H)y = (G x H)
esitligi gosterilmis olur ki bu da Onerme 2. 10.” dan,
V(R(GXH))=GxHx(1+I(NR)G X H;G X H))
oldugunun ispatin1 tamamlar. |

Teorem 4.1.17. R birimli ve degismeli bir halka, G ve H Abel gruplar dyle ki |[H| =3

olmak Uzere,
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V(R(G xH)) =G xHX(1+I(NRR)G X H;G X H))
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart asagidakilerin her ikisinin de saglanmasidir.

i) V(R/N(R)G) = G,
i)1+3@®+b*+ab+a+b)e V(%) & (a,b) € {(0,0),(-1,0), (0, —1)}

Ispat. Verilen kosullar altmda V(R(G x H)) =G x Hx (1+I(N(R)G X H; G x H))
olmasi i¢in R/N(R)(G X H) grup halkasindaki normallenmis birimsel elemanlarin agikar
yani G X H olmasi, gerek ve yeter sart oldugundan ispatin geri kalani igin
V(R/N(R)G x H) = G X H oldugunu kabul edelim. Bdylece, |H| = 3 oldugundan, sz

konusu direkt carpim grubu G X H = G X (x:x3 = 1) olarak ifade edilebilir ve bir
x:GXH—>G,x(g,h)=g

grup epimorfizmasi lineer bir sekilde y:R/N(R)(G X H) — R/N(R)G halka
epimorfizmasina tasmnabilir ki bu durumda, y,:V(R/N(R)(G X H)) — V(R/N(R)G)
kisitlanisi i¢in

Ker xy = V(1 + Mgy (H) = (1+ (1 —x,1— xz)%c) NV(R/N(R)(G x H))
N(R

elde edilir. Birinci izomorfizma teoreminden,

V(R/N(R)(G x H))

VA+A & ()
N(R)

_ R
= V(WG)

olup,

V(L + Bgyniane (D) > VRINGRY(G X D) 5 V(R/N(R)G)
tam dizisinin ayrisir olmasindan dolay1
V(R/NR)(G X H)) = V(1 + Ag/ncars (H)) X V(R/N(R)G)

elde edilir ki bu ifadeden, V(R/N(R)(G X H)) = G X H olabilmesi icin gerek ve yeter
sartm V(R/N(R)G) = G ve V(1 + Ag/n(r)c (H)) = H oldugu agiktir. Simdi ikinci kisim
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olan V(1 + Ag/nr)c(H)) = H esitliginin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sartlari

arastiralim. Aslinda,
V(A + Agyneryc (H) = 1+ Agyn(ryc (H) NV(R/N(R)(G X H))

oldugundan, bir u=1+a(l—x)+b(1—x*) €V(1+Agnry(H)) birimsel

elemaninin asikar olmasi keyfi a,b € R/N(R)G igin
u=1+a(l—-x)+b(1—x?>)eH=(x:x3>=1)

olmasmi gerektirdiginden, bir v=1+c(1—x)+d(1—-x2) eVl + Ag/nryc (H))

birimseli ele alindiginda, uv = 1 olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
uww=[1+a(l—x)+b(1—x3)][1+c(1—x)+d(1—x?)]
=14+ (1—-x)(a+c+ 2ac+ bc+ ad — bd)
+(1—-x*)(b+d—ac+bc+ad+2bd) =1

ve dolayisiyla

a+c+2ac+bc+ad—bd =0
b+d—ac+bc+ad+2bd=0

sisteminin matris karsilig1 olan
1+2a+b a—b>b cy _(—a
(3207 1dara)@=()
sisteminin yegane (;) ¢6zlimiiniin mevecut olmasidir. Bu ise sistemin determinantinin RG
grup halkasinda tersinir olmasi ile miimkiindiir. Yani,
1+3(@*+b*>+ab+a+b)eV(R/N(R))

olmalidir ki bu durumda u = 1, x veya x? olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart, hipotezde

belirtildigi gibidir. ]

Sonug 4.1.18. R birimli, degismeli ve kar R = 3 olan bir halka, G ve H Abel gruplar dyle

ki |H| = 3 olmak Uzere,
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V(R(G xH)) =G xHX(1+I(NRR)G X H;G X H))
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
V(RG) =G x (1 +I(N(R)G;G))
ve Ker y = (1 — x,1 — x2) oyle Ki
Sx8§={(0,): n € Z3} U {(w, 0): p € Zs}
olmasidir.

Ispat. Onceki teoremin ispatinda V(RG) = G X (1 + I(N(R)G; G)) olmasmnin yani sira
keyfia,b € R/N(R)G igin kar R = 3 oldugundan,

1+3(a*+b*+ab+a+b) =1z ng
olup
VA+Keryy,) ={1+a(l—x)+b(1—x?):a,b € R/N(R)}=H
olabilmesi igin gerek ve yeter sartn Ker y = (1 — x, 1 — x?2)¢ Oyle ki
SxS={0,uw:u€Z}U{(0):pue€Zs}
olmasi gerektigi agiktir. ]

Benzer sekilde, bir H = (x:x* = 1) devirli grubu gdz oniine alindiginda

asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1.19. R degismeli ve birimli bir halka, G ve H Abel gruplar éyle ki |H| = 4 ve

devirli olmak Uzere,
V(R(GXH))#GxHx(1+I(NR)G X H;G X H))
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
V(R/N(R)G) # G veya3a,b,c € R/N(R)G

icin
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u(a,b,c) = (1+2a+ 2¢)(1 + 2a? + 4b? + 2¢? + 4ab + 4bc + 2a + 4b + 2¢)
seklinde V(R/N(R)G) iginde asikar olmayan bir birimsel elemanin mevcut olmasidir.

Ispat. R ve G hipotezde belirtildikleri gibi ve H = (x: x* = 1) olsun. Bu durumda,

V(L + By (D) = VR/NGR)(G X H)) S V(R/N(RYG)
ayrisim genislemesini géz oniine aldigimizda,
V(R/N(R)(G x H)) = V(R/N(R)G) X V(1 + Ag(ryc (H))

esitligi elde edilir ki boylece, V(R/N(R)(G X H)) # G x H olabilmesi i¢in gerek ve
yeter sartin V(R/N(R)G) # G veya V(1 + Ag/nryc(H)) # H oldugu agiktir. Boylece,
bir

u=1+a(l-x)+b(A—-x*)+c(1—-x*) €V + Ar/nryc(H))
icin uv = 1 olacak sekilde bir
v=1+d(1-x)+e(dl—x*)+f(1—x>) €V(+ Ag/nir)c(H))
mevcut olsun. Bu durumda, uv = 1 yani
[1+a(l=x)+b(1—x)+c(1—-x)][1+d(1—x)+e(l—x2)+f(1—x3]
=1+ —-x)(a+d+2ad + bd + cd + ae — ce + af — bf)
+(1-x?)(b+e—ad+bd +ae+ 2be + ce + bf — cf)
+(1—=x3)(c+f—bd+cd—ae+ce+af +bf +2cf) =1
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

a+d+2ad+bd+cd+ae—ce+af —bf =0
b+e—ad+bd+ae+2be+ce+bf —cf =0
c+f—bd+cd—ae+ce+af +bf +2cf=0

sisteminin {(d, e, f):d,e, f € R/N(R)G} ¢bzum kiimesinin tek olmasidir. Bunun igin,
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1+2a+b+c a—c a—b d —a
b—a l1+a+2b+c b—c e =<—b>
c—b c—a 1+a+b+2c/ \f
sisteminin determinantinin R/N (R) de tersinir olmasi, gerek ve yeter sart olup,
(1+2a+2¢)(1+ 2a% + 4b? + 2¢? + 4ab + 4bc + 2a + 4b + 2¢) € V(R/N(R))
seklinde asikar olmayan birimsel elemaninin varligi elde edilebilir. ]

Sonug 4.1.20. R degismeli ve birimli bir halka ve kar R = 2, G ve H abel gruplar dyle ki

|H| = 4 devirli bir grup olmak (zere,
V(R(G X H)) # G xHX (1+I(NR)G X H;G X H))

olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

V(RG) # G X (1 + I(N(R)G; G)
veya Ker y = (1 —x,1 —x?%,1 — x3)¢ 0Oyle ki

S'xS'xS"={(a,b,c):a, b ve c nin en az ikisi sifirdan farkh} € Z3
olmasidir.
Teorem 4.1.21. R degismeli, birimli ve kar R # 2 olan bir halka ve
V(RC3) = C3 x (1 + I(N(R)C3; C3))

olsun. Bu durumda G = C5 X C3 X --+ X C3 (sonlu adette ¢arpim) olmak Uzere,

V(RG) = G x (1 + I(N(R)G; G))
olur.

Ispat. R hipotezdeki gibi bir halka olmak (zere, ispat G nin ranki olan r (izerinden
tiimevarimla yapilabilir (Herman ve ark., 2005). Eger, r = 1 ise hipotezden bu durumun

zaten agikar olarak saglandigi goriilebilir. Eger, r > 2 ise

G =G xX{x)x(y)
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seklinde ifade edildiginde G' ya asikar grup (yani {1}) veya r — 2 rankina sahip bir
elementer Abel 3-grup olur. Simdi, u € V(R/N(R)G) olsun. Bu durumda,

VR/NR)[G/]) = G/{y)
yani agikar olur. Dolayisiyla,
u=1+{1-y)(a+by),3a,b € R/NR)[G' X (x)]

icin (a, b) # (0,0),(—1,0), (—1,—1) olmas1 gerekir. Ayrica, a;, b; € R/N(R)G' olmak

Uzere a = ay + a;x + a,x? ve b = by + by x + b,x? yazilabilir. Burada benzer sekilde
G G G . .
R/N(R) [@] ,R/N(R) [@] ve R/N(R) m] grup halkalar1 da sadece asikar birimsel

elemanlar: haiz olur. u € V(R/N(R)G) mod (x) alindiginda,
U, = (1+a0+a1+a2)+(b0+b1+b2_ao_al_az)y+(_b0_b1_bz)yz

elde edilir ki artim1 e(u,) = 1 ve u, € {1,y,y?} asikar bir birimsel eleman olmasi

gerektiginden, burada mimkin olan 3 durum s6z konusudur. Bu durumlar;
iYag+a,+a,=by+by+b, =0,
iiyag+a, +a, =by +b; +b, =—1,
iiiagp+a,+a,+1=by+b;+b, =0
seklindedir. Ote yandan, u € V(R/N(R)G) mod {(xy) alindiginda

Uyy = (1 +ayg—a; + by —by) + (—ag + ap + by — by)y + (a; — a; — by + by)y?
ve mod (x?y) alindiginda da,

U2, = (1 +ayg —a, + by — by) + (by + by — 2by)y + (=2by + by + by)y?

yazilir. Her iki birimsel eleman i¢in de katsayilardan ikisi O ve bir tanesi 1 olmasi istenen

durumdur.

Simdi, uy, = 1 oldugunu kabul edelim. Boylece, a, = a, + by — b, Ve Ustelik
a; = a; + by — b, esitligi elde edilir ki bu esitlikleri u,2,, birimsel elemaninin ifadesinde

yerine yazmakla,
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u’xzy = (1 + bO - 2b1 + bZ) + (bo + b1 - sz)y + (_Zbo + b1 + bz)yz

elde edilir. Eger by + by + b, = 0 ise, bu durumda, u,2, = (1 — 3b;) — 3b,y — 3byy?
olup b; parametrelerinden en az biri sifirdan farkli ise 3 € V(R/N(R)G') veya 3 €

zd(R/N(R)G") olur ki bu durumlar (Herman ve ark., 2005) calismasindaki Onerme 3’ e
gore ¢eligki

(bo = b, =0veb; = —=37"icinu,2, =0, by = b, = 0ve 3b, = 0iginu,2), = 0)

oldugundan ancak by = b; = b, = 0 esitligi gegerli olmaktadir. Bu da u,, =1
oldugundan, a, = a; = a, olmasmi gerektirir. Boylece, a, + a; + a, = —1 ise bu
durumda 3a, = —1 olacaktir ki bu da yine 3 € V(R/N(R)G") geliskisini dogurmaktadir.
Dolayisiyla, bu ancak ve ancak a, = a; = a, = 0 esitligi ile mumkindir. Bu ise u = 1

oldugunu gosterir. Ote yandan, b, + b; + b, = —1 ise,
uny = —3b1 + (_1 - 3b2)y + (_1 - 3b0)y2

olur ki 3 € V(R/N(R)G") celiskisi elde edilir. Benzer sekilde, uy, = b ise u =b ve
Uyy = b? ise u = b? asikar birimselleri elde edilir. Dolayisiyla, R/N(R)G deki tim

birimsel elemanlar asikar olup
V(RG) =G x (1 +I(N(R)G; G))
elde edilir. n
Teorem 4.1.22. R birimli ve degismeli bir halka olsun. Bu taktirde,
V(RC,) # C4 X (1 +I(N(R)Cy; Cy))
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

V(RC,) # C, x (1 + I(N(R)Cy; Cy))

R

veya dx,y € N

(x,y) # (0,0),(=1,0) : 2x% 4+ 2y% + 2x = N(R) olmasidir.

Burada, C, = (a:a* = 1) ve C, = (a?).

Ispat. C, = {a:a* = 1) olmak tizere, V(RC,) # C, X (1 + I(N(R)C,4; C,)) ifadesine ek
olarak, V(RC,) = C, X (1 + I(N(R)C,; C,)) esitliginin saglandigimi kabul edelim.
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Boylece, Onerme 4.1.10.’dan bilindigi gibi V(R /N (R)C,) i¢inde asikar olmayan birimsel
eleman mevcuttur. Yani V(R/N(R)C,) # C,. Simdi, o(x) = x? ile taniml1 bir

o:R/N(R)C, — R/N(R)C,

halka homomorfizmasi, C, — C, grup homomorfizmasinin R/N(R)-lineer genislemesi
olmak suretiyle, 3u € V(R/N(R)C,) asikar olmayan birimsel elemanmi (x,y) #
(0,0),(—1,0) icin u = 1 + (1 — a®)(x + ya) seklinde secilsin (Herman ve ark, 2005).
Budurumda, u* =1+ (1 —a?)(x + ya®) =1+ (1 — a®)(x — ya) i¢in,

uu* =14+ (1 —a?)(2x%? + 2y? + 2x) e V(R/N(R)C,) = C,

oldugundan, 2x2%+2y2+2x=0 veya 2x?+ 2y?+ 2x = —1 esitliklerinden biri

gecerli olup, 2x2 + 2y? + 2x = —1 esitliginin s6z konusu oldugu durumda

oldugu icin Teorem 4.1.11.’den dolay1 bir celiski dogar. Ote yandan 2, bir sifir bolense,
(x,y) = (1,1) igin 2x? +2y? + 2x =0 denklemi saglandigmdan uu* =1 olacak
sekilde R/N(R)C, icinde asikar olmayan bir birimsel elemanin mevcut oldugunu
dogrular.

R

v ) #(00),(=1,0):  2x?+2y*+2x=N(R) kabul

Tersine, 3dx,y €
edildiginde, u = 1 + (1 — a?)(x + ya) icin
w=1+1-a)x+ya®) =1+ {1 -a*>)(x —ya)

olmak Uzere uu* =1 yani R/N(R)C, te asikar olmayan birimsel elemanin varhigi

gosterilmis olur. ]

Onerme 4.1.23. R, birimli ve degismeli bir halka, R # Z, ve kar R = 3 olsun. V(RC,)
ve V(RG) sadece asikar birimsel elemanlardan ibaretse, V(R(G X C,)) de sadece asikar

birimsel elemanlardan ibarettir (Herman ve ark., 2005).

Teorem 4.1.24. Eger, V(RC,) = C, X (1 + I(N(R)Cy; Cy)) ise G = [lj<x, C4 iGin,
V(RG) = G x (1 + I(N(R)G; G)) esitligi vardir.
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Ispat. Teorem 4.1.22. ile agik¢a goriiliir ki R = Z, veya R = Zz s6z konusu olur ise
(x,y) = (1 & ,1 &g )igin 2x% 4+ 2y% 4+ 2x = N(R) ve dolayisiyla V(R/N(R)C,) # C,

NR) N(R)
olur. Yani R/N(R)C, asikar olmayan birimseller i¢erir. Bu durumda, kar R # 2,3 kabul

edilebilir. C, devirli grubunun sonlu sayida kopyasi olan G = [[;<x, C4 grubunun tssii 4

olup ispat, r flizerinden tiimevarimla yapilabilir. » =1 durumu teoremin hipotezi

oldugundan agik bir durumdur.

r=2ise, G =G X {(x)X(y) seklinde ifade edilebilir dyle ki G’ ya asikar bir gruptur
(G' ={1}) yada G' =IIIZ% C, olarak C, gruplarinin r — 2 adet kopyas1 seklinde ifade
edilebilir. Bu durumda, tiimevarim hipotezi ve Onerme 4.1.23.” ten R/N(R)(G/{y?))
sadece asikar birimsel elemanlardan olusur. R/N(R)G grup halkasinda keyfi bir birimsel
eleman agagidaki gibi ifade edilebilir (Herman ve ark., 2005).

u=1+1—-y?(ay+ a;x + ayx? + asx3 + byy + byxy + b,x%y + b;x3y)
Elal-,bl- € R/N(R)G’

Benzer bicimde, yine Onerme 4.1.23.ten R/N(R)(G/{x?))’ nin sadece asikar birimsel
elemanlardan olustugu gergegiyle, b, = —b,, b3 = —b;, a3 = —a; Ve a, = —a, Veya
a, = —a, — 1. Ote taraftan, R/N(R)(G/{x?y?))’ nin de aym &zelligi tasimasmndan

dolayi, b, = by, b; = b; Ve a; = a, esitlikleriyle beraber
a, =a, =a; =by=b; =b,=b;=0 ve a, =0 veya a, = —1 parametreleriyle
beraber, u = 1 veyau = b2 asikar olup V (ﬁ G) =G esitligielde edilir n
Teorem 4.1.25. R birimli degismeli bir halka ve
G = Qg ={a,b:a* =b* =1,a? = b? ba = a™1h)
olmak lizere
V(RG) # G x (1 + I(N(R)G; G))

olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart V(RC,) # C, X (1 + I[(N(R)C,; C,)) veya

dx,y,z,t € R/N(R), (x,y,z,t) # (0,0,0,0),(—1,0,0,0) dyle ki



54
x+x2+y?+z24+t2=N(R)
esitliginin saglanmasidir.

Ispat. Onerme 4.1.10.” dan dolay: arastirilmasi gereken R/N(R)Qg grup halkasindaki
birimsel elemanlardir. Bu durumda, R/N(R)(Qg i¢inde agikar olmayan birimsel elemanin
mevcut oldugunu kabul edelim. Ayrica, R/N(R)C, i¢inde sadece asikar birimsel
elemanlarin oldugu yani, V (ﬁ Cz) = (, esitligi kabul edilerek ispata devam edilirse,

R/N(R)(Qs/{a?)) = R/N(R)(C; x C3)

oldugundan, Onerme 4.1.23. yardimiyla

v (L (&)) _ 9
N(R) \(a?) (a?)
elde edilir. Simdi, % Qg grup halkasinda asikar olmayan bir birimsel elemanin varligini
arastiralim. Bunun igin,
u=1+(1—-a?)(x+ya+ zb + tab)
ve buna karsilik
u* =1+ (1—-a?)(x—ya—zb — tab)

secilirse,
uu* =1+ 1 —-a?)2(x+x2+y2+z%2+t?) € V(LC ) =C

oldugundan,
2(x + x4+ y? 4+ z%2 + t%) € {—1,0}

olur. Eger, 2(x + x% + y? + z2 + t?) = —1 olursa, 2 € inv(R) elde edilir ki Teorem
4.1.11. ile aslinda bunun bir geliski oldugu gériilebilir (Herman ve ark., 2005). Ote
yandan, 2(x + x2 + y% + z% + t2) = 0 ise bu durumda da 2 € zd(R) olup sifirdan farkli
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(x,y,2,t) igin % C, icinde asikar olmayan birimsel elemanm bulunmasi durumu elde

edilir ki, bu da Teorem 4.1.11.” den dolayi ¢eliskidir (Herman ve ark., 2005). Dolayisiyla,
x+x*+y*+z24+t2=0
esitliginin saglanmasi gereklidir. Ispatin diger yoniindeki sart aslinda
u=1+(1—-a?)(x+ya+ zb + tab)
ve u* =1+ (1—a?)(x —ya—zb — tab) igin uu* = 1 esitligini sagladig1 i¢in
V(R/N(R)Qs) # Qs

esitsizligi ile V(RG) # G X (1 + I(N(R)G; G)) durumunu ispatlar. ]

4.2. Direkt Carpim Gruplarimin Degismeli Grup Halkalarindaki Idempotent

Birimsel Elemanlar

Bu bolimde, G ve H birer Abel grup olmak Uzere, bir R degismeli ve birimli
halkasi tizerinde tanimlanan R(G X H) grup halkasi tizerinde dnceki boliimde oldugu gibi
Ozel yapilara sahip birimsel elemanlar tanimlanacaktir. Bunun i¢in ilk 6nce R

halkasindaki idempotent elemanlarm id(R) = {e € R: e? = e} kiimesi iginde
ldO(R) = {el- € ld(R) ee = 0,i :/:]}
kiimesi ile ortogonal idempotent elemanlar: ve id.(R) = {e; € idy(R): Y e; =1}

ile ortogonal idempotent elemanlarin bir tam kiimesini tammlayalim. Boylece, asagidaki

tanim verilebilir.

Tanim 4.2.1. R degismeli ve birimli bir halka ve G Abel grup olmak Uzere,
id(RG) ={e1g, + €29, + -+ e59s:91, -, 9s € G, ey, ...,e5 € id-(R)}

kiimesine idempotent birimsel elemanlar kiimesi denir (Danchev, 2009b; 2010a).

RG grup halkasinda ortogonal idempotent elemanlarin bir tam kiimesi ve G

grubunun elemanlar1 yardimiyla olusturulan sonlu toplamlarin her birinin aslinda V(RG)
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normallenmis birimsel grubunda bir birimsel eleman teskil ettigi gercegi asagidaki

onerme ile gorulebilir.

Onerme 4.2.2. Birimli ve degismeli bir R halkas1 ve G abel grubu icin, id(RG) <
V(RG) dir (Danchev, 2009b; 2010a).

Keyfi bir u € id(RG) alindiginda, Vn € Z i¢in u™ € id(RG) oldugundan her bir
idempotent birimsel eleman id(RG) iginde bir iireteg¢ olarak goriilebileceginden,

idempotent birimsel elemanlarin altgrubunu
ld(RG) = <elg1 + €9, + -4+ €505 91,1 Ys € G, €1, ...,65 € ldc(R))
formuyla gostermek mumkundur.

G ve H birer Abel grup olsun. g tiim asal tamsayilarin klimesini gostersin. Ayrica, p,q €

g olmak Uzere,

G,={g€G:0(g) =p™",An €N}
ve

H,={h € H:0(h) =q™,3m € N}

sirasiyla G ve H gruplarmda p-primer ve g-primer bilesenler olsun. G ve H gruplarinda
maksimal burulmali kisimlar sirasiyla Gy = [1,, G, ve Hy = 1, H; seklinde tanimlanur.

Bdylece, G X H direkt carpiminda maksimal burulmali kismi

@xmo=] [[ [6x =] [ox] [
14 q q q

seklinde ifade edilir. Burada, Vp, q €  icin,
G, XxH; ={(g,h) €GXH:Im,n € N,o(g) =p™,o(h) =q"}

olur. Eger G grubunda bir p € g igin, p-primer bilesen yani G icinde mertebesi p asalinin
bir kuvveti seklinde bir eleman yoksa bu durum G, = 1 ile ifade edilecek olup, direkt

carpimda G, X H, = 1 esitligi ile G, = H, = 1 durumu gosterilir.
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Tanim 4.2.3. suppc(G X H) = {pq: G, X Hy # 1} kimesine G X H direkt ¢arpuminin

destegi denir.

Ornek 4.2.4. G = Z, ve H = Zq olsun. Bu durumda, G, # 1 veya H; # 1 oldugundan,
suppc(Zse) = {2p:p € $} U {3p:p € p}

olarak elde edilir.

Tanim 4.2.5. R degismeli ve birimli bir halka olsun. 30 # r € R i¢in pqr = 0 esitligini
saglayan pq yapisindaki sayilara bilesik yapidaki sifir bélenler denir ve

zd(R) = {pq:30 #r € R,pqr = 0}
ile gosterilir.
Dogal olarak asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 4.2.6. R degismeli ve birimli bir halka olsun. Bu durumda, kar R €  ise,
zdo(R) + @

Tanim 4.2.7. R degismeli ve birimli bir halka olsun. Bu durumda, p,q € § icin pq

formundaki tersinir elemanlara bilesik tersinir elemanlar denir ve
inve(R) = {pq:pq.1 € U(R)}
kiimesi ile gosterilir.

Simdi, direkt ¢arpim gruplarmin degismeli grup halkalarindaki normallenmis
birimsel elemanlar grubunun, hangi sartlarda sadece idempotent birimsel elemanlardan
ibaret olduklarmi arastiralim. Yani, direkt ¢arpim gruplariin degismeli grup halkalarinda
idempotent birimsel eleman seklinde olmayan normallenen birimsel elemanlarin

bulunmamasi igin gerek ve yeter sartlar1 inceleyelim.
Teorem 4.2.8. R degismeli ve birimli bir halka olsun. G ve H Abel gruplar olmak Uzere,

V(R(G x H)) = id(R(G x H))
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olabilmesi igin gerek ve yeter sart N(R) = 0, V(R((G X H),) = id(R((G X H),)) ve

asagidakilerden birinin saglanmasidir.
)G XH=(GXH),,
i) G X H+# (G X H)yve supp:(G x H) N [inve(R) Uzd:(R)] = @ dur.

Ispat. =: Simdi, R(G X H) grup halkasindaki tim normallenen birimsel elemanlarin

idempotent birimsel formunda oldugunu kabul edelim. Bu durumda (G X H), € G X H

kapsamasindan
V(R((G x H)y) © V(R(G x H)) = id(R(G x H)),
id(R(G x H)o) € V(R((G x H),)
ve
V(R((G x H)o) Nid(R(G x H)) = id(R((G x H),)
oldugundan

V(R((G X H)o) = id(R((G x H),))

elde edilir. Yani, G X H direkt garpimmin maksimal burulmali altgrubunun R Uzerinde
degismeli grup halkasindaki tiim normallenen birimsel elemanlar idempotent birimsel

formundadir. Burada,

VREG x D)o = | [ h(RG x 1)

PEP

ve

id(R(G x H)), = L[ id,(R(G x H))

pEP
oldugundan, eger V(R(G x H)) = id(R(G X H)) ise
V(R((G x H)o) = V(R(Gy x Hy)) nV(R(G x H))

= V(R(Gy X Hy)) N id(R(G x H)) = id(R(Gy X Hy))
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olur ki boylece,

V(R((G x H)), = V(R(Gy x Hp)) = id(R(]_[ Gp X UHq))

pEP qEp

esitligi elde edilir. Simdi, 3k € N igin r* = 0 olacak sekilde bir 7 € R secelim. Bu
durumda, g € G,he€H olmak lzere 1+7(1—gh) elemam igin, (rgh)* =0

oldugundan,
1—(rgh)* =1 —-rgh)(1 +rgh+r2g?h? + -+ rk-1gk-thk-1) =1

olup 1 —rgh bir birimsel eleman teskil eder. Ustelik, » € R bir nilpotent eleman

oldugundan,
1+r(1—gh)=1+7r—rgh€V(R(G x H)) = id(R(G x H))
esitliklerinden dolayr r € N(R) n id(R) ve dolayisiyla N(R) = {0} olur.

Eger, G X H burulmali degilse yani G X H # (G X H), ise, bu durumda hipotezin aksine
suppc(G X H) N inv:(R) # @ olursa, Ip, q € @ icin, pq € supp:(G X H) N inv.(R)
olur ki, G, X H; # 1 ve g € G, ve h € H, igin,

(gh)
e=e(p q) =%

bir idempotent eleman olup, 3x € G\G, ve 3y € H\H, burulmali olmayan elemanlar1 ve
e = e(p, q) idempotent elemani ile birlikte 1 — e + exy elemanin1 gz Oniine alalim.

Burada,
e=e(p,q) €{0,1}
ve exy # e oldugundan,
u=ule,x,y)=1—e+exy€ V(R(G X H))\G X H
asikar olmayan birimsel elemani elde edilir. Burada,

utl=ullex,y)=1—e+e(xy)™?
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oldugu kolayca goriiliir. Simdi, e = e(p,q) = f—z) olmak Uzere,

l-et+exy=1-ptqt—ptqigh——p g (gh)P"!
-1,-1

+p~lq7'xy +p~'q 'xygh + -+ p~ g xy(gh)Pi?

esitligi g6z Oniine alindiginda goriilecektir ki 1 = —1 oldugu 6zel durumda bile (Z, de)

—1 ve 1 ortogonal idempotent elemanlar degildir. Bu durumda,
u=ule,x,y) =1—e+exy € V(R(Gx H)\id(R(G X H))
elde edilir ki bu ¢eliskiden
supp:(G X H) Nninvc(R) =@
olmasi gerektigi anlasilir. Simdi,
suppc(G X H) N zd:(R) # @

oldugunu kabul edelim. Bu durumda, 3pq € supp.(G X H) N zd (R) ve 30 #r € R
icin, pgr = 0 esitliginin saglanmas1 gerekir. Bu durumda, 3gh € G, X H, eleman: ile

birlikte,

prq

r(1—gh)Pi=r (1 — (plq)gh + 4 (pq 1

) (ghyret 1)
= pqr Lni(p,q) (gh)' = 0
olur. Burada, n;(p,q) € N dur.
Dolayisiyla, (r(1 — gh))P? = r(1 — gh)P? = 0 oldugundan, r # F1 i¢in
w=w(,gh)=1+r—rgheV(R(GxH)\id(R(G X H))
elde edilir ki bu geliski ile

supp.(G XH)Nzd.(R) =0
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elde edilir. Boylece, V(R(G x H)) = id(R(G x H)) ve G x H # (G X H), ise iddia
edildigi gibi supp-(G x H) N [invc(R) Uzd:(R)] = @ olmalidir. ispatin diger yonii

icin,
<:N(R) = 0ve V(R((G x H)y) = id(R((G x H),)) olsun. Bu durumda,
G xH = (G x H),
olmast durumunda,
V(R(G x H)) =V(R((G x H)p) = id(R((G X H),)) = id(R(G x H))

olacagi acgiktir. Simdi, ¢ X H direkt carpiminin burulmali olmayan kisminin mevcut
oldugunu kabul edelim. Bu durum, G X H # (G x H), ile ifade edilebilir. Verilen
kabuller altinda R(G X H) grup halkasindaki nilpotent elemanlara dair 6nerme asagidaki
sekilde ifade edilir.

Onerme 4.2.9. N(R) = 0 ve supp:(G X H) N [inv:(R) Uzd:(R)] = @ olsun. Bu
durumda, N(R(G x H)) = 0 olur (Danchev, 2010a; 2010b).

Simdi,

¢c:GXH— GXH/(GXH),
gh — gh(G x H),

seklinde bir grup epimorfizmasi tanimlansin. ¢, grup epimorfizmasi lineer olarak grup

halkalarina asagidaki sekilde tasinabilir. Va (g, h) € R olmak Uzere,

¢c: R(G x H) — R(G x H/(G x H))

alg gh= Y a(gh)gh(G x H),
(9,h)EGXH (g,h)EGXH

seklinde tanimlanan ¢ bir halka epimorfizmasi olup, birimsel gruplarma kisitlandiginda,

ortenlik olmayabileceginden,

dc (V(R(G x ) S V(R(G x H/(G X H),))

kapsamas: elde edilir.
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Onerme 4.2.10. Eger V(R(G x H),) = id(R(G x H),) ise,
V(R(G x H/(G x H)y)) = id(R(G x H/(G x H),)).

Ispat. id(R(G x H/(G X H)y)) S V(R(G X H/(G X H)y)) oldugu aciktir. Ters
kapsama icin, V(R(G x H/(G X H),) iginde idempotent birimsel eleman formunda

olmayan bir elemanin mevcut oldugu kabul edilsin. Yani,
Ju € V(R(G X H/(G X H)y))\id(R(G X H/(G X H),))
olsun. Bu durumda, &: V(R(G X H/(G X H)y)) — V(R(G X H),) = id(R(G x H),),
el Y atgmghGxHo )= ) algh) G xH,
(9,h)EGXH (g,h)EGXH
seklinde tanimlanan bir grup homomorfizmasi altinda,
e(w) e V(R(G x H)o)\id(R(G x H)g)

celiskisi elde edilir. Bu ise, V(R(G X H/(G X H),)) = id(R(G X H/(G X H),)) olmas1
gerektigini gosterir. Teorem 4.2.8. in ispatina devam etmek adna, id(R(G X H))
icindeki idempotent birimsel elemanlarmn, R(G X H) grup halkasindaki sonlu toplamlarda
katsayilarin id.(R) kiimesindeki elemanlarla olusturulmasindan yani idempotent
birimsel elemanlarin id(R(G x H)) altgrubunun, R(G x H) i¢indeki elemanlarin

katsayilarinin id.(R) kiimesi ile yeniden dizayn edilerek elde edilmesinden dolayi,
¢ (id(R(G x H))) = id(R(G x H/(G x H),))

esitligi yazilabilir. Boylece, asikar olan ¢, (id(R(G X H))) C ¢ (V(R(G X H)))

kapsamas1 ve Onerme 4.2.10. ile birlikte,

¢c (V(R(G x H))) S V(R(G x H/(G x H)o)) = id(R(G X H/(G X H),))

= ¢ (id(R(G x 1))

kapsamasindan,



63

bc (V(R(G X H))) = b (id(R(G x H)))

esitligi elde edilir. (Danchev, 2010a; 2010b) ¢alismasinin bir uygulamasi olarak ¢ nin
V(R (G x H)) tizerine kisitlaniginin  ¢ekirdeginin V(R(G x H),) altgrubunda

kapsanmasindan dolay1, ¢, (V(R(G X H))) = ¢¢ (id(R(G X H))) esitligi ile beraber,

dc: V(R(G x H)) — V(R(G X H/(G X H),))

kisitlanigina 1. izomorfizma teoremini uygulamakla,

V(R(G x H)) _
Kerd CVR(G x ) bc (Ld(R(G X H))) = ¢ (V(R(G X H)))

ve Onerme 4.2.10.’dan,

V(R(G x H)) = Ker¢pc.id(R(G X H/(G X H),))
C V(R(G X H))id(R(G x H/(G x H),))

elde edilir. Ancak
V(R(G x H)o) = id(R(G % H),)
kabuliiyle
V(R(G x H)) € id(R(G X H)o)id(R(G x H/(G x H),))
ve dolayistyla
V(R(G x H)) € id(R(G X H))

kapsamasma ulasilir. Bu kapsamanin tersi asikar oldugundan,

V(R(G x H)) = id(R(G x H))
elde edilir. n

Tanim 4.2.11. R degismeli ve birimli bir halka olsun. G ve H birer Abel grup olmak

Uzere,
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G; < G ve H; < H altgruplari igin,
€:R(G X H) — R(GxH/G; x H;) ~R((G/G;) x (H/Hj))
homomorfizmasina géreceli artim eslemesi denir (Danchev, 2010a; 2010b).

Tanim 4.2.12. R degismeli ve birimli bir halka olsun. G ve H birer Abel grup olmak Gzere,

G; < G ve H; < H altgruplari i¢in,
Kere=I1(R(GxH);G;x H;) =((1—g;,1—h): g: € G, hj € H)g
idealine goreceli artim ideali denir (Danchev, 2010a; 2010b).
Onerme 4.2.13. R degismeli ve birimli bir halka, G ve H birer Abel grup ve
suppc(G X H) Nninv.(R) = @
olsun. G, ve H, sirastyla G ve H gruplarinin maksimal burulmali kisimlar1 olmak {izere,
[1+I(R(G X H); Gy X H))] NV(R(G X H)) € V(R(Gy X Hy) + N(R(G X H)))
dir (Danchev, 2010a).
Ispat. @ € V(R(G x H)) olsun. Simdi, Vr;; € R olmak lizere
@:R(G X H) — R((G/Go) X (H/H,)

eri,j(gihj) — eri,j(giGo; h;Hy)
F joi

epimorfizmasi altnda ¢(a) = 1 olsun. L = (r; ;) <R ve F = ((g;, h;)) < G X H sonlu

iiretilmis olup,

a = er"](g‘h]) €LF
j i

olur. G ve H Abel gruplar olmak lzere, G x H direkt ¢arpimi, burulmali ve burulmali

olmayan kisimlar cinsinden
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seklinde ifade edilebilir. Burada Ty nin burulmali olmayan kisim olduguna dikkat

edilmelidir. Boylece, son esitligin R iizerinde tanimli grup halkalarina tagmmasiyla,
R(G x H) = R(Gy X Hy X Tf) = R(Go X Hy)T;
elde edilir.

Burada, R(Gy X Hy)Ty cebirsel yapisinn; G X H direkt ¢arpimmin burulmali olmayan

kismmin R(G, X Hy) grup halkasi iizerinde tanimli oldugu goriilebilir. Dolayisiyla,
S = R(Gy X Hy)
ile gosterildiginde, R(G x H) = STy ve birimsel elemanlar grubunun da
U(R(G X H)) = U(STy)
olacagi agik olup, (Karpilovsky, 1990) ile asagidakini elde edebiliriz.
a € U(ST;) = U(S) x id(STy) x (1+ I(N(S)T;; Ty) ).

Burada, N(S), R(Go X Hy) grup halkasmmn nil-radikali ve I(N(S)Tg; Ty) ise

N(STy = { Z Sq9:9 €Ty S G X H}

SgEN(S)

olmak lzere, (ngEN(s) sgg) = ngezv(s) Sg 9T ile tanimlt

T,
e N(ST; — N(S)( f/Tf) = N(S)T;
artim eslemesinin cekirdegidir. Dolayisiyla, I(N ($)Ty; Tf) = Ker ¢ olur.

Boylece, a € U(STy) nin bir garpani, 1+ X encs)Sg(g9 — 1) formunda olup,
a = ca(1l+ b) yazilabilir 6yle ki ¢ € U(S) = U(R(Gy X Hy)), a € id(ST;) ve b €
I(N(S)Tf; Tf) oldugu agiktir. Dolayisiyla €(b) = 0 elde edilir.

Tanim 4.2.14. R degismeli ve birimli bir halka olsun. G ve H birer Abel grup olsun. Bu

durumda,
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coxtin=] [ [oox =] [6x] [
b q q q

burulmali kisim olmak tizere R(G, X H,) a tekil altcebir denir (May, 1976).

Simdi de ispatin geri kalani igin gerekli olan id(STf) idempotent birimsel

elemanlar grubunun yapisi ile ilgili teoremi ifade edelim.

Teorem 4.2.15. R ayrisamaz bir halka ve G Abel bir grup olmak Ulzere, RG deki her
idempotent eleman, RG nin tekil altcebiri tarafindan kapsanir. Yani, id(RG) € id(RG,)
(May, 1976).

Boylece, id(ST) nin elemanlar1 id(S) = id(R(G, X Hy)) ile belirlenir. Yani,
id(STy) < id(S).

(May, 1976) dan R ayrisamaz bir halka ve supp.(G X H) n inv.(R) = @ olmak (zere,
R(G X H) nin de ayrisamaz oldugunu soyleyebiliriz. Dolayisiyla,

p(@) =1=g(ca(l + b)) = p()p(@)(1 + o))

olur ki @(c) € U(R) € U(S) dir. Burada a € id(STf) < id(S) oldugundan ¢(a) = a
elde edilir. Ayrica,

b € I(N(S)Ts; Tr)

oldugundan, ¢ (b) bir nilpotenttir. Dahas1 ¢ € U(S) ve S = Ker ¢ oldugundan dolay1
@(c) = 1 esitligi s6z konusudur ki

1=1a(1+ ¢(b))
esitligi ile a= = id(STy) n (1+ I(N(S)Ty;T;)) = 1 yani a = 1 olup,
a =c+ch € V(R(Gy x Hy) + N(R(G x H)))
sonucuna varilir. Boylece,

14 I(R(G X H); Gy X Hy) NV(R(G x H)) S V(R(Gy X Hy) + N(R(G X H)))
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kapsamasinin gecerli oldugu ispatlanmis olur. ]

Onerme 4.2.16. G bir Abel grup ve |G| = 2 olsun. R degismeli ve birimli bir halka olmak
uzere, V(RG) = id(RG) olabilmesi icin gerek ve yeter sart

2r—1eUR)e1r*=r
olmasidir (Danchev, 2009b; 2010a).

Onerme 4.2.17. G Abel grup ve |G| = 3 olsun. R, birimli ve degismeli bir halka olmak
uzere, V(RG) = id(RG) olabilmesi igin gerek ve yeter sart V(r, f) € R X R igin,

1+3r2+3f2+3rf —3r—3f € URR) & 1, f € idy(R)
olmasidir (Danchev, 2009b; 2010a).
Ispat. Verilen sartlarla V(RG) = id(RG) olsun.
14+3r2+3f2+3rf —3r—3f € URR)
oldugu kabuliiyle birlikte |G| = 3 oldugundan, G = (g: g = 1) olup
v=1—-r—f+rg+fg? €V(RG)
birimsel elemani i¢in

v 1=14+3r2+3f2+3rf-3r=3f) " 1+r2+f2+rf-2r-2f+(r* +
fParf=rg+ @+ i +rf = )g’]

olurkir? =7, f2=fverf =0yanir,f € idy(R) yazilabilir.
Ote yandan, g3 = 1 olmak tizere V(RG) deki keyfi bir birimsel eleman
v=1—-r—f+rg+fg*

formunda olup w, birimin 3. ilkel koki olmak tizere (1 + w + w? = 0), 1. izomorfizma

teoreminden,
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yazilabilir.  Dolayisiyla, v=1—-r—f+rg+fg?€V(RG) elemanmin bu

izomorfizma altindaki goriintiisii
w=l—-r—f4+ro+f(-1—-w)=1—-r-2f+ @ — fHw € V(R(w))
olur. Ustelik, w bir birimsel eleman oldugundan 3 k + lw € V (R{w)) mevcut olup
wk+lw) =1
esitligi saglanir. Boylece,
A-r=2Nk—-(-NDl+[r—Hk+A-2r—-NlJw=1

esitligi asagidaki matris sistemine tasmirsa,
(3 IR L)0=6)

ve (1—-r=2)A-2r—f)+@—f)?=1+3r>+3f2+3rf —3r—3f € URR)

elde edilir ki bu ancak ve ancak 72 = r, f2 = f ve rf = 0 durumunda saglanacagindan,
v=1—-r—f+rg+fg?€id(RG)

yani V(RG) = id(RG) olur. |

Simdi, G X H = K, Klein 4- grubu olmak Uizere, degismeli ve birimli bir R halkas1
Uzerindeki R(G X H) grup halkasindaki tiim birimsel elemanlarin, idempotent birimsel
eleman formunda olabilmesi icin R iizerinde baz1 gerek ve yeter sartlar asagidaki gibi

ifade ve ispat edilebilir.
Teorem 4.2.18. G X H = K, olsun. R, birimli ve degismeli bir halka olmak {izere,

V(R (G x H)) = id(R(G X H)) olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart R halkas1 lizerinde

r,s,f € R olmak Uzere,
1—4rs—4rf —4sf —16rsf e UR) & r,s,f € id:(R).
sartnin saglanmasidir. Burada, K, = (g, h: g®> = 1,h? = 1,gh = hg).

Ispat. G x H = K, olmak izere, RK, = (1, g, h, gh) olup
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VIRKy,) ={1—(r+s+f)+rg+sh+ fghrsfER}
formunda normallenen birimsel elemanlarin grubundan
Ju=1—(ry+s;+f1) +rg+sh+ figh
birimsel elemanini segelim Ve tersi
ul=1-(r,+s,+f)+19+sh+ fogh € V(RK,)

olsun. Bu durumda,
uu~l =
I-(m+si+tfitnts;+fo)+tsi+ ) +si+f)+nrn+sis: +fifs

Hr,(l—r —s;— )+l =1, — s, = f5) + s1f2 + 52 /1l9

(=1 —s1 = fi) +s:(L =1, — s, — fr) + i fy + 2 f1]h

HALA-—rn—si =)+ Al -1, —s; = ) + s, + 1ps1]gh =1
esitliginden,
(mtsi+tfitn+s+f))—(+si+f)n+s;+L)—nn—s15— fif; =0
nl-rn-ss—fi)+r(l-nrn—-ss—f2) +sifa +s:/1=0
s; (01— =51 —f)+s:(l—rp—s; — L) +nfo +12f1 =0
LA-r—si—f)+fil—1,—s, —fo) + 115, + 15, =0
denklemleri elde edilir. Bu sistem diizenlenirse,
n2rn+si+A-D+s,(n+25,+fi-D+f(n+s;+2fi—D=r+s;+f;
r(1=2r—s;— fi) +s;(-r + fi) + fo(-1 +51) = -1y
rp(=s1+ fi) +s;(1 =1 = 25; = fi) + oy —51) = =54
r(si—f)+s:(n—fi)+ A —r—s1—-2f)) =—f;

sistemine ulasilir ki s6z konusu denklemler, [u™t] := (7,55, f2)7 ve
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1_2T1_Sl_f1 —T‘1 +f1 —T'1+51
A= —s1+fi 1-n—-2s1—f; =351
s1—h n—h 1—-7r—5—2f

olmak Uzere A[u~!] = [0]54; seklinde ifade edilebilir. S6z konusu sistemde [u~!]
matrisinin tekliginden det(A4) € U(R) olmasi gerektigi bilinmektedir. Sadelik olmas1

acisindan r; = r,s; = s Ve f; = f atamasi yapilarak hesaplanan

det(A) =1 —4r + 4r? — 45 + 12rs — 8r2s + 4s? — 8rs? — 4f + 12rf — 8r?f
+ 12sf — 16rsf —8s%f + 4f? — 8rf% — 8sf?

ifadesinde r, s, f € id-(R) olarak segildiginden determinant
det(A) =1—4rs—4rf —4sf —16rsf € U(R)
olarak elde edilir.
Boylece, iddia edildigi gibi V(RK,) = id(RK,) ise 3r,s, f € R icin,
1—4rs—4rf —4sf —16rsf e U(R) & r,s,f € id:(R)
olur ki bu da istenendir. Ispatin diger yonii de benzer sekilde gosterilebilir. ]
Teorem 4.2.19. G X H =~ K, ve R birimli ve degismeli bir halka olsun. Bu durumda,
V(R(G x H)) = id(R(G X H))
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
V(R(GxH)={1—-r—s—f+rg+sh+fgh:r,s,f €R,G=(g),H=(h)}

icin r+f=0 ve 1-2(r+s)eUR) <=r+seid(R) cift gerektirmesinin

saglanmasidir.

Ispat. G ={g),H = (h),0(g) = o(h) = 2 ve R degismeli ve birimli bir halka olmak
Uzere G x H Uzerinde bir f: G X H - {(w, h) homomorfizmasi f(g, h) = (w, h) seklinde
tanimlanabilir ki f homomorfizmasi, grup halkalarmma f: R(G X H) = R{(w, h) seklinde
tasinabilir. Burada f, w = e™ olup R{w,h) grup halkasindaki normallenen birimsel

elemanlar grubuna agagidaki gibi kisitlanabilir.
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£:V(R(G x H)) = V(R(h)) = V(RC,)

Ayrica, f:R(G X H) - R{w,h) nin c¢ekirdegi olan Ker f =(1+g, h?) ve 1.

izomorfizma teoremi yardimiyla

R(G X H)

_—~R =R
<1+g‘ hZ)R (h) CZ

yazilabilir. Dolayisiyla, teoremin ifadesindeki yapiya sahip olan V(R(G X H))
grubundan keyfi secilenbiru =1 —r —s — f +rg + sh + fgh birimsel eleman1 igin,
fw=1-r—-s—f—r+sh—fh=1-2r—s—f+(s—f)h € V(RH)

olur. V(RH) = id(RH) olabilmesi igin gerek ve yeter sartin €(f(u)) = 1 oldugundan
r+f=0ve 1-2(r+s)€eU(R) ©r+se€id(R) oldugu gorilur. Bdylece, ispat

tamamlanir. m
Ote yandan,
fwy=1—-r—s—f—-r+sh—fh=1-2r—s—f+(s—f)h € V(RH)

oldugundan f(u) elemanmin V(RH) icinde 3v = f(u)~! = k + lh formunda tersi

mevcut olur ki r + f = 0 ile birlikte
fWv=[1+r—-s+(s—r)h]lk+1lh] =1
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
k(l—-s+r)+k(s—r)h+1l(1—-s+r)h+i(s—-r)=1
yani
[k(1—=s+7r)+I(s—1)]+[k(s—1)+1l(1—-s+1r)]lh=1
denkleminin saglanmasidir ki bu da

k(l—-s+r)+il(s—-r)=1
k(s—r)+1l(1—-s+r)=0

denklem sisteminin saglanmasi ile miimkiin olup v € V(RH) birimsel elemaninin

tekliginden dolay: sistemin determinanti
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(1-—s+7r)2—(s—-r)2=1-2s5)(1+2r) € UR)
olmalidir. Dolayistyla asagidaki sonug ifade edilebilir.
Sonug 4.2.20. G X H = K, ve R birimli ve degigsmeli bir halka olmak iizere,
V(R(G x H)) =id(R(G x H)) & 3s,f € id:(R), (1 — 2s)(1 + 2f) € U(R).

Teorem 4.2.21. G =(g: g3 =1) ve H = (h:h? = 1) olsun. R degismeli ve birimli

halkasi lizerinde
V(R(G x H)) = G x id(RH)
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
14302+ f2+rf+r+f) e URH) < (r,f) € {(0,0),(0,-1),(—1,0)}
ve
2r—1e€eU(R) & r€id(R)
olmasidir.

Ispat. G ve H teoremin hipotezindeki gibi gruplar olmak lizere, G x H iizerinde asagidaki

grup epimorfizmasi tanimlanabilir.

pe:GxXH—->H
(g.h) = h

R tizerinde grup halkalarma p;: R(G X H) — RH seklinde tasinirsa s6z konusu halka

epimorfizmasinin ¢ekirdegi
K = Ker pg =(1—g,1— g*)rn
olur. Boylece,
ke > R(G x H) *S RH

kisa tam dizisi ifade edilebilir. p; halka epimorfizmasi birimsel elemanlar grubuna

kisitlandiginda



73
pe:V(R(G x H)) - V(RH)

ve gruplar diizeyinde asagidaki kisa tam dizi yazilabilir.

K > V(R(G x ) S V(RH).
Burada V(R(G x H)), normallenen birimsel elemanlar grubu ve e(x;) = 0 oldugu igin,
Kg:=(1+Kg) N V(R(G X H))
seklinde olur. Dolayisiyla, p;: V(R(G X H)) — V(RH) grup epimorfizmasinda
V(RH) » V(R(G X H))

gémmesi s6z konusu oldugundan, s6z konusu kisa tam dizi agilim genislemesine sahiptir.

Yani,
V(R(G x H)) = Kg x V(RH)

esitligi gegerlidir. Burada, |H| =2 oldugundan Danchev’ in (2010a) ¢alismasiyla
V(RH) = id(RH) olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartin

2r—1e€eU(R) ©reid(R)
oldugu bilinmektedir.

Simdi, K; i¢inde asikar olmayan birimsel elemanin mevcut olmamasi i¢in gerek ve yeter

sartlari arastiralim. Bu durumda,
K; =1 +kx;) N V(R(G X H))
oldugundan
Ke={u=1+r(1-g)+f(1—g%:r,f € RH,u € V(R(G X H))}
icerisinde,
u=1+r(l—-g)+fA—-g?»icinIv=1+4+7r'(1—-g) + f'(1 — g?) alindiginda

w=1+[r+r +2rr' +rf' + fr' —r'f'](1 - g)
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+[r'+f —rr'+rf +r'f+2r'f'1(1—-g%) =1
esitliginden

r+r'+2rr'+rf +fr'=r'f'=0
r+f —rr'+rf +r'f+2r'f =0

sistemi ile
(1 t 2r +,r’ r—r' ,) (f,) _ (:r)
r+r 1+r+2r'/\f f
sisteminin determinanti, , f € R igin, 1+ 3(r?> + f2 +rf +r + f) olur kiu € U(RH)
elemaninin asikar birimsel olmasi istendiginden,
14302+ f2+rf+r+f) e URH) < (r,f) € {(0,0),(0,-1),(—1,0)}
elde edilir. Boylece, verilen sartlarla
V(R(G x H)) = K; X V(RH) = G X id(RH)
esitliklerine ulasilir. Ispatin diger yonii benzer sekilde yapilabilir. ]

Teorem 4.2.21.”e benzer sekilde; asagidaki teoremde de, ele alman G ve H gruplari ve R
halkasi iizerine verilen ayni sartlarla V(R(G X H )) = id(RG) X H esitliginin saglanmas1

icin gerek ve yeter sartlar aragtirilmistir.

Teorem 4.2.22. G ve H yukaridaki teoremde verilen gruplar ve R degismeli ve birimli bir
halka olmak tzere, V(R(G x H)) = id(RG) x H olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

asagidakilerin her ikisinin de saglanmasidir;
i)1+2reURG) er=0veyar = —1;
i)1+302+f2+rf—r—f)eUR) e r,f €idy(R).

Ispat. G = (g: g® = 1) ve H = (h: h? = 1) olmak iizere, bir 6nceki teoremde olusturulan

grup epimorfizmasina benzer sekilde,

pu:GXH—->G
(gh) g
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epimorfizmasi tanimlanabilir ve grup halkalarma py:R(G X H) - RG seklinde

tagmabilir. Dolayisiyla bu halka epimorfizmasinin da ¢ekirdegi,
Ky = Ker py = (1 — h)gg

olup, asagidaki kisa tam dizi olugturulabilir.

Ky - R(G x H) 23 RG
py birimsel elemanlar grubuna kisitlandiginda
pu:V(R(G X H)) -» V(RG)

elde edilerek asagidaki kisa tam dizi yazilabilir.

K, > V(R(G x H)) 25 V(RG)

Yukaridaki teoremdekine benzer sekilde £(ky) = 0 oldugu i¢in,
Ky:= (1 +ky) Nn V(R(G X H))
gecerlidir. Ayrica, py: V(R(G X H)) — V(RG) grup epimorfizmasinda
V(RG) & V(R(G x H))

oldugundan, bu kisa tam dizinin ag¢ilim genislemesi mevcuttur. Yani,

V(R(G x H)) = Ky X V(RG)
dir. Burada, |G| = 3 oldugunda V(RG) = id(RG) olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartm

1432+ f2+rf—-r—f)eUR) & feidy(R)

oldugunu biliyoruz (Danchev, 2009a; 2010a; 2010b).

Simdi, Ky i¢inde sadece asikar birimsel elemanlarin mevcut olmasi igin gerek ve yeter

sartlari arastiralim.

Ky=Q+ky) N V(R(GXH))={u=1+7r(1—h):r € RG}
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olup Ky icinde asikar olmayan bir u =1+ r(1 — h) birimsel eleman:1 ve onun tersi
u~! =1+ r'(1 — h) olarak alindiginda,

uu"l=1e 1+ 2r € U(RG)

sonucu elde edilir. Boylece, Ky i¢inde asikar olmayan birimsel elemanin mevcut
olmamasi igin gerek ve yeter sart, 1 + 2r € U(RG) < r = 0 veya r = —1 olmasidir Ki

elde edilen sartlarla,
V(R(G x H)) = V(RG) x Ky = id(RG) X H
esitliklerine ulagilir. Ispatin diger yonii de benzer sekilde gosterilebilir. ]

Genel olarak, p;:GXH —>H ve py:G XH — G epimorfizmalarmin grup
halkalarma genigletilmesi ile elde edilen p;: R(G X H) - RH ve py:R(G X H) = RG
halka epimorfizmalarmin ¢ekirdekleri ve goriintiileriyle asagidaki kisa tam diziler

olusturulabilir.

Kg N Ky 5 ke =Bru(G) — Ag(G)
di di i
i PH
KHzARG(H) 4 R(GXH) - RG
Yog Yo Yo
i PH
Ap(H) > RH R

Normallenen birimsel elemanlarin gruplarina kisitlandiginda bu tam diziler asagidaki gibi

ifade edilir.

V(1 + (kg Nky)) —L> VA+x;) — V(A+AG)
‘l’i ‘L[ ‘J’i
Vl+x,) - VRGxH) 2 V(ERG)
Log og pg
VA+AH) -  VRH) % um

Burada, R & RH oldugu igin Agz(G) < k¢ ve dolayisiyla V(1 + Ax(G)) © V(1 + k¢)
gommesi s6z konusudur. Benzer bigimde, R & RG oldugundan Az(H) © ky olup
V(1+ Agr(H)) © V(1 + ky) yazilabilir. p; ve py birer epimorfizma ve ters yonleri

olarak gomme fonksiyonlar1 almabileceginden dolayr bu tam dizilerin ayrisim
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genislemelerinin mevcut oldugu sdylenebilir ki bu genislemeler asagidaki gibi ifade

edilir.

DV(R(G x H)) =V(1+ky) X V(RG);

ii) V(R(G x H)) = V(1 + kg) X V(RH);

i) V(1 +x5) = V(1 + (kg Nig)) X V(1 + A(6));

i) V(1 +Ky) = V(L + (kg N k) X V(1 + Ag(H));

V) V(R(G x H)) = V(1 + Ag(H)) X V(1 + AR(G)) X V(1 + (kg N ky)) X U(R);

i — v esitlikleri ile anlagilabilecegi iizere, V(R(G x H)) normallenen birimsel elemanlar
grubunun acik karakterizasyonu ancak ve ancak esitliklerin sag tarafindaki direkt
carpanlarin karakterizasyonuna baghdir. Ele alinan bir G Abel grubunun mertebesi asal
ve |G| = q = 5 olmak lizere, 1 # x € G igin,

20711
u=(1+x)9"1 _T(l +x+ - +x771)

asikar olmayan bir normallenmis Bass devirli birimsel elemandr ve (1 + x)971

20-11

ifadesindeki Newton binom formiiliindeki katsayilarla 1+x+--+x771

q

terimindeki her bir x! elemanmin katsayilar1 gozoniine alindiginda higbir katsay1 R ye ait

bir idempotent eleman olmadigindan u € id(RG) oldugu agiktir (Danchev, 2010a).

4.3. U(Z(S3 % C3)) Birimsel Grubunun Karakterizasyonu

Bu bolimde, S; = (a,b: a® = b? = 1,bab™! = a~1), 6 mertebeli simetrik grup ve
C; = (x:x3 = 1), 3 mertebeli bir devirli grup olmak lzere, S; ve C5 gruplarinm i¢ direkt
carpimlar1 olan
S;:=58;%XC;3 ={a,b,x:a® =b*=x3=1,bab™! = a™!,ax = xa,bx = xb)
grubunun ZS; integral grup halkasinin birimsel grubunun burulmali olmayan alt gruplari
cinsinden bir karakterizasyonu verilecektir. Bu karakterizasyonda, S5 simetri grubunun 2.
dereceden bir temsili ZS; integral grup halkasinin bazi ideallerine lineer bir sekilde

genisletilerek, ZS; integral grup halkasinin birimselleri matris temsillerinin birimsel
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elemanlar1 iizerinden karakterize edilecektir. Oncelikle, ZS; integral grup halkasinin
birimsel grubu iizerine agagidaki hatirlatmayi verelim.
Teorem 4.3.1. U;(ZS3)’ de, S5 iki-devirli birimsellerden tiretilen 3 rankli serbest grup olan
bir
V= <ub,a;uba,a;uba2,a>
burulmali olmayan normal timleyenine sahiptir. Yani, U, (ZS;) = V x S; dyle ki
Upg =1+ (1 —-b)b(1+ D)
Upgq = 1+ (1 —ba)b(1 + ba)
Upgzq = 1+ (1 —ba*)b(1 + ba?)
iki-devirli birimsellerdir (Jespers ve Parmenter, 1992).
Simdi, S; simetrik grubunun Z; iizerinde grup halkasmin birimsel grubuna yonelik
agagidaki onermeyi verelim.
Onerme 4.3.2. S3 = {a,b:a® = b?> = 1,bab~! = a~ ') olmak uizere,
U1(Z3S;5) = BF2 X C3) x G,
Burada 31+2, 27 mertebeli bir ekstra-6zel 3-gruptur (Craven, 2008).
Ispat. N = (a) olmak uizere,

®:53 — (S3/N)
g v gN

dogal izdiisimii tanmimmlansm. Bu dogal izdiisiim, Z; iizerinde grup halkasina

genisletildiginde,

2
P (Z a;at + ,Bibal) = (ag+ a; + a,)N + (B + B; + B2)bN

i=0
ile tanimh ®: Z3S; — Z5 (S3/N) doniisiimii elde edilir. Birimsel grubuna kisitlandiginda
®: Uy(Z3S3) — Ui (Z3Cy)
olup, bir u = Y2 a;a' + B;ba’ € U;(Z3S;) ise U(Z3C,) = (Z3\{0})C, yani asikar
oldugundan dolay1 U, (Z3C,) = C,
®(u) = (ag + a; + a)N + (By + B1 + B,)bN € (bN)
birimsel formuna ulasilir ki buradan,

i)a0+a1+a2:1 /\ﬁo‘l‘ﬁl‘l'ﬁzzo,
ll)a0+a1+a2:0/\ ﬁo‘l‘ﬁl‘l'ﬁz:l

parametrik denklem ciftleri elde edilir. Ayrica,
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2
I(er&):{Zaiai+,8ibai: ayt+a,+a,=1,L,+p1+B,=0;a;,p; €Z3}
i=0

={(1—-a; — ay) + aja + aya? + (=B, — B)b + Biba + B,ba?: a;, f; € Z3}
seklinde ifade edilir.
Burada dikkat edilirse, Ker ® sonlu olup |Ker ®| = 81 dir. {(a) € Ker ® oldugundan

Ker ® = G’ x {(a) olacak sekildeki G’ altgrubu belirlenmelidir.

(-1+a+a®>)c@G
oldugunu gormek zor degildir. Ustelik, G’ =(—1+a+a?)x{(1—ba)x H olup
(—1+ a+a?) =~ C; ve G' icinde merkezidir. |G'| = 27 ve (1 — ba) ~ C; oldugundan
H =~ Cj elde edilir. Dolayisiyla, G'/{—1 + a + a?) bir elementer Abel 3-gruptur. Boylece,
G' altgrubu Ussii 3 olan bir ekstra-6zel gruptur ve 31*2 ile gosterilir. Boylece,

Ker ® = 31*2 x C,
yazilabilir.

Ote yandan, Im ® = U,(Z5C,) = C, oldugu agiktir. Burada, C, = {N,bN} =

(bN)ve t(bN) = bicin® o1 = 1¢, olur. Bu durumda,

Ker & - U, (Z3S5) Simd = U,(Z5C,) = C,
bir tam dizidir ve ayrisim genislemesine sahiptir. Buradan,
U,(Z3S;) ~ Ker ® x Im @
esitligine ulagilir. |
S; = S5 X C3 olsun. Bu durumda ZS3 integral grup halkasmin degisik formlar1 asagidaki
gibidir.
i) ZS; = (ZS3)C5 = {co + c1x + cyx%:¢c; € 1S5},
i) ZS; = (ZC3)S; = {cy + cia + cya® + c3b + cyba + ciba?: ¢ € ZCs};
iii) ZS; = Z[(C3 % C;) X C3] = Z[(C5 X C3) X C,] = {c{' + c3'b: ¢c{' € Z(C5 X C3)}.
Simdi, bir y: ZS3; — ZS3 dogal izdiistimii;
ny(a) = a (mod g)
seklinde tanimlansin. Bu durumda, ZS3 integral grup halkasinin yukarida verilen i formu ile
e (Co+ C1X + x2) = ¢y + ¢, + ¢,
seklinde olusturulan izdiisiim icin
Kerm, = {co + c1x + c,x%: 1, (co + c1x + c3x%) = 0,¢; € 7S5}

={co + c1x + cx%:cy+ ¢, + ¢, =0,¢; € LS5}
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= {co + c1x + c3x%: ¢y = —¢1 — €y, C; € LS5}
= {(—c; — ) + c1x + cyx%: ¢; € 7S5}
={—c;(1 —x) —c,(1 —x?): ¢; € ZS5}
=7ZS;(1 — x) + Z5;(1 — x?)
olur. Burada, P € ZS;(1—x)NZS;(1—x2) icin, P=Py(1—x)=P(1—x?)
esitliginde,
Py — Pyx = P, — P,x% < (Py— P,) — Pyx + P,x2 =0
& Py—P =Py=P, =0
< P=0
yani ZS;(1 — x) N ZS;(1 — x?) = {0} olur. Boylece,
Kerm, = ZS;(1 — x) @ ZS;(1 — x?)
olur. Benzer sekilde, ZS3 integral grup halkasmin ii formundan faydalanarak

T, ZS; — (ZC3)53 — Z(b, x> = Z(CZ X C3)
2 2

Z al-ai + ,Bl-bai g Z a; + ,Blb

i=0 i=0

izdiistimii tanimlanabilir ki burada a;, 8; € Z{x) = ZC5 tlr. Bu durumda,

2
Kerm, ={1= Z a;a’ + B;bat: (1) = 0}
i=0

2 2 2
:{Azzaiai +,3ibai: Zai = O;Z,Bi = 0}
i=0 i=0 i=0

2

={1= Z al-ai + ﬁibai: g = —a1 — Ay, fo = —P1 — B2}

i=0

= {(—a; — az) + ;ya + aya® + (=B1 — B2)b + Biba + Brba*: a;, f; € Z{x)}

={(~a; = 1b)(A —a) + (—a, — B,b)(1 — a*): a;, B; € Z{x)}

= Z(b,x)(1 — a) + Z{b, x)(1 — a?)
toplami elde edilir.

P € Z{b, x)(1 — a) N Z{b, x)(1 — a?)

olsun. Bu durumda, P = Py(1 — a) = P, (1 — a?) olmasi igin gerek ve yeter sart
P, = P; = 0 oldugundan P = 0 olur. Yani, Z({b, x)(1 — a) N Z{b, x)(1 — a*) = {0} olup
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Ker m, = Z{b,x)(1 — a) @ Z({b, x)(1 — a?)
~ 7C(1 — a) @ ZC,(1 — a?)
elde edilir. Eger m,., Ker m, ¢ekirdegine kisitlanirsa, bir
Yy = (ag + a1 x + a,x2)(1 — a) + (By + B1x + B.x?)(1 — a?)

elemanimin bu kisitlanig altindaki goriintiisii

2

Ty |ker n, (V) = Z a;(1—a)+ iﬁi (1-a?)
i=0

i=0
olur 6yle ki burada a;, B; € Z(b) dir. Bu kisitlamsn ¢ekirdegi ise Ker 1y |xer x,

2

={r=za1x (1—a)+ZﬁLx (1 - @2): 0y licor g (©) = 0,01 B € (b))}

—{Zal ‘(1—a)+Zﬂlx(1—a2) Zal(l—a)+z,[31(l—a 0}
={Zaixi(l—a)+z,[3ixi(1—a2):Zai=Z,Bl-=0,: a;, B € Z(b)}
i=0 i=0 i=0 i=0

= {[(~a; — ap) + a1 x + a,x*](1 — @) + [(=B; — B2) + Bix + Box*](1 — a®)}
={~a;(1-x0)1-a)—a,(1-x*)(1~a) - ;1 -x)(1—a?)

—B,(1 —x*)(1 — a®): a;, B; € Z(b)}

dir. Yani, a;; := (1 — x%)(1 — a’) icin

Ker my |ger n, = HHZ(b) a;;
i

elde edilir. Toplamin direkt oldugu, dnceki islemlere benzer sekilde gosterilebilir. Boylece,
m, Ve m, izdisiimlerinin, sirasiyla Ker m, ve Ker m, cekirdeklerine kisitlanislarma dair
Onerme asagidaki gibidir.
Onerme 4.3.3. Yukarida tamimlanan 7, Ve 7, izdiisiimleri ve onlarin kisitlamslariyla
Ker g |er n, = Ker Ty |er m, drr.
Ispat. S6z konusu izdiisiimlerle,
Ker g |er n, = {W € Ker my: my(w) = 0}
={w € ZS;:m,,(w) = 0,,(w) = 0}
= Kern, N Ker m,

olur. ]
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Boylece, Ker m, |ker ., DIr ZC,-Cebir veya bir Z-cebir olarak sirastyla asagidaki gibi ifade
edilebilir:
Ja =Ker wy |gern, = Ker y |ker n, = (aq1, 0»’12;0521;0522)262
= (@11, @12, Az1, Ap, b1, bA1o, bAy1, bayy )y
Bu cebir (izerinde toplama ve skalerle carpmanin tanimi kolayca goriiliir. Carpma islemi i¢in
de asagidaki esitlikler saglanir.
@i ? = 4ag — 205, — 2051 + ay,
(122 = =20y, + 4aq, + ay — 20y,
(p1% = —2aq1 + aqp + 4ay, — 2a,,
Az2” = @1 — 2015 — 2051 + 4y,
A11®1p = X011 = 2093 + 2015 — A1 — App
A110z1 = Q21011 = 2011 — Q13 + 2021 — Ay
110z = AppQ11 = Q11 + Agp + A1 + A
(12021 = A1 Q12 = A1q + Agp T A1 + A
A120zp = AppQ1p = —01q + 2015 — Qp1 + 205,
U107 = (01 = —Q11 — A1p + 2051 + 20y
Ayrica,
baiy = a12b, bay; = a11b, bay, = azb, bayy = azyb
esitlikleriyle J, {in degismeli yapida olmadig1 goriiliir.
Onerme 4.3.4. ], cebirinin merkezi,
Z(J) ={1-x)(@*+a-2),(1-x*)(a*+a—2))
biciminde bir altcebirdir.
Ispat. y € ], icin, xy = yx oldugu aciktir. Simdi, by = yb olacak sekilde y € J, elemanmnin
formunu aragtralim. y € J, ise, «;, B; € Z olmak Uzere,
byb = b(ay + Bob)(1 — x)(1 — a)b + b(a; + B1b)(1 —x2)(1 — a)b
+b(ay, + f,b)(1 —x)(1 —a®)b + b(az + B3b)(1 —x2)(1 —a®)b
= (ag + Bob)(1 —x)(1 — a®) + (a; + B;b)(1 — x*)(1 — a?)
+(ay + Bb)(1 —x)(1 - a) + (a3 + B30)(1 — x*)(1 — a)
=Y
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
ay+ Pob =a, +pB,bvea; + f1b = a3+ f3b
yani,
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Ay = Az, a1 = a3, Bo = P2, p1 = PB3
esitliklerinin saglanmasidir. Boylece,

Y =(ap+Bob)(1=x)(a?+a—2)+ (a; + B1b)(1 —x*)(a? + a—2)
formundadir. Ote yandan, (1 —a)y = y(1 — a) olabilmesi igin gerek ve yeter sartlari
inceleyelim. Bu durumda,

(1-a)y=1-a)(a + ob)(1 —x)(a® +a—2)
+(1 —a)(a; + p1b)(A1 —x¥)(a? +a—2)
= (ag + Pob — aga — Boab)(1 — x)(a? + a — 2)
+(ay + p1b — aya — Biab)(1 — x?)(a? + a — 2)
ve
y(1—a) = (ao + Bob)(1 - x)(a* + a —2)(1 - a)
+(ay, + p1h)A —xH)(@®> +a—-2)(1—a)
= (ag + Pob — aga — Boba)(1 — x)(a? + a — 2)
+(a; + b — aja — Biba)(1 —x?)(a? + a — 2)
esitlikleriyle (1 — a)y = y(1 — a) olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartm B, =, =0
olacagi agiktir. Boylece, J, cebirinde merkezi bir eleman
y=a,(1—-x)@*+a-2)+a;(1—x*)(a*+a—-2)
formunda olur. n
Onerme 4.3.5. U,(1 + Z(J,)) i¢inde asikar olmayan birimsel eleman yoktur.
Ispat. Yukaridaki dnermeyle
ZU) =1 —-x)@*+a-2),1—x%(a?+a-2))
oldugu ispatlanmis olup z, = (1 —x)(a?+a—2) ve z.2:=(1—-x2)(a’*+a—2)
olsun. Bu durumda,
Z,% = —6Z, + 32,2,
ZyZy2 = Zy2Zy = —3Zy — 3Zy2,
Z,2% =32, — 62,2
islemleriyle, 1+y =1+ Pz, +Qz,2 € U;(1+ Z(J,)) oldugunu kabul edelim. Bu
durumda, 6yle bir14+ 6 =1+ Rz, + Sz,2 € U;(1 + Z2(J,)) vardir ki (1 + y)(1 + 6) =
1 olmalidir. Dolayisiyla,
A+y)(1+8)=Q+Pz,+Qz,2)(1 + Rz + Sz,2)
=1+ z/[P+R—-6PR—3QR— 3PS+ 30Q5]
+2,2[Q + S+ 3PR —3QR — 3PS — 6QS] = 1
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olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
P+R—-6PR—-3QR—-3PS5+3Q5=0
Q+S+3PR—3QR—-3PS—-6Q5=0
olup

srise 1-sr—salls)= ol

sisteminin tek bir tamsay1 ¢6ziimii mevcuttur. Bu ise,

A_[1—6P—3Q —3P +3Q
=| 3p-30 1-3P-60Q

matrisi icin det(4) = 1 olmasi ile miimkiindiir. Burada,

det(4) = 1 + 27P% + 27Q% + 27PQ — 9P — 9Q
olup

det(4d) =1 3P2+3Q?+3PQ—-P—-Q=0
cift gerektirmesinden 3P? + 3Q2 + 3PQ — P — Q = 0 denkleminin tek tamsay1 ¢oziimii
P = Q = 0 olur ki bdylece U, (1 + Z2(J,)) = {1} elde edilir. n
Teorem4.3.6. J, = ((1 — b)(ay; — a1, — Ap1 + @,,)) alt cebirini ele alalim. Bu durumda,

Ui(1+2) = (1 +]J4) nU(ZS3)

2 (u€ U (ZS;): uk =1+ ky,Vk € Z,Vy € J,}

kapsamasi1 saglanir.

Ispat. w, birimin 3. dereceden primitif koki ve S; grubunun bir temsili

p: S; — GL(2,{w))
—  p(a)
b —  pb)
x —  p(x)

oyle ki
_Jw 0 _J0 1 _[w* 01_, -2
p@=g le® =[] o|ec=[0" O]=w

olsun. Bu durumda, p temsili ZS; integral grup halkasina lineer bir sekilde genisletilirse,
A; € 7S5 olmak Uzere, p: ZS; — M, (Z{w)),

_ 2 0

Ay + Agx + A,2) = p(A)l, + p(4) [ O] +p(a) @ ]

0 w 0

temsili elde edilir.

Ja = (11, @12, A1, Az, bayg, bayz, bayy, bayy )y

oldugu hatirlanarak, J, iin acik formu olan
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{cia11 + a5 + c3001 + C4y, +dibayy + dybay, + dsbayy + dybay,:c, d; € 7}
kiimesi ve p altindaki goriintiisii olan

B e St v, et a] e eden
yardmyla, p(J,) € M, (Z) olmasi igin gerek ve yeter sartin
C1=C4Cy = C3,dy =dy,dy = d3
oldugu agiktir. Bu durumda, bir J, € J, alt cebirini;
{c1(ayr + azz) + ca(ag + az1) + di(baygy + bayy) + dy(bay, + bay):c;, d; € Z}
seklinde olusturmak miimkiindiir ki p temsili altinda goriintiisii

p_(]_) ={3[_C3w2_C2w+C1+C4 _dlwz_d4w+d2+d3 .
4 _d3(l)2 - dzw + d1 + d4 —C1w2 - C4(U + Cz + C3 )

2mi

a)=eT;C1=C4, c, =C3, d1=d4,d2=d3,Ci,diEZ}

. 2¢;+ ¢, di+2d,]
_{3[2d1+d2 ¢, + 2c¢, 1, dy € L}

seklinde elde edilir. Boylece, keyfi bir

¥ = ciayy + az) + cpag, + azy) + di(bay, + bayy) + dy(bay, + bayy) € 4
elemanialmipu = 1 + y € U(1 + J,) kabul edildiginde ], (izerinde parametrik sartlar elde
edilir. Bunun igin,

3[3(cit ) + (1 —¢z) 3(dy+dy) — (dy — dy)

P =L F 313, + dy) + (dy —d)  3(cr + ) — (cr — ¢)

goruntusti incelenmelidir. Béylece, det (5(w)) = 1 olabilmesi igin gerek ve yeter kosul
9 3 9 3
(1 +§(C1 +¢2) +§(C1 - Cz)> <1 +§(C1 +c2) —5(01 - Cz)>

81 9
- I:Z (dl + dz)z - Z(dl - dz)Z] = 1
esitliginin saglanmasidir ki s6z konusu denklem diizenlenirse,
¢+ ¢+ 9(cr +¢2)? + (dy — dp)? = (cr — )% +9(dy + d3)?
elde edilir. Bu denklemin ¢; = —c, = —d; = d, ile saglandigin1 gormek zor degildir.
Boylece, bu 6zel ¢oziimle beraber,
YEJai={y €Jsic; = —c; = —d; = d,}

elemant igin

¥ =c(1=b)(ayy — @y — a1 + @) €4
olup
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_ _ 1+ 3c 3c
p(u) = p(l +)/) = [ —3611 1— §C1]

ve tersi

1-3c —3c
— -1 __ 1 1
™ = [ 3¢, 1+ 3c1]

olur. Bu durumda, Vk € N igin,

1+ 3kc; 3kc, ]

pwk = pw*) = p(1 +ky) = [ —3ke, 1-—3kc

olur. p|y1+7;) kisitlanigt birebir oldugundan istenen elde edilir. Yani,
uk=1+ky,vk € Z,Vy €],
olur. |
Sonug 4.3.7. J, karakteristigi kar R = k olan degismeli ve birimli bir R halkasi iizerinde
tanimlanan bir cebir olmak iizere; U;(1+ J,), mertebesi k olan burulmali birimsel
elemanlar icerir.
Teorem 4.3.8. J, = Z{(b)(1 — a)DZ(b)(1 — a?) olmak lzere,
U,(1+J,) =@ +J,) nU,(ZS3)
icinde asagidaki formda bir altgrup vardir.
(1+ (ko + k)1 —a) + (ky + ksb)(1 — a?):k; € Z)
oyle i ko + ky? — ky? — ks + koky + ko + ky + kyks = 0.
Ispat. Simdi, u = 1 + (ko + k;b)(1 — a) + (k, + k3b)(1 — a?) € U;(1 + J,) seklinde

2mi

bir birimsel eleman alallm. w = e 3 olmak Uzere,

p: S; — GL(2,{w))
—  p(a)
b —  p(b)
x = pk)

oyle ki
p@=[2 2o =] i em=[2" )=,

temsilinin ZS3 tizerine lineer genislemesi altinda

5(0) = 1+ko(1-—w)+k,(1-w?) k(1—w)+k;(1—w?)
PRV k(= 0?) +ks(l—w) 1+ ko(1 — 02) + ky(1 — w)

elde edilir ki,
det(p(w)) = 1+ 3(ko” + ky® — Ky — k3® + koky + ko + ky + kik3) € U(Z)
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oldugundan ko + k2 — ky® — ky® + koky + ko + ky + kiks = 0 esitligini Z de
saglayan k, k4, k, Ve ks tamsay1 degerleri aranmalidir. ]
Burada, asikar olmayan tamsay1 ¢6ziimlerden biri,
ko =ki =k, =k; =-1
oldugundan,
u=1+((-1-bA-a)+(-1-b)(1-4a?
formunda, burulmali olmayan bir Urete¢ elde edilebilecegi gbzlemlenmelidir.
Teorem 4.3.9. U;(1+J,) x (b) =V x(a) x(b) dyle Ki V = upq, Upgq Upazq)s S3
grubunun burulmali olmayan normal tiimleyenidir.
Ispat. ], = Z{b}(1 — a)®Z(b)(1 — a?), my:ZS; » Z(b), my(a)=1 ile tanimh
homomorfizmanin ¢ekirdegi olup,
Ur(1+]3) = (1 +J2) NnUL(ZS3)

bu homomorfizmanm birimsel gruplarina kisitlanisinin ¢ekirdegidir. Boylece,

Us (1 +J2) = Uy (2S3) = Uy (b))
yazilabilir. U, (Z{b)) © U,(ZS5) oldugundan verilen tam dizi yar1 direkt ¢arpim olarak

U,(ZS3) = Uy (1 + J5) = Uy (Z{b))
biciminde ayrisim genislemesine sahiptir. Dolayisiyla,

Uy (ZS5) = V % Ss

ve U, (Z({b)) = (b) oldugundan,

Ur(1+4];) @ (b) =V x(a) x (b)
izomorfizmasi elde edilir. ]
Teorem 4.3.10. J; = Z{b)(1 — x)®Z(b)(1 — x?) olmak Ulzere,

Ui(1+J3) = (1 +]3) nUL(ZS3) = (x) = C5

tar.
Ispat. {b,x) = (bx) =~ Cs oldugundan, m,: Z{bx) — Z{b) Gyle Ki

5
T (Z ci(bx)i) =(c;+c3+cs)+(cg+cy+cy)b

i=0
ile tanimli halka homomorfizmasinin ¢ekirdeginin Ker m, = J; olmasindan dolay1 7, in
birimsel gruplarina kisitlanigi olan 7,.: U; (Z{bx))— U, (Z(b)) grup homomorfizmasmin
cekirdeginin U; (1 + J3) = (1 + J3) N U, (Z{bx)) oldugu goriilebilir.

C, = U (Z(b)) & U, (Z{bx)) = U,(ZCy) = Cq4
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oldugundan

U (1+J5) 5 Co 3 G,
tam dizisinin ayrisim genislemesi mevcuttur. Yani, Cg =~ U; (1 + J3) X C, olur. Buradan,
Up(1+]3) = (x) = (3
elde edilir. Bu da U;(1 + J;) yapisinin agikar birimsel elemanlardan ibaret oldugunu
gosterir. ]
Teorem 4.3.11. Degismeli ve o(a) = o(x) =3 olan a, x iiretecleri igin yukarida

gosterildigi gibi a;; = (1 — x*)(1 — a’) olsun. Eger bir u € U; (1 + J,) icin

ve vn € {0,1,2,3} icin k,, € Az(C,) ise bu durumda, U, (1 + J,) birimsel grubunda
(1 4+ coW; + c;Wy:icy,¢cq €EZ)
Ve uy, w, = 1+ W AW, olmak tzere,
(uwl,wz) = (o
formunda burulmali olmayan altgruplar mevcuttur. Burada,
W, =0-b)(1—-x)(a?—a), W, =(1-b)(1—x>)(a’?—a)velE€E],olup
AW, = Wi A ve AW, + W, A dir.

fspat.
p: S35 — GL(2(w))
a —  pl@
b —  pb)
x —  p(x)
oyle ki
p@=[2 2o =] i em=[2" )=,
temsili J, idealine kisitlandiginda,
[20-w) - (1 -w?) 0
plar) = 0 A-w)+1- a)z)]'
[A-w)+(1-w?) 0
plarz) = [ 0 2(1—w) — (1 - a)z)]'
[A-w)+ (1 —-w?) 0
plaz) = [ 0 ~1-w)+2(1- a)z)]'



89

plas) =17 Jcr) e (1-w) 3(1 — w?)
temsilleri elde edilir. Simdi,,

u=1+koays +kiai, + ko, +kza,, € Uy (1+],)
oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

_fuy O
p(u) - 0 uZ

oyle ki
U, =14 Qko+ ky + ky —k3)(1 — w) + (ko + ky + ky + 2k3)(1 — 0?)
U, = 1+ (ko + 2ky —ky + k3)(1 — ) + (kg — ky + 2k, + k3)(1 — w?)
olmak Uzere,

p =[O,
tersine sahiptir. Burada,

Uy, Uy € Uy (ZC{w))
ve U, (Z{w)) = (w) oldugundan artim eslemesi altinda £(u,), e(u,) € (w) olur. Ancak,

Ve(k;) € Z oldugundan, (u,) veya £(u,) kompleks degerli olamaz. Bdylece,

3 3
e(u)) =1+ 2 (e(ko) + 2e(ky) + 2e(k,) + e(k3)) + 2 (—s(ko) + s(ks))\/—B =1
olabilmesi igin gerek ve yeter sart
e(ky) = e(ks) ve e(ky) + e(ky) + e(ky) =0
seklindedir. Benzer sekilde,

3 3
e(u,) =1+ 3 (2£(k0) —e(ky) + e(ky) + 28(k3)) + E(_g(kl) +3e(ky))V-3=1
esitliginin gegerli olmasi i¢in de gerek ve yeter sart

e(kq) = 3e(ky) ve e(ky) — e(ky) + (k) = 0
olup, Vi € {0,1,2,3} icin e(k;) = 0 yani k; € Az(C,) durumu elde edilir. Dolayisiyla,

2 Zz:knaij = iii cn(1—b)ay;

formuyla ifade edilebilir. Burada, Vc,, € Z olup,
v, =Qco+ci+cy—c3)A—w)+ (—co+ ¢ + ¢ +2¢5)(1 — w?)
ve

v, =(co+2¢c;—c+¢c3)(1—w)+ (cg— ¢y +2¢;, + ¢3)(1 — w?)
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olmak Uzere

1 + 171 —172
—171 1 + 172

p(u) =

seklinde ifade edilir oyle ki
det(p(w)) = 1+ 3¢y + 3¢1)(1 — w) + (B¢, + 3¢3)(1 — w?) € Uy (Z{w)) = (w)
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢y + ¢; = 0 ve ¢, + ¢3 = 0 oldugundan
Wy =1 -b)(1-x)(a®—a)
ve
W, =(1-b)1—-x*(a® - a)
icin u =1+ coW; + ¢, W, olur. Burada, W; ve W, iki indeksli nilpotent elemanlar ve
W,W, = W,W; = 0 oldugundan u~! = 1 — ¢, W, — ¢; W, bicimindedir. Ayrica, Vn € N
icin
A+ oWy + ;W)™ =1 4+ negW; + ne, W,
esitligi gecerli oldugundan (1 + coW; + ¢;W,: ¢y, ¢; € Z) burulmali olmayan bir
altgruptur. Benzer sekilde, W, W, = W, W, = 0 oldugundan, keyfi bir A € J, icin W, AW,
de yine bir nilpotent eleman olup A € J, elemanmnin W; veya W, ile degismeli olmasi
durumunda,
WiAW, =0
esitligi ile sadece uy, w, = 1 + W, AW, = 1 asikar birimsel elemani elde edilebileceginden
dolay1 W, veya W, ile degismeli olmayan A € J, elemanlariyla
Uy, w, = 1+ WiAW,

formunda asikar olmayan birimsel elemanlar olusturulabilir 6yle ki tersinin

Uy, t =1 —WiAW,
oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica, Vn € N igin,

Uy, w," = 1+ nW AW,
olacagmdan,

(uwl,wz) = (o

olur. |
W, veya W, ile degismeli olmayan her bir A; € J, i¢in

Coo (1) = (1 + Wy A, W5)
ve

S: = {1 + W].A'l'WZ:Al' E]4, /11W1 * W]_/li,/liWZ * Wzlli, (/1,' * 0 = WllliWZ * 0)}
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olmak tizere, taban1 S olan
)= [ co
Ai€la
sonsuz devirli gruplarin serbest bir Abel grubu elde edilebilir.
Onerme 4.3.12. T = (W, AW,: A € J,, AW, = WA, AW, # WA, (A #= 0 = W AW, # 0))
olmak Uzere toplamsal olarak J, =~ T dir.
Ispat. f:], = T, f(A1) = W, AW, déniisiimiinii tammlayalim. Bu durumda, 14, 1, € J, icin,
fA +2,) = Wy (A4 + L)W, = WAL W, + WAL W, = f(41) + f(4,)
oldugundan f bir grup homomorfizmasidir.
f() = f(Ay) = WA W, = Wi ALW, = Wi (A4, — AW, =0
oldugundan T nin tanimindan dolay1 A, — 1, = 0 yani A, = A, olup f birebirdir. Ayrica,
yine T nin tanimindan dolay1 f nin &rten oldugu da agik¢a goriilebilir ki /, = T dir. ]
Tanmim 4.3.13. 1 + J, ilizerinde 6zel bir islem asagidaki gibi tanimlansin.
®:A+/)OA+/) > A+/),A+a)®A+p) =1+ (a+p)
UPA+J) =fueU,(1+/):IweU,(1+]),u®v =1}
kiimesine U, (1 + J,) deki ®-birimsel elemanlarin kiimesi denir.
Onerme 4.3.14. Ul®(1 + J,) = (S) dur.
Ispat. g: U1®(1 +J,) — (S) dyle ki g(1 + 1) = 1 + W, AW, seklinde tammlansin. g nin
iyi taniml1 oldugu agiktir. Ayrica,
I+ @ 1+p)=g(1+(a+p)

=1+ W (a+ W,

=1+ (WyaW, + W, W,)

=1+ WaW,)(1 + W, 8W,)

=g(1+a)g(1+h)
oldugundan g bir grup homomorfizmasidir. 1 + WA, W, =1+ W;1,W, oldugu kabul
edildiginde Wy 4, W, = W; A, W, ve boylece W; (1, — A,)W, = 0 olup 4, — 4, = 0 yani
A = A, esitligi elde edilir. Bu da g nin birebir oldugunu gosterir. (S) nin tanimi, g nin
ortenligini dogrudan vereceginden g bir izomorfizmadir. Boylece U;(1 + J,) birimsel

grubu ile U1® (1 +J,) arasinda tammlanacak birim doniisiimle Z-modller bakimindan

Uy (1+]) = UL +],) =(S)
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yazilir.

Boylece, halka diizeyinde agagidaki tam dizilerin degismeli diyagrami yazilabilir.

Ja S5 Zbxa-D @U@ -1) = J,
‘l'i ‘Li ‘l’i
IS;(x — 1) DILS;(x2 — 1) — VAN 5 zs,
lna i”a l’”a
I3 > Z(b, x) 5 Z(b)

Burada, 7, ve m, izdiisiimlerinin tersi olarak gomme fonksiyonu diistiniildigiinde her
satir ve siitunda ayrisim genislemeleri miimkiindiir. Elde edilen bu tam diziler birimsel

gruplarina kisitlandiginda grup diizeyinde asagidaki tam diziler yazilir.

i Ty
Up(1+]) - - U(1+)y)
‘l’i *l'i “l’l'
SOUESs) S UL(ZSs)
l”a lﬂa lﬂa

X

Ui(l+]) » UZbx) 5 U, b))

Sonug 4.3.15. Asagidaki ayrisim genislemeleri gecerlidir.
Ui (ZS5™) = Uy (1 + [ZS5(x — 1) D ZS;(x? — 1)]) x U, (ZS5);
U, (ZS5") = Uy (1 + [Z{b, x)(a — 1) @ Z({b,x)(a? — 1)]) x U (Z(b, x));
Ur(1+ [ZS5(x — 1) @ ZS3(x* — 1)) = Uy (1 + J4) ¥ Uy (1 +J3);
U1(ZS3) = U1 (1 + J,) > Uy (Z<b));
Uy (1 + [Z(b, x)(a — 1) @ Z(b, x)(a* — 1)]) = U; (1 +J,) x U, (Z(b));
Sonug 4.3.16.

S;:=58;%xXC;3 ={(a,b,x:a®=b*=x3=1,bab ! = a™!,ax = xa,bx = xb)
olmak (izere ZS3 integral grup halkasinin birimsel elemanlar grubu igin

U, (ZS3) = ({S) @ {(x)) x (V x(a)) x (b)

izomorfizmasi saglanir. Burada, V = (U g, Upg a) Upa2 o)
W,=0-b)(1-x)(a*—a), W, =(1—->b)(1—x?)(a?—a) Ve
S={1+ W AWy A; € 4, AW, = WA, AW, = Wy, (4; # 0 = WA, W, + 0)} dir.
Ispat. Bir dnceki sonugtan da anlagilabilecegi gibi,

Uy (ZS57) = Uy (1 + [ZS3(x — 1) © ZS5(x? — D]) % U (ZS3)
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gecerli olup U; (1 + [ZS5(x — 1) @ ZS;(x? — 1)]) yerine U;(1+ J,) X U;(1+J3) ve
U, (ZS5) yerine de U, (1 + J,) % U, (Z({b)) yazilirsa
U, (ZS3) = (U (1 + J4) x Uy (1 + J3)) » (U (1 + J2) x U, (Z(b)))
elde edilir. Burada, U; (1 + J,) = (S),U; (1 + J3) = (x), U, (Z(b)) = (b)
ve Teorem 4.3.9. ile ispatlandig1 lizere
Ur(1+J3) x(b) =V x(a) x (b)

oldugundan istenen elde edilir. ]






5. TARTISMA VE SONUC

Giris bolimiinde de ifade edildigi gibi, grup halkalar1 ve onun iizerinde tanimli
0zel elemanlar arastirmacilar tarafindan hem teorik hem de uygulamaya doniik yonleriyle
konunun ortaya ¢iktig1 19. yiizyilin sonlarindan beri yogun ilgi gérmektedir. Ozellikle,
degismeli ve birimli bir halka iizerinde tanimli degismeli grup halkalarinda nilpotent,
idempotent ve birimsel elemanlarin yapisi1 ve grup halkasindaki yogunlugu uygulamali
matematigin bir cok alaninda oldugu gibi, cebirsel sayilar teorisi, temsil teorisi, kodlama
teorisi ve kriptografi gibi alanlarda arastirmacilarin karsisina ¢gikmaktadir.

Birimsel elemanlar, konunun temellerinin atildig1 ilk zamanlarda incelendigi gibi
aslinda, sadece asikar birimsel elemanlar, unipotent birimsel elemanlar, Bass devirli
birimsel elemanlar ya da alterne birimsel elemanlardan ibaret olmayabilir. Bu formdaki
birimsel elemanlardan baska nilpotent ve idempotent elemanlar yardimiyla da birimsel
elemanlar olusturulabilir. 11k defa Danchev tarafindan ortaya atilan idempotent birimsel
elemanlar ve nilpotent birimsel elemanlar kavrami kisith bir ¢ergevede incelenebilmis ve
sadece degismeli ve birimli bir R halkasi tizerinde G grubunun 2 ve 3 mertebeli oldugu
durumlar ele alinmistir (Danchev, 2009b; 2010a; 2010b; 2012). Bu tezin amaglarimdan
biri, mertebesi dort ve dortten biiyilk abel gruplarin degismeli grup halkalarinda
idempotent ve nilpotent birimsel elemanlar1 karakterize etmektir.

Tezin ilk iki béluminde bazi temel tanim ve teoremler ve literatiirde yapilmis olan
calismalar verildikten sonra, bulgular béliminde Danchev (2012) tarafindan sunulan
grubun destegi kavrami genisletilmis ve bilesik tamsayilar cinsinden tanimlanmistir. Bu
tanimla, Abel gruplarin direkt carpimlari iizerindeki degismeli ve birimli grup
halkalarinda tiim birimsel elemanlarin nilpotent birimsel eleman yapisinda olmasi iizerine
baz1 gerek ve yeter kosullar elde edilmistir. Boylece mertebesi iicten biiyiik gruplar icin
bazi sonuclar elde edilmistir.

Yine bulgular boliminde, parametreleri degismeli ve birimli bir R halkasi
iizerindeki ortogonal idempotent elemanlarmn bir tam kiimesi yardimiyla olusturulan
idempotent birimsel elemanlar yine grubun bilesik tamsay1 formunda tanimlanan destegi
ile incelenmis ve tiim birimsel elemanlarin sadece idempotent birimsel eleman yapisinda

olabilmesi i¢cin gerek ve yeter sartlar arastirilmistir. Ayrica, Abel direkt carpim
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gruplarinin degismeli ve birimli grup halkasinda birimsel elemanlar grubunun agikar
birimsel elemanlar ve idempotent birimsel elemanlarin direkt ¢arpimlari cinsinden bir
karakterizasyonu sunulmustur.

Bu baglamda konu ile ilgili olarak hala incelenmesi gereken problemler
mevcuttur. Ornegin, degismeli ve birimli bir R halkasi iizerinde,

V(R(G x H)) = id(RG) X id(RH)
esitliginin saglanabilmesi icin gerek ve yeter sartlar acik bir problemdir. Benzer sekilde,
V(R(G x H)) = id(RG) X (1 + I(N(R)H; H))
ve
V(R(G x H)) = (1 + I(N(R)G; G)) X id(RH))
esitliklerinin saglanabilmesi igin gerek ve yeter sartlar da arastirilmayr bekleyen agik
problemler arasinda yer almaktadir.

Degismeli olmayan integral grup halkalarinda birimsel elemanlarin karakterize
edilmesi ile ilgili olarak yapilan caligmalarin, degismeli integral grup halkalarina nispeten
daha az oldugu soylenebilir ki bu baglamda, bulgular béliminin Ggtincl alt béliminde
6 mertebeli simetrik grup ile 3 mertebeli devirli grubun direkt ¢carpimlarinin integral grup
halkasidaki birimsel elemanlarin grubu, bu direkt ¢arpim grubunun ikinci dereceden
kompleks temsilleri genisletilerek tanimlanmastir.

Literatiire katkis1 bakimindan konu, bu tezde calisilan problemler ve hala
arastirilmay1 bekleyen problemlerin biitiiniiyle incelenmesinden yola ¢ikilarak, grup
halkalarinin 6zel yapidaki elemanlarinin bilhassa degismeli olmayan gruplarin grup
halkalarinda incelenmesi tiizerine degisik metotlarm gelistirilmesiyle daha da

zenginlesecektir.



KAYNAKLAR

Aleev, R. Zh., Panina, L. V., 1999. The units of cyclic groups of order 7 and 9. Izv.Vyssh.
Uchebn. Zaved. Mat., 11: 81-84.

Allen, P. J., Hobby, C., 1980. A characterization of units in ZA,. J. Algebra. 66: 534-
543.

Anderson F.W, Frank K. R., 1992. Rings and Categories of Modules, Springer-Verlag,
Berlin, Germany.

Allen, P. J., Hobby, C., 1987. A note on the unit group of ZS; Proc. Amer. Math. Soc.,
99: 9-14.

Ar1 K., 2003. A different characterization of U, (ZCg). Int. J. Appl. Math., 12(2): 109-
113.

Bilgin, T., 2004. Characterization of U, (ZC;,). Int. J. Pure Appl. Math., 14:531-535.

Bilgin, T., Kiismiis, O., Low, R. M., 2016. A characterization of the unit group in Z[T x
C,]. Bull. Korean Math. Soc., 53: 1105-1112.

Bourbaki, N., 1989. Commutative Algebra, Chapters 1-7, Elements of Mathematics
(Berlin), Springer, Berlin. 625.

Brauer, R., Noether, E., 1927. Uber Minimale Zerfillungenskorper Irreduzibler
Darstellungen. Siz. Preuss. Akad. Wiss. Berlin, 221-228.

Brauer, R., 1929. Uber systeme hypercomplexer zahlen. Math. Z. 30: 79-107.

Cayley, A., 1854. On the theory of groups as depending on the symbolic equation. Phil.
Mag. 7: 40-47.

Connell, 1.G., 1963. On the group ring. Can. J. of Math. 15: 650-685.

Craven, D. A., 2008. The Theory of p-Groups. http://web.mat.bham.ac.uk/ D.A.Craven/
docs/lectures/pgroups.pdf. Hilary Term. Erisim Tarihi: 22.07.2019.

Danchev, P. V., 2005a. A note on trivial units in abelian group rings. An Univ. Bucuresti
Mat., 54(2): 229-234.

Danchev, P. V., 2005b. On the trivial units in finite commutative group rings. Math.
Commun., 10(2): 143-147.

Danchev, P. V., 2008a. A note on a formula of may concerning normed units in abelian
group rings. Bull. Allahabad Math. Soc., 23(1): 155-158.

Danchev, P. V., 2008b. Note on a decomposition of normalized unit groups in abelian
group algebras. Bull. Allahabad Math. Soc., 134(3): 631-635.

Danchev P. V., 2008c. Trivial units in commutative group algebras. Extr. Math., 23: 49-
60.

Danchev P. V., 2009a. Trivial units in abelian group algebras. Extr. Math., 24: 47-53.

Danchev P. V., 2009b. Idempotent units in commutative group rings. Kochi J. Math., 4:
61-68.

Danchev P. V., 2010a. Idempotent units of commutative group rings. Commun. Algebra,
38: 4649-4654.

Danchev P. V., 2010b. On some 1dempotent-torsion decomposition of normed units in
commutative group rings. J. Calcutta Math. Soc., 6: 31-34.

Danchev P. V., 2011. Idempotent-torsion normalized units in abelian group rings. Bull.
Calcutta Math. Soc., 103(1): 31-34.

Danchev P. V., 2012. G-nilpotent units of commutative group rings. Comment. Math.
Univ. Carolin., 53(2): 179-187.


http://web.mat.bham.ac.uk/%20D.A.Craven/%20docs/lectures/pgroups.pdf
http://web.mat.bham.ac.uk/%20D.A.Craven/%20docs/lectures/pgroups.pdf

98

Ferraz, R. C., P. Milies, 2007. Idempotents in group algebras and minimal abelian
codes. Finite Fields Appl., 13(2): 382-393.

Ferraz, R. A., 2003. Free subgroups in the units of Z[Kg X C,,]. Commun. Algebra,
31(9): 4291-4299.

Ferraz, R. A., 2009. Units of ZC,. Contemp. Math., 499: 107-119.

Ferraz, R. A., Kitani, P. M., 2015. Units of ZC,». Commun. Algebra, 43: 4936-4950.

Ferraz, R. A., Marcuz, R., 2016. Units of Z(C, X C;) and Z(C, X C;, X C;). Commun.
Algebra, 44: 851-872.

Ferraz, R. A., Simon, J. J.,, 2008. Central units in metacyclic mtegral group rings.
Commun. Algebra, 36(10): 3708-3722.

Ferraz, R. A., Simon, J. J., 2016. Central units in ZC, ;. Commun. Algebra, 44: 2264-
2275.

Ferraz, R. A., 2004. Simple components and central units in group algebras. J.
Algebra, 279: 191-203.

Fraleigh J. B., 2002, A First Course in Abstract Algebra. Addison Wesley.

Herman A., Li Y., Parmenter M. M., 2005. Trivial units for group rings with G-adapted
coefficient rings. Canad. Math. Bull., 48(1): 80-89.

Higman, G., 1940a. The units of group rings. Proc. London Math. Soc., 46(2): 231-
248.

Higman, G., 1940b. Units in Group Rings. (doktora tezi, basilmamis). University of
Oxford, United Kingdom.

Hungerford T. W., 1974. Algebra. Springer-Verlag, New York.

Hughes, I., Pearson, K. R., 1972. The group of units of the integral group ring. Canad.
Math. Bull., 15: 529-534.

Hurley B, Hurley T., 2011. Group ring cryptography, Int. J. Pure Appl. Math., 69(1):
67-86.

Jespers, E., 1995. Bicyclic units in some mtegral group rings. Canad. Math. Bull., 38:
80-86.

Jespers, E., Leal G., 1991. Describing units of mtegral group rings of some 2-groups.
Comm. Algebra, 19(6): 1809-1827.

Jespers, E., Parmenter, M. M., 1992. Bicyclic units in ZS5. Bull. Soc. Math. Belg. Sér.,
44(2): 141-146.

Jespers, E., Parmenter, M. M., 1993. Units of group rings of groups of order 16.
Glasgow Math. J., 35: 367-379.

Kaplansky, 1., 1970. Problems in the theory of rings (revisited). The Amer. Math.
Monthly. 77: 445-454.

Kaplansky, 1., 1957. Problems in The Theory of Rings. Washington: Nas- NRC Publ.
pp: 1-3.

Karpilovsky G., 1982. On units in commutative group rings. Arch. Math. (Basel), 38:
420-422.

Karpilovsky, G., 1983a. Commutative Group Algebras. New York: Marcel Dekker. 223.

Karpilovsky, G., 1983b. On finite generation of unit groups of commutative group
rings. Arch. Math. (Basel), 40: 503-508.

Karpilovsky, G., 1989. Unit Groups of Group Rings. Harlow: Longman Science and
Technology. 393.

Karpilovsky, G., 1990. Units of commutative group algebras. Expo. Math., 8: 247-287.



99

Kelebek, I.G., Bilgin, T., 2014. Characterization of U, (Z[C, %X K,]). Eur. J. Pure Appl.
Math., 7(4): 462-471.

Kelebek, 1.G., Bilgin, T., 2013. Computing the rank of U(ZA). Int. J. Algebra. 7(3):
145-156.

Kiismiis, O., Denizler i. H., 2014. Construction of units in ZC,,, Int. J. Algebra.
8(10): 471-477.

Kiismiis, O., 2015. On the units of mtegral group ring of C, X Cs. Algebra Discrete
Math., 20(1): 142-151.

Lambeck, J., 1996. Lectures on Rings and Modules. Toronto: Blaisdell. 283.

Li, Y., 1998. Units of Z(G X C,). Quaest. Math., 21(3-4): 201-218.

Li, Y., Parmenter, M. M., 1997. Central units of the integral group ring. Proc. Amer.
Math. Soc., 125(1): 61-65.

Low, R. M., 2008. On the units of the mtegral group ring Z(G X C,). J. Algebra
Appl. 7(3):393-403.

May, W., 1976. Group algebras over finitely generated rings. J. Algebra, 39: 483-511.

Milies C. P., 2007. Idempotents in group algebras and minimal abelian codes. Finite
Fields and Their Applications, 13(2): 382-393.

Milies C. P., 1973. The group of units of the integral group ring ZD,. Bol. Soc. Brasil.
Math. 4(2): 85-92.

Milies C. P, Sehgal S. K., 2002. An Introduction to Group Rings. Kluwer Academic
Publishers, London. 371.

Molien, T., 1897. Uber die invarianten der linearen substitutionsgruppen.
Sitzungber.Konig. Preuss. Akad. Wiss. (J. Berl. Ber.) 52: 1152-1156.

Molien, T., 1893. Uber systeme hoherer complexer zahlen. Math. Ann. Bd. 41: 83-156.

Noether, E., 1929. Hypercomplexe grdssen und darstellungtheorie. Math. Z. 30: 641-
692.

Passman, D.S., 1977. The Algebraic Structures of Group Rings. New York: Wiley. 734.

Ribenboim, P., 1969. Rings and Modules. New York: Interscience. 162.

Ritter, J., Sehgal., S. K., 2005. Trivial units in RG. Math. Proc. R. Ir. Acad., 105A(1):
25-39.

Sehgal, S. K., 1978. Topics in Group Rings. New York: Marcel Dekker. 251.

Sehgal, S. K., 1993. Units in Integral Group Rings. Essex: Longman Scientific &
Technical. 357.






0Z GECMIS

1990 yilinda Kocasinan/KAYSERI’de dogdu. Ilk ve orta 8grenimini Kayseri’de
tamamlad1. 2012 yilinda iiniversite lisans egitimini Istanbul’da tamamlad1. 2012 yilinda
Van Yiiziincii Y1l Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii'nde yiiksek lisans egitimine
baslad1 ve 2014 yilinda yiiksek lisans egitimini tamamladi. 2014 yilinin giiz doneminde
ayni enstitiide doktora egitimine basladi. Halen Van Yiiziincii Y1l Universitesi Fen

Fakiiltesi Matematik Boliimii biinyesinde arastirma gorevlisi olarak caligmaktadir.



T.C
VAN YUZUNCU YIL UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
LiSANSUSTU TEZ ORIJINALLIK RAPORU

Tarih: 16.08.2019

Tez Bashg / Konusu:
GRUP HALKALARINDA NIiLPOTENT, IDEMPOTENT VE BIRIMSEL ELEMANLAR

Yukarida baghgvkonusu belirlenen tez ¢alismamin Kapak sayfasi, Giris, Ana boliimler ve Sonug
boliimlerinden olusan toplam 64 sayfahk kismma iligkin, 16/08/2019 tarihinde sahsim/tez danismanim
tarafindan Turnitin intihal tespit programindan asagida belirtilen filtreleme uygulanarak alinmis olan orijinallik
raporuna gore, tezimin benzerlik orani % 16 (onaltr) dir.

Uygulanan filtreler asagida verilmistir:

- Kabul ve onay sayfasi harig,

- Tesekkiir harig,

- [gindekiler harig,

- Simge ve kisaltmalar haric,

- Gereg ve yontemler haric,

- Kaynakga haric,

- Alintilar harig,

- Tezden g¢ikan yayinlar harig,

- 7 kelimeden daha az drtiisme iceren metin kisimlari harig (Limit inatch size to 7 words)

Van Yiiziincii Y1l Universitesi Lisansiistii Tez Orijinallik Raporu Alinmasi ve Kullaniimasna Iligkin
Yonergeyi inceledim ve bu yonergede belirtilen azami benzerlik oranlarina gore tez ¢aligmamin herhangi bir
intihal igermedigini; aksinin tespit edilecegi muhtemel durumda dogabilecek her tiirlii hukuki sorumlulugu
kabul ettigimi ve yukarida vermis oldugum bilgilerin dogru oldugunu beyan ederim.

S
Geregini bilgilerinize arz ederim. ///

Omer Kiismiis
16.08.2019

A

Adi Soyadi: Omer Kiismiis
Ogrenci No:149102028
Anabilim Dali: Matematik
Programi: Matematik

Statiisii: Y. Lisans O Doktora t/

DANISMAN ONAYI
UYGUNDUR

Dog. Dr. i.‘Hakk: Denizler




	ÖZET
	ABSTRACT
	ÖN SÖZ
	İÇİNDEKİLER
	SİMGELER VE KISALTMALAR
	1. GİRİŞ
	1.1. Direkt ve Yarı-Direkt Çarpım Grupları ve Serbest Gruplar
	1.2. Halkalar ve Halkalarda İdempotent ve Nilpotent Elemanlar
	1.3. 𝑹-Modüller
	1.4. Grup Halkaları ve Özel Elemanlar
	2. KAYNAK BİLDİRİŞLERİ

	4. BULGULAR
	4.1. Direkt Çarpım Gruplarının Değişmeli Grup Halkalarındaki 𝑮×𝑯- Nilpotent Birimsel Elemanlar
	4.2. Direkt Çarpım Gruplarının Değişmeli Grup Halkalarındaki İdempotent Birimsel Elemanlar
	4.3. 𝑼(ℤ(,𝑺-𝟑.×,𝑪-𝟑.)) Birimsel Grubunun Karakterizasyonu
	5. TARTIŞMA VE SONUÇ
	KAYNAKLAR
	ÖZ GEÇMİŞ

