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OZET

VOLTERRA INTEGRO -DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN BAZI
KARARLILIK KRITERLERI

SENGUN, Merve
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Prof. Dr. Cemil TUNC
Agustos 2019, 69 sayfa

Bu tez, yedi bolimden olugmaktadir. Birinci bdlimde, integro-diferansiyel
denklemleri ¢6zmeksizin, bu denklemlerin ¢oziimlerinin niteliksel davranislarini
incelemede kullanilan ydntemler hakkinda kisa bilgiler verildi. ikinci béliimde tez
konusuyla ilgili literatiirde yapilmis olan bazi ¢aligmalar dzetlendi. Uciincii boliimde
tezde kullanilacak materyal ve yontem belirtildi. Dordiincii boliimde, tez konusuyla
ilgili temel bilgi niteliginde olan bazi tanimlar, lemmalar ve teoremler verildi.

Besinci boliimde konvoliisyon tiirden ve konvoliisyon tiirden olmayan Volterra
integro-diferansiyel denklemler ve sistemlerin ile pertiirbe formlarinin ¢6ziimlerinin
sifira yakinsamasi, integrallenebilirlik, kare integrallenebilirlik, kararlilik, sinirlilik,
diizgiin kararlhilik, asimptotik kararlilik, diizglin asimptotik kararlilik ve kararsizlik
durumlart igin bazi sonuglar verildi. Ayn1 zamanda yine bu bdlimde konuyla ilgili
orneklere yer verilmistir. Altinc1 boliimde ise birinci mertebeden lineer ve ¢oklu sabit
gecikmeli bir diferansiyel denklem sistemi, lineer ve degisken gecikmeli bir Volterra
integro-diferansiyel denklem sistemi ile lineer olmayan sabit gecikmeli bir Volterra
integro-diferansiyel denklem sistemi i¢in ¢éziimlerin diizgiin asimptotik kararliligiyla
alakal1 yeter sartlar igeren bazi teoremler verildi.

Son boliimde ise, bu tezde yaptigimiz ¢alismalara iligkin tartisma ve sonug kismi

bulunmaktadir.

Anahtar kelimeler: Asimptotik kararlilik, Diizgiin asimptotik kararlilik,
Integrallenebilirlik, Kararlilik, Kare integrallenebilirlik, Lyapunov ikinci metodu

Sinirlilik, Volterra integro-diferansiyel denklem.






ABSTRACT

SOME STABILITY CRITERIA FOR VOLTERRA INTEGRO -
DIFFERENTIAL EQUATIONS

SENGUN, Merve
M.Sc. Thesis, Department of Mathematic
Supervisor: Prof. Dr. Cemil TUNC
August 2019, 69 pages

This master thesis consists of seven chapters, Chapters 1-7. In first chapter of the
thesis, some short information were given about some methods which are available in
the literature and can also be used to get information on the qualitative behaviors of
solutions of integro-differential equations under investigation without solving them. In
the second chapter of this thesis, some scientific works, which are related to the subject
of this thesis and can be found in the literature, were summarized. In Chapter 3, the
material-method used in this thesis was presented. Chapter 4 includes some basic
information such as definitions, theorems and so on, which are related to the subject of
this thesis. In Chapter 5 of this thesis, some qualitative results were given on the
convergence, integrability, square integrability, stability, boundedness, uniform
stability, asymptotic stability, uniform asymptotic stability and instability of solutions of
Volterra integro-differential equations and systems amd their perturbed form,
convolution and non-convolution type Volterra integro-differential equations and
systems. In Chapter 5, some examples were given on the subject. In Chapter 6, some
theorems, which contain sufficient conditions on the uniformly asymptotically stability
of solutions of certain a linear differential equation system with multiple constant
delays, nonlinear Volterra integro-differential equations first order with variable delay,
non-linear Volterra integro-differential equations first order with constant delay and so
on were given. At the end, a discussion and conclusion about the studies done in this

thesis was given.



Keywords: Asymptotic stability, uniformly asymptotic stability, integrability,
stability, square integrability, the second method of Lyapunov, boundedness,

Volterra integro-differential equation.



ON SOZ

Bu tez calismasinda Lyapunov’un dogrudan metodu ve bilinen esitsizliklerin
bazilarindan faydalanilarak gerek gecikmeli gerekse gecikmesiz tiirden Volterra integro-
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin bazi niteliksel davranislari ele alinmaktadir.
Burada literatiirdeki Volterra integro-diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri hakkinda
yapilan iki ¢aligmanin arastirmacilarin dikkatine sunulmasi amaglanmaktadir. Bu tez
yeni bir sonu¢ icermemektedir.

Bu ¢alismay1 bana 6neren ve c¢alismalarim siiresince karsilagtigim giigliiklerde
yardimlarini esirgemeyen degerli hocam Sayin Prof. Dr. Cemil TUNC a tesekkiir eder,
saygilarimi sunarim.

Ayrica tez siiresi boyunca gostermis olduklari manevi desteklerinden ve

yardimlarindan dolay1 aileme ve degerli hocalarima da tesekkiir ederim.
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1. GIRIS

Bilindigi gibi integro-diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini elde etmek her
zaman kolay olmamaktadir. Ancak integro-diferansiyel denklemleri ¢dozmeksizin, bu
tirden denklemlerin ¢oziimlerin global olarak varhigi, kararlihigi, diizgiin kararliligi,
asimptotik kararliligi, sinirliligi, integrallenebilirligi vb. niteliksel davraniglar1 hakkinda
literatiirde gelistirilen yontemler, metotlar ve teknikler yardimiyla belirleyici kararlar
verilebilir. Ote yandan baz1 integro-diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinin niteliksel
davraniglar fizik, matematik, biyoloji, miithendislik vb. pek ¢ok alanda biiyiik bir 6Gneme
sahiptir (Lakshmikantham ve Rama, 1987; Burton, 2005; Rahman, 2007; Wazwaz,
2011). Dolayisiyla, integro-diferansiyel denklemlerin  ¢oziimlerin  niteliksel
davraniglarinin incelenmesi kayda degerdir.

Son yillarda gecikmeli ve gecikmeli olmayan Volterra-integro diferansiyel
denklemlerin niteliksel Ozellikleri birgok bilim adami tarafindan incelenmistir. Bu
calismalar sirasinda sonuglar1 elde etmek igin Lyapunov’un ikinci metodu, sabit nokta
metodu vb. metotlar integro-diferansiyel denklemlerin ¢ozlimlerinin niteliksel
Ozelliklerini incelemek i¢in Onemli birer aragtir. Ancak literatiirdeki calismalara
bakildiginda genel anlamda ¢6ziimlerin niteliksel davranislarinin belirlenmesi sirasinda
Lyapunov fonksiyonlar1 ya da Lyapunov fonksiyonellerinin etkin birer arag¢ olarak
kullanildig1 goriilebilir. Bununla birlikte Volterra-Integro diferansiyel denklem vb.
denklemlerin ¢oziimlerinin niteliksel davraniglarinin incelenmesi igin uygun bir
Lyapunov fonksiyonu veya fonksiyoneli bulmak oldukg¢a zordur. Bu durumda lineer
veya lineer olmayan, gecikmeli veya gecikmesiz integro diferansiyel denklemler igin
Lyapunov fonksiyonu ya da fonsiyonelinin insasi ya da literatiirde agik problem olarak

kalmaktadir. Ancak bu problem bu tezde ele alinmayacaktir.






2. KAYNAK BILDIRiSLERI

flgili Matematik literatiirinde gerek lineer gerekse lineer olmayan belirgin
formdaki gecikmeli ve gecikmesiz tiirden ¢ok sayida integro-diferansiyel diferansiyel
denklemlerin veya sistemlerin ¢6ziimlerinin global varligi, kararlilik, diizgiin karalilik,
asimptotik kararlilik, diizgiin asimptotik kararlilik, sinirlilik, integrallenebilirligi vb.
niteliksel davraniglar ile ilgili ¢alismalardan bir kismi1 asagidaki gibi 6zetlenebilir.

Grimmer ve Seifert (1975),
t

x'(t) = Ax(t) +f B(t,s)x(s)ds + f(t), 0<t<ow
0

bigimindeki Volterra integro-diferansiyel denklem sisteminin ¢éztimlerinin sinirlilik ve

t — oo igin ise asimptotik davranigini ele aldilar.

Burton ve Mahfoud (1983),
t

x'(t) = A(t)x + J C(t,s)x(s)ds
0
formundaki integro-diferansiyel denklem sistemini ele aldi. A(t) matrisinin negatif
olmasini esas alarak Lyapunov fonksiyonelleri yardimiyla bu denklem sisteminin

¢Ozilimleri i¢in bir ¢ok kararlilik kriteri verdi.

Engler (1988),

or f g(t—s,x()ds = f(©),  x(0) = xo
0

formunda R™’de verilen baglangi¢ deger probleminin ¢6ziimlerinin sinirlilik ve istel
bozulma gibi davranislarin1 Lyapunov fonksiyonelleri yardimiyla inceledi ve konuyla
alakali 6rneklere yer verdi.

Hara ve ark. (1989) asagidaki Volterra integro-diferansiyel denklem sistemleri
ve bunlarin pertiirbe sistemlerini ele aldi:

t
x'(t) = A(t)x(t) +J B(t,s)x(s)ds

0

t

x'(t) = Ax(t) + f C(t —s)x(s)ds

0



4

V() = AD)Y () + fo B(t,s)y(s)ds + g(t,y()

t

y'(t) = A®)y(t) + J B(t,s)y(s)ds + h(t).

0

Arastirmacilar bu denklemlerin ¢oziimleri i¢in kararlilik, diizgiin kararlilik, diizgiin
asimptotik kararlilik, {istel asimptotik kararlilik, diizgiin sinirlilik ve diizgiin mutlak
sinirlilik durumlarin1 Lyapunov fonksiyonelleri yardimiyla inceledi.

Hara ve ark. (1990),

t

x'(t) = A(t)x(t) +f G(t,s,x(s))ds, t=0
0

seklindeki lineer olmayan sistemin ¢oziimiiniin asimptotik davranisini inceledi.

Hara ve ark. (1992),

t

x'(t) = F(t,x(t)) +] G(t,s,x(s))ds, t=0
0

seklindeki lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemin ¢éztimlerinin
asimptotik davranigini inceledi.

Burton (1993) ise, Lyapunov fonksiyonlar1 yardimiyla

x'(t) = a(t) —f D(t,s)g(x(s))ds

tipindeki skaler integro-diferansiyel denkleminin sinirliligi, periyodik ve asimptotik
davraniglari ile ilgili sonuglar elde etti.

Du (1995), calismasinda asagida verilen gerek fonksiyonel ve gerekse Volterra
integro-diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin diizglin asimptotik kararliligini degisik

Lyapunov fonksiyonelleri insa ederek inceledi:

x'(t) =Aox(t) + ) Apx(t —Ty),
0 kzzl k k

x'(t) = Ax(t) + Bx(t — T(t)) + ft C(t,s) x(s)ds,

t—1(t)

x'(t) = —f(t,x(@®) + g(t, x(t — 1)),
x'(t) = —f(t,x(t)) + g(t,x(t - T)) + Jt h(t, s,x(s))ds.



Furumochi ve Matsuoka (1999),

x'(t) = a(x(t)) +f C(t,s)f(x(s))ds

formundaki Volterra integro-diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin kararliligini,
smirlihigim ve diizgiin sinirliligini inceledi. Ayni ¢alismada konuyla alakali da birkag
ornek veilmistir.

Eloe ve ark. (2000),

t

x'(t) = A(t)x(t) +J B(t,s)x(s)ds, t=10
0

lineer Volterra inregro-diferansiyel sistemin diizgiin asimptotik kararliligi i¢in gerek ve
yeter sartlar1 belirlemislerdir. Arastirmacilar bunun i¢in ¢oziicli kavramindan (resolvent)
faydalanmiglardir.

Islam ve ark. (2004), asagida verilen

‘
x'(t) = A(O)x(t) + f B(t,s)f(s,x(s))ds + g(t,x(t)).
0

denklemin ¢oziimlerinin diizglin sinirlilik, sifir ¢éztimiiniin diizgiin asimptotik kararlilik
ve lstel kararlilik 6zelliklerini Lyapunov fonksiyoneli yardimiyla inceledi.

Funakubo ve ark. (2006),

x'(t) =ax(t)—b t x(s)ds
t—h

Volterra tipindeki bir lineer integro-diferansiyel denkleminin ¢6ziimlerinin diizgiin
asimptotik kararliligini bu denkleme ait karakteristik denklemin kdklerini dikkate alarak
inceledi.

Becker (2006 ),

t
x'(t) = A(t)x(t) +f B(t,u)x(u)du

Volterra integro-diferansiyel denklem ve

x'(t) = A(t)x(t) + f B(t,w)x(w)du+ f(t),x(t) =»b

T

baslangic deger problemini ele aldi. Sabit nokta teorisi ve parametrelerin degisimi
yontemi yardimiyla ¢oziimlerin tekligini, stirekliligini ve ¢éziimlere ait bazi 6zellikleri
incelediler.

Becker (2007), konvoliisyon tipindeki
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x'(t) = —a(t)x(t) +J b(t — s)x(s)ds
0

skaler lineer Volterra integro-diferansiyel denkleminin ¢6ziimlerinin bazi niteliksel

davraniglarini inceledi ve konuyla alakali 6rnekler verdi.

Becker (2009),
t
x'(t) = —a(t)x(t) +f b(t,s)x(s)ds, t=>0
0

Volterra integro-diferansiyel denklemin sifir ¢6ziimiiniin global asimptotik kararliligini
bir Lyapunov fonksiyonu olusturarak inceledi.

Jin ve Luo (2009), asagida verilen lineer ve lineer olmayan skaler integro-
diferansiyel denklemlerin sifir ¢6ziimlerinin asimptotik kararlilig1 igin sabit nokta

teorisini kullanarak yeter sartlar elde etmislerdir:
t

x'(t) = —j- a(t,s)x(s)ds
t—r(t)

t
x'(t) = —] ( )a(t, s)g(x(s))ds.

Burton (2010), Volterra integral

x(t) = a(t) — ftC(t, s)x(s)ds
0

denkleminin ve denkleminin ¢6ziimlerinin bazi 6zelliklerini Lyapunov metodu
yardimiyla inceledi.

Raffoul ve Adivar (2012), asagida verilen sabit gecikmeli
t

X' (6) = p(O)x(8) — f a(t, s)x(s)ds.

t—t
lineer Volterra-integro diferansiyel denklemin sifir ¢éziimiiniin iistel kararliligini
kararsizligin1 Lyapunov fonksiyonelleri yardimiyla arastirdilar.

Graef ve ark. (2016), ¢oklu gecikmeli

L

X' (t) = —a(t)x(t) + Z by(t, $)f:(x(s))ds

i=1 "t



7

lineer olmayan fonksiyonel Volterra integro-diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin
kararlilik, sinirlilik, global asimptotik kararlilik, integrallenebilirlilik ve kare
integrallenebilirliligini incelemislerdir.

Tez konusuyla ilgili literatiirde ¢ok sayida ¢alisma yapilmistir. Burada bunlarin ayrintisi
verilmeyecek olup, konuyla ilgili kaynaklara bakilabilir. (Bknz. Grossman ve Miller
(1970); Miller (1971); Seifert (1973), Corduneanu (1977); Grimmer ve Zeman (1982);
Burton ve Mahfoud (1985); Staffans (1988); Gripenberg ve ark. (1990);
Lakshmikantham ve Rama Mohan Rao (1987), (1995); Xu (1998); Islam ve Raffoul
(2003); Hino ve Murakami (2005); Zhang (2000), (2005); Diamandescu (2006);
Raffoul (2007); Burton ve Haddock (2009); Wang (2009); Chang ve Wang (2011);
Wazwaz (2011); Dung (2013); Ngoc (2013); Wang (2013); Dung (2015); Mesmouli
ve ark. (2015); Raffoul ve Sanbo (2016); Raffoul ve Rai (2016)).






3. MATERYAL VE YONTEM

Giris ve Literatiir Bildirisleri boliimiine bakildiginda ilgili literatiirde gecikmeli
veya gecikmesiz gerek lineer gerekse lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel
denklemler ile ilgili kayda deger bir¢ok ¢alismanin oldugu goriilmektedir.

Bu tezde materyal olarak tezin kaynaklar kisminda gegen Volterra integro-
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin niteliksel davraniglart ile ilgili belirtilen
calismalar ve tez konusundaki temel bilgileri igeren kitaplara ilave olarak Volterra
integro-diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin niteliksel davraniglarina ait bu
kaynaklardaki temel tanim ve teoremler, ¢Oziimlerin niteliksel davraniglarinin
incelenmesi i¢in kullanilan metod, yontem, esitsizlikler vb. diistiniilmektedir. Burada
Lakshmikantham (1995), Yoshizawa (1966), Burton (1985, 2005), Rahman (2007),
Wazwaz (2011) gibi temel kaynaklardaki tez konusu ile ilgili materyal niteligindeki
kaynaklar dikkate alinip Lyapunov’un dogrudan yontemi yardimi ile Burton ve
Mahfoud (1983) ile Du (1995) da gergeklestirilen ¢alismalar materyal olarak alinmistir.
Tez boyunca sonuglarin ispatlanmasinda kullanilan Lyapunov’un dogrudan metodu ise

tezdeki metod olarak diisiiniilmektedir.






4. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, tez konusu ile ilgili okuyucularin ihtiyag duyabilecegi,ayrica daha
sonraki boliimlerde kullanilabilecek ve temel bilgi niteliginde olan bazi tanim ve
teoremler verilecektir.

Tanim 4.1. Bir denklemde bilinmeyen fonksiyon integral isareti altinda goriiniiyorsa, bu

denkleme integral denklem adi verilir. Standart bir integral denklem

h(x)
ux)=fx)+41 K(x, t)u(t)dt
gx)

seklindedir. Burada h(x) ve g(x) integralin sinirlar1, A bir sabit parametre ve K (x, t) ise
integral denklemin ¢ekirdegidir (Wazwaz, 2011).

Tanim 4.2. Eger bir integral denklem bilinmeyen fonksiyonun tiirev(ler)ini de
igeriyorsa, bu denkleme integro-diferansiyel denklem adi verilir. Standart bir integro-

diferansiyel denklem
h(x)

u™(x) = f(x) + Af K(x, t)u(t)dt

g(x)
seklindedir. Burada n > 1 olmak iizere h(x) ve g(x) integralin sinirlari, A bir sabit
parametre ve K (x, t) ise integral denklemin ¢ekirdegidir. u™ (x) bilinmeyen fonksiyon
olan u(x)’in n. mertebeden tiirevidir (Wazwaz, 2011).
Tanim 4.3. Bir integro-diferansiyel denklemde integralin smirlarindan en az birisi

degisken ise, bu denklem ¢esidine Volterra integro-diferansiyel denklem denir. Ornegin

u™(x) = f(x) + lfo(x, Hu(t)dt

denklemi bir Volterra integro-diferansiyel denklemdir. Burada n > 1 olmak {izere a ve
x integralin sinirlari, A bir sabit parametre ve K(x,t) ise integral denklemin
cekirdegidir. u™ (x) bilinmeyen fonksiyon olan u(x)’in n. mertebeden tiirevidir
(Wazwaz, 2011).

Gerekli islemler altinda integral ve integro-diferansiyel denklemler diferansiyel
denkleme, diferansiyel denklemler de integral ve integro-diferansiyel denkleme

dontistirilebilir (Wazwaz, 2011).
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Tanim 4.4. D, R™’nin agik bir alt ciimlesi ve (a, b), R’de agik bir aralik olmak tizere bir
F:(a,b) X D - R™ fonksiyonu verilsin. Buna gore (t,,x,) € (a,b) X D noktasinin bir
N komsulugundaki her (t, x;), (t,x;) € N igin,

IF (&, x1) = F(t,x2) |l < Kllxy — x|
olacak sekilde bir K pozitif sabiti var ise, F fonksiyonu (t,, x,) noktasinda x’e gore
yerel Lipschitz sartin1 sagliyor denir (Burton, 1985).
Tanim 4.5.
x'=A(t)x + fot C(t,s)x(s)ds (4.1)
integro-diferansiyel denklemini ele alalim. Burada 4, 0 <t < woiginve C,0 <s <t <
oo i¢in siirekli birer n X n boyutlu matristir.

Burton ve Mahfoud (1983) (4.1) denkleminin ve (4.1)’in degisik perturbe
formlarinin ¢éziimlerinin kararlilik, sinirlilik vb. davranislar igin gerek ve yeter kosullar
verdi.

@:[0,ty] = R™ stirekli bir baslangi¢ fonksiyonu olmak iizere (4.1) denkleminin
bir ¢éziimii x (¢, ty, @), x(t, ) ya da sadece x(t) ile gosterilecektir.

Eger D bir matris ya da bir vektor ise, |D| ifadesi elemanlarinin mutlak
degerlerinin toplam1 anlamina gelir.

Eger bir fonksiyonun bagli bulundugu bilesen agikca ifade edilmez ise bilesenin
her zaman t oldugu anlasilmalidir. Ornegin x = x(t) bu durumu agiklamaktadir.

Tanim 4.6. Her € > 0 ve her t, > 0 i¢in [0, to] araliginda |@(t)| < § olmak kosuluyla
hert > t, = 0 icin |x(¢, ty, )| < € saglanacak sekilde bir § = &(¢, ty) > 0 varsa, (4.1)
denkleminin sifir ¢6ziimii kararlidir (Burton, 2005b).

Tanim 4.7. Eger (4.1) denkleminin sifir ¢éziimii kararli ve §, t,’dan bagimsiz ise; (4.1)
denkleminin sifir ¢oziimii diizgiin kararlidir (Burton,2005b).

Tanim 4.8. (4.1) denkleminin sifir ¢éziimii kararli, ilaveten her t, = 0 i¢in birnp > 0
vardir Oyle ki [0, t,y] araliginda |@(t)| < n iken t — oo igin |x(t,ty, )| — 0 oluyorsa
(4.1) denkleminin sifir ¢6ziimii asimptotik kararlidir (Burton, 2005D).

Tanim 4.9. (4.1) denkleminin sifir ¢6ztimii diizgiin kararli,  sayis1 t, dan bagimsiz ve
her € > 0 igin bir T (&) > 0 var dyle ki [0, ty] tizerinde ¢@(t) <nikenhert >ty +T
icin |x(t, ty, @)| < € saglaniyor ise, (4.1) denkleminin sifir ¢oziimii diizgiin asimptotik
kararlidir (Burton, 2005b).
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Tanim 4.10. Eger (4.1) denkleminin sifir ¢6ziimii kararli degil ise (4.1) denkleminin
sifir ¢6ztimii kararsizdir (Burton, 2005b).

Tanim 4.11. Eger € > 0 ve t, = 0 sayilar1 var oyle ki her § > 0,6 < ¢ i¢in ¢: [0, t,] =
R™ stirekli, @(t) # 0 ve |p(t)]| < & ise |x(ty, ty, @)| = € olacak sekilde bir t; > t, var
ise, (4.1) denkleminin sifir ¢6ziimii tamamen kararsizdir (Burton, 2005b).

Tanim 4.12. Siirekli ve pozitif tanimli bir W:R™ — [0, o) fonksiyonuna bir wedge
denir (Burton, 2005b).

Tanim 4.13. W:[0,0) — [0, ) bir siirekli fonksiyon, W(0) =0, s > 0 oldugunda
W (s) > 0 oluyorsa ve W artan ise W bir wedgedir (Burton, 2006).

Tanim 4.14. Bir n X n boyutlu bir matrisin tim 6zdegerleri negatif reel kisimliysa bu

takdirde s6z konusu matris kararlidir (Ahmad, Rama Mohana Rao, 1999).

X(t) = F(t,%) (4.2)
fonksiyonel diferansiyel denklemini ele alalim. h >0 olmak tizere C, [—h,0]
araligindan R™’ye doniisen siirekli fonksiyonlarin uzayr ve ¢ € C icin ||¢|| =

Sup_p<g<ol®(0)| olsun. (4.2) denkleminde X, X (6)=x({t+6), -h<#<0 seklinde
tamimli ve C uzaymin bir elemanidir. Ayrica F(t,p) e R" ise [0,c]xC, iizerinde

taniml1 bir fonksiyondur. C, ise ||¢|| <H olmak iizere ¢ € C fonksiyonlarindan olusan

ctimledir (Yoshizawa, 1966).

Lemma 4.1. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa,

i) V(t, ¢) fonksiyoneli ¢’ye gore yerel olarak Lipschitz sartini saglar. Yani her
kompakt S € R™ ve y > t, i¢in t € [ty,y] ve x,y € C([t, — 1, t],S) olacak
sekilde

[V (t,x) = V(&Y < Kysllx = yllieg-r.e
saglayan bir K, sabiti vardir.
i) Z(t, ¢) fonksiyoneli bir pozitif K sabiti i¢in tek tarafli Lipschitz sartin1 saglar.
Yani 0 < t; < t, < oo saglayan bir t; Ve t, i¢in ¢ € Cy olacak sekilde

Z(ty, ®) — Z(t1, ) < K(t2 — t1)
elde edilir. Burada Z: R, X Cy — [0, o0) siireklidir.

iii) w(s), w;(s),w,(s) ve ws(s) wedgelerivardirve t € R, ve x; € Cy olacak sekilde
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W(llp@ID + 2z (¢, ¢) <V (L, ¢) < Wi(llp(DID) + Z(¢, ¢),
Z(t,¢) < Wz(llollc)
ve
V(t,x) < Ws(llx@®I)
saglar. Bu durumda (4.2) denkleminin sifir ¢oziimii diizgiin asimptotik kararlidir
(Burton, 1983).
Teorem 4.4. V(t,p), t=ty =0 ve @ € C([0,t],R) ile tanimli bir Lyapunov
fonksiyoneli olmak iizere asagidaki sartlar saglansin.

(i) V(t,0) =0V fonksiyoneli siirekli ve ¢ ’ye gore Lipschitz sartini1 saglar.

(i) V(t,¢) = W|¢p(t)|. Burada W bir wedgedir.

(i) W Lyapunov fonksiyonelinin yukarida verilen gecikmeli diferansiyel
denklemin ¢6ziimleri boyunca tiirevi negatif yari tanimhdir yani V'(t, ) <0 dir
(Burton, 2006).

Bu tezde gecikmeli olarak verilen biitiin integro-diferansiyel denklemler (4.2)
fonksiyonel diferansiyel denkleminin bir 6zel halidir.

Bu tez boyunca ele alinacak biitiin gecikmeli ve gecikmesiz integro-diferansiyel

denklemler i¢in ¢oztimlerin var ve tek oldugu varsayilmaktadir.



5. LINEER VE LINEER OLMAYAN VOLTERRA INTEGRO-DIiFERANSIYEL
DENKLEMLER iCIN COZUMLERIN BAZI NITELIKSEL DAVRANISLARI

Bu boliimde Burton ve Mahfoud (1983) tarafindan belli formdaki lineer ve lineer
olmayan integro-diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin bazi davraniglariyla ilgili

yapilan ¢alismalarin bir kismi1 agagida verilmektedir.

5.1.Konvoliisyon Tipinde Bir Volterra Integro-Diferansiyel Denklem i¢in Bazi

Niteliksel Sonuclar

Bu boliimde Burton ve Mahfoud (1983)’un ispatladigi bazi sonuglar verilecektir.

Burton ve Mahfoud (1983) calismalarinda asagidaki konvoliisyon tipindeki
x' = Ax + fot C(t —s)x(s)ds (5.1)
skaler integro-diferansiyel denklemi ele aldi. Burada A bir sabit ve C fonksiyonu
0 < s <t < oo igin stireklidir.

Burton ve Mahfoud (1983), (5.1) denkleminin ¢6ziimlerinin niteliksel
davranislari i¢in asagidaki teoremleri ispatladi.
Teorem 5.1. (5.1) denklemindeki katsayr fonksiyonlar1 i¢in A < 0,C(t) >0 ve
A+ 000 C(t)dt # 0 sartlarinin saglandigin1 varsayalim. Bu takdirde asagidaki ifadeler
esdegerdir.

1) (5.1) denklemininin tiim ¢dziimleri sifira yakinsar.

2 A+ fooC(t)dt < 0.
0

3") (5.1) denkleminin her ¢oziimii L*[0, o0) uzaymin bir elemanidir.

4°) (5.1) denkleminin sifir ¢oziimii diizgiin asimptotik kararlidir.

5% (5.1) denkleminin sifir ¢oziimii asimptotik kararlidir(Burton ve Mahfoud, 1983).
Ispat. Ispat icin bir énceki 6zelligin bir sonraki 6zelligi gerektirdigi gosterilecektir. Bu
durumda 5°) sonucu 1°) &zelligini gerektirir. 1°)’nin saglandigim1 kabul edelim ama
A+ [”C(t)dt > 0 olsun. Yeterince bilyiik t, segilsin ve A+ [° C(s)ds > 0 ve [0,t,)

iizerinde baslangic fonksiyonu olarak ¢(t) = 2 alinsin. Iddianin tersine [t,, ©0)
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tizerinde x(t, @) > 1 oldugu varsayilsin. Eger bu esitsizlik saglanmiyorsa, 0 zaman bir

t; noktasi vardir x(t;) = 1 ve x'(t;) < 0 olur. Ancak,

ty ty

C(t; —s)x(s)ds=A+ f C(s)x(t; — s)ds
0

x'(t;) = Ax(ty) +f

0
t1 to
2A+f C(s)ds>A+f C(s)ds > 0.
0 0
olmasi nedeniyle x'(t;) <0 olmasi miimkiin degildir. Boylecel”), 2)’yi saglar.

2")’nin saglandigini ve

t 00
V(t,x) = |x|+ f f C(u — s)dulx(s)|ds
0o Je

Lyapunov fonksiyonelini géz dniine alalim.

Eger x(t), (5.1) denkleminin bir ¢6ziimii ise x # 0 i¢in
t

V'(t,x) < Alx| +f C(t—s)|x(s)|ds
0

+ftooc(u — t)dulx| — fotC(t — s)|x(s)|ds

— [A + fooC(u — t)du] |x| = IA + fooC(u)dul |x| = —alx|
t 0

elde ederiz. Burada o> 0.
Boylece,
V'(t,x) < —alx|
yazilabilir. Bu son esitsizligin t, ‘dan t ‘ye integrali alindiginda, V fonksiyoneli pozitif

tanimli oldugundan

t
0<V(tx) < V(to,go(to)) — aJ |x(s)|ds

olur. V fonksiyoneli azalan ve pozitif tanimli oldugundan dolay1 da

t
J lx(s)lds < a 'V (t, () =K > 0,K €R.
t

0

Buna bagli olarak

foolx(s)lds <

0
olur. Boylece, A + fooo C(t)dt < 0 sart1 (5.1) denkleminin her ¢6ziimiiniin L' [0, ) da

olmasin1 gerektirir.
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Ispatin geri kalan kism1 benzer sekilde kolaylikla tamamlanabilir. Dolayisiyla burada
verilmeyecektir.

Teorem 5.2. Eger A + fooolC(t)ldt < 0 ise, bu takdirde (5.1) denkleminin sifir ¢ozimii
diizgiin asimptotik kararlidir (Burton ve Mahfoud 1983).

Ispat.

V(t,x(.)) = Ix| +f f |C(u — s)|dulx(s)|ds
0 Je

Lyapunov fonksiyoneli verilsin. x(t) = x(t, to, @) (5.1) denkleminin bir ¢dziimii olsun.

Bu Lyapunov fonksiyonelinin (5.1) denkleminin ¢dziimleri boyunca tiirevi alindiginda

o)

F(t,s) =f |C(u—s)|du

t

alinirsa,

dV—d||+dftFt | |d
dc’ de e, (&5)x(s)lds

= X F( Ot tdFt d
= D+ )Ix()|+j;a (t,5)1x(s)lds

X

] <Ax + j; C(t— s)x(s)ds)

+fooC(u—t)du|x(t)| —f C(t —s)|x(s)ds|
t 0
< Alx]| +f |C(t —s)||x(s)|ds

0

+|x|fooC(u— t)du — ftC(t—s)Ix(s)Ids
t 0

oldugu goriiliir. Buradan
t

d < d
aV(t,x)_A|x|+f0|C(1:—s)IIX(S)I s

+ftoo|C(u —t)|dulx| — fOtIC(t —5)||x(s)|ds

< [A +J IC(u)Idul x| = —alx|,a >0
0

oldugu goriiliir. Buna bagli olarak



18

V'(t,x) < —alx|
yazilabilir. Boylece, son esitsizligin t,’dan t’ye integrali alindiginda verilen integro-

diferansiyel denklemin her x ¢dziimiiniin L![0, c0) uzayinin bir eleman1 oldugu goriiliir.

Uyar1 1. A + fooolC(t)ldt < 0 sartinin yerine

A+ <0

f OOC(t)dt
0

sart1 alinirsa, bu durumda (5.1) denkleminin sifir ¢6ziimii kararsiz oldugu goriilebilir.
Asagidaki 6rnekte de bu durum rahatlikla gozlenebilir.
Ornek 5.1.

t
x'=-x +f C(t—s)x(s)ds
0
skaler integro-diferansiyel denklemini ele alalim. Burada, b pozitif bir sabit C(t)

fonksiyonu ise

bsint, 0 <t <2m
C(t)‘{ 0, t>2m
seklinde tanimlidir.

Ornekte verilen denklem

t
x'=—x +f C(s)x(t —s)ds
0

formunda yazilabilir. C (t) fonksiyonunun tanimi dikkate alindiginda

x'=—x+b fot(sins)x(t —s)ds (0 <t < 2migin),
x'=—x+b fozn(sins)x(t —s)ds (t = 2m igin)
ya da
x'=—-x+b fot[sin(t —5)]x(s)ds (0 <t < 2m igin),
x'=—x+b ftt_m[sin(t —5)]x(s)ds (t = 2m igin)

oldugu goriilebilir.

to = 2m ve [0,ty] baslangic araliginda, A bir sabit olmak iizere, baslangic
fonksiyonu ¢(t) = 1et™2" olsun. b sabitinin bazi segimleri icin x(t) = Aet~to
fonksiyonunun [0, ty] araliginin iizerinde x(t) = ¢(t) olmak iizere yukarida verilen
integro-diferansiyel ~ denklemin bir ¢oziimii oldugu kolaylikla  goriilebilir.

ft e’sin(t —s)ds = (1/2)et(1 — e27)

—2T
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oldugundan dolay1, b = [4e%™] / (e?™ — 1) segimi i¢in [0, 0] iizerinde x(t) = @ (t)
olmak iizere x(t) = Aet~to ifadesi

x'=—-x+ fot C(s)x(t — s)ds
denkleminin bir ¢oziimiidiir. t = t, olmasi sebebiyle bu ¢déziimiin kararsiz oldugu
agiktir.

C(t) L'[0,] uzaymin bir elemani olup ayn1 zamanda sinirlidir ve

A+ <0

f OOC(t)dt
0

sartin1 saglar (Burton ve Mahfoud, 1983).

Yukaridaki denklemin sifir ¢oziimiinlin kararliligl i¢in gerek ve yeter sartlar
iceren bir teorem verilmektedir. Literatiirdeki sonuglarin ¢cogunlugu kararlilik i¢in yeter
sartlar icermektedir. Dolayisiyla asagida verilecek olan teorem gerek ve yeter sartlar
icerdiginden belirgin bir dneme sahiptir.

Teorem 5.2. fOOOlC(v)ldv < |A| olsun. O zaman (5.1) denkleminin sifir ¢6ziimiiniin
kararli olmasi igin gerek ve yeter sart A < 0 olmasidir (Burton&Mahfoud, 1983).
Teorem 5.3. A+ [" C(w)dv # 0 ve ['|[” C(v)dv|dt <1 oldugunu kabul edelim.
Bu takdirde, (5.1) denkleminin sifir ¢6ziimiiniin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
A+ fooo C(v)dv < 0 olmasidir (Burton&Mahfoud, 1983).

Ispat. Q # 0 durumunda Q; = Q, = |Q| alalim. Simdi

o)

dt <1

fOtIG(t —s)lds = foth(v)Idv sfooo|c(t)|dt :fo foC(v)dv

ve

o

fooIG(u —t)|du = f |G(O)|dt < 1
t

0

yazilabilir. Teorem 5.3’{in tiim sartlar1 saglandigindan ispat tamamlanir.

Teorem 5.4.
I cydvlat <1 (5.2)
olsun. Bu takdirde (5.1) denkleminin sifir ¢6zliimiiniin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter

sart A+ [ C(v)dv < 0 olmasidir (Burton&Mahfoud, 1983).
Ispat. A + | 000 C(v)dv < 0 igin ispat 6nceden verildiginden sadece A + fooo C(v)dv =

0 i¢in kararliligin ispatlanmasi yeterlidir.
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(5.1) denklemi

t
x' = (d/dt)f G(t —s)x(s)ds
0

olarak ifade edilebilir.

to =0 ve € >0 sayis1 verilsin. § > 0 olmak iizere, eger ¢:[0,ty] - R baslangi¢
fonksiyonu siirekli ve |@(t)| <& ise her t>t, i¢in |x(¢t ty, @) <& oldugu
gosterilecektir.

Yukarida verilen denkleminin t, ‘dan t’ye integrali alinirsa,

t to

G(t—s)x(s)ds — f G(ty —s) p(s)ds
0

x(6) = p(ty) + f

0

elde edilir. Buna bagli olarak

t to
lx(t)] S6+j |G(t—s)||x(s)|ds+6] |G(ty —s)|ds
0 0

t
<26 +f |G(t —s)||x(s)|ds
0

yazilabilir.

Yukaridaki kabuller altinda kolaylikla
()] <28 + & [[1G(t —s)| ds < 28 + & [ 1G(v)| dv = 26 + &P
elde edilir. Burada, P = foooIG(v)l dv dir. Boylece § < (1 — P)/2 olmak kaydiyla

|x(t)] < 26 + €P < ¢ elde edilir. Bu ise teoremin ispatin1 tamamlar. Teorem 5.1 ve 5.3
ile asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 5.5. Eger A < 0,C(t) > 0,A+ [” C(w)dv # 0 ve [”|[,” C(v)dv|dt < 1ise 0
zaman (5.1) denkleminin sifir ¢oziimiiniin diizgiin asimptotik kararli olmasi i¢in gerek
ve yeter sart ¢ozliimiin kararli olmasidir (Burton&Mahfoud, 1983).

Ornek 5.2. Asagidaki 1. mertebeden lineer Volterra integro-diferansiyel denklemi ele

alalim:
t
x'=1-&x+ (2e — 1)f e2e=D(E=9)x(5)ds.
0

Her e>0 ve O<e <% icin A+ [ Cw)dv=-e<0 ve

fooo| ) too C (v)dvldt =1/(1—2¢&) > 1 iken sifir ¢oziim kararsizdir. £u istedigimiz
kadar sifira yakin secebiliriz.

Ispat. Yukarida verilen denklemin t’ye gore tiirevi alindiginda,
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d

d t
Y _ e _ (2e-1)(t-s)
7t = [(1—-&)x]+ Tt [(28 1) j; e x(s)ds

olur. Buradan yola ¢ikarak,

x"'—ex'+e(1—-2e)x=0
diferansiyel denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklemin kararteristik denklemi ise

A —edl+e(1—-2e)=0

olur.
Karakteristik koklerinin tamami 0<e <% icin pozitif reel kisma sahiptir. Boylece
yukarida verilen Volterra integro-diferansiyel denklemi mevcut sartlar altinda
kararsizdir. Ayrica, eger (2.17) sarti saglanirsa bu takdirde A < 0 ve C(t) > 0 igin
) OoolC (t)|dt > |A| esitsizligi verilen denklemin sifir ¢éziimiiniin kararsizligini gerektirir

(Bakiniz Teorem 5.4.).

5.2. Lineer Bir Integro-Diferansiyel Denklem I¢cin Baz1 Niteliksel Sonuclar

Simdi yukarida verilen integro-diferansiyel denklemden daha genel olan skaler
x' = At)x + [, C(t — )x(s)ds. (5.3)
integro-diferansiyel denklem ele alinacaktir.

Burada A: [0, ) — R siirekli ve C, 0 < s < t < oo i¢in siirekli fonksiyonlardir.
t = 0ig¢in ftoolC(t, s)|’nin tanimli oldugu farz edilmektedir.
Teorem 5.6. a > 0 olacak sekilde bir sabit ve
L1t s)lds + [71C(u, t)ldu — 2|A(D)] < —a (5.4)
oldugunu varsayalim. (5.3) denkleminin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart A(t) < 0

olmasidir (Burton&Mahfoud, 1983).

Ispat. A(t) < 0 oldugunu varsayalim ve asagidaki Lyapunov fonksiyonelini goz oniine

alalim:
V(t,x(.)) = x? ooC ,8)|dux?(s)ds.
(tx()) x+£ft|(us)|ux(s)s

(5.3)’iin bir x(t) ¢6ziimii boyunca V (¢, x(.))’nin tiirevi alindiginda

V'(t,x(.)) < A()x% +2 fOtIC(t, s)||x(s)||x|ds

+ftoo|C(u, t)|dux? — fotIC(t,S)lxz(s)dS
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t
< A(t)x?* + f |C(t,s)|(x%(s) + x*)ds
0

" f Tl 0 ldux? - fo (6,5l (s)ds

= [A(t) + fOtIC(t,s)Ids + ftooIC(u, t)Ialu]x2 < —ax?

ifadesi elde edilir.
V pozitif tanimli ve V' < 0 olmasi nedeniyle, Lyapunov’un kararlilik teoremi geregi
x = 0 kararhdir.
Simdi ise (5.3)’lin kararli, ancak tersine A(t) > 0 oldugunu varsayalim ve bunun

bir ¢eliskiye yol acacagini gosterelim.

t co
w(t,x(.)) = x? —j j |C(u, 5)|dux?(s)ds
0 Je

fonksiyonelini gz oniine alalim.
Bu fonksiyonelin (5.3) denklemi boyunca t bagimsiz degiskenine gore tiirevi alinip,

mevcut sartlar ve bazi elemanter esitsizlikler yardimiyla

w'(t,x(.)) = 24x% = 2 []|C(t, 5)1x(s)| |x|ds
—foolC(u,t)Idwc2 +f |C(t,s)|x?(s)ds
t 0
> 24x% — [[1C(t, )| (x*(s) + x?)ds
—foolC(u,t)Idux2 +f |C(¢t,s)|x?(s)ds
t 0

t 1)
= [2A—<J |C(t,s)|ds+f |C(u,t)|du>
0 t

oldugu goriiliir.

x? > ax?

Simdi, verilen her t; >0 ve § >0 igin @:[0, t,] = R siirekli bir fonksiyon
olmak tizere |p(t)| < & iken W (ty, @(.)) > 0 oldugu gosterilecektir.
Eger x(t) = x(t, to, @) (5.3)’nin bir ¢oziimii ise,

x2(0) = W(t,x(.)) = W(to, 0()) + aftto x2(s)ds (5.5)
> W(t0,<p(.)) +a ftz W (to, @(.))ds

= W(to, () + aW (to, 9())(t — to)
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elde edilir. Buna bagli olarak t — oo iken |x(t)| — oo olur. Dolayisiyla bu bir ¢eliski
belirtir. A(t) > 0 olamaz. A(t) < 0 olmalidir. Bu da ispati tamamlar.

Sonug¢ 1. Eger (5.4) sartina ilaveten A(t) < 0 ve sirlt olursa bu takdirde, (5.3)
Volterra integro-diferansiyel denkleminin sifir ¢6ziimii asimptotik kararli olur.

Ispat. Bu sonucun ispatinda yine asagidaki

V(t,x(.))=x2+ ftfooIC(u, s)|dux?(s)ds

Lyapunov fonksiyoneli kullanilacaktir. Bu fonksiyonelin (5.3) denklemi boyunca tiirevi
alindiginda

V'(t,x(.)) < —ax?
oldugu goriiliir. Bu son esitsizlik (5.3) denkleminin sifir ¢éziimiiniin asimptotik kararl
oldugunu gosterir. Boylece, t = oo iken x(t) — 0 olur. Bu esitsizligin t,° dan t’ ye

integrali alinirsa
t

V(t,x(0) = V(to, x(t)) < —aj x%(s)ds

to
elde edilir. Buna bagli olarak da
t t
af x%(s)ds < aj x2(s)ds + V(t,x(£)) < V(to, x(to))
t t

0 0

yazilabilir. V fonksiyoneli pozitif taniml1 oldugundan
V(to, x(to)) = K > 0,(K €R)
alabiliriz. Boylece

t
f x%(s)ds < a”'K
t

0

elde edilir. Bu ifade ise (5.3) denkleminin x ¢6ziimiiniin kare integrallenebilir oldugunu
gosterir.
V fonksiyonelinin tanim1 ve azalan oldugu dikkate alindiginda
x2 <V(t,x(@®) < V(to, x(ty)) =K,
yani
x* <K
elde edilir. Bu esitsizlik ise (5.3) denklemin ¢oziimlerinin sinirli oldugunu gosterir.

Boylece ispat tamamlanir.
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Uyari 2. Eger (5.4) saglanir ve A(t) > 0 ise (5.3) denkleminin sifir ¢oziimiiniin kararsiz
oldugu kolaylikla gosterilebilir (Burton&Mahfoud, 1983).

Uyarit 3. Yukaridaki sonuglar géz oniine alindiginda bu sonuglarin uygulanmasi igin
t =0 i¢in A(t) # 0 olmalidir. Yani A(t) # 0 olmadig1 miiddetge yukaridaki teoremler
uygulanamaz. Bir sonraki sonugta t = 0 i¢in A(t) = 0 olma olasilig1 incelenecektir
(Burton&Mahfoud, 1983).

G (t, s) siirekli ve tlirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere

9G(t,s)
ot

C(t,s)
ve
Q) =AM -G, 0)
olsun. Bu takdirde (5.3) denklemi
x' = Q(®)x + (d/dt) [ G(¢t,5)x(s)ds (5.6)
biciminde yazilabilir.
Teorem 5.7. Q1,Q,,] Ve R, (R < 2), sabitler olmak {izere asagidaki sartlarin

saglandigini varsayalim:
)  0<Q: =1 =Q2
(i) [t s)lds <] < 1.

(i) 0<t<oicin[J|G(ts)|ds + [°IG(w t)|du < RQ1/Q,.

Ayrica |G(t,s)| < h(t —s) olacak sekilde bir siirekli h:[0,00) — [0, ) fonksiyonu
oldugunu farzedelim ve u = oo igin h(u) — 0 olsun. Bu takdirde (5.6) denkleminin sifir
¢oztimii kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart Q(t) < 0 olmasidir (Burton&Mahfoud,
1983).

Ispat. (=): Q(t) < 0 olsun.

t 2 t oo
v(t,x()) = <x —f G(t, s)x(s)ds) + sz f |G (u, s)|dux?(s)ds
0 0 Je

fonksiyonelini ele alalim.
(5.6)’ nin bir x(t) ¢6ziimii boyunca V fonksiyonelinin tiirevi alinirsa, yukarida verilen

sartlar altinda



25

V'(t,x(.)) =2 (x —f G(t, s)x(s)ds> Q()x
0
+Q, foolG(u, t)|dux? — sz |G (¢,s)|x?%(s)ds
t 0
< 20x% + sz |G(t,s)|(x2(s) + x?)ds + Q, fooIG(u, t)|dux?
0 t
- ;[ 166 (s)ds

t oo
= lZQ + Q, <f |G(t,s)|ds +f |G (u, t)Idu) x? < [2Q + RQ,]x?
0 t

<[-20Q; +RQ.1x* =—pBx% >0
elde edilir. Simdi € > 0 ve t, = 0 verilsin. [0, t,] lizerinde |@(t) < 6| oldugunda tiim
t >ty icin |x(t, ty, )| < € olacak sekilde § > 0 sayisini bulalim.
t >ty icin V'(t,x(.)) < 0 (azalan) olmasi nedeniyle, verilen sartlara bagli olarak

V(t,x(.)) < V(to, 9(.))

2

to tg po©
= “P(to) —fo G(to, s)p(s)ds +sz |G (u, s)|dug?(s)ds
0

to
to 2 to 09}
< 6?1 +f IG(to,s)Idsl + Q262f |G (u, s)|duds < 6*N?
0 0o Jt,
yazilabilir. Burada
to co
N = (1 +RQ/QY + 0 [ [ 160w 9)lduds

0o Jt,

dir. V fonksiyonelinin tanim1 gdz oniine alindiginda,

>2

" 2
V(t,x(.)) > (x(t) —f G(t, s)x(s)ds) > (Ix(t)l —
0

ftG(t, s)x(s)ds
0

yazilabilir. V(¢,x(.)) < §2N? olmas1 nedeniyle

t
lx(t)| — fG(t,s)x(s)ds < 6N
0

ya da
X(D)] < 6N + j 166, $)1x(s)]ds
0

olur. § < &(1 —J)/N olmak kosuluyla her t > t; i¢in
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t
|x(t)| < 6N +£f |G(t,s)|ds < 6N +Je <¢
0

yazilabilir.
(5.3) ve (5.6) ayn1 denklemler oldugundan (5.3) denkleminin sifir ¢6ziimii kararlidir.
Q(t) > 0 oldugunu varsayalim. Ayrica

w(t x(.)) = (x —f G(t, s)x(s)ds) - sz fOOIG(u, s)|dux?(s)ds
0 0 Je

Lyapunov fonksiyonelini ele alalim. Bu Lyapunov fonksiyonelinin (5.6) denklemi

boyunca tiirevini alalim.

Wr(t,x(.)) =2 <x — ftG(t, s)x(s)ds) Q(t)x
0

© t
—sz |G (u, t)|dux? +Q2f |G (t,s)|x?(s)ds.
¢ 0

Teoremin sartlarina bagli olarak

t
> 20x% — sz |G (t,s)|(x?(s) + x?)ds
0

(o) t
—Qz_]- |G (u, t)|dux? + sz |G (t,s)|x?*(s)ds
t 0

= [ZQ -0, (f |G(t,s)|ds +foo|G(u,t)|du>l x?
0 t

> [2Q1 + RQ,]x* = yx?,y = 2Q; + RQ,
elde edilir.
Herhangi bir t, = 0 ve § > 0 sayilari verilsin. Bir ¢: [0, ty] = R siirekli baslangic
fonksiyonu bulunabilir dyle ki |@(t)| < § olmak tlizere W (tq, ¢(.)) > 0 olur
x(t) = x(t, ty, @) (5.3)’lin bir ¢oziimii ise

t 2 t
<x(t) - ] G(t, S)X(S)dS) >W(t,x(.)) = W(to, () + yJ x? (s)ds
0 t

0
esitsizligi elde edilir.
Simdi x(t) nin smirh olmadigr gosterelim. Tersine eger x(t) sinirh ise, bu takdirde

fOtIG(t, s)| smurlt olur. Buna bagli olarak fOtG (t,s)x(s)ds ifadesi de smurli olur ve

bundan dolayr x2(t), L![0, %) uzayinin bir eleman1 olur.

Schwarz esitsizligi kullanilarak
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(f |G(t,s>||x(s>|ds) =<f |G<t,s)|1/2|G<t,s>|1/2|x<s>|ds)
0 0

Sfo IG(t,s)IdsJ0 |G(t,s)|x%(s)ds

yazilabilir. Son integral bir L' fonksiyonunun konvoliisyonu olup t — oo iken integral

sifira gider.

Boylece t — oo iken fOtG(t, s)x(s)ds — 0 olur.

t 1/2
|x - J, G, s)x(s)ds| > [W(to, ()]
oldugundan dolayi, yeterince biiyiik T ler igin tim t > T ve a > 0 sayisi igin |x(t)| =
a olur. Bu ise x2(t) nin, L'[0, ) uzaymin bir elemam olmasiyla celisir. Boylece x(t)

smursizdir ve (5.3) denkleminin sifir ¢6ziimii kararsizdir. Bu da ispati tamamlar.
C(t,s) =C(t—s) ve A(t) = Asabit matris oldugundan, | fooo C(v)dv| <o ve

Gt)=-] too C (v)dv oldugunu varsayalim.

oo

Q=A—G(O)=A+f C(v)dv
0

yazilabilir. Yukarida verilen Teorem 5.6 ve Teorem 5.7 asagidaki sekilde ifade
edilebilir.

5.3. Konvoliisyon Tipinde Bir VVolterra integro-Diferansiyel Denklem Sistemi icin
Bazi Niteliksel Sonuclar

Simdi ise Burton ve Mahfoud (1983) tarafindan Teorem 5.4’ iin degistirilmis bir
bicimi i¢in verdigi sonuglar ele alinacaktir.

Burton ve Mahfoud (1983) ayni ¢aligmada (5.1) denkleminin vektdrel bigimi

olan agagidaki Volterra integro-diferansiyel denklem sistemini ele aldi:

x' = Ax + fot C(t — s)x(s)ds. (5.7)
Burada A ve C, n>1 olmak iizere n X n boyutlu matrislerdir. C(t), 0 <t < o
araliginda siireklidir ve A sabit bir matristir. Z(t), asagidaki matris Volterra integro-
diferansiyel denklemini ve

Z(t) = AZ(t) + [, C(t —)Z(s),  Z(0) =1 (5.8)
baglangi¢ sartin1 saglayan bir n X n boyutlu matris olsun.

Teorem 5.8. M > 0 bir sabit olmak iizere 0 < t, < cove 0 <t < o0 igin
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fot fotolC(u + v)|dudv < M (5.9)
sart1 saglansin. Bu takdirde agagida verilecek olan on ifade birbirine denktir.

(1) t - oo iken Z(t) = 0 olur.

(i) (5.7)’nin tim x (¢, ty, ) ¢coziimleri t — oo iken sifira gider.

(iii)  (5.7)’nin sifir ¢éztimii diizgiin asimptotik kararlidir.

(iv)  Z(t) L'[0, o] uzaynin bir elemanidir ve Z(t) smnirhdur.

v) F:[0,00) - R™ fonksiyonu sinirl ve siirekli olmak iizere

x' = Ax + fOtC(t — s)x(s)ds + F(t)) (5.10)
Volterra integro-diferansiyel sisteminin her x(t, 0, x,) ¢oziimii [0, ) aralig1 tizerinde
siirhdir.

(vi)  (5.7)’nin sifir ¢oziiml asimptotik kararlidir. Ayrica asagidaki ifadeler de

esdegerdir.

(vit)  Z(t) siirhdir.

(viii)  (5.7)’nin tiim x (¢, ty, @) ¢cozlimleri sinirlidir.

(ix)  (5.7)’nin sifir ¢oziimii diizgiin kararhdir.

(x) (5.7)’nin sifir ¢6ziimii kararlidir ( Burton&Mahfoud, 1983).

Ispat. t — oo iken Z(t) — 0 olsun. Oyleyse t > ¢, i¢in (3.1)’in bir x(t, to, @) ¢dziimii

to

t
C(t—s)p(s)ds + f C(t —s)x(s)ds

to

x’=Ax+J
0

denkleminin bir ¢6ziimii olarak gdz Oniine alinabilir. Sagdaki ikinci terim F(t) gibi

digiintilebilir. y(t) = x(t + t,) doniisiimii yapilirsa buna bagli olarak,

t to

C(t—s)y(s)ds + f C(t+ty—s)p(s)ds
0

y'(© =y + |

0

denklemini elde ederiz. F:[0,00) - R™ siirekli olmak izere, x' = Ax+
I Ot C(t —s)x(s)ds + F(t) denklemine parametrelerin  degisimi  yOntemi

uygulanarak bulunan x(t, 0, x,) = Z(t)x, + fotZ(t — s)F(s)ds ifadesinden

t

Y(6) = Z(O)o(ty) +f Z(t - u)J "Clu + ty — $)o(s)dsdu
0 0

yazilabilir. s = t, — v alalim. Buna bagl olarak
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t

y(t) =Z([t)e(ty) + f Z(t — u)f 0C(u + v)p(ty, — v)dvdu

0

elde edilir.

[0, to] araliginda |@(t)| < K, K > 0, oldugundan

t to
|y(t)|§1<|2(t)|+1<f IZ(t—u)If IC(u + v)|dvdu
0 0

yazilabilir.

(i)’deki sarttan dolay1 yukaridaki esitsizligin konvoliisyon terimi ile |Z(t)| terimi t — oo
icin sifira gittiginden acikca yukaridaki esitsizligin sag tarafi t — oo i¢in sifira yakinsar.
Boylece (i) 6zelligi (ii) 6zelligini gerektirir (Burton ve Mahfoud, 1983).

Simdi ise (ii) 6zelligi saglansin, yani t — oo i¢in x(t, ty, @) — 0 olsun. Bu ise t = o

icin Z(t) — 0 olmasin1 gerektirir.

t rto
f f |C(u + v)|dudv < M
0 Jo

olmasi nedeniyle

le(t—u)IfOIC(u+v)|dvdu
0 0

integrali t,’a gore diizgilin olarak t — oo i¢in sifira gider.

(iii) nin saglandigim kabul edelim. Bu durumda Z(t) € L'[0, ] oldugu goriilebilir
(Bknz. Miller, 1971).

(iv)iin saglandigin1 kabul edelim. Daha sonra (5.10)’un [0, c0) araligindaki x(t, 0, x¢)

¢cOzlimleri

[ee]

x(t) =Z(t)x(0) + J Z(t —s)F(s)ds

0
olarak ifade edilir.

Ispatm geri kalan kisimlari i¢in Burton ve Mahfoud (1983)’a basvurulabilir.

5.4. Lineer Bir Volterra integro-Diferansiyel Denklem Sistemi i¢in Baz1 Niteliksel
Sonuclar
Burton ve Mahfoud (1983) Teorem 5.6’y1 asagida verilen Volterra vektor integro-

diferansiyel denklem sistemi i¢in genellestirdi:
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x' = Ax + fot C(t,s)x(s)ds. (5.11)

Burada A ve C, n X n boyutlu matrisler, n > 1, A sabit bir matrisve Cise 0 < s <t <
oo icin siireklidir.

Sonuca ulagsmak i¢in Burton ve Mahfoud (1983),

ATB + BA = —I (5.12)

esitligi saglanacak sekilde simetrik ve sabit bir n X n boyutlu B matrisi buldu.

Yukarida verilen denklem kararlilik teorisinde A matrisi kararli olmak kaydiyla standart
bir denklem olarak karsimiza ¢ikar. E§er A matrisinin tim karakteristik kokleri negatif
reel kisimli ise bu takdirde bir tek simetrik ve negatif tanimli bir B matrisi vardir. Bu B
matrisi (5.12) denkleminin bir ¢6ziimii olur.

Burton ve Mahfoud (1983), (5.11) denkleminin sifir ¢dziimiiniin kararli olmasi igin
gerek ve yeter sartlar igeren asagidaki teoremi ispatladi:

Teorem 5.9. B simetrik bir matris olmak ftizere (5.12) sartina ilaveten asagidaki

esitsizligin saglandigini varsayalim:

1BI (f,1c(t,9)lds + [7IC@w Dldu) <M <1, M>0,M€ER. (5.13)
Bu takdirde (5.11) denkleminin sifir ¢oziimiiniin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
B matrisinin pozitif tanimli olmasidir (Burton&Mahfoud, 1983).

Ispat.

V(t,x(t)) = x"Bx + |B| ftfoolC(u,s)Idqu(s)Izds
0 Je

Lyapunov fonksiyonelini alalim.
V(t,0) =0,V(t,x(t)) = x"Bx = Aplx||?
oldugu aciktir. Burada A, pozitif sayis1 B matrisinin en kii¢iik 6zdegeridir. Bu ifadeler
bize V fonksiyonelinin pozitif tanimli oldugunu verir.
Yukaridaki Lyapunov fonksiyonelinin (5.11) diferansiyel denkleminin bir x(t) ¢oziimii

boyunca tiirevi alinirsa,
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t

t
V'(t,x(.)) = [xTAT + f xT(s)CT (¢, s)dsl Bx + x"B [Ax + f C(t, S)x(s)dsl
0

0

[o ) t
4 |B|f 1€, B)ldulx]? — |B|f 1€t $)lIx(s)|? ds
t 0

t
= —|x|? + 2xTBf C(¢,s)x(s)ds
0

0 t
; |B|f 1€, )] dulx|? - |B|f 1€, )11x(s) 12 ds
t 0

< —|x|?

1 18| j 1€ (%12 + |x(s)[D)ds
0
[o) t

4 |B|] 1€, )| dulx]? — |B|j 1C () l1x(s)I2 ds
t 0

t o0
= [—1 + IBlf |C(t,s)|ds +j |C(u,s)|] |x]|? < [-1 + M]|x]|?
0 t

= —a|x|?

elde edilir. Burada ¢ =1 —M > 0 dir. Elde edilen bu sonuglar B matrisinin pozitif
tanimli olmast kosuluyla verilen Volterra integro-diferansiyel denkleminin sifir
¢Ozlimiiniin kararli ve hatta asimptotik kararli olmasini garanti eder.

Simdi ise, x = 0 ¢6ziimiiniin kararli oldugunu ancak tersine B matrisinin pozitif tanimli
olmadigmi varsayalim. Bu takdirde bir x, # 0 vardir dyle ki x) Bx, < 0 olur. Eger
xIBx, = 0 ise bu takdirde (5.11) denkleminin x(t, 0, x,) ¢6ziimii boyunca V(0,x,) =
x3Bxy = 0 olur. Ayrica V'(t,x(.)) < —alx|? olmasi nedeniyle bir t; > 0 sayisi vardir
oyle ki V(ty,x(.)) < 0 olur. Buna bagh olarak da x7 (t;)Bx(t;) < 0 olur. Bu ise bir
celiskidir. Yani B matrisi i¢in basta kabul ettigimiz ifade dogru degildir.

Eger B pozitif tanimli ise tiim sifirdan farkli x’ler i¢in x” Bx > 0 olur. Bundan
dolayr V(t,x(.)) pozitif tanimhidir ve V’(S_ll)(t,x(.)) negatif tamimhidir. Boylece,
x = 0 kararhidir.x = 0 kararli oldugunu varsayalim fakat B pozitif tanimli olmasin.
Oyleyse xtBx, < 0 olacak sekilde bir x, # 0 vardir. Eger xI Bx, = 0 ise, x(t, 0, x,)
¢dzlimii boyunca V(0,x0) = x Bx,=0 veV'(t,x(.)) < —alx|? olur dyle ki baz

ty > 0 lerigin V(t1,x(.)) < 0 elde edilir. Boylece x” (t;)Bx(t;) < 0 olur.
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Bundan dolay1, eger x # 0 igin x”Bx her zaman pozitif degildir, x] Bx,<0 olan bir
Xo # 0 oldugunu kabul edebiliriz.

€ =1vety,=0olsun. x = 0’dan itibaren kararlidir. |x,| < & olacak sekilde bir § > 0
vardir dyle ki her t > 0 igin |x(t,0,x,)| < 1 saglar. |xo| < & ve xIBx, < 0 olacak

sekilde bir x, segebiliriz. x(t) = x(t, 0, x,) almnirsa,

t
xT(©)Bx(t) < V(t,x(.)) < V(0,x,) — af |x(s)|?ds
0

t
< xI'Bx, — af |x(s)|?*ds
0

elde ederiz.

Yeterince biiyiik t’ler igin x(t)’nin smirh oldugu gosterilecektir. Aksini farzedersek,
monoton olarak sonsuza giden bir {t,} dizisi vardir 6yle ki x{t,} — 0 olur. Bundan
dolay1 x7 (t,)Bx(t,) — 0 olur bu da xT (t)Bx(t) < x! Bx, < 0 ile gelisir.

Boylece |x(t)|? = y olan bir y vardir dyle ki xT (£)Bx(t) < xJBx, — ayt saglamalidur.
Bu da t » o iken |x(t)| = o ni gerektirir. Bu |x(t)] <1 ile ¢elisir ve ispat
tamamlanur.

Eger C(t,s) = C(t — s) ise, (5.11) sistemi

x' = Ax + fot C(t—s)x(s)ds (5.14)
denklemine indirgenir ve (5.13) ise 2|B| fOOOlC(v)ldv < 1 esitsizligine indirgenir.
Boylece asagidaki sonuca ulasiriz.

Sonug 2. Eger simetrik bir B matrisi icin A”B + BA = —I esitligi ve

LOOC(U)

esitsizligi saglanirsa, (5.14) denkleminin sifir ¢éziimiiniin kararli olmasi i¢in gerek ve

2|B| dv <1

yeter sart B matrisinin pozitif tanimli olmasidir (Burton&Mahfoud, 1983).

Simdi ise B matrisi yine simetrik ve pozitif tanimli olmak ile birlikte
ATB+BA=1 (5.15)
esitligini saglasin.

Teorem 5.10. (5.15) sartina ilaveten asagidaki sartin saglandigini varsayalim:

|B|<f0t

o)

C(t,s)ds+f |C (u, t)dul|

t

)SM<1.
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Bu takdirde (5.11) denkleminin sifir ¢6ziimii tamamen kararsizdir. Ayrica, bir t, = 0 ve

bir § > 0 igin |@(t)| < § olacak sekilde siirekli bir ¢:[0,t,] = R™ fonksiyonu vardir
Oyle ki her t > to lgln IX(t, to, (p)l > [Cl + Cz(t - to)]l/z 0|Ur Burada Cq ve Co, to ve
¢’ye bagl pozitif sabitlerdir.

Ispat.
t 00
V(t,x) = x"Bx — |B|J J |C(u, s)|dulx(s)|*ds
0 Je

Lyapunov fonksiyonelinin (5.11) diferansiyel denklem sisteminin bir x(t) = x(t, to, @)

¢Oziimii boyunca tiirevi alinirsa,

t
V'(t,x) =

xTAT + j

xT (s)CT (¢, s)dsl Bx +xTB
0

t
Ax+J C(t,s)x(s)dsl
0
oo t
—|B|f 1€, )| dulx|? + |B|j 1C(6,$)]1x(s)[2ds
t 0
t
=xTx + Zf xTBC(t,s)x(s)ds
0
[ee) t
—|B|f 1CCu, )l dulx]? + |B|f 1C(6,$)|1x(s)[2ds
t 0
t
> |x|2—2|B|f 1C(t, )1 1x(s)x]ds
0
oo t
—|B|j 1CCu, Ol dulx|? + |B|f 1C(6,$)11x(s)[2ds
t 0
t
> x[2 - |B] j 1€ ) (%12 + |x(s)[D)ds
0

[es) t
—|B|f 1CCu, )] dulx]? + |B|f 1C(t, 5)l1x(s)[2ds
t 0

=

t o)
1—|B|<J |C(t,s)|ds+J |C(u,t)|du>l |x|?
0 t

> [1— M]|x|> = ylx|?
olur.Buraday =1 —M > 0 dir.
¢ fonksiyonu [0, t,] araliginda secilirse, V (to, @) > 0 olur. Ozellikle t, = 0 alinirsa,
bir ¢(0) # 0i¢in (0, ¢) > 0 bulunur. Bu durumda her t > ¢, i¢in,

|B|lx(t)]? = xT(t)Bx(t) = V(t,x) = V(ty, ) +y tlx(s)lzds

to
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olur. [x()|? = V (to, @) iken
1Bllx(0)? = V(to, @) + vV (to, @) (t — to)/1B|
olarak bulunur.
Egert, = 0 ve ¢(0) # 0 olarak alinirsa,
1x()1? = [ (0)Bp(0)]/1B] + (v/1BI1*)[9" (0)Bp(0)]t
olur. Boylece bu ispat da tamamlanmis olur.

Bir n X n boyutlu G (t) matrisi ile

aG(t)/dt = C(t) (5.18)
secilsin ve
Q=4-G(0) (5.19)

olsun. Boylece (5.14) denklemi
x'=Qx+d/dt fot G(t —s)x(s)ds (5.20)
formunu alir.
D bir simetrik matris olsun ve
QTD +DQ = —I (5.21)
saglasin.

Eger D bir pozitif tanimli matris ise, k bir pozitif sabittir ve her x i¢in
klx|?> < xTDx (5.22)
esitsizligini saglar.
Teorem 5.11. (5.18)-(5.21) ifadelerine ilaveten asagidaki sartlarin saglandigini

varsayalim:

H2(DQ| [, 16(w)| < 1.
(i)t = oo iken G(t) — 0 olsun.
O zaman (5.14) Volterra integro-diferansiyel denkleminin sifir ¢ozliimii kararli olmasi

icin gerek ve yeter sart D matrisinin pozitif tanimli olmasidir (Burton&Mahfoud, 1983).

Ispat. (=):

t T t
V(t,x(.)) = (x — f G(t— s)x(s)ds) D <x — f G(t — s)x(s)ds)
0 0

+|DQ|Jf |G (u — s)|du|x(s)|?*ds
0 Je

Lyapunov fonksiyonelini ele alalim. Bu fonksiyonun pozitif tanimli oldugu agiktir.

Boylece Lyapunov’un kararlilik teoreminin birinci sartt saglanmis olur. Verilen



35

Lyapunov fonksiyonelinin (5.20) sistemi boyunca t bagimsiz degiskenine gore tiirevi

alinirsa, yukarida verilen teoremin sartlarina bagl olarak
t
V'(t,x(.)) =xTQTD <x - f G(t — s)x(s)ds)
0
t T
(x —f G(t —s)x(s)ds) DQx
0
%) t
+DQl [ 1604~ Oldulxlds = 1DQl [ 16(¢ = lx()I ds
t 0
t
< —lxl* +10Q1 [ 16 = Il + 1x(9)[) ds
0
oo t
+DQl [ 1604~ Oldulxl? - 10Q! [ 16 = 9lx()I ds
t 0

t )
= [—1+|DQ|<] |G(t—s)|ds+J IG(u—t)Idu)l |x|?
0 t

<

14 z|DQ|j |G(v)|dv] ]2 = —ulx|?
0

elde edilir. Boylece Lyapunov’un kararlilik teoreminin ikinci sarti da saglanmis olur.
Yani teoremin sartlarinin saglanmast durumunda (5.20) denkleminin sifir ¢oziimii
kararli olur.

(&): Simdi ise D matrisinin pozitif taniml oldugunu varsayalim. Verilen denklemin
sifir ¢oziimiiniin kararli oldugu gosterilecektir. € > 0 ve t, = 0 verilsin. Bir § > 0
sayist bulmaliyiz oyle ki her t €[0,ty] igin |p(t)] <& iken her t>t, icin
|x(t, tg, ) | < & oldugu gosterilecektir. Verilen Lyapunov fonksiyonelinin tiirevi
V'(t,x(.)) <0 esitsizligini sagladigindan Lyapunov fonksiyoneli azalan bir

fonksiyondur. t,’dan t’ye bu esitsizligin integrali alindiginda
to 2
V(tx()) <V(to0()) < |D|<I<p(to)| +f IG(to—s)||<p(s)|ds>
0

to co
+|DQ|f f |G(u — s)| dule(s)|?ds < §2N?, (N > 0)

elde edilir.
(5.22) sart1 kullanilarak da

V(t,x(.)) > (x — JtG(t - s)x(s)ds) D <x - ftG(t — s)x(s)ds)
0 0
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2
),kiO

> k? (le —

f G(t—s)x(s)ds
0

elde edilir.

Buna bagli olarak

X(D)] < (BN/K) + f 16t — 9)l1x(s)]ds

oldugu goriiliir.
8 < (k/N)(1— [’1G(v)|dv)e olmak kaydiyla

her t > ¢, icin

lx(t)| < (6N /k) +s] |G(v)|dv < ¢

0

yazilabilir. (i) sartindan ve 2|DQ| =1 oldugundan yukari esitsizligin sag tarafi
pozitiftir. Bu nedenle verilen denklemin sifir ¢6ziimii kararl olur.

Simdi ise D matrisinin pozitif tanimli olmama durumu i¢in teoremin sonucunu elde
etmenin miimkiin olmadigini gosterelim. x = 0 ¢6ziimii kararli, ancak D matrisinin
pozitif tanimli olmadigini varsayalim. Bu durumda x, # 0 vardir dyle ki xJDxy < 0
olur. Yani D matrisi negatif taniml olsun. Ayrica § > 0 olmak flizere |x,| < & olsun.
x = 0 ¢ozlimii kararli oldugundan bir § segebilir dyle ki |x,| < & iken her t = 0 i¢in
|x(t,0,x0) | < 1olur. x(t) = x(t,0,xy) olsun.

V(6x0) SVOx) — i | x(@Pds = =n - [ 1x()Ids, (n = =xfDxy > 0)
0 0
elde edilir. Boylece,
t T t
(x(t) - ] G(t— S)X(S)dS) D <x(t) - f G(t— s)x(s)ds)
0 0

< -1 — u J, |x(s)|?ds) (5.23)

yazilabilir. Schwarz esitsizligi kullanilarak ,

t 2 t t
(f |G(t—s)||x<s>|ds) sf |G(t—s)|dsf 16t — 5)l1x(s)|2ds
0 0 0

sonucuna ulasilir.
t o t . .
lx(OI <1 ve [/IG(t—s)|ds smirli oldugundan, [ G(t—s)x(s)ds integrali de

stnirhdir. (3.17) den asagidaki ifadeye ulasilabilir:
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2
) <K,(K €R,K >0).

n+ ,uf |x(s)|?ds < |D| <|x(t)| + J G(t—s)x(s)ds
0 0

Boylece, |x(t)|?, L[0, o0) uzaymn bir elemamdir. t - oo igin G(t) - 0 ve |x(t)|?,
L'[0, 00) uzayinin bir eleman1 oldugundan t — oo iken foth(t —9)||x(s)|*ds — 0 olur.
Schwarz esitsizliginden t — oo iken fot G(t —s)x(s)ds — 0 olur.

(5.23) esitsizliginden yeterince biiyiik t’ler i¢in xT (£)Dx(t) < —n/2 oldugu goriilebilir.
Ayrica, t — o icin xTDx — 0 olur. Buna bagli olarak yeterince biiyiik her t ve bir
y > 0 sayis1 icin |x(t)|? = ¥ sonucuna varilir. Bylece, t — o i¢in fotlx(t)lzdt — o0
olur ve bu ise |x(t)|?’nin L}[0, o) uzaymin bir eleman1 olmasiyla celisir. Bu nedenle D

pozitif tanimli olmak zorundadir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Eger

|f0°° C(w)dv| < o (5.24)
ise G(t),

G() =— [ C(v)dv (5.25)
seklinde tanimlanabilir.

Boylece,

Q=A-G0)=A+ [ C(w)dv (5.26)
yazilabilir.

Sonug 3. (3.15) ve (3.18)-(3.20) sartlarina ilaveten
21DQ| [°|[.” C(w)dv|dt < 1 (5.27)
olsun. (5.14)’in sifir ¢6zlimiiniin kararli olmasi igin gerek ve yeter sart D nin pozitif

tanimli olmasidir (Burton&Mahfoud, 1983).
Teorem 5.12. (5.21) ve (5.24)-(5.26) saglandigini kabul edelim. Eger

(i) A+ Ooo C (v)dv kararl1 bir matris,

(i)  21DQI ["|f,” c(w)dv|dt < 1

olur ise, bu takdirde (5.14) denkleminin sifir ¢oziimi kararlidir. Ayrica (5.14)
denkleminin tiim ¢dziimleri L?[0,00) uzaymm birer eleman: olup, her bir ¢dziim
sinirhidir.

[laveten eger,
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(i) ['IC)|2dv < o yada [°|C(v)|dv < oo

ise, (5.14) denkleminin tiim ¢ézlimleri t — oo igin sifira yakinsar. Bundan dolay1 (5.14)
denkleminin sifir ¢6ziimii asimptotik kararhdir.

Son olarak,

(iv) [ [ 1IC)]dvdt < o

ise, (5.14) in tiim ¢dziimleri L![0, ) uzaymin bir elemani olup Ve sifir ¢dziimii diizgiin
asimptotik kararlidir (Burton&Mahfoud, 1983).

Ispat. (i) ve (ii) ozelliklerinin saglandigini varsayalim. Bu takdirde D matrisi pozitif
tanimhidir. Yukaridaki sonug dikkate alindiginda verilen denklemin sifir ¢éziimii kararl
ve tiim ¢ozlimleri ise sinirlidir. Bilindigi lizere Teorem 5.11°de kullanilan V(t,x(.))
Lyapunov fonksiyoneli pozitif tanimlidir. Bu fonksiyonelin (5.20) sistemi boyunca
tirevi alindiginda Teorem 5.12°nin sartlarina bagl olarak t > t, i¢in ve u > 0 bir sabit

olmak tlzere

V'(t,x()) < —ulx@®?
elde edilir. Bu sonug verilen denklemin sifir ¢éziimiiniin asimptotik kararli oldugunu
hatta diizgiin asimptotik kararli oldugunu gosterir.

Yukaridaki son esitsizliginin 0’ dan t’ ye integrali alindiginda
V(620) = V(0.x0)) < - [ ) l2ds
elde edilir. Buna bagli olarak V fonksiyoneli pozitif tanimli ve azalan oldugundan
o ©)I2ds < V(0,x0)) = V(6x()) < V(0,x()) = k
0

elde edilir. Bu sonug ise verilen Volterra integro-diferansiyel denklemin ¢dziimlerinin
mutlak degerlerinin kare integrallenebilir oldugunu gosterir. Yani |x(t)|? € L]0, c0)

olur.

Ayrica eger (iii) saglanirsa, (5.14) denklemi ve |ab| < %(a2 + b?) esitsizliginden

Ix"(®)] = |A]lx(8)] +J |C(t = s)|x(s)|ds
0

< |4l1x(©®) + (1/2) f IC(t - )[2ds + (1/2) f 1x(s)|2ds
0 0

oldugu gortiliir.
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A matrisi sabit, |x(¢)| smirls, fOtIC(t—s)lzds ve fotlx(s)lzds integralleri yakinsak
oldugundan |x’(t)| sinirhidir ve dahast (|x(s)|?)’ ifadesi de sinirhidur.

(x()IH" = " Ox(E)" < 2lxO]lx' @)
esitsizliginden dolay1 istenen sonug kolaylikla goriilebilir. Ispatlarin geri kalan1 benzer
sekilde tamamlanabilir.
Sonug¢ 4. (5.21) ve (5.26) sartlarinin saglandigin1 varsayalim. Bu sartlara ilaveten

asagidaki sartlarin da saglandigini varsayalim:

() A+ [ C(v)dv kararh bir matristir.

(i)  21pQl [, [”IC(w)|dvdt < 1 olur.

Bu takdirde (5.14)’lin sifir ¢oziimii diizgiin asimptotik kararlidir (Burton&Mahfoud,
1983).

Ispat. Bakiniz Burton&Mahfoud (1983).

Teorem 5.13. Asagidakilerin saglandigini kabul edelim:
0 [ [7IC@)]dvdt < oo,
iy [|) Cwdv|de <1,

(i) A+ [ C)dv<0

ise (5.1)” in sifir ¢6ziimii diizglin asimptotik kararlidir (Burton&Mahfoud, 1983).

Ispat. Bakiniz Burton&Mahfoud (1983).
COM =c@) ve cO@)=diC(t)/dt!,i=0,1,2,.., olsun. Buna gore
asagidaki ispat verilecektir.

Teorem 5.14. (3.15) ve (3.18)-(3.20) sartlarna ilaveten m pozitif bir tamsay1 ve
¢ ™M= (¢t) siirekli olmak iizere asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim:

(i) A+ fooo C (v)dv kararl1 bir matris,

(i)  21DQI ["|f,” C(w)dv|dt < 1,

(i)  [7]cO@)|dv < ,i=0,1,..,m—1.
Bu takdirde (5.14)’in sifir ¢6ziimii asimptotik kararlidir. Ayrica, (5.14)’tn her x(t) =

x(t, to, @) ¢oziimii i¢in t — oo iken xP(t) - 0,i =0,1,...,m olur ve x@(t) ler

L?[to, ) uzaymnim birer elemamdir (Burton&Mahfoud, 1983).
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Ispat. Teorem 5.12°den mevcut sartlar altinda (5.14) denkleminin x = 0 ¢dziimiiniin
asimptotik kararli oldugu kolaylikla gosterilebilir. Ispatin geri kalan kismi ise

tiimevarim yontemi ile yapilacaktir. m = 1 olsun. (5.14) denkleminden

t
KOl < Allx(@©)] + f 1C(t = )lIx(s)]ds
0

yazilabilir. Yukarida verilen (i)-(iii) sartlar1 ve Teorem 5.11°den dolay1 t — oo i¢in
x(t) >0 olur vex(t) ¢oziimi L*[ty, ) uzaymm bir elemamdir. Ayrica,
) 0°°|C MW (v)|dv < o olmast nedeniyle, yani C(t), L' uzaymnin bir elemani oldugundan
yukaridaki esitsizlikteki integral t — oo i¢in sifira yakinsar. Buna bagl olarak t — oo
icin x'(t) » 0 olur. Simdi ise, t » oo igin x"(t) = 0,...,x™(t) - 0 oldugunu
gosterelim. Ote yandan Hewitt ve Stromberg [6, p.397] den dolay: verilen integral L!
uzaymin bir elemani, x(t) kare integrallenebilir oldugundan foth (t —s)||x(s)|ds
ifadesi de L?’nin bir elemanidir. Tiimevarim ydntemindeki uygulamadan dolay1 verilen
teoremin m =k igin dogru oldugunu kabul edelim. Buna bagli olarak teoremin
sonucunun m =k + 1 (k=1, 2, 3, ...) i¢in dogru oldugunu gosterelim. (5.14) integro-

diferansiyel denkleminin k kere tiirevi alinirsa, elementer esitsizlikler yardimiyla
k-1
x| < 14][x® 1)) + Z|C<i)(0)| |xk=1-0 ()|
i=0

+ ft|C(k)(t — 8)|1x(s)|ds
0

kolaylikla elde edilir. (iii) sartimmm m =k +1 i¢in saglandigin1 varsayalim.
Konvoliisyon terimi igeren yukaridaki integral L' uzaymnmn bir elemani olup, £ = oo igin
x(t) = 0 olur. Buna bagl olarak s6z konusu olan integral, verilen teorem m = k i¢in
dogru oldugundan t — oo i¢in sifira gider. Buna bagh olarak i=0, 1, ..., k olmak iizere
t — oo i¢in x(t) - 0 olur. Benzer bicimde t — oo i¢in x**D(t) - 0 olur. Ayrica
i=0, 1, ..., k i¢in x@(t), L? uzaymm bir elemani, konvoliisyon integrali L' uzaymin bir
eleman: ve x de L? uzaymin bir elemani olur. Boylece verilen integral L? uzayinin bir
elemanidir. Buna bagli olarak x**D(t), L?[t,, ©) uzaymmn bir elemani olur. Yani i=0,
1, ..., k+1 igin x@D(t), L?[ty, ) uzaymm bir elemam olur. Bdylece teoremin ispatt

tamamlanir.
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5.5. Pertiirbe Volterra integro- Diferansiyel Denklemlerde Céziimlerin Niteliksel

Sonuclar

Bu bolimde daha onceden verilmis olan (5.11) lineer Volterra integro-
diferansiyel denklem sisteminin asagida verilen pertiirbe edilmis lineer olmayan daha

genel formu ele alinacaktir:
t

x'=Ax+A;(t)x + H (x)x + f [C(t,s) + C;(t)sH,(x(5))]x(s)ds (5.28)
0

sistemini ele alalim. Burada A, A, C, C;, H,, H, fonksiyonlar1 n xn boyutlu matrisler
olup, A sabit bir matris ve A;(t), 0 < t < oo i¢in siirekli bir matris fonksiyonudur.
Ayrica C(t,s) ve C;(t,s) lerise 0 < s < t < oo igin siirekli matris fonksiyonlaridir.
Ilave olarak, H, (x) ve H,(x) matris fonksiyonlar1 0 € U olmak iizere U c R™ agik

climlesi iizerinde siireklidir. m ve J pozitif sabitler olmak iizere

|4, (O] = m, |C1(E, )| < JIC(E, s)] (5.29)
ve

H;(0)=0,i=12 (5.30)
olsun. Ayrica B n xn boyutlu simetrik bir matris ve

ATB+BA = -1 (5.31)
olsun.

Teorem 5.15. (4.2)-(4.4) sartlarina ilaveten M pozitif bir sabit olmak tizere
t 0o
181 (f1CCt 9)lds + [1C(w, O)ldu) < M (5.32)

esitsizliginin saglandigin1 kabul edelim. Bu takdirde yeterince kii¢iikk m’ler igin (5.28)
sisteminin sifir ¢éziimiiniin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart B matrisinin pozitif
tanimli olmasidir (Burton&Mahfoud, 1983).

Ispat. Asagida verilen Lyapunov fonksiyonelini g6z 6niine alalim:
t oo}
V(t,x(.)) =x"BX + Kf f |C(u, s)|dulx(s)|*ds.
0/t

(5.28)’ in bir x(t) = x(t, ty, ) ¢oziimii boyunca bu Lyapunov fonksiyonelinin tiirevi

alinir ve teoremin sartlar1 goz oniine alinirsa
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V'(t,x(.)) = <xTAT +xTA," +xTH,"
T
+ f xT()[CT(t,s) + Hy (x(s))C," (¢, s)]ds> Bx
0
t
+xB (Ax + A;x + Hix + f [C(t,s) + C,(t, $)Hy(x(s))]x(s) ds>
0

o) T
+Kf IC(u,t)IdquIZ—Kf |C(t, $)||x(s)|?ds
t 0

< —IxI? + 2[Bl1A,(O|1x]|? + 2|B[|Hy (x)]|x|?

+|Blf (€t N+ 16t NH (e (D Ux () I? + |x[*)ds
0

o0 t
+Kf |C(u,t)| dulx|? — Kf |C(¢t,8)| |x(s)|*ds
t 0

< —|x|? + 2|B|m|x|* + 2|B||Hy (x)||x|?

+|Blf (ct, )l +J1Ct, HIH () DUx()1* + |x[*)ds
0
+Kfoo|C(u,t)|du|x|2—Kf |C(¢t,8)| |x(s)|?ds
t 0
< l—1+ |B|<2m+2|H1(x)| +f IC(t, )l (1 +]|H2(x(s))|)ds>
0
K| |cwt)ld 2
4 ft ICCu, B)] u]|x|
11B] f 106, )] (1 +J|Hy (x())|) () [2ds
0

—Kf |C(¢t, $)||x(s)]|?*ds
0

elde edilir. Burada H; ve H, matrisleri siirekli, H;(0) = H,(0) = 0 oldugundan,
stireklilik tanimi kullanildiginda i = 0,1 olmak {izere her n > 0 i¢in bir y > 0 sayis1
vardir 6yle ki |x| < y oldugunda |H;(x) | < n olur. Yukarida verilen esitsizlikten
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V’(t,x(.)) = l—l + |B| <2m + 27 +J |[C(t,s)|(1 +]r])ds>
0

+Kf |C(u,t)| du
t

|x|? + IBlf 1C(t, ) (1 + Jm)lx(s)]*ds
0

t
-k [ le@9)lx)Pds
0
elde edilir. K = |B|(1 + Jn) olsun. Buna bagh olarak

V'(t,x(.)) = [—1 +2|Bl(m+1)

+|B|(1+]17)<f |C(t,s)|ds+J |C(u,t)|du>l |x|?
0 ¢

< [-1+2|B|(m +n) + M(1 + Jn)]|x|?
elde edilir.
a=1-2|B|(m+n)—M(1+Jn) olsun. @ >0 olacak sekilde yeterince kiigiik
m,n’ler segilsin. Bdylece 0 < s < ¢ icin |x(s)| < y olmak iizere V'(t,x(.)) < —alx|?
olur. Yani B matrisi pozitif tanimli ise verilen denklemin sifir ¢dziimi kararhdir.
Gergekten B matrisinin pozitif tanimli oldugunu ve t, =0 ile € >0 oldugunu
varsayalim. Ayrica € <y ved >0 olsun. O zaman t € [0,t,] icin |@(t)| <6
oldugunda her t > t; i¢in x(t,ty, ¢) < & olur. B matrisi pozitif tanimli oldugundan
(3.14) denklemi dikkate alindiginda

k?|x|? < xTBx < V(t,x(.)) < V(ty,x(.))

to [oe]
IBllo(to)|* + [BI(1 +Jn)f f |C(u, s)|du |p(s)|>ds < §2N?
0 Yt

olacak sekilde bir k # 0 sayis1 vardir. Burada

N2 = |B| ll +(1 +]n)f 0foolC(u,s)Idudsl
0 Jeo

dir. Boylece tiim t > t, lar igin § < ke/N olmak tizere |x(t)| < € olur. Yani verilen
denklemin sifir ¢oziimii kararlidir.

Simdi ise x = 0 ¢oziimiiniin kararli oldugunu varsayalim. B matrisinin pozitif tanimli
oldugu gosterilmelidir. Ancak tersine B matrisinin pozitif tanimli olmadigini

varsayalim. Daha 6nceden verilen Teorem 8’in ispatindaki yol izlendiginde eger € =y
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ve to = 0 ise, bu takdirde § > 0 ve x, # 0 icin |xy| < § ve x,"Bx, < 0 olur. Bu ise
bir ¢eliskidir. Dolayisiyla B matrisi pozitif olmak zorundadir.

Simdi ise (5.11) sisteminin bir diger lineer olmayan pertiirbasyon bi¢imini ele
alalim:
x'=Ax+ f(t,20) + [ C(t, $)x(s)ds. (5.33)
Burada A ve C, n X n boyutlu matrisler olup; A sabit matris C(t,s)ise0 <s<t<
icin siireklidir. Ayrica f: [0, 00) X R™ — R"™ siirekli bir fonksiyon olup bu fonksiyon,
2:[0,00) - [0,00) siirekli bir fonksiyon, [°A(s)ds < oo ve t - oo igin A(t) -0
olmak iizere
lf (&) <A@ (x] + 1) (5.34)
sartlarin1 saglamaktadir. Ayrica B n X n boyutlu bir sabit ve simetrik matris olmak
uzere
ATB + BA = —1 (5.35)
oldugu varsayilmaktadir.
Teorem 5.16. Yukarida (5.33) denklemi i¢in verilen sartlara ilaveten asagidaki sartlarin

saglandigini varsayalim. Bir M > 0 sabiti vardir dyle ki
IBI (f,1c(t, )l ds + [7Ic@ )l du) < M < 1 (5.36)

olsun. Bu takdirde (5.33)’lin tiim ¢oziimleri simirli olmasi igin gerek ve yeter sart B’nin
pozitif tanimli olmasidir ( Burton&Mahfoud, 1983).

Ispat. L bir pozitif sabit olmak iizere asagida verilen Lyapunov fonksiyonelini géz

Oniine alalim:
t o) .
V(t,x(.)) =|x"TBx+1+ |B|f f |C(u, s)|dulx(s)|ds oLl A()ds.
0 Jt

Bu fonksiyonelin pozitif tanimli oldugu aciktir. (5.33)’in x(t) = x(t, ty, @) ¢oziimii

boyunca tiirevi alinirsa,

V’(t,x(.))
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t
=—-LA)V +

(v 0+ |

xT(s) CT (¢, s)ds) Bx
0

+xTB (Ax + f(t,x) + ftC(t, s)x(s)ds)

@ t
#1581 | 10G, Oldulxl? - 151 | IC(t.s)llx(s)Pds]e-Lféﬂsws
¢ 0

bulunur. Teoremin sartlarina bagli olarak

V'(t,x(.)) < =LAV

t 0
+{[—1+ |B|<f (¢, 5)ds| +f |C(u,t)|du>] Jx[2
0 t

t
+2|BllxlIf (¢, x)l} A OLY

< =LA@V + [(—=1 + M)|x|* + 2|Bl|x|A@®) (|x] + 1)]e—Lf0t/1(s)ds
< e AOB[LA(6) + (=1 + M + 21 BIA®) x I + 21 BIA)|x]]

< e LI OB [_LA() + (=1 + M + 2|BIAO)Ix[2 + |BIAE) + [BIA®) [x[?]
elde edilir.
L = |B| alalm ve S yeterince bilyiik bir pozitif say1 olmak iizere her t > S i¢in —1 +
M + 3|B| A(t) < —B,B > 0,8 € R olsun. Bu takdirde, her t > S i¢in ve y > 0 i¢in

V'(t,x()) < e"Lf;MS)ds(—,BIxIZ) < —ylx|>y >0,y €ER
bulunur.
x(t) (5.33)’lin bir ¢ozliimii ve B pozitif tanimli olsun. V fonksiyoneli azalan oldugundan
ve t > S oldugundan V(t,x(.)) < V(S,x(.)) yazilabilir. Buna bagli olarak x(t) nin
sinirli oldugu sonucuna vartlir.
Simdi ise B’nin pozitif tanimli olmasi durumunda (5.33) denkleminin tiim ¢éziimlerinin
siirlt oldugunu gosterelim. x # 0 olmak tizere
(5.33) denkleminin tiim ¢6ziimleri sinirli olsun fakat B pozitif tanimli olmasin. Simdi
Teorem 5.9’un ispatindan x, # 0 oldugunda x,"Bx, < 0 saglandif1 gosterilecektir.
to = S alalim ve ¢ [0,t,] araliginda V (&, ¢(.)) < O esitsizligini saglayacak sekilde
stirekli bir fonksiyon olsun.t =S i¢in V’(t,x(.)) < —y|x(¢)|?> elde edilir. Bu

esitsizligin s’den t’ye integrali alindiginda
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V(t,x(.)) < V(S o)) - )/f |x(w)|? du
s

bulunur.

Teorem 5.9°da izlenen yola benzer bir yol izlenirse kolaylikla ¢t — oo igin
V(t,x(.)) > —o oldugu goriilebilir. Bu ise x(t) = x(t, to,¢) ¢Oziimiiniin smurh
olmadigini gosterir.

Bu bir geliskidir yeni verilen denklemin ¢oziimleri sinirhidir ( Burton&Mahfoud, 1983).
5.6. Skaler Bir Volterra integro-Diferansiyel Denklem i¢in Niteliksel Sonuglar

Burton ve Mahfoud (1983)

x' = At)x + [, C(t,)x(s)ds. (5.37)
bi¢iminde birinci mertebeden skaler Volterra integro-diferansiyel denklemini ele aldi.
Burada A(t) fonksiyonu ve C(t) ¢ekirdegi sirasiyla0 <t < oove) <s<t <o

araliklarinda siirekli fonksiyonlardir. Ayrica A(t) ve C(t,s) fonksiyonlarinin t’ye gére

tiirevlenebildigi ,

1€ (u, s)dul ile [°[9C (u, ) /0t]du (5.38)
integrallerinin var oldugu kabul edilmektedir.

G(t,s) =— [ C(u,s)du (5.39)
ve

Q) =A() —G(¢t,t) (5.40)
olsun. Bu durumda (5.37) asagidaki gibi yazilabilir:

x' = Q®)x + (d/dt) [ G(t, s)x(s)ds. (5.41)

Teorem 5.17. (5.38)-(5.40)’a ilaveten Q4,Q,,/, N, R sabitler, R < 2ve 0 <t < oo

olmak tizere asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim:
i) —-Q=0®)=-0,<0,
(i) [l6¢s)lds <] <1,
(i) [1G(ts)lds + 716w, O)|du < RQ,/Q,
(iv)  [lcs)lds + |[7 C(u, )du| < N.
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Bu takdirde, (5.37) denkleminin sifir ¢éziimii asimptotik kararlidir. Ayrica, (5.37)’nin
her x(t) ¢oziimii igin x(t) = x(t, to, @) € L?[ty, ) olur. Yukaridaki sartlara ilaveten

asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim:
V) 1Q'(® - QWG O +1Q®] f,IC(t )lds < RQy,
Vi) €0, [ 19C(t,s)/0t| ds ve [[AC(u, t)/dt] du smrhdir.

Bu takdirde t — oo igin xP(t) = 0 ve xD(t) € L?[ty, ), i = 0,1, olur
(Burton&Mahfoud, 1983).

Ispat. Teorem 5.7°den x = 0’1n kararlilig1 goriiliir. Teorem 5.7” nin ispatinda kullanilan
V(t, x(.)) fonksiyonelinin tiirevinin alinmastyla her t > t, ve bazi § > 0 lar igin,

V'(t,x(.)) < —px2(t)

oldugu goriiliir. Bu esitsizligin t,’dan t’ye integrali alindiginda
t
V(t,x(.)) < V(to, 0(tr)) =B | x2(s) ds
to
elde edilir.
t t
B | x3(s)ds <V(t,x())+ B | x2(s)ds <V (to, 0(to))
to to
yazilabilir. Buna bagli olarak

fxz(s) ds < BV (to, (o).
t

0

B ‘1V(t0, (p(to)) terimi pozitif bir sayiya esit oldugundan

J x2(s)ds < oo
t

0

sonucuna varilir. Yani
x(t) € L?[ty, ) olur.
Simdi ise x = 0’1n asimptotik kararliligin1 gosterelim.

Teoremin (iv) sartindan dolay1

ftIC(t,s)Ids
0

integrali siirlidir. Ayrica verilen sartlardan dolayr A(t) matrisi de siirhdir. x2(t),
L[ty, ©) uzaymnn bir elemani1 ve [x2(t)]" = 2x(t)x'(t) sinirli olmasi nedeniyle t — oo

icin x(t) — 0 olur. Bu ifade ise sifir ¢dziimiiniin asimptotik kararli oldugunu gosterir.
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Simdi,

X' (O] < JADIIx®] + [[1C(E )]Ix(s)]ds (5.43)
saglanir.

Simdi ise x'(t) nin L?[t,, ©) uzaymda kaldigim gosterelim. (5.5) denkleminin t ye gre
tiirevi alindiginda

x" = (Q(O)x) + (d/dt) |G(t, O)x + [} C(¢,)x(s)ds|. (5.44)

elde edilir.
Q = Q(t) ve G = G(t,t) olsun.

W((t,x),x’(t))
t 2 0
=(x' -G C(t, d K Z(s)d
<x I x+f0 (t,s)x(s) SD + j; x“ (s)ds

+ M.[:ftoolC(u,s)Iduxz(x)ds

Lyapunov fonksiyonelini ele alalim. x(t) = x(t, to, @), t = t,, (5.41) denkleminin bir
¢ozlimli olsun. Bu ¢6ziim boyunca yukaridaki Lyapunov fonksiyonelinin tiirevi

alindiginda ve Teorem 5.17 nin sartlar1 g6z 6niine alindiginda

w'((t,x),x") =2 (x’ - [Gx + ftC(t, s)x(s)dsl) (Qx) — Kx?
0
+ MwaC(u, t)|dux? — MftIC(t,s)Ixz(s)ds
t 0

t
Gx+J C(t,s)x(s)dsl)x’
0

=2Q(x")* +2 (Q'x -0
t %)
—2<Gx+f C(t,s)x(s)ds> Q’x—Kx2+Mf |C(u, t)|dux?

0 t

-M ftIC(t, s)|x?(s)ds
0
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< 2Q(x")? +2(Q" — QGlIx|lx|

t
+2|Q|f 1€ 11X |ds + 21GQ'|x?
0
t
+2|Q'|f 1€, $)11x(s)]x]ds — Kx?
0

%) t

+Mf |C(u,t)|dux? —Mf |C(t,s)|x? (s)ds
t 0

<2Q(x")?+ Q" — QG|(x? + x'?)

t
101 | G26) + (Y)ds + 216015
0
t %)
+ IQ’If |C(t,s)|(x%(s) + x?)ds — Kx? +Mf |C(u, t)|dux?
0 t

t
_ Mj IC(t, $)|x2 (s)ds < [2Q +]
0

elde edilir.

(iv)’nin kullanilmasiyla goriiliir. x2(t) bir eleman1 oldugundan dolayr [x2(t)]' =
2x(t)x'(t) smirhdir buradan da t — oo iken x(t) = 0 oldugu goriiliir. Bundan dolay1
x = 0 ¢6ziimii asimptotik kararlidir.

Q'(t) sinirli oldugundan (v) sart1 kullanildiginda K ve M yeterince biiyiik se¢ildiginde
bir gama pozitif sayis1 bulunabilir dyleki W' (¢, x(t)) negatif tanimli olur.

Son esitsizligin tydan t'ye ye integrali alindiginda
t
W(t,x(.),x'()) < [-2Q: +1Q" - QG + IQIf IC(t.S)IdSl (x")?
0

<[-20Q, + RQ1](XI)2 = —Y(x')z
elde edilir.

W(t,x(t)) pozitif tanimli oldugundan, W(to,<p(to))= C > 0,C € R alinabilir. Buna
bagl olarak

t

0<W(tx®)<C —)/f [x'(s)]? ds

to
yazilabilir. Bu esitsizlige bagli olarak

t

)/Jt[x’(s)]2 ds < W(t,x(t)) + ]/J [x'(s)]?ds<C

0 0

olmas1 nedeniyle
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f [x'(s)]? ds <y~1C

0

oldugu aciktir. Bunun sonucu olarak da

foo[x’(s)]2 ds<y €<

0

elde edilir. Yani x'(t) € L?[t,, ) olur.

ac(t,s)

x"(£) = AW () + A (Dx(8) + C(t, Dx() + [ [

| x(s)as (5.44)

o

Q@:A@—G@o=mo+fcmow

t

alindiginda

Q'(t) =A'(t) —C(t,t) + Jm[aC(u, t)/otldu
t
bulunur. Boylece, (v) ve (vi) goz oniline alinarak A’(t) sinirhidir. (5.42) ve (5.44)’den
dolayr x"(t) smirli olur boylece (x'(t)?)' = 2x'(t)x"(t) de smrhdir. (x')% €
L[ty, ) oldugundan t— oo iken x'(t) > 0 oldugu gorilir. Boylece ispat
tamamlanmis olur.
Bu da A(t) = A sabit ve C(t,s) = C(t — s) iken n = m = 1 durumunda Teorem 5.17°

nin (i)-(v) sartlarinin Teorem 14’{in (i)-(iii) sartlarina donistiigiini vurguluyor.



6. GECIKMELI FONKSiYONEL DiFERANSIYEL DENKLEMLERDE BAZI
KARARLILIK DURUMLARI

Bu boliimde Du (1995) nun yapmis oldugu ¢alismanin iizerinde durulmustur.
Ayrica bu boliimde incelenecek olan fonksiyonel diferansiyel denklemler dordiincii

boliimiinde verilen (4.2) fonksiyonel diferansiyel denklem tarafindan kapsanilmaktadir.
6.1. Sabit Katsayih Gecikmeli Lineer Sistemlerde Bir Kararhlik Sonucu
Bu bolimde oncelikle gecikmeli integro-diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinin

niteliksel davraniglarinin incelenmesine esas teskil edecegi icin asagidaki birinci

mertebeden ¢oklu sabit gecikmeli bir lineer diferansiyel denklem sistemi ele alinacaktir:

x(t) = Aox(t) + L=y Apx(t = Ty) (6.1)
Bu sistem ayni1 zamanda
#(8) = Ny al a5 (6) + TNy [S0 al x5t - T (62)

olarak da ifade edilebilir. Buradai =1,2,..,nvex € Rk =0,1,...,N i¢in 4, =

(ag.‘)), n X n boyutlu sabit matrisler ve

m
Ty = Vi T = Z YisTs, (t=(tq,...,Tm) € R, T, ER,);

s=1

Ve = Vkvr o Vem) #0,k=1,2,...,Nves =1,2,..,migin y,; = 0 tamsayilardir.
Teorem 6.1. a,(k=1,2,..,N),u ve n pozitif sabitler ve d;(i =1, 2,...,n) olmak

tizere agagidaki esitsizliklerin saglandigini kabul edelim:

n N
0 0
dlal(l)+2d]|a](l)|ﬁ—u, M—ZakZH
j=1 k=1
j#1

ax — B2llAxll = 0
Burada f, = max;<j<,{d;},i=1,2,..,n ve k=1,2,..,N dir. Bu taktirde (6.1)
denkleminin sifir ¢oziimii diizgiin asimptotik kararlidir(Du, 1995).

Ispat.

N
t
V) = IDxll+ Y ai [ xG)llds
k=1 t-T

k
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Lyapunov fonkiyonelinini géz oniine alalim.

Burada

D =diag|d,, ..., d, ] vei=1,2,..,n igind; > 0 dir.

Yukarida verilen Lyapunov fonksiyonelinin pozitif taniml1 oldugu agiktir.

f1 = min{d;}, B2 = lmax{di}
<lsn

1<isn

ve

N t
20 =) a [ Ix@)lds
k=1 t=Tk
olsun. Bu durumda,

Bullx|l + Z(t, x) < V(t,x) < Ballx|l + Z(¢, x) (6.3)
yazilabilir.

«= min (0.7 = man T
alinsin. Buna bagli olarak,

V(t,) = V(£ < IDlx = ylll + SNy i [y 16() = y(s)llds

t

< Byllx — yll + Na j x(s) — y(s)llds

t-T

< B2 sup llx(s) —y()ll+ NaT sup |[lx(s) —y(s)l

t—T<s<t t—T<s<t

olur. Buradan da
V(t,x) =V(t,y)| < (B2 + NaD)llx = yliie-re (6.4)
yazilabilir. Yani V(t, x) Lyapunov fonksiyoneli Lipschitz sartini saglar.

Ote yandan,
N t
20=Y a f x(s)llds
k=1 t—Tg
t t t
- a, j x(s)llds + a, j x(s)llds + -+ ay f x(s)llds
t-T, t—T, t-Tn

saTy sup |Ix()N+ Tz sup [x(Il + -+ ayTy  sup [Ix(s)l]

t—T;<sst t—Ty<ss<t t—Ty<sst

< NaT sup |[x(s)]l,
t—T<s<t

yani
Z(t,x) < NaT|lxlje-r,q (6.5)

olur.
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0<t; <t; <ooVeM = sup, <sct, llx()l

olarak alalim. Bu takdirde

N t t,
2y -2 =Y e[ Wxoas— [ s
k=1 t,—Tg t1—-Tg
N t, t1—T} t3—T ty—Th
SN [ f lx(s)llds + f x(s)llds + f x(s)llds — f ||x(s)||ds]
k=1 t2-Tgk %1 t1—Tg t1-Tk
ty t,—Tg
= a [ “woas— [ ixconas]
— ty t,-Tk
N b
<> a f lx()llds
k=1 31
oldugu goriiliir. Buradan
Z(tzyx) - Z(tlyx) < MNa(tZ > tl) (66)

elde edilir.
Simdi (6.1) diferansiyel denklem sisteminin bir x(t) ¢oziimii boyunca V(t,x)

Lyapunov fonksiyonelinin sagdan tiirevi hesaplandiginda,
d n N
V(62 = V(60 = ) diisgnat +0) + ) allx @Il = llxe =TIl
i= k=1
elde edilir. Ote yandan,

n
Z d;x; sgnx;(t + 0)
i=1

n
= d;sgnx,(t + 0) Z ag’) x;(t) + z z ag‘) x(t =Ty ||+
j=

+d,sgnx,(t + 0) (0) g (t) + z (k) X (t—Ty)

a1])|)2|x](t —T||¢+ -

<d, aﬁ)lxll + .+ a(O)IxnI + Z (max

1<j<
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N n
(0) (0) (k)
+dn 3 a,] %]+ -+ agy x| + Z (Eﬂﬂa"f >Z|xj(t - Tk)|
k=1 j=1

0 0
?=1 diagi ) + Z;‘l:l d] |a( )

k
O 1 (0] + Ziy [maxyejen B0l di] It = Tl <

Jj#i

—1 Ziz1 (O + ZRzx Boll Al llx(t = Tl (6.7)

= —ulx®Oll+ ) folldelllx(e = Tl
k=1

olarak yazilabilir.Yukaridaki esitsizlikler birlestirildiginde,
N N
V(6 < @l + ) Ball Al Ix(e =Tl + ) allix®l = lx( = T
k=1 k=1

= —(u — ZR=1 @) lx Ol — ZR=1 (i — BollAkID llx (e = Tl (6.8)
< —llx@l (6.9)
oldugu goriiliir.
W = Billx|l, Wy = BlIx|l, W, = NaT||x||jz-1,, ve W5 = n||x|| alalim. Yukarida verilen
Lemma’nin tiim sartlarinin (6.3)-(6.9) esitsizlikleri tarafindan saglandigi goriiliir. Bu
durumda, (6.1) sisteminin sifir ¢6ziimiiniin diizgiin asimptotik kararli oldugu goriiliir.
Teoremin ispat1 boylece tamamlanir.
Uyart 4. n = N = 1 alindiginda (6.1) sistemi

x(t) = ax(t) + bx(t — 1)
ile verilen birinci mertebeden skaler ve sabit gecikmeli bir diferansiyel denkleme
indirgenir. a; = |b| ve B, =d; =1 yukarida verilen sartlarin sabit gecikmeli bu
diferansiyel denklemin sifir ¢éziimiimiin diizgiin asimptotik kararli olmasi i¢in yeter

sartlara indirgenir.

6.2. Degisken Katsayil Lineer Gecikmeli Bir Volterra integro-Diferansiyel

Denklem Sistemi i¢in Bir Kararlihk Sonucu

Bu boliimde Du (1995) tarafindan arastirilan

x(t) = Ax(t) + Bx(t — t(t)) + ftt_m) C(t,s) x(s)ds (6.10)
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degisken gecikmeli lineer Volterra integro-diferansiyel denklem sistemi ele
alinmaktadir. Burada x € R™; i,j = 1,2, ...,n olmak lizere A = (aij) ve B = (bl-j),

n X n boyutlu sabit iki matris olup z(t) ise t € R, i¢in negatif olmayan siirekli ve
diferansiyellenebilir bir fonksiyondur. C(t,s) = (Cl-j(t, s)) ise0 <s<t<oigin

n X n boyutlu siirekli bir fonksiyon matristir. Bu sistem skaler formda

xX,(t) = Z[aijxj (t) + bijxj(t - T(t))]
=1

t
+ f Cij(t,s)x;j(s)ds
t—1(t)

n

j=1

seklinde ifade edilebilir.

Teorem 6.2. (6.10) sistemi igin asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim:
(1) L pozitif bir sabit olmak iizere her s < t i¢in ftOOIIC(u, s)|ldu < L < o olur.
(2) d;, p, k ve n pozitif sabitler olmak tizere

n
d;a; + Z dj|aji| < —u, (i=12,..,n),
-

J
JE!

i kj 1CCw Olldu = 1,
t

k(L —7'() f 1CQu,t — () ldu = B, 1B

ve
k—p,=>0
olur. Burada B, = max,<;<,{d;} dir.

Bu durumda

0<7(t) < (1 - ﬁz;'f”) t + 7(0)

olmak kaydiyla (6.10) diferansiyel denklem sisteminin sifir ¢oziimii diizgiin asimptotik

kararlidir (Du, 1995).

Ispat.
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t
V(t,x) = ||Dx]|| + kf
t—1(t)

f 1CCw )1l du 1x(s)llds
t

Lyapunov fonksiyoneli verilsin. Burada D, D = diagld;, ...,d, ] ve d; > 0 dur.

Teoremin sartlar1 dikkate alindiginda,

() < J; ”C(u'of — t@)lldu — B lIBID/k (1 B ﬁ2”3”>
JNE Gt =z (@) lldu kL

yazilabilir. Bu esitsizligin 0’dan t’ye integrali alinirsa

0<(t) < (1-28) ¢+ 7(0) (6.12)

oldugu goriiliir.
t € [0,y ],y = 0 ve t(t) fonksiyonu (6.11) esitsizligini saglamak iizere
[V(t,x) =Vt y)l

n t ©
<Y dilm-yid +k [ [ lCG@ldullxGs) - y(s)lds
= t—t(t) Jt

< Bollx =yl + kir(® | max _[1x(s) = y(s)l

< (B2 + kL") sup [lx(s) —y(s)ll

t—T*<sst
elde edilir.
Yani
[V(t,x) =V <Kllx =yl g (6.12)
yazilabilir. Burada
K =B, + kLt” Tt = (1 - %) y + 7(0) (6.13)

dir.
Bu son esitsizlik V(t,x) Lyapunov fonksiyonelinin x’e goére Lipschitz sartini
sagladigini gosterir.

f1 = min; ;< {d;}, B2 = max,c;ni{d;} ve

t [e%)
ze0=k[ [ le@sldulxl
t-1(t) Jt
olsun. Bu kabuller ve teoremin sartlar1 altinda kolaylikla
Ballxll + Z (&, x) < V(t,x) < Bllxll + Z(¢, x) (6.14)
Z(ty,x) — Z(ty,x) < K(t, — t1) (6.15)

ve
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Z(t,x) < kLt*|[x|ljp— g (6.16)
elde edilir. Burada

K = KLM,M = sup,_p<s<¢|lx(s)|| ve 0 < t; < t, < oo dur.

Ayrica yukarida verilen Lyapunov fonksiyonelinin (6.10) sisteminin ¢6ziimleri boyunca

tiirevi alinarak Teorem 6.2°nin sartlar1 dikkate alindiginda kolaylikla

[ ]
. n n I
V(e < ) i+ ) dlal| @1+ BlBlllx(e - 7©)]
.
t

ji J
+,32f IIC(t,S)IIIIx(S)IIdSJrkf 1€ (w, Dl dullx (DI
t—1(t) t

—K[1—7'(©®)] f 1CQw ¢ — () dullx(t — ()]
t
k[ e )l xes)lds
t—1(t)

S_

u— kf IC (u, t)IIdul lx(@®l
t

- lk(l = T'(t))f ICQu t —z(t)lldu —ﬁzllBIIl llx(t — (O]
t

t

—(k = B2) ICCE ) Ix(s)llds

t—7(t)

<- <ﬂ —k f ICCu, t)udu) Ix (o)l
t

< —nllx®ll (6.17)
oldugu gortiliir.

Yukaridaki degerlendirmeler dikkate alindiginda verilen Lyapunov fonksiyonelinin
bagimli degiskene gore Lipchitz sartin1 sagladigi, Z(t, ¢) fonksiyonelinin ise ¢ ye gore
tek tarafli Lipschitz sartini1 sagladigi, Z nin siirekli oldugu izlenebilir. Bunlara ilave
olarak verilen Lyapunov fonksiyoneli i¢cin Lemmada belirtilen alt ve iist sinirlarin var
oldugu bu fonksiyonelin tiirevinin ise negatif tanimli oldugu goriiliir. Bu sartlar altinda
(6.10) gecikmeli diferansiyel denklem sisteminin sifir ¢oziimiiniin diizgiin asimptotik

kararli oldugu sonucuna varilir. Bdylece teoremin ispati tamamlanmis olur (Du, (1995)).
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6.3. Lineer Olmayan Gecikmeli Sistemlerde Bir Kararhlik Sonucu

Asagida verilen sabit gecikmeli lineer olmayan skaler VVolterra integro-diferansiyel

denklem sistemini ele alalim;

() = —f(t,x(®) + g(t, x(t — ) + [__h(t,s,x(s))ds. (6.18)
Bu integro-diferansiyel denklem sistemi i = 1, 2, ..., n olmak {izere

%) =—fi(t, x(t)) + g:(t, x(t — 7)) + ft hi(t,s,x(s))ds (2.4.1)

t—T

olarak da ifade edilebilir. Burada x = (x4, ...,x,)T € R, t,7€R,, f = (f, .. ;)T €
C(RXR™ R™)ve g =(gy, ..,gn)T € C(R X Cy, R™) dir. Ayrica f;(t, x(t)) =

fi(t, x1 (), ..., x, (1)) Ve g;(s,x(s)) = gi(s, x,(5), .., xp(s))ve h € C(R X [—1, 0] X
Cy, R™) dir.

(6.18) denklemine ait kararlilik sonucunu vermeden dnce bu denklem sisteminde
integral isareti altindaki terimi sifir alalim. Bu durumda karsilik gelen integro-

diferansiyel denklem sistemi

x(t) = —f(t,x(®)) + g(t, x(t — 7)) (6.19)
olur. Bu sistem ayni1 zamanda
%,(8) = —fi(t,, x(©)) + g:(t, x(t — 7)) (6.20)

olarak da ifade edilebilir.
Teorem 6.3. Gecikmeli (6.19) diferansiyel denklem sistemi i¢in asagidaki sartlarin

saglandigini kabul edelim:

0] f(t,0)=g(s,0)=0ve

xifi(t,x(t)) >0, (x;#0)dir.
() g (s, x(s)) fonksiyonu x degiskenine gore Lipschitz sartin1 saglar. Ayrica

If (& x@OI = llg &, x@Oll = —pllx @I
ve
lg(t —7,x(x =)l = |lg(t. x(t = D)|| = 0
olsun. O zaman gecikmeli (6.19) diferansiyel denklem sisteminin sifir ¢oziimii diizgiin
asimptotik kararlidir (Du, 1995).

Ispat.
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t

vt x) = Izl + f L (s, x(s))llds

t—-1
Lyapunov fonksiyoneli tanimlansin. g fonksiyonun x degiskenine gore Lipschitz sartini

sagladigindan verilen fonksiyonel de x degiskenine gore Lipschitz sartini saglar. Buna

bagli olarak da
t t
20 = [ lgGxtnlias= [ (g x) - g6, 0)ds
t—1 t—T
t
< Kgf x(s) — Ollds
t—1
< Ky supe_eeseel ¥ = Kytle(s)llee 6:21)

oldugu izlenebilir. Burada K, g fonksiyonu i¢in Lipschitz sabitidir.

0 < t; < t, < o esitsizligini saglayan t; Ve t; ler icin M = max;, <5<, [|g (s, x(s))]|
alinir ise

Z(t,, %) — Z(ty, x) < ft’f|| g(s5,x())||ds < M(t, — t,) (6.22)

elde edilir. Son olarak yukarida verilen
t

V(%) = lxll + f L (s, x(s))llds

t—-1
Lyapunov fonksiyonelinin (6.19) denklem sisteminin ¢6ziimleri boyunca tiirevi alinir ve

verilen teoremin sartlar1 kullanilirsa

V(6.19) (t,x) = V(6.19)' (t,x)

n

=) xisgni(e+0) +llg(e = Dll = gt =7, x(¢ = D)

= Z[—|fi(t,9€(t))| +]gi(t,x( = D)[] + gt )l = llg(t — 7, x(¢ = D)

= —[[|f (& x@®)|| = [lg(t, xO)|]] = [lg(t = 7, x(t =)l = lg(t, x(t = D)II]
< [|IF (&, x@®)]| = gt x@®Nl] < —pllx@l (6.23)

elde edilir.
Yukaridaki bulgular 1s181nda verilen Lyapunov fonksiyoneli ve tiirevi i¢in

W =W, = |lx|l, W, = Kyllx|| ve W5 = ullx|l
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olarak seg¢ildiginde lemmadaki tiim sartlar (6.21), (6.22) ve (6.23) tarafindan saglanir.
Bundan dolay1 (6.19) sisteminin sifir ¢oziimii diizgiin asimptotik kararlidir. Boylelikle

ispat tamamlanmis olur.

6.4. Lineer Olmayan Gecikmeli Volterra integro-Diferansiyel Sistem I¢in Bir

Kararhlik Sonucu

Simdi ise (6.18) gecikmeli integro-diferansiyel denklem sistemi i¢in asagidaki kararlilik
sonucu verilebilir.
Teorem 6.4. Asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim:
(@ f(t,0)=g(s,0) =h(t,s,0)=0ve
u@Ofi(6x@®) >0, (x() #0),

dir.
(b) Hers < tigin H(t,s,x) = [, lh(u,s,x(s)|| du < L < oo

dur.

(c) H ve g fonksiyonlar1 x degiskenine gore Lipschitz sartin1 saglasin ve t € R, igin

If & xOI = gt x@®Nl = L + ullx(®l,

lgt—7x@t—Dll - llgtxE -0 =0
olsun. Bu durumda (6.18) gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denklem sisteminin

sifir ¢oziimii diizgiin asimptotik kararlidir (Du, 1995).

Ispat.

V(%) = llxll + f g (s, x(s)) llds + f f Ih(u, s, 2(s)) |l duds
t—tvt

t—-T
Lyapunov fonksiyoneli verilsin. g ve H fonksiyonlar1 x degiskenine gore Lipschitz
sartin1 sagladigindan, kolaylikla V fonksiyonelinin Lipschitz sartin1 sagladigi
gosterilebilir.
t t co
2= | lgGxtnlds+ | [ Whaus,xe)l duds
t-t t-tJt
olsun. H(t, s, x) = ftoollh(u, s,x(s)|| du ve H(t,s,0) = 0 olmasi nedeniyle teoremin

sartlarina bagl olarak,
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t %)
f fllh(u,s,x(s))llduds
t—-tJt
t
=f H(t,s,x(s))ds
t—1

=f |H(t,s,x(s)) — H(t,s,0)|ds

=T

t
<Ly f x(s) — Ollds
t—1

<Lyt sup |[x()Il = Lyzllxllie—ze
t—T<s<t

yazilabilir. Burada Ly, H fonksiyonuna ait Lipschitz sabitidir.
(6.21) ve (6.22) esitsizlikleri yardimiyla

Z(t,) < Kytllxllie—g + Lrtllxllpe—ce) = (Kg + L) Tllxll -z (6.23)
oldugu goriiliir. Ayrica 0 < t; < t, < o olmak iizere M = max; <<, |lg(s, x(s))l|
alinir ise kolaylikla

Z(ty,x) — Z(ty,x) < ft?”g(s,x(s))”ds +L fttlz ds<(M+L)(t,—t,) (6.24)
elde edilir. Son olarak, verilen Lyapunov fonksiyonelinin (6.18) denklem sisteminin

¢Oziimleri boyunca tiirevi alinip ve verilen teoremin sartlart kullanildiginda

V(6.18) (t,x) = V(6.18)' (t,x)

n t
= [_| e xO)| + oo xe D) + [ [u(esx(5)las
(e x®)|| - [lg(t = 7.2t = D)|| + f lh(w £ x(0) du
t

o) t
—J |h(u,t — 7, x(t — 7))||du —f h(t, s,x(s))ds

-T

< (e x@)] + lg(exte =)l + | (e x)ds

=T

+||g(t,x(t))|| —llgtt—t,x(t—-D|+L - f h(t, s, x(s))ds

t—t

[l (& x@)] + lg (e x®)] - L]
[lg(t = 7,x(t = DIl = [lg(t. x(t = D)]
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< —[lf (x| = lg(t. x@)]| - L] < —ullx®I (6.25)
oldugu goriiliir.
Yukarida bulmus oldugumuz verilere dayanarak ve verilen Lyapunov fonksiyoneli ile
bu fonksiyonelin tiirevi i¢in

w =W, = |lx||, W, = (Kg + LH)T”x”[t—r,t] ve W5 = pllx||
alinabilir. Lemmanin tiim sartlar1 verilen hipotezler ve (6.23)-(6.25) esitsizlikleri
tarafindan saglanir. Bundan dolayi (6.18) denklem sisteminin sifir ¢dzliimii diizgiin

asimptotik kararlidir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur (Du (1995)).



7. TARTISMA VE SONUC

Bilindigi gibi gerek diferansiyel denklemler, gerek integral denklemler ve gerek
ise integro-diferansiyel denklemler uygulamali bilimlerde, 6rnegin fizik, miihendislik,
kontrol teorisi, akiskanlar mekanigi ve benzer bir ¢ok alanlarda dinamik sistemlerin ile
ilgili matematiksel modellerin olusturulmasi sirasinda arastirmacilarin  karsisina
cakabilmektedirler. Ayrica bu denklemlerin uygun sartlar ve doniisiimler altinda
birbirlerine donlismeleri de miimkiindiir. Ancak, bu tez konusu ile yakinen alakali
olmasi nedeni, integro-diferansiyel denklemlerin ¢ozlimlerini elde etmek her zaman
kolay olmamaktadir. Niimerik olarak sonlu bir aralikta hari¢, ¢ogu kez integro-
diferansiyel denklemlerin analitik ¢dziimlerini elde etmek imkéansizdir. Ancak, integro-
diferansiyel denklemleri ¢ozmeksizin, bu tiirden denklemlerin ¢6ziimlerinin global
olarak varligi, kararliligi, diizglin kararliligi, asimptotik kararliligi, diizgiin asimptotik
kararlilig, sinirhiligi, integrallenebilirligi vb. niteliksel davranislar1 hakkinda literatiirde
gelistirilen yontemler, metotlar ve teknikler yardimiyla belirleyici kararlar verilebilir
(Burton, 2005). Bu yontemlerden biri ise Rus matematikgisi A.M. Lyapunov tarafindan
gelistirilen ve kendi adi ile anilan, Lyapunov’un dogrudan (ikinci) yontemi olarak
bilinen metottur.

Bu tezde, Lyapunov’un metodu kullanilarak gerceklestirilen ve literatiirde hali
hazirda mevcut bulunan ¢alismalarda gegen belirgin tiirden skaler ve vektor lineer ve
lineer olmayan integro-diferansiyel denklemler, konvoliisyon tipinde integro-
diferansiyel denklemler, degisken gecikmeli lineer integro-diferansiyel denklem
sistemleri ve sabit gecikmeli lineer olmayan integro-diferansiyel denklem sistemleri ele
alimmigtir ((Burton ve Mahfoud, 1983); (Du, 1995)). Bu denklemlere ait yukarida
belirtilen bazi1 sonuglar bazi1 ornekler ile birlikte arastiricilarin = dikkatine sunulmasi
amaclanmistir.  Sonuglarin elde edilmesinde Lyapunov fonksiyonelleri ve temel
esitsizliklerin ¢ok etkin roller aldig1 goriilmektedir. Ilgili literatiire bakildiginda konu
ile ilgili ¢caligmalarin sonuglarinin ¢ogunun yeter sartlar i¢erdigi goriilebilir. Ancak bu
tez ¢alismasinda verilen sonuglarin 6énemli bir kism1 hem gerek ve hem de yeter sartlar
icermektedir. Bu tiir caligmalarin yapilmasi matematik literatiiriinde kayda degerdir.
MAyrica, ele aliman denklemlerin ¢dzlimlerine ait bazi niteliksel sonuglarin uygun

sartlar altinda bir birilerine denk oldugu goriilmekledir. Literatiirde integro-diferansiyel
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denklemlerin ¢oziimlerini diizglin asimptotik kararliligina ait ¢ok az sayida sonug
mevcuttur. Bu tez calismasinda bu kavram ile alakali olarak T. A. Burton’a ait bir
teoremin uygulamasi verilmektedir. Bu tezde verilen sonuglar, mevcut literatiir dikkate
alinarak, kesir basamakli integral ve integro-diferansiyel denklemler , stokastik integral
ve integro-diferansiyel denklemler, kismi tiirevli integro diferansiyel ig¢in de
yapilabilecegi diisiiniilmektedir. Lyapunov’un metodundan farkli olarak da sabit nokta,

parametrelerin degisimi veya pertiirbasyon yontemleri kullanilabilir.
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