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OZET

KESIiR MERTEBELI KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN HOMOTOPI
ANALIZ METODU ILE NUMERIK COZUMLERI

ALKAN, Ash
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Tez Danismani: Dog. Dr. Mehmet Giyas SAKAR
Agustos 2019, 59 sayfa

Bu yiiksek lisans tezi 7 bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde, homotopi
analiz metodunun tarihi ile literatiir bildirisi verilmistir. Ikinci boliimde tez ¢alismasinda
kullanilacak olan temel tanim, teorem ve 6n bilgiler verilmistir.

Ugiincii bliimde, homotopi analiz metoduna ait bilgiler ve bu metodun gelisimi
verilmistir. Dordiincli boliimde Caputo anlaminda kesir mertebeli tiirev igeren lineer
olmayan Burgers denkleminin niimerik ¢6ztimleri Homotopi analiz metodu kullanilarak
elde edilmis ve bu probleme ait ¢izelge ve grafiklerle boliim sonlandirilmistir.

Besinci boliimde, Caputo anlaminda kesir mertebeli tiirev iceren lineer olmayan
Adveksiyon denkleminin niimerik ¢6ziimleri homotopi analiz metodu kullanilarak elde
edilmis ve bu probleme ait ¢izelge ve grafiklerle boliim sonlandirilmstir.

Altinct boliimde, Caputo anlaminda kesir mertebeli tiirev iceren lineer ve lineer
olmayan Klein-Gordon denklemlerinin niimerik ¢6ziimleri homotopi analiz metodu
kullanilarak elde edilmistir. Bu problemlere ait cizelge ve grafiklerle bolim
sonlandirilmistir. Son boliim ise, tez ile ilgili sonug¢ ve tartisma boliimiinden

olusmaktadir.

Anahtar kelimeler: Adveksiyon denklemi, Burgers denklemi, Caputo kesirli
tirev, Homotopi analiz metodu, h yakisaklik-kontrol parametresi, Klein-Gordon

denklemi.






ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS OF FRACTIONAL PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS WITH HOMOTOPY ANALYSIS METHOD

ALKAN, Ash
M.Sc. Thesis, Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet Giyas SAKAR
August 2019, 59 pages

This thesis consists of 7 parts. In the first part, the history of the homotopy
analysis method and the related literature is reviewed. In the second part involves the
basic definitions, theorems and preliminary information are used in this study.

In the third chapter, information about homotopy analysis method and its
development is analysed. In the fourth part, the numerical solutions of the nonlinear
Burgers equation containing the fractional derivative in terms of Caputo have been
obtained by using the homotopy analysis method and the charts and the graphs of this
problem have been shown.

In the fifth one, the numerical solutions of the nonlinear Advection equation
containing the fractional derivative in terms of Caputo have been obtained by using
homotopy analysis method and the chart and the graphs of this problem were given.

In the sixth part, numerical solutions of linear and nonlinear Klein-Gordon
equations containing fractional order from Caputo have been obtained by using
homotopy analysis method. The charts and graphs of these problems were also
demonstrated. The last part of this study consists of the conclusion and discussion of the

thesis.

Keywords: Advection equation, Burgers equation, Caputo fractional derivative,

Homotopy analysis method, h convergence-control parameter, Klein-Gordon equation.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte
asagida verilmistir.

Simgeler

L : Lineer Operator

N : Lineer Olmayan operator
R : Reel Sayilar

N : Dogal Sayilar

3 : Bazi

v : Tim

€ : Eleman

> : Toplam Sembolii

r : Gamma Fonksiyonu

d : Kismi Tirev

o) : Sonsuz

| | : Mutlak Deger

|l : Norm

! : Faktoriyel

AC : Mutlak Siirekli Fonksiyon
h :Yakinsaklik-Kontrol Parametresi
Kisaltmalar

HAM : Homotopi Analiz Metodu
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1. GIRIS

Homotopi analiz metodu, farkli tipteki lineer olmayan denklemlerin seri
cozlimlerini elde etmek i¢in kullanilan genel bir yar1 analitik yaklasimdir. Bu metot
cebirsel denklemlerin, adi diferansiyel denklemlerin, kismi diferansiyel denklemlerin

¢Oziimlerini bulmak ic¢in kullanilir.

Lineer olmayan problemlerin analitik ¢oziimlerini elde etmek genellikle zordur.
Yar analitik yontemlerde, ¢oziim serilerinin yakinsaklik bolgesi ¢cogu zaman fiziksel
parametrelere baglidir. Bu yar1 analitik yaklasimlar, non-lineerlik kuvvetli oldugunda,
cogu zaman basarisiz sonuglar verir. Bu basarisiz sonuglar1 ortadan kaldirmak icin
homotopi analiz metodu pratik sonuglar verir. Homotopi analiz metodu ¢oziim
serilerinin yakinsaklik bolgesini kontrol etme imkani saglar. Homotopi analiz metodu,
topolojinin temel kavramlarindan biri olan homotopiyi kullanir. Bu metotta, ele alinan
denklemi ¢6zmek igin Once baslangi¢ yaklagimini tam ¢6ziime gotiiren siirekli bir
dontisiim olusturulur. Bu tip bir siirekli doniisiimii olusturmak i¢in bir yardimci lineer
operatdr secilir. Bulunan ¢6ziim serisinin yakinsakligini garantilemek icin ise bir
yardimci parametre kullanilir. Bu metot, baslangi¢c yaklasimi ve yardimer lineer
operatorlerin seciminde serbestlik saglar. Homotopi analiz metodu yardimiyla lineer
olmayan zor bir problem bdylece daha basit sonsuz sayida lineer alt probleme

doniistiirilir.

Homotopi analiz metodu (HAM) ilk defa 1992 yilinda Shijun Liao tarafindan
doktora tez ¢alismasinda sunulmustur (Liao, 1992). Sonraki yillarda HAM’ nun farkli
diferansiyel denklemlere uygulamalari yapilmistir (Liao 1999; Liao 2003; Liao 2005).
Homotopi analiz metodu ile bir analitik seri ¢dziim tekniginde yakinsakligin kontrolii de
saglanmistir. Bir¢ok arastirmaci gesitli fiziksel ve miihendislik problemini bu metodla
basarili bir sekilde ¢6zmiistiir. (Sun, 2004) ¢alismasinda Klein-Gordon denklemi ile
modellenen lineer olmayan gezen dalgalart ¢6zmek i¢in homotopi analiz metodu
kullanilmistir. Song ve Zhang (2007), ¢alismalarinda tamsayi mertebeli diferansiyel
denklem i¢in gelistirilen homotopi analiz metodu ilk kez lineer olmayan kesir mertebeli

diferansiyel denklemin niimerik ¢oziimlerini elde etmek igin genisletilmis ve kesirli



KdV-Burgers-Kuramoto denklemine homotopi analiz metoduna uygulanmistir.
(Abbasbandy, 2008) calismasinda genellestirilmis Benjamin-Bona Mahony (BBM)
denkleminin ¢6ziimii i¢in analitik bir teknik olan homotopi analiz metodu kullanilmustir.
Abdulaziz ve ark. (2008), calismalarinda zaman kesirli wave-like denklemi, zaman
kesirli hiperbolik denklem, zaman kesirli Fisher denklemi gibi lineer ve lineer olmayan
kesir mertebeli bazi kismi diferansiyel denklemler icin homotopi analiz metodu

kullanilmistir.

Dehghan ve ark. (2009), calismalarinda bazi lineer olmayan kesir mertebeli
kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii igin homotopi analiz metodu kullanilmustir.
Yusufoglu ve Selam (2010), calismalarinda modifiye edilmis esit genislikli dalga
(MEW) denkleminin ¢dziimiinde homotopi analiz metodu kullanilarak h yakinsaklik-
kontrol parametresi i¢in yakinsaklik araligi bulunmus ve uygun h degeri bulunarak
metodun etkinligi gosterilmistir. (Elsaid, 2011) c¢aligmasinda Riesz ve Caputo
anlaminda uzaysal ve zamansal kesirli tiirevlere sahip kismi diferansiyel denklemlerin
¢oziimlerini elde etmek i¢in homotopi analiz metodu kullanilmustir. Arafa ve ark.
(2012), galismalarinda gelisimsel biyolojide morfojen sistemlerini modelleyen kesirli iki
tane reaksiyon-difiizyon denkleminden olusan sistem (kesir mertebeli Schnakenberg
sistemleri) i¢in homotopi analiz metodu kullanilarak etkili niimerik ¢oziimler elde
edilmistir. Vishal ve ark. (2012), c¢alismalarinda lineer olmayan kesirli zaman tiireve
sahip Swift Hohenberg denkleminin yaklasik ¢6ziimlerini elde etmek igin homotopi
analiz metodu kullanilmistir. Sakar ve Erdogan (2013), ¢alismalarinda Caputo tiireve
sahip lineer olmayan Fornberg-Whitham denkleminin niimerik ¢6ziimii igin homotopi
analiz metodunu kullanmis ve bulunan sonuglart Adomian ayristirma metoduyla elde
edilen sonuglarla karsilagtirmis ve yakinsaklik-kontrol parametresinin optimal degerleri
incelenen araliklarda tespit edilmistir. Shaiq ve ark. (2013), ¢alismalarinda degisken
katsayiya sahip zaman Kesirli lineer olmayan wave-like denkleminin ¢oziimlerini
bulmak i¢in homotopi analiz metodu kullanilmistir. Freihat ve ark. (2013),
caligmalarinda bilgisayar virlisleri igin olusturulan modifiye edilmis epidemiyolojik
model i¢in ¢gok adimli homotopi analiz metodu kullanilmistir.

Lu ve Liu (2014), calismalarinda degisken katsayili KAV Burgers denkleminin

niimerik ¢oziimii i¢in homotopi analiz metodu kullanilmistir. (Aslanov, 2015)

calismasinda degisken katsayiya sahip lineer olmayan wave-like denklemlerinin



¢oziimlerini elde etmek i¢in homotopi analiz metodu kullanilmigtir. Odibat ve Bataineh
(2015), ¢alismalarinda lineer olmayan problemler i¢in homotopi analiz metoduna yeni
bir yaklasim getirmislerdir. Onerilen bu yaklasim, karmasik integrallerin
hesaplanmasinda ortaya ¢ikan zorlugun iistesinden kolayca gelebilir. Ayrica, problemin
lineer olmayan terimini bir dizi polinom olarak ayristiran homotopi polinomlar1 ortaya
konulmus ve ¢6ziim prosediiriinii daha basit ve etkili hale getiren bu tiir polinomlari i¢in
hesaplama algoritmasi olusturulmustur. Gomez ve ark. (2016), calismasinda uzay-
zaman kesirli lineer olmayan kismi diferansiyel mKdV denkleminin seri ¢oziimii i¢in
homotopi analiz metodu uygulanmistir. (Tiirkyilmazoglu, 2016) ¢alismasinda homotopi
analiz metodunda yakinsaklik bolgesinin incelenmesinde kullanilan optimal
yakinsaklik-kontrol parametrelerine yonelik etkin bir yaklasim gelistirilmistir. Pandey
ve Mishra (2017), c¢alismalarinda ticiincii derece kesir mertebeli dispersif dalga
denklemlerinin ¢6zliimil i¢in homotopi analiz metodu sumudu doniisiimii ile birlikte
kullanilarak hibrit bir metot olusturulmustur. (Hariharan, 2017) c¢alismasinda
miihendislikte ortaya c¢ikan baz1 kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in homotopi
analiz metodu kullanilmistir. Lineer optimal kontrol problemleri i¢in optimal homotopi
analiz metodu Jia ve ark. (2017), calismalarinda uygulanmistir. (Odibat, 2018)
calismasinda lineer operatdr ve baslangic yaklasiminin optimal se¢imi igin yeni bir
yaklasim onerilmistir. (Van Gorder, 2019) ¢alismasinda lineer olmayan adi diferansiyel
denklemler icin optimal homotopi analiz metodu ve hata kontrolii ile ilgili yeni bir

yontem gelistirilmistir.

Bu tezin amaci, Adveksiyon, Burgers ve Klein-Gordon kesir mertebeli kismi
diferansiyel denklemlerinin homotopi analiz metodu ile niimerik ¢oziimlerini elde
etmektir. Elde edilen bu c¢ozliimler, keyfi h parametresi icermektedir. Bu h
parametresinin  optimal degerlerinin  bulunmasi i¢in residual error metodu

kullanilacaktir.






2. TEMEL TANIMLAR ve ON BiLGILER
2.1. Baz1 Tanimlar

Bu boliimde, tezde kullanilacak bazi temel tanimlar ve gerekli 6n bilgiler

verilecektir.

Tanmm 2.1.1. f: X - Y, g: X - Y siirekli dontisiimler, I = [0,1] olsun. Her x € X i¢in
H(x,0) = f(x) ve H(x,1) = g(x) esitliklerini saglayan bir H: X X1 = Y siirekli
doniisimii varsa f ve g homotopiktir denir. Bu durumda H diinlisimine f ve g

arasinda bir homotopidir denir (Liao, 2009).
Tamim 2.1.2. Gamma fonksiyonu I'(m) integral formunda
I'(m) = fooo t™le~t dt,
bi¢ciminde tanimlanir. Gamma fonksiyonun baz1 6nemli 6zellikleri;
a) r')=o0=1,
b) T(m+ 1) = mI'(m),
c) T(m+1) =m!,
B r(3) =V

A

e) Tm)r(1—m) = 0<m<1,

sin(mm)’

f) Gamma fonksiyonuna ait carpim formiili
22N (x +3) = VA T(2x),
bigimindedir (Abramowitz ve Stegun, 1964; Oldham ve Spanier, 1974).

Tanmm 2.1.3. € C[a,b] Ve « >0 olmak lizere,

J;‘f(x):ﬁ;{(x—t)&lf(t)dt, a<x<b,



ifadesine f(x) fonksiyonunun o mertebeden sol tarafli Riemann-Liouville integrali
denir (Podlubny, 1999; Diethelm, 2010).

Tanmim 2.14. Let f € Cla,b]vem — 1 < a < m,m € R, olmak lizere

m

d
DEFG) = T U f ()], a<x<b,

ifadesine, ifadenin sag tarafi tanimh olmak sartiyla f (X) fonksiyonunun ¢ mertebeden

sol tarafli Riemann-Liouville tlirevi denir (Podlubny, 1999; Diethelm, 2010).

Tanmm 2.1.5. f € AC™[a,b]vem —1 < a <m, m € R, olmak iizere

1 £ ()
a — ym—a f(m) -
DEFG) =~ ™ () F(m_a)[ e e
0
ifadesine, f(X) fonksiyonunun « mertebeden sol tarafli Caputo tiirevi denir
(Podlubny, 1999; Diethelm, 2010).

Tamim 2.1.6. t zaman degiskeni ve n — 1 < @ < n olmak tizere, Caputo zaman kesirli

mertebeli tlirevi,

Iy a=n€ce N
aay(x,t) atn ’ ’
Diy(x,t) = — 2= = )

t My (x,
fo(t—r)"‘“‘l% dt, n—-1<a<n,

'n—-a)
biciminde verilmistir. (Momani ve Odibat, 2009).

(Podlubny, 1999; Kilbas ve ark., 2006; Diethelm, 2010) asagida belirtilen 6zellikleri

literatiire sunmuslardir.

V) Jilaf =Jaldf=Ja""f, a,v 20,

@l _ g = LOFD o yy+a _
2) J¢ (x—a) ——n x—a)V**, a>0,y>—-1, x>0,

3) JEDE f(x) = F() — Th fP@EL, n—1<a<n, neN,

_\k
4) °Dg f(x) = D (f(x)— ﬁ;éf(k)(a)%), n—1<a<n, neN,

5) Eger f siireklive 0 < a < 1ise, 0 zaman D%J* f = f olur.



Tamm 2.1.7. f(x), [a, b] araliginda taniml reel ya da kompleks degerli bir fonksiyon
ve {(a;, b;)}i=; ikiser ikiser ayrik (mutually disjoint) (a;, b;) < [a, b] agik araliklarinin
bir kiimesi olsun. Ve > 0 olmak tizere 3 § > 0 vardir oyle ki Yi=,|b; — a;| <& igin

fb) — f(ay)| < € sartim saglayan f(x) fonksiyonuna [a, b] araliginda mutlak
stirekli fonksiyon denir (Sen, 2013).






3. HOMOTOPi ANALiZ METODU

Homotopi analiz metodu, Liao tarafindan 1992 yilinda, kendi doktora tezinde
lineer olmayan adi ve kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in gelistirilen ve
topolojinin 6nemli kavramlarindan biri olan homotopi ve Taylor formiiliine dayali bir
yar1 analitik metottur. Bu metodun en 6nemli 6zelliginden biri de baglangi¢ yaklasimi
ve yardimcr lineer operatdrlerin se¢iminde serbestlik saglamasidir. Homotopi analiz
metodu ile bir¢ok arastirmaci bir¢ok fizik ve miihendislik problemini yari analitik

olarak basarili bir sekilde ¢ozmiistiir.

3.1. Kismi Diferansiyel Denklemler icin Homotopi Analiz Metodu

Metodumuza ait temel fikri gostermek igin asagidaki lineer olmayan denklemi

genel bir formda diistinelim;

Ny(x,t)] =0. (3.1)
Burada, V' lineer olmayan bir operator, x uzaysal, t zamansal bagimsiz degiskenler ve
y(x,t) bu degiskenlere bagli bilinmeyen fonksiyonlardir. Liao, klasik homotopi
kavramin1 kullanarak sifirinci-mertebe deformasyon denklemini olusturmustur. q €
[0,1] gbémme parametresi, h # 0 sifirdan farkli yakinsaklik-kontrol parametresi,
H (x, t) bir yardimci fonksiyon, L yardimci lineer operatorii ve yo(x, t), y(x, t)' nin bir
baslangic tahmini olmak tizere ¢(x,t;q) ¢O6ziim serisi igin sifirinci-mertebe

deformasyon denklemi;

(1= q@)Llp(x, t; q) — yo(x, )] = ghH (x, O N [P (x, t; g)] 3.2)

ile verilir. Homotopi analiz metodunda; h yakinsaklik-kontrol parametresi, # (x,t)
yardimci fonksiyonu ve L yardimei lineer operatorii keyfi olarak secilebilir. Denklemin
¢oziimii olan ¢ (x, t; q), sadece y,(x,t), L, h, H (x,t)" ye bagh degil ayn1 zamanda q €

[0,1] gdbmme parametresine de baglidir.
q = 0 iken,

¢(x,t;0) = yo(x, t) (3.3)
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ve
q = 1 iken,
¢(x, ;1) = y(x,t) (3.4)

elde edilir. Homotopi-parametresi g, 0’ dan 1’ e dogru artarken ¢(x,t; q)’ da y,(x,t)
baslangi¢ yaklagimindan, tam ¢oziim y(x,t)’ ye siirekli olarak degisir. Bu tip siirekli

degisime homotopide deformasyon denir.
m. mertebe deformasyon denkleminin tiirevleri

) = L0l

i (35)

q=0

ile tanimlanir. Taylor teoremi yardimiyla ¢ (x, t; q) ifadesinin g’ nun kuvvet serisine

acilimi asagidaki sekildedir.

+00
DGR = Yo(6, 0+ ) Yl O™, (3.6)
m=1
Burada,
_10m¢(x,tq)
Ym(x, t) = %(%I—m q=0, (3.7)

olup ve ¢ (x, t; )’ nun kuvvet serisi

DD = Yo (0 + ) Yl O™, (3:8)
m=1

seklindedir.

L yardimci lineer operator, y,(x,t) baslangi¢ yaklasimi, h yakinsaklik-kontrol
parametresi ve H (x,t) yardimci fonksiyonu uygun segilirse, ¢ (x,t; q) kuvvet serisi

q = 1’ de yakinsar ve

Y0 =y + ) ynlet), (3:9)

olarak bulunur.
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Liao tarafindan literatiirde sunuldugu gibi baslangicta verilen lineer olmayan denklemin

¢Oziimlerinden biri h = —1 ve H'(x, t) = 1 segilirse denklem
(1= q@)L[p(x,t;q) — yo(x, O] + gV [p(x,t;9)] = 0, (3.10)
homotopi pertiirbasyon metodunda kullanilan forma doniisiir.

Y=o, ), y1(x, £), oo, Y (x, 1)}

vektorii tanimlanarak (3.7) esitligine gore y,, (x, t)' nin denklemi, (3.2) sifirinci-mertebe

deformasyon denkleminden tiiretilebilir.

00 ms<i1,
Xm_{l, m>1,

ile tamimlanan X, fonksiyonu da kullanilarak,
Llym(x, ) = Xinym-1(x, )] = hRH (X, )R Y1, X, £) (3.11)
bulunur. (3.11)’ de

1 "'Vt q)]
m—1)! agm1

, (3.12)
q=0

Rm(:)_;m—lrx: t) = (

bi¢cimindedir. Buradan m. mertebeden deformasyon denklemi elde edilir. (3.6) ile (3.12)

denklemlerinden,

1 am—l to
RuGn-s 20 = sz [ ) e 0a? || (313)
' n=0 q=0
elde edilir. m. mertebeden ¢6ziim yaklagimi,
m
Y0 =)y, (3.14)
k=0

bi¢iminde elde edilir. Buradaki y(x,t) ¢oziimii, h yakinsaklik-kontrol parametresi
icermektedir. Bu h parametresinin hesaplanmasiyla ilgili detayli bilgiler bir alt boliimde

verilecektir.

Teorem 3.1. Eger (3.9) denklemindeki homotopi serisi yakinsak ise

Z Rn(j}n—l' x,t) =0,
n=1
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olur (Liao, 2003).

Teorem 3.2. Eger (3.9) denklemindeki homotopi serisi yakinsak ise bu seri orjinal

lineer olmayan (3.1) denkleminin bir ¢oziimii olmalidir (Liao, 2003).
Ispat. Teorem 3.7 ve Teorem 3.8’in ispat1 i¢in (Liao, 2003) calismasina bakilabilir.

Teorem 3.3. Coziim bilesenleri olan y,(x,t) ifadeleri (C[0.1],]|.]]) Banach uzayinda
tanimlansin. Eger Vn = n, ve bazi ny € N igin ||y,,+1(x, O < ylly,(x, t)|| kosulunu
saglayan en az bir 0 <y <1 varsa, 0 zaman (3.14) denkleminde tanimlanan

Ym0 Yn (x, t) seri ¢oziimii, (3.1) denkleminin ¢dzliimiine yakinsaktir.

Ispat. Yukaridaki teorem adi diferansiyel denklemler igin (Odibat, 2010) ¢alismasinda
verilmistir. Bu ¢aligmadan yararlanilarak kismi diferansiyel denklemler i¢in asagidaki

ispat verilebilir.
Kabul edelim ki (C[0,1], ||. ||) bir Banach uzay1 olsun. {S,, }5= dizisi sdyle tanimlansin,

( So =yo(x,1)
4' S1=yo(x,t) + y1(x, 1)

| SZ = yO(x't) +}’1(x: t) + }’2(95; t)

S, = 700, ) + 1060 + -+ Y, ),
Simdi {S,,}n=o dizisinin Banach uzayinda bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Bu

amagla,

Sn+1 = Sall = llyn+1 6 O < vllyn (x, O]
<Y yn-1G6 Ol < o <y Hlyo Cr, Ol (3.15)

esitsizligini goz Oniine alalim. Her n,m € N igin n =m olsun. (3.15) ve iiggen

esitsizligi kullanilarak, iteratif bir sekilde

”Sn - Sm” = ”(Sn - Sn—l) + (Sn—l - Sn—z) + et (Sm+1 - Sm)”
S NCSn = Sn DI+ 1Sy = Sn2D I 4+ [[(Srmsr — S
< y™Mlyo (e, Ol + ¥ Hlyo G, Ol + -+ ¥y ™ Hlyo (x, O]
1— yn—m

T Y™ Hlyo Cx, Ol (3.16)

esitsizligi elde edilir. 0 < y < 1 oldugundan 1 — y™™™ < 1 yazilabilir. Buradan,
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m+1

14
— <
150 = Smll < T yv{g[%{g]llyo(x, Ol

esitsizligi elde edilir. Ayrica y,(x, t) smirh oldugundan
lim IS, — Sp|l =0
n,m—oo
olur. Bu nedenle, {S,}m-o Banach uzaymda bir Cauchy dizisidir. Boylece (3.14)
denkleminde verilen seri ¢6ziim yakinsaktir.

Teorem 3.4. (3.14) ile tanimlanan Y.,_, V,(x,t) seri ¢oziimiin, y(x,t) ¢Oziimiine
yakisadigini kabul edelim. Eger Yo, y,(x,t) kesilmis serisi, (3.1) probleminin

y(x,t) ¢oziimii i¢in bir yaklasim olarak kullanilirsa, maksimum mutlak kesilmis hata,

e RN
n=0

1
< 1—_]/}""“”)’0(96. Ol

formiiliiyle hesaplanir.

Ispat. Yukaridaki teorem adi diferansiyel denklemler igin (Odibat, 2010) ¢alismasinda
verilmistir. Bu calismadan yararlanilarak kismi diferansiyel denklemler i¢in asagidaki

ispat verilebilir.

Teorem 3.9 ve (3.16) esitsizliginden, n = m igin

n-m

—y
Y™  lyo (x, )] (3.17)

1
”Sn - Sm” < 1 —

bulunur. Simdi, n — oo iken S,, = y(x, t) olur. Dolayisiyla,

m+1

14
ly(x, 8) = Smll < lyo(x, O,

<1y
elde edilir. 0 <y <1 oldugundan (1 —y™ ™) <1 yazilabilir. Boylece yukaridaki
(3.17) esitsizligi,

1— yn—m

< ﬁymﬂlb’o(% Oll (3.18)

Y50 = D a0
n=0

bi¢ciminde yazilabilir.
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3.2. Optimal Homotopi Analiz Metodu

Klasik homotopi analiz metodunda h yakinsaklik-kontrol parametresinin
bulundugu aralik h egrileri ¢izilerek tespit edilir. Burada ise, Liao (2010) tarafindan
Onerilen yontemin ayrik (discret) versiyonu incelenecektir. Bu h parametresinin
hesaplanmasi igin ¢esitli metotlar Van Gorder ve Vajravelu, (2009), Niu ve Wang,
(2010), Fan ve You, (2013), (Turkyilmazoglu, 2016), (Sakar, 2017), Jia ve ark., (2017),
(Van Gorder, 2019), ¢alismalarinda gelistirmistir.

Adi diferansiyel denklemlerde m. mertebeden yaklasim i¢in tam karesel residual

error

2

Amzf N(i u; (t)) dt, (3.2.1)

Q i=0

seklinde tanimlanir (Liao, 2010). Burada A,,, ifadesi bilinmeyen h yakinsaklik-kontrol
parametresi icermektedir. m. mertebeden yaklasim i¢in h yakinsaklik-kontrol

parametresinin optimal degeri A,,” nin minimum degeridir. Yani

d Ay,
- =0. (3.2.2)

Bununla birlikte Liao tarafindan (3.2.1) formiilii ile verilen A,, hesaplanirken yaklagim
mertebesi yiiksek olmasa bile ¢ok fazla islemci zamani (CPU-time) ihtiya¢ oldugu
gosterilmistir. Bu nedenle islemci zamanini diisiirmek i¢in ortalama karesel residual

error (/ E,, ) asagidaki sekilde tanimlanmustir (Liao, 2010).

2

1 n m i
]
E, = = . 2.
m n+1z N Z”‘(n’h) (3.23)
Jj=0 i1=0

Tezde ele alinan Burgers, Adveksiyon ve Klein-Gordon kismi diferansiyel
denklemleri i¢in (3.2.3) formiiliiniin kismi diferansiyel denklemler igin gecerli

versiyonu kullanilacaktir.
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3.3. Homotopi Tiirevinin Ozellikleri

Homotopi tiirevi, yiiksek mertebeden deformasyon denklemlerini elde etmek
i¢cin kullanilir. Bu boliimde, homotopi tiirevinin tanimiyla birlikte 6nemli baz1 6zelikleri

verilecektir.

Tammm 3.1. ¢ homotopi parametresinin bir fonksiyonu ve m > 0 bir tamsay1 olmak
lizere;

1 9™
mlogq™l _,’

D () = (3.3.1)

bi¢imindedir. Burada D,,,(¢) ifadesi ¢’ nin m. mertebeden homotopi tiirevi olarak
adlandirtlir (Liao, 2009).

Tanmm 3.2. N[y] = 0lineer olmayan bir denklem ve ¢’ de g € [0,1] homotopi

parametresinin bir fonksiyonu olsun. Maclaurin serisi;

+00
b = Z veq", (3.3.2)
k=0
seklindedir.
nfg,q] =0 , qe€[01]

denklemler ailesine N [y] = 0’ i sifirinc1 mertebe deformasyon denklemi denir.

Eger g = 1 ise bu denklem,

+00
y=lg=1= ) v (3:33)
k=0

seklinde olmak {tizere, basglangigta alinan N [y] = 0 denklemine denktir ve denklemin
¢oziimii ¢ = 0’ da agiktir. (3.3.2) serisi homotopi serisi olarak adlandirilir ve (3.3.3)
serisine de N[y] =0’ m homotopi seri ¢oziimii denir. y;’ larmn olusturdugu

denklemlere ise k. mertebe deformasyon denklemi denir (Liao, 2009).
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Teorem 3.5. f ve g, homotopi parametresi g’ dan bagimsiz fonksiyonlar olsun.

+o00 +00
¢’=Z%qi ) IP:zquj
i=0 =0

homotopi serileri i¢in,
Din(f¢p + g¥) = fDn($) + gDm (W)
olur (Liao, 2009).
Ispat. f ve g fonksiyonlar1 q° dan bagimsiz ve (3.3.1) ile tanimlanan D,, lineer operator
oldugundan
Dy (f$ + 8W) = Din(f@) + Din(gW)=f D (¢) + gD (V)
saglanir.

Teorem 3.6.

+00 +00
¢ = Eyiqi,w =zvjq"
i=0 =0

homotopi serileri igin;

m=>0,n>0,l>0ve0 <k <m tamsayilar olmak tizere

(@) D (¢) = Y,

(0) D (q*9) = Dk (),

(©) Din (@) = i Di (§) D i (W) = XiZ0 Di (P)Din—i (),

(d) D (p™p") = X0 D; (9™ D i (Y1) = 2o D; Y1) Dpn—i(@™),

saglanir (Liao, 2009).

Ispat.

(a) Taylor teoremine gore, ¢’ nin Maclaurin serisinin tek bigimde tanimlanan Yy,
katsayilar1

_ 1™
 m! agm

Ym
q=0

seklinde verilir.
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19™
Din(¢) = — afrglq) oo
tanimindan,
D () = ¥m
elde edilir.
(b)

+ 00 [e’e] + 00
q“¢p = q"Zyiq" = Zyi qitk = Z Ym—k Q"
i=0 i=0 m=k

saglanir ve (a) yardimiyla
Dm(qk¢) = Ym—k = Dm_i(9)
bulunur.

(c) Carpimun tiirevi i¢in verilen Leibnitz kuralina gore,

am(¢¢):§ m g™y v ml dPamig

aqm Lt (m — D) aqt dgm—t J il (m = D! dqt dgm-t
L= =
saglanir. Tanim (3.1) ile
1 0™(¢y)
Dm(qﬁp) = _I aq™ oo

= _|_l Y] m—i = i(¢)Dm—i(1/j)
£i\i! aq 4=0 (m—i)!dq =) =

saglanir. Benzer sekilde,

D () = ) D)D)
i=0

saglanir.

(d) ¢ = ¢™ ve ¥ = ! yazilsin. (c) sikkina gore,

D($"") = Du(@¥) = ) Dy @)D (¥) = > Dy ($™) D i ()
i=0 i=0
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saglanir. Benzer sekilde,

D (™) = D D)D)
=0
saglanir.

Teorem 3.7. L, g homotopi parametresinden bagimsiz lineer bir operator olsun.

+00
¢ = Z Vi 4%,
k=0

homotopi serisi igin

Dy (L) = L[Dm ()]
saglanir (Liao, 2009).

Ispat. L, ¢' dan bagimsiz oldugundan

Lp = Z[L(yk)] q"
k=0

saglanir. Yukaridaki esitligin her iki tarafinin m. mertebeden homotopi tiirevi alinip

(3.6) teoreminin (a) sikki kullanilarak,

D, (L¢) = L(Ym)

elde edilir ve yine ayn1 (3.6) teoreminin (a) sikkina gore

LDy ()] = L{(ym)]

olur. Buradan,

Dy (L) = L[Dm(d))]
saglanir.

Teorem 3.8.

+00
¢ = Z Yiq®,
k=0

homotopi serisi i¢in asagidaki formiiller saglanir. m > 1 tamsay1 olmak iizere,

Do(e¢) = et
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D, (e?) = Til (1 - %) Dy (¢?)Dm—i(¢)
k=0

elde edilir (Liao, 2009).

Ispat. Tanim (3.1)’ e gore D,, operatdrii,

Dy(e?) = e¥o
saglanir ve

de® B 6¢

dq e? 6q

olur. Bu nedenle, ¢arpimin tiirevi i¢in Leibnitz kuralina gore,

10me® 1 ™! ( ¢6qb)

m! agm - m!dgm-1 aq
1w 9ke® gmk g
Ez k'(m—l—k)' dqk agmx

k=0
1

—k)[1 oke? o™ ke
lk' aq* H(m k) agm=k|

yazilabilir. Yukaridaki esitlikte ¢ = 0 yazilarak ve tanim (3.1) kullanilarak,

D, (e?) = El (1 — %) Di(e®)Dp_i (@), m=1
k=0

elde edilir.

Teorem 3.9.

+00
()b = Z Yk qk'
k=0

homotopi serisi i¢in m = 1 tamsay1 olmak iizere,
Dy (sing) = sin(y,),

Dy(cos¢) = cos(yo),

Din(sing) = 27 (1 = 2) Die(co5$) Dy (),
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Din(cosp) = = T (1= =) Die(sing) Dy (),
bagintilart saglanir (Liao, 2009).
Ispat. (3.1) tanimina gore;
Dy (sing) = sin(yy),
Dy(cosgp) = cos(yy),

saglanir.

i =+ —1 yazilirsa Euler formiilii ve (3.2) teoremi kullanilarak m > 1 tamsayisi igin;

D, (sing) = D, (eid"‘?_id’) = L [Dn(e®) = D(e™)] (3.3.4)

21

D,,(cos¢) = D, (ei¢+e_i¢) = %[Dm(eid’) + Dy (e™')] (3.3.5)

2

saglanir. Teorem (3.6) ve (3.9) kullanilarak,

D (e*) = ril (1 - %) Dy (") Dy (i)
k=0

m-—1 k
=1 (1 - —) Dic(e"®) Drn—ie(¢)
k=0
elde edilir. Benzer sekilde,
m-—1 k
D (i) = i Z (1 - E) D(e™ %) Dy ()
k=0

elde edilir. Yukaridaki iki esitlik (3.3.4) ve (3.3.5) denklemlerinde yerine yazilip,
Teorem (3.6) ve Euler formiilii kullanilarak,

1C . .
D (sing) = 5 z (1= ) Puci@[Di(e) + Di(e#)]
k=0

m—1

5 - Eon (257

k=0
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3
A

(1 - %) Dy (¢) Dy (cosp)

=
1l
o

elde edilir. Benzer sekilde

3

-1

k . .
Dcos) =3 > (1= =) D ie(@)[Die™®) = D(e™)]

(1= =) Dcil D (#)

== > (1~ 2) D ($)Di(sing)

0

N~
=
]
o

3

-1

1

3

&
Il

bulunur.

Teorem 3.10. Eger homotopi serileri

+ 00 + oo
¢=Zyiqi . l/)=zvjqj
i=0 j=0

bir g € [0,a) bolgesinde ¢ = Y esitligini saglarsa her m > 0 tamsayis1 ve bir a > 0

reel sayist i¢in

Ym = Um VE Dm(d)) = Dy, (Y)
olur (Liao, 2009).

Ispat. ¢ =1 oldugundan dolayi,
+00
Z(yk —v)q" =0
k=0
saglanir. Yukaridaki esitlik her g € [0, a) noktasi i¢in saglanir, ancak ve ancak

Teorem (3.7)’ nin (a) sikkina gore

Dp, (¢) = Dp, (y)

elde edilir.






4. BURGERS DENKLEMI

Bu c¢alismada Homotopi analiz metodu kullanilarak Caputo tiirev igeren
degisken katsayili Burgers denkleminin niimerik ¢oziimleri elde edilecektir. Bu
metodun etkinligini gostermek i¢in bazi model denklemlerin niimerik ¢oziimleri elde
edilecek ve bulunan sonuglar tablo ve grafik ile ayrintili bir sekilde gosterilecektir.
Burgers denklemi, akiskanlar mekanigi ile akiskanlar dinamiginde konveksiyon-
difiizyon arasindaki etkilesimi ifade eden temel model denklemlerden biridir. Hollandali
bir fizik¢i olan J. M. Burgers 1939 yilinda Navier-Stokes denklemindeki basing terimini
¢ikararak Burgers denklemini tanimlamistir. Navier-Stokes denklemi, bir kanalda ortaya
cikan konveksiyon ve difiizyon olaylarimin ters etkilesimi sonucu meydana gelen
tirblilans olayma karsilik gelir. Burgers denkleminin varlik, teklik ve kararlilik
incelemeleri 1939 yilinda Burgers tarafindan yapilmistir. Navier-Stokes denkleminde
yapilan degisiklikler ile bulunan Burgers denklemindeki calismalarin sonucu Burgers
(1948) tarafindan sunulmustur. Son zamanlarda Burgers denklemi ile ilgili caligsmalar
bir¢ok bilim insani tarafindan farkli metotlar kullanilarak yapilmistir. Kutluay ve ark.
(1999), calismalarinda bir boyutlu Burgers denkleminin niimerik ¢6ziimlerini elde
etmek i¢in sonlu fark yontemi kullanilmistir. Kutluay ve Esen (2004), ¢alismalarinda bir
boyutlu Burgers denklemi igin lineerlestirilmis sebeke uygulanmistir. Bahadir ve
Saglam (2005), ¢aligmalarinda bir boyutlu Burgers denkleminin niimerik ¢dziimlerini
elde etmek i¢in sonlu fark ile sinir elemanlar yontemleri kullanilmistir. Ramadan ve El-
Danaf (2005), calismalarinda quintic (besinci dereceden) spline teknigi gelistirilerek
Burgers denklemi i¢in kullanilmistir. Dag ve ark. (2005), ¢alismalarinda kiibik B-spline
yontemini  kullanarak bir boyutlu Burgers denkleminin niimerik ¢oziimleri
aragtirtlmistir. Li ve Cui (2009), calismalarinda bir boyutlu degisken katsayili Burgers
denkleminin niimerik ¢6ziimlerini elde etmek icin doguran cekirdekli Hilbert uzayi
teknigi uygulanmistir. Mohammadi ve ark. (2013), calismalarinda Galerkin-doguran
cekirdekli Hilbert uzay1 yontemini gelistirilerek iki boyutlu lineer olmayan Burgers cifti
denkleminin niimerik ¢6ziimleri arastirilmistir. Oru¢ ve ark. (2015), ¢alismalarinda
Haar-wavelet yontemi Kkullanilarak Burgers denkleminin niimerik ¢6ziimleri elde

edilmigstir. Esen ve Tasbozan (2016), c¢alismalarinda kiibik B-spline sonlu elemanlar
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yontemini kullanarak zaman kesir mertebeli Burgers denkleminin niimerik ¢oziimlerini
vermiglerdir. Mohammadi ve ark. (2016), calismalarinda doguran ¢ekirdekli Hilbert
uzay1 teknigi kullanilarak Burgers denkleminin niimerik ¢oziimleri elde edilmistir. Bu
boliimde Caputo anlaminda kesirli tiirev i¢eren bir boyutlu degisken katsayili Burgers

denklemi ele alinacaktir.

Dt('xy(xr t) + kl (xr t)}’xx(x, t) + kZ (x’ t)}’(x, t) + k3 (x, t)yx(xl t) +
ke, )y, )y (x,t) = f(x,t), 0<xt<1,0<a<l1 4.1)

Burada D, t zaman degiskenine gére a mertebeden Caputo kesirli tiirev operatoriidiir.
Ayrica kqi(x,t), ky(x,t), k3(x,t), ky(x,t) ve f(x,t) sirekli fonksiyonlardir.

Kullanacagimiz denkleme ait baslangi¢ ve sinir kosullari
y(x,0) =0
y(0,t) =y(1,t) =0 (4.2)

seklinde alinacaktir. (4.1)-(4.2) denkleminde k,(x,t) = —1, k,(x,t) = 0, k3(x,t) = 0,

2—a,X
ky(x,t) =1ve f(x,t) = Zrt(g—_; + t*e?* — t2e* alinirsa Burgers denklemi
2—a,x
DEy(x, t) — yur (x, ) + y(x, ). Yo (x, £) = m + t*e?* — t2e* (4.3)

elde edilir. Bu problemin tam ¢oziimii y(x,t) = e*t?’ dir. Bu bdolimde (4.3)
denklemine HAM uygulanarak metodun etkinligi arastirilacaktir. Coziimde ortaya ¢ikan

keyfi h parametresi i¢in optimal degerlerin elde edilisi gosterilecektir.

Oncelikle lineer operatdrii,

%p(x,t; q)
Lip(xt; )] = ———"",
[¢(x, t; q)] pye
L[c] = 0 Ozelligini saglayacak sekilde segelim. Burada c¢ bir sabittir. Simdi lineer
olmayan operatorii
0%p(x,t;q) 0%*¢(x,t;q) (i )acb(x,t; q) 2t*%e*
ate ot2 A P L CET)

_ t4er + tzex

N[¢p(x, t;q)] =

seklinde secelim. Sifirinci-mertebeden deformasyon denklemini
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(1= @Llp(x, t;9) — yo(x,t)] = qhN[$(x,t; q)]
seklinde olusturalim.
q=0veq=1igin

{‘P(x, t;0) = yo(x,t)
d(x,t;1) = y(x,t)

ifadeleri yazilabilir. Boylece m. mertebeden deformasyon denklemi
L[ym(x: t) - mem—l(x' t)] = hRm(j’)m—l(x: t))

olarak yazilabilir. Burada,

R 0%Ppm-1(x,t;9)  0%Pm_1(x,t;q) OPpm_1(x, t;q)
Ry (Fmer (x,1)) = maia — malxz + P (x, 6 @) —— gx
ztz—aex
. N 4,2x _ 2 ,X _
<I"(3—a)+te te)(l Xm)

olur. Burada lineer olmayan terim i¢in

m—1

0Pm-1(x,t;
(e, ;.q) 22t T

n=0

seklinde Adomian polinomu yazilabilir. Dolayistyla denklemimiz

aad)m—l(x' t; Q) _ achm—l(-x' t; Q)
ot« 0x?

m—1
00, _,(x,t; 2t2 %X
+z¢n(x;t§CI) ¢m 1aEC Q)_< +t4ezx—t2€x>(1—){m)
n=0

Rm(j;m—l(xr t)) =

r—a)
olur. m. mertebeden deformasyon denklemlerinin ¢6ziimii m > 1 igin

Ym (6 ) = XmYm-1(%, ) + BL Ry (Frno1 (6, 1))]

haline gelir. Iterasyona baslamak icin y,(x, t) baslangi¢ yaklasimimin bilinmesi gerekir.
Baslangi¢ yaklasimi, baslangic ve sinir-deger sartlarini saglayacak sekilde keyfi olarak
secilebilir.

Burada y,(x,t) = 0 alirsak iterasyonun ilk birkag terimi;

yO(xl t) = O’
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he*(—t?I'(a + 5) — 24t%T4e* + 2t%2q? + 4t% 2 + 24t%+2)
I'(a+5) ’

yl(xJ t) =

seklinde bulunur. Yaklagik ¢ozim u, (x,t) = X7=o ¥m(x, t) olarak hesaplanir. Burada
h parametresi yakinsaklik-kontrol parametresidir. Bu parametrenin optimal degeri i¢in

squared residual error (karesel residual hata) metodu kullanilacaktir. Bolge olarak

(x,t) € [0, %] X [0, %] alacaktir. Residual fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayalim.

0%us(x,t,h) ous(x, t,h)
r3(x,t,h) =Df‘u3(x,t,h)—T—u3(x,t,h)T
2t2—aex
R 4 ,2x _ +2,X
(F(S—a)+te te).

Bu residual fonksiyonun 2. normu alinirsa,
1
[ 3
1
220

h parametresinin optimal degerlerinin hesaplanmasinda e;(h)’mm norm 2’ye gore

N[ =

|T3(x, t' h)lzdtdx | )

N | =

O\Nlb—‘

seklinde yazilabilir.

minimumu segilecektir. Asagida a = 1,0.9,0.8,0.7 degerleri igin bulunan optimal h
parametreleri tabloda verilmistir. Sayisal sonuglar tablo ve grafiklerle Cizelge 4.1 - 4.4

ve Sekil 4.1 - 4.4’ te gosterilmistir.

m a=1 a=20.9 a=20.8 a=20.7

3 0.7671576951 -0.5298577453 -0.4075433436 -0.3242486092
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Cizelge 4.1 (4.3) denkleminde a =1 igin tam ¢oéziim ile HAM ¢6ziimiin
karsilastirilmast

X t HAM Tam Cozim Hata
0.20 0.10 0.0120078877 0.0122140275 2.06E-4
0.20 0.20 0.0478689819 0.0488561103 9.87E-4
0.20 0.30 0.1076578753 0.1099262482 2.26E-3
0.20 0.40 0.1923444856 0.1954244413 3.07E-3
0.20 0.50 0.3045316031 0.3053506895 8.19E-4
0.50 0.10 0.0162104277 0.0164872127 2.76E-4
0.50 0.20 0.0646663837 0.0659488508 1.28E-3
0.50 0.30 0.1457253815 0.1483849144 2.65E-3
0.50 0.40 0.2614341670 0.2637954034 2.36E-3
0.50 0.50 0.4168778270 0.4121803178 4.69E-3

Cizelge 4.2 (4.3) denkleminde a = 0.9 i¢in tam ¢ozim

ile HAM ¢Ozliimiin

karsilastirilmasi
X t HAM Tam Coziim Hata
0.20 0.10 0.0107364327 0.0122140275 1.47E-3
0.20 0.20 0.0422684704 0.0488561103 6.58E-3
0.20 0.30 0.0940180048 0.1099262482 1.59E-2
0.20 0.40 0.1664160774 0.1954244413 2.90E-2
0.20 0.50 0.2615618637 0.3053506895 4.37E-2
0.50 0.10 0.0144946722 0.0164872127 1.99E-3
0.50 0.20 0.0571195568 0.0659488508 8.82E-3
0.50 0.30 0.1273944830 0.1483849144 2.09E-2
0.50 0.40 0.2267136196 0.2637954034 3.70E-2
0.50 0.50 0.3595539798 0.4121803178 5.26E-2
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Cizelge 4.3 (4.3) denkleminde a = 0.8 igin tam ¢oziim ile HAM ¢6ziimiin

karsilastirilmast
X t HAM Tam Coziim Hata
0.20 0.10 0.0093120640 0.0122140275 2.90E-3
0.20 0.20 0.0362293866 0.0488561103 1.26E-2
0.20 0.30 0.0798831342 0.1099262482 3.00E-2
0.20 0.40 0.1405973462 0.1954244413 5.48E-2
0.20 0.50 0.2204604068 0.3053506895 8.48E-2
0.50 0.10 0.0125726342 0.0164872127 3.91E-3
0.50 0.20 0.0489826902 0.0659488508 1.69E-2
0.50 0.30 0.1084038925 0.1483849144 3.99E-2
0.50 0.40 0.1921648849 0.2637954034 7.16E-2
0.50 0.50 0.3048139294 0.4121803178 1.07E-1

Cizelge 4.4 (4.3) denkleminde a = 0.7 igin tam ¢ozim

ile HAM ¢Ozliimiin

karsilastirilmasi
X t HAM Tam Coziim Hata
0.20 0.10 0.0079127016 0.0122140275 4.30E-3
0.20 0.20 0.0303901811 0.0488561103 1.84E-2
0.20 0.30 0.0664724198 0.1099262482 4.34E-2
0.20 0.40 0.1165825275 0.1954244413 7.88E-2
0.20 0.50 0.1829901398 0.3053506895 1.22E-1
0.50 0.10 0.0106845311 0.0164872127 5.80E-3
0.50 0.20 0.0411183005 0.0659488508 2.48E-2
0.50 0.30 0.0904015854 0.1483849144 5.79E-2
0.50 0.40 0.1600752973 0.2637954034 1.03E-1
0.50 0.50 0.2550116282 0.4121803178 157E-1
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Mutlak hata

Sekil 4.1. (4.3) denkleminde ¢ = 1 degeri i¢in mutlak hata grafigi.
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Sekil 4.2. (4.3) denkleminde @ = 0.9 degeri i¢in mutlak hata grafigi.
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Mutlak hata

Mutlak hata

Sekil 4.4. (4.3) denkleminde a = 0.7 degeri i¢in mutlak hata grafigi.



5. ADVEKSiYON DENKLEMIi

Bu ¢alismada Homotopi analiz matodu kullanilarak Caputo Kesirli tiirev igeren
adveksiyon denkleminin niimerik ¢oziimleri elde edilecektir. Bu metodun etkinligini
gostermek i¢in bazi model denklemlerin niimerik ¢oziimleri elde edilecek ve bulunan

sonuglar tablo ve grafikler ile ayrintili bir sekilde gosterilecektir.

Bir¢ok fiziksel ve miihendislik probleminin matematiksel modellenmesi
konveksiyon-difiizyon denklemi ile yapilir. Bu nedenle literatiirde konveksiyon-
difiizyon denklemi ile ilgili analitik ve nilimerik olmak iizere pek ¢ok calisma
bulunmaktadir. Konveksiyon yolu ile 1s1 iletimi sivi ve gaz halindeki cisimlerde
goriilmektedir. Konveksiyonda kiitle hareketleri sonucu 1s1, kiitle ile birlikte bir yerden
baska bir yere taginmaktadir. Bu taginim dikey yonde ise konveksiyon, yatay yonde ise
adveksiyon olarak adlandirilir. Atmosferde 1s1 aktarimi genellikle adveksiyon seklinde

olmaktadir.

Adveksiyon denklemi fizik, miihendislik ve uygulamali matematik gibi bir¢ok
alanda kullanilir. Bu denklemin varlik ve teklik incelemeleri Ellison (1971) ve Caughey
ve Ellison (1975), c¢alismalarinda gosterilmistir. Wazwaz (2009) adveksiyon
denkleminin kuvvet serisi ¢oziimlerini elde etmek icin Adomian ayrisim metodunu
kullanmistir. Jiang ve Lin (2010), calismalarinda doguran cekirdekli Hilbert uzayi
yontemini kullanarak zaman-uzay Kkesir mertebeli degisken katsayili adveksiyon-
dispersiyon denkleminin niimerik ¢dzlimlerini incelemistir. Mohyud-Din ve ark. (2018),
sonlu fark semas1 metodunu kullanarak zaman kesirli adveksiyon-difiizyon denkleminin

niimerik ¢oziimlerini elde etmislerdir.
DEy(x,t) + y(x, )y, (x,t) = f(x,t), 0<x,t<1,0<a<1 (5.1)

Yukaridaki (5.1) denklemi ile verilen Caputo anlaminda kesir mertebeli tiirev
iceren lineer olmayan adveksiyon denklemini ele alalim. Df, t zaman degiskenine bagh
a mertebeden Caputo kesirli tiirev operatorii ve f(x,t) siirekli fonksiyondur. Burada

verilen denkleme ait baslangi¢ sarti

y(x,0) = h(x) (5.2)
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x(2t2=D 1 t4r(3-a))

seklinde segilecektir. Burada f(x,t) = ve h(x) = 0 segilirse

ria—-a)

2t@9 4+ ¢*r(3 —
{ Y, ) + y(x 0y, 0 £) = = a)( ) (5.3)
y(x,0)=0 (5.4)

denklemi elde edilir. (5.3)-(5.4) denkleminin tam ¢oziimii y(x,t) = xt?> dir. Lineer

operator olarak

Lly(x,t; @)1 = Dfy(x,t; q)

kesirli tiireve sahip ifade segilebilir. (5.3) denkleminden lineer olmayan operator de

X (Zt(z‘“) +t*r(3 — a))
r—a)

Nly(x,t;q)] = Dfy(x,t) + y(x, t). yp(x,t) — (5.5)

seklinde segilebilir. Homotopi tanimi kullanilarak sifirinci-mertebeden deformasyon

denklemi
(1= @Lly(x,t;9) — yo(x, )] = qhH(x, )N[y(x, t; q)] (5.6)
bi¢iminde olusturulabilir.
q = 0 ve g = 1 degerleri sirastyla alinirsa
y(x, £0) =yo(x, 1) =y(x,0), yx 1) =yt)
elde edilir. m. mertebeden deformasyon denklemi de
L[y (%, £) = X Yim—1(x, )] = DR (i1 (x, 1)) (5.7)

seklinde olur. Burada

m-—1
Y 0Ym-1-k(x, 1)
R (m1(68)) = DEYma (e ) + ) [yk () 2ot
k=0

X (Zt(z‘“) + 4T3 - a))
r—a)

_(1 - xm)

olur. (5.7) denkleminde, operatoriin tersi kullanilarak m > 1 i¢in m. mertebeden

deformasyon denklemi

V(% 8) = XY 1.5, 6) + DL Ry (-1 ()
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elde edilir. m = 0,1,2, ... i¢in ardisik olarak asagidaki ifadeler elde edilir.
yo(x,t) = y(x,0) = 0 segilirse,

24xhtet

— 2 __ -
yl(x; t) = —xht F(a + 5);

seklinde bulunur. Yaklasik ¢ozim u,,(x,t) = Yo ¥m(x, t) olarak hesaplanir. Burada
h parametresi yakinsaklik-kontrol parametresi olarak bilinir. Bu parametrenin optimal
degerinin hesaplanabilmesi i¢in degisik yontemler gelistirilmistir. Burada hatanin
minimizasyonuna dayali karesel residual hata metodu kullanilacaktir. y(x,t) yaklasik
¢oziimlii h parametresini igcermektedir. Bu h paremetresini (x,t) € [0,1] X [0,1]

bolgesinde hesaplayalim. Residual fonksiyonu

dus(x, ) * (26D + T (3 - o))
ox r'G—-a)

T4(x, t' h) = Dtauél-(x; t, h) + U4(X, t: h)

seklinde tanimlanir. Bu residual fonksiyonun norm 2’ ye gore hatasi
1
2

1 1
es(h) = f j Iry Cx, £, 1) dedxc |
00

bigimindedir.
h parametresinin optimal degerinin hesaplanmasinda e,(h)’ m norm 2’ ye goére
minimumu segilecektir. Asagida a = 1,0.9,0.8,0.7 degerleri i¢in bulunan optimal h

parametreleri tabloda verilmistir. Sayisal sonuglar tablo ve grafiklerle Cizelge 5.1 - 5.4

ve Sekil 5.1 - 5.4° te gosterilmistir.

m a=1 a=09 a=0.8 a=20.7

4 -0.8740320877 -0.8888546878 -0.8825292730 -0.8605335608
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Cizelge 5.1 (5.3) denkleminde a =1 igin tam ¢oéziim ile HAM ¢6ziimiin
karsilastirilmast

X t HAM Tam Coziim Hata
0.20 0.10 0.2011817673 0.200 1.18E-3
0.20 0.20 0.0080008508 0.008 8.50E-7
0.20 0.40 0.0320795815 0.032 7.95E-5
0.20 0.60 0.0725622976 0.072 5.62E-4
0.20 0.80 0.1296835214 0.128 1.68E-3
0.40 0.10 0.4023635349 0.400 2.36E-3
0.40 0.20 0.0160017017 0.016 1.70E-6
0.40 0.40 0.0641591631 0.064 1.59E-4
0.40 0.60 0.1451245952 0.144 1.12E-3
0.40 0.80 0.2593670425 0.256 3.36E-3

Cizelge 5.2 (5.3) denkleminde a = 0.9 igin tam ¢oziim ile HAM ¢6ziimiin
karsilastirilmasi

X t HAM Tam Coziim Hata
0.20 0.10 0.1970572236 0.200 2.94E-3
0.20 0.20 0.0080023240 0.008 2.32E-6
0.20 0.40 0.0320935092 0.032 9.35E-5
0.20 0.60 0.0725621051 0.072 5.62E-4
0.20 0.80 0.1291435433 0.128 1.14E-3
0.40 0.10 0.3941144472 0.400 5.88E-3
0.40 0.20 0.0160046481 0.016 4.64E-6
0.40 0.40 0.0641870184 0.064 1.87E-4
0.40 0.60 0.1451242103 0.144 1.12E-3

0.40 0.80 0.2582870866 0.256 2.28E-3
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Cizelge 5.3. (5.3) denkleminde a = 0.8 igin tam ¢oziim ile HAM ¢6ziimiin
karsilastirilmast

X t HAM Tam Coziim Hata
0.20 0.10 0.1931274324 0.200 6.87E-3
0.20 0.20 0.0080036345 0.008 3.63E-6
0.20 0.40 0.0321247177 0.032 1.24E-4
0.20 0.60 0.0726722204 0.072 6.72E-4
0.20 0.80 0.1289050112 0.128 9.05E-4
0.40 0.10 0.3862548647 0.400 1.37E-2
0.40 0.20 0.0160072690 0.016 7.26E-7
0.40 0.40 0.0642494354 0.064 2.49E-4
0.40 0.60 0.1453444408 0.144 1.34E-3
0.40 0.80 0.2578100224 0.256 1.81E-3

Cizelge 5.4. (5.3) denkleminde a = 0.7 igin tam ¢oziim ile HAM ¢6ziimiin
karsilastirilmasi

X t HAM Tam Coziim Hata
0.20 0.10 0.1895745570 0.200 1.04E-2
0.20 0.20 0.0080052958 0.008 5.29E-6
0.20 0.40 0.0321829967 0.032 1.82E-4
0.20 0.60 0.0729356757 0.072 9.35E-4
0.20 0.80 0.1290735321 0.128 1.07E-3
0.40 0.10 0.3791491139 0.400 2.08E-2
0.40 0.20 0.0160105915 0.016 1.05E-5
0.40 0.40 0.0643659935 0.064 3.65E-4
0.40 0.60 0.1458713515 0.144 1.87E-3

0.40 0.80 0.2581470643 0.256 2.14E-3
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Mutlak hata

Sekil 5.1 (5.3) denkleminde a = 1 degeri i¢in mutlak hata grafigi.

Sekil 5.2. (5.3) denkleminde @ = 0.9 degeri i¢in mutlak hata grafigi.
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Mutlak hata

Sekil 5.3. (5.3) denkleminde a = 0.8 degeri i¢in mutlak hata grafigi.

Mutlak hata

Sekil 5.4. (5.3) denkleminde @ = 0.7 degeri i¢in mutlak hata grafigi.






6. KLEIN-GORDON DENKLEMIi

Klein-Gordon denklemi rolativistik kuantum mekanigi ve alan teorisinde ortaya
cikmaktadir, bu nedenle yiiksek enerji fizigi ile ugrasan fizik¢iler i¢in biiyliik dnem
tasimaktadir. Khalifa ve Elgamal (2005), ¢alismalarinda Klein-Gordon denklemi igin
¢Ozlimiin varligini ve tekligini belirleyerek, sonlu elemanlar yontemine dayanan sayisal
bir sema gelistirmistir. Lineer olmayan Klein Gordon denkleminin radial baz
fonksiyonlart kullanilarak sayisal ¢oziimii elde edilmistir (Dehghan ve Shokri, 2009).
Zaman kesirli lineer olmayan bir sistem olan Klein-Gordon-Schrodinger denklemi
Adomian ayrisim yontemi kullanilarak ¢oziilmiistiir (Hesameddini ve Fotros, 2012).
Taylor matris metodu kullanilarak lineer olmayan Klein-Gordon denklemini ¢6zmek
icin siralama (collocation) noktalarina dayanan sayisal bir yontem gelistirilmistir
(Biilbiil ve Sezer, 2013). Uc boyutlu lineer olmayan Klein-Gordon denklemi ve iki
boyutlu Sine-Gordon denklemlerinin radial baz fonksiyonlarii kullanarak Meshless
¢izgi yontemi ile ¢oziilebilirligi incelenmistir (Hussain, 2013). Homojen olmayan bir
kesirli Klein-Gordon denklemi degiskenlere ayirma yontemiyle ¢oziilerek, Dirichlet,
Neumann ve Robin smir kosulu ile analitik sonuglar elde edilmistir (Kheiri ve ark.
2014). Lineer olmayan Klein-Gordon denkleminin sayisal ¢6ziimii igin ¢ok adimli yari-
interpolasyon yontemi ¢alisilmistir (Sarboland ve Aminataei, 2015). Uygun baslangig
kosulu ile kesirli indirgenmis diferansiyel doniisiim yontemi olarak adlandirilan yakin
zamanda gelistirilen bir yart analitik yontem kullanilarak lineer ve lineer olmayan
zaman kesirli mertebeden Klein-Gordon denklemlerinin analitik ¢6zimii incelenmistir
(Tamsir ve Srivastava, 2016). Riesz tiirevi anlaminda Euler-Lagrange varyasyon teknigi
kullanilarak zaman kesirli Klein-Gordon denkleminin formulasyonu gosterilmis ve
yaklasik bir salinimli dalga ¢o6ziimi elde edilmistir (Zhang, 2016). (Inc, 2018)
calismasinda zaman-kesirli Cahn-Allen ve zaman kesirli Klein-Gordon denklemleri i¢in
Lie simetri analizi, agik ¢oziimler ve yakinsama analizini elde etmek i¢in kullanilmistir.
Karaagag ve ark. (2019), caligmalarinda zamana gore kesirli mertebeden tiirevli lineer
olmayan Klein-Gordon denklemini ¢6zmek igin yeni bir niimerik sema gelistirilmis ve
kesirli mertebeden denklemin yaklasik ¢oziimleri igin kiibik B-spline siralama sonlu

eleman yontemi ve L2 algoritmasi kullanilmigtir. Denklemde verilen kesirli tiirev ise
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Caputo anlaminda ele alinmistir. Bdylece, kesirli mertebeden diferansiyel denklem

bilgisayar programlanmasina elverisli cebirsel denklem sistemine dondstiiriilmiistiir.

6.1. Lineer Kesirli Klein-Gordon Denklemi

Bir boyutlu lineer olmayan Klein-Gordon denklemi
Dfy(x,t) — yxx +ay(x,t) = f(x,t), 1<a <2 (6.1.1)

bigimindedir. Burada a bir sabittir. f(x,t) homojen olmayan kisim olup bilinen bir

fonksiyondur. Baslangig sartlari ise,

y(x,0) = h(x), y:(x,0) = g(x) (6.1.2)
seklindedir. Lineer operator olarak

0%¢p(x. t; q)
L ) t; F= e )
[bx,t9)] = —
L[c, + c,t] = 0 6zelligini saglayacak sekilde segelim. Burada c;, ¢, birer sabittir.
Lineer olmayan operatorii ise

0%p(x,t;q)  9°¢p(x,t;q)
ote 0x?

N[p(x, t;q)] = +ap(x,t;q) — f(x,t)

seklinde se¢elim. Buradan m. mertebeden deformasyon denklemi

Llym(x, t) = XmYm-1(x, )] = hRm(j}m—l(x' t))

olarak yazilir. Burada

aa¢m—1(x: tl q) _ 62¢m—1(x' tr Q)
ot® d0x?

Rm(j}m—l(xr t)) = + ad)m—l(x' t; Q)

—f ()1 = xn)

olur. m. mertebeden deformasyon denkleminin ¢éziimii m > 1 igin

Ym (6 ) = XmYm-1(%, ) + LRy (Fo1 (6, 1))]
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haline gelir. iterasyona baslamak icin y,(x, t) baslangic yaklasiminimn bilinmesi gerekir.

Baslangic yaklasimi, baslangi¢c sartlarini saglayacak sekilde keyfi olarak secilebilir.

3—a
Buradaa =1, h(x) =0, g(x) =0ve f(x,t) = 16;4_(:; + xt3 alinirsa,
6t3 % s
zwﬂmo—%m+ﬂxﬂzfat;7+u, l1<a<y, (6.1.3)
y(x,0)=0,  y:(x0) =0, (6.1.4)

problemi elde edilir. Bu problemin tam ¢oziimii y(x,t) = xt3 olur. Yukaridaki

iterasyonun ilk birkag terimi
yo(x,t) = 0 secilirse,

ht*t3x(t~%I'(a + 4) + 6)
a+4) ’

yl(xJ t) = =

seklinde bulunur. Yaklagik ¢ozim u,, (x,t) = Xi=o ¥m(x, t) olarak hesaplanir. Burada
h parametresi yakinsaklik-kontrol parametresidir. Bu parametrenin optimal degeri i¢in
squared residual error metodu kullanilacaktir. Bolge olarak (x,t) € [O, %] X [O, %]
aliacaktir. Residual fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayalim.

3—ax

0%us(x, t,h) t s
___——————“+l%(XJ;h)—' FZZt?ajﬁ'Xt ).

rs(x, t,h) = Dfus(x, t,h) — 922

Bu residual fonksiyonun 2. normu ise

1
2

es(h) = 3 (x, ¢, h)lzdtdxw :

INTISN IS
INTISN

O\NIH
O\Nlr—k

seklindedir.

h parametresinin optimal degerlerinin hesaplanmasinda es(h)’ in norm 2’ ye gore
minimumu segcilecektir. Asagida a = 2,1.9,1.8,1.7 degerleri i¢in bulunan optimal h
parametreleri tabloda verilmistir. Sayisal sonuglar tablo ve grafiklerle Cizelge 6.1 - 6.4

ve Sekil 6.1 - 6.4’ te gosterilmistir.
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m a=2 a=19 a=1.8 a=1.7

3 -0.9965192859 -1.000036041 -1.000025957 -1.000033287

Cizelge 6.1. (6.1.3) denkleminde a =2 igin tam ¢oziim ile HAM ¢6ziimiin
karsilastirilmasi

X t HAM Tam Coziim Hata
0.20 0.10 0.0001999999 0.0002 5.10E-12
0.20 0.20 0.0016000000 0.0016 1.80E-11
0.20 0.30 0.0054000001 0.0054 1.70E-10
0.20 0.40 0.0127999999 0.0128 2.00E-11
0.20 0.50 0.0249999973 0.0250 2.64E-9
0.50 0.10 0.0004999999 0.0005 1.20E-11
0.50 0.20 0.0040000000 0.0040 4.60E-11
0.50 0.30 0.0135000004 0.0135 4.40E-10
0.50 0.40 0.0319999999 0.0320 5.00E-11
0.50 0.50 0.0624999934 0.0625 6.50E-9

Cizelge 6.2. (6.1.3) denkleminde a = 1.9 igin tam ¢oziim ile HAM ¢o6ziimiin
karsilastirilmasi

X t HAM Tam Coziim Hata
0.20 0.10 0.0002001491 0.0002 1.49E-7
0.20 0.20 0.0016044539 0.0016 4.45E-6
0.20 0.30 0.0054324783 0.0054 3.24E-5
0.20 0.40 0.0129329822 0.0128 1.32E-4
0.20 0.50 0.0253968740 0.0250 3.96E-4
0.50 0.10 0.0005003729 0.0005 3.72E-7
0.50 0.20 0.0040111349 0.0040 1.11E-5
0.50 0.30 0.0135811958 0.0135 8.11E-5
0.50 0.40 0.0323324555 0.0320 3.32E-4

0.50 0.50 0.0634921848 0.0625 9.92E-4
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Cizelge 6.3. (6.1.3) denkleminde a = 1.8 igin tam ¢6ziim ile HAM ¢6ziimiin
karsilastirilmast

X t HAM Tam Coziim Hata
0.20 0.10 0.0002002221 0.0002 2.22E-7
0.20 0.20 0.0016061878 0.0016 6.18E-6
0.20 0.30 0.0054433290 0.0054 4.33E-5
0.20 0.40 0.0129723793 0.0128 1.72E-4
0.20 0.50 0.0255030987 0.0250 5.03E-4
0.50 0.10 0.0005005553 0.0005 5.55E-7
0.50 0.20 0.0040154696 0.0040 1.54E-5
0.50 0.30 0.0136083226 0.0135 1.08E-4
0.50 0.40 0.0324309482 0.0320 4.30E-4
0.50 0.50 0.0637577467 0.0625 1.25E-3

Cizelge 6.4. (6.1.3) denkleminde a = 1.7 igin tam ¢6ziim ile HAM ¢6ziimiin
karsilastirilmasi

X t HAM Tam Coziim Hata
0.20 0.10 0.0002003301 0.0002 3.30E-7
0.20 0.20 0.0016085806 0.0016 8.58E-6
0.20 0.30 0.0054576962 0.0054 5.76E-5
0.20 0.40 0.0130230281 0.0128 2.23E-4
0.20 0.50 0.0256365561 0.0250 6.36E-4
0.50 0.10 0.0005008253 0.0005 8.25E-7
0.50 0.20 0.0040214515 0.0040 2.14E-5
0.50 0.30 0.0136442406 0.0135 1.44E-4
0.50 0.40 0.0325575703 0.0320 5.57E-4

0.50 0.50 0.0640913905 0.0625 1.59E-3
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Mutlak hata

Sekil 6.2. (6.1.3) denkleminde a = 1.9 degeri i¢in mutlak hata grafigi.
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Mutlak hata

Mutlak hata

Sekil 6.4. (6.1.3) denkleminde a = 1.7 degeri i¢in mutlak hata grafigi.
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6.2. Lineer Olmayan Kesirli Klein-Gordon Denklemi

Bir boyutlu lineer olmayan Klein-Gordon denklemi

Diy(x,t) + aypx + g(y) = f(x,8), 1<a<2
bi¢gimindedir. Burada y = y(x,t) terimi x yoniinde dalganin yer degisimini, t ise
zamant temsil etmektedir. Bu boliimde
DEy(x,t) + ayex + By +yy2 =f(x,t), 1<a <2 (6.2.1)
denklemi i¢in homotopi analiz metodu kullanilacaktir. Burada a, 8, y bilinen sabitler ve
f(x, t) bilinen bir fonksiyondur. Baglangi¢ sartlar1 ise

y(x,0) =h(x),  y:(x,0)=g(x)

seklindedir. Lineer operator olarak

0%p(x, t;
L e )] = ot

Llcy + c;t] = 0 ozelligini saglayacak sekilde segelim. Burada c; c, birer sabittir.
Lineer olmayan operatoriide

0%p(x,t;q) N %¢(x,t;q)

ate 2 Ox2 +Bp(x, t;q) + ¥ (x,t;q) — f(x,t)

Nlgp(x t;q)] =
seklinde se¢elim. Buradan m. mertebeden deformasyon denklemi

Ly (%, t) = XmYm-1(x, t)] = ARy (Ym—1(x, 1))

olarak yazilir. Burada,

aacpm—l(x' t; q) +a azd)m—l(x' t; Q)
at« 0x?

Rm(j}m—l(xr t)) = +ﬁ¢m—1(x: t;Q)

+ydp? (ot q) = fO, (1 = xm)

olur. Burada lineer olmayan terim igin

m-—1

¢n (x,t;q)

n=0

a()bm—l—n (x' t; Q)
0x

seklinde Adomian polinomu yazilabilir. Dolayisiyla denklemimiz

aad)m—l(x' t; q) +a az(pm—l(x' t; CI)

ot Ox2 +ﬁ¢m—1(x,t}Q)

Rm()_;m—l(x; t)) =
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m-—1
0 m-1-n\X, U}
+y z ¢n (x,t;q) ¢ 1ax(x t4) — O, )1 — xm)
n=0

olur. m. mertebeden deformasyon denkleminin ¢6ziimii m > 1 igin

Ym () = XmYm-1(6, ) + LRy (Fno1 (6, 1))]

haline gelir. Iterasyona baslamak i¢in y,(x, t) baslangi¢ yaklasimimin bilinmesi gerekir.

Baslangi¢ yaklagimi, baslangi¢ sartlarini saglayacak sekilde keyfi olarak segilebilir.
(6.2.1) denkleminde a = —1, =0, y = 1, f(x,t) = 2;(3—_;‘)— 2¢% + x*t* ve h(x) =
0, g(x) = 0 alinirsa (6.2.1) denkleminin tam ¢oziimii y(x, t) = x2t2 olur.

Yukaridaki iterasyonun ilk birkag terimi

Yo(x,t) = 0 alinirsa,

h(—x?t?I'(a + 5) + 4t**2a? + 28t% 2 + 48t%+2 — 24t%H4x2)
I'(a+5) ’

yl(xJ t) =

seklinde bulunur. Yaklagik ¢ozim u,,(x,t) = X7z, ym(x, t) olarak hesaplanir. Burada
h parametresi yakinsaklik-kontrol parametresidir. Bu parametrenin optimal degeri i¢in
squared residual error metodu kullanilacaktir. Bolge olarak (x,t) € [0,1] X [0,1]

aliacaktir. Residual fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayalim.

0%us(x, t,h) 2t% %2
T'S(X, t, h) = DtaUS(X, t, h) - T + u%(x, t, h) - m - 2t2 + X4t4>.
Bu residual fonksiyonun 2. normu ise
1
2z

—
NiR| =
N | =

o'\l\)lb—\
o'\[\)l}—\

es(h) = k

bigimindedir. h parametresinin optimal degerlerinin hesaplanmasinda ez (h)’ in norm 2’

Irs(x, ¢, h)Izdtdx) )

ye gore minimumu secilecektir. Asagida a = 2,1.9,1.8,1.7 degerleri i¢in bulunan
optimal h parametreleri tabloda verilmistir. Sayisal sonuglar tablo ve grafiklerle Cizelge

6.5 - 6.8 ve Sekil 6.5 - 6.8’ de gosterilmistir.
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m a=2 a=19 a=1.8 a=1.7

5 -1.015501024 -0.9942889194 -1.003524173 -0.9993046624

Cizelge 6.5. (6.2.1) denkleminde a =2 igin tam ¢oOziim ile HAM ¢6ziimiin
karsilastirilmasi

X t HAM Tam Coziim Hata
0.20 0.10 0.0004000000 0.0004 5.17E-11
0.20 0.20 0.0016000040 0.0016 4.08E-9
0.20 0.30 0.0036000581 0.0036 5.81E-8
0.20 0.40 0.0064004210 0.0064 4.21E-7
0.20 0.50 0.0100021013 0.0100 2.10E-6
0.50 0.10 0.0025000020 0.0025 2.09E-9
0.50 0.20 0.0100001378 0.0100 1.37E-7
0.50 0.30 0.0225016364 0.0225 1.63E-6
0.50 0.40 0.0400097190 0.0400 9.71E-6
0.50 0.50 0.0625396795 0.0625 3.96E-5

Cizelge 6.6 (6.2.1) denkleminde a =19 igin tam ¢oziim ile HAM ¢oziimiin
karsilastirilmasi

X t HAM Tam Coziim Hata
0.20 0.10 0.0003756346 0.0004 2.43E-5
0.20 0.20 0.0012362645 0.0016 3.63E-4
0.20 0.30 0.0018317879 0.0036 1.76E-3
0.20 0.40 0.0009701812 0.0064 5.42E-3
0.20 0.50 -0.0029634740 0.0100 1.29E-2
0.50 0.10 0.0024756377 0.0025 2.43E-5
0.50 0.20 0.0096364484 0.0100 3.63E-4
0.50 0.30 0.0207337993 0.0225 1.76E-3
0.50 0.40 0.0345811624 0.0400 5.41E-3

0.50 0.50 0.0495774912 0.0625 1.29E-2
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Cizelge 6.7 (6.2.1) denkleminde « = 1.8 igin tam ¢oziim ile HAM ¢6ziimiin
karsilastirilmast

X t HAM Tam Coziim Hata
0.20 0.10 0.0003644601 0.0004 3.55E-5
0.20 0.20 0.0011049772 0.0016 4.95E-4
0.20 0.30 0.0012891887 0.0036 2.31E-3
0.20 0.40 -0.0004947924 0.0064 6.89E-3
0.20 0.50 -0.0060977718 0.0100 1.60E-2
0.50 0.10 0.0024644648 0.0025 3.55E-5
0.50 0.20 0.0095052371 0.0100 4.94E-4
0.50 0.30 0.0201919184 0.0225 2.30E-3
0.50 0.40 0.0331196873 0.0400 6.88E-3
0.50 0.50 0.0464550535 0.0625 1.60E-2

Cizelge 6.8 (6.2.1) denkleminde a = 1.7 igin tam ¢ozim ile HAM ¢6ziimiin
karsilastirilmasi

X t HAM Tam Coziim Hata
0.20 0.10 0.0003482806 0.0004 5.17E-5
0.20 0.20 0.0009278610 0.0016 6.72E-4
0.20 0.30 0.0005870704 0.0036 3.01E-3
0.20 0.40 -0.0023347685 0.0064 8.73E-3
0.20 0.50 -0.0094364082 0.0100 1.99E-2
0.50 0.10 0.0024482877 0.0025 5.17E-5
0.50 0.20 0.0093282277 0.0100 6.71E-4
0.50 0.30 0.0194907691 0.0225 3.00E-3
0.50 0.40 0.0312842944 0.0400 8.71E-3

0.50 0.50 0.0426243702 0.0625 1.98E-2
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Mutlak hata

Mutlak hata

Sekil 6.6. (6.2.1) denkleminde a = 1.9 degeri i¢in mutlak hata grafigi.
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Mutlak hata

Mutlak hata

Sekil 6.8. (6.2.1) denkleminde a = 1.7 degeri i¢in mutlak hata grafigi.






7. TARTISMA ve SONUC

Fen ve miihendisligin degisik dallarinda kesir mertebeli diferansiyel denklemler
kullanilarak bir¢ok fiziksel, kimyasal ve biyolojik siiregler basarili bir sekilde
modellenerek yeniden formiile edilmistir. Kesir mertebeli diferansiyel denklemler i¢in
¢Oziimiin varligi ve tekligi ve c¢Oziimiin niteliksel davraniglar1i birgok agidan

incelenmistir.

Kesir mertebeli diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimlerini elde etmek genellikle
zordur. Bunun i¢in niimerik metotlarin gelistirilmesi 6nem arz etmektedir. Son yillarda

bir¢cok degisik analitik ve niimerik metot gelistirilmistir.

Homotopi analiz metodu ilk olarak lineer olmayan diferansiyel denklemler igin
Liao tarafindan 1993 yilinda kendi doktora tezinde gelistirilmistir. Bu metotta keyfi
lineer operator, keyfi baslangic yaklasimi, keyfi h parametresi ve keyfi yardimci
fonksiyon bulunmaktadir. Bu tez ¢alismasinda h keyfi parametresinin se¢imi ile ilgili
residual hata fonksiyonu kullanilarak bu keyfi parametrenin optimal degerini bularak
mutlak hatayr azaltmak amaglanmistir. Liao 2010 calismasinda adi diferansiyel
denklemler i¢in Onerilen formiiliin ayrik (discret) versiyonu kesir mertebeli kismi
Burgers, adveksiyon, lineer Klein-Gordon ve lineer olmayan Klein-Gordon
denklemlerine basarili bir sekilde uygulanarak seri ¢oziimler elde edilmistir. Calisilan

bolge daraltilarak veya iterasyon sayisi arttirilarak mutlak hatayr azaltmak miimkiindiir.

Sonug olarak yukarda ele alinan denklemler i¢in elde edilen ¢oziimler dikkate
alindiginda bu metodun benzer lineer ve lineer olmayan kesir mertebeli kismi

diferansiyel denklemlere uygulanabilecegi diisiiniilmektedir.
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