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OZET

INTEGRAL VE INTEGRO-DIFERANSIYEL DENKLEMLERDE COZUMLERIN
BAZI NITELIKSEL DAVRANISLARI

KAREEM, Zaitona Hashim
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal1
Tez Danigmani: Prof. Dr. Cemil TUNC
Agustos 2019, 89 sayfa

Bu tez dokuz béliime sahiptir. Ilk {ic kisim; giris, kaynak- literatiir bildirisi ve
materyal-yontemdir. Dordiincii ve besinci boliimlerde integral ve integro-diferansiyel
denklenmelerde ¢ozlimlerin varligi ve tekligi ile ilgili olarak bazi temel sonuglar ve bu
denklemlerin siniflandirilmas1 verildi. Tezin altinci boliimii ise Volterra integro-
diferansiyel denklemler, Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklemler, Laplace
doniisiim metodu, Volterra integro-diferansiyel denklemler hakkinda bazi kararlik sonuglari
ve benzer bilgileri icermektedir. Boliim 7 de, ilgili literatiirde mevcut olan tekil ve tekil
olmayan integral denklemeler de ¢oziimlerin bazi niteliksel davranislar1 Lyapunov’un
ikinci metodu ve sabit nokta metodu yardimi ile incelenmektedir. Sekizinci bolim kiiglik
cekirdekli tekil bir integro-diferansiyel denklem igin bilinen esitsizlik teknikleri yardimi ile
bu denklemin ¢oziimlerinin bazi niteliksel davraniglari, tekil olmayan bir integro-
diferansiyel denklemin ¢6ziimlerinin sinirlilik 6zellikleri incelenmektedir. Son bolim, ilgili
literatiirde tekil ve tekil olmayan integral denklemeler de c¢oziimlerin bazi niteliksel
davraniglar1 Lyapunov’un ikinci ve sabit nokta metodu yardimi ile incelenmektedir. Bu
tezin sonunda ise, tez konusu ve tez konusuyla yakinen ilgili olan detayli bir literatiir
verilmektedir. Bu tez yeni ve orijinal sonug icermemektedir. Burada, tezde, s6z konusu olan
konular ile ilgili okuyucularin dikkatine baz1 bilgilerin sunulmas1 amaglanmaktadir.

Anahtar kelimeler: Coziicii (resolvent), Coziimlerin niteliksel davranislari,
Integro-diferansiyel denklem, Laplace doniisiimii, Lyapunov’un ikinci metodu, Sabit nokta

metodu, Tekil olmayan integral denklemler, Tekil integral denklemler.






ABSTRACT

ON SOME QUALITATIVE BEHAVIORS OF SOLUTIONS OF SINGULAR
INTEGRAL EQUATIONS AND INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS

KAREEM, Zaitona Hashim
M.Sc., Thesis, Department Of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Cemil TUNC
August 2019, 89 pages

This thesis consists of nine chapters; introduction, source-literature statement and
material-method. In the fourth chapter, some basic results are given about the existence and
uniqueness of solutions of integral equation (IEs) and integro-differential equations (IDES).
In the fifth chapter, classification of IEs is given. In the sixth part of this thesis, Volterra
integro-differential equations (VIDESs), Volterra-Fredholm integro-differential equations
(VFIDEs) , Laplace transformation method, some stability results about VIDEs and similar
information are introduced. In Chapter 7, some qualitative behaviors of the solutions are
examined with the help of Lyapunov's second method and fixed point method for certain
singular and non-singular IEs which are available in the related literature. The eighth
chapter examines some qualitative behaviors of the solutions of these kind equations with
the help of known inequality techniques for a singular IDE with a small core, and the
properties of the limitations of the solutions of a non-singular IDE. In the last chapter, some
qualitative behaviors of the solutions of singular and non-singular integral equations which
are available in the related literature are examined with the help of Lyapunov’s second
method and fixed point method. At the end of this thesis, a detailed literature about the
thesis subject and the thesis subject is given. This thesis does not contain new and original
result (s). In this thesis, it is aimed to present some information to the attention of the
readers about the subjects in question.

Keywords: Fixed point method stability, Integro-differential equation, Laplace
transform, Non-singular integral equations, Qualitative behaviors of solutions, Resolvent

Second method of Lyapunov, Singular integral equations.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu caligmada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

IE Integral equation

IEs Integral equations

IDE Integro-differential equation

IDSs Integro-differential systems

VIDE Volterra integro-differential equation

VIDEs Volterra integro-differential equations

VFIDE Volterra-Fredholm integro-differential equation

VFIDEs Volterra-Fredholm integro-differential equations






1. GIRIS

Lineer, lineer olmayan, tekil ve tekil olmayan Volterra, Fredholm, Volterra -
Fredholm, vb. integral denklemler ve integro-diferansiyel denklemler fen bilimleri ve
mithendislikte, fizik, mekanik, 1s1 transferi, viskoelastisite, elektrik devreleri, elektro-
kimya, popiilasyon dinamigi, kontrol teorisi vb. bir ¢ok alanda genis uygulama alanlarina
sahiptirler (Burton, 2005; Rahman, 2007; Wazwaz, 2011). Bu nedenle, 6zellikle son elli
yilda, tekil ve tekil olmayan Volterra, Fredholm, Volterra -Fredholm, vb. integral
denklemler ve integro-diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin karalilik, asimptotik
karalilik, diizgilin karalilik, sinirlilik, iistel karalilik, yakinsaklik, global varlik vb. niteliksel
davraniglart ilgili literatiirdeki bir ¢ok arastirmaci tarafindan incelenmis olup, konu ile
alakali kayda deger sonuglar elde edilmistir.

Diger taraftan, bu denklemlerin analitik ¢ozlimlerini acik¢a bulmak ¢ok zor hatta
bazen de, sayisal olarak hari¢, imkansizdir. Bu sorunlarin istesinden gelmek amaciyla
ilgili literatlirde bu tlir denklemlerin ¢oziimlerinin niteliksel davranislarin1 aragtirmak igin
inceleme altindaki problemleri veya denklemleri ¢6zmeden ¢oziimlerin davraniglar
hakkinda bilgi edinmeyi miimkiin kilan  bazi yOntemler olusturulmustur veya
gelistirilmistir. Bu yontemlerden bazilar sabit nokta metodu, Lyapunov’un ikinci yontemi,
parametrelerin degisimi metodu, perturbasyon metotlari vb. yontem ya da teknikleri olarak
bilinir. Burada, bu yontemlerin ayrintilarin1 vermek istemiyoruz.

Ilave olarak, literatiirde edinilen bilgilere gore, tekil olmayan Volterra, Fredholm,
Volterra-Fredholm, vb. integral denklemlerin ve integro-diferansiyel denklemlerin
¢Oziimlerinin niteliksel davraniglarina ait pek ¢ok kitap veya makale vb. calisma var
olmasina ragmen, tekil integral ve integro-diferansiyel denklemler i¢in ayn1 konularda ¢ok
az sayida bilimsel ¢alisma mevcuttur. Bunun baslica nedenlerinden biri tekil integral ve
integro diferansiyel denklemlerde denklemlerin ¢alismalar sirasinda tekil olmadan dolay1
ortaya ¢ikabilecek muhtemel zorluklardir (Burton, 2010; Burton ve Purnaras, 2012, 2013).
Ote yandan yapilan calismalar sirasinda, arastirmacilar, Lyapunov’un ikinci yontemi, sabit

nokta metodu, parametrelerin degisimi metodu, perturbasyon metotlari, esitsizlik teknikleri
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vb. ¢esitli yontemler veya teknikler kullanarak, bu tekil ve tekil olmayan integral
denklemler ve integro-diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerin varlig1 ve tekligi, ¢coziimlerinin
niteliksel ozellikleri vb. hakkinda belirgin sayida ve bilimsel nitelige sahip pek ¢ok
sonuglar elde etmislerdir. Burada, ¢caligmalarda uygulanan yontemlerin ayrintilarini vermek
istemiyoruz. Gergekte, ilgili literatiirde, degisik tiirden ve formda lineer ve lineer olmayan
integral denklemler ve integro-diferansiyel denklemlerin ¢6ztimlerinin kararlilik, sinirlilik,
yakinsaklik, global olarak ¢ozlimlerin varligi, vs. gibi niteliksel davranislar1 hakkinda
yapilan bazi ¢aligmalar i¢in (Atkinson, 1997); (Brunner, 2004); (Burton, 1979; Burton,
1982; Burton, 2005; Burton, 2010); (Becker, 2009); (Burton ve Purnaras, 2012, 2013);
(Costarelli ve Spigler, 2014); (Furumochi ve Matsuoka, 1999); (Graef ve Tung, 2015);
(Hara ve digerleri, 1990); (Hritonenko ve Yatsenko, 2013); (Maleknejad ve Najafi, 2011);
(Miller, 1971); (Morchalo, 1991); (Napoles Valdes, 2001); (Raffoul, 2004; Raffoul, 2007;
Raffoul, 2013); (Staffans, 1988); (Tung, 2016a; Tung, 2016b; Tung, 2017a; Tung, 2017b;
Tung, 2017c); (Vanualailai ve Nakagiri, 2003); (Zhang, 2005; Da Zahang, 1990) ve
buradaki kaynaklara bas vurulabilir.

Bununla birlikte, 6zellikle, yukarida belirtilen ve bu tezin kaynaklar kisminda gecen
makalelerin ¢gogunda, belirtilen integral denklemlerin ve integro-diferansiyel denklemlerin
¢oziimlerinin niteliksel davraniglarini aragtirmak i¢in Lyapunov’un ikinci yonteminin temel
bir ara¢ olarak yaygm bir sekilde kullanildigi goriilmektedir. ~ Ancak, belirtilen
kaynaklardaki, cok az sayida makalede veya ¢alismada incelenen integral denklemlerin ve
integro-diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin niteliksel davraniglarini arastirmada sabit
nokta metodu ve diger yontemlerin kullanildigi izlenmektedir. Bu bir anlamda
Lyapunov’un ikinci yOnteminin yapilan c¢aligmalarda ¢ok etkin bir ara¢ olarak
kullanilabildigini gostermektedir. Uygun Lyapunov fonksiyon veya fonksiyonellerini

olusturma, bu giine kadar ilgili literatiirde acik bir problem olarak kalmistir.



2. KAYNAK BILDIiRISLERI

flgili literatiire bakildiginda, gecmis son elli yilda belli formdaki integral
denklemler, integro diferansiyel denklemler, Volterra integro-diferansiyel denklemler vb.
tiirden degisik formdaki s6z konusu denklemlerin ¢6ziimlerinin niteliksel davranislari, yani
¢oziimlerin karalilik, sinirlilik, yakinsaklik, integrallenebirlik vb. davranislar1 birgok
arastirmaci tarafindan incelendi ve s6z konusu olan kavramlar icin ¢ok ilging ve bilimsel
nitelikte sonuglar elde edildi. Ayrica bu denklemler konusunda kayda deger kitaplar da
mevcuttur.  Bu sonuglarin elde edilmesi sirasinda temel araglar olarak Lyapunov’un
fonksiyon veya fonksiyonel metodu, perturbasyon metotlari, sabit nokta metodu, esitsizlik
teknikleri, parametrelerin degisimi yontemi vb. birgok metot kullanildi. Bu hususlar ve
benzer konularda yapilan bazi calismalar i¢in asagida verilen kitaplar, makaleler vb.
mevcut kaynaklara ve bu kaynaklarin referanslarina basvurulabilir (Adivar and
Raffoul,2012), (Adivar and Raffoul,2016), (Agarwal, Lupulesco and Regan, 2016),
(Alahmadi, Raffoul and Alharbi, 2018), (Burton 1979; Burton 1980; Burton 1982a; Burton
1982b, Burton 1983a; Burton 1983b; Burton 1984a; Burton 1984b; Burton 1985a; Burton
1985b; Burton 1985c; Burton 1985d; Burton 1993; Burton 2005a; Burton 2005b; Burton
2005c; Burton 2006; Burton 2008; Burton 2010; Burton 2011), (Becker 1979a; Becker
1979b; Becker 2006; Becker 2007; Becker 2009; Becker 2011; Becker, 2013), (Becker,
Burton and Purnaras, 2012), ( Becker, Burton and Krisztin, 1988), (Brunner, 2004), (Burton
and Mahfoud, 1983) ,() ,(Burton and Mahfoud, 1984), (Burton and Mahfoud, 1985),
(Burton and Furumochi 1994; Burton and Furumochi 1995; Burton and Furumochi 1996),
(Burton and Haddock, 2009), (Burton, 2010), (Burton, 2011), (Burton and Dwiggins,
2010), (Burton and Purnaras 2012; Burton and Purnaras 2013), (Burton, Purnaras and
Krasnoselskii, 2014), (Chang and Wang, 2011), (Dung 2013; Dung 2015 ), (Eloe, Islam
and Zhang 2000; Eloe, Islam and Zhang 2003), (Furumochi and Matsuoka, 1999), (Graef
and Tung, 2015), (Hara and Itoh 1989; Hara and Itoh 1990), (Hara and Miyazaki, 1992),
(Huo and Li, 2003), (Hino and Murakami, 2005), (Islam and Al-Eid, 2004), (Islam and
Raffoul 2003; Islam and Raffoul 2005; Islam and Raffoul, 2014)), (Islam and Neugebauer,
2008), (Islam and Sultana, 2010), (Islam 2011; Islam 2015; Islam 2016), (Jin and Luo
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2009), (Lovitt, 1950), (Lakshmikantham and Rama Mohan Rao 1987; Lakshmikantham
and Rama Mohan Rao 1995), ( Miller, 1971), (Murakami, 1991), (Napoles ,2001),
(Martinez, 2002), (Maleknejad and Najafi , 2011), (Mesmouli, Ardjouni and Djoudi, 2015),
(Ngoc, Naito, Shin and Murakami, 2008), (Ngoc, 2013), (Ngoc and Anh, 2018), ( Rama
Mohana Rao and Srinivas, 1985), (Rama Mohana Rao and Raghavendra, 1987), (Raman,
2007), (Raffoul, 2009; Raffoul, 2013a; Raffoul, 2013b; Raffoul, 2018), (Raffoul and Unal,
2014), (Raffoul and Yankson, 2014), (Raffoul and Rai, 2016), (Raffoul,Ren and Raffoul,
2016), (Raffoul, Sanbo and Raffoul, 2016), (Singh and Vinnet, 2009), (Tricomi , 1957),
(Tran Tin Kiet ,2000), (Talpalaru, 2000), (Tung, 2016a; Tung, 2016b; Tung, 2016¢; Tung,
2017a; Tung, 2017b; Tung, 2017c), (Tran and Ngoc, 2017), (Vanualailai, 2002),
(Vanualailai and Nakagiri 2003), (Wang, Li and Wu, 1985), (Wang, 2000), (Wang 2000 ;
Wang 2009; Wang 2013), (Wu, 1988), ,(Wazwaz 2011;Wazwaz 1997 ;Wazwaz 2015),
(Xu, 1997), (Zhang, 1990), (Zhang, 2005).

Gergek uygulamalarda, birgok dinamik sistem ge¢ etki (aftereffet) ozelliine
sahiptir. Yani, yani gelecekteki durumlar sadece simdiki zamana degil, ayn1 zamanda
olayin ge¢misine de baghidir. Ayn1 zamanda, uygulamali bilimlerde, 6rnegin, miihendislik,
ekonomi, kontrol teorisi, fizik, kimya, popiilasyon dinamigi, tip, atom enerjisi, bilgi teorisi,
mekanik ve elektromanyetik teori, yasam bilimleri vb. bir ¢ok problemin matematiksel
olarak modellenmesine karsilik integral denklemler, gecikmeli veya gecikmesiz integro
diferansiyel denklemler gelir. Bunun ig¢in (Burton, 1985, 2005); (Lakshmikantham ve
Rama Mohan Rao, 1987); (Rahman, 2007); (Wazwaz 2011; 2015) gibi kaynaklara
bakilabilir. Bu nedenle, integral denklemler, integro diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin

niteliksel ¢alismalar1 hakkinda incelemeler yapmak kayda degerdir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Tez konusu ile ilgili literatiire i¢in ams. org, Scopus, Web of Sciences vb. veri
tabanlarinda bakildiginda, integral ve integro-diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin
niteliksel davranislart ile ilgili ¢ok sayida bilimsel nitelige sahip kitap ve makalenin mevcut
oldugu goriilebilir. Ayrica, tez konusu ile ilgili olan tekil olmayan integral ve integro-
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin niteliksel davraniglarina ait ¢ok sayida bilimsel
calisma literatiirde mevcut olmasina ragmen, tekil integral ve itegro-diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimlerinin niteliksel davraniglarina ait ¢ok az sayida ¢alismanin mevcut
oldugu goriilebilir. Bu durumun olas1 nedeni, tekil integral ve tekil integro-diferansiyel
denklemlerde tekil durum(lar)dan dolay1 ortaya ¢ikan zorluklardir. Bu tezde, ilgili
literatiirde tekil ve tekil olmayan bazi integral ve integro-diferansiyel denklemler ve
¢coziimlerine ait farkli konulara ait bazi bilgi ve calismalari okuyucularin dikkatine
sunulmas1 amaglanmaktadir. Bu tezdeki tiim bilgiler tez konu ile ilgili olan literatiirden
alinmistir. Bu tezde kullanilan materyaller tez konusuyla ilgili literatiirde ve bu tezin
kaynaklar1 kisminda verilen kitaplar, makaleler, bu tezin igeriginde olup da bu
kaynaklardan alinan temel bilgiler, yapilan bazi ¢alismalar ve ede edilen sonuglardir.
Yontem olarak ise Lyapunov’un ikinci metodu, sabit nokta metodu, Banach daralma
dontisiimii, baz1 temel ve bilinen esitsizlikler ve esitsizlik teknikleri, Laplace doniisiimii vb.
metot veya teknikler kullanilmaktadir. Bu kaynaklarin ¢ogu Van Yiizinci Yil

Universitesinin sagladig1 veri tabanlarindan saglanabilmektedir.






4. TEMEL BIiLGILER

4.1. Coziimlerin Varhk ve Tekligi

Bu boliimde, tez konusu ile ilgili olarak literature mevcut bulunan bazi temel tanim,
teorem ve kavramlar verilecektir. Asagidaki bilgiler (Burton (2005)) kitabindan alinmstir.

Asagida verilen integral denklemini g6z 6niine alalimim:

x(t) = (&) + [, B(¢,5)x(s) ds. 1)
Burada x € R", f : [0, @] = R" siirekli bir fonksiyon ve B(t,s) ise n X n boyutlu 0 <
s<t<ave a <o icin sirekli bir matristir fonksiyonudur. B(t,s) fonksiyonuna bu
denklemin g¢ekirdegi adi verilmektedir. Eger B(t,s) fonksiyonu B(t,s) = D(t — s) olarak
ifade edilebilir ise, bu takdirde (1) integral denklemine konvolusiyon (convolution) tipinde

integral denklemi ad1 verilir. Simdi ise

x'(t) = At)x(t) + fOtC(t, s)x(s)ds + F(t) (2)
ile verilen integro-diferansiyel denklemini ele alalim. Burada F :[0,a] - R™ siirekli
vektor degerli bir fonksiyon ve C(t,s) ise n X n boyutlu 0 < s <t < a igin siirekli bir
matris fonksiyonudur. Benzer bi¢imde A(t) ise n X n boyutlu [0, a) araliginda stirekli bir
matris fonksiyonudur.

(2) ile verilen integro-diferansiyel denklemi, (1) ile verilen integral denklemi
biciminde yazilabilir. Boylece varlik ve teklik teoremleri (1) ve (2) denklemlerine ayni
anda uygulanabilir. (2) integro-diferansiyel denklemi igin ¢ : [0,t,] = R™ bigiminde
stirekli bir baglangi¢ fonksiyonun tanimlanmasi gerekmektedir.

(2) integro-diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimii [ t,,T) aralig1 lizerinde tanimlh ve
stirekli birx(t)  fonsiyonudur dyle ki 0 <t <t, igin x(t) = ¢(t) olur ve bu
fonksiyon t, <t i¢in (2) denklemini saglar. Yani

xX'(t) = AOx() + [,° C(t,)p(s)ds + F(£) + ftto C(t,s)x(s)ds
olur.

y(t) = x(t + t,) alalm. O zaman yukarida verilen integro-diferansiyel denkleminden
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Y'() = x'(t +1to) = A(t + to)y () + [[° C(to +t,5)p(s)ds

FF(t+1t,) + ftz C(ty +t,)x(s)ds
= A(t + t)y(8) + [, C(to + t,5 + to)y(s)ds +

+ [37C(to + £, )P(s)ds + F(t + to)

elde edilir. Son integro-diferansiyel denklemi

t

V') = AO)y(@) + f C(t,$)y(s)ds + F (O
0

bi¢iminde ifade edilebilir. Bu denklem igin bu durumda ¢ baslangi¢ fonksiyonu
y(0) = x(to) = ¢(to)
esitligini saglar. Son denklemin 0 dan t ye integrali alinir ise,
() = ¢(to) + [ AS)y(s)ds + [} F (s)ds + [ [, C(u, $)y(s)ds du )
elde edilir.

(3) deki son terimdeki integrallerin sirasi degistirilir ise (1) bigiminde bir integral
denklemi elde edilir. Yani (2) integro-diferansiyel denklemi (1) bigimindeki bir integral
denklemi olarak ifade edilebilir. Elde edilen bu sonuglar varlik ve teklik teoremlerinin hem
(1) integral denklemi ve hem de (2) bigiminde bir integro-diferansiyel denklemine

baslangi¢ fonksiyonu verilmek kaydiyla aym1 anda uygulanabilecegini gostermektedir
(Burton (2005)).

Lemma 1 (Burton (2005)). f, g : [0, a] — [0, o) siirekli fonksiyonlar ve ¢ negatif olmayan

bir sabit olsun. Eger
t
f(t)Sc+Jg(s)f(s)ds, 0<t<a,
0
ise, bu takdirde
t

f(t) <cexp fg(s)ds, 0<t<a
0



olur.
Ispat. ¢ > 0 olsun. Yakarida verilen birinci esitsizlik ¢ + [ Ot g(s)f(s) ds boliiniir ve g(t)

ile garpilir ise,

F@Og® /le + [ g@6)f ) ds) < g(©
0

elde edilir. Bu esitsizligin 0 dan t ye integrali alinir ise,

t t
In c+fg(s)f(s)ds /C ng(s)ds
0 0
veya

t t
f(t) <c +fg(s)f(s) ds < cexpfg(s)ds
0 0

bulunur. Eger ¢ = 0 ise, pozitif degerler boyunca ¢ — 0 i¢in limit alinarak istenilen sonuca

ulasilir. Boylece Lemma 1 in ispat1 tamamlanir.

Teorem 1 (Burton, 2005). 0 < o < oo olmak tizere, f : [0,a@] = R™ siirekli bir fonksiyon,
B(t,s) ise n xn boyutlu 0 < s <t < a i¢in siirekli bir matris fonksiyonu olsun. Eger

0 < T < aise, bu takdirde

x(6) = £(O) + [ B(t,)x(s) (4)
integral denkleminin [0, T] araligi tizerinde bir tek x(t) ¢6ziimi vardir.

Ispat. {x,(t)} dizisi [0, T] aralig1 {izerinde
x,() = f(8)
X1 (8) = () + [ Bt xn(s)ds, n 2 1. (5)

Picard ardisik yaklasimlari ile tanimlansin.
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Timevarim yontemi yardimi x,(t) nin her bir teriminin [0,T] araligi tizerinde

tanimli ve stirekli oldugu gosterilebilir. M = maxy<s<i<7|B(t,s)| ve K = max JAG3]

olsun.

x1(8) + Lnma (Hn1 (6) = % (1)) (6)
Serisini ele alalim. Timevarim yontemi yardimi ile

[Xn41 (6) = xn(8) | < [K (ME)™]/m! (7)

oldugu gosterilecektir.
n = 1 igin (5) den
t t

I, (6) — 3 (D) | = |F(O) + f B(t,)f(s)ds — f(t) | < j IB(t,)f (s)] ds < MKt

0 0

elde edilir. Boylece (7) ifadesi n = 1 igin dogru olur.

%41 (8) = %, (t) | < [K (ME)¥]/k!

esitsizliginin dogru oldugunu varsayalim. Bu durumda

ez () = X (O | = [F(O) + fy BUt)xaa(s)ds = (&) = [ B(t, $)xi(s) dis
< [JIB(6, )] 1t (8) = xi(s)ld
<M f] e () = xi(s)lds

MK t K
SFIO(MS) ds

Mk+1 Ktk+1
T (k+1)!
elde edilir. K (Mt)*/k! terimi K eM® bigimindeki bir fonksiyonun Taylor serisi olur. Bu
seri ise, [0, T] aralig1 iizerinde diizgiin ve mutlak yakimsak olur. Bdylece (6) ile verilen
seri [0, T] aralig1 iizerinde diizgiin yakinsak olur ve bu seri soz konusu arlik {izerinde

stirekli bir x(t) limitine yakinsar. n — o igin (5) in limiti alinir ise,
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t

x(t) =f() + f B(t,s)x(s)ds

0

elde edilir. Boylece x(t) limit fonksiyonu (4) integral denkleminin bir ¢6ziimii olur.
Simdi ise x(t) nin tek ¢oziim oldugunu gosterelim. Tersine ¢oziimiin tek olmadigini
varsayalim. O zaman (4) integral denkleminin [0, T] aralig1 tizerinde x(t) ve y(t) gibi iki

¢Oziimiiniin var oldugunu kabul edebiliriz. Bu takdirde, (4) integral denkleminden
t

x(6) = y(t) = f B(t,$)[x(s) — y(s)] ds

0

yazilabilir. Buna bagli olarak da

() — y(©)] < M j 1x(s) — y(s)lds
0

olur. ¢ = 0 olmak kaydiyla, son esitsizlik

lz(t)| < ¢ +fM|Z(S)|dS
0

bigimindedir. Gronwall esitliginin uygulanmasiyla |z(t)| < ceM* =0 olur. Bu ise bir
celigkidir. Boylece Teorem 1 in ispati tamamlanir.

Uyar. x, f ve g fonksiyonlar1 n-bilesenli olarak verisin. Ayrica,

x(t) = £(8) + J, g(t,5,x(s)) ds (8)
olsun. Baslangi¢ kosuluna sahip bir integro-diferansiyel denklem (,8) integral denklemi

formuna doniistiiriilebilir (Burton, 2005).

Teorem 2 (Burton, 2005). a,b ve L pozitif sabitler, « € (0,1)c = «/L olmak iizere
asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim:
(@) f fonksiyonu [0, a] araliginda stireklidir.
(b) g fonksiyonu
U={(tsx):0<s<t<ave |x—f(t)| < b}

bolgesinde siireklidir.
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(©) g foksiyonu U bolgesinde x e gore Lipschitz sartini saglar, yani ¥ (t, s, x) ve ¥
(t,s,y) € Uigin

lg(t,s,x) — g(t,s,y)| < Llx — y]
olur. Eger M = maxy |g(t,s,x)| ise, bu takdirde T = min[a,b/M, c] olmak tizere, (8)

integral denkleminin [0, T] aralig: lizerinde bir tek ¢6ziimii vardir.

Ispat. S cilimlesi, Y € S ve
I = fll = max (&) - f(O) < b
olmak kaydiyla, [0,T] - R™ ye tamimli siirekli fonksiyonlarm bir uzayr olsun.

A :S - S operatorii
AD© = O + [ g(t.59) ds
0

olarak tanimlasin.
A: S — S operatorii ve Y fonksiyonunun stirekliligi, A(3) nin siirekli olmasini ve
t

1@ = £l = max 14O - F© = ma || (s ())ds | <MT <

0
olmasini saglar.
Simdi ise, A operatoriiniin daralama doniisimii oldugu gosterilecektir. ¢p ve P € S

olsun. Bu takdirde

t

t
1A) — A@)Il = max f 9(t,s,$()) - f (b5, (5))ds
0

0<t<T
0

t

max f|g(t,s,q§(s)) —g(t,s,t/)(s))|ds

0<t<T
0

IA

IA

t
max L f|¢(s) —y(s)lds
0

< T max L lp(s) — ()|

=T Lll¢ =yl <cLllg =9l = all¢p =l
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elde edilir. Bu sonuca bagli olarak Teorem 1 den dolayi, bir tek x € S fonksiyonu var dyle
Ki
t

ACO(D) = x() = £(©) + f 9(t,5,%(s)) ds

0

olur. Bu sonug ise s6z konusu olan teoremin ispatini tamamlar.
4.2. Daralma Doniisiimii

Tanim 1 (Burton, 2008). S bir ciimle, p:S XS — [0,0) ve y,z, u € S olmak iizere,
asagidaki sartlarin saglanmasi halinde (S, p) ¢iftine bir metrik uzaydir denir:

@ p(r,2) 20,p(y,y) =0,p(y,2) =0 = y =z

(0) p(y,2) = p(z,y);

©) p(y,2) < p(y,w) + p(u, 2).
Eger (S, p) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi bu uzayda bir limite sahip ise, bu takdirde

(S, p) metrik uzayina tamdir denir.

Tanim 2 (Burton, 2008). (S, p) bir metrik uzay ve A: S — S olsun. Eger bir a € (0,1)

sabiti var dyle ki x € Sve y € S igin

plA(x), A(y)] < ap(x,y)
oluyor ise, bu takdirde A ya daralma operatérii denir.

Theorem 3 (Burton, 2008). (S, p) bir tam metrik uzay ve A : S — S bir daralma operatorii
olsun. Bu takdirde, bir tek ¢ € S var oOyle ki A(¢p) = ¢ olur. Ayrica, eger Y €S
ve {, } disizi ise Y, = A[WY), Ypiq1 = AQY,) olarak tanimli ise, bu takdirde 1, = ¢ bir
tek sabit noktaya sahip olur. Yani, A(¢) = ¢ denklemi bir tek ¢oziime sahip olur.

4.3. Baz1 Karalihk Tanimlari
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Birinci mertebeden lineer

x' = A(t)x + fOtC(t, s)x(s)ds (9)
Volterra integro-diferansiyel denklemi verilsin. Burada x € R, A(t) fonksiyonu [0, c0)
araliginda siirekli ve 0 < s <t < oo olmak lizere C(t,s) cekirdegi bu aralikta siireklidir.
Eger ¢ : [0,t,] = R™ stirekli bir baslangi¢c fonksiyonu ise, bu takdire x(t, ) ifadesi bu
denklemin [t,, ) aralig1 iizerinde bir ¢dziimiinii gosterir. Ihtiya¢ duyuldugunda verilen bir
integro-diferansiyel denklemin ¢oziimii x(t,t,, ¢) ile gosterilecektir. Bazen de bu ¢oziim
x(t) ile gosterilecektir. (9) integro-diferansiyel denklemi x(t) = 0 ¢6ziimiine sahiptir. Bu

¢coztime (9) integro-diferansiyel denkleminin sufir ¢oziimii denir.

Tanim 3 (Burton, 2005). Eger her € > 0 ve her t, > 0 i¢in bir § > 0 sayist var dyle ki
vt e [0,ty] i¢in |p(t)| < 6 oldugunda ¥ t = t, icin |x(t, d)| < € oluyor ise, (9) Volterra

integro-diferansiyel denkleminin sifir ¢éziimiine karalidir denir.

Tanim 4 (Burton 2005). Eger € > 0 ve t, = 0 sayilar1 var Oyle ki her bir § > 0 sayisi1 i¢in
stirekli bir ¢ : [0,t,] & R baslangig fonksiyonu var ve [0,t,) araliginda |¢p(t)| < 6
oldugunda bir t; >ty i¢in x(t,¢) = € oluyor ise, (9) Volterra integro-diferansiyel

denkleminin sifir ¢dziimiine kararsizdir denir.

Tanim 5 (Burton, 2005). Eger her € > 0 sayist igin bir § > 0 sayis1 var Oyle ki t5 =0
olmak tizere, [0,t,] araliginda |¢p(t)| < & oldugunda ¥ t > t, icin |x(t, ¢)| < € oluyor
ise, (9) Volterra integro-diferansiyel denkleminin sifir ¢ozliimiine diizgiin kararlidir denir.

Buradaki 6 sayisi t, dan bagimsizdir.

Tanim 6 (Burton, 2005). Eger (9) Volterra integro-diferansiyel denkleminin sifir ¢6ziimii
kararli1 ve her t, =0 i¢in bir § > 0 sayis1 var Oyle ki [0,t,) arahiginda |¢p(t)| < 6

oldugunda t — oo i¢in |x(t, ¢)| = 0 oluyorsa, bu ¢6ziime asimptotik kararlidir denir.
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Tanim 7 (Burton, 2005). Eger (9) Volterra integro-diferansiyel denkleminin sifir ¢6ziimii
diizgiin kararli ve bir 1 > 0 sayis1 var dyle ki her € > 0 sayisi i¢in bir T > 0 sayis1 var,
to =0 olmak tiizere [0,t,] araliginda |¢p(t)| < n oldugunda her t > t,+ T igin
|x(t, )| < € oluyorsa, (9) Volterra integro-diferansiyel denkleminin sifir ¢6ziimiine
diizgiin asimptotik karalidir denir.

Burton ve Purnaras (2012) asagida verilen

x'(t) = £(©) — h(t,x(1)) —J C(t,5)q(s, x(s))ds
0

lineer olmayan integro-diferansiyel denklemi ve bu denklem ile birlikte ¢oziiciisiini
(resolvent) ele aldi. Burada, bu denklem igin asagidaki sartlarin saglandigi

varsayilmaktadir:

p € [1,00), f € LP[0, ), xh(t,x) =0, xq(t,x) = 0.

Tanim 8 (Burton ve Purnaras, 2012). 2, :={(t,s):0 < s <t < T} olarak tanimlansin.
Asagidaki sartlarin saglanmasi halinde yukarida verilen integro-diferansiyel denkleminin C
cekirdegine 4 climlesi tizerinde zayif tekildir denir:

C c¢ekirdegi (2 climlesi {izerinde  smrhidir. Ancak, her ¢tE€
[0, T] igin C(t,s) ¢ekirdegi {0 < s < t} araliginda sonlu sayida ayrik tekil noktaya sahiptir.

Ilave olarak da ¢ : [0,T] - R™ siirekli bir fonksiyon olmak {izere,

ftC(t, s)¢ (s)ds
0

ve

ftIC(t,s)I ds
0

integralleri var ve bu her iki integral [0, T] araliginda siireklidir.

Eger C(t,s) ¢ekirdegi T > 0 i¢in 2, ciimlesi iizerinde zayif tekil bir ¢ekirdek ise, bu
takdirde bu g¢ekirdek 02 :={(t,5):0<s <t < o} ciimlesi lizerinde de zayif tekil bir
cekirdektir.






5. INTEGRAL DENKLEMLER VE RESOLVENTLER

5.1. Integral Denklemlerinin Smiflandirilmasi

Integral denklem, belirlenecek olan bilinmeyen fonksiyonun u(x) integral isaretinin
altinda goriindiigii bir denklem olarak tanimlanir. Integral denklemlerin konusu hem teorik
hem de uygulamali matematigin en faydali matematik araglarindan biridir. integral
denklemler dogal olarak fizik, kimya, biyoloji vb. alanlardaki uygulamalar sirasinda sonlu
bir [a, b] araliginda olusan matematiksel modellere ait baslangi¢ deger problemlerinde
ortaya ¢ikmaktadir. Adi diferansiyel denklemler ve kismi tiirevli diferansiyel denklemler ile
ilgili birgok baslangi¢ ve sinir deger problemi, integral denklemlerine doniistiiriildiikten
sonra, ¢oziilme yoluna gidilir. (Adomian (1986), Adomian (1992), Cherruault ve Adomian
(1993), Rahman (2007), Wazwaz (2011)).

u(x) bilinmeyen bir fonksiyon olmak tizere bir integral denklem asagidaki
bigimindedir:

w(x) = f (x) + A ff(fjg) K (x, )u(t)dt (10)

Burada K (x, t) fonksiyonu (10) denkleminin ¢ekirdegi olarak adlandirilir, a (x) ve B (X)
fonksiyonlar1 ise integralin smirlaridir. u(x) bilinmeyen fonksiyonun integral isaretinin
altinda mevcut oldugu kolayca goriilebilir. (10) integral denkleminde K (x, t) ¢ekirdegi ve
f(x) fonksiyonunun verildigi ve A’nin ise sabit bir parametre oldugu belirtilmelidir (Wazwaz
(2011)). Gergekte, literatiirde, ilk olarak 1825°te Italyan bir matematikci olan Abel iinlii
tautokrone problemi ile baglantili olarak bir integral denklem olusturdu (Lovitt (1950),
Tricomi (1957) ve Wazwaz (2011)).

Asagidaki ikinci mertebeden kiitle-yay sistemine ait lineer baslangic deger

problemini ele alalim:

2
u
mW+ku=f(t), (0<t <o),
du

u(0) = uy, E=

Uo
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k pozitif bir sabit, f (t) kuvvet, u, yer degistirme ve 1, ise baslangic degeridir. Bu
baslangi¢ deger problem bir integral denklemine doniistiiriilebilir (Wazwaz, (2011)).

Yukarida verilen diferansiyel denklemin 0 dan t ye iki kez integrali alindiginda,

sirastyla
t t
du .
mE —muy +k fu(r)dr = ff(r)dr

0 0
ve
mu(t) — muy — muyt + k fot fotu(T)dth = fot fotf(r)d‘rdr (11)
elde edilir.

y(t) = fot fotu(r)drdr olsun. Bu fonksiyonun Laplace déniisiimii

t

ry@i = £ [ [ rarar = S LEu(®)
0

0

olur. Burton (2005) deki konvoliisyon teoremi kullanildiginda

t
ﬂ0=f@—ﬂﬂﬂm
0

elde edilir. Buna bagli olarak da (11) denklemi

t t
1 k
u(t) = ug + upt +E f(t —1)f (v)dt - f(t —Du(r)dt,
0 0

integral denklemi olarak ifade edilir. Bu bilgiler adi diferansiyel denklemler ile integral
denklemleri arasinda dogrudan bir baglantinin var oldugunu ifade eder.

llgili literatiire bakildiginda integral denklemleri bircok forma sahip oldugu
goriilebilir. Bu formlar denklemlerdeki integral sinirlarina ve denklemlerdeki c¢ekirdegin

verilis bigimine baglidir.
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5.1.1. Fredholm Integral Denklemler

Fredholm integral denklemler i¢in integral sinirlar sabitler olarak verilir. Ayrica, u(x)

bilinmeyen fonksiyonu (bagimli degiskeni) sadece integral isareti altinda goziikiir:

b
£(x) = f K Cx, )u(t)dt.

Bu denkleme birinci tiirden Fredholm integral denklemi denir. Bununla beraber,
ikinci tiirden Fredholm integral denklemlerinde bilinmeyen fonksiyonu (bagimli degiskeni)
hem integral isareti altinda ve hem de integralin disinda goziikiir. Asagida verilen Fredholm

integral denklemler ikinci tiirden birer Fredholm integral denklemidir:

u(x) =x + Ej_l(x —tu(t)dt.

5.1.2. Volterra Integral Denklemler

Volterra integral denklemlerde integral sinirlarindan en az biri degisken olarak verilir.
Birinci tiirden bir Volterra integral denklemler i¢in u(x) bilinmeyen fonksiyonu (bagimli

degiskeni) sadece integral isareti altinda goziikiir:
X
5x2 +x3 = f (5 + 3x — 3t)u(t)dt.
0

Ancak, ikinci tiirden Volterra integral denklemlerde u(x) bilinmeyen fonksiyonu (bagimli
degiskeni) hem integral isareti altinda ve hem de disinda goziikiir. Bunun i¢in asagidaki

denklem ornek olarak verilebilir:

X

ulx) =1 —J u(t)dt.

0

5.1.3. Volterra-Fredholm integral Denklemler

Volterra-Fredholm integral denklemler bir¢ok fiziksel, miihendislik ve biyolojik vb.

olaylarin matematiksel modellenmesine ait sinir deger problemlerinde ortaya c¢ikar
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(Wazwaz 1997; Maleknjad 2003). Volterra-Fredholm integral denklemler literatiirde
asagidaki iki degisik form olarak ortaya ¢ikar:

u(x) = f () + A [ Ky (x, HuDde + 1, f: K, (x, u(t)dt, (12)

uC,t) = f (x,t) + [, [ F(xt,&1,u( 0)dédr. (13)

Burada (x,t) € Q% [0,T], f (x,t) ve F(x,t & t,u(é,t)) fonksiyonlar1 D = 2 X [0,T]
bolgesinde analitik, 2 ise R™ nin, (n = 1,2, 3), kapali bir alt ciimlesidir. (12) integral
denkleminden goriildiigii tizere bu denklem ayni anda ayrik olarak hem Fredholm ve hem
de Volterra integral denklemlerini icerir. Oysa (13) integral denklemi ise birlestirilmis
Volterra ve Fredholm integral denklemlerini igerir. u(x) veu(x,t) bilinmeyen
fonksiyonlar1 hem integral isareti altinda ve hem de disinda mevcuttur. Eger bilinmeyen
fonksiyonu (bagimli degiskeni) sadece integral isareti altinda goziikiir ise denkleme birinci
tirden Volterra-Fredholm integral denklemi denir. Benzer bigimde eger bilinmeyen
fonksiyonu (bagimli degiskeni) hem integral isareti altinda ve hem de disinda goziikiir ise
denkleme ikinci tiirden Volterra-Fredholm integral denklemi denir

Bir 6rnek olarak bu integral denklem tiirii asagida verilmektedir:
1

xu(t)dt—f tu(t)dt .

0

X
u(x) = 6x +3x2+2—f
0

5.1.4. Tekil Integral Denklemler

Eger bir integral denklemdeki integral has olmayan tiirden ise denkleme tekil integral
denklem adi verilir. Bu tiir denklemlerde integral sinirlarindan en az biri sonsuz olur ya da
denklemin ¢ekirdegi a < t < b integrasyon araligindaki bir ya da daha fazla noktada sinirsiz
olur (Wazwaz (2015)).

Ote yandan tekil Fredholm ve Voterra denklemler fen bilimleri ve miihendislikteki
bircok uygulamada ortaya ¢ikar. Burada olast uygulama ve detaylar1 verilmek

istenmemektedir. Asagidaki denklem ikinci tiirden birer Volterra integral denklemidir:
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B(x)
ulx) = f(x) + 1 K(x, t)u(t)dt.

a(x)

Bu denklemlerde integral sinirlarindan en az biri veya her ikisi sonsuz olur ise denklemlere

tekil integral denklemler ad1 verilir (Wazwaz (2015)).

Omek 1. Asagidaki integral denklemlerden ikinci tiirden birer tekil Volterra integral
denklemidir (Wazwaz (2015)):

[ee]

ulx) = 2x + 6f sin(x — t)u(t)dt,
0

1 0
u(x) = 5x +§f exp u(t)dt,

4 2 1 ° 2 2
ulx)=1+x +gf_oo(x + t9)u(t)dt.

Ornek 2. Asagidaki integral denklemlerden ilk iigii birinci tiirden ve digerleri ise ikinci

tirden birer tekil Volterra integral denklemidir (Wazwaz, 2015):

x? = fo = u(t)dt, (14)

x = fo"( t)au(t)dt 0<a<l, (15)

u(x) =1-2vx — f = u(t)dt, (16)
u(x) = f (x) + fa [::)K(x, Hu(t)dt.

Bu son denklemden B(x) ve a(x) itegrasyon smirlarindan biri veya here ikisi sonsuz olur
ya da K(x,t) ¢ekirdegi integrasyon araligindaki bir ya da daha fazla noktada sinirsiz olur.
Ayica, (14) ve (15) integral denklemlerine sirasiyla Abel integral denklemi ve
genellestirilmis Abel integral denklemi denir. Ayrica, bu tiir tekil integral denklemler
1823’te Norvegli matematikgi Niles Abel tarafindan olusturulan en eski integral denklemler

arasinda bulunur. (16) ile verilen integral denklemine zay1f tekil ikinci tiir Volterra tipinde



22

integral denklemi denir. Bu tiir denklemler genellikle 1s1 iletimi, siiper akiskanlik ve kristal

biiyiimesi gibi bilim ve miihendislik uygulamalarinda ortaya ¢ikar (Wazwaz, 2015).

5.1.5. Lineer Olmayan Tekil integral Denklemler

Abel’in integral denklemleri, mikroskobik, sismoloji, radyo astronomi, elektron
emisyonu, atom sagilmasi, radar menzili, plazma teshisi, X -151n1 radyografisi ve optik fiber
degerlendirmesi gibi birgok bilim dalinda karsimiza ¢ikabilmektedir (Singh ve ark. (2009)).
Lineer Abel’in integral denklemi, integral denklemlerinin en ilk 6rneklerinden biridir.
Abel’in integral denklemleri tekil integral denklemleri olarak da tanimlanabilir.

Ikinci tiirden lineer olmayan tekil Abel integral denklemi, genellestirilmis lineer
olmayan Abel’in integral denklemi ve lineer olmayan zayif tekil Abel’in integral

denklemleri i¢in 0rnekler asagida sirasiyla verilmektedir:

feo =[F Jo%) u2(t)dt,

fx) = fox (x_lt)a ud(t)dt, 0 < a <1,

u(x) = () + [ (x_lt)a wWA(H)dt, 0 < a < 1,

Verilen integral denklemlerin ¢ekirdeklerinin ¢ = x i¢in sonsuza raksadigi agiktir. @ = %
i¢in
x 1
f = [, =u®adt
integral denklemi tekil Abel integral denklemidir. Bu integral denklemin ¢ekirdeginin

t = x i¢in sonsuza iraksadig1 goriilmektedir.
5.2. Baslangic Deger Problemlerini VVolterra integral Denklemlere Doniistiirme
Simdi verilen bir baglangi¢ deger problemini esdeger bir Volterra integral

denklemine ve Volterra integro-diferansiyel denklemine doniistiirecek bir teknik tizerinde

durulacaktir ((Jerri, 1999), Wazwaz (2011)). Kolay olas1 agisindan, bu islemi asagida
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verilen ikinci basmaktan bir diferansiyel denkleme ait baslangic deger problemine

uygulanacaktir. a ve  sabitler olmak tizere

DY) +p@ 2 ) + @y = gx) (17)

dx?

y(0) =a, y'(0) =B,

baslangi¢ deger problemini ele alalim. Burada p(x) ve q(x) analitik fonksiyonlar, g(x) ise
incelmenin yapildig: aralikta siirekli bir fonksiyondur. u(x) siirekli oldugunu varsayalim,
ayrica

y"(x) = u(x) (18)
olsun. (18) ifadesinin 0 dan x e integrali alindiginda

X

Y0 — y'(0) = f u(e)dt

0

veya esdeger olarak
y'(0) =B + [y u(t)dt (19)
elde edilir. (19) ifadesinin 0 dan x e integrali alindiginda
y(x) —y(0) = Bx + [ [, u(t)dtdt
veya esdeger olarak
y(x) = a+ fx + [ (x — u(t)dt (20)
bulunur. (20) de bir onceki esitlikteki ¢ift kath integral tek katli integral olarak ifade
edilmektedir. Gergekte bunu gérmek igin
G(x) =[] [;F F(t)dt dx,
cift katl integralini ele alalim. Kismi itegrasyonda
fudv =uv — [vdu

oldugu bilinmektedir.

X1

u(xy) =f F(t)dt
0

alalim. Buna bagli olarak da kismi integrasyon uygulanip, alindiginda
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X
Jo S F@©dtdxy = x; [JPF(®)dt | — [ xF(x)dx,
0

= x foxF(t)dt — foxxlF(xl)dxl

= [(x - OF()dt
elde edilir.
Belirtelim ki benzer islemler ¢ok kathi baska integraller i¢in de yapilabilir. Ancak,
burada konun ayrintisini vermek istemiyoruz. (18), (19) ve (20) ifadeleri (17) baslangic
deger probleminde yerlerine birakildiginda

uG) +p(OIE + [

0

X X
u(t)dt] + qx)[a + Bx + J (x = Hu(t)dt] = g(x)
0
Volterra integral denklemi elde edilir. Agikga gortildiigii izere bu denklem standart
u(x) = f () - [, KCx, tu(®)dt (21)
Volterra integral denklemi olarak yazilabilir. Belirtelim ki yiiksek mertebeden diferansiyel

denklemlere ait baslangic deger problemleri, birinci mertebeden Volterra integral

denklemlerine benzer sekilde doniistiiriilebilir. Gergekte, kolaylikla

joy joyl ]Oyz. .. Joyn_l(y —5s) u(s)dsdy,_4. . . dy; = %Joy(y — $)"u (s)ds

gosterilebilir. Bu ifade s6z konusu olan iddianin dogrulugunu gdstermede kolayliklar
saglamaktadir.

Tersine (21) Volterra integral denkleminde x e gore tiirev alindiginda kolaylikla bir
Volterra integro-diferansiyel denklem edilebilir. Bu konunu fazla ayrintis1 burada verilmek
istenmemektedir. Asagida verilen Ornek, bir baslangi¢ deger problemini esdeger bir

Volterra integral denklemine doniistiirmeyi gostermektedir.

Ornek 3.
y'(x) = 2xy(x) = e, y(0) =1, (22)

baslangi¢ deger problemini goz 6niine alalim.

y'(x) = u(x)
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olsun. Bu esitligin her iki yaninin 0 dan x e integrali alindiginda daha sonra ise, y(0) = 1

baslangi¢ kosulu kullanildiginda
y(x) — y(0) = [; u(t)dt
veya esdeger olarak
y(x) = 1+ [ u(®)dt
elde edilir. Buna bagli olarak da kolaylikla
u(x) = 2x + e + 2x foxu(t)dt.
Volterra integral denklemi bulunur. Bu denklemin x tiirevi alindiginda (22) problemi elde
edilebilir.

5.2.1. Volterra Integral denklemlerinin baslangic deger problemlerine doniistiiriilmesi

Volterra integral denklemlerini ve Volterra integro-diferansiyel denklemlerini
¢ozmek icin en iyi bilinen yontemlerden biri, bu denklemlerin esdeger baslangic deger
problemlerine doniistiiriilerek ¢6ziilmesidir. Bu denklemlerin esdeger baslangic deger
problemlerine doniistiiriillmesi sirasinda, integral i¢eren terimlerin ortadan kaldirilmasi igin
Leibnitz tirev alama kurali kullanilir. Baglangi¢ kosullarini elde etmek igin u(x)
fonksiyonu ve tiirevlerinde x = 0 alinir. Bu islemlerin sonucunda adi diferansiyel denklem
ve baslangi¢ sartlarindan olusan bir baslangic deger problemi elde edilir ve bu problem
diferansiyel denklemlerde bilinen yontemler ile ¢oziiliir. Bu doniistiirme islemi asagidaki

ornekte kolaylikla gortilebilir.

Ornek 4.
u(x) = e* + foxu(t)dt (23)
Volterra integral denklemi verilsin. (23) integral denkleminin her iki yaninin x gore tiirevi
alindiginda
u'(x) = e* 4+ u(x)
elde edilir. (23) integral denkleminde x =0 alindiginda u(0) = 1 elde edilir. Bu durumda
u'(x) —u(x) = e*, u(0) =1,
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baslangi¢ deger problemi olusur. S6z konusu problem ise kolaylikla ¢oziiliir.
5.2.2. Coziicii (Rezolvent)

Simdi, bir integral denklemin ¢oziiciisii (resolvent) hakkinda kisa bilgi verilecektir
(Burton, 2005).f : [0,a] = R™ siirekli ve C ¢ekirdegi ise 0 < s < t < a i¢in siirekli olmak

uzere
t

x(t) = f (t) +j C(t,s)x(s)ds
0
integral denklemini ele alalim. Bu integral denklemi igin resolvent
t
R(t,s) = —C(t,s) +J R(t,u)C(u,s)du
S

ile tamimlanir. Burada bir R(t,s) ¢oziimiiniin var oldugu ve bu ¢6ziimiin araliginda
0 <s <t < a siirekli oldugu kabul edilmektedir. Buna baglh olarak da x(t) ifadesi R(t, s)

yardimi ile bulunur ve Parametrelerin degisimi formiilii yaradim ile

t
x(t) = f () = [y R(6,w)f wdu
olarak bulunur. Son esitligi bulmak igin, bu esitligi R(t, s) ile ¢arparak 0 dan t ye integral

aldigimizda

ftR(t,u)x(u)du — ftR(t, w)f(wdu = ftR(t, u) fuC(u, s)x(s)ds du
0 0 0 0

= ft[R(t, s) + C(t,s)]x(s)ds
0

bulunur. Boylece
t

—ftR(t,u)f(u)du =f C(t,s)x(s)ds
0 0

olur. Buna bagl olarak da istenen sonug elde edilebilir.



6. INTEGRO-DIFERANSIYEL DENKLEMLER

6.1. Integro-Diferansiyel Denklemlerin Smiflandirilmasi

Integro-diferansiyel denklemler, bircok bilimsel uygulamada, &zellikle baslangig
deger problemlerini veya siir deger problemlerini integral denklemlere veya integro
diferansiyel denklemlere doniistiirdiigiimiizde ortaya ¢ikar (Wazwaz (2011), Burton (2005),
Rahman (2007)). integro-diferansiyel denklemlerin smiflandirilmasinda  integral

denklemlerin siniflandirilmasindaki kullanilan yontemlerin aynisi kullanilmaktadir.
6.1.1. Fredholm IDEs

Fredholm IDEs, diferansiyel denklemleri integral denklemlere donistiirdiigiimiizde
ortaya ¢ikar. Bir Fredholm integro-diferansiyel denklem, bilinmeyen u(x) fonksiyonu ve bu
fonksiyonun u™(x),n > 1, tiirevlerinden birini sirasiyla integral isaretinin altinda ve
disinda igerir. Bu durumda integralin siirlar1 Fredholm integral denklemlerinde oldugu
gibi sabit olur. Bu tiir bir denklem farkli tiirev ve integral operatorler igerebildiginden, bu
denklemlere integro-diferansiyel denklemler denir. Ozel ¢oziimleri elde etmek icin
Fredholm integro-differansiyel denklemlerde baslangi¢ kosullarinin denklem ile birlikte
verilmesi gerekmektedir. Bir Fredholm integro-diensensiyel denklem asagidaki forma

sahiptir:
b
u™x) = f(x) + AJ K(x, t)u(t)dt
a
Burada u™ ifadesi u(x) fonksiyonunun n. mertebeden tiirevini gésterir. Bu denklem daha

diisiik basmaktan tiirevleri de icerebilir.

Ornek 5. Asagida bir Fredholm integro -diferansiyel denklem baslangic kosulu ile birlikte

verilmektedir:
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u'(x) = 3—x+ 5f xu(t)dt, u(0)=0.
0

6.1.2 Volterra integro- diferansiyel denklemler

Volterra integro-diferansiyel denklemler, baslangic deger problemlerini integral
denklemlere doniistiirdiigiimiizde ortaya ¢ikar (Wazwaz (2011)). Bir Volterra integro-
diferansiyel denklem, u(x) bilinmeyen fonksiyonu (bagimli degiskeni) integral isaretinin
altinda ve onun tiirevlerinden en az birini, u™ (x),n > 1, integral isaretinin disinda igerir.
Bu durumda denklemdeki integral sinirlarindan en az biri Volterra integral denklemlerde
oldugu gibi bir degiskendir. Bu tiir bir denklem farkli tiirev ve integral operatorler
icerebildiginden, buna Volterra integro-diferansiyel denklem denir. Bir Volterra integro-
diferansiyel denklemde denklem ile birlikte baslangi¢c kosulu (kosullari) verildiginde,
denklemin 6zel ¢6ziimii bulunabilir. Asagida verilen denklem bir Volterra integro-

diferansiyel denklemdir:

u™(x) = f () + Af, K(x, Hu(t)dt (24)

Burada u™ = % ifadesi u(x) bilinmeyen fonksiyonun n. basmaktan tiirevini gosterir.
Daha diisiik basamaktan tiirevler esitligin sol yaninda yer alir. (2) ile verilen n. mertebeden
Volterra integro-diferansiyel denklemin bir 6zel ¢6ziimiinii bulmak i¢in bu denklem ile
birlikte u(0),u’(0), ...,u™(0) baslangi¢ sartlar1 verilmelidir. Ayrica herhangi bir
Volterra integro-diferansiyel denklem integral isaretinin diginda yer alan
u'(x),u"" (x), ... gibi tiirevleri ile de karakterize edilebilir.

Birinci tiirden standart bir Volterra integro-diferansiyel denklem
Sy K G, u®dt + [ Ko e, ) u™(6)dt = £ (x) , Ko (x, 1) # 0, (25)

olarak ifade edilir (Linz, 1974; Linz, 1985). (25) ile verilen bir Volterra integro-diferansiyel
denklem ikinci tlirden bir Voltrra integro-diferansiyel denkleme doniistiiriilebilir. Bunun

icinn = 1 alinarak (25) deki ikinci terime kismi integrasyon uygulanarak ikinci tiirden bir
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integro-diferansiyel denklem elde edilir. Burada, bu konun fazla detaylarini vermek

istemiyoruz.

Ornek 6. Asagidaki 6rnekte bir Volterra integro- diferansiyel denklem verilmektedir:

u(x) =—1+ %xz — xe* — fox tu(t)dt, u(0) = 0.

6.1.3. Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklemler

Benzer bicimde Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklemler Volterra-
Fredholm integral denklemlerde oldugu gibi bagimli degiskene ait bir ya da daha fazla
tirev ve integral operatoriinii kapsar. Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklemler

asagidaki iki forma sahiptir:
u™(x) = f (1) + A4 [ Ky O, Ou)de + 2, [ Ko (x, Du(e)de, (26)

u® (x,t) = f (x, ) + A fat J o Fx, t, & 7,u(é, 1))dédr (27)

Burada (x,t) € Qx [0, T], f (x,t) ve F(x,t, & t,u(é, 7)) ise D =02 % [0,T] bdlgesinde
analitik fonksiyonlar, Q2 ise R™nin, n =1,2,3, kapali bir alt cimlesidir (Wazwaz,
2011).

Ornek 7. Yukarida s6z konusu olan Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denklemlere ait

form i¢in 6rnek asagida verilmektedir:

' — 3y Y2 1, ot — +3
W) =1+t +5t2 -t fofo (t —&)dédr, u(0,t) = td.
6.1.4. Laplace doniisiim metodu
Laplace doniisiim metodu birinci ve ikinci tiirden Volterra integral denklemlerini

¢ozmek i¢in kullanilabilmektedir (Wazwaz, 2011). Bu metot ayrica ikinci tiirden Volterra

integro-diferansiyel denklemlerini ¢6zmek i¢in de kullanilabilmektedir (Wazwaz, 2011).
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6.2. Birinci Tiirden Volterra Volterra integro-Diferansiyel Denklemler

Asagida verilen birinci tiirden Volterra integro —diferansiyel denklemi (Linz, 1974; Linz,
1985) ele alalim:

Sy K G, 0u®de + [ Ko (x, ) u™(8)dt = f (x), Ky(x,t) 0 (28)

Burada baslangig sartlar1 verilecektir. Yapilacak inceleme (28) de farkli K;(x,t) ve
K,(x,t) gekirdeklerine sahip denklem igin olacaktir. (28) denklemindeki her bir ¢ekirdek
(x —t) farkina bagimlidir. (28) denkleminin her iki yanmna Laplace doniisimii
uygulandiginda

L(K;(x = t) *u(x)) + LK, (x — t) * u™(x)) = L(f (%))
yazilabilir. Buna bagli olarak da kolaylikla

Ki()U(s) + K, (s) (s"U(s) — s™ u(0) — s 2u'(0)—...—u™(0) = F(s)
elde edilir. Burada
U(s) = L(u(x), K1 (s) = L(K1(x)), K2 () = L(K2(x)), F(s) = L(f (x))
olur. Verilen baslangi¢ sartlart kullanildiginda ve U(s) yaliniz birakildiginda
Ki(s) +s™"K,(s) # 0

olmak kaydiyla

F(8)+Kz(s) (s 1u(0)+s™ 2’ (0)+ ..—u™=D(0))
K1(s)+s"K(s)

U(s) =

(29)

elde edilir. (29) esitliginin her iki tarafinin ters Laplace doniisiimii alindiginda, verilen
Volterra integro-diferansiyel denklemin tam ¢o6ziimii kolaylikla elde edilir. Asagidaki

orneklerde bu incelmenin agiklayici 6rnekleri verilmektedir.

Ornek 8 (Wazwaz, 2011).

Asagida verilen birinci tiirden Volterra integro—diferansiyel denklemi ¢6ziiniiz:

jx(x — tu(t) dt + fx(x —t)%u'(t) dt = 3x — 3sinx, u(0) = 0.
0 0
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Bu denklemin her iki tarafinin ters Laplace doniisiimii alindiginda

3 3

Siz U(s) + S%(SU(S) —u(0)) ==

s2 1+s2

elde edilir. u(0) = 0 baslangi¢ sart1 kullanildiginda

1
1+s2

bulunur. Bu son ifadenin ters Laplace doniisiimii alindiginda ¢6ziim olarak

U(s) =

u(x) = sinx

elde edilir.

Ornek 9 (Wazwaz, 2011). Laplace doniisiimiinii kullanarak
w'=-1—x+ [ (x—u@®dt, w0)=1 v (0)=1, (30)
Volterra integro —diferansiyel denklemini ¢oziiniiz. Cekirdek olarak K(x —t) = (x —t)
olur. (30) denklemin her iki tarafinin Laplace doniisiimii alindiginda

L(w'(x)) = —L(1) — L(x) + L((x — 1) *u(x))
ve
s2U(s) — su(0) — u'(0) = —g—siz+s%u<s) (31)

elde edilir. u(0) = 1ve u'(0) =1 baslangig sartlilar1 (31) bagintisinda kullanildiginda

1 + N

s2+1 5241

U(s) =

(32)
bulunur. (32) esitliginin her iki tarafinin ters Laplace doniisimii alindiginda, verilen
Volterra integro —diferansiyel denkleminin

u(x) = sinx + cosx

¢Oziimi elde edilir.

6.2.1. Diferansiyel denklemler ve ¢oziiciiler (Resolvents)

Asagidaki diferansiyel denklem sistemini ele alalim.

x =Ax + f(t,x)
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Burada x € R™, Aise n X n basamaktan elemanli bir matris ve t € [0, ) olmak iizere
f fonksiyonu bagli bulundugu degiskenlerin siirekli bir fonksiyonudur. Bu diferansiyel
denklem sisteminin genel ¢oziimii

x(t) = edtx, + foteA(t_S)f(s,x(s))ds
ile verilir. Bu ifade bir integral denklemdir. Benzer olarak, h uygun fonksiyon olmak tizere,

x(t) = fot C(t,s)x(s)ds + h(t,x(.))
integral denkleminin ¢oziimii daha 6nceden verilen bilgiler ve ¢oziicii (resolvent )yardimi
ile

x(8) = h(t,x(.)) — [, R(t , wh(u,x(.))du

olarak ifade edilebilir. Baz1 6zel fonksiyoneller i¢in bu ¢oziim sadelestirilebilir (Miller,
1971). Halbuki integro-diferansiyel denklemlerin integral denklemler olarak ifade
edilebilecegi bilinmekte olup, integro-diferansiyel denklemlerin ¢dziiciilerinin (resolvents)
dogrudan dikkate alinmasinda bazi belirgin avantajlar vardir. Simdi asagidaki baslangi¢

deger problemini ele alalim (Burton, 2005):

t

x'® = £ () + At)x(t) +f B(t,s)x(s)ds , x(0) = xq
0

Burada f:[0,a] - R™ siirekli bir fonksiyon , A, n X n basamaktan bir matris ve [0, a]

araliginda siirekli, B ise n X n basmaktan bir matris olup, 0 <s <t < a arahiginda

stireklidir. Bu denklemin bir R(t,s) ¢oziiciisii arastirtlacaktir 6yle ki bu ¢oziicii Ry = Z—f
olmak iizere bu ¢oziicii 0 < s < t araliginda
Rs(t,s) = =R (t,)A(s) — [} R(t, W)B(u,s)du, R(t,t) =1,
denklemini saglar.
R(t,s) ¢oziiclisii verilsin. Bu durumda yukarida verilen baslangi¢c deger probleminin

¢Ozlimii parametrelerin degisimi yontemi yardimiyla asagidaki formda edilir:

x(t) = R(t,0)x, + JtR(t,s)f(s)ds.
0
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R(t,s) c¢ozicisinin var oldugu kabul edildiginden, son esitliginin dogrulugu asagida
gosterilmektedir. x(t) yukarida verilen integro-diferansiyel denkleminin bir ¢6ztimii olsun.

Kismi integrasyonun uygulanmasiyla R(t ,t) = I olmak tizere

t
f [R(t,s) ' (s) + Ry(t, )x(s)]ds = R(t,D)x(t) — R(¢,0)x,
0

=x(t) — R(t,0)x,
elde edilir.

Ote yandan, ¢ift katl1 integraldeki siralar degistirildiginde

ftst(t,s)B(s,u)x(u)du ds = ftftR(t,s)B(s, w)x(u)ds du
o Jo 0 Ju

= ftftR(t,u)B(u, s)x(s)du ds
0 Js
esitligi bulunur. O zaman
x(t) = R(t,0)xo — [; R(t,5)f (s)ds = [J[R(t,$)A(s) + Rs(t,s)
+ fst R(t,w)B(u,s)du]x(s)ds
elde edilir. Bu esitligin sag yani sifir oldugundan,
x(t) = R(t,0)xy — ftR(t,s)[h(s,x(-)) + f(s)]ds
0
elde edilir. Benzer olarak,
x'()=f @)+ A®)x(t) + ftB(t, s)x(s)ds + h(t,x(.)), x(0) = x,
0
ile verilen baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii uygun bir h fonksiyoneli igin
x(t) = R(t,0)x, + ftR(t, s)[h(s,x(.)) + f(s)]ds
0

olarak ifade edilebilir (Grossman ve Miller, 1970).

Tekrar olarak, yukarida verilen baslangi¢c deger probleminin ¢6ziimii

d t
d_3t'= A®)y(0) +f B(twy()du, 0<s<t<o
S
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integro diferansiyel denkleminin ¢dziimiiniin terimlerine gore ifade edilebilir (Burton,

2005).

Teorem 4. Yukarida verilen kabullere bagli olarak

2= AWx(®) + [[ B wx@dy,  x(s) = x

baslangi¢c deger probleminin x(t) ¢oziimii [s, o) araligi lizerinde var ve tektir (Burton,

2005).
Ispat. Yukarida verilen integro-diferansiyel denklem

t v
x(t) = x, +j [A(v)x(v) +J B(v,u)x(u)du]dv

= xo + fst[A(u) + futB(v, w)dv]x(u)du

olarak yazilabilir. T > s verilmek iizere ve C(t,u) isen X n basmaktan s <u<t<T
aralifinda taniml ve siirekli olmak tizere, |C| matris nOrmu  sup s<y<¢<r |x|<1|C (¢, wx|

olarak tanimlansin. Bir r sayis1 bulunabilir dyle ki
|A(u) +[[Bvwdv |<r—1, s<Su<t<T,

olur.
(M,|-|r) ise ¢ :[s,T] = R", ¢(s) = x,, olarak tanimli siirekli fonksiyonlarn bir tam

metrik uzay1 olsun. Ayrica bu metrik

[Pl := sup |p(t)le™™

S<t<T

ile tammlansin. ¢ € M olmak tizere P : M — M doniisiimii

(PH)(®) =xo+ [[AW + [, B(v,w)dv] p(w)du

ile tanimlansin. P¢ doniisimi siirekli olup, P nin bir daralma doniisiimii oldugu

gosterilecektir. ¢,n € M olsun. Kolaylikla

-1
I(PE)® = (P(©e™™ < ——Ip =7
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elde edilir. Bu sonu¢ P doniisiimiiniin tek bir sabit noktaya sahip oldugu ve bir daralma

doniistimii oldugunu ispatlar. Boylece ispat tamamlanir.

Yukarida verilen integro diferansiyel denklemini saglayan Z (¢, s) matrisi i¢in Z(s,s) = I
oldugu var sayilmaktadir. Z(t,s) matrisi asagida verilen baslangic deger probleminin

¢Oziimii olur:
22(t,5) = AMDZ(t,s) + [} B(t,w)Z(u,s)du, Z(s,s) =1

Teorem 5. Yukarida verilen integro diferansiyel denklemde h(t,x(.)) = 0 ise, bu takdirde
bu denklemin x(0) = x, is baslangi¢ kosulunu saglayan ¢oziimii, parametrelerin degisimi
yontemi ile

x(8) = Z(t,0)x0 + [, Z(t,)f (s)ds
olarak verilir.
Ispat. y : [0,T] » R™ fonksiyonu y(t) = fOtZ(t, s)f(s)ds olarak tanimlansin. y(t) nin

tiirevi alindiinda, verilen kabuller altinda

y'(6) = 2, OF () + [y = Z(t,5)f (s)ds
= f(©) + A©Y® + [ B, w) [ 2w, )f (s)ds du

= A@®)y(®) + [, B(t , wyWdu + f(t)

elde edilir. Boylece y(t) ifadesi 0 <t < T igin

ax f @) +A@®)x() + fOtB(t, s)x(s)ds + h(t,x(.)), x(0) =x,,

dt
baslangi¢ deger probleminin bir ¢oziimii olur. T keyfi oldugundan, bu fonksiyon hert > s
icin bir ¢dziim olur. Ayrica, Z(t, 0)x,ise homojen denklemi saglar ve Z(t,0)x, + y(t)
ifadesi homojen olmayan denklemin bir ¢oziimii olur. Bdylece bu teoremin ispati

tamamlanir.
Eger verilen integro-diferansiyel denklemde integralin alt limiti T olarak alinir ise,

bu takdirde x(t) = x, olmak lizere s6z konusu denklemin ¢6ziimii
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x(t) = Z(t,t)xy + ftZ(t, s)f(s)ds

ile verilir.
6.3. Volterra integro-Diferansiyel Denklemler i¢in Bazi Karahlik Sonuclar

Asagidaki Volterra

x' = A(t)x + fot C(t,s)x(s)ds (33)
integro-diferansiyel denklemi ele alalim. Burada A(t) fonksiyonu [0, o) aralig1 {izerinde ve
C(t,s) cekirdegi ise 0 <s <t <oo aralifinda siireklidir( Burton 2005). G(t,s)
fonksiyonu stirekli ve 9G/dt = C(t,s) olsun. O zaman

QM) +G (1) = A(D)

olmak iizere
x' = Q(®)x + (d/dt) [, G(¢,5)x(s)ds (34)
yazilabilir. Belirtelim ki (33) ve (34) ger¢ekte ayn1 denklemlerdir.

Teorem 6 (Burton, 2005). M; ve M, pozitif sabitler ve 0 < t < oo olmak {izere
t o)
j |C(t,s)|ds+j|C(u,t)|duS M; < M, < 2|A(t)]
0 t

olsun. O zaman (33) integro-diferansiyel denklemin sifir ¢6ziimii karalidir ancak ve ancak
A(t) < Oolur.
Ispat. Ilk olarak A(t) < 0olsun. x = 0 ¢dziimiiniin karali oldugu gosterilecektir.

v, (6x())=x%+ ftijC(u,s)Idu x2(s)ds
0 Je

Lyapunov fonksiyoneli verilsin. Buna bagli olarak da V; Lyapunov fonksiyonelinin (33)

denklemi boyunca tiirevi alindiginda

Vi(t,x(+)) <24x%+2 JtIC(t, $)| [x(s)x(t)|ds
0
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t
< 2Ax? +f |C(t, $)|[ x2(s) + x2(t)]ds
0

00 t
+ f ICCu, O)]ds x? f 1C(t,5)] x2(s)ds

= [2A+J |C(t,s)|ds+f |C (u, t)|du] x*
0 t

< [24 + M, ]x?
S [_ Mz + M1 ]Xz
=—ax®,a>0
bulunur.
V; Lyapunov fonksiyoneli pozitif tanimli ve V{ < 0 oldugundan, kolayliklax = 0
¢Oziimiiniin karali oldugu sonucuna varilir.
Simdi ise A(t) < 0 kabuliiniin tersine A(t) > 0 oldugunu varsayalm. M; < M, <

2|A(t)| kabulit A(t) # 0 olmasim gerektirir. Simdi bu Kabul altinda (33) Volterra integro-

diferansiyel denklemin sifir ¢oziimiiniin kararli olmadig1 gosterilecektir.

t co
v, (6,x(+)) = x? —f f |C(u,s)|du x?(s)ds
0 Je

Lyapunov fonksiyoneli verilsin.
Bu durumda, (33) Lyapunov fonksiyonelinin (33) denklemi boyunca tiirevi
alindiginda, kolaylikla

Vy(t,x(+)) = 24(t)x* -2 ftIC(t, )| |x(s)x(t)|ds
0

—fOOIC(u.t)Idu x? +f IC(t, )| x*(s)ds
t 0

> 2A(t)x? —f |C(t,s)|[ x2(t) + x2(s)]ds

0

—foolC(u, t)|du x? + ftIC(t,S)l x*(s)ds
t 0
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t oo
= [ZA(t)—f |C(t,s)|ds+f |C(u, t)|du] x?
0 t

> [24(t) — M, ]x?
>[M, + M; Jx2 =ax?,a>0.
elde edilir. Eger, x(t) = x(t, to, ¢) ifadesi (33) denkleminin bir ¢oziimii ise

x2(t) = V, (t,x(-)) >V, (to,cl)(-)) +af x2(s)ds

0

yazilabilir. t, >0 ve & >0 sayilart verilsin. ¢ :[0,t,] = R siirekli bir baslangig
fonksiyonu ve  V, (¢o,¢(-)) >0 olsun. O zaman x%(t) = V, (¢,,$(+)) olur. Buna
bagli olarak

x2(t) = V, (6,x(+))
t
>V, (10, 6() | Vs (0, 4C)) ds
=V, (to,(,‘b(-))+aV2 (to:ﬁb('))(t—to),

olur. Boylece t - o icin |[x(t)| = o sonucuna varilir Bu sonug¢ ise teoemin ispatini

tamamlar.

Teorem 7 (Burton, 2005). J, Q;, Q, veR, R<2, sabitler ve 0 <t < co olmak iizere

0< Q=10 = Qa

t oo
2|A|+J |C(t,s)|ds+f |C(u,t)|du <]
0 t

ve

oo t
J |G (u, t)|du +J |G(t,s)|ds <RQy /Q,
t 0

sartlarinin saglandigini kabul edelim. Ayrica siirekli bir h : [0, o) — [0, c0) fonksiyonunun

var oldugunu ve bu fonksiyon i¢in

|G(t,s)| < h(t—s) ve u— o igcinh(u) -0
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sartlar1 saglansin. Bu takdirde (34) integro-diferansiyel denkleminin ¢oziimlerinin

kararlimolmasi i¢in gerek ve yeter sart Q(t) < 0 olur.

Ispat. Ilk olarak Q(t) < 0 oldugunu var sayalim ve

Vs (t,x(+)) =[x —f G(t,s) x(s)ds]? + QZJ JOOIG(u,s)Idu x%(s)ds
0 0 Je

Lyapunov fonksiyoneli tanimlansin. Bu fonksiyonelin pozitif tanimli oldugu ag¢iktir. Bu
fonksiyonelin integro-diferansiyel denkleminin bir x(t) ¢6ziimii boyunca tiirevleri alinip,

teoremin sartlar1 kullanildiginda

Vi(t,x(+)) < 2Q(Ox% + Q, [,1G(t, ) [x%(s) + x%(t)]ds
+Q2 [716(w, O)ldu x? = Q; [,|G(t, s)| x*(s)ds

= [2Q(t) + Q2(J,1G(t, )]ds + [71G (u, £)]du )]x?
< [-2Q; + RQy]x?
=—Bx*<0,>0

elde edilir. Bu sonu¢ Q(t) < 0 olmasi durumunda (34) integro-diferansiyel denkleminin
¢oziimlerinin kararli oldugunu gosterir.

Ote yandan (33) ve (34) integro-diferansiyel denklemlerinin ayni olduklar
bilinmektedir. V; (t,x(-)) Lyapunov fonksiyonelini tekrar ele alalim. Bu Lyapunov
fonksiyonelinin (33) ve (34) integro-diferansiyel denkleminin herhangi bir x(t) ¢oziimii

boyunca tiirevleri aynidir. Buna bagh olarak da kolaylikla

Vi(t,x(+)) < 2]A(D)| x? +J |C(t,s)|[x2(s) + x2(t)]ds
0
OOC )|du x? — tC , 2(s)d
+ft |C(u,t)|du x Jol (t,s)| x=(s)ds

tIC(t, s)|ds + JOOIC(u, t)|du )]x?

t

= 214)] + j

0
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< Jx2.
elde edilir. Eger
W (x()) = (B/2) Vi (tx(+)) + Vs (t,x(-))

alinir ise, bu takdirde bu Lyapunov fonksiyonelinin (34) integro-diferansiyel denkleminin

herhangi bir x(t) ¢oziimii boyunca tiirevleri hesaplanir ise

Wi(tx(+)) < (B/2)x* = Bx* = =B x*/2
elde edilir. W; Laypunov fonksiyoneli pozitif tanimli oldugundan x = 0 ¢6ziimiiniin

karal1 oldugu sonucuna varilir. Simdi @ > 0 oldugunu varsayalim. Ayrica

v, (6x()) = (x —f G(t,s) x(s)ds)? — sz f |G (u, s)|du x%(s)ds
0 0 Je

Lyapunov fonksiyoneli tanimlansm. Bu Lyapunov fonksiyonelinin  (34) integro-
diferansiyel denkleminin herhangi bir x(t) ¢6ziimii boyunca tiirevleri hesaplanir ve teoremin

sartlar dikkate almir ise
Vi(tx()) =2(x— [; 6ts) x(s)ds) Q(t)x
+Q5 [1G(t, )| x?(s)ds—Q; [°1G (u, t) |du x*
> 2Q(O)x% + Q, [,1G(t, )|[x(s) + x*(t)]ds
+Q2 [11G(t, )| x*(s)ds = Q, [ 1G (u, t)|du x2
= [2Q(t) — Q2(J,1G (¢, 9)|ds + [7|G (u, t)du )]x?
> [2Q(t) — RQq]x?
> [2 Q; — RQq]x?

=yx%y >0

elde edilir.
Simdi, geligski olarak, x = 0 ¢oziimiiniin kararli oldugunu kabul edelim. Coziim

kararli oldugundan, karalilik tanimindan, &€ > 0 ve t, = 0 olmak iizere, 4§ > 0 sayisi
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var Oyle ki ¢ : [0,ty,] = R stirekli bir baslangi¢ fonksiyonu ¥ t € [0, t,] i¢in [p(t)| < &
olmak tizere ¥ t >t, icin | x(t,ty, )| <€ olur. Bu t, ve § sayilar igin bir baslangig
fonksiyonu bulunabilir dyle ki

V (to,9(-))>0
olur.

x(t) = x(t, to, $)
olsun. fot |G(t,s)|ds ve x(t) smirli oldugundan, fOtG(t, s)x(s)ds de smirlt olur. Eger

x2(t) & L'[0, ) ise, bu takdirde x(t) smirsiz olur. Buna bagl olarak da
t t
[x(t) —f G(t,s) x(s)ds]* = V, (t,x(-)) >V, (to,cl)(-)) +yf x%(s) ds
0 to
yazilabilir. Bu nedenle x?(t) € L'[0,0) oldugu kabul edilebilir. Ayrica Schwartz

esitsizligi kullanilarak

( f 16, $)I1x(s)] ds)? = ( f 166, 9)Y21G 8, 5)[/2|x(s)] ds)?
0 0

< [0 1G(t,9) ds [ 1G(t,s)| x*(s) ds
elde edilir. ilave olarak da |G (t,s)| < h(t —s) ve u — oo i¢in h(u) — 0 olmas1 nedeni ile
t t
f |G(t,s)]| x2(s) ds < f h(t — s) x?(s) ds
0 0

olup, bu integral sifira yakinsar.

Yukarida verilen esitsizlik g6z ontine alindiginda

t
x—J C(t,s) x(s)ds| = [Vy (o, p(+))] M2
0

yazilabilir. Yukarida verilen integral sifira yakinsadigindan, yeterince biiyiik t ler ve bir
a >0 sayisi i¢in |x(t)| = a yazilabiglir. Bu durum ¢oziimiin Kkararli olusu ve

x2(t) € L'[0, ) kabullerine bir celiskidir. Boylece verilen teoremin ispat: tamamlanir.






7. TEKIL INTEGRO-DIFERANSIYEL DENKLEMLERDE LP-COZUMLER

Burton ve Purnaras (2012) tekil c¢ekirdekli lineer, lineer olmayan ve ¢oziicl
denklemleri igeren bazi skaler-integro-diferansiyel denklemleri g6z Oniine aldi. Bu
arastirmacilar, bu denklemlerin LP-¢6ziimleri hakkinda bazi sonuglar elde ettiler. Bu
boliimde, Burton ve Purnaras'n (2012) tarafindan ispat edien sadece birka¢ sonug

verilecektir. Burton ve Purnaras (2012) lineer olmayan

x'=f(©) — h(t,x(t)) — fOtC(t, s)q(s, x(s))ds (35)

integro diferansiyel-denklemini ele aldi. Burada, (35) integro-diferansiyel denklemi igin

asagidaki sartlarin saglandig var sayilmaktadir:
p € [1,), f € LP[0, ), xh(t,x) =0, xq(t,x) = 0. (36)

Ayrica, C c¢ekirdegi t = s de bir tekil noktaya sahip olup, ilave olarak asagida verilen

sartlar1 saglar. Gergekte C koveks bir ¢ekirdek ve € > 0 sayisivaroyleki 0 <s<t—¢€

i¢in ve
C(t,s) = 0,C,(t,5) = 0,Cy 1(t,5) <0, C; (t0) <0, (37)
olur. Burada €y (£,5) = C; (t,5) = 2522 G,(t,5) = Cy(t,5) =252 ve Cpq(t,s) =

2
Cet(t,s) =aas—act0|ur. Ayrica (35) integro-diferansiyel denklemi ig¢in f :[0,00) - R™

stirekli bir fonksiyon, h, g : [0,00) X R™ — R™ fonksiyonlarinin her ikisinin de siirekli ve

Lipschitz sartin1 sagladigt kabul edilmektedir.
7.1. Baz1 Niteliksel Ozellikler

Simdi, Burton ve Purnaras (2012) tarafindan (35) integro-diferansiyel denkleminin

¢Ozlimlerinin varligina ait asagidaki teorem verilecektir.
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Teorem 8 (Burton ve Purnaras, 2012). Yukarida verilen siireklilik sartlarina ilaveten,
C(t,s), Q bolgesi tizerinde zayif tekil bir ¢ekirdek olsun. Ayrica her bir T > 0 sayisi ve
k€ (0,1) igin bir y; >0 sayist var olsun oyle ki ¥ te€[0,T] Ii¢in
fol e "1 E=9|C(t,s)|ds < k

olsun. Bu takdirde ¥ x, € R™ igin (35) integro diferansiyel denklemi bir tek x(t) ¢oziime
sahip, bu ¢dziim tiirevlenebilir ve x(0) = x, olur.

Ispat. T > 0 olsun ve x, € R™ verilsin. Ayrica, (Y, |- |) ise ¢ : [0,T] = R™ seklinde
tanimli siirekli fonksiyonlarin bir Banach uzayi olsun. Burada supremum norm

kullanilmaktadir. ¢ € Y olmak tlizere P : Y — Y tanimlansin dyle ki

t t s
(PO = £© = htxo + [ ¢ 6)ds) = [ cesatsxo+ [ ¢ @auas
0 0 0
olsun. O zaman siireklilik sartlar1 ve zayif tekillikten dolayr P¢ € Y olur.y, sayisinin
varligi herhangi bir y > y; varligimi gerektirir ve fot e VE=9|C(t,s)|ds <k olur. p €Y
olmak tizere agirlikli || - || normuy = y,
i¢cin
¢ llr = sup e™ [p(®)
0<t<T
ile tanimlansi. O zaman (Y, || - ||z ) bir Banach uzayi olur. Eger ¢, € Y bu takdirde
|(PP)(E) = (PY(B)]e™" < e V*[|h(t, xo + [y ¢ (5) ds ) — h(t, xo + [y n(s))ds |
+ 1@ aCs,x0 + f5 6w du) = a(s,% + Jy 1 (W) du)|ds]
< e VK [J1¢p (s) = n(s)lds +e VK [;1C(t, )| [l (W) — n(w)lduds
= K [} e e-0e71|g () = n(s)lds
+k [J1C(,$)] eV 7S [Pp(w) — n(w)|duds
elde edilir. Buradaki son iki terim
K [J1C(t )|e™ 9 e [|p(w) — n(w)|du ds
< KfOtIC(t, $)|e7 V) [0V oYU p(u) — y(w)|du ds

<Klp —nlly [; TIC(E,$)|e?C) ds
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=ll¢p —n KT J, 1C(t,5)|e™ D ds
<ll¢ —nll-KTk

esitsizligini verir. Bu takdirde

[(POY(®) — PM(De™"* <Kllp —nlir [, e ds+ ¢ —nll-KTk

—y(t-s) L
<lle =nlr |k ——| + KTk

0
<ll¢ —nll-[(K/y) + KTk].
k sayis1 yeterince kiigiik ve y yeterince biiyiik bir say1 olmak tizere (K/y) + KTk < 1/2

alinabilir. Boylece, bir daralama doniisiimiine ve tek ¢ €Y ye sahip oluruz dyle ki
P¢p = ¢ olur Agikga, [x, + fot ¢(s)ds]" = ¢(t) dir. Bu bir tek ve siirekli fonksiyonu
x(t) = xo + f:d)(s)]ds denkleminin tiirevi olup, (35) integro-diferansiyel denkleminin

bir ¢6ziimii olur. Boylece mevcut teorem ispatlanmis olur.

Lemma 3 (Burton ve Purnaras, 2012). C(t, s), 2 ctimlesi tizerinde zay1f bir tek ¢ekirdek ve
T > 0 sayisi verilsin. Ayrica, herhangi bir k € (0,1) sayisi i¢in bir € = €(k,T) > 0 sayisi
var olsun 6yle ki ¥ t € [0, T] igin
[ lcts)lds < k
olsun. Burada C(t,s) = 0, (t,s) € R> — 2 dir. Bu takdirde bir y; r > 0 sayisi var dyle ki
herhangi bir y > y; r sayis1 var ve ¥ t € [0, T] i¢in
fy e |t s) ds < k

olur.

Burton ve Purnaras (2012) ayrica asagidaki teoremleri ispatladi.
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Teorem 9 (Burton ve Purnaras, 2012). x, (35) integro-diferansiyel denkleminin [0, o)
aralig1 tizerinde bir ¢oziimii ve (36) ve (37) sartlar1 saglansin. Ayrica € > 0 olmak iizere

asagida verilen V (t, € ) Lyapunov fonksiyoneli her t > € i¢in tanimli ve

V(te) = 2 f:(t) q(t,s)ds + fot_E C,(t,s) (fst q(u, x(uw)du )2 ds

t
+C(t,0)( f q(u, x(u)du)?
0

ile verilir ise, bu takdirde

av(te)

— <2 f;(t) q:(t, s)ds + 2q (¢, x(t))

X [f(t) —h(t,x(®)) + C(t,t —€) ftt_eq(u,x(u)du - ftt_e C(t, s)q(s,x(s)ds]

+C,(t, t —€) (ftt_e q(u, x(u))du )2

olur.

Ispat. x, (35) integro-diferansiyel denkleminin [0, %) aralig1 {izerinde bir ¢6ziimii olsun.
Teorem 11’in sartlarindan, 0 < s <t — e olmak lizere ¥t =€ i¢in C; (t,0) <0 ve
Cy1 (t,s) <0 oldugu bilinmektedir. Leibntiz tirev alama kurali ve zincir kurali
kullanildiginda, verilen V(t,e) Lyapunov fonksiyonelin (35) denkleminin ¢oziimleri

boyunca tiirevi alinip, teoremin sartlar1 kullanildiginda,

av(t,e)

2
=2 f;c(t) q:(t,s)ds + C,(t, t — €) (ftt_e q(u,x(u)du)

+2q(t,x(t)[ F@© = h(t,x®) - [) Ct,5) q(s,x(s)ds]
+2q(t, x(t)) fot_e C,(t,s) fst q(w,x(w)du ds
+2q(¢t,x(t))C(t, 0) fotq(u,x(u))du.

bulunur. Son esitsizligin son iki terimine kismi integrasyon uygulanirsa

Zq(t,x(t)) jt_e Cz(t,s)J q(u,x(u))du ds
0
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=2q(t, (1)) [C(t, s) fstq(u,x(u)du |t 6 €4 fot_e C(t, S)q(s,x(s))ds]
=2q(t, x(®)[C(t,t —€) ftt_e q(u, x(u)du — C(t,0) fot q(w, x(u))du

+ fot_e C(t,5)q(s, x(s))ds]
olur. Buna bagli olarak da

x(t) :
ch(ltt’ €) < 2] q.(t,s)ds + 2q(t, x(t) lf(t) —h(t,x()) — J C(t, s)q(s,x(s)dS‘
0
0

t
+C (6t — €)( f 4, x(w)du Y2

t—e

t
+2q(t,x(t)l C(t,t —e€) j q(u,x(u))du+j C(t,s) q(s,x(s)ds‘
t—e 0

yazilabilir. Buradaki son integral

] C(t,s)q(s,x(s))ds=JC(t,s)q(s,x(s))ds— fC(t,s)q(s,x(s))ds
0 0 t-e
ifade edilirse,
© - ’
dv , x(t
g; ©) < 2_{0 q:(t,s)ds + C,(t, t — €) < f q(u,x(u)du)

+2q(t, x(t) lC(t,t—e) ft q(u,x(u))du— f C(t,s) q(s,x(s)ds]

+2q(t,x(®) [ f@©) —h(t,x(©®) ]

elde edilir. Bu son esitsizlik, teoremin ispatini tamamlar.
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Teorem 10 (Burton ve Purnaras, 2012). x (35) ile verilen integro-diferansiyel denklemin
[0, ) aralig1 lizerinde bir ¢6zimii , p € [1,0), f € LP[0, ), xh(t,x) =0, xq(t,x) =0,
|h(t,x)| = ylq(t,x)|, 0 <t <oo,x ER Ve

t
C(t,t—e)e+ flC(t,s)Ids <p
t—e

olsun. Ayrica, asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim:

xq:(t,x) <0,t€[0,0),x ER, |f0i°° q:(t, s)ds| < oo,t €[0,),ve
+oo

Q(t) = max f q:(t,s)ds| ¢, t € [0,).
0

Bu takdirde Q € L'(0, ) olur. ilave olarak eger f € L?[0, o0) ise bu takdirde
q(t,x(®)) € L2[0, ) ve q(¢t,x(t)) — f(t) € L2[0, %) olur.
(t.€)

Ispat. Teorem 9’de verilen V fonksiyonu ve bu fonksiyonun Vd—t tirevini ele alalim.

Schwarz esitsizligi kullanildiginda

G- ([, a(ur@du) <eGtt—e f'q2(ux@)du

yazilabilir. Ayrica

2q(t,x()C(t,t —€) Jq(u,x(u)du <C(t,t—¢€) J[qz(t,x(t)) + q%(u, x(w))]du
t—e t—€

ve

2q(t,x(1)) f C(t,s)q(s,x(s)ds | < JIC(t,s)I[qz(t,x(t))+q2(s,x(s))]ds

elde edilebilir. Bu ti¢ esitsizlik ch(li,e) tirevinde kullanildiginda
av(t, t t
% <2Q(t) + e Co(t,t — €)(f,_, q*(w, x(w))du) — C(t,t —€) [,_ [q*(t, x(D))

+q2(s,x(s))]ds + ftt_e |C(t,s)] [qz(t,x(t)) + qz(s,x(s))]ds
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220 ~vg* (6 x (@)
=20(t)q*(t,x(®) [__[C(t,t —e) |C(t,5)|]ds
+ . [eCtt—e)+ Ctt—e) + 1)1 q>(s,x(s))ds
o120 - ye? (6x(0)
elde edilir. Yani,

dv(t, 1
C(it; €) <2Q(t) + qZ(t,x(t))ﬁ +;f2(t) r )/qz(t,x(t))

t
+ f[e C(t,t—€)+ C(t,t—e)+|C(t5)Iq%(s, x(s))ds

olur. Bu son esitsizligin € dan t ye integrali alindiginda
V(te) ~V(ee) <2 [ Q(s)ds+7 [ f(s)ds — [y = B[] q*(s,x(s)ds
+ fota q?(s,x(s)ds
=2 fZQ(s) ds + if:fz(s Yds —[y—f —a] fetqz(s,x(s)ds
+a foeqz(s,x(s))ds
elde edilir. Buna bagli olarak da
Vte) + [y — B —al [ ¢*(s,x(s)ds < V(e )2 Q(s)ds
+$f:f2(s )ds +« fOE q?(s,x(s)ds

yazilabilir. x fonksiyonu siirekli ve € pozitif bir say1 oldugundan, x(e) da sonlu olur ve

q(t, s)w siirekli oldugundan [ Ox © q(€,s)ds < oo oldugu goriiliir. Bu nedenle

x(€) € 2

V(e e) =2 f q(e,s)ds + C(g,0) J q(u, x(u)du < ™
0 0
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olur. Buna bagli olarak, herhangi bir t > € icin

t

fqz(s,x(s)ds S;
y—

B—al

V(e €) +2fQ(s)ds

€
€

_I_%Of fZ(S )ds+0(0f qz(s,x(s)dS],

elde edilir. Bu sonug verilen teoremin ispatin1 tamamlar.

7.2. Tekil Olmayan Bir Integro-Diferansiyel Denkleminin Co6ziimlerinin Sinirh

Olmasi

Burton ve Purnaras (2012) f € L! [0, ) olmak iizere tekil olmayan
t
x(t) = f(t) — j C(t,s) x(s) ds
0

integro-diferansiyel denkleminin ¢éziimlerinin sinirlt olmast ile ilgili, x € L i¢in asagidaki

teoremi ispatladi.

Teorem 11 (Burton and Purnaras, 2012). Asagida verilen
t

x'(t) = f(t) —f C(t,s)x(s)ds

0

integro-diferansiyel denklemini ele alalim. Bu denklemin tekil olmayan C ¢ekirdegi
C(t,s) =0,C,(t,s) 20,C; 1(t,5) <0, ¢, (t,0)<0, {(s,t):0<s<t}

ve f € L'[0,00) sartlarin1 saglar ise, bu takdirde x € L*[0 ,00) olur.

Ispat. Asagidaki Lyapunov fonksiyonu verilsin:
2

V(t) = x2(t) + JtCz(t, s) J(x(u)du ds + C(t,0) <jt(x(s)ds> ,t=>0
0 0
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V' Lyapunov fonksiyonun pozitif tanimli oldugu kolaylikla goriilebilir. V' Lyapunov
fonksiyonun verilen denklemin ¢6ziimleri Leibnitz kurali kullanilarak tiirevi alinip, kismi

integal uygulandiginda
2

t t t 2
V() = 2x(O)f () + f Cy(t,9) f (x@du | ds + C,(t,0) ( fo (x(s)ds)

< 2x()f (1) < 2JV (D If (D]
elde edilir. Buna bagl olarak da
V2RV <20f©)
yazilabilir. Son esitsizligin 0 dan t ye integrali alindiginda
2|x(8)] < 2VV2(t) <2V2(0) + 2 [)1£(s)] ds
yazilabilir. Buna bagl olarak da
2 [CIf(s)lds < o0 ve V1/2(0).
Pozitif bir sabit olmasi nedeniyle x € L*[0,00) sonucuna varilir. Bu sonug ise ifade edilen

teoremin ispatini tamamlar.






8. KUCUK CEKIRDEKLI TEKIL INTEGRO-DIiFERANSIYEL DENKLEMLER
ICIN BAZI SONUCLAR

Burton ve Purnaras (2013), asagida verilen kiigiik ¢ekirdekli

X' = £(©) = h(t,x(®) — [ C(t,5)q(s,x(s))ds (38)

tekil integro-diferansiyel denklemini lineer durumda resolventi ile beraber ele aldi. (38)
tekil integro-diferansiyel denkleminde verilen f :[0,00) — R™ fonksiyonu siirekli,
h,q : [0,0) XR™ - R" fonksiyonlarinin ise hem siirekli ve hem de Lipschitz sartim
sagladigi kabul edilmektedir. Ayrica, asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim:

f € LP[0,00),p € [1,0) (39)
xh(t,x) = 0,xq(t,x) =0 (40)

C ¢ekirdegiise t = s de tekil olup, Tanim 8 deki kosullar1 saglar.

Bu béliimde, Burton ve Purnaras (2013) ait sadece iki sonug verilecektir. Diger sonuglar ise

verilmeyecektir.
8.1. (38) Tekil Integro-Diferansiyel Denklemi i¢in Baz1 Niteliksel Sonuclar

Teorem 12 (Burton ve Purnaras, 2013). p € [1,) ve f € LP[0, ), (p = 1, dahil) olmak
lizere bir y > 0 sayis1 var dyle ki ¥t,x € [0,0) X Rigin |h(t,x)| = ylq(t,x)| olsun.
Ayrica, bir § > 0 sayis1 var oyle Ki her bir e > 0 i¢in

feooIC(u+t,t)|duSﬁ, vt=>0v y—B=u>0.

oldugunu varsayalim. Ilave olarak, n < pve € > 0 olmak iizere
fStIC(u+ €,5)—C(u,s)|ldu<n, ¥0<s<t<om,
olsun. Bu takdirde (38) tekil integro-diferansiyel denkleminin herhangi bir x(t) ¢6ziimii

i¢in [ 0, ) araliginda q(.,x(.) € L'[0, o) olur.
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Ispat. € > 0 olmak lizere

t (o]
V(te) = |x(t)| +f U |C(u+s,s)|du |q(s,x(s))|ds, t=>0,
0 t—s+e
Lyapunov fonksiyoneli verilsin.
—|C(t+€35)| < —|CE )|+ [C(t+e€s)—C(Ls)
oldugundan, V (t, €) Lyapunov fonksiyonelinin tiirevi ve Teorem 14’{in sartlar1 yardimu ile
V' (t,e) < IfO1—y|a(t.x®)| + [;]|c(t)q(s, x(s))|ds
+Bq(t, x(@®)| - f0t|C(t, $)q(s, x(s))|ds
+ fOtIC(t +¢€,5) = Ct )l |q(s, x(s))|ds

=\|f(t)] — ,u|q(t,x(t))| + fOtIC(t +¢€,5)—C(t,9)| |q(s,x(s))|ds

elde edilir. Buna ek olarak
[ C+es) = Cw )l a(s,x(s))| ds du
< [L A1+ €,5) — CQu, 9)ldulq(s, x(s))| ds

t
< [ynla(s. x(s))|ds
yazilabilir. Bu esitsizlikler dikkate alindiginda, V' tiirevinin integrali alinir ise, verilen

sartlara bagl olarak

V(t,e) <V(ee€) +f |f(w)|du — (,u—n)f |q(s,x(s))|ds+nf |q(s,x(s))|ds.
0 € 0

Boylece Teorem 12’lin ispat1 tamamlanir.

Teorem 13 (Burton ve Purnaras, 2013). q(t,x) fonksiyonu t den bagimsiz ve q(t,x) =

g(x) olsun. Ayrica, asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim:
§>0,|h(t,x)| = 8lg(x)],V(t,x) €[0,00) X R; (41)

p € [1,), f € LP[0, ), p ¢ift tamsay, a, § pozitif sayilar olmak tizere

B+ (p—Da<ps;
here > 0vehert > 0 i¢in
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JICu+t0)ldu < B
dir. Bu takdirde
fot |C(t,s)|ds < a

olur. Ayrica, u > 0,

peO,ps—p—-(@-"a (42)
ve yeterince kii¢lik € > 0 sayilari i¢in

SUDse[0,00) fSOOIC(u +€,5)—C(y,s)|du< u (43)
olsun. Eger f € LP[0,) ve x fonksiyonu (38) denkleminin [0, ) araligi tizerinde bir
¢oziimii ise bu takdirde g(x(. )) € LP[0, o) olur.

Ispat. € > 0 Ve supse(o,co) f:OIC(u +¢€,5) — C(u,s)|du < u olsun.

x(t)
t (o)
V(te) = pf gP~(s)ds +] U IC(u+s,s)|du| gP(x(s)) ds
0 0 t—s+e

u=>t—s >e¢€ Lyapunov fonksiyoneli tanimlansin. xg(x) = 0ve pbir ¢ift tamsayi

olmasi nedeni ile

[ g7 s)ds 2 0
ve
0<V(t,e), ¥t=0, ve>0
olur.
—|C(t+¢€,5)] <—|C(t,s)|+|C(t+e€55)—C(tLs)

esitsizligi kullanildiginda,

V'(te) = pgp_l(x(t))x’(t) + f |C(u +t, t)dug? (x(t))| — JIC(t +¢€,5)| gp(x(s)) ds
€ 0

< pgp"l(x(t))x’(t) + gp(x(t))f [C(u+t t)|du — J |C(t,s)| gp(x(t))ds
€ 0

+ jt|C(t +€,5) = C(t,5)|g”(x(D))ds
0
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elde edilir.

foo|C(u +t,t)|du<p
€
esitsizligi dikkate alindiginda
V'(t,€) < pgP (x(0)x'(©) + BgP (x (1)) — [1C(t )| gP(x(s))ds
+ fOtIC(t +¢€,5) — C(t,s)|gP(x(s))ds (44)
yazilabilir. x fonksiyonu (38) denkleminin bir ¢6ziimii oldugunda
H=pgP(x(D)) [f(t) —x'(t) — h(t,x()) — j:C(t, s)g(x(s))ds| =0
ve

H =pgP *(x(®)f () —pg?~ (x()x' () — pg?P~ (x(0))h(t, x(1))

t
2" (x(®) [ C(6.5) g(x()ds
0
olur. (40) ve (41) kosullar1 dikkate alindiginda
pgPt(x(®))n(t, x()) = 0

ve

—pgP H(x@®)h(t, x@®) = —p|gP H(x®)h(t, x@®)) <| — pSgP (x(D))

1

yazilabilir.p = 2 i¢in + — =1 olur. Simdi ise, Young esitsizliginden,

SR

D
p—1

a? b1

ab < —+—,

p q

a=0b=>0, g=p/(p—1)

p-1
14

yazilabilir. p€ (0,p6—B—(p—1Da), y € (0,w ) ve MVPy

— >1
yardimut ile

MR FOLy P lg(O)P!

terimlerine Young esitsizligi uygulandiginda
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p-1 O , gP(x(0))

lgx@)PHF®] < MYP|fF©)].y P |gx@)IPt< M

p—1

elde edilir. Benzer bigimde ayni esitsizlik yardimai ile

H < plg(x@)["1f©] = pg” 7 (x(©)x'(©) = pg” 7 (x(©))h(t, x(1))
+p f 1C(& )] g(x(s))] 1g(x(@©)IP~2ds
0

<pM ? +py L8O _ i (x(0)x'(®) - psgP(x()

p—1

+p fot IC(t, 9)| ( g’@”) + gp(:(s)) ) ds

p—-1

=MfP () + y(p — DgP(x(@®)) —pg?* (x(®)x' () —pbgP(x(t))
+(p — 1) [1C(t, 9)|dsg?(x(®)) + [;1C(t,5)|dsg? (x(s))ds

elde edilir. Yukaridaki son esitsizlik ve fot |C(t,s)|ds < a sart1 yardimi ile
H<MfP(t)+y(p—1Dg?(x(t) —pg?~* (x(£))x' () — psgP (x(t))

+p ~ Dag?(x(®) + [1C(65)1g? (x(s))ds

bulunur. Buna bagli olarak da (44) ve (45) esitsizliklerinin kullanilmasi ile

t
V'(te) < pgPt(x()x' () + BgP (x(1)) —J 1C(t,5)1 g7 (x(5))ds
0

+f IC(t +€,5) — C(t,5)|gP(x(s))ds
0
< MfP () + y(p — 1DgP(x(t)) —pSgP(x(s))

+p— Dag’(x©) + [ 16@g"(x())ds
0
+Bg?(x(©)ds = [ 10(69)1g?(x())ds
0

+ JtIC(t +€,5) = C(t,9)]gP(x(s))ds
0

(45)
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ve

V'te)SMfP @) [ B+ v(p—1+ (p—Da—pdlgP(x(D)

t
+f IC(t +€,5) — C(t,5)gP (x(s))ds
0
elde edilir. Son esitsizligin son teriminin 0 dan t ye integrali alinir, integrallerin sirasi
degistirilir, (42) ve (43) ifadeleri, teoremin sartlari ile beraber g6z oniine alinir ise,
fot fOuIC(u +€5) — C(u,s)| gP(x(s))dsdu
o
= [, [ 1C(u+€,5) = C(u,s)|du gP(x(s))ds
< ufot gP(x(s))ds
elde edilir. y nin tanimindan
pr=p+@-Da-pd+yp-D+u<0
oldugu agiktir. V'(¢t, €) nin integrali alinir ve yukaridaki esitsizlikler kullanilir ise,
t

V(t,e) =V (0,6 <M[ fP(s)ds[B+yp—1)+(p—Da—ps] [} g°(x(s))ds

+ fot fou IC(u + €,5) — C(w,5)| gP(x(s))dsdu

<M [ fP(s)ds[B+y—1+ (- Da—ps+u] [ g?(x(s))ds

t Y

=M [ fP(s)ds+pu* [ gP(x(s))ds
elde edilir. Buna bagl olarak da

0<V(te) V(06 +u [, g°(x(s))ds+M [, fP (s)ds

yazilabilir.
x(0)

V(0,e)=p f gP 1(s)ds < »
0

olmasi nedeni ile,
0< [y g7 (x(9)ds <= [p [;¥ g7 (s)ds + M [ f? (s)ds]

elde edilir. Bu ise istenen sonug olup, ispat tamamlanmis olur.



9. INTEGRAL DENKLEMLERDE BAZI NiTELIiKSEL ANALIZLER

Burton (2010)

x(t) = a(t) — fot C(t,s)g(s,x(s))ds (46)

integral denklemini ele aldi. Burada a € L?[0,%), C(t, s) ¢ekirdegi bir tekil noktaya sahip
olup, t — s > 0 i¢in bu c¢ekirdek konvekstir. Burton (2010) uygun bir Lyapunov
fonksiyoneli tanimlayarak g(t,x(t)) — a(t) € L?[0,0) vet — ooigin x(t) — a(t) — 0
oldugunu gosterdi. Burton (2010) de

fot C(t,s)g(s,x(s))ds

integralinin var oldugu ve yeterince kiigiik € > 0 sayist igin

C(t,s) =0,Cs(t,s) =0,Cs(t,s) <0,C(t,s) <0 47
ve
0<s<t—et<o (48)

kabulleri yapildi. Ayrica Burton (2010) da 0 < p < 1 i¢in (t—s)7P ¢ekirdeginin
yukaridaki sartlar1 sagladig: var sayilmaktadir.

9.1. Niteliksel Sonuclar

Burton (2010), (46) integral denklemini (47) ve (48) sartlari ile birlikte inceldi. Her
t > 0ve x € Rigin a(t) ve g(t, x) fonksiyonlari siirekli,
xg(t,x) > 0,x #0 (49)

olsun. e > 0 ve t > € olmak iizere, Burton (2010)

- 2 2
V(te) = fot “Ci(t,s) (fstg(u,x(u))du)) ds + C(t,0) (fstg(u,x(u))du)) (50)
Lyapunov fonksiyonelini tanimladi. C, (t, s) ifadesi s = t de bir tekil noktaya sahiptir. Bu

durumda s <t —€ veya € <t —s almarak V(t,e) Lyapunov fonksiyonelinde bu tekil

noktadan sakinilmaktadir.
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Teorem 14 (Burton, 2010). x ifadesi (46) integral denkleminin [0, o) araliginda bir siirekli
¢oziimii olmak tizere, (47) ve (48) sartlar1 saglansin. € > 0 olmak tizere, (50) deki V(t,€)
Lyapunov fonkisyoneli tanimlanirsa, her t > € igin, V(t,€) Lyapunov fonksiyonelinin

(46) integral denklemi boyunca tiirevi alinirsa,

dva(;'e) < 29(t,x(t)[a(t) —x(t) + C(t,t —¢€) ftt_sg(u,x(u))du
_ ftt_e C(t,)g(s,x(s))ds] + Cs(t,t —€) (ftt_sg(u, x(u))du)2 (51)
olur.

Ispat. t > € icin C,(t,0) < 0,Cs(t,s) <0, 0<s <t—e olur. Bu takdirde Leibnitz’s

kuralindan
V'(t,e) < C,(t,t—¢€) (ftt_‘gg(u,x(u))du)2
+2g(t,x(t)) fot_e C.(t,s) fstg(u, x(u))duds

+2g(t,x(©))C (¢, 0) fotg(u, x(w))du

elde edilir. Bu esitsizlikteki son iki erime kismi integrasyon uygulanir ise,

29(t,x(®) fot_e Cs(t,s) fstg(u, x(w))duds

t t—e€ t—e
= Zg(t,x(t))[C(t,s)fg(u,x(u))du | +f C(t,s)g(s,x(s))ds]
s 0 0

t t
= Zg(t,x(t)) [C(t,t—€) fg(u,x(u))du — C(t, O)fg(u,x(u))du
t—e 0

+ fot_e C(t,5)g(s,x(s))ds]

bulunur. Buna, bagl olarak da
V'(t,e) < C,(t,t—¢€) (ftt_eg(u,x(u))du)2
+2g9(t, x(®)[C(t, t —€) ftt_eg(u,x(u))du + fot_e C(t,5)g(s,x(s))ds]

= C,(t, t—¢€) (ftt_eg(u,x(u))du)2
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+2g(t, x(D))[C(t, ¢t —€) ftt_eg(u, x(w))du + ftt_e C(t,5)g(s,x(s))ds]

+2g(t, x(0))[a(®) — x(8)]
elde edilir. Boylece Teorem 9 nin ispat1 tamamlanir. Ayrica, Burton (2010))
x(t) = a(t) — fot D(t,s)g(s,x(s))ds (52)
integral denklemini ele aldi. Burada g fonksiyonu (49) sartini ve D ¢ekirdegi ise

integrallenebilirlik sartin1 saglar. Burda (52) integral denkleminin ¢éziimlerinin var oldugu

kabul edilmektedir. Burton (2010) asagida verilen teoremi ispatladi.

Teorem 15 (Burton, 2010). (49) sartina ilaveten |g(t,x)| < |x|, D siirekli, fooolD(u +
t,t)|du <6, fot |D(t,s)|ds <y , p bir ¢ift pozitif tam say1 ve a € LP[0, o) olsun. Eger

§+(p-1Dy—-p<o0
ve x(t), (52) integral denkleminin [0, o) aralig1 iizerinde bir ¢6ziimii ise, bu takdirde

Iy g? (s,x(s))ds < oo
olur.
ispat.

t ro0
ve) =, J,_ D +s,s)ldu gP (s,x(s))ds

Lyapunov fonksiyoneli verilsin. Bu fonksiyonelin (52) integral denklemi boyunca tiirevi

alinir, teoremin sartlarina bagl olarak
¢

V() < 8970 — [ ID(6 )] g7 (s x(s))ds
0

+pg?~ (&,x(0)) |a(®) = x(t) = [;1D(t,5)] g (s, x(s))ds]
elde edilir. Burada son terim sifirdir. Ciinkii X, (52) denkleminin bir ¢oziimiidiir.
ab < (aP/p)+ (b%/s) esitsizligi kullanildiginda, q (yeterince kiigiik) ve M (yeterince
biiyiik) sayilart bulunur dyle ki
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pla®gP~! (t,x(®) — g7~ (£, x(0))x () + f ID(t,$)I[gP~ (¢, x())g(s, x(s))ds]

< q(p - D(gP (6x(O)P + Ma?(©) - pg? (6, x(0)

t _p_
+J. |ID(t, )| [(p — 1) (gp_l (t,x(£))P~1 + gP (s,x(s))] ds
< q(p — Dg® (t,x(t)) + MaP(t) — pg? (¢ x(v))

t t
+(p — 1)f |D(t,s)| dsg? (t,x(t)) +f |D(t,s)| dsg? (s,x(s))ds
0 0
olur. Buna bagli olarak da

V) <[8+qp-1—p+@-Dylg? (tx(®) +Ma’ ()
elde edilir. g sayisi yeterince kii¢iik oldugundan, p > 0 sayist vardi dyleki
V'(t) < —pgP (t,x(t)) + MaP(t)
elde edilir. Bu esitsizligin 0 dan t ye integrali alinir ise, toremin iddiasina varilir. Ayni

caligmada, ayrica Burton (2010) asagidaki

t
x(t) = a(®) — [, [C(t,s) + D(t,5)]g(s,x(s))ds (53)
integral denklemini inceledi. Bu denklem i¢in (47), (48) ve (49) sartlarina ilaveten y ve o

pozitif sabiler olmak iizere
LD ds <v, [ ID(u+t,t)|du <8,y +68 <2 (54)

sartlarinin saglandig kabul edilmektedir. Burton (2010) asagidaki teoremi ispatladi.

Teorem 16 (Burton, 2010). (53) integral denklemi igin (47), (48) ve (54) sartlarina ilaveten,
D siirekli olsun. Bu takdirde
V(te) = fot fto_ole(u +5,8)|du g2 (s, x(s))ds

+ fot_e Cs(t,s) (fstg(u,x(u)) du)?ds + C(t,0) (fotg(u,x(u)) du)?

fonksiyoneli igin
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V'(te) <2g(tx®)[at) —x(t) — fOtD(t, $)g(s,x(s))ds
+C(t,t —¢€) ftt_eg(u,x(u))du]
_2g(t,x(t))[ftt_EC(t, s) g(s,x(s))ds + Cs(t, t — €) (ftt_eg(u,x(u))du)z

+892(t, x(1)) — fOtID(t, )| g2 (s,x(s))ds
olur.

Ispat. C; < 0ve Cs < 0 oldugundan

V'(te) < fOOOID(u +t,6)|du g2(t, x(t)) — fOtID(t, $)1g? (s, x(s)) ds
+Cy(t, t — €) (ftt_eg(u,x(u))du)z
+2g(t,x(t)) fot_e C.(t,s) fstg(u,x(u)) duds

+2g(t,x(t))C(¢,0) fotg(u,x(u)) du

< 692(t, x(0)) —f ID(t,s)| g2 (s,x(s))ds
0

+2g(6,x(©)C(E 0) [ g(w xw) du + €t ¢ — &) (J)-, 9w x(w)du)’
+29(tx@)[C(s) [ g(uwx)du |5+ [T C(t5) g(s,x(s))ds]
= 5g2(t, x(t)) Cs(t,t — €) ( [ g(u,x(u))du)2

+2g(t, x())C(¢,0) [ g(u,x(W) du — []1D(t,5)| g (5,x(s))ds
+2g(t, x(@®)[Ct,t —€) [__g(uxW)du — C(¢,0) [ g(u,x(w)) du
+[7Ct,s) g(s,x(s))ds].

= 59%(t,x(D) Cs(t,t — €) ( [ g(u,x(u))du)2

— [}ID(t, )| g2 (s,x(s))ds + 2g(t, 0)C(t,t — &) [ _g(w, x(w))du
+2g(t,x(©)[a(t) — x(&) — [, D(t,5)g(s,x(s))ds]

—2g(t,x(®) [, C(t,)g(s,x())ds

elde edilir. Boylece teoremin ispati biter.
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Burton (2008) lineer
x(t) = a(t) — fot C(t,s)x(s)ds (55)

integral denklemini géz oniine aldi. Burda x ve a, n-bilesenli vektorler, n > 1, C ¢ekirdegi
ise n X n basamaktan bir matristir. a(t) fonksiyonu [0, o) araliginda ve C ¢ekirdegi ise

[0, ) X [0, o0) bolgesinde siireklidir. Burton (2008) asagida verilen sonuglari ispatladi.

Teorem 17 (Burton, 2008). K ve a, @ < 1, pozitif sayilar olmak tizere
la(t)| < K ve sup (s fOtIC(t,s)Ids <a

sartlar1 saglansin. Bu takdirde (55) integral denkleminin bir tek ¢6ziim var ve bu ¢6ziim

[0, ) araliginda siirekli ve siirhidir.

Ispat. (X, || - ||) supremum norm ile tanimli siirekli smirli ¢ : [0.00) — R fonksiyonlarmnin

bir Banach uzayi olsun. ¢p € X olmak iizere bir P : X - X  donisiimi
(PPY() = a(t) — [, C(t,5)$p(s)ds
ile tanimlansin. Eger ¢p,n € X ise, bu takdirde
I(POY(E) — (PO < [, 1C(ES)] 1d(s) —n(s)lds < a [l =7
olur. Buna bagli olarak, P bir daralma doniisiimii olur ve bir ¢ € X vardir dyle ki
(PH(®) = p(8) = a(®) — [ C(t,5)p(s)ds

olur. Bu sonug¢ Teorem 17 in ispatini tamamlar.

Teorem 18 (Burton, 2008). Bir a < 1 sayisi1 var dyle ki fooo |C(u+t,t)| du < a olsun.

Eger a € L1[0, ) ise, bu takdirde x(t) € L'[0, o) olur.

Ispat. (55) integral denkleminden

t

(O] < la(®)] + f 1C(,9)11x(s)] ds

0
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yazilabilir. (55) integral denkleminin [0, o) aralig1 tizerinde bir ¢6ziimiiniin var oldugunu

kabul edelim.

V(t) = ff |C(u+s,s)| du|x(s)|ds

Lyapunov fonksiyoneli tanimlansin. Bu fonksiyonelin (55) integral denklemi boyunca

tirevi

0 t

Vi(e) = f 1CCu +t,0)] dulx(®)] - f 1C(,9)|1x(s)] ds
0

0

ile verilir.|x(t)| igin yukarida verilen esitsizlik kullanildiginda

(o]

V(D) < f IC(u+t,0)| dulx(®)| = |x(O] + la(®)] < (a = D]x(@)] + |a®)]
0

yazilabilir. Bu son esitsizligin her iki yanini integrali alindiginda

0o<sV()< V(0)+j|a(s)|ds— (1—a)f|x(s)|ds
0 0

elde edilir.

Buna bagli olarak da

t t
f x(s)| ds < (1/(1 — a)) f la(s)\ds
0 0

yazilabilir. Boylece Teorem 18 un ispat1 tamamlanir.

Teorem 19 (Burton, 2008). a : [0,00) — R" fonksiyonu siirekli ve C(t,s) i1se nXn
basmaktan 0 < s < t < oo araliginda stirekli fonkisyonlarin bir matrisi olsun. Bu takdirde

x:[0,00) = R ile tamiml1 ve (55) integral denklemini saglayan bir tek fonksiyon vardir.

Ispat. b > 0 olmak iizere, X ise ¢ : [0,b] » R"™ biciminde taniml siirekli fonksiyonlarin

bir vektdr uzay1 olsun. 7 bilinen bir say1 olmak tizere, X uzayinda normu

|¢l; = sup{l¢()]e™™ : 0 < t < b}
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ile tanimlayalim. Bu takdirde (X,|-|,) bir Banach uzayidir. b verilen pozitif keyfi bir
sayt olsun. (55) integral denkleminin [0,b] araliginda bir ¢6ziimiin var oldugu
gosterilecektir. 7 = supg<s<t<p|C(t,s)| + 1 olmak lizere P :X — X donilisimii ¢p € X

icin
t
PH)©) = alt) - f C(t, $)p(s)ds
0

ile tanimlansin. Bu takdirde her ¢,n € X i¢in

t
|(PH(O) = (PDO)e™™ < e‘”f 1C(t,s)| |p(s) —n(s)lds
0

t
_ f e (2, 5)] e |p(s) — n(s)lds
0

IA

t
f e~ |¢(t, 5| ds | — 7,
0

t
< f e D (r — 1) ds | 1,
0

r—1
r

|¢_n|r

olur. Buna bagl olarak, P doniisiimiiniin bir daralma déniisiimii oldugu ve (55) integral
denklemini saglayan bir tek sabit noktanin var oldugu sonucuna varilir. Bu sonu¢ yardimi

ile teoremin ispat1 tamamlanur.

Teorem 20 (Burton, 2008). Siireklilik sartlart altinda (55) integral denkleminin siireklilik

sartlar1 altinda tek ¢ozimi

t

x(t) = a(t) +f R(t,s)a(s)ds

0
olarak ifade edilir.
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Ispat. t > 0 olmak lizere R(t,u) ¢ekirdegi 0 <u <t ve

u

x(uw) = a(u) —f C(u,s)x(s)ds

0
ise 0 <s<u<t igin tammlasm. x(u) ifadesini soldan R(t,u) ile ¢arpip, u ya gore 0

dan t ye integral alalim. Bu takdirde

t t t

fR(t,u)x(u)du— f R(t,uw)a(u)du =—f R(t,u) fC(u,s)x(s)dsdu
0

0 0 0

t ¢
:—ff R(t,u)C(u,s)du x(s)ds
0 s

t
= f[R(t, s) —C(t,s)] x(s)ds
0
elde edilir. Burada
R(t,s) =C(t,s) — ftR(t,u)C(u, s)du

olarak tanimlanmaktadir. Boylece
t t

—f R(t,w)a(u)du = — fC(t,s)x(s)ds
0 0

olur. Bu esitlik
t

x(t) = a(t) —f C(t,s)x(s)ds
0

ile birlikte dikkate alindiginda
t

x(t) = a(t) —f R(t,w)a(u)du

0

sonucuna varilir. Bu ise teoremde istenen sonugctur.

Teorem 21 (Burton, 2008).
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x(t) = a(®) — [*_ C(t,5)x(s)ds (56)

olsun. Burada a:R — R™ olarak tamimlanmakta ve bu fonksiyon siireklidir. C(t,s)
cekirdegi R X R bolgesinde siirekli olup, ilaveten pozitif bir T sabiti var dyle ki
a(t,T) =a(t)veC(t+T,s+T)=C(ts)

olur. Ayirca f_tOOIC (t,s)|ds stirekli ve bir @ < 1 sabiti var dyle ki
t

sup fIC(t,s)IdS <a<l1
ostsT J

esitsizligi saglanir. Bu takdirde (56) integral denklemi bir T-periydik ¢oziime sahiptir.

Ispat. (X,|-]), ¢:R = R™ ye siirekli ve T-periyodik fonksiyonlarm supremum norm ile

taniml1 bir Banach uzay1 olsun. ¢p € X olmak lizere H : X - X donilisimii

t

(HP) () = a(t) - j C(t,$)p(s) ds

ile tanimlansin. Bu takdirde, H¢ dontisimii T-periyodiktir. Ayirica, ¢,n € X ise, 0

zaman 0 <t < T igin

((H$)(®) — (HN O < [* 1€t )] p(s) = n(s)|ds
= [', 1c& 9! 1¢(s) —n(s)lds
<lp—nlf, ICts)lds
< alp —nl

olur. Buna bagl olarak H bir daralma doniisiimii olur. Bu nedenle, verilen doniistimiin bir

tek sabit noktasi var ve bu nokta X e aittir. Eger (55) integral denklemi
t 0
x(t) =a(t) — f C(t,s)x(s)ds + f C(t,s)x(s)ds
olarak ifade edilirse, bu takdirde

t

a(t) — fC(t,s)x(s)ds

— 00
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integrali periyodik bir fonksiyon olur. Bu durumda x sinirli bir fonksiyon olmak kaydiyla

0

f C(t,s)x(s)ds

sifira yakinsar. Buna bagli olarak da x = p + q olarak ifade edilebilir. Burada p periodik ve
q ise sifira yakinsar. Ayrica, bu gibi fo ye bir doniisiim olur. nksiyonlar i¢in (Y, || - ||) bir

Banach uzayi olur. (55) integral denklemi ise Y = Y ye bir doniisiim olur.

Pr climlesi R den R™ ye T-periyodik ve siirekli fonksiyonlarin bir climlesi olsun.
O zaman ¢ € Py ise, t » o igin f_ooo C(t,s)¢p(s)ds - 0 olur. g:[0,0) - R"™ ve
t = oo igin q(t) — 0 olmak iizere, Q bu siirekli fonksiyonlarin bir ciimlesi olsun. g € Q ve
t > o ig¢in fot C(t,s)q(s)ds —» 0 olsun. Simdi ise , bir sonraki téremin ispatinda

kullanilacak agsagidaki Lamma’y1 ifade edelim.

Lemma 4 (Burton, 2008). ¢:[0,0) > R™ ve ¢ €Y olmak iizere (Y,] -]|) stirekli
fonksiyonlarin bir Banach uzay1 olsun. Bu takdirde p € Py, g € Q ve ¢ = p + q olup,
(Y,|l-11) Banach uzayidir.

Teorem 22 (Burton, 2008). C(t+T,s+T)=C(t,s),a€P;, t—-o igin
f_ooo C(t,s)p(s)ds >0 ve fot C(t,s)q(s)ds - 0 sartlar1 saglansin. Ayrica bir a < 1
sayis1 i¢in f0t|C(t, s)|ds < a olsun. Bu takdirde (55) integral denklemi bir x(t) = p(t) +

q(t) ¢oziime sahiptir. Burada p € P ve g € Q dur.

Ispat. (Y,||-1), ¢ =p + q ile verilen fonksiyonlarm bir Banach uzay1 olsun. Burada
pEPrveq€eEQ dir. H:Y =Y donisiimi tanimlansin. Bu takdirde ¢ =p+qg €Y

olmasi nedeni ile

(Hp)(®) = a(t) — [} C(t,s) [p(s) + q(s)] ds
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= [a(t) - f_too C(t,s) p(s)ds]

0 t
+[ [, C(ts) p(s)ds — [; C(t,s) q(s)ds]
=:Bp+A¢

olur. Bu doniisiim A ve B operatorlerini Y iizerinde tanimlar. Ayirca B: X — Pr C Y ve

A:Y —>Q cYolur.

Teorem 23 (Burton, 2008). a € L'[0,00) ve [ |C(u+s,5))|du integrali 0 <s <t <
oo ig¢in siirekli olsun. Eger a < 1 olmak tizere fOOOIC(u +t,t))|du < a ise, bu takdirde
(55) integral denkleminin x(t) ¢oziimii L'[0,) de olur ve R(t,s)=C(t,s)—
fst R(t,u)C(u,s)du ifadesinin R(t, s) resolventi L! iizerinde L' yaklasimini olusturur.

Ispat.
t oo
V(e) = [, J._|Clu+s,9)|dulx(s)|ds
Lyapunov fonksiyoneli verilsin. (55) integral denkleminde
t
Ix(®)] < la@®)] + [, 1C(t, $)x(s)lds
yazilabilir. Verilen Lyapunov fonksiyonelinin tiirevi alindiginda kolaylikla
I © t
V'®) = [, ICu+t, ) dulx(®)] - [jIC(t s)x(s)|ds

<alx@®] = x@®] + la@®] = (@ = DIx@O] + [a(®)]
elde edilir. Bu esitsizligin 0 dan t ye integrali alinir, V(t) > 0ve a € L' olmasi nedeni
ile kolaylikla x € L! oldugu goriilebilir. Simdi eger
x(t) = a(t) — fot R(t,s)a(s)ds
ve
(P$)(t) = ¢(t) — J, R(t,5)¢p(s)ds
ifadeleri gz oniine alnur ise, her bir ¢ € L' i¢in Py € L' oldugu goriiliir. Bu sonug ise

verilen teoremin ispatin1 tamamlar.



71

Teorem 24 (Burton, 2008). (55) skaler bir integral denklemi ve f:S|C(u +s,5))|du
siirekli olsun. Ayrica @ <1 ve f§ < 1 sabitler olmak iizere [ OOOIC (u+tt))|ldu<a ve

SUP;s0 fOt|C(t,S)|dS < B olsun. Bu takdirde R(t,s) resolventi swrasiyla L',L? ve L%

yaklagik Ozdesliklerini L',L? ve L*® uzaylarinda dogurur.¢, € L', ¢, € L? ve 5 €
L” olmak iizere, = ¢, + ¢, + ¢3 ise, bu takdirde Py = ¥, + P, + 3 olur.
Ispat. Here € > 0 icin bir M > 0 sayis1 var dyle ki (55) denkleminin karesi alinir ve

mevcut teoremin sartlart kullanilirsa,
2

x2(t) < Ma? (t) + (1 + 6)(ft C(t,s)x(s)ds)
0
<Ma?(t)+ (1 + e)ft |C(t,s)|ds ft |C(t,s)|x%(s) ds
0 0

<Ma?(@t)+(1+e) [)’f |C(t,s)|x2(s) ds
0
t

= Ma? (t) +J |C(t,s)|x?%(s) ds

0
elde edilir. (1 + €) B = 1 olsun. Buna bagli olarak

—[E 10t 9)Ix2(s) ds < M a?() — x*(1)
yazilabilir.
V() = fot ftojSIC(u + 5,8))|du x%(s) ds

Lyapunov fonksiyoneli verilsin. Bu fonksiyonelin (55) integral denklemi boyunca tiirevi

alinir ve verilen téremin sartlar1 kullanilirsa
V'(t) = fooo |C(u+¢t,t)| dux?(t) — fotIC(t, )| x%(s)ds
<Ma? () — 22+ [ |C(u+t,0)] dux?

< Ma? (t) — (1 — a) x2(t)

yazilabilir. Bu son esitsizligin integrali alindiginda
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(1-a) [, x*(s) ds<M [, a(s) ds
esitsizligi elde edilir. Buna bagl olarak da x € L?[0,00) elde edilir. Ispatin geri kalan

kisimlar1 kolaylikla tamamlanabilir.

Lemma 5 (Burton, 2008). (55) skaler bir integral denklemi olsun. Ayirca, a < 1 olmak
kaydiyla sup;sg fot |C(t,s)|ds < a esitsizligi saglansin. (55) integral denklemi goz Oniine
alindiginda, M > 0 ven > 0 sayilan var dyle ki

22" < MP 1@ () + [1C(t, 9)| 22" (s)ds
olur.

Ispat. (55) integral denkleminin her iki yaninin karesi alindiginda

x2(t) = a? () — 2a(t) f, C(t,)x(s)ds + ([, C(t, $)x(s)ds)”
elde edilire >0ve (14 €)a =1 olmak iizere, bir M > 1 sayist bulunabilir dyle ki
2la®)|lyl < (M —1)a®? (t) + ey? olur. Buna baghh olarak Schwarz esitsizligi
kullanildiginda

x2(8) < Ma? () + (1 + &) ([ C(t,)x(s)ds)”
<Ma?(@®) + @ +e) [, ICEts)lds [, 1C(t,5)|x?(s) ds
< Ma? () + [, 1C(t,$)lx?(s) ds
elde edilir. k pozitif bir say1 olmak {izre
X2 () < MPK1 a2k (6) + [1]C(t, 5)| x%(s)ds

olsun. Bu esitsizligin karesi alindiginda

x4k(t) < M4k—2 a4k (t)
F2M21 a2k (1) 110 (e, )] x2(s)ds + ([L1C ()| x7(s)ds)
< M**=2 g% (£) + (M — 1)[ M2k~ g2k ()] 2

+(1+6) (L1, )] x?(s)ds)
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< M¥*=2 g% ()(M — 1+ 1)
+(@+6) [) 1C(t,9)ds [) 1C(t,$)]x**(s) ds
< M¥1 g (6) + [7|C(t,5)|x*(s) ds

elde edilir. Eger, 2k = 2™ alinir ise, bu takdirde 4k = (2)2" = 2™*1 olur. Buna bagh

olarak da teoremde iddia edilen sonucuna varilabilir.

Teorem 25 (Burton, 2008). (55) skaler bir integral denklemi ve ft°fS|C(u+s,s)|du

integrali siirekli olsun. « < 1ve 8 < 1 sabitler olmak iizere
¢ oo
f |C(t,s)|ds < a ve fIC(u +t,t)|du < B
0
0

olsun. Eger, bir n >0 sayis1 var ve a € L2"[0, o) ise, bu takdirde (55) integral denkleminin

coziimleri icin x € L2" [0, ) olur.

Ispat.
V(t) = fot f:le(u +5,5))|du x%" (s)ds

Lyapunov fonksiyoneli verilsin. Bu fonksiyonelin (55) integral denkleminin ¢dziimleri

boyunca tiirevi alindiginda, teoremin sartlarina bagli olarak
Ve =[] ICu+t)ldux? () - fOtIC(t, )| x2" (s)ds
< Bx2"(t) — x2" () + M1 a?" (v)
elde edilir. Bu esitsizligin 0 dan t ye integrali alindiginda
0<V(®) V(O —(1—P)f, x?"(s)ds + M1 [*a®"(t) dt

esitsizligi kolaylikla bulunur. Bu sonug ise verilen teoremin ispatini tamalar.

Teorem 26 (Burton, 2008). (55) bir skaler integral denklem olsun.

C(t,s) =0,Cs(t,s) =0,C.(t,s) <0,Cs: (t,s) <0 (57)
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esitsizlikleri saglansin ve bu fonksiyonlarin hepsi siirekli olsun. Bu takdirde (55) integral

denkleminin ¢éziimleri boyunca

t t 2 t 2
V(t) = fo C,(t,s) (fs x(u)du) ds + C(t,0) (fo (x(s)ds )
Lyapunov fonksiyonelinin tiirevi
V'(t) < —x2(t) + a?(t)

esitsizligini sagalar.

(i) Eger a € L?[0, o) ise, bu takdirde x€ L?[0, o) ve fOtR(t, s) a(s)ds €
L?[0, o) olur. Ayrica V (t) smurl our.

(if) B ve K pozitif sabitleri var oyle ki

SUP =0 fot C,(t,s)ds = B < oo ve sup C(t,0)=K<o

saglanir ise, bu takdirde (55) integral denkleminin ¢dziimleri boyunca

7
(J; Rt s)a(s)ds) = (a(t) — x(1)? < 2(B + K)V (D) (58)
olur. (58) de a € L? olmas1 gerekmez. Ancak, eger, a € L? ve smrh olur ise, V (t)

fonksiyoneli ve x smnirli olur.

Ispat.
V) = [ C(t,s) ( N x(u)du)2 ds + C(t,0) ( f, x(s)ds )2

Lyapunov fonksiyonelinin (55) integral denklemi boyunca tiirevi alindiginda

V'(t) = fot Ce(t,s) (fst x(u)du )2 ds + 2x fot Cs(t,s) fst x(u)duds

+C,(t,0) ( [; x(s)ds )ZZxC(t, 0) J¢ x(s)ds

elde edilir. Bu esitlikteki ikinci ve {igiincii terimlere kismi integrasyon uygulandiginda
t

2x[C(t,s) fst x(w)du| + fot C(t,s)x(s)ds] = 2x[—C(t,0) fot x(w)du + fot C(t,s)x(s)ds]
0

elde edilir. Buna baglh olarak (57) deki esitsizlikler ve mevcut sartlara bagli olarak

V() = [ Cee(t,s) ( [ x(Wdu )2 ds + C,(t, 0) ( [y x(s)ds )2 + 2x[a(t) — x(D)]
< 2xa(t) — 2x2(t)



75

< a?(t) — x2%(t)
sonucuna varilir. Buradan integral alindiginda,
0< V() SV(0)+ [ a®(s)ds — [, x?(s)ds
elde edilir. a € L2[0, ) ise, 0 zaman x € L?[0, ) ve V sl olur. Schwarz esitsizligi

uygulandiginda
(fot C,(t,s) fst x(v)dvds )2 < fot C,(t,s)ds fot C,(t,s) (fst x(v)dv )2 ds

t t 2 t 2
< B [, Cs(t,s) (fs x(v)dv) ds + BC(t,0) (fo x(s)ds)
= BV (t)

elde edilir. Ayrica,
¢ 2
(fOtCs(t,s) fst x(v)dvds )2 = <C (t,s) fst x(v)dv | + fot C(t,s)x(s)ds )
0

= (—C (t,0) fot x(v)dv +f0t C(t,s)x(s)ds )2
= (a®) - x® - € ¢,0) [ x@w)dv )’

> (1/2 (a(t) = x(t))? = (C (,0) f, x(v)dv )2
oldugu agiktir. Buna bagh olarak da (1/2 (x(t) —a(t))?> < (B+ K)V(t) esitsizligi

yazilabilir. Boylece teoremin ispat tamamlanir. Yani (58) esitsizligi saglanir.

Omek 10 (Burton, 2008). C(t,s) = e =9 ve a?(t) =y + u(t) olarak tanimlansim.
Burada y bilinen pozitif bir say1 ve u € L[0, o) dir. Bu durumda supsq fot C(t,s)ds =

B < oo ve sup C(t,0) = K < oo sartlari fote_(t_s) ds<1=Bve C(t,0)=e*t <1=
t20

K seklinde diizenlenebilir. Ote yandan

V(t) < fote‘(t‘s)(t —5) fst[y + u(uw)]duds + e tt fot[y + u(s)lds

yazilabilir. Buradan V (t) fonksiyonelinin sinirli oldugu kolaylikla goriilebilir. Bu durumda
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¢ 2
(f R(t,)a(s)ds) = (a(t) —x(D)" < 2(B + K)V (1)
0

esitsizligi dikkate alindiginda hem (x(t) — a(t))? ve hem de x(t) nin smurl oldugu

sonucuna varilabilir.

Ornek 11 (Burton, 2008).

t t
x(t) = a(t) — f C(t,s)x(s)ds — f D(t,s) x(s) ds
0 0

integral denklemi verilsin.
fID(u+ t,t))|du <p <1
0

sart1 saglansin. Eger a € L? [0,00) ve Teorem 27 deki sartlar saglanir ise, bu takdirde x

¢oziimii de L? [0, ) uzaymnm bir eleman1 olur. Bu gdstermek igin

v = Jfees) ([ x@du) ds+c60) (fieds )
+ fot f:SID(u +5,5)|du |x(s) |* ds

Lyapunov fonksiyoneli verilsin. Bu Lyapunov fonksiyonelinin verilen integral denklemi
boyunca tiirevi alinip, verilen sartlar kullanildiginda M pozitif bir sabit olmak iizere

V'(t) < Ma?(t) — Bx2(¢)
elde edilir. Bu essizligin 0 dan t ye integrali alindiginda, istenilen sonuca ulasilir.

Simdi ise (55) integral denkleminde 0 < s <t < oo i¢in
2 1Cu+s,5))|du

integralinin siirekli ve a <1 olmak {izere

JlC@+t0)|du < a

esitsizligi saglansin.

Teorem 27 (Burton, 2008). fzSIC(u +s,8)|du ve fOOOIC(u +t,t)|du < a olsun. Ayrica,
a(t) fonksiyonu siirekli ve sinirlt olsun. Bunlara ilaveten, tiirevlenebilir ve azalan bir

@ : [0,00) > (0,00) fonksiyonunun var oldugunu ® € L![0, ) ve
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d(t—s) > fto_OSIC(u +5,5))|du
sartlarinin saglandigini kabul edelim. Eger x(t) , (55) integral denkleminin bir ¢éziimii ve
V() = fot fto_OSIC(u +5,8))|du |x(s) |ds
ise, bu takdirde V (t) fonksiyoneli siirli olur. Bunlara ilave olarak, eger K > 0 pozitif bir
sabit ve
S 1Cu+s,)ldu = K|C(t, )]

ise, bu takdirde x(t) sinirli ve sup;s fOtIR(t, s) |ds < oo olur.

Ispat.
V(t) == fotf:SIC(u + 5,5))|du |x(s) |ds
Lyapunov fonksiyoneli verilsin. (55) integral denkleminin ¢oziimleri boyunca bu

fonksiyonelin tiirevi alindiginda
V(©) = [} 10+ t, ) ldu lx(t) | - [{1C(t,5)x(s)|ds
elde edilir. (55) integral denkleminden
x(O = la(®)| < [J1C(t, $)x(s)]ds

yazilabilir.
JlC(u+ t,t)|du < a
0

olmasi nedeni ile

V() < alx(@] + [a(@®)]| = [x(@®)| = =6lx(®)| + |a(®)]
elde edilir. § > 0 Buna bagli olarak da 0 < s <t < o0 i¢in

dv(s)

TCD(t —5) < =6|x(s)|P(t —s) + |a(s)|P(t —s)

elde edilir. Boylece bir t > 0 sayisinin var oldugunu ve
V(t) = maxV(s)

0ss<t

esitlginin saglandigini kabul edelim. Bu takdirde
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t

i Z2 (e - 5)ds = VD@ =5) | = [y V() = (e —s)ds
0

=V()®(0) - V(s)%cb(t — s)ds

d

>V()P0) —V(t) fot ds

d(t — s)ds
=V(@®)®0)-V()®(0)+ V(E)P()
=V(t)P(t)
elde edilir. Buna bagl olarak da,
d(t—s5) > fto_OSIC(u +5,5))|du
olmasi nedeni ile, k > 0 sabit [|a|| ise a nin supremumu olmak tizere
VOP() < =6 [ &t —s) |x(s)lds + [ la(s)| Dt — 5) ds
< =6V(@)+ llallk
elde edilir. Bu esitsizlige bagli olarak da
VO[ @) + 6] < llallk
elde edilir ve boylece V (t) sinirli olur.
Eger | tojSIC (u+s,s)ldu = K|C(t,s)| sartt saglanir ise, bu takdirde V(t) =
K[ |x(t)| — |a(t)] ] elde edilir. V Lyapunov fonksiyoneli sinirli oldugundan, X(t) ¢oziimii

de sinirlt olur. Ancak
x(t) = a(t) — fOtR(t, s)a(s) ds
¢oziicii integral denklemi sinirlt ve siirekli, her a(t) fonksiyonu sinirli oldugundan, ayni

smirh ve stirekli a(t)fonkisyonu igin fot R(t,s) a(s) ds integrali sinirli olur. Perron’s

teoreminden dolay1 kolaylikla sup fOtR(t, s) ds < oo sonucuna varilir. Boylece verilen
t20

teoremin ispat1 tamamlanir.



10.TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinda belli tiirden integral ve integro-diferansiyel denklemlere ait bazi
temel bilgiler ve niteliksel sonuglar literatiirde mevcut bulunan bazi makale ve kitaplardan
aliarak, okuyucularin dikkatine sunulmasi amaglanmistir. Yapilan incelemeler sonucunda,
integral ve integro-diferansiyel denklemlerde ¢oziimlerin varligi ve tekliginin bir birileri ile
baglantili oldugu izlenmistir. Ayrica, diferansiyel denklemler ile integral ve integro-
diferansiyel denklemler arasinda yakin bir ilginin oldugu, bunlarin bir birlerine uygun
sartlar altinda doniistiiriilebildigi izlenmistir. integral ve integro-diferansiyel denklemlerin
uygulamali bilimlerde genis uygulama alanlarina sahip oldugu tespit edilmistir. Dolaysiyla,
bu denklemler hakkinda ¢ok sayida calismanin mevcut oldugu ve halen yaygin bir sekilde
caligmalarin devam ettigi tespit edilmistir. Ancak, tekil olmayan durumlarda ilgili
denklemler ait ¢ok sayida calisma olmasina ragmen, tekil integral ve integro-diferansiyel
denklemeler hakkinda ¢ok az sayida g¢alismanin oldugu tespit edilmistir. Bunu baslica
nedenlerinin tekil denklemlerde incelemeler sirasinda ortaya ¢ikan zorluklar olarak
diisiiniilmektedir. Sonug olarak, literatiirdeki mevcut ¢aligmalarin kesir basamakli integral
ve integro-diferansiyel denklemler ve stokastik integral ve integro-diferansiyel denklemler

icin yapilabilecegi onerilmektedir (Adomian,1986).
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