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OZET

BAZI SINIR-DEGER PROBLEMLERININ HYERS-ULAM KARARLILIGI

UNUTUR, Merve
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani : Dog. Dr. Sebaheddin SEVGIN
Agustos 2019, 51 sayfa

Bu tez calismasinda, bazi smir-deger problemlerinin Hyers-Ulam kararlili§1 ve
Hyers-Ulam-Rassias kararlilig1 incelendi. ilk olarak lineer olmayan iki-nokta smir-deger
probleminin kararlilig1 bir genellesmis sabit nokta teoremi kullanilarak ispatlandi, ve
daha sonra agirlikli uzay yontemi adi verilen bir yontem kullanilarak Hyers-Ulam-

Rassias kararliliga sahip oldugu gésterildi. Ikinci olarak integral smir kosullu lineer

olmayan bir sinir-deger probleminin kararliligi ayni1 yontemler kullanilarak ispatlandi.

Anahtar sozciikler: Agirlikli uzay yontemi, Hyers-Ulam kararlilik, Hyers-

Ulam-Rassias kararlilik, Sabit nokta teoremi, Sinir-deger problemi.






ABSTRACT

HYERS-ULAM STABILITY OF SOME BOUNDARY-VALUE PROBLEMS

UNUTUR, Merve
M.Sc. Thesis, Mathematics
Supervisor : Assoc. Dog. Dr. Sebaheddin SEVGIN
August, 51 pages

In this thesis, the Hyers-Ulam stability and the Hyers-Ulam-Rassias stability of
some boundary-value problems are studied. Firstly, stability of nonlinear two-point
boundary-value problem is proved by using a generalized fixed point theorem, and then
it is showed that the problem has the Hyers-Ulam-Rassias stability by using a method
called weighted space method. Secondly, stability of a nonlinear boundary-value

problem with integral boundary condition is proved by using same methods.

Keywords: Boundary-value problem, Fixed point theorem, Hyers-Ulam
stability, Hyers-Ulam-Rassias stability, Weighted space method
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1. GIRIS

Stanislaw Ulam, Wisconsin Universitesi Matematik kuliibiine 1940 yilinda
verdigi meshur konusmasinda bircok ¢oziilmemis problem sunmustur. Bu
konusmasinda Ulam (1964) tarafindan asagidaki genel problem verilmistir:

G, bir grup ve G,, d(:,) metrigi ile bir metrik grup olsun. € > 0 sayis1 verilsin.
Eger bir h: G; — G, doniisimii her x,y € G4 i¢in

d(h(xy), h(x)h(y)) < 6
esitsizligini sagliyorsa, o zaman her x € G; icin d(h(x),H(x)) < € ile bir H: G; = G,
homomorfizmasi var olacak sekilde bir § > 0 sayis1 var midir?

Bu problem fonksiyonel denklemlerin kararlilik teorisinin baslangi¢ noktasi
olmustur.

Matematik problemlerinin kararlilik kavrami daha genel bir bakis acisiyla su
sekilde verilebilir:

"Bir teoremin hipotezlerinde ufak bir degisiklik yaparak teoremin ana sonucunun
dogru ya da yaklasik olarak dogru kaldigini hangi durumlarda sdyleyebiliriz? " veya
"Belli bir 6zelligi yaklagik olarak saglayan bir matematiksel nesnenin, bu ozelligi
tamamen saglayan bir nesneye yakin olmasi gerektigi ne zaman dogrudur? "

Eger dikkatimizi fonksiyonel denklemler durumuna yoneltirsek, 6zellikle “verilen
bir denklemden ¢ok az farkli olan bir denklemin ¢6ziimii verilen bu denklemin
¢ozlimiine ne zaman yakin olmalidir?” veya benzer bicimde “bir fonksiyonel denklem
bir fonksiyonel esitsizlik ile degistirildiginde esitsizligin ¢dzliimlerinin denklemin
¢Ozlimlerine yakin olmasi gerektigi ne zaman iddia edilebilir?” sorusunu sorabiliriz.
Fonksiyonel denklemlerin kararlilik problemi bdyle bir temel sorudan kaynaklanmistir
(Rassias, 2000).

Hyers, 1941 de yaymlamis oldugu bir ¢aligmada Ulam'm sorusuna ilk cevabi
asagidaki teoremde ifade edildigi sekilde verdi.

Teorem 1.1. E; ve E, iki Banach uzay1 ve f: E; = E,, her x,y € E; vebazi § > 0 igin

If(x+y)—f)—fOIN<6

olacak sekilde bir fonksiyon olsun. Bu durumda her bir x € E; i¢in



f(2"x)
27’1

L(x) = lim
n—oo
limiti vardir ve L:E; = E,, her x € E; igin
If ) — L)l <6
olacak sekilde bir tek toplamsal fonksiyondur. Bununla birlikte, eger f(tx) fonksiyonu
her x € E; i¢in t ye gore siirekli ise, o zaman L lineerdir. Dahas1 f fonksiyonu E; deki
bir noktada siirekli ise, L de E; deki her noktada siireklidir.
Yukaridaki durum igin,
fx+y) =)+ )

Toplamsal Cauchy fonksiyonel denklemi Hyers-Ulam kararliliga sahiptir denir.
Yukaridaki teoremde, Hyers L: E; — E, toplamsal fonksiyonunu dogrudan verilmis f
fonksiyonundan olusturdu. Bu yontem direkt yontem olarak adlandirilir ve birgok
fonksiyonel denklemin kararliliginin incelenmesinde gii¢lii bir aragtir.

Hyers’in (1941) bu 6nemli sonucu asagidaki sekilde agiklanabilir:

f+y)=f)+f)
Toplamsal Cauchy fonksiyonel denklemi Banach uzayinin herhangi bir ¢ifti igin
kararlidir.
o y)=flx+y) = f() = fF(¥)

fonksiyonu Cauchy farki olarak adlandirilir.

Th. M. Rassias, 1978 de, Hyers’in teoreminin bir genellemesini Cauchy farkini
sinirsiz alarak asagida verilen teoremle ispatladi.

Teorem 1.2. E; ve E, iki Banach uzay1 olsun ve 8 > 0 ve 0 < p < 1 olmak iizere
fiEy = E,ninherx,y € Ej igin

If G +y) = fC) = FOII < 6IxII” + llylIP)

olacak sekilde bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Bu durumda her x € E; igin

If ) = L@ < 5= lxIl

olacak sekilde bir tek L: E; — E, toplamsal doniisiimii vardir. Bununla birlikte, eger
f (tx) fonksiyonu her x € E; igin t ye gore siirekli ise, o zaman L lineerdir.

Bu kararlilik olaymma Hyers-Ulam-Rassias veya genellestirilmis Hyers-Ulam
kararlilig1 denir. Hyers-Ulam-Rassias, farkli fonksiyonel denklemler i¢in kapsamli bir
sekilde incelenmistir. Makalelerin biiyiik ¢ogunlugunda Hyers 'in fikri kullanilir.

Hyers'in fikrinde



egerp <1 ise L(x) = lim 27" f(2"x),
n—-oo

egerp > 1 ise L(x) = lim 2"f(27"x)
n—-oo

formiili kullanilarak, L:E; = E, fonksiyonu verilmis f fonksiyonundan dogrudan
olusturulmustur.

Bu yontem direkt yontem olarak adlandirilir. Belli bir fonksiyonel denklemin
¢Oziimiinii bulmak i¢in siklikla kullanilir. Direkt yontem, bir¢ok fonksiyonel denklemin
Hyers-Ulam kararliligin1 ve Hyers-Ulam-Rassias kararliligin1 incelemek i¢in etkili bir
aractir ve c¢ok c¢esitli denklemlerin kararliligmmin  incelenmesinde basariyla
uygulanmistir. (Hyers et al., 1998). Hyers-Ulam kararlilig1 incelemek i¢in diger bir¢ok
etkili yontem vardir. Bunlardan biri sabit nokta yontemidir. Sabit nokta ydntemi,
fonksiyonel denklemlerin kararliligin1 géstermede kullanilan bilinen ikinci tekniktir. Bu
yontem 1ilk olarak Baker (1991) tarafindan kullanilmistir. Baker, fonksiyonel bir
denklemin Hyers-Ulam kararliligini tek bir degiskende ispatlamak igin Banach sabit
nokta teoreminin bir versiyonunu uyguladi. Radu, 2003 yilinda, A fonksiyonunun

varligiin ve

If ) = L@ < 5= lxIl

esitsizliginin Diaz ve Margolis'in (1968) alternatif sabit nokta teoreminden elde
edilebilecegini gbzlemlemistir (Radu, 2003). Sonra, Cadariu ve Radu (2003; 2004),
perturbe olmus denklemin belirli bir ¢ doniisimii ile kontrol edilmesi durumunda
Cauchy ve Jensen fonksiyonel denklemleri igin genellestirilmis bir Hyers-Ulam
kararlilik sonucu sundular. Onlarin fikri, Diaz ve Margolis'in alternatif sabit nokta
teoremini kullanarak kesin ¢oziimiin varligini ve hata tahminlerini elde etmek idi.
Ulam'm probleminin bir genellestirmesi olarak fonksiyonel denklemlerin yerine
diferansiyel denklemlerin kullanilmasiyla yeni bir ¢alisma alan1 ortaya ¢ikmustir. Lineer
diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararliligin1 inceleyen ilk bilinen kisi Obtoza
(1993; 1997) dir. Daha sonra, Alsina ve Ger (1998), bir diferansiyel denklemin Hyers-
Ulam kararliligini arastiran ilk ¢alismalarinda, y'(t) = y(t) diferansiyel denkleminin
Hyers-Ulam kararliligin1 ele aldilar ve bu denklemin, eger y:I — R, her t € I igin
ly'(t) — y(t)| < € esitsizligini saglayan bir diferansiyellenebilir fonksiyon ise, 0 zaman
her t €1 igin |y(t) — g(t)| < 3¢ olacak sekilde bir g:1 — R diferansiyellenebilir

¢Oziimiiniin var oldugunu ispatladilar.



Alsina ve Ger‘in (1998) bu sonucu Miura ve ark. (2001), Miura (2002) ve
Takahasi ve ark. (2002) tarafindan genellestirildi. Daha sonra Miura ve ark., (2003),
Miura ve ark., (2004) ve Jung (2004; 2005; 2006) degisik tiirden birinci mertebeden
lineer diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararliligini incelemislerdir.

Li (2010), y € €?(a,b), A > 0, —0 < a < b < o i¢in ikinci mertebeden

y" =2y
diferansiyel denklemlerinin Hyers-Ulam kararliigin1 ¢alisti. Li ve Shen (2010),
y € C?[a,b], f € C, —o < a < b < o olmak iizere ikinci mertebeden homojen
y'+tay' +By=0
ve homojen olmayan
y'+ay' + By =fx)
lineer diferansiyel denklemlerinin Hyers-Ulam kararliligini incelediler. Li ve Shen
(2009), y € C?(a, b), f € C, —o0 < a < b < oo olmak iizere ikinci mertebeden
y'+p@)y +q)y+r(x) =0
diferansiyel denklemlerinin Hyers-Ulam kararliligin1 ispatladilar. Javadian ve
arkadaslar1 (2011)
y' +p@y +q@)y = f(x)
bicimindeki diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararliliga sahip oldugunu
gosterdiler. Ghaemi ve ark. (2012) ve Abdullahpour ve ark. (2012) ikinci mertebeden
tam (miikemmel) diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararliligini ispatladilar. Li ve
Huang (2013), kompleks Banach uzaylarinda ikinci mertebeden homojen
y'(@) +ay'(t) +By() =0
ve homojen olmayan
y'(®) +ay' () + By(t) = f(t)
lineer diferansiyel denklemlerinin Hyers-Ulam kararliligini ¢alistilar. Algifiary ve Jung
(2014), Gronwall esitsizligini kullanarak baslangi¢ kosullu ikinci mertebeden
diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararliligini ispatladilar. Mortici ve ark. (2015),
integrasyon yontemini kullanarak sinirl bir bolge iizerinde homojen olmayan
x?y" (x) + axy'(x) + By (x) = f(x)

Euler diferansiyel denkleminin Hyers-Ulam kararliliga sahip oldugunu gosterdiler.

Gavruta ve ark. (2011),y € C?[a,b], B(x) € C[a,b], —» < a < b < o olmak

uzere



y(a) =y(b) =0
sinir sartlaria sahip olan
y'+ By =0
bicimindeki ikinci mertebeden lineer diferansiyel denkleminin
8
max|f(x)| < b-ar

kosulunun saglanmasi durumunda Hyers-Ulam kararliliga sahip oldugunu gosterdiler.

Zhao ve ark. (2017),
YO +p®y®+qa@®y®)=Fy®)

bi¢cimindeki diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias kararliliga
sahip oldugunu sirasiyla asagida verilen teoremlerde bir genellesmis sabit nokta teoremi
yardimiyla p € C[a, b] ve q € C([a, b], (—,0)) kosullar1 altinda gosterdiler.

Teorem 1.3. I = [a, b] bir reel aralik olsun ve L, 0 < Lf:G(s, s)r(s)ds <1
esitsizligini saglayan bir sabit olmak tizere, F: R — R fonksiyonunun Yy, z € R igin

|F(w) — F(w)| < Llu — v

Lipschitz kosulunu saglayan bir siirekli fonksiyon oldugunu kabul edelim. Eger ikinci

stirekli tiireve sahip bir y:I - R fonksiyonu Vt € I ve bir € > 0 i¢in

b
f ly" (&) + p(O)y'(t) + q(t)y(t)| dt < =

kosulu ile

ly"(@®) +p@®y' () +q@®y®) —Fly(®)| < ¢
diferansiyel esitsizligini sagliyorsa, bu durumda vt € [ i¢in
b
Yo(t) = —f G(t,s)r(s)F (yo (s))ds + y(b)$1(8) + y(a) ()
a
denklemini ve

£ f: G(s,s)r(s)ds
1-1L f: G(s,s)r(s)ds

ly(®) = yo (] =
esitsizligini saglayan bir tek siirekli yy: I — R fonksiyonu vardir.
Teorem 1.4. Verilmis I = [a, b] reel aralig1 i¢in K ve L, 0 < KL < 1 kosulunu saglayan

pozitif sabitler olsun. F:R - R'nin Yu,v € Rigin
|F(u) = F(w)| < Llu—v]



Lipschitz kosulunu saglayan bir siirekli fonksiyon oldugunu kabul edelim. Ustelik
@:1 - (0,00) nin Vt € [ i¢in

b
f G(t,s)r(s)p(s)ds < Ko(t)

esitsizligi saglanacak sekilde bir siirekli fonksiyon oldugunu kabul edelim. Eger ikinci

stirekli tiireve sahip y: I — R fonksiyonu

b
f ly"(t) + p(®)y' () + g(©)y(t)| dt < oo

kosulu ile Vt € I igin

ly" (&) + p(®y'(®) + q(©)y () = F(y(O)] < (t)
esitsizligini sagliyorsa, bu durumda Vvt € I igin

b
Yolt) = — f Gt )r($)F (vo ())ds + y(b)y (t) + y( @)z (D),

Ko(t)
— <
¥ =900l < 757
olacak sekilde bir tek y,: I = R siirekli fonksiyonu vardir.

Rus (2009)
—y"=h®), y(@=0 - yb)=0
simir-deger probleminin Green fonksiyonunu kullanarak, a < b < 400 ve f €
C([a, b] X R) olmak iizere
—x"(t) = f(t,x(t)), t € [a,b]
x(a) =y(a), x(b) =y(b)
siir-deger probleminin Hyers-Ulam kararli oldugunu gosterdi.
Simdi n —inci mertebeden
o(f[©,y®),y'(®), ... y™ () = 0 (1.1)
diferansiyel denklemi igin Hyers-Ulam kararliligin tanimini verelim. Burada y bir
I c R araligi iizerinde tanimli n-defa siirekli diferansiyellenebilir bir reel degerli
fonksiyondur.
Tanim 1.1. Eger verilmis € > 0 ve her t € I igin
lo(f(©), y(®),y' (@®), ...y ()| < &
esitsizligini saglayan bir n-defa siirekli diferansiyellenebilir y:I — R fonksiyonu igin,

(1.1) denkleminin |y(t) — yo(t)| < K(¢) esitsizligini saglayan y, ¢Oziimii mevcut ise,



(1.1) diferansiyel denklemi Hyers-Ulam kararliliga sahiptir denir. Burada, K(g),
lim,_y K(¢) = 0 ile sadece €'na bagl bir fonksiyondur. ¢, ®:1 — [0, o) fonksiyonlari
acik bir bigimde y ve y,’a bagli olmayan fonksiyonlar olmak {izere, eger yukaridaki
tanim, € ve K(¢) sirasiyla @(t) ve ®(t) ile yer degistirdiginde de dogru ise, o zaman
yukaridaki diferansiyel denklem genellestirilmis Hyers-Ulam kararliliga (veya Hyers-
Ulam-Rassias kararliliga) sahiptir denir (Rezaei ve ark., 2013).

Yani, eger n-inci siirekli tiireve sahip y(t) fonksiyonu (1.1) diferansiyel
denkleminin bir yaklasik ¢6ziimii ise, o zaman denklemin y(t) ye yakin bir y,(t)
¢Oziimii vardir. Diger bir ifade ile diferansiyel denklemin tiim ¢ozlimlerinin kiimesi ile
y(t) fonksiyonu arasindaki uzaklik veya perturbe olmus c¢oziim ile tam ¢6ziim
arasindaki fark en fazla K (&) kadardir.

Bir agirlikli metrik ile donatilmis olan bir uzayda bilinen matematiksel sonuglari
kullanan ydntemler agirlikli uzay yéntemi olarak adlandirilir (Cadariu ve ark., 2012). Tk
olarak Gavruta ve Gavruta (2010)

lu(x) —v(x)|
@ (x)

agirliklt metrigi ile donatilmigs bir tam metrik uzay iizerinde Banach Sabit nokta

d(u, v) = sup

teoremini kullanarak lineer olmayan

y(x) = F (x,y(n(x)))

fonksiyonel denkleminin,

y6) = 9@+ [ F(ey@)dt

Volterra integral denkleminin ve

b
y(x)=gkx)+ Af K(x, t,y(t))dt

Fredholm integral denkleminin Hyers-Ulam-Rassias kararliliga sahip oldugunu
gosterdiler. Daha sonra Cadariu ve ark. (2012) ayn1 agirlikli uzay iizerinde yine Banach
sabit nokta teoremini kullanarak lineer olmayan

y(x) = F(x,y(x), y(n(x))
ve lineer

y(x) = g(x). y(n(x)) + h(x)
fonksiyonel denklemleri ile lineer olmayan



y(x) = h(x) + Afo(x, t,y(t))dt

a

Volterra integral denkleminin Hyers-Ulam-Rassias kararliligin1 ispatladilar. Castro ve
Guerra (2013), Castro ve Simoes (2017a; 2017b) ve Gordji ve ark. (2013) baz1 integral,
integro-diferansiyel ve kismi diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam-Rassias
kararliligini ispatlamak i¢in agirlikli uzay yontemini kullandilar.

Bu tez ¢alismasinin amaci, asagida verilen iki sinir-deger probleminin Hyers-
Ulam kararliligii ve Hyers-Ulam-Rassias kararliligin1 bir genellesmis sabit nokta
yaklagimini ve bir agirlikli uzay yontemini kullanarak incelemektir.

Problem 1 (Iki-nokta siir-deger problemi):

y' () =F(t,y(®), a<t<b (1.2)
y(a) =4, y(b) =B, (1.3)
burada F: [a, b] X R = R bir siirekli fonksiyondur.

Problem 2 (Integral kosullu sinir-deger problemi):

y'(6) =F(t,y@®) 0<t<1 (1.4)

y(0) - ay'(0) = [} oo(s)y(s)ds, y(1) = By' (D) = [} ox(s)y(s)ds ~ (1.5)
burada F:[0,1] X R - R, g,, d,:[0,1] = [0, +00) fonksiyonlar1 siirekli ve a ve f,
1+ a > [ > 1 kosulunu saglayan negatif olmayan reel parametrelerdir.

Bu ¢alismanin ikinci boliimiinde Banach sabit nokta teoremi kullanilarak (1.2)-
(1.3) sinir-deger probleminin ¢dziimii igin bir varlik ve teklik sonucu verilecektir. Daha
sonra bir genellesmis sabit nokta teoremi kullanilarak ayni problemin Hyers-Ulam-
Rassias kararliligi ve Hyers-Ulam kararlilig1 incelenecektir. Ardindan bir agirlikli uzay
yontemi kullanilarak, ayni problemin Hyers-Ulam Rassias kararliliga sahip oldugu
gosterilecektir.

Ucgiincii béliimde (1.4)-(1.5) siir-deger probleminin ¢dziimiiniin varlik ve tekligi
Banach sabit nokta teoremi kullanilarak gosterildikten sonra, Hyers-Ulam-Rassias
kararliliga ve Hyers-Ulam kararliliga sahip oldugu bir genellesmis sabit nokta yaklagimi
kullanilarak ispatlanacaktir. Daha sonra problemin Hyers-Ulam-Rassias kararliligi

agirlikli uzay yontemi kullanilarak incelenecektir.



2. IKi-NOKTA SINIR-DEGER PROBLEMININ KARARLILIGI

Bu boliimde, F:[a,b] X R — R bir siirekli fonksiyon olmak tizere
y'()=F(t,y®), a<t<b
(1.2)
y(a) =4, y(b) =B,
(1.3)
ile verilen smir-deger probleminin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias kararliligi

incelenecektir.
2.1. Giris

[lk olarak (1.2)-(1.3) probleminin ¢dziimiinii bulmak, yani bu probleme denk olan
integral denklemi belirlemek istiyoruz. Bunun i¢in
y"'(®) = F(t,y(®))
denkleminin a dan t ye integrali alinirsa,

t
YO =y @+ [ Fls,y)ds

a

denklemi elde edilir. Ayni islem bu esitlik i¢in tekrarlandiginda ve y(a) = A sinir
kosulu dikkate alindiginda

t
y®)=A+y'(a)(t—a)+ j (t— S)F(s,y(s))ds (2.1)

a
esitligine ulasilir. (2.1) esitligin sag tarafinda bulunan y'(a) ifadesini belirlemek i¢in

y(b) = B sinir kosulu kullanilirsa

b
yb)=A+y'(a)(b—a) + f (b— s)F(s,y(s))ds =B

elde edilir. Buradan

1 b
(b —$)F(s,y(s))ds

" )_B—A
yia " b—a b-a

bulunur. Bu ifade (2.1) de yerine yazildiginda
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=4+ b-4__1 fb(b—s)F(s (s))ds | (t —a)
Y= b—a b-—al, 'y

+ f (t —s)F(s,y(s))ds

B-—A (t—a

) b
=A+m(t—a)— —a L(b—s)F(s,y(s))ds

+ f (t— S)F(s,y(s))ds

B—-A — t
h—a (t—a) - (Z _Z)L(b—S)F(s,y(s))ds

— b t
- (Z = Z)ft (b—s)F(s,y(s))ds + Ja (t—s)F(s,y(s))ds

B-A s—a)(b—1t)
b_a(t—a)—fa > ba—a F(s,y(s))ds

bt—a)(b-s
_j; .

= A+

=A+

= )F(s,y(s))ds

elde edilir. Bu durumda (1.2)-(1.3) smir-deger probleminin ¢éziimii i¢in
B—-A b
y(t) =A+ — (t—a)— j K(t,s)F(s,y(s))ds (2.2)

a

esitligi elde edilir. Bu bir simetrik ¢ekirdekli Fredholm integral denklemidir. Burada

(t—a)(b—s)

b—a ~ “5°°
—a)b-1D 23)
, as<s<
b—a

K(t,s) =

bi¢imindedir.
Her t,s € [a,b] icin K(t,s) =0 oldugu kolayca goriilebilir. Bunun yaninda,
t € [a,b] igin

b

jblK(t,s)Ids = fbK(t,s)ds = ftK(t,s)ds +J K(t,s)ds

t _ _ by —
=f(s a)(b t)ds+f (t—a)b S)ds

b—a b—a
_b-9t-a)? (t-—a)b-0?
~ 2(b-a) + 2(b —a)
b=t -a)

2
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elde edilir.
(b-t)(t—a)
2
fonksiyonu maksimum degerini
a+b
=2

noktasinda aldigi igin,

b N2
f K(t,s)|ds < %

elde edilir.
2.2. Coziimiin Varhg ve Tekligi

Bu boliimde, Banach sabit nokta teoremi kullanilarak (1.2)-(1.3) sinir-deger
probleminin ¢éziimiiniin varlig1 ve tekligi incelenecektir.
Teorem 2.1. (Banach Sabit Nokta Teoremi) X # @ olmak lizere X = (X, d) bir tam
metrik uzay ve T: X — X operatorii X tizerinde bir daralma doniisiimii, yani her x,y € X
i¢in

d(Tx,Ty) < ad(x,y)
olacak sekilde bir pozitif @ < 1 reel sayisi var olsun. Bu durumda T operatorii bir tek
sabit noktaya sahiptir, yani Tx* = x* olacak sekilde bir tek x* € X vardir. Ustelik,
herhangi bir x, € X i¢in
X0, x; = Tx, X, =Tx; = T?xg,, %, = Txp_q = TMxg,
iterasyonlarinin {T"x,}y=, dizisi T nin sabit noktasina yakinsar ve herhangi bir x € X
i¢in
d(x*,x) < Ld(x ,Tx)
l1—«a

olur.
Teorem 2.2. F:[a,b] X R — R siirekli olsun ve [a, b] X R iizerinde her (t,y), (t,z) €
[a,b] X R igin

|F(t,y) —F(t,z)| < Lly — z|
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L(b—a)?

ile verilen Lipschitz kosulunu L Lipschitz sabiti ile saglansin. Eger <1ise

(1.2)-(1.3) sinir-deger problemi bir tek ¢oziime sahiptir (Kelley ve Peterson, 2010;
Waltman, 2004).
Ispat. [a, b] iizerindeki siirekli fonksiyonlarm X = C[a, b] kiimesini géz Oniine
alalim. Bu kiime g, h € X i¢in
d(g,h) = max|g(t) - h()]|
metrigi ile bir tam metrik uzaydir.

(1.2)-(1.3) smir-deger probleminin bir tek ¢dziime sahip olmasi igin gerek ve yeter

kosul
B-A b
y(t)=A+ P (t—a)+ f G(t, S)F(s,y(s))ds
a
denkleminin bir tek ¢6ziime sahip olmasidir. Burada
t—a)(b—s
—( b)—(a ),aStSSSb
(D= c-ae-9
— ,a<s<t<b
b—a

fonksiyonu
y® =0 y@=0  y®»)=0
siir-deger problemi igin Green fonksiyonudur.

B—-A
Ty(t)=A+b

b
(t—a)+ f G(t, s)F(s,y(s))ds

—a .
ile bir
T:X-X
operatoriinii tanimlayalim. (1.2)-(1.3) sinir-deger probleminin bir tek ¢dziime sahip
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T operatoriiniin bir tek sabit noktaya sahip olmasidir.
Simdi T nin bir daralma operatorii oldugunu gosterelim. y,z € X olsun. Vt €

[a, b] i¢in
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b
ITy(0) — T2(8)] < f Gt $)I|F (s, v (s) — F(s,2(s)| ds
b
SLf 16t $)lly(s) — 2(s)|ds

b
< Ld(y,z)f |G(t,s)|ds

< L@d(y,z)

L(b—a)?

elde edilir. < 1 oldugu i¢in T bir daralmadir. Bu durumda, Banach sabit nokta

teoreminden, T bir tek sabit noktaya, dolayisiyla (1.2)-(1.3) sinir-deger problemi bir tek
stirekli ¢oziime sahiptir ve

B—-A
b—a

b
yu(t) =A+ (t—a)+ f G(t, S)F(S, yn_l(s))ds = Ty,_1(0), n=1.2,..

ardisik yaklagimlari ile elde edilen {y,, (t)} dizisi X de bu ¢oziime yakinsar.
2.3. Hyers-Ulam-Rassias Kararhhk

Bu boliimde, genellesmis tam metrik uzay iizerinde verilmis olan bir sabit nokta
teoremi kullanilarak (1.2)-(1.3) smir-deger probleminin Hyers-Ulam-Rassias kararlilig
incelenecektir.

Tanim 2.1. X bir bos olmayan kiime olsun. Bir
d:X XX — [0,+0]
fonksiyonu ancak ve ancak d fonksiyonu asagidaki kosullari saglarsa X {izerinde bir
genellesmis metrik olarak adlandirilir.
ML) d(x,y) =0 &ox=y
(M2) Vx,y € X i¢ind(x,y) =d(y,x)
(M3)Vx,y,z€ Xicind(x,z) < d(x,y) +d(y,2)
Genellesmis metrik ile bilinen metrik arasindaki tek fark genellesmis metrigin deger
kiimesinin sonsuzu da i¢ermesidir.
Simdi Diaz ve Margolis (1968) tarafindan verilen daha sonra ihtiya¢ duyacagimiz

genellesmis sabit nokta teoremini verelim.
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Teorem 2.3. (X, d) bir genellesmis tam metrik uzay: olsun. A:X - X nin L < 1
Lipschitz sabiti ile bir kesin daralma operatorii oldugunu kabul edelim. Eger bir f € X
icin d(AF*1f,A*f) < +o olacak sekilde bir negatif olmayan k tamsayis1 varsa, o
zaman asagidakiler dogrudur.

(i) {A™f} dizisi A’ nin bir f* sabit noktasina yakinsar.
(i) f*, A'nin X* = {y € X|d(A¥f,y) < +oo} kiimesindeki tek sabit noktasidr.
(iii) Eger y € X*iseozamand(y,f*) < % olur.

Ispat. (Diaz ve Margolis, 1968).

Lemma 2.1. Bir [ kapali araligi iizerinde tanimli olan tiim reel degerli siirekli
fonksiyonlarin kiimesini X ile gosterelim. Yani

X ={f:1- R|f stirekli }
olsun. Bu kiime tizerinde f,g € X i¢in ¢(t): I — (0, ) bir siirekli fonksiyon olmak
uzere
d(f,9) = inf(C € [0,]|If(£) — g()] < Cop(¥), Vt EI} (2.4)
ile bir d:XxX —[0,00] fonksiyonu tanimlayalim. Bu durumda (X,d) bir tam
genellesmis metrik uzayidr.

Ispat. 1k olarak, d fonksiyonunun X iizerinde bir genellesmis metrik oldugunu

gosterelim. f,g € X ve Vt € [ igin
d(f,g) =0 f(t) = g
ve V f,g € X igin
d(f,9) =d(g.f)
oldugu agikga goriilebilir. Simdi (M3) 6zelliginin dogrulugunu gosterelim.

Vf,gh€X igin d(f,g) <d(f,h) +d(h,g) oldugunu gostermek i¢in bazi
f,g,h €X icin d(f,g) > d(f,h) + d(h,g) oldugunu kabul edelim. Bu durumda d
nin tanimindan

£ (to) — g(t0)| > {d(f, h) + d(h, @)}p(to) = d(f, W)e(to) + d(h, g)
> |f(to) — h(to)| + [h(to) — g (o)l
olacak sekilde bir t, € I vardir. Bu bir geliskidir. O halde d fonksiyonu bir genellesmis

metrik ve (X, d) bir genellesmis metrik uzayidir.
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Ikinci olarak, (X,d) nin tam oldugunu gosterelim. {f,,}, (X,d) de herhangi bir
Cauchy dizisi olsun. O zaman verilmis herhangi bir € >0 ve Vm,n > N, i¢in
d(fm, fn) < € olacak sekilde bir N, € N vardir. Bukeyfi e > 0 ve Vm,n > N, i¢in

|fm(®) — fu®] < @), Vtel (2.5)
olacak sekilde N, dogal sayisinin var oldugu anlamina gelir. Bu herhangi bir sabit ¢t
degeri icin {f,,(t)} nin R de bir Cauchy dizisi olmasmi gerektirir. R bir tam uzay
oldugundan {f,,(t)} Cauchy dizisi her bir t € I i¢in yakinsaktir. Bu nedenle t € [ igin
f(t) =lim,_, f,(t) ile bir f:1 - R fonksiyonu tanimlanabilir.

Eger m — oo alirsak, bu durumda (2.5) ten herhangi bir e > 0 ve V n > N; i¢in

If@®) = O S ep(t), Vtel (2.6)
olacak sekilde bir N, € N sayisinin var oldugu sonucu ortaya ¢ikar. ¢, [ kapali aralif
tizerinde stirekli oldugu igin sirhdir. Bu yiizden, (2.6) esitsizligi {f,} dizisinin f
fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini gosterir. Siirekli fonksiyonlar bir dizisi eger bir
fonksiyona diizgiin yakinsak ise bu durumda limit fonksiyonununda siirekli oldugunu da
biliyoruz. Bundan dolay1 f fonksiyonu siireklidir. Yani f € X’ tir.

Eger (2.5) ve (2.6) esitsizligini birlikte ele alirsak, bu durumda herhangi bir
e>0veVn=N, icin d(f, f,) < ¢ olacak sekilde bir N, € N sayisinin var oldugu
sonucu ¢ikarilabilir. Bu {f,} Cauchy dizisinin f fonksiyonuna (X,d) de yakinsak
oldugu anlamina gelir. Sonug olarak (X, d) tamdir.

Asagida (1.2)-(1.3) sinir-deger probleminin Hyers-Ulam-Rassias kararlilig ile
ilgili bir sonug verilmistir.

Teorem 2.4. Verilmis I = [a, b] (b > a) reel araligii¢cin M ve L, 0 < ML < 1 kosulunu
saglayan pozitif sabitler olsun. F: I X R - Rnin Vu,v € R ig¢in

|F(t,u) — F(t,v)| < Llu—v| (2.7)
standart Lipschitz kosulunu saglayan bir siirekli fonksiyon oldugunu kabul edelim.

Ustelik ¢:1 = (0,0)"ninVt € I igin

b
f K(t,s)p(s)ds < Mp(t) (2.8)

esitsizligi saglanacak sekilde bir siirekli fonksiyon oldugunu kabul edelim. Eger bir
ikinci siirekli tiireve sahip y: I — R fonksiyonu Vt € [ igin

ly"(®) = F(t, y(O)l < ¢(®) (2.9)
esitsizligini sagliyorsa, bu durumda vVt € [ igin
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B-A b
yo(t) = A+ — (t—a)— f K(t,s)F(s,y0(s)) ds (2.10)
a
ve
Mo(t)
— < f
y(®) = yoOl < 757 (2.11)
olacak sekilde bir tek y,: I = R siirekli fonksiyonu vardir.
Ispat.
X ={f:1 - R|fsirekli } (2.12)

ile tim [ tizerinde tanimli reel degerli tiim siirekli fonksiyonlarin kiimesini

tanimlayalim. Bu kiime

d(f,g) = inf{C € [0,+00] |If(t) — g(t)| < Co(t), Vte I} (213)
genellesmis metrigi ile bir genellesmis tam metrik uzaydir (Lemma 2.1 e bakiniz).Simdi

AF® = A+7—

b
. (t —d)= f K(t,s)F(s, f(s))ds (2.14)

ile X iizerinde bir A operatorii tanimlayalim. f, F ve K fonksiyonlari siirekli oldugu
i¢cin Integralin Temel Teoreminden Ay € X olur. Eger y,, A operatdriiniin sabit noktasi
ise, 0 zaman y, fonksiyonu (1.2)-(1.3) probleminin bir ¢6ziimiidiir.

Simdi A 'm X {zerinde bir kesin daralma operatérii oldugunu
ispatlayacagiz. Cr4 € [0, 0] sayist herhangi f,g € X icin d(f, g) < (g, esitsizligini
saglayan keyfi bir sabit olsun. (2.13) ten Vt € I i¢in

lf (@) — 9] < Crge(t) (2.15)
oldugu ¢ikar. Bundan dolay1 (2.7), (2.8), (2.14) ve (2.15) den Vt € [ i¢in

|(Af)(®) = (Ag) (D] =

b b
f K(t,s)F(s,f(s))ds—f K(t,s)F(s,g(s))ds
b
Sf |K(t,s)||F(s,f(s))—F(s,g(s))|ds
b
<1 [ K@) - gl ds

b
< LCfgf K(t,s)p(s)ds
a

< MLCr4o0(8),

yani,
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d(Af,Ag) < MLCyg
elde edilir. Dolayisiyla herhangi f, g € X igin
d(Af,Ag) < MLd(f, 9)

oldugu sonucuna varilabilir. 0 < ML < 1 oldugu i¢in A bir kesin daralma operatoriidiir.
(2.13) ve (2.15) den bir keyfi g, € X ve Vt € [ igin

B—-A

b—a

b
|(Ago) () — go(D)] = |A + (t—a)— j K(t, S)F(S' go(s))ds — go(®)

a
< Cp(t)

ile bir 0 < C < oo sabitinin var oldugu ¢ikar. Cilinkii K (¢t, s) fonksiyonu I X [ iizerinde

sinirl, F(t, go(t)) fonksiyonu I tizerinde sinirli ve min,. ;¢ (t) > 0 dir.

Boylece d nin tanimindan dolay1 d(Agg, go) < © olmasi gerekir. Yani,
d(A**1 gy, A*go) < oo olacak sekilde bir negatif olmayan k = 0 tamsayis1 vardir. Bu
sebeple Teorem 2.3 (i) sikkinin kullamlmasiyla (X,d) deki {A"g,} dizisi A
operatoriiniin  y, sabit noktasina (Ay, = y,) yakinsar, yani Vt €[ igin (2.10)
denklemini saglayacak sekilde bir siirekli y,y: I — R fonksiyonu vardir.

Sonra

{9 € X|d(go, 9) <»} =X,
yani Teorem 2.3 deki X* kiimesinin X kiimesine esit oldugunu dogrulayacagiz.
Herhangi g € Xigin gve g,, [ tizerinde smirh ve min.c;@(t) > 0 oldugundan
herhangi bir t € I i¢in
190(8) — g ()| < Cye(t)

olacak sekilde bir 0 < C,; < oo sabiti vardir. Bundan dolay1 V g € X icin d(go g) < o,
yani {g € X|d(gy,g) < o} =X elde edilir. Teorem 2.3 (ii) den dolayi, y,, A
operatoriiniin X deki tek sabit noktasidir. Yani y,, (1.2)-(1.3) probleminin tek siirekli
¢Ozlimiidiir.

Diger taraftan (2.9) esitsizligini saglayan y fonksiyonu i¢in (2.14) ten Ay € X
elde ederiz. Ustelik (2.9) dan

—p®) <y"({®) - Fty®) < o(t)
esitsizligi yazilabilir. h(t) = y"'(t) olsun. Bu durumda
B—-A
b—a

b
f K(t,s)h(s)ds = —y(t) + A+ (t—a)

yazilabilir. Buradanda
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b b

K(t,s)(h(s) — F(s,y(s))ds < f K(t,s)p(s)ds

a

—J.bK(t,s)go(s) ds Sf

a a
elde edilir. Yani
b

b b
—f K(t,s)p(s)ds Sf K(t,s)h(s) ds—f K(t,s)F(s,y(s)))ds

=—y(t)+A+b_

b
" (t—a)— fa K(t,s)F(s,y(s)))ds

b
< f K(t,s)p(s)ds

olur. Dolayisiyla Vt € [ igin

b b
o j K(t,)p(s) ds < (Ay)(D) — y(6) < f K(t,)p(s) ds

olur. Boylece Vt € I igin

b
A (&) —y(®)] < f Kt s)p(s)ds <M (2.16)

a

esitsizligine ulasilir. Buradan
d(y,Ay) <M < +oo (2.17)
olur. Sonug olarak (2.17) ile birlikte Teorem 2.3 (iii)

d(y, < ) <
0yo) = T3 20 AY) = T
olmasini gerektirir. Yani Vt € [ i¢in
Mo(t)
t) — )| <
ly(®©) =y = T+
sonucuna ulasilir.
Ornek 2.1. I = [0,1] olsun.
y'—y=0, 0<t<l1, (2.18)
y@ =0 y@®=1 (2.19)

siir-deger probleminin Hyers-Ulam-Rassias kararliliga sahip oldugunu gosterelim.
ML < 1 olacak sekilde pozitif M ve L sabitlerini secelim. ikinci siirekli tiireve sahip
y:1 = R fonksiyonunun Vt € [ i¢in

ly"@®) —y@®l<t+1 (2.20)
esitsizligini sagladigini kabul edelim. Burada F(t,y(t)) = y(t) fonksiyonu her
t € [0,1]i¢in L =1 Lipschitz sabiti ile
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IF(t,y) — F(t,2)| < Lly -z (2.21)
Lipschitz kosulunu saglayan bir siirekli fonksiyondur. Eger ¢(t) =t + 1 alinir ise, bu
durumda yukaridaki (2.20) esitsizligi (2.9) ile 6zdes forma sahiptir. Verilen problemin

¢Oziimii

y(t) =t —J; K(t, s)F(s,y(s))ds

olur. Burada
_(t(1-s), 0<t<s<1
K(t’s)_{s(l—t), 0<s<t<l1
fonksiyonu (2.3) ile 6zdes formdadir. Ustelik her bir t € I igin

1 t 1
f K(t,s)p(s)ds = (1 — t)] s(s+1)ds+ tJ (1—-s)(s+ 1)ds
0 0 t

_zt 1t2 11:3<2t+2—2(1:+1)—M t
—3' 72t Tt =337 3 =Me(®)
elde edilir. Teorem 2.4 e gore Vt € [ i¢in

1

yuo=t—fxaswwyunw

0
ve
Mo(t)
1— ML

olacak sekilde bir tek y,: [—>R siirekli fonksiyonu vardir.

ly(£) — yo (D] <

2.4. Hyers-Ulam Kararhhk

Asagidaki teoremde (1.2)-(1.3) smir-deger probleminin Hyers-Ulam kararliligini
ispatlayacagiz.

N2
Teorem 2.5. L, 0 < % < 1 esitsizligini saglayan bir sabit ve I = [a, b] bir reel

aralik olmak tlizere, F:I X R - R
|F(t,u) — F(t,v)|<Llu—v|, Yu,v €R (2.22)
Lipschitz kosulunu saglayan bir siirekli fonksiyon olsun. Eger ikinci siirekli tiireve
sahip bir y:I - R fonksiyonu vt € I ve bir € > 0 igin
y'@®) - Ft,y@®)l <e (2.23)
diferansiyel esitsizligini sagliyorsa, bu durumda Vv x € [ igin
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yo(t) = A+ lZ : 2 (t—a)— LbK(t, s)F(s, yo(s)) ds (2.24)
denklemini ve
(b —a)?
ly(®) = yo (D) < 8= Lb—a)? (2.25)
esitsizligini saglayan bir tek stirekli yy: 1 — R fonksiyonu vardir.
Ispat.
X = {f:1 - R|f strekli }
kiimesi tizerinde
d(f,g) = inf{C € [0, +]|If () —g®I < C, vVt € I } (2.26)

ile verilen genellesmis metrigini tanimlayalim. (X, d) nin bir genellesmis tam metrik

uzay1 oldugu Lemma 2.1 de gosterilmisti. X tizerinde

b —

b
(AP)() = A+ . (t—a) —J K(t,s)F(s, f(s))ds (2.27)

biciminde tanimlanan A operatoriinii géz Oniine alalim. Teorem 2.4 {in ispatina benzer
sekilde Af € X oldugunu ve A operatdriiniin y, sabit noktasinin (1.2)-(1.3) probleminin
¢oziimii oldugunu gorebiliriz.
Simdi A’nin X iizerinde bir kesin daralma operatorii oldugunu gosterecegiz.
Crg € [0, 0] sayist herhangi f, g € X icin d(f,g) < Crg4, yani herhangi t € I igin
F(D) 9] < Gy (2.28)
esitsizligini saglayan bir keyfi sabit olsun. Bu durumda Vt € I igin

b b
|[(Aw)(t) — (Av)(t)| = f K(t, S)F(s,u(s))ds — f K(t, s)F(s,v(s))ds

b

< f |K (¢, s)I|F(s,u(s)) - F(s,v(s))|ds
b

< LJ |K(t,s)||lu(s) —v(s)|ds

b
< LCng |K(t,s)|ds
a

S(b—a)2

= LCrq

yani
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_ 2
awrag) <P =L 1c,

elde edilir. Buradan Vf,g € X i¢in

L(b — a)?
.09 = 22 acrg)

L(b-a)?

<1 olduguna dikkat edelim.

oldugu sonucu ¢ikar. Burada 0 <

Teorem 2.3 {in ispatina benzer bir bigimde her bir gy, € X 'in d(Agy, go) < ©
Ozelligini sagladigini gosterebiliriz. (2.26) ve (2.27) dan bir keyfi go € X ve Vte I
icin
B—-A
b—a

b
|(Ago) () = go (D] = A+ (t—a) - f K(t,)F(s,go(s))ds — go(t)| < C

ile bir 0 < C < oo sabitinin var oldugu ¢ikar. Ciinkii K(t,s) fonksiyonu I X I {izerinde
ve f (t, go(t)) fonksiyonu da I tizerinde smirlidir. Boylece d nin tamimindan dolay1
d(Ago, go) < o olmahdir. Yani, d(A*¥*1gy, A¥g,) < oo olacak sekilde bir negatif
olmayan k = 0 tamsayis1 vardir. Bu sebeple Teorem 2.3 (i) den dolayi n — oo iken
(X,d) de A g, = y, olacak sekilde ve y,= Ay, olacak sekilde, yani y, herhangi t € I
icin (2.24) denklemini saglayacak sekilde bir yo: I — R siirekli fonksiyonu vardir.

Simdi X ={g € X|d(gy,9) < ©} oldugunu gosterelim. Egerg € X ise 0
zaman g, g smirl ve kapali [ araligi lizerinde tanimlanan siirekli fonksiyonlardir. Bu
nedenle Vt € [ i¢in

lgo(t) =g < C
kosulunu saglayan bir C > 0 sabiti vardir. Bu her bir g € X i¢in d(g,, g) <o, denk
olarak {g € X|d(go, g) <} =X olmasi anlamina gelir. Boylece Teorem 2.3
(ii)’den dolay1 y,, A Operatoriiniin tek sabit noktasidir. Yani y,, (1.2)-(1.3)
probleminin tek ¢oziimidir. Buna ek olarak, (2.23) esitsizligini saglayan tim y
fonksiyonlar1 i¢in
—e < y"([t)—-F(s,y(s)) <¢

esitsizligi yazilabilir. h(t) = y" (t) olsun. Bu durumda
B—-A
b—a

b
f K(t,s)h(s)ds = —y(t) + A+ (t—a)

yazilabilir. Sonra
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b b b
—SJ. K(t,s)ds Sf K(t,s)[h(s) — F(s,y(s))]ds < ef K(t,s)ds

a a
esitsizligi elde edilir. Buradan
B—-A
b—a

b b
—s.f K(t,s)ds < —f K(t, S)F(s,y(s))ds —y()+A+ (t—a)

b
< ef K(t,s)ds
a

olur. Dolayisiyla Vt € [ igin

b b
—sf K(t,s)ds < (Ay)(t) —y(t) < ef K(t,s)ds

elde edilir. Bu ylizden Vt € [ i¢in

b N2
IA(Y)() —y()] < ef K(t,s)ds < e% (2.29)

a

ve bunun sonucu olarak

(b — a)?
d(y,Ay) < ST,

olur. Boylece Teorem 2.3 (iii) den dolay1, V t € I igin
b— 2
d( ) < 1 d(y, Ay) < ( ga) _ S(b—a)z
VYol =1 —L“"s“)z VA= _L<b—8a)2 ~8—L(b—a)?

elde edilir. (2.25) esitsizligi Vt € [ i¢in dogrulanmis olur.
Ornek 2.2. (2.18)-(2.19) sinir-deger probleminin Hyers-Ulam kararliliga sahip oldugunu
gosterelim. I = [0,1] olsun. Ikinci siirekli tiireve sahip y: I = R fonksiyonunun Vvt € I
i¢in
ly"(®) -y <« (2.30)

esitsizligini sagladigini kabul edelim. Burada F(t,y(t)) = y(t) fonksiyonu her
t €[0,1]i¢cin L =1 Lipschitz sabiti ile

|F(t,y) = F(t,2)| < Lly — z| (2.31)
Lipschitz kosulunu saglayan bir siirekli fonksiyondur. Yukaridaki (2.30) esitsizligi

(2.23) ile 6zdes formdadir. Teorem 2.5 e gore Vt € [ igin
1

Vo) = t — j K(t,$)F (s, yo(s))ds
0

ve
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HOESNOIES

olacak sekilde bir tek siirekli yo:I = R fonksiyonu vardir.
2.5. Agirhikh Uzay Yontemi

Bu kisimda agirlikli uzay yontemi kullanilarak (1.2)-(1.3) sinir-deger probleminin
Hyers-Ulam-Rassias kararliliga sahip oldugu ispatlanacaktir. Bir metrik fonksiyonunu
pozitif degerli bir fonksiyon ile ¢arptigimizda elde ettigimiz metrigi agirlikli metrik
olarak adlandiriyoruz. Bir agirlikli metrik ile donatilmis olan bir uzayda bilinen
matematiksel sonuglart kullanan yontemler agirlikli uzay yontemi olarak adlandirilir
(Cadariu ve ark., 2012).

L:[a, b] X [a, b] - [0, ) bir integrallenebilir fonksiyon ve ¢: [a, b] = (0, ) bir

stirekli fonksiyon olsun.

Teorem 2.6.

b
f Lt ) (s)ds < Bo(t), telab] (2.32)

olacak sekilde bir S €[0,1] sayisinin var oldugunu kabul edelim. Ayrica
F:[a,b] X R — R siirekli fonksiyonu, her u,v € C[a, b] i¢in

|F(s,u(s)) — F(s, v(s))| < L(t,s) (2.33)
esitsizligini saglasin. Eger

b—a

b
y(t) —A— (t—a)— j G(t, s)F(s,y(s))dS < @(t) (2.34)

olacak sekilde bir y:[a, b] = R siirekli fonksiyonu varsa ve eger 0 < (b —a)f <1

ise, bu durumda

b—a

b
(t—a)+ J G(t, S)F(s, yo(s))ds (2.35)

a

yo(t) = A+
olacak sekilde bir tek y,: [a, b] = R siirekli fonksiyonu vardir ve t € [a, b] i¢in

@(t) (2.36)

1
ly(®) =y < T—(b-af

esitsizligi saglanir.
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Ispat. [a,b] kapali aralig1 iizerinde tanimli tiim reel degerli siirekli fonksiyonlarin
kiimesini C[a, b] ile gbsterelim. Bu kiime u, v € C[a, b] i¢in
u(t) —v(t
e
agirlikli metrigi ile bir metrik uzay teskil eder. Simdi (C[a, b], d) nin bir tam metrik
uzay oldugunu gosterelim.
Cla, b] den keyfi bir {u,,} Cauchy dizisi alalm. Bu durumda her & > 0 sayisina

karsiik m,n = N iken

|[un (£) — um (0|

d(u,,u,,) = su <es, Vvt € |a,b 2.37
(ttn, ) te[ag)] p(t) la,5] ( )
olacak sekilde bir N dogal sayis1 vardir. (2.37) den her € > 0 i¢cin m,n > N iken
[un (t) — upm ()] < £9(t) (2.38)

olacak sekilde bir N sayisinin var oldugu goriiliir. Bir sabit t € [a, b] i¢cin m,n = N
iken |u,(t) — u, (t)| < e@(t) esitsizligi saglandigi igin {u,, (t)} dizisi R de bir Cauchy
dizisidir. R tam oldugu i¢in bu Cauchy dizisi R de yakinsaktir. lim,_,u,(t) = u(t),
t € [a,b] kabul edelim. Bu t € [a,b] noktasiyla bir tek u(t) € R elemanini
esleyebiliriz. Bu ise [a,b] ilizerinde bir u fonksiyonu tanimlar. Simdi u € C[a, b]
oldugunu ve her t € [a, b] i¢in lim,_,,u, (t) = u(t) oldugunu gostermeliyiz. (2.37) de
m — oo iken limit alirsak, n > N iken
u,(t) —u(t
) = s | n(q))(t) ]

olur. Bu durumda {u,} dizisi u fonksiyonuna diizgiin yakinsar. Siirekli fonksiyonlarin

<¢g te€E|a,b] (2.39)

diizgiin limiti de siirekli oldugu i¢in u limit fonksiyonu da siirekli, yani u € C[a, b] dir.
Ayrica (2.39) dan dolay1 lim,,,,u, (t) = u(t) oldugu kolayca goriiliir. Cauchy dizisini
keyfi aldigimiz i¢in (C|a, b], d) uzay1 tamdir.

Daha sonra C|a, b] lizerinde

B-A b
(Tw() =A+ a (t—a)+ f G(t, s)F(s,y(s))ds (2.40)

ile verilen bir T:C[a, b] = C[a, b] operatorii tanimlayalim. T nin daralma operatdrii

oldugunu gosterelim. Her u,v € C[a, b] igin
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|2(6 (6 ) [F(s,u(s)) — F(s,v())]Jat|

d(Tu,Tv) = sup

relon] ()
oy PO C NG - v
eelo e

< (b —a) sup [y LG 9)lu(s) = v(s)lds]

telo] o(t)

INICOMOES
~CmOH e
b

< (b—a) sup VOl | Lt $)p(s)ds|

u
sef0,1] (s) te[0,1] ()
< (b—a)Bd(u,v)
elde edilir. 0 < (b — a)B < 1 oldugu igin, T operatdrii bir daralmadir.
Diger taraftan, (2.34) esitsizligi kullanilirsa,
ly(@®) = (Ty)(©)|
d(y,Ty) = sup
te[0,1] @(t)
B-A b
|y - 4= (= a) - [} G(t,)F(s,7())ds|
= su
telo] 10

elde edilir. Simdi C[a, b] tam metrik uzayi iizerinde Banach Sabit Nokta Teoremi’nin

<1 (2.41)

uygulanmasi sonucu T operatoriiniin Vt € [a, b] igin
B—-A
b—a

b
(t—a)+ J G(t, S)F(s, yo(s))ds

a

Yo(t) = A+

olacak sekilde bir tek y, sabit noktasinin var oldugu, yani (1.2)-(1.3) probleminin bir
tek yo:[a, b] = R siirekli ¢oziimiine sahip oldugu sonucuna ulasilir. Dahasi, herhangi
bir y € C[a, b] i¢in
yo n=Ty, y,=T% ..y"=T"
ardigik yaklasimlariim {T™y};_, dizisi T’nin bir tek sabit noktasina yakinsar, yani her
t € [a,b] igin
Yo(t) = lim (T™y)(¢)

olur. Ayrica (2.41) dikkate alinarak

1
d(y,Ty) < T—(b-ap

1
d(,y0) < T—(b-ap
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esitsizligi yazilabilir. Buradan (2.36) esitsizligi elde edilir.

Ornek 2.3.
y'=2y=0, 1<t<?2
y(1) =0, y2)=1

sinir-deger problemini ele alalim. Bu problem

y@)=t—-1 +f G(t,s)2y(s)ds
1

Fredholm integral denklemine denktir. Burada

(—t-1D@2-s5), 1<t<s<2
G(t's)_{—(s—l)(Z—t), 1<s<t<?2

seklindedir.
p(t)=t—1/2 ile bir ¢:[1,2] - (0,) siirekli fonksiyonu belirleyelim.
F(t,y()) = 2y(¢) ile verilen F:[1,2] x R - R fonksiyonu t € [1,2] ve s € [1,2] igin

1
|F(s,9(s)) = F(s,2(s))| < = (2t = 9)|y(s) —z(s)l
kosulunu saglayan bir siirekli fonksiyondur. Bu durumda L(t,s) = (2t —s)/5 ile bir

integrallenebilir L:[1,2] x [1,2] = [0,) fonksiyonu tanimlanabilir. Bu durumda

(2.32) kosulu saglanir. Ayrica

f 2t 1)d —Zt > 2t+2—2(t+1)—2 ®
5( S)S 575 =5t 7575 57

oldugundan B = 2/5 olur. Bu durumda eger

2
‘y(t) —t+1- f G(t,s)2y(s)ds

1

<t+1

ise,
2
Vo) =t—1+ f G(t,s)2y(s)ds

1

olacak sekilde bir tek y,: [1,2] = R siirekli fonksiyonu vardir ve t € [1,2] i¢in

5
y(®) = yo (Ol < 50

esitsizligi elde edilir.



3. INTEGRAL SINIR KOSULLU PROBLEMIN HYERS-ULAM-RASSIAS
KARARLILIGI

Bu bdliimde Diaz ve Margolis‘in sabit nokta teoremi ve agirlikli uzay yontemi

kullanilarak
y'()=F(ty®) 0<t<1 (1.4)

¥(0) = ay'(0) = [, 0p()y(s)ds, y(1) = By'()) = [ o1 ()y(s)ds  (1.5)
ile verilen integral sinir kosullu simir deger probleminin Hyers-Ulam karaliligi ve
Hyers-Ulam-Rassias ~ kararliligi  incelenecektir. ~ Burada F:[0,1] X R - R,
g9, 01:10,1] - [0, +0) fonksiyonlar siirekli ve @ ve B, 1+ a > f > 1 kosulunu

saglayan negatif olmayan reel parametrelerdir.
3.1. Giris

Oncelikle (1.4)-(1.5) sinir deger probleminin baslangi¢ kosullarmda bulunan « ve
B sabitlerinin bu boliim boyunca
1+a>p>1
kosulunu sagladigin1 kabul edelim.
[lk olarak (1.4)-(1.5) probleminin ¢dziimiinii bulmak, yani bu probleme denk olan
integral denklemi belirlemek istiyoruz. Bunun i¢in
y"'(®) =F(t,y(®)

denkleminin 0 dan t ye integrali alinirsa,

y'(© =y'© + [ F(sy())ds
0

elde edilir. Birinci sinir kosulundan y'(0) cekilip son esitlikte yazilirsa

0 1 (?! t
y'(t) = ¥_Efo oo(s)y(s)ds + -fo F(s,y(s))ds

bulunur. Son esitligin bir daha 0 dan t ye integrali alinirsa

y(t) =y(0) + @t — éfo oo(s)y(s)ds + Jo (t— S)F(s,y(s))ds (3.1)

denklemi elde edilir. Burada ikinci sinir kosulu kullanilirsa
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y(1) - By'(1)
1 1 1
y(0) + Mt — Ef oo (8)y(s)ds + fo (1= 9)F(s,y(s))ds

1
- B [Q — l ao(s)y(s)ds + f F(s,y(s))dsl

- f o1 (8)y(s)ds

0

elde edilir. Buradan y(0) gekilirse

[ aowsras

y(0)=1+__ﬁ )

1 (1_ ) 1
+ TTa—5), o.(s)y(s)ds + T +aﬁ_C;j; F(s,y(s))ds

bulunur. Bu (3.1) de yazildiginda,

— | atswsis
0

a-pe
A+a-pal,

1-p
a(l+a—-p)J,

1+_—[)’f0 ao(s)y(s)ds+1+

(1 Bla
1+a B J,

y(t) =

F(s, y(s))ds + oo(s)y(s)ds

01(s)y(s)ds + F(s, y(s))ds

+mjo
1 t
_éf 0'0(5)}’(5)d5+f (t=s)F(s,y(s))d

= t+ﬁ_ﬁf ao(s)y(s)ds+
(1—ﬁ)(a+t)
l+a—-p

= | atswsis
0

t
F(s,y(s))ds + f (t —s)F(s,y(s))ds
0

+ﬁ—
- B

1
:f G(t,s)F(s,y(s))ds— fo'o(s)y(s)ds
0

‘ra ~ f 01(s)y(s)ds

elde edilir. Sonunda,

+,8—
- B

olmak tizere (1.4)-(1.5) sinir deger problemine denk olan

z(t) = —

f 01(5)y(s)ds

fao(s)y(s)ds+ —5),
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1
y(t) = z(t) + f G(t,s)F(s,y(s))ds
0
bigimindeki Fredholm integral denklemi elde edilir. Burada G (t, s)

y"() =0, 0<t<1

y(0) —ay’'(0) =0, y(1)-By'(1)=0
homojen simir-deger problemine karsilik gelen Green fonksiyonudur ve

t+p—1
ki(t) =t+a, ko (t) “T+a—p
olmak tizere
(k1 (O)ky(s), 0<t<s
G(ts) = {kl(s)kz(t), 0<s<t
seklindedir.

Her t € I igin k,(t) > 0 ve k,(t) > 0, boylece her (t,s) € I X I igin G(t,s) >0
dir.
Simdi |, 0 |G (t, s)|ds i¢in bir tist sinir belirleyelim. Her (t,s) € I X I igin

! t+p -1 (° t+a (*
.LlG(t,S)ldS:m-]; (S+C¥)d$+m£ (S+ﬁ—1)d5

_t+p-1 ﬂ+ AW t+a 1+ . t? B4t
“Tva—p\z ¥t T3a—5\2TF 7 ¥

<<a ﬁ+1)ﬂ+1t+ to—1+ B-1
27272 it h T alp

p 1
Saﬁ+z=ﬁ(a+z)

elde edilir.
3.2. Coziimiin Varhg ve Tekligi

Bu boliimde, Banach sabit nokta teoremi kullanilarak (1.4)-(1.5) sinir-deger
probleminin ¢éziimiiniin varligi ve tekligi incelenecektir.
Teorem 3.1. F:[0,1] X R > R siirekli olsun ve [0,1] Xx R {izerinde her
(t,y),(t,z) € [0,1] X R i¢in
|F(t,y) = F(t,2)| < Ly — z|
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ile verilen Lipschitz kosulunu L Lipschitz sabiti ile saglansin. Eger Lp (a + %) <1 ise

(1.4)-(1.5) smir-deger problemi bir tek ¢6ziime sahiptir.
Ispat. [0,1] {izerindeki siirekli fonksiyonlarin X = C[0,1] kiimesini gdz &niine
alalim. Bu kiime g, h € X i¢in
d(g,h) = max|g(t) — h(®)]

metrigi ile bir tam metrik uzaydir.
(1.4)-(1.5) sinir-deger probleminin bir ¢oziime sahip olmasi igin gerek ve yeter

kosul

1
yo = 6, )F(s,y(9))ds — b — f 00()y(s)ds
0

> r j 01(5)y(s)ds

denkleminin bir ¢oziime sahip olmasidir. Burada k,(t) =t + a, k,(t) = t:f{—_; olmak
uzere
(k1 (k3 (s), 0<t<s<1
Gts) = {kl(s)kz(t), 0<s<t<1
fonksiyonu

y"() =0, 0<t<1

y(0) —ay'(0) =0, y(1) - By'(1) =0
siir-deger problemi igin Green fonksiyonudur.

1
Ty(t) = z(t) + f G(t, S)F(S,y(s))ds
0
ile bir
T:X - X
operatoriinii tanimlayalim. Burada

20 =~ o f 0(5)y)ds + T | ai(s)y()ds
0

seklindedir. (1.4)-(1.5) sinir-deger probleminin bir tek ¢oziime sahip olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul T operatoriiniin bir tek sabit noktaya sahip olmasidir.
Simdi T 'nin bir daralma operatérii oldugunu gosterelim. y,z € X olsun. t € [0,1]

i¢in
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ITy(0) — T2(0)] < f 16t $)IIF (s, y(s) — F(s,2(s)| ds
0
1
SLf 16t )1y (s) — z(s)lds
1
SLd(y,z)f |G(t,s)|ds

<Lp (a + %) d(y,z)

elde edilir. Lp (a + %) < 1 oldugu i¢in T bir daralmadir. Bu durumda, Banach sabit

nokta teoreminden, T bir tek sabit noktaya, dolayistyla (1.4)-(1.5) sinir-deger problemi

bir tek stirekli ¢oziime sahiptir ve

1
yu(t) = z(t) + f G(t, S)F(s, yn_l(s))ds = Ty,_1(0), n=1.2,..
0

ardisik yaklasimlari ile elde edilen {y,, (t)} dizisi X de bu ¢6ziime yakinsar.
3.3. Hyers-Ulam-Rassias Kararhhk

Asagida (1.4)-(1.5) sinir-deger probleminin Hyers-Ulam-Rassias kararlilig ile
ilgili bir sonug verilmistir.
Teorem 3.2. Verilmis I = [0,1] reel aralig1 i¢in M ve L, 0 < ML <1 kosulunu
saglayan pozitif sabitler olsun. F: I X R - Rnin Vu,v € Rig¢in
|F(t,u) — F(t,v)| < Llu—v| (3.2)
standart Lipschitz kosulunu saglayan bir siirekli fonksiyon oldugunu kabul edelim.
Ustelik ¢:1 - (0,0)' nin Vt € I igin

J G(t,s)h(s)ds < Mo(t) (3.3)
0

esitsizligi saglanacak sekilde bir siirekli fonksiyon oldugunu kabul edelim. Eger bir

ikinci siirekli tiireve sahip y: I — R fonksiyonu Vt € [ i¢in

ly"(®) = F(t, y())] < ¢(®) (34)
esitsizligini sagliyorsa, bu durumda Vvt € [ igin

y(t) = z(t) + f G(t,s)F(s,y(s))ds (3.5)
0
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(@) — 0] < 12D (36)
olacak sekilde bir tek y,: I = R siirekli fonksiyonu vardir.
Ispat.
X ={f:1 - R |fsirekli} (3.7)

ile I tizerinde taniml1 tiim reel degerli siirekli fonksiyonlarin kiimesini tanimlayalim. Bu
kiime

d(f,9) = inf{C € [0,+] |If() —g(O)| < Cp(®), Vte 1}  (38)
genellesmis metrigi ile bir genellesmis tam metrik uzaydir (Lemma 2.1 e bakiniz).
Simdi

WN® =20 + | Gt F(s. 1)) ds (3.9)
0

ile X {izerinde bir A operatorii tanimlayalim. f, g, F ve G fonksiyonlar siirekli oldugu
i¢in Integralin Temel Teoreminden Ay € X olur. Eger y,, A operatoriiniin sabit noktasi
ise, 0 zaman y, fonksiyonu (1.4)-(1.5) probleminin bir ¢6ztiimiidiir.

Simdi A'nin X {zerinde bir kesin daralma operatdri oldugunu
ispatlayacagiz. Cr, € [0, 0] sayis1 herhangi f,g € X icin d(f, g) < Cr4 esitsizligini
saglayan keyfi bir sabit olsun. (3.8) den Vt € [ i¢in

If(@®) = 9O < Crgp(®) (3.10)
oldugu ¢ikar. Bundan dolay1 (3.2), (3.3), (3.9) ve (3.10) dan Vt € [ igin

1(AN@) = (Ag) (D] =

1 1
f G(t,s)F(s,f(s))ds—f G(t,s)F(s,g(s))ds
0 0

1

Sf |G(t,s)||F(s,f(s))—F(s,g(s))|ds
0
1

<1 [ 16 9IIf6) - gl ds

0

b
< LCfgf G(t,s)p(s)ds
a
< MLCryo(t)
yani, d(Af,Ag) < MLC;4 elde edilir. Dolayisiyla herhangi f, g € X igin
d(Af,Ag) < ML d(f, 9)

oldugu sonucuna varilabilir. 0 < ML < 1 oldugu i¢in A bir kesin daralma operatoriidiir.
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(3.8) ve (3.10) dan bir keyfi g, € X ve Vt € [igin

b
|(Ago)(®) — go(®)| = |z(t) + f G(t, s)F(s,gO(s))ds — go(H)| < Co(t)

ile bir 0 < C < oo sabitinin var oldugu ¢ikar. Ciinkii G(t,s) fonksiyonu I X I iizerinde
siirly, F (¢, go(t)) fonksiyonu I iizerinde sinirli ve min,¢;¢(t) > 0 dir.

Boylece d nin tanimindan dolay1 d(Agg, go) < o olmasi gerekir. Yani,
d(A**1 gy, A¥go) < o olacak sekilde bir negatif olmayan k = 0 tamsayis1 vardir. Bu
sebeple Teorem 2.3 (i) sikkinin kullamlmasiyla (X,d) deki {A"g,} dizisi A
operatoriiniin y, sabit noktasina (Ay, = y,) yakinsar, yani Vt€ [ igin (3.5)
denklemini saglayacak sekilde bir siirekli y,: I — R fonksiyonu vardir.

Sonra {g € X|d(go, g) < »} =X, yani Teorem 2.3 deki X* kiimesinin X
kiimesine esit oldugunu dogrulayacagiz. Herhangi g € Xicin gve g,, [ lizerinde
sinirli ve mingc;@(t) > 0 oldugundan herhangi bir t € [ i¢in

190 (®) — 9O < Cye(0)
olacak sekilde bir0 < (y; <oco  sabiti vardir. Bundan dolayr her g € X igin
d(go,9) < o, yani {g € X|d(gy, g) < o} = X elde edilir. Teorem 2.3 (ii) den dolayi,
Yo, A operatoriiniin X deki tek sabit noktasidir. Yani y,, (1.4)-(1.5) probleminin tek
siirekli ¢oziimudiir.

Diger taraftan (3.4) esitsizligini saglayan, y fonksiyonu i¢in (3.9) dan Ay € X elde
ederiz. Ustelik (3.4) ten

—p) < h(t) - F(t,y(0) < ¢(t)
esitsizligi yazilabilir. h(t) = y" (t) olsun. Bu durumda

j G(t,s)h(s)ds = — y(t) + z(t)
0

yazilabilir. Buradan da

1

—f G(t,s)p(s)ds < flG(t, s)(h(s) — F(s,y(s))ds < flG(t, s)p(s)ds
0 0 0

elde edilir. Yani

—j G(t,s)p(s)ds < y(t) —z(t) — f G(t,s)F(s,y(s))ds < J G(t,s)p(s)ds
0 0 0

olur. Béylece her t € [ igin



34

1

1A (©) — y (O Sf G(t,s)p(s)ds < Ko(t) (3.11)
0

esitsizligine ulasilir. Buradan
dly,Ay) <M < 4o (3.12)
olur. Sonug olarak (3.12) ile birlikte Teorem 2.3 (iii)

1
< —- <

olmasin1 gerektirir. Yani hert € [ i¢in

M
y® ~ ()] < 1
sonucuna ulasilir.
Ornek 3.1.
y'@®)—y(t)=0 0<t<1 (3.13)
y(0) = 2y'(0) = [ sy(s)ds, y(1) = 2y'(D) = [{(s + Dy(s)ds  (3.14)

siir-deger probleminin Hyers-Ulam-Rassias kararliliga sahip oldugunu gosterelim.
ML < 1 olacak sekilde pozitif M ve L sabitlerini segelim. Ikinci siirekli tiireve sahip
y:10,1] — R fonksiyonunun vt € [0,1] i¢in
'@ -yOl<t+1 (3.15)
esitsizligini sagladigini kabul edelim. Burada F(t,y(t)) = y(t) fonksiyonu her
t €[0,1]i¢cin L =1 Lipschitz sabiti ile
|F(t,y) = F(t,2)| < Lly — z| (3.16)
Lipschitz kosulunu saglayan bir siirekli fonksiyondur. Eger ¢(t) =t + 1 alinir ise, bu
durumda yukaridaki (3.15) esitsizligi (3.4) ile 6zdes forma sahiptir. Verilen problemin

¢ozimi
1 1
z(t) = (t+ 1)f sy(s)ds + (t + 2)f (s+ 1Dy(s)ds
0 0
olmak tizere
y =20+ [ GIF(sye)ds
0
olur. Burada

C((t+2D(s+1), 0<t<s<1
G(t's)_{(s+2)(t+1), 0<s<t<1

seklindedir. Ustelik her bir ¢t € [0,1] igin
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f G(t,s)p(s)ds = (t + 1)f (s+2)(s+1Dds+ (t+ 2)f (s+ 1D(s+ 1ds
0 0 t

t3 t?  2t? 1 2 t3  2t?
—(t+1)< +2+T+2t>+(t+2)< +2+2—1—§—T—2t+t>
=1t3+1 2+Zt—g<l+l+zt—E
6 2 3 376 2 3 3
=zt—4<zt—4+g<zt+z=z(t+1)=M(p(t)
3 —3 373 3 3

elde edilir. Teorem 3.2 ye gére V t € [0,1] igin
1

yd0=d0+jG@QH&ﬂ®Ms

0

ve

y(®) - 300 <

olacak sekilde bir tek y,: [0,1] —»R stirekli fonks1y0nu vardir.

3.4. Hyers-Ulam Kararhhk

Asagidaki teoremde (1.4)-(1.5) sinir-deger probleminin Hyers-Ulam kararliligini
ispatlayacagiz.
Teorem 3.3. L, 0 < LB (a + %) < 1 esitsizligini saglayan bir sabit ve I = [0,1] bir reel
aralik olmak iizere, F: I X R - R
|F(t,u) — F(t,v)|<Llu—v|, Yu,v €R (3.17)
Lipschitz kosulunu saglayan bir siirekli fonksiyon olsun. Eger ikinci siirekli tiireve sahip
bir y:I - R fonksiyonuVv t € I vebir € > 0 igin
y'@®) -Ft,y@®)l <e (3.18)
diferansiyel esitsizligini sagliyorsa, bu durumda Vt € [ i¢in

t+p—

yd0=fG&JW®J®D®— ﬂf%@wuws

tra ﬁf 0.(s)y(s)ds (3.19)

denklemini ve
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8B(a+%)
1- 18 (a+3)

esitsizligini saglayan bir tek stirekli yo:1 — R fonksiyonu vardir.

ly(®) = yo (D) < (3.20)

ispat.
X={f:1->R| fsiirekli }
kiimesi lizerinde
d(f,g) = inf{C € [0,+]||f(t) —g®)| <C,Vt €] } (3.21)
ile verilen genellesmis metrigini tanimlayalim. (X, d) nin bir genellesmis tam metrik

uzay oldugu Lemma 2.1 de gosterilmisti. X tizerinde

1 —
A =f G(t,S)F(S;f(S))dS— +ﬁ ﬁf ao(s)y(s)ds

& ﬁf 01(s)y(s)ds (3.22)

bigiminde tanimlanan A operatoriinii goz oniine alalim. Teorem 3.2 nin ispatina benzer
sekilde Af € X oldugunu ve A operatdriiniin y, sabit noktasinin (1.4)-(1.5) probleminin
¢Oziimii oldugunu gorebiliriz.
Simdi A’nin X tlizerinde bir kesin daralma operatorii oldugunu gosterecegiz.
Crg € [0, ] sayis1 herhangi f, g € X i¢in d(f,g) < Cs4, yani herhangi t € I igin
If(@©) —g(O] < Crg (3.23)
esitsizligini saglayan bir keyfi sabit olsun. Bu durumda Vt € I i¢in

|(Af)@) — (A =

JIG(t, S)F(s,f(s))ds — JIG(t, s)F(s,g(s))ds
0 0

< j |G(t,s)||F(s,g(s)) — F(s,f(s))|ds
0

1 1
<1 [ 16@NFE) - g()lds <16, [ 16 5)lds
0 0
1
yani d(Af,Ag) < B (a + %) LCs,4 elde edilir. Buradan Vf, g € X igin

1
d(Af,Ag) = LE(a +5)d(f, g)

oldugu sonucu ¢ikar. Burada 0 < LB (a + %) < 1 olduguna dikkat edelim.
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Teorem 2.5 in ispatina benzer bir bigimde her bir gy € X 'in d(Agy, go) <
Ozelligini sagladigini gosterebiliriz. (3.21) ve (3.22) dan bir keyfi g, € X ve Vt € [ igin

|(Ago) () — go(D)| =

z(t) — f G(t,5)F(s,go(s))ds — go(®)| < C
0

ile bir 0 < € < oo sabitinin var oldugu ¢ikar. Ciinkii G(t, s) fonksiyonu I X I iizerinde
ve f (t, go(t)) fonksiyonu da I {izerinde sinirhidir. Boylece d nin tanimindan dolay1
d(Ago, go) < o olmahdir. Yani, d(A*¥*1g,, A¥gy) < oo olacak sekilde bir negatif
olmayan k = 0 tamsayis1 vardir. Bu sebeple Teorem 2.3 (i) den dolay1n — oo iken
(X,d) ‘de A"g, — y, olacak sekilde ve y,= Ay, yani y, herhangi x € I igin (3.19)
denklemini saglayacak sekilde bir y,:1 — R siirekli fonksiyonu vardir.

Simdi X ={g € X|d(gy,g) <o} oldugunu gosterelim. Eger g € X ise 0
zaman g, g sinirli ve kapali [ araligi tizerinde tanimlanan stirekli fonksiyonlardir. Bu
nedenle Vt € [ igin

lgo(®) —g(®I < C
kosulunu saglayan bir C > 0 sabiti vardir. Bu herbir g € X i¢in d(go, g) <o, denk
olarak {g € X|d(gy,g) <} =X olmast anlamina gelir. Boylece Teorem 2.3
(ii)’den dolay1 y,, A operatoriin tek sabit noktasidir. Yani y,, (1.4)-(1.5) problemini
saglayan tek c¢ozimdir. Buna ek olarak, (3.18) esitsizligini saglayan tim y
fonksiyonlar1 i¢in
— <y"(t)=F(s,y(s)) <¢
esitsizligi yazilabilir. h(t) = y" (t) olsun. Bu durumda

J G(t,s)h(s)ds = —y(t) + z(t)
0

yazilabilir. Sonra

—s] G(t,s)ds SJ G(t,s)[h(s) — F(s,y(s))]ds < sf G(t,s)ds
0 0

0

esitsizligi elde edilir. Buradan
1

—eflG(t, s)ds < — flG(t, s)F(s,y(s))ds —y()+2z(t) < ef G(t,s)ds
0 0 0

olur. Dolayisiyla Vt € I igin
1

—sf G(t,s)ds < (Ay)(t) —y(t) < ef G(t,s)ds
0 0
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elde edilir. Bu yiizden Vt € [ i¢in

1

1
IA(Y) () —y(t)] < ef G(t,s)ds < ef(a + E) (3.24)

0

bunun sonucu olarak d(y,Ay) < eB(a + %), boylece Teorem 2.3 (iii) den dolayi,
Vvt € I igin
1
1 ef(a+:)
dy,y0) < ———d(y,Ay) < —21
1—LB(C{+E) 1—L,8(a+5)

elde edilir. (3.20) esitsizligi Vt € I igin dogrulanmis olur.

Ornek 3.2.
y'@®)-y@®) =0, 0<t<1 (3.25)
y(0) =3¥'(0) = [ sy(s)ds, y(1) —y'(1) = [;(s + Dy(s)ds (3.26)

siir-deger probleminin Hyers-Ulam kararliliga sahip oldugunu gosterelim. Burada
F(t,y(t)) = y(¢t) fonksiyonu her ¢ € [0,1] igin L =1 Lipschitz sabiti ile
|F(t,y) = F(t,w)| < Lly —w]|
Lipschitz kosulunu saglayan bir siirekli fonksiyondur. Gergekten &« = 1/4 ve f = 1 i¢in
Teorem 3.3 {in hipotezindeki 0 < LS (a + %) < 1 kosulu saglanir. Ikinci siirekli tiireve
sahip y:[0,1] — R fonksiyonunun Vvt € [0,1] igin
y"@®) —y@®)l<e (3.27)

esitsizligini sagladigini kabul edelim. Verilen problemin ¢éziimii
1

1
z(t) = —4tf sy(s)ds + (4t + 1)[ (s+ 1Dy(s)ds
0 0

olmak tzere

1
y =20+ [ 6GEF(sy())ds
0

olur. Burada

4t+1/4)s 0<t<s

G(ts) = {4(5 +1/4)t, 0<s<t

seklindedir. Teorem 3.3 e gore Vt € [0,1] i¢in

1

yd0=dw+fG@QH&ﬂQMs

0
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ve

ly(®) = yo(t)| < 3¢
olacak sekilde bir tek y,: [0,1] = R siirekli fonksiyonu vardir.
3.5. Agirhikh Uzay Yontemi

L:[0,1] x [0,1] - [0, ) bir integrallenebilir fonksiyon ve ¢:[0,1] - (0, ) bir
stirekli fonksiyon olsun.

Teorem 3.4.

1
[ 190 <yo@,  ce o (3.28)
0
olacak sekilde bir y €[0,1] sayisinin var oldugunu kabul edelim. Ayrica
F:[0,1] X R — R siirekli fonksiyonu, her u,v € C[0,1] igin
|F(s,u(s)) —F(s, v(s))| < L(t,s)|u(s) —v(s)| (3.29)

esitsizligini saglasin. Eger

y(t) — z(t) — folG(t, S)F(s,y(s))ds| < ¢(t) (3.30)
olacak sekilde bir y: [0,1] = R siirekli fonksiyonu varsa ve eger 0 < L a)g Yy <1 ise,
bu durumda

vo(t) = z(t) + jolG(t, S)F(s,0(s)) ds (3.31)

olacak sekilde bir tek y,: [0,1] = R siirekli fonksiyonu vardir ve t € [0,1] i¢in
— B

YO =01 = T =g a T O (3:32)
esitsizligi saglanir. Burada
2(6) = — t+ ﬁ — ﬁj oo(s)y(s)ds + -'t_-; Ci BJO o,(s)y(s)ds

seklindedir.
Ispat. [0,1] kapali aralig1 {izerinde taniml1 tiim reel degerli siirekli fonksiyonlarin

kiimesini C[0,1] ile gosterelim. Bu kiime u, v € €[0,1] i¢in

- vl
dwv) = sup =%
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agirlikli metrigi ile bir metrik uzay teskil eder. (C[0,1],d) nin bir tam metrik uzay

oldugu kolayca gosterilebilir (Teorem 2.6 ya bakiniz). Simdi C[0,1] iizerinde

(Tw)(t) = z(t) + f G(t,s)F(s,u(s))ds
0

ile verilen bir T:C[0,1] — C[0,1] operatdrii tanimlayalim. T nin daralma operatdrii
oldugunu gosterelim. Her u, v € C[0,1] igin
1
|f0 {6, 9)[F(s,uls)) —F(s, v(s))]}dt|
d(Tu,Tv) = sup
tef0,1] @(t)

|56, )L 9)luls) — v(s)I]}ds]
< sup
te[0,1] @)

A+ap |y L&) —vs)lds|
< sup
1+ a—Pteoq] (1)

_G+op u® - vl |17 Lt ) (s)ds|
ST+a—fepny 00 oy 0®

L d+a8
T l4+a-—-p

elde edilir. 0 < %y < 1 oldugundan, T operatérii bir daralmadir.

yd(u,v)

Diger taraftan, (3.30) esitsizligi kullanilirsa,

_ ly () — (Ty) ()|
AT = S o®
y(t) — z(t) — f01 G(t, $)F(s, y(s))ds|
= sup <
te[0,1] @(t)

elde edilir. Simdi C[0,1] tam metrik uzayi iizerinde Banach Sabit Nokta Teoremi’nin

uygulanmasi sonucu T operatdriiniin Vt € [0,1]

1
7o(®) = 2(0) + [ GCF(s.70(5)) ds
0

olacak sekilde bir tek y, sabit noktasinin var oldugu, yani (1.4)-(1.5) denkleminin bir
tek yo:[0,1] — R siirekli ¢oziimiine sahip oldugu sonucuna ulasilir. Dahasi, herhangi
bir y € C[0,1] i¢in

yo »n=Ty, y,=T% ..y"=T"
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ardigik yaklasimlarinin {T"y},_, dizisi T nin bir tek sabit noktasina yakinsar, yani her
t € [0,1] i¢in
yo(t) = lim (T™)(1)
olur. Ayrica
1+a-p
l1+a-pFf—-(1+a)fy

1
d(y,y0) < Wd(y, Ty) <

1+a-p

esitsizligi yazilabilir. Buradan (3.32) esitsizligi elde edilir.

Ornek 3.3.
y'(@©)—-y@®) =0 0<t<1 (3.33)
y(0) = y'(0) = f, sy(s)ds, y(1) - %y’(l) = [, (s + Dy(s)ds (3.34)

siir-deger probleminin Hyers-Ulam-Rassias kararliliga sahip oldugunu gosterelim.
pt)=t+1 ile bir ¢:[0,1] - (0,0) siirekli fonksiyonu belirleyelim.
F(t,y(t)) = y(¢) ile verilen F:[0,1] X R — R fonksiyonu ¢ € [0,1] ve s € [0,1] igin

|F(5,9(s)) = F(s,2(s))| < (t + )|y (s) — z(s)]
kosulunu saglayan bir siirekli fonksiyondur. Bu durumda L(t,s) =t+s ile bir
integrallenebilir L:[0,1] X [0,1] = [0,) fonksiyonu tanimlanabilir. Bu durumda
(3.28) kosulu saglanir. Ayrica

1 5 5 5 5 5
= <—+4+-t=- =—
]O(t+s)(s+1)dt Sc+gt 6(t+1) 6<P(t)

—+=t
612
a)ﬁ

oldugundan y =5/6 dir. Ayrica 0 < pouy

y < 1 kosulu saglanir. Teorem 3.4 e gore

Yo(t) = 2(8) + j G(t,5)F(s,yo(s)) ds
0

olacak sekilde bir tek y,: [0,1] — R siirekli fonksiyonu vardir ve t € [0,1] i¢in

t+a-p
—B—-(QA+apy

y(®) =y Ol = 77 @(t)

elde edilir.






4. MATERYAL VE YONTEM

Bu calisma, konu ile ilgili makale ve kitaplarin incelenmesi ile yapilacaktir. Bu
dogrultuda oOncelikle konuyla ilgili on arastirmalar yapildiktan sonra, sinir-deger
problemlerinin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias kararliligi incelenecek ve elde

edilen sonuclar 6rneklerle birlikte verilecektir.






5. TARTISMA VE SONUC

Bu c¢alismada lineer olmayan ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerin bazi
siir-deger problemlerinin Hyers-Ulam kararliligi ve Hyers-Ulam-Rassias kararlilig
Banach Sabit Nokta Teoreminin bazi versiyonlari kullanilarak ispatlanmistir. {1k olarak

y'(©) =F(t,y®), a<t<b,  yla)=A4, y(b)=B
siir-deger probleminin ¢oziimiiniin varlik ve tekligi Banach Sabit Nokta Teoremi
kullanilarak gosterildi. Daha sonra bu problemin Hyers-Ulam-Rassias kararliligi ve
Hyers-Ulam kararliligt Margolis ve Diaz (1968) tarafindan genellesmis tam metrik
uzaylar iizerinde verilen bir sabit nokta teoremi (Teorem 2.3) kullanilarak ispatlandi.
Ardindan bir agirhikli tam metrik uzay iizerinde Banach Sabit Nokta Teoremi
kullanilarak ayni problemin Hyers-Ulam-Rassias kararliliga sahip oldugu gosterildi.

Ikinci olarak integral sinir kosullarina sahip olan

y' () =F(t,y®), 0<t<1

1 1

oo()y(s)ds,  y(1) - By'(1) = f 01()y(s)ds

0

y(0) — ay'(0) = f

0

sinir-deger problemi goz 6niine alindi. Oncelikle bu problemin ¢dziimiiniin var ve tek
oldugu Banach Sabit Nokta Teoremi kullanilarak gosterildi. Sonra Margolis ve Diaz
tarafindan genellesmis tam metrik uzaylar iizerinde verilen bir sabit nokta teoremi
(Teorem 2.3) kullanilarak bu problemin Hyers-Ulam-Rassias kararliliga ve Hyers-Ulam
kararliliga sahip oldugu gosterildi ve daha sonra bir agirlikli tam metrik uzay iizerinde
Banach Sabit Nokta Teoremi kullanilarak ayni problemin Hyers-Ulam-Rassias
kararlilig1 ispatlanda.

Hyers-Ulam kararliligin 6nemi su sekilde ifade edilebilir: Eger ikinci mertebeden
stirekli tiireve sahip bir fonksiyon yukarida verilen sinir-deger problemlerinden birinin
bir yaklasik ¢6ziimi ise, o zaman bu problemlerin bu fonksiyona yakin olan bir tam
¢oziimili vardir. Diger bir ifade ile, verilen sinir-deger problemlerinin ¢éziimii ile bu
yaklasik ¢0ziim arasindaki fark ¢ok kiigiiktiir. Bu durumda eger bir sinir-deger problemi
Hyers-Ulam kararliliga veya Hyers-Ulam-Rassias kararliliga sahip ise, bu durumda bir
uygun yaklasik esitsizligi saglayan bir fonksiyon elde etmek yeterlidir, yani Hyers-

Ulam kararlilik bir tam ¢6ziimiin varligin1 garanti eder.
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