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ÖZET 

 

 

BAZI SINIR-DEĞER PROBLEMLERĠNĠN HYERS-ULAM KARARLILIĞI 
 

 

UNUTUR, Merve 

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı 

Tez DanıĢmanı : Doç. Dr. Sebaheddin ġEVGĠN 

Ağustos 2019, 51 sayfa 

 

 Bu tez çalıĢmasında, bazı sınır-değer problemlerinin Hyers-Ulam kararlılığı ve 

Hyers-Ulam-Rassias kararlılığı incelendi. Ġlk olarak lineer olmayan iki-nokta sınır-değer 

probleminin kararlılığı bir genelleĢmiĢ sabit nokta teoremi kullanılarak ispatlandı, ve 

daha sonra ağırlıklı uzay yöntemi adı verilen bir yöntem kullanılarak Hyers-Ulam-

Rassias kararlılığa sahip olduğu gösterildi. Ġkinci olarak integral sınır koĢullu lineer 

olmayan bir sınır-değer probleminin kararlılığı aynı yöntemler kullanılarak ispatlandı. 

 

Anahtar sözcükler: Ağırlıklı uzay yöntemi, Hyers-Ulam kararlılık, Hyers-

Ulam-Rassias kararlılık, Sabit nokta teoremi, Sınır-değer problemi. 
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ABSTRACT 

 

 

HYERS-ULAM STABILITY OF SOME BOUNDARY-VALUE PROBLEMS 

 

 

UNUTUR, Merve 

M.Sc. Thesis, Mathematics 

Supervisor : Assoc. Doç. Dr. Sebaheddin ġEVGĠN 

August, 51 pages 

 

 In this thesis, the Hyers-Ulam stability and the Hyers-Ulam-Rassias stability of 

some boundary-value problems are studied. Firstly, stability of nonlinear two-point 

boundary-value problem is proved by using a generalized fixed point theorem, and then 

it is showed that the problem has the Hyers-Ulam-Rassias stability by using a method 

called weighted space method. Secondly, stability of a nonlinear boundary-value 

problem with integral boundary condition is proved by using same methods.  

 

 Keywords: Boundary-value problem, Fixed point theorem, Hyers-Ulam 

stability, Hyers-Ulam-Rassias stability, Weighted space method 
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1. GĠRĠġ 

 

 

Stanislaw Ulam, Wisconsin Üniversitesi Matematik kulübüne 1940 yılında 

verdiği meĢhur konuĢmasında birçok çözülmemiĢ problem sunmuĢtur. Bu 

konuĢmasında Ulam (1964) tarafından aĢağıdaki genel problem verilmiĢtir: 

   bir grup ve   ,        metriği ile bir metrik grup olsun.     sayısı verilsin. 

Eğer bir         dönüĢümü her        için 

                    

eĢitsizliğini sağlıyorsa, o zaman her      için                ile bir         

homomorfizması var olacak Ģekilde bir     sayısı var mıdır?  

Bu problem fonksiyonel denklemlerin kararlılık teorisinin baĢlangıç noktası 

olmuĢtur. 

Matematik problemlerinin kararlılık kavramı daha genel bir bakıĢ açısıyla Ģu 

Ģekilde verilebilir: 

"Bir teoremin hipotezlerinde ufak bir değiĢiklik yaparak teoremin ana sonucunun 

doğru ya da yaklaĢık olarak doğru kaldığını hangi durumlarda söyleyebiliriz? " veya 

"Belli bir özelliği yaklaĢık olarak sağlayan bir matematiksel nesnenin, bu özelliği 

tamamen sağlayan bir nesneye yakın olması gerektiği ne zaman doğrudur? " 

Eğer dikkatimizi fonksiyonel denklemler durumuna yöneltirsek, özellikle “verilen 

bir denklemden çok az farklı olan bir denklemin çözümü verilen bu denklemin 

çözümüne ne zaman yakın olmalıdır?” veya benzer biçimde “bir fonksiyonel denklem 

bir fonksiyonel eĢitsizlik ile değiĢtirildiğinde eĢitsizliğin çözümlerinin denklemin 

çözümlerine yakın olması gerektiği ne zaman iddia edilebilir?” sorusunu sorabiliriz. 

Fonksiyonel denklemlerin kararlılık problemi böyle bir temel sorudan kaynaklanmıĢtır 

(Rassias, 2000).  

 Hyers, 1941 de yayınlamıĢ olduğu bir çalıĢmada Ulam'ın sorusuna ilk cevabı 

aĢağıdaki teoremde ifade edildiği Ģekilde verdi. 

Teorem 1.1.     ve    iki Banach uzayı ve        , her         ve bazı     için 

                     

olacak Ģekilde bir fonksiyon olsun. Bu durumda her bir      için 
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limiti vardır  ve         , her       için  

              

olacak Ģekilde bir tek toplamsal fonksiyondur. Bununla birlikte, eğer       fonksiyonu 

her       için   ye göre sürekli ise, o zaman   lineerdir. Dahası   fonksiyonu    deki 

bir noktada sürekli ise,   de     deki her noktada süreklidir. 

 Yukarıdaki durum için, 

                 

Toplamsal Cauchy fonksiyonel denklemi Hyers-Ulam kararlılığa sahiptir denir. 

Yukarıdaki teoremde, Hyers         toplamsal fonksiyonunu doğrudan verilmiĢ   

fonksiyonundan oluĢturdu. Bu yöntem direkt yöntem olarak adlandırılır ve birçok 

fonksiyonel denklemin kararlılığının incelenmesinde güçlü bir araçtır. 

 Hyers‟in (1941) bu önemli sonucu aĢağıdaki Ģekilde açıklanabilir: 

                 

Toplamsal Cauchy fonksiyonel denklemi Banach uzayının herhangi bir çifti için 

kararlıdır. 

     ↦                 

fonksiyonu  Cauchy farkı olarak adlandırılır. 

Th. M. Rassias, 1978 de, Hyers‟in teoreminin bir genellemesini Cauchy farkını 

sınırsız alarak aĢağıda verilen teoremle ispatladı. 

Teorem 1.2.    ve    iki Banach uzayı olsun ve     ve       olmak üzere 

         nin her        için  

                                

olacak Ģekilde bir fonksiyon olduğunu kabul edelim. Bu durumda her       için 

            
  

    
     

olacak Ģekilde bir tek          toplamsal dönüĢümü vardır. Bununla birlikte, eğer 

      fonksiyonu her       için   ye göre sürekli ise, o zaman   lineerdir. 

 Bu kararlılık olayına Hyers-Ulam-Rassias veya genelleĢtirilmiĢ Hyers-Ulam 

kararlılığı denir. Hyers-Ulam-Rassias, farklı fonksiyonel denklemler için kapsamlı bir 

Ģekilde incelenmiĢtir. Makalelerin büyük çoğunluğunda Hyers 'in fikri kullanılır. 

Hyers'in fikrinde  
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e e         e          
   

            

eğe         e          
   

          

formülü kullanılarak,         fonksiyonu verilmiĢ   fonksiyonundan doğrudan 

oluĢturulmuĢtur. 

 Bu yöntem direkt yöntem olarak adlandırılır. Belli bir fonksiyonel denklemin 

çözümünü bulmak için sıklıkla kullanılır. Direkt yöntem, birçok fonksiyonel denklemin 

Hyers-Ulam kararlılığını ve Hyers-Ulam-Rassias kararlılığını incelemek için etkili bir 

araçtır ve çok çeĢitli denklemlerin kararlılığının incelenmesinde baĢarıyla 

uygulanmıĢtır. (Hyers et al., 1998). Hyers-Ulam kararlılığı incelemek için diğer birçok 

etkili yöntem vardır. Bunlardan biri sabit nokta yöntemidir. Sabit nokta yöntemi, 

fonksiyonel denklemlerin kararlılığını göstermede kullanılan bilinen ikinci tekniktir. Bu 

yöntem ilk olarak Baker (1991) tarafından kullanılmıĢtır. Baker, fonksiyonel bir 

denklemin Hyers-Ulam kararlılığını tek bir değiĢkende ispatlamak için Banach sabit 

nokta teoreminin bir versiyonunu uyguladı.  Radu, 2003 yılında,    fonksiyonunun 

varlığının ve  

            
  

    
     

eĢitsizliğinin Diaz ve Margolis'in (1968)  alternatif sabit nokta teoreminden elde 

edilebileceğini gözlemlemiĢtir (Radu, 2003). Sonra, Cadariu ve Radu (2003; 2004), 

perturbe olmuĢ denklemin belirli bir   dönüĢümü ile kontrol edilmesi durumunda 

Cauchy ve Jensen fonksiyonel denklemleri için genelleĢtirilmiĢ bir Hyers-Ulam 

kararlılık sonucu sundular. Onların fikri, Diaz ve Margolis'in alternatif sabit nokta 

teoremini kullanarak kesin çözümün varlığını ve hata tahminlerini elde etmek idi. 

Ulam'ın probleminin bir genelleĢtirmesi olarak fonksiyonel denklemlerin yerine 

diferansiyel denklemlerin kullanılmasıyla yeni bir çalıĢma alanı ortaya çıkmıĢtır. Lineer 

diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararlılığını inceleyen ilk bilinen kiĢi Obłoza 

(1993; 1997) dır. Daha sonra, Alsina ve Ger (1998), bir diferansiyel denklemin Hyers-

Ulam kararlılığını araĢtıran ilk çalıĢmalarında,            diferansiyel denkleminin 

Hyers-Ulam kararlılığını ele aldılar ve bu denklemin, eğer      , her     için 

|          |    eĢitsizliğini sağlayan bir diferansiyellenebilir fonksiyon ise, o zaman 

her     için |         |     olacak Ģekilde bir       diferansiyellenebilir 

çözümünün var olduğunu ispatladılar. 
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Alsina ve Ger„in (1998) bu sonucu Miura ve ark. (2001), Miura (2002) ve 

Takahasi ve ark. (2002) tarafından genelleĢtirildi. Daha sonra Miura ve ark., (2003), 

Miura ve ark., (2004) ve Jung (2004; 2005; 2006) değiĢik türden birinci mertebeden 

lineer diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararlılığını incelemiĢlerdir. 

 Li (2010),          ,    ,          için  ikinci mertebeden 

        

diferansiyel denklemlerinin Hyers-Ulam kararlılığını çalıĢtı. Li ve Shen (2010),               

    [   ],    ,          olmak üzere ikinci mertebeden homojen 

             

ve homojen olmayan 

                

lineer diferansiyel denklemlerinin Hyers-Ulam kararlılığını incelediler. Li ve Shen 

(2009),          ,    ,          olmak üzere ikinci mertebeden  

                        

diferansiyel denklemlerinin Hyers-Ulam kararlılığını ispatladılar. Javadian ve 

arkadaĢları (2011) 

                      

biçimindeki diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararlılığa sahip olduğunu 

gösterdiler. Ghaemi ve ark. (2012) ve Abdullahpour ve ark. (2012) ikinci mertebeden 

tam (mükemmel) diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararlılığını ispatladılar. Li ve 

Huang (2013), kompleks Banach uzaylarında ikinci mertebeden homojen 

                      

ve homojen olmayan 

                         

lineer diferansiyel denklemlerinin  Hyers-Ulam kararlılığını çalıĢtılar. Alqifiary ve Jung 

(2014), Gronwall eĢitsizliğini kullanarak baĢlangıç koĢullu ikinci mertebeden 

diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararlılığını ispatladılar. Mortici ve ark. (2015), 

integrasyon yöntemini kullanarak sınırlı bir bölge üzerinde homojen olmayan  

                            

Euler diferansiyel denkleminin Hyers-Ulam kararlılığa sahip olduğunu gösterdiler.  

 Gavruta ve ark. (2011),    [   ],       [   ],          olmak 

üzere   
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sınır Ģartlarına sahip olan 

             

biçimindeki ikinci mertebeden lineer diferansiyel denkleminin  

   |    |  
 

      
 

koĢulunun sağlanması durumunda Hyers-Ulam kararlılığa sahip olduğunu gösterdiler. 

 Zhao ve ark. (2017),   

                                           

biçimindeki diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias kararlılığa 

sahip olduğunu sırasıyla aĢağıda verilen teoremlerde bir genelleĢmiĢ sabit nokta teoremi 

yardımıyla    [   ] ve     [   ]         koĢulları altında gösterdiler. 

Teorem 1.3.   [   ] bir reel aralık olsun ve  ,    ∫           
 

 
     

eĢitsizliğini sağlayan bir sabit olmak üzere,       fonksiyonunun        için  

|         |   |   | 

Lipschitz koĢulunu sağlayan bir sürekli fonksiyon olduğunu kabul edelim. Eğer ikinci 

sürekli türeve sahip bir          fonksiyonu      ve bir     için 

∫ |                         |
 

 

     

koĢulu ile   

|                                 |    

diferansiyel eĢitsizliğini sağlıyorsa, bu durumda        ç n  

       ∫               

 

 

                           

denklemini ve 

|          |  
 ∫           

 

 
  

   ∫           
 

 
  

 

eĢitsizliğini sağlayan bir tek sürekli        fonksiyonu vardır. 

 

Teorem 1.4. VerilmiĢ   [   ] reel aralığı için   ve  ,        koĢulunu sağlayan 

pozitif sabitler olsun.       ' nın            için  

|         |   |   | 
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Lipschitz koĢulunu sağlayan bir sürekli fonksiyon olduğunu kabul edelim. Üstelik 

          ' nın      için  

∫                       
 

 

 

eĢitsizliği sağlanacak Ģekilde bir sürekli fonksiyon olduğunu kabul edelim. Eğer ikinci 

sürekli türeve sahip        fonksiyonu  

∫ |                         |
 

 

     

koĢulu ile        için 

|                                 |       

eĢitsizliğini sağlıyorsa, bu durumda      için 

       ∫               

 

 

                            

|          |  
     

    
 

olacak Ģekilde bir tek        sürekli fonksiyonu vardır. 

 Rus (2009) 

                            

sınır-değer probleminin Green fonksiyonunu kullanarak,        ve   

  [   ]     olmak üzere 

         (      )      [   ] 

                            

sınır-değer probleminin Hyers-Ulam kararlı olduğunu gösterdi. 

ġimdi   inci mertebeden  

                                               (                          )                                               

diferansiyel denklemi için Hyers-Ulam kararlılığın tanımını verelim. Burada   bir 

    aralığı üzerinde tanımlı  -defa sürekli diferansiyellenebilir bir reel değerli 

fonksiyondur. 

Tanım 1.1. Eğer verilmiĢ     ve her      için 

| (                         )|    

eĢitsizliğini sağlayan bir  -defa sürekli diferansiyellenebilir       fonksiyonu için, 

(1.1) denkleminin |          |       eĢitsizliğini sağlayan    çözümü mevcut ise, 



7 

 

 

 

(1.1) diferansiyel denklemi Hyers-Ulam kararlılığa sahiptir denir. Burada,     , 

             ile sadece   na bağlı bir fonksiyondur.       [     fonksiyonları 

açık bir biçimde   ve   ‟a bağlı olmayan fonksiyonlar olmak üzere, eğer yukarıdaki 

tanım,   ve      sırasıyla      ve      ile yer değiĢtirdiğinde de doğru ise, o zaman 

yukarıdaki diferansiyel denklem genelleĢtirilmiĢ Hyers-Ulam kararlılığa (veya Hyers-

Ulam-Rassias kararlılığa) sahiptir denir (Rezaei ve ark., 2013). 

Yani, eğer  -inci sürekli türeve sahip      fonksiyonu (1.1) diferansiyel 

denkleminin bir yaklaĢık çözümü ise, o zaman denklemin      ye yakın bir       

çözümü vardır.  Diğer bir ifade ile diferansiyel denklemin tüm çözümlerinin kümesi ile 

     fonksiyonu arasındaki uzaklık veya perturbe olmuĢ çözüm ile tam çözüm 

arasındaki fark en fazla      kadardır. 

Bir ağırlıklı metrik ile donatılmıĢ olan bir uzayda bilinen matematiksel sonuçları 

kullanan yöntemler ağırlıklı uzay yöntemi olarak adlandırılır (Cadariu ve ark., 2012). Ġlk 

olarak Gavruta ve Gavruta (2010) 

         p
|         |

    
 

ağırlıklı metriği ile donatılmıĢ bir tam metrik uzay üzerinde Banach Sabit nokta 

teoremini kullanarak lineer olmayan  

      (   (    )) 

fonksiyonel denkleminin, 

          ∫  (      )  
 

 

 

Volterra integral denkleminin ve  

           ∫  (        )  
 

 

 

Fredholm integral denkleminin Hyers-Ulam-Rassias kararlılığa sahip olduğunu 

gösterdiler. Daha sonra Cadariu ve ark. (2012) aynı ağırlıklı uzay üzerinde yine Banach 

sabit nokta teoremini kullanarak lineer olmayan  

                      

ve lineer 

                                                                        

fonksiyonel denklemleri ile lineer olmayan  
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           ∫  (        )  
 

 

 

Volterra integral denkleminin Hyers-Ulam-Rassias kararlılığını ispatladılar. Castro ve 

Guerra (2013), Castro ve Simoes (2017a; 2017b) ve Gordji ve ark. (2013) bazı integral, 

integro-diferansiyel ve kısmi diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam-Rassias 

kararlılığını ispatlamak için ağırlıklı uzay yöntemini kullandılar. 

 Bu tez çalıĢmasının amacı, aĢağıda verilen iki sınır-değer probleminin Hyers-

Ulam kararlılığını ve Hyers-Ulam-Rassias kararlılığını bir genelleĢmiĢ sabit nokta 

yaklaĢımını ve bir ağırlıklı uzay yöntemini kullanarak incelemektir. 

Problem 1 (Ġki-nokta sınır-değer problemi): 

                                              (      )                                                     (1.2) 

                                                                                                                   (1.3) 

burada   [   ]      bir sürekli fonksiyondur.  

Problem 2 (Ġntegral koĢullu sınır-değer problemi): 

                     (      )                                                                           (1.4) 

                         ∫            
 

 
             ∫             

 

 
      (1.5) 

burada    [   ]     ,       [   ]  [      fonksiyonları sürekli ve   ve  ,  

        koĢulunu sağlayan negatif olmayan reel parametrelerdir. 

 Bu çalıĢmanın ikinci bölümünde Banach sabit nokta teoremi kullanılarak (1.2)-

(1.3) sınır-değer probleminin çözümü için bir varlık ve teklik sonucu verilecektir. Daha 

sonra bir genelleĢmiĢ sabit nokta teoremi kullanılarak aynı problemin Hyers-Ulam-

Rassias kararlılığı ve Hyers-Ulam kararlılığı incelenecektir. Ardından bir ağırlıklı uzay 

yöntemi kullanılarak, aynı problemin Hyers-Ulam Rassias kararlılığa sahip olduğu 

gösterilecektir. 

 Üçüncü bölümde (1.4)-(1.5) sınır-değer probleminin çözümünün varlık ve tekliği 

Banach sabit nokta teoremi kullanılarak gösterildikten sonra, Hyers-Ulam-Rassias 

kararlılığa ve Hyers-Ulam kararlılığa sahip olduğu bir genelleĢmiĢ sabit nokta yaklaĢımı 

kullanılarak ispatlanacaktır. Daha sonra problemin Hyers-Ulam-Rassias kararlılığı 

ağırlıklı uzay yöntemi kullanılarak incelenecektir. 
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2. ĠKĠ-NOKTA SINIR-DEĞER PROBLEMĠNĠN KARARLILIĞI 

 

 

Bu bölümde,    [   ]      bir sürekli fonksiyon olmak üzere 

                                                    (      )                                                  

(1.2) 

                                                                                                                      

(1.3) 

ile verilen sınır-değer probleminin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias kararlılığı 

incelenecektir. 

 

2.1. GiriĢ 

  

Ġlk olarak (1.2)-(1.3) probleminin çözümünü bulmak, yani bu probleme denk olan 

integral denklemi belirlemek istiyoruz. Bunun için  

        (      ) 

denkleminin   dan   ye integrali alınırsa, 

            ∫  (      )  
 

 

 

denklemi elde edilir. Aynı iĢlem bu eĢitlik için tekrarlandığında ve        sınır 

koĢulu dikkate alındığında 

                                                 ∫       (      )  
 

 

                              

eĢitliğine ulaĢılır. (2.1) eĢitliğin sağ tarafında bulunan       ifadesini belirlemek için 

       sınır koĢulu kullanılırsa 

                  ∫       (      )  
 

 

   

elde edilir. Buradan 

      
   

   
 

 

   
∫       (      )  
 

 

 

bulunur. Bu ifade (2.1) de yerine yazıldığında 

 



10 

 

 

 

                       (
   

   
 

 

   
∫       (      )  
 

 

)      

 ∫       (      )  
 

 

   
   

   
      

     

   
∫       (      )  
 

 

 ∫       (      )  
 

 

 

                              
   

   
      

     

   
∫       (      )  
 

 

 
     

   
∫       (      )  
 

 

 ∫       (      )  
 

 

   
   

   
      ∫

          

   
 (      )  

 

 

 ∫
          

   
 (      )  

 

 

 

elde edilir. Bu durumda (1.2)-(1.3) sınır-değer probleminin çözümü için 

                                      
   

   
      ∫        (      )  

 

 

                            

eĢitliği elde edilir. Bu bir simetrik çekirdekli Fredholm integral denklemidir. Burada 

                                             {

          

   
        

          

   
        

                                   

biçimindedir. 

 Her     [   ] için          olduğu kolayca görülebilir. Bunun yanında,        

  [   ] için  

∫ |      |  
 

 

 ∫         
 

 

 ∫         
 

 

 ∫         
 

 

 ∫
          

   
  

 

 

 ∫
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elde edilir.  

          

 
 

fonksiyonu maksimum değerini  

  
   

 
 

noktasında aldığı için, 

∫ |      |  
 

 

 
      

 
 

elde edilir. 

 

2.2. Çözümün Varlığı ve Tekliği 

  

Bu bölümde, Banach sabit nokta teoremi kullanılarak (1.2)-(1.3) sınır-değer 

probleminin çözümünün varlığı ve tekliği incelenecektir. 

Teorem 2.1. (Banach Sabit Nokta Teoremi)      olmak üzere         bir tam 

metrik uzay ve       operatörü   üzerinde bir daralma dönüĢümü, yani her       

için  

                 

olacak Ģekilde bir pozitif     reel sayısı var olsun. Bu durumda   operatörü bir tek 

sabit noktaya sahiptir, yani        olacak Ģekilde bir tek      vardır. Üstelik, 

herhangi bir      için 

                   
                      

iterasyonlarının  {    }   
   dizisi   nin sabit noktasına yakınsar ve herhangi bir     

için 

         
 

   
         

olur. 

Teorem 2.2.   [   ]      sürekli olsun ve [   ]    üzerinde her             

[   ]    için 

|             |   |   | 



12 

 

 

 

ile verilen Lipschitz koĢulunu   Lipschitz sabiti ile sağlansın. Eğer  
       

 
   ise    

(1.2)-(1.3) sınır-değer problemi bir tek çözüme sahiptir (Kelley ve Peterson, 2010; 

Waltman, 2004). 

Ġspat. [   ] üzerindeki sürekli fonksiyonların    [   ] kümesini göz önüne 

alalım. Bu küme       için 

          
  [   ]

|         | 

metriği ile bir tam metrik uzaydır. 

 (1.2)-(1.3) sınır-değer probleminin bir tek çözüme sahip olması için gerek ve yeter 

koĢul 

       
   

   
      ∫        (      )  

 

 

 

denkleminin bir tek çözüme sahip olmasıdır. Burada 

       {
 
          

   
        

 
          

   
        

 

fonksiyonu 

                        

sınır-değer problemi için Green fonksiyonudur. 

        
   

   
      ∫        (      )  

 

 

 

ile bir 

      

operatörünü tanımlayalım. (1.2)-(1.3) sınır-değer probleminin bir tek çözüme sahip 

olması için gerek ve yeter koĢul   operatörünün bir tek sabit noktaya sahip olmasıdır. 

 ġimdi   nin bir daralma operatörü olduğunu gösterelim.       olsun.    

[   ] için 
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|           |  ∫ |      ||                 |
 

 

   

  ∫ |      ||         |  
 

 

                                 

        ∫ |      |  
 

 

                                                 

  
      

 
       

elde edilir. 
       

 
   olduğu için   bir daralmadır. Bu durumda, Banach sabit nokta 

teoreminden,    bir tek sabit noktaya, dolayısıyla (1.2)-(1.3) sınır-değer problemi bir tek 

sürekli çözüme sahiptir ve 

           
   

   
      ∫        (         )  

 

 

                  

ardıĢık yaklaĢımları ile elde edilen {     } dizisi     de bu çözüme yakınsar. 

 

2.3. Hyers-Ulam-Rassias Kararlılık 

 

Bu bölümde, genelleĢmiĢ tam metrik uzay üzerinde verilmiĢ olan bir sabit nokta 

teoremi kullanılarak (1.2)-(1.3) sınır-değer probleminin Hyers-Ulam-Rassias kararlılığı 

incelenecektir. 

Tanım 2.1.    bir boĢ olmayan küme olsun. Bir  

       [    ] 

fonksiyonu ancak ve ancak   fonksiyonu aĢağıdaki koĢulları sağlarsa   üzerinde bir 

genelleĢmiĢ metrik olarak adlandırılır. 

(M1)                

(M2)        için                

(M3)          için                         

GenelleĢmiĢ metrik ile bilinen metrik arasındaki tek fark genelleĢmiĢ metriğin değer 

kümesinin sonsuzu da içermesidir. 

 ġimdi Diaz ve Margolis (1968) tarafından verilen daha sonra ihtiyaç duyacağımız 

genelleĢmiĢ sabit nokta teoremini verelim. 
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Teorem 2.3.        bir genelleĢmiĢ tam metrik uzayı olsun.       nın     

Lipschitz sabiti ile bir kesin daralma operatörü olduğunu kabul edelim. Eğer bir       

için                  olacak Ģekilde bir negatif olmayan   tamsayısı varsa, o 

zaman aĢağıdakiler doğrudur. 

(i) {   } dizisi  ‟ nın bir    sabit noktasına yakınsar. 

(ii)   ,  ' nın    {   |           } kümesindeki tek sabit noktasıdır. 

(iii) Eğer       ise o zaman         
        

   
 olur. 

Ġspat. (Diaz ve Margolis, 1968). 

Lemma 2.1. Bir    kapalı aralığı üzerinde tanımlı olan tüm reel değerli sürekli 

fonksiyonların kümesini   ile gösterelim. Yani  

  {      |     e    } 

olsun. Bu küme üzerinde        için                bir sürekli fonksiyon olmak 

üzere 

                                nf {    [   ]||         |       ,      }               (2.4) 

ile bir       [   ] fonksiyonu tanımlayalım. Bu durumda       bir tam 

genelleĢmiĢ metrik uzayıdr. 

Ġspat. Ġlk olarak,   fonksiyonunun   üzerinde bir genelleĢmiĢ metrik olduğunu 

gösterelim.        ve        için 

                   

ve          için 

              

olduğu açıkça görülebilir. ġimdi (M3) özelliğinin doğruluğunu gösterelim. 

           için                      olduğunu göstermek için bazı 

          için                      olduğunu kabul edelim. Bu durumda   

nin tanımından 

|           |  {             }                        

 |           |  |           | 

olacak Ģekilde bir      vardır. Bu bir çeliĢkidir. O halde   fonksiyonu bir genelleĢmiĢ 

metrik ve       bir genelleĢmiĢ metrik uzayıdır. 
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Ġkinci olarak,       nin tam olduğunu gösterelim. {  },        de herhangi bir 

Cauchy dizisi olsun. O zaman verilmiĢ herhangi bir     ve           ç n 

           o  c   şe   de b           v  dı   B   eyf      ve           ç n  

                          |           |                                                                          

olacak Ģekilde    doğal sayısının var olduğu anlamına gelir. Bu herhangi bir sabit    

değeri için {     } nin   de bir Cauchy dizisi olmasını gerektirir.   bir tam uzay 

olduğundan {     } Cauchy dizisi her bir      için yakınsaktır. Bu nedenle       için 

                 ile bir        fonksiyonu tanımlanabilir. 

 Eğer     alırsak, bu durumda (2.5) ten herhangi bir     ve        için 

                                |          |                                                                 

olacak Ģekilde bir      sayısının var olduğu sonucu ortaya çıkar.  ,    kapalı aralığı 

üzerinde sürekli olduğu için sınırlıdır. Bu yüzden, (2.6) eĢitsizliği {  } dizisinin   

fonksiyonuna düzgün yakınsadığını gösterir. Sürekli fonksiyonların bir dizisi eğer bir 

fonksiyona düzgün yakınsak ise bu durumda limit fonksiyonununda sürekli olduğunu da 

biliyoruz. Bundan dolayı   fonksiyonu süreklidir. Yani    ‟ tir. 

 Eğer (2.5) ve (2.6) eĢitsizliğini birlikte ele alırsak, bu durumda herhangi bir            

    ve        için           olacak Ģekilde bir      sayısının var olduğu 

sonucu çıkarılabilir. Bu {  } Cauchy dizisinin   fonksiyonuna       de yakınsak 

olduğu anlamına gelir. Sonuç olarak       tamdır. 

 AĢağıda (1.2)-(1.3) sınır-değer probleminin Hyers-Ulam-Rassias kararlılığı ile 

ilgili bir sonuç verilmiĢtir. 

Teorem 2.4. VerilmiĢ   [   ] (   ) reel aralığı için   ve  ,         koĢulunu 

sağlayan pozitif sabitler olsun.         nin             için  

                                              |             |   |   |                                      (2.7) 

standart Lipschitz koĢulunu sağlayan bir sürekli fonksiyon olduğunu kabul edelim. 

Üstelik            ' nin      için 

                                                   ∫                   
 

 

                                                      

eĢitsizliği sağlanacak Ģekilde bir sürekli fonksiyon olduğunu kabul edelim. Eğer bir 

ikinci sürekli türeve sahip        fonksiyonu      için 

                                                    |                |                                                     (2.9) 

eĢitsizliğini sağlıyorsa, bu durumda      için 
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      ∫        (       )

 

 

                            

ve 

                                                      |          |  
     

    
                                                    

olacak Ģekilde bir tek            sürekli fonksiyonu vardır. 

Ġspat.  

                                                       {       |    e    }                                             (2.12) 

ile tüm    üzerinde tanımlı reel değerli tüm sürekli fonksiyonların kümesini 

tanımlayalım. Bu küme  

                               nf{    [    ] ||         |                  }      (2.13) 

genelleĢmiĢ metriği ile bir genelleĢmiĢ tam metrik uzaydır (Lemma 2.1 e bakınız).ġimdi 

                                
   

   
      ∫        (      )  

 

 

                             

ile   üzerinde bir   operatörü tanımlayalım.   ,    ve   fonksiyonları sürekli olduğu 

için Ġntegralin Temel Teoreminden       olur. Eğer   ,    operatörünün sabit noktası 

ise, o zaman    fonksiyonu  (1.2)-(1.3) probleminin bir çözümüdür. 

ġimdi   'nın   üzerinde bir kesin daralma operatörü olduğunu 

ispatlayacağız.      [   ] sayısı herhangi        için            eĢitsizliğini 

sağlayan keyfi bir sabit olsun.  (2.13) ten      için  

                                               |         |                                                                 (2.15) 

olduğu çıkar. Bundan dolayı (2.7), (2.8), (2.14) ve (2.15) den       için  

|               |  |∫        (      )   ∫        (      )  
 

 

 

 

|

 ∫ |      || (      )   (      )|  
 

 

  ∫ |      ||         |
 

 

                               

     ∫             
 

 

                                                              

            

yani,  
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 elde edilir. Dolayısıyla herhangi        için 

                  

olduğu sonucuna varılabilir.        olduğu için   bir kesin daralma operatörüdür. 

 (2.13) ve (2.15) den bir keyfi       ve        için 

|              |  |  
   

   
      ∫        (       )  

 

 

      |

       

ile bir       sabitinin var olduğu çıkar. Çünkü        fonksiyonu     üzerinde 

sınırlı,  (       ) fonksiyonu   üzerinde sınırlı ve   n          dı   

 Böylece   nin tanımından dolayı             olması gerekir. Yani, 

          
       olacak Ģekilde bir negatif olmayan     tamsayısı vardır. Bu 

sebeple Teorem 2.3 (i) Ģıkkının kullanılmasıyla       deki  {    } dizisi    

operatörünün    sabit noktasına (      ) yakınsar, yani      için (2.10) 

denklemini sağlayacak Ģekilde bir sürekli         fonksiyonu vardır. 

Sonra  

{    | (       )   }     

yani Teorem 2.3 deki    kümesinin   kümesine eĢit olduğunu doğrulayacağız. 

Herhangi       için   ve   ,     üzerinde sınırlı ve    n          olduğundan 

herhangi bir     için 

|          |         

olacak Ģekilde bir         sabiti vardır. Bundan dolayı        için          , 

yani {   |         }    elde edilir. Teorem 2.3 (ii) den dolayı,    ,    

operatörünün   deki tek sabit noktasıdır. Yani   , (1.2)-(1.3) probleminin tek sürekli 

çözümüdür. 

 Diğer taraftan (2.9) eĢitsizliğini sağlayan   fonksiyonu için (2.14) ten        

elde ederiz. Üstelik (2.9) dan  

                            

eĢitsizliği yazılabilir.             olsun. Bu durumda 

        ∫             
 

 

          
   

   
      

yazılabilir. Buradanda  
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 ∫           
 

 

   ∫            
 

 

             ∫           
 

 

   

elde edilir. Yani 

 ∫           
 

 

   ∫           
 

 

   ∫                   
 

 

          
   

   
      ∫                   

 

 

 ∫           
 

 

   

olur. Dolayısıyla       için 

 ∫           
 

 

                ∫           
 

 

   

olur. Böylece       için 

                            |            |  ∫           
 

 

                                                   

eĢitsizliğine ulaĢılır. Buradan 

                                                                                                                                

olur. Sonuç olarak  (2.17)  ile birlikte Teorem 2.3 (iii) 

        
 

    
        

 

    
 

olmasını gerektirir. Yani      için   

|          |  
     

    
 

sonucuna ulaĢılır. 

Örnek 2.1.   [   ] olsun.  

                                                                                                                      

                                                                                                                           

sınır-değer probleminin Hyers-Ulam-Rassias kararlılığa sahip olduğunu gösterelim. 

     olacak Ģekilde pozitif   ve   sabitlerini seçelim. Ġkinci sürekli türeve sahip 

      fonksiyonunun      için  

                                                    |           |                                                    (2.20) 

eĢitsizliğini sağladığını kabul edelim. Burada  (      )       fonksiyonu her 

  [   ] için       Lipschitz sabiti ile  
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                                             |             |   |   |                                           (2.21) 

Lipschitz koĢulunu sağlayan bir sürekli fonksiyondur. Eğer          alınır ise, bu 

durumda yukarıdaki (2.20) eĢitsizliği (2.9) ile özdeĢ forma sahiptir. Verilen problemin 

çözümü 

       ∫        (      )  
 

 

 

olur. Burada 

       {
              
                       

 

fonksiyonu (2.3) ile özdeĢ formdadır. Üstelik her bir     için 

∫           
 

 

        ∫       
 

 

    ∫             
 

 

 
 

 
  

 

 
   

 

 
   

 

 
  

 

 
 
 

 
             

elde edilir. Teorem 2.4 e göre       için 

        ∫                  
 

 

 

ve 

|          |  
     

    
 

olacak Ģekilde bir tek       →   sürekli fonksiyonu vardır. 

 

2.4. Hyers-Ulam Kararlılık 

  

AĢağıdaki teoremde (1.2)-(1.3) sınır-değer probleminin Hyers-Ulam kararlılığını 

ispatlayacağız. 

Teorem 2.5.  ,   
       

 
   eĢitsizliğini sağlayan bir sabit ve   [   ] bir reel 

aralık olmak üzere,          

                                         |             |   |   |                                     (2.22) 

Lipschitz  koĢulunu sağlayan bir sürekli fonksiyon olsun. Eğer ikinci sürekli türeve 

sahip bir         fonksiyonu       ve  bir      için 

                                                  |                |                                            (2.23) 

diferansiyel eĢitsizliğini sağlıyorsa, bu durumda           ç n   
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      ∫        (       )

 

 

                                   

denklemini ve 

                                               |          |  
       

         
                                                

eĢitsizliğini sağlayan bir tek sürekli         fonksiyonu vardır.  

Ġspat. 

   {     |     e    } 

kümesi üzerinde  

                               nf{  [    ]||         |            }                  (2.26) 

ile verilen genelleĢmiĢ metriğini tanımlayalım.       nin bir genelleĢmiĢ tam metrik 

uzayı olduğu   Lemma 2.1 de gösterilmiĢti.   üzerinde 

                                    
   

   
      ∫        (      )  

 

 

                         

biçiminde tanımlanan   operatörünü göz önüne alalım. Teorem 2.4 ün ispatına benzer 

Ģekilde       olduğunu ve   operatörünün    sabit noktasının (1.2)-(1.3) probleminin 

çözümü olduğunu görebiliriz. 

ġimdi   ‟nın    üzerinde bir kesin daralma operatörü olduğunu göstereceğiz. 

    [   ] sayısı herhangi         için            , yani herhangi      için  

                                                    |         |                                                    (2.28) 

eĢitĢizliğini sağlayan bir keyfi sabit olsun. Bu durumda      için  

|               |  |∫        (      )  
 

 

 ∫        (      )  
 

 

|

 ∫ |      || (      )   (      )|  
 

 

  ∫ |      ||         |
 

 

                                 

     ∫ |      |   
 

 

                                                              

 
      

 
     

yani  
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 elde edilir. Buradan         için 

         
       

 
       

 olduğu sonucu çıkar.  Burada   
       

 
   olduğuna dikkat edelim.  

 Teorem 2.3 ün ispatına benzer bir biçimde her bir        'in              

özelliğini sağladığını gösterebiliriz. (2.26) ve (2.27) dan bir keyfi      ve         

için 

|              |  |  
   

   
      ∫        (       )  

 

 

      |    

ile bir       sabitinin var olduğu çıkar. Çünkü  (   ) fonksiyonu     üzerinde 

ve  (       ) fonksiyonu da   üzerinde sınırlıdır. Böylece   nin tanımından dolayı 

            olmalıdır.  Yani,           
       olacak Ģekilde bir negatif 

olmayan     tamsayısı vardır. Bu sebeple Teorem 2.3 (i) den dolayı   →   iken  

      de         olacak Ģekilde ve    =     olacak Ģekilde, yani    herhangi      

için (2.24) denklemini sağlayacak Ģekilde bir          sürekli fonksiyonu vardır. 

 ġimdi   {       |           } olduğunu gösterelim. Eğer      ise o 

zaman    ,   sınırlı ve kapalı    aralığı üzerinde tanımlanan sürekli fonksiyonlardır. Bu 

nedenle       için  

|          |    

koĢulunu sağlayan bir      sabiti vardır. Bu her bir     için         ∞, denk 

olarak {       |          }    olması anlamına gelir. Böylece Teorem 2.3 

(ii)‟den dolayı        operatörünün tek sabit noktasıdır. Yani   , (1.2)-(1.3) 

probleminin tek çözümüdür. Buna ek olarak, (2.23) eĢitsizliğini sağlayan tüm   

fonksiyonları için  

                         

eĢitsizliği yazılabilir.              olsun.  Bu durumda 

∫             
 

 

         
   

   
      

yazılabilir.  Sonra  
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  ∫          
 

 

∫       [              ]  
 

 

  ∫          
 

 

 

eĢitsizliği elde edilir. Buradan 

  ∫         
 

 

  ∫        (      )  
 

 

        
   

   
       

  ∫         
 

 

 

olur. Dolayısıyla       için 

  ∫          
 

 

                ∫         
 

 

 

elde edilir. Bu yüzden      için 

                               |            |    ∫         
 

 

  
      

 
                                 

ve bunun sonucu olarak  

         
      

 
  

 olur. Böylece Teorem 2.3 (iii) den dolayı,         için 

        
 

   
      

 

        
 
      

 

   
      

 

 
       

         
 

elde edilir. (2.25) eĢitsizliği        için doğrulanmıĢ olur. 

Örnek 2.2. (2.18)-(2.19) sınır-değer probleminin Hyers-Ulam kararlılığa sahip olduğunu 

gösterelim.   [   ]  olsun. Ġkinci sürekli türeve sahip       fonksiyonunun        

için  

                                                                |           |                                                     (2.30) 

eĢitsizliğini sağladığını kabul edelim. Burada  (      )       fonksiyonu her 

  [   ] için       Lipschitz sabiti ile  

                                               |             |   |   |                                         (2.31) 

Lipschitz koĢulunu sağlayan bir sürekli fonksiyondur. Yukarıdaki (2.30) eĢitsizliği 

(2.23) ile özdeĢ formdadır. Teorem 2.5 e göre       için  

        ∫                   
 

 

 

ve 
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|          |  
 

 
 

olacak Ģekilde bir tek sürekli   :    fonksiyonu vardır. 

 

2.5. Ağırlıklı Uzay Yöntemi 

  

Bu kısımda ağırlıklı uzay yöntemi kullanılarak (1.2)-(1.3) sınır-değer probleminin 

Hyers-Ulam-Rassias kararlılığa sahip olduğu ispatlanacaktır. Bir metrik fonksiyonunu 

pozitif değerli bir fonksiyon ile çarptığımızda elde ettiğimiz metriği ağırlıklı metrik 

olarak adlandırıyoruz. Bir ağırlıklı metrik ile donatılmıĢ olan bir uzayda bilinen 

matematiksel sonuçları kullanan yöntemler ağırlıklı uzay yöntemi olarak adlandırılır 

(Cadariu ve ark., 2012). 

  [   ]  [   ]  [     bir integrallenebilir fonksiyon ve   [   ]        bir 

sürekli fonksiyon olsun. 

 

Teorem 2.6. 

                                    ∫        
 

 

                    [   ]                                               

olacak Ģekilde bir   [   ] sayısının var olduğunu kabul edelim. Ayrıca              

  [   ]      sürekli fonksiyonu, her        [   ] için  

                                    | (      )           |                                                              

eĢitsizliğini sağlasın. Eğer 

                      |       
   

   
      ∫        (      )  

 

 

|                         

olacak Ģekilde bir   [   ]    sürekli fonksiyonu varsa ve eğer             

ise, bu durumda  

                               
   

   
      ∫        (       )  

 

 

                               

olacak Ģekilde bir tek    [   ]    sürekli fonksiyonu vardır ve    [   ]  için  

                                     |          |  
 

        
                                                       

eĢitsizliği sağlanır.  
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Ġspat. [   ] kapalı aralığı üzerinde tanımlı tüm reel değerli sürekli fonksiyonların 

kümesini  [   ] ile gösterelim. Bu küme      [   ] için 

         p
  [   ]

|         |

    
 

ağırlıklı metriği ile bir metrik uzay teĢkil eder. ġimdi   [   ]    nin bir tam metrik 

uzay olduğunu gösterelim. 

  [   ] den keyfi bir {  } Cauchy dizisi alalım. Bu durumda her     sayısına 

karĢılık        iken  

                                    p
  [   ]

|           |

    
              [   ]                          

olacak Ģekilde bir     doğal sayısı vardır.      ) den her     için         iken  

                                                    |           |                                                               

olacak Ģekilde bir   sayısının var olduğu görülür. Bir sabit   [   ] için       

iken  |           |        eĢitsizliği sağlandığı için {     } dizisi   de bir Cauchy 

dizisidir.   tam olduğu için bu Cauchy dizisi   de yakınsaktır.                   

  [   ] kabul edelim. Bu   [   ] noktasıyla bir tek        elemanını 

eĢleyebiliriz. Bu ise [   ] üzerinde bir   fonksiyonu tanımlar. ġimdi    [   ] 

olduğunu ve her   [   ] için                  olduğunu göstermeliyiz. (2.37) de 

    iken limit alırsak,     iken 

                                      p
  [   ]

  
|          |

    
        [   ]                                   

olur. Bu durumda {  } dizisi   fonksiyonuna düzgün yakınsar. Sürekli fonksiyonların 

düzgün limiti de sürekli olduğu için   limit fonksiyonu da sürekli, yani    [   ] dir. 

Ayrıca (2.39) dan dolayı                  olduğu kolayca görülür. Cauchy dizisini 

keyfi aldığımız için   [   ]    uzayı tamdır. 

Daha sonra  [   ] üzerinde 

                           
   

   
      ∫        (      )                                    

 

 

 

ile verilen bir    [   ]   [   ] operatörü tanımlayalım.   nin daralma operatörü 

olduğunu gösterelim. Her        [   ] için 
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           p
  [   ]

|∫ {      [ (      )   (      )]}  
 

 
|

    
                    

   p
  [   ]

|∫ {      [      |         |]}  
 

 
|

    

        p
  [   ]

|∫       |         |  
 

 
|

    

        p
  [   ]

|∫           
|         |

    
  

 

 
|

    

        p
  [   ]

|         |

    
  p
  [   ]

|∫             
 

 
|

    
   

              

elde edilir.            olduğu için,   operatörü bir daralmadır. 

 Diğer taraftan, (2.34) eĢitsizliği kullanılırsa,  

                    p
  [   ]

|            |

    

   p
  [   ]

|       
   

   
      ∫        (      )  

 

 
|

    
            

elde edilir. ġimdi  [   ] tam metrik uzayı üzerinde Banach Sabit Nokta Teoremi‟nin 

uygulanması sonucu    operatörünün     [   ] için 

                              
   

   
      ∫        (       )   

 

 

                                

olacak Ģekilde bir tek    sabit noktasının var olduğu, yani (1.2)-(1.3) probleminin bir 

tek    [   ]    sürekli çözümüne sahip olduğu sonucuna ulaĢılır. Dahası, herhangi 

bir    [   ] için 

                              

ardıĢık yaklaĢımlarının {   }   
  dizisi  ‟nin bir tek sabit noktasına yakınsar, yani her 

  [   ] için  

         
   

         

olur. Ayrıca (2.41) dikkate alınarak 
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eĢitsizliği yazılabilir.  Buradan (2.36) eĢitsizliği elde edilir. 

 

Örnek 2.3.   

                     

                  

sınır-değer problemini ele alalım. Bu problem 

          ∫              
 

 

 

Fredholm integral denklemine denktir. Burada  

       {
                   

                   
 

Ģeklindedir. 

            ile bir   [   ]        sürekli fonksiyonu belirleyelim. 

 (      )        ile verilen    [   ]      fonksiyonu   [   ] ve   [   ] için 

| (      )           |  
 

 
      |         | 

koĢulunu sağlayan bir sürekli fonksiyondur. Bu durumda                 ile bir 

integrallenebilir   [   ]  [   ]  [     fonksiyonu tanımlanabilir. Bu durumda 

(2.32) koĢulu sağlanır. Ayrıca 

∫
 

 
      (  

 

 
)   

 

 

 

 
  

  

  
 
 

 
  

 

 
 
 

 
      

 

 
     

olduğundan         olur. Bu durumda eğer   

|         ∫              
 

 

|      

ise,  

          ∫              
 

 

 

olacak Ģekilde bir tek    [   ]    sürekli fonksiyonu vardır ve    [   ]  için  

|          |  
 

 
     

eĢitsizliği elde edilir. 
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3.  ĠNTEGRAL SINIR KOġULLU PROBLEMĠN HYERS-ULAM-RASSIAS 

KARARLILIĞI 

 

 

 Bu bölümde Diaz ve Margolis„in sabit nokta teoremi ve ağırlıklı uzay yöntemi 

kullanılarak  

                      (      )                                                                           (1.4) 

                         ∫            
 

 
             ∫             

 

 
      (1.5) 

ile verilen integral sınır koĢullu sınır değer probleminin Hyers-Ulam karalılığı ve    

Hyers-Ulam-Rassias kararlılığı incelenecektir. Burada    [   ]     ,                                         

      [   ]  [      fonksiyonları sürekli ve   ve  ,          koĢulunu 

sağlayan negatif olmayan reel parametrelerdir. 

 

3.1. GiriĢ 

  

Öncelikle (1.4)-(1.5) sınır değer probleminin baĢlangıç koĢullarında bulunan   ve 

  sabitlerinin bu bölüm boyunca  

        

koĢulunu sağladığını kabul edelim. 

 Ġlk olarak (1.4)-(1.5) probleminin çözümünü bulmak, yani bu probleme denk olan 

integral denklemi belirlemek istiyoruz. Bunun için  

        (      ) 

denkleminin   dan   ye integrali alınırsa, 

            ∫  (      )  
 

 

 

elde edilir. Birinci sınır koĢulundan       çekilip son eĢitlikte yazılırsa 

      
    

 
 
 

 
∫            
 

 

 ∫  (      )  
 

 

 

bulunur.  Son eĢitliğin bir daha   dan   ye integrali alınırsa 

                     
    

 
  

 

 
∫             ∫       (      )  

 

 

 

 

                  

denklemi elde edilir. Burada ikinci sınır koĢulu kullanılırsa 
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∫   

 

 

          ∫       (      )  
 

 

  *
    

 
 
 

 
∫             ∫  (      )  

 

 

 

 

+      

  ∫            
 

 

 

elde edilir. Buradan      çekilirse 

                     
   

     
∫                      
 

 

 
 

     
∫             

      

     
∫   (      )  
 

 

 

 

 

bulunur.  Bu (3.1) de yazıldığında,  

                  
   

     
∫            
 

 

 
 

     
∫            
 

 

 
      

     
∫   (      )  
 

 

 
      

        
∫            
 

 

 
  

        
∫            
 

 

 
       

        
∫   (      )  
 

 

 
 

 
∫            
 

 

 ∫      
 

 

 (      )  

                           
     

     
∫             

   

     
∫            
 

 

 

 

 
          

     
∫   (      )   ∫                 

 

 

 

 

 

      ∫       
 

 

 (      )   
     

     
∫            
 

 

 
   

     
∫            
 

 

 

elde edilir. Sonunda,  

      
     

     
∫            
 

 

 
   

     
∫            
 

 

 

olmak üzere (1.4)-(1.5) sınır değer problemine denk olan 
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          ∫       
 

 

 (      )   

biçimindeki Fredholm integral denklemi elde edilir. Burada        

                                          

                               

homojen sınır-değer problemine karĢılık gelen Green fonksiyonudur ve  

                
     

     
 

olmak üzere 

       {
                
                

 

Ģeklindedir. 

 Her      için         ve        , böylece her           için          

dır. 

 ġimdi ∫ |      |  
 

 
 için bir üst sınır belirleyelim. Her           için 

∫ |      |  
 

 

 
     

     
∫        
 

 

 
   

     
∫          
 

 

 
     

     
(
  

 
   )  

   

     
(
 

 
     

  

 
     )

 (
 

 
 
 

 
 
 

 
)    

 

 
    

 

 
                                    

    
 

 
     

 

 
  

elde edilir.  

 

3.2. Çözümün Varlığı ve Tekliği 

  

Bu bölümde, Banach sabit nokta teoremi kullanılarak (1.4)-(1.5) sınır-değer 

probleminin çözümünün varlığı ve tekliği incelenecektir. 

Teorem 3.1.    [   ]      sürekli olsun ve [   ]    üzerinde her           

            [   ]     için 

|             |   |   | 
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ile verilen Lipschitz koĢulunu   Lipschitz sabiti ile sağlansın. Eğer    (  
 

 
)     ise 

(1.4)-(1.5) sınır-değer problemi bir tek çözüme sahiptir. 

Ġspat.  [   ] üzerindeki sürekli fonksiyonların    [   ] kümesini göz önüne 

alalım. Bu küme       için 

          
  [   ]

|         | 

metriği ile bir tam metrik uzaydır. 

 (1.4)-(1.5) sınır-değer probleminin bir çözüme sahip olması için gerek ve yeter 

koĢul 

     ∫        (      )   
     

     
∫            
 

 

 

 

 
   

     
∫            
 

 

 

denkleminin bir çözüme sahip olmasıdır. Burada          ,        
     

     
  olmak 

üzere 

       {
                            

                            
 

fonksiyonu  

                                          

                               

sınır-değer problemi için Green fonksiyonudur. 

           ∫        (      )  
 

 

 

ile bir 

      

operatörünü tanımlayalım. Burada 

      
     

     
∫            
 

 

 
   

     
∫            
 

 

 

Ģeklindedir. (1.4)-(1.5) sınır-değer probleminin bir tek çözüme sahip olması için gerek 

ve yeter koĢul   operatörünün bir tek sabit noktaya sahip olmasıdır. 

 ġimdi   nin bir daralma operatörü olduğunu gösterelim.       olsun.   [   ] 

için 
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|           |  ∫ |      ||                 |
 

 

  

  ∫ |      ||         |  
 

 

                               

        ∫ |      |  
 

 

                                                 

   (  
 

 
)       

elde edilir.    (  
 

 
)    olduğu için   bir daralmadır. Bu durumda, Banach sabit 

nokta teoreminden,   bir tek sabit noktaya, dolayısıyla (1.4)-(1.5) sınır-değer problemi 

bir tek sürekli çözüme sahiptir ve 

           ∫        (         )  
 

 

                  

ardıĢık yaklaĢımları ile elde edilen {     } dizisi   de bu çözüme yakınsar. 

 

3.3. Hyers-Ulam-Rassias Kararlılık 

  

AĢağıda (1.4)-(1.5) sınır-değer probleminin Hyers-Ulam-Rassias kararlılığı ile 

ilgili bir sonuç verilmiĢtir. 

Teorem 3.2. VerilmiĢ   [   ]  reel aralığı için   ve  ,        koĢulunu 

sağlayan pozitif sabitler olsun.         nin           için  

                                              |             |   |   |                                      (3.2) 

standart Lipschitz koĢulunu sağlayan bir sürekli fonksiyon olduğunu kabul edelim. 

Üstelik            ' nin      için 

                                                   ∫                   
 

 

                                                       

eĢitsizliği sağlanacak Ģekilde bir sürekli fonksiyon olduğunu kabul edelim. Eğer bir 

ikinci sürekli türeve sahip        fonksiyonu      için 

                                             |                |                                                (3.4) 

eĢitsizliğini sağlıyorsa, bu durumda      için 

                                                           ∫        (      )
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                                                     |          |  
     

    
                                                        

olacak Ģekilde bir tek         sürekli fonksiyonu vardır. 

Ġspat. 

                                         {       |    e   }                                                            (3.7) 

ile   üzerinde tanımlı tüm reel değerli sürekli fonksiyonların kümesini tanımlayalım. Bu 

küme  

                            nf{    [    ] ||         |                  }           (3.8) 

genelleĢmiĢ metriği ile bir genelleĢmiĢ tam metrik uzaydır (Lemma 2.1 e bakınız). 

ġimdi 

                                                 ∫        (      )
 

 

                                             

ile   üzerinde bir   operatörü tanımlayalım.  ,  ,   ve   fonksiyonları sürekli olduğu 

için Ġntegralin Temel Teoreminden       olur. Eğer   ,   operatörünün sabit noktası 

ise, o zaman    fonksiyonu (1.4)-(1.5) probleminin bir çözümüdür. 

ġimdi  'nın   üzerinde bir kesin daralma operatörü olduğunu 

ispatlayacağız.      [   ] sayısı herhangi        için            eĢitsizliğini 

sağlayan keyfi bir sabit olsun. (3.8) den       için  

                                                |         |                                                    (3.10) 

olduğu çıkar. Bundan dolayı (3.2), (3.3), (3.9) ve (3.10) dan      için  

|               |  |∫        (      )   ∫        (      )  
 

 

 

 

|

 ∫ |      || (      )   (      )|  
 

 

  ∫ |      ||         |
 

 

                                     

     ∫             
 

 

                                                                

           

yani,                elde edilir. Dolayısıyla herhangi        için 

                   

olduğu sonucuna varılabilir.        olduğu için   bir kesin daralma operatörüdür. 
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 (3.8) ve (3.10) dan bir keyfi      ve        için 

|              |  |     ∫        (       )  
 

 

      |        

ile bir       sabitinin var olduğu çıkar. Çünkü        fonksiyonu     üzerinde 

sınırlı,  (       ) fonksiyonu   üzerinde sınırlı ve   n          dı   

 Böylece   nin tanımından dolayı             olması gerekir. Yani, 

          
       olacak Ģekilde bir negatif olmayan      tamsayısı vardır. Bu 

sebeple Teorem 2.3 (i) Ģıkkının kullanılmasıyla       deki  {    } dizisi    

operatörünün    sabit noktasına (      ) yakınsar, yani         için  (3.5) 

denklemini sağlayacak Ģekilde bir sürekli         fonksiyonu vardır. 

Sonra {    |            }   , yani Teorem 2.3 deki     kümesinin    

kümesine eĢit olduğunu doğrulayacağız. Herhangi       için   ve   ,    üzerinde 

sınırlı ve    n          olduğundan herhangi bir     için 

|          |         

olacak Ģekilde bir         sabiti vardır. Bundan dolayı  her     için    

         , yani {   |         }    elde edilir. Teorem 2.3 (ii) den dolayı, 

   ,    operatörünün   deki tek sabit noktasıdır. Yani   , (1.4)-(1.5) probleminin tek 

sürekli çözümüdür. 

 Diğer taraftan (3.4) eĢitsizliğini sağlayan,   fonksiyonu için (3.9) dan      elde 

ederiz. Üstelik (3.4) ten 

                          

eĢitsizliği yazılabilir.              olsun. Bu durumda 

∫             
 

 

             

yazılabilir. Buradan da  

 ∫           
 

 

   ∫            
 

 

             ∫           
 

 

   

elde edilir. Yani 

 ∫           
 

 

             ∫                  
 

 

 ∫           
 

 

   

olur. Böylece her      için 
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                                 |            |  ∫           
 

 

                                          

eĢitsizliğine ulaĢılır.  Buradan 

                                                                                                                               

olur. Sonuç olarak  (3.12)  ile birlikte Teorem 2.3 (iii) 

        
 

    
        

 

    
 

olmasını gerektirir. Yani  her      için 

|          |  
     

    
 

sonucuna ulaĢılır. 

Örnek 3.1.  

                                                                                                         (3.13) 

                        ∫        
 

 
             ∫              

 

 
           (3.14) 

sınır-değer probleminin Hyers-Ulam-Rassias kararlılığa sahip olduğunu gösterelim. 

     olacak Ģekilde pozitif   ve   sabitlerini seçelim. Ġkinci sürekli türeve sahip 

  [   ]     fonksiyonunun    [   ] için  

                                                     |           |                                             (3.15) 

eĢitsizliğini sağladığını kabul edelim. Burada  (      )       fonksiyonu her               

  [   ] için       Lipschitz sabiti ile  

                                               |             |   |   |                                    (3.16) 

Lipschitz koĢulunu sağlayan bir sürekli fonksiyondur. Eğer          alınır ise, bu 

durumda yukarıdaki (3.15) eĢitsizliği (3.4) ile özdeĢ forma sahiptir. Verilen problemin 

çözümü 

          ∫        
 

 

      ∫            
 

 

 

olmak üzere 

       ∫        (      )  
 

 

 

olur. Burada 

       {
                  
                  

 

Ģeklindedir. Üstelik her bir   [   ] için 
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∫           
 

 

        ∫           
 

 

        ∫             
 

 

            

                (
  

 
 
  

 
 
   

 
   )       (

 

 
 
 

 
     

  

 
 
   

 
     ) 

 
 

 
   

 

 
   

 

 
  

  

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
  

  

 
                                                          

 
 

 
    

 

 
    

  

 
 
 

 
  

 

 
 
 

 
                                             

elde edilir. Teorem 3.2 ye göre     [   ]  için 

           ∫                  
 

 

 

ve 

|          |  
     

    
 

olacak Ģekilde bir tek      [   ] →   sürekli fonksiyonu vardır. 

 

3.4. Hyers-Ulam Kararlılık 

  

AĢağıdaki teoremde (1.4)-(1.5) sınır-değer probleminin Hyers-Ulam kararlılığını 

ispatlayacağız. 

Teorem 3.3.   ,        
 

 
    eĢitsizliğini sağlayan bir sabit ve   [   ] bir reel 

aralık olmak üzere,         

                               |             |   |   |                                          (3.17) 

Lipschitz koĢulunu sağlayan bir sürekli fonksiyon olsun. Eğer ikinci sürekli türeve sahip 

bir         fonksiyonu         ve bir       için 

                                           |                |                                                           (3.18) 

diferansiyel eĢitsizliğini sağlıyorsa, bu durumda       ç n   

                       ∫        (      )
 

 

d  
     

     
∫            
 

 

                         

 
   

     
∫            
 

 

                                                                      

denklemini ve 
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                                               |          |  
  (  

 

 
)

    (  
 

 
)
                                            

eĢitsizliğini sağlayan bir tek sürekli         fonksiyonu vardır. 

Ġspat. 

   {      |      e    } 

kümesi üzerinde  

                               nf{  [    ]||         |             }                    (3.21) 

ile verilen genelleĢmiĢ metriğini tanımlayalım.       nin bir genelleĢmiĢ tam metrik 

uzay olduğu Lemma 2.1 de gösterilmiĢti.   üzerinde 

                    ∫        (      )  
 

 

 
     

     
∫            
 

 

                          

 
   

     
∫            
 

 

                                                                          

biçiminde tanımlanan   operatörünü göz önüne alalım. Teorem 3.2 nin ispatına benzer 

Ģekilde       olduğunu ve   operatörünün    sabit noktasının (1.4)-(1.5) probleminin 

çözümü olduğunu görebiliriz. 

ġimdi   ‟nın   üzerinde bir kesin daralma operatörü olduğunu göstereceğiz. 

    [   ] sayısı herhangi        için            , yani herhangi      için  

                                                 |         |                                                                           

eĢitĢizliğini sağlayan bir keyfi sabit olsun. Bu durumda       için  

|               |  |∫        (      )  
 

 

 ∫        (      )  
 

 

|

 ∫ |      || (      )   (      )|  
 

 

  ∫ |      ||         |
 

 

       ∫ |      |   
 

 

     
 

 
      

yani            (  
 

 
)      elde edilir. Buradan         için  

               
 

 
        

olduğu sonucu çıkar. Burada        
 

 
    olduğuna dikkat edelim.  
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 Teorem 2.5 in ispatına benzer bir biçimde her bir        'in              

özelliğini sağladığını gösterebiliriz. (3.21) ve (3.22) dan bir keyfi      ve       için 

|              |  |     ∫        (       )  
 

 

      |    

ile bir       sabitinin var olduğu çıkar. Çünkü  (   ) fonksiyonu     üzerinde 

ve  (       ) fonksiyonu da    üzerinde sınırlıdır. Böylece   nin tanımından dolayı 

            olmalıdır.  Yani,           
       olacak Ģekilde bir negatif 

olmayan     tamsayısı vardır. Bu sebeple Teorem 2.3 (i) den dolayı   →   iken  

      „de         olacak Ģekilde ve    =     yani    herhangi     için (3.19) 

denklemini sağlayacak Ģekilde bir          sürekli fonksiyonu vardır. 

 ġimdi   {       |           } olduğunu gösterelim. Eğer      ise o 

zaman    ,   sınırlı ve kapalı    aralığı üzerinde tanımlanan sürekli fonksiyonlardır. Bu 

nedenle       için  

|          |    

koĢulunu sağlayan bir      sabiti vardır. Bu herbir     için         ∞, denk 

olarak {       |          }    olması anlamına gelir. Böylece Teorem 2.3 

(ii)‟den dolayı        operatörün tek sabit noktasıdır. Yani   , (1.4)-(1.5) problemini 

sağlayan tek çözümdür. Buna ek olarak, (3.18) eĢitsizliğini sağlayan tüm   

fonksiyonları için  

                         

eĢitsizliği yazılabilir.              olsun. Bu durumda 

∫             
 

 

            

yazılabilir.  Sonra  

  ∫          
 

 

∫       [              ]  
 

 

  ∫          
 

 

 

eĢitsizliği elde edilir. Buradan 

  ∫         
 

 

  ∫        (      )  
 

 

            ∫         
 

 

 

olur. Dolayısıyla      için 

  ∫          
 

 

                ∫         
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elde edilir. Bu yüzden      için 

                                    |            |    ∫         
 

 

      
 

 
                              

bunun sonucu olarak              
 

 
 , böylece Teorem 2.3 (iii) den dolayı, 

       için 

        
 

       
 

 
 
        

     
 

 
 

       
 

 
 
 

elde edilir. (3.20) eĢitsizliği       için doğrulanmıĢ olur. 

 

Örnek 3.2.  

                                                                                                         (3.25) 

             
 

 
      ∫        

 

 
            ∫             

 

 
                 (3.26) 

sınır-değer probleminin Hyers-Ulam kararlılığa sahip olduğunu gösterelim. Burada 

 (      )       fonksiyonu her   [   ] için       Lipschitz sabiti ile  

|             |   |   | 

Lipschitz koĢulunu sağlayan bir sürekli fonksiyondur. Gerçekten       ve     için 

Teorem 3.3 ün hipotezindeki          
 

 
     koĢulu sağlanır. Ġkinci sürekli türeve 

sahip   [   ]    fonksiyonunun    [   ] için  

                                                      |           |                                                 (3.27) 

eĢitsizliğini sağladığını kabul edelim. Verilen problemin çözümü 

        ∫        
 

 

       ∫            
 

 

 

olmak üzere 

       ∫        (      )  
 

 

 

olur. Burada 

       {
              

               
 

Ģeklindedir. Teorem 3.3 e göre    [   ] için 

           ∫                  
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ve 

|          |     

olacak Ģekilde bir tek      [   ]     sürekli fonksiyonu vardır. 

3.5. Ağırlıklı Uzay Yöntemi 

  

  [   ]  [   ]  [     bir integrallenebilir fonksiyon ve   [   ]        bir 

sürekli fonksiyon olsun. 

Teorem 3.4.   

                                       ∫        
 

 

                     [   ]                                           

olacak Ģekilde bir   [   ] sayısının var olduğunu kabul edelim. Ayrıca                

  [   ]      sürekli fonksiyonu, her       [   ] için  

                                 | (      )           |        |         |                                

eĢitsizliğini sağlasın. Eğer 

                                  |          ∫        (      )  
 

 

|                                        

olacak Ģekilde bir   [   ]    sürekli fonksiyonu varsa ve eğer   
      

     
     ise, 

bu durumda  

                                                ∫        (       )
 

 

                                              

olacak Ģekilde bir tek    [   ]    sürekli fonksiyonu vardır ve    [   ]  için  

                              |          |  
     

             
                                           

eĢitsizliği sağlanır.  Burada  

      
     

     
∫            
 

 

 
   

     
∫            
 

 

 

Ģeklindedir. 

Ġspat. [   ] kapalı aralığı üzerinde tanımlı tüm reel değerli sürekli fonksiyonların 

kümesini  [   ] ile gösterelim. Bu küme       [   ] için 

         p
  [   ]

|         |
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ağırlıklı metriği ile bir metrik uzay teĢkil eder.   [   ]    nin bir tam metrik uzay 

olduğu kolayca gösterilebilir (Teorem 2.6 ya bakınız). ġimdi  [   ] üzerinde 

             ∫        (      )
 

 

   

ile verilen bir    [   ]   [   ] operatörü tanımlayalım.   nin daralma operatörü 

olduğunu gösterelim. Her      [   ] için 

                 p
  [   ]

|∫ {      [ (      )   (      )]}  
 

 
|

    
                    

   p
  [   ]

|∫ {      [      |         |]}  
 

 
|

    

 
      

     
  p
  [   ]

|∫       |         |  
 

 
|

    

 
      

     
  p
  [   ]

|         |

    
  p
  [   ]

|∫             
 

 
|

    
   

 
      

     
        

elde edilir.   
      

     
    olduğundan,   operatörü bir daralmadır. 

 Diğer taraftan, (3.30) eĢitsizliği kullanılırsa,  

          p
  [   ]

|            |

    
          

   p
  [   ]

|          ∫        (      )  
 

 
|

    
   

elde edilir. ġimdi  [   ] tam metrik uzayı üzerinde Banach Sabit Nokta Teoremi‟nin 

uygulanması sonucu    operatörünün     [   ] 

           ∫        (       )
 

 

   

olacak Ģekilde bir tek    sabit noktasının var olduğu, yani (1.4)-(1.5) denkleminin bir 

tek    [   ]    sürekli çözümüne sahip olduğu sonucuna ulaĢılır. Dahası, herhangi 

bir    [   ] için  
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ardıĢık yaklaĢımlarının {   }   
  dizisi  ‟nin bir tek sabit noktasına yakınsar, yani her 

  [   ] için  

         
   

         

olur. Ayrıca 

         
 

  
      

     
 
        

     

             
 

eĢitsizliği yazılabilir. Buradan (3.32) eĢitsizliği elde edilir. 

Örnek 3.3. 

                                                                                                         (3.33) 

                       ∫        
 

 
      

 

 
      ∫              

 

 
            (3.34) 

sınır-değer probleminin Hyers-Ulam-Rassias kararlılığa sahip olduğunu gösterelim. 

          ile bir   [   ]        sürekli fonksiyonu belirleyelim. 

 (      )       ile verilen   [   ]      fonksiyonu   [   ] ve   [   ] için 

| (      )           |       |         | 

koĢulunu sağlayan bir sürekli fonksiyondur. Bu durumda            ile bir 

integrallenebilir   [   ]  [   ]  [     fonksiyonu tanımlanabilir. Bu durumda 

(3.28) koĢulu sağlanır. Ayrıca 

∫              
 

 

 

 
 
 

 
  

 

 
 
 

 
  

 

 
      

 

 
     

olduğundan          dır. Ayrıca   
      

     
     koĢulu sağlanır. Teorem 3.4 e göre  

             ∫        (       )
 

 

   

olacak Ģekilde bir tek    [   ]    sürekli fonksiyonu vardır ve    [   ]  için  

|          |  
     

             
     

elde edilir. 
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4. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

 

Bu çalıĢma, konu ile ilgili makale ve kitapların incelenmesi ile yapılacaktır. Bu 

doğrultuda öncelikle konuyla ilgili ön araĢtırmalar yapıldıktan sonra, sınır-değer 

problemlerinin Hyers-Ulam ve Hyers-Ulam-Rassias kararlılığı incelenecek ve elde 

edilen sonuçlar örneklerle birlikte verilecektir. 
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5. TARTIġMA VE SONUÇ 

 

 

Bu çalıĢmada lineer olmayan ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerin bazı 

sınır-değer problemlerinin Hyers-Ulam kararlılığı ve Hyers-Ulam-Rassias kararlılığı 

Banach Sabit Nokta Teoreminin bazı versiyonları kullanılarak ispatlanmıĢtır. Ġlk olarak  

        (      )                              

sınır-değer probleminin çözümünün varlık ve tekliği Banach Sabit Nokta Teoremi 

kullanılarak gösterildi. Daha sonra bu problemin Hyers-Ulam-Rassias kararlılığı ve 

Hyers-Ulam kararlılığı Margolis ve Diaz (1968) tarafından genelleĢmiĢ tam metrik 

uzaylar üzerinde verilen bir sabit nokta teoremi (Teorem 2.3) kullanılarak ispatlandı. 

Ardından bir ağırlıklı tam metrik uzay üzerinde Banach Sabit Nokta Teoremi 

kullanılarak aynı problemin Hyers-Ulam-Rassias kararlılığa sahip olduğu gösterildi. 

 Ġkinci olarak integral sınır koĢullarına sahip olan 

        (      )                                                                                

            ∫            
 

 

             ∫             
 

 

 

sınır-değer problemi göz önüne alındı. Öncelikle bu problemin çözümünün var ve tek 

olduğu Banach Sabit Nokta Teoremi kullanılarak gösterildi. Sonra Margolis ve Diaz 

tarafından genelleĢmiĢ tam metrik uzaylar üzerinde verilen bir sabit nokta teoremi 

(Teorem 2.3) kullanılarak bu problemin Hyers-Ulam-Rassias kararlılığa ve Hyers-Ulam 

kararlılığa sahip olduğu gösterildi ve daha sonra bir ağırlıklı tam metrik uzay üzerinde 

Banach Sabit Nokta Teoremi kullanılarak aynı problemin Hyers-Ulam-Rassias 

kararlılığı ispatlandı. 

 Hyers-Ulam kararlılığın önemi Ģu Ģekilde ifade edilebilir: Eğer ikinci mertebeden 

sürekli türeve sahip bir fonksiyon yukarıda verilen sınır-değer problemlerinden birinin 

bir yaklaĢık çözümü ise, o zaman bu problemlerin bu fonksiyona yakın olan bir tam 

çözümü vardır. Diğer bir ifade ile, verilen sınır-değer problemlerinin çözümü ile bu 

yaklaĢık çözüm arasındaki fark çok küçüktür. Bu durumda eğer bir sınır-değer problemi 

Hyers-Ulam kararlılığa veya Hyers-Ulam-Rassias kararlılığa sahip ise, bu durumda bir 

uygun yaklaĢık eĢitsizliği sağlayan bir fonksiyon elde etmek yeterlidir, yani Hyers-

Ulam kararlılık bir tam çözümün varlığını garanti eder. 
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