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OZET

INTEGRAL SINIR SARTLI siNGt'IgER yERTI"JRBE SINIR DEGER
PROBLEMININ COZUMU iCiN DUZGUN YAKINSAK NUMERIK
METOTLAR

TEMEL, Zelal
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Prof. Dr. Musa CAKIR
Temmuz 2019, 51 Sayfa

Bu tez, yedi boliimden olusmaktadir. Tezin birinci bolimiinde problemlerin
tarihsel gelisimi ve ikinci boliimiinde kaynak bildirisleri verilmektedir. Ucgiincii
boliimde, bu tezde kullanilacak meteryal ve yontem belirtildi.

Dordiincii boliimde, tez galismasinda ele alinan siir deger problemlerin ¢oziimii
icin kullanilacak metot, temel bilgi niteliginde olan bazi temel tanimlar, yardimci
teoremler ve teoremler vb. verildi.

Calismanin besinci boliimiinde, reaksiyon-difiizyon tipindeki singiiler pertiirbe
ozellikli siir deger probleminin ¢dziimii igin diizgiin bir niimerik yaklasim verildi. Ilk
olarak, problemin ¢6zliimil ve tiirevi i¢in agik smirlar ¢ikarildi. Daha sonra, diizgiin
sebekede fark semast kuruldu. Bu fark semalarinin ayrik maksimum normda
pertiirbasyon parametresine gore diizgiin yakinsakligi ispatlandi. Ayrica metodun
etkinligi birka¢ 6rnek iizerinde gosterildi.

Bu tezin altinci boliimiinde ise integral sinir sarth singiiler pertiirbe 6zellikli sinir
deger probleminin ¢o6ziimii igin besinci bolimdeki degerlendirmelere benzer
degerlendirmeler yapilarak diizgiin yakinsak bir niimerik metotlar sunuldu.

Bu tezin son boliimiinde ise yaptigimiz ¢aligmalara iliskin tartisma ve sonug
kismi verildi.

Anahtar kelimeler: Diizgiin yakinsaklik, Hata degerlendirmeleri, Singiiler

pertiirbe problemler, Ustel sonlu fark semasi.






ABSTRACT

UNIFORM CONVERGENCE NUMERICAL METHODS FOR SOLVING
SINGULARLY PERTURBED BOUNDARY VALUE PROBLEM WITH
INTEGRAL BOUNDARY CONDITION

TEMEL, Zelal
MSc. Thesis Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Musa CAKIR
July 2019, 51 Pages

This thesis consists of seven chapters. In the first and second part of the thesis,
historical development of the problems and literature are given. In the third part, the
materials and methods to be used in this thesis are mentioned.

In the fourth part, the method to be used for the solution of the boundary value
problems, some basic definitions, auxiliary theorems and theorems which are basic
knowledge are given.

In the fifth chapter of the study, a uniform numerical approach is given to solve
the boundary value problem with singular perturbation type of reaction-diffusion type.
First, explicit boundaries for the solution and the derivative of the problem were
established. Then, the difference scheme in the uniform mesh is established. Uniform
convergence of these difference schemes according to the perturbation parameter at the
discrete maximum norm is proved. In addition, the effectiveness of the method is shown
on several examples.

In the sixth chapter of this thesis, similar to four the estimates in section five
uniform convergence numerical methods are presented for the solution of the boundary
value problem with singular perturbation with integral boundary condition.

_ In the last part of this thesis, discussion and conclusions about our studies are
given.

Key words: Error estimates, Exponential finite difference scheme, Singular

perturbation problems, Uniform convergence.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

N Sebeke elemanlarinin sayisi

h Sebeke adimi

gi g(x) fonksiyonunun x; sebeke noktasindaki degeri
C € ve h’dan bagimsiz genel sabit

wy, [0,1] bolgesinde diizgiin sebeke

wp wpU{x =0, x =10}

gl co 0,11 [0, [] 'de siirekli fonksiyon i¢in maksimum norm
gl co,,, wy, diizgiin sebeke normu

{p; ()} Sonlu iistel baz fonksiyonlari

9; Fark semasinin iistel katsayisi

l Sonlu fark operatorii

L Diferansiyel operatorii

0(h*) Yakinsama hizi k yakinsaklik mertebesi

u Diferansiyel denklemin kesin ¢éziimii

y Diferansiyel denklemin niimerik ¢oziimii
c"(0,0 [0, [] bolgesinde n’inci siirekli tiirevlere sahip

fonksiyonlar kiimesi
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1. GIRIS

Diferansiyel denklemler i¢in singiiler pertiirbe 6zellikli problemler, uygulamali
matematigin ve miihendisligin bircok degisik alanlarinda ortaya ¢ikmaktadir. Ornegin,
akiskanlar mekanigi, akiskanlar dinamigi, elastik kuantum mekanigi, kiitlenin hareketi,
plastik, kimyasal reaktor teorisi, aerodinamik, elektron plazma dalgasi, elektirik akimi,
manyetik dinamik, aritilmis gaz dinamik, osinografi, meteoroloji, iletisim hatlari,
yayillma teori ve reaksiyon diflizyon gibi alanlarda kullanilmaktadir. Matematiksel
olarak bu problemler, yiiksek mertebeli tiirevlerin katsayilarinin pozitif kii¢iik
parametrenin oldugu problemler olarak bilinir. Bu tiir problemlerde kiiglik
parametrelerin varligi uygun niimerik ¢oziimler elde etmede zorluklar ortaya gikarir.
Singiiler pertiirbe problemlerin ¢éziimleri multi-scale bir karaktere sahip oldugu iyi
bilinen bir gercektir. Boyle problemlerin ¢6ziimii, tanim bolgesinin bazi kisimlarinda
¢ok hizli degisime sahiptir. Yani ¢oziim, sinir katlar1 denilen ince ge¢is katlarinda hizli
degisirken, diger yerlerde ise diizenli ve yavas degisir (Kevorkian ve ark., 1981; Smith,
1985; Nayfeh, 1985; O’ Malley, 1991; Roos ve ark., 2008; Farrel ve ark., 2000; Miller
ve ark., 2012).

1904 yilinda akigkanlar mekanigi lizerinde ¢aligmalar yapan fizik¢i Ludwing
Prandtl, Heidelberg’de diizenlenen 3. Uluslararas1 Matematik Konferansinda ilk olarak
siir kat1 kavramini tanitmigtir. Singiiler Pertlirbasyon ifadesini ilk olarak Friendrichs ve
Wasow kullanmistir. Singiiler pertiirbe olmus problemlere ilgi, yaklasik olarak yirminci
ylzyilin baglarinda baglamistir. Arastirmalar esasen asimptotik acilimlar {izerine
yogunlasmis ve 1960’11 yillardan sonraki donemlerde ¢ok iyi sonuglar alimmustir
(Wasow, 1965). Singiiler pertiirbe problemlerin niimerik ¢oziimi ile ilgili ¢aligmalar
1970’11 yillarda baslamistir ve gilinlimiizde bu c¢alismalar yogun bir sekilde
stirdiiriilmektedir. Niimerik c¢oziimlerdeki esas zorluk sinir katlarinda kesin ¢oziimiin
hizli bir sekilde kotiilesiyor olmasidir. Diger bir ifadeyle ¢oziim fonksiyonunun
tiirevleri, parametrenin kiigiik degerleri icin ince gegis katlarinda sonsuza iraksar ve
kararsizliktan dolay1 klasik nlimerik yontemlerin uygulanmasi gegersiz olur. Bundan

dolay1 kararli ve kiiclik parametreye gore diizgiin yakinsaklik 6zelligine sahip niimerik
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metodlarin kurulmasi biiyiik 6nem arz etmektedir (Doolan ve ark., 1980; Nayfeh, 1993;

Farrel ve ark., 2000; Linss, 2003; Roos ve ark., 2008).

Singtiler pertiirbe olmus lineer baglangic deger ve sinir deger problemlerinin farklar
metodu ile niimerik ¢6ziimleri ele alinmaktadir. Genel olarak ifade edersek, bu alanda
iki tip yaklasim agirlik kazanmaktadir:

) Diizglin (esit aralikli diiglimlerden olusan) sebeke tistel katsayili fark

semalarinin uygulanmast;

i) Sinir katlar1 dahilinde 6zel kuralla belirlenen diizgiin olmayan sebekenin

se¢imine dayali fark metotlari.
Bunlarin her ikisinde amag, diferansiyel problemin o6zelliklerini daha iyi bi¢imde
aksettirebilecek niimerik metodun kurulmasidir.
Bu calismada asagidaki iki tipteki singiiler pertiirbe ozellikli smir deger
problemleri ele aliacaktir:

1) Once asagidaki singiiler pertiirbe 6zellikli smir deger problemi ele alinmaktadir:

Lu=—-eu"+ ax)u= f(x), 0<x<I (1.1)
u(0) =4, u(l) =B, (1.2)
burada, 0 < € « 1 pozitif kii¢iik parametre, a(x) = a > 0, ve f(x) yeterince diizgiin
fonksiyonlar ve A, B verilmis sabitlerdir. (1.1) — (1.2) problemi genel olarak, x = 0 ve
x = [ noktalarinda olmak suretiyle, iki sinir katina sahiptir.

2) Daha sonra asagidaki integral sinir sarth singiiler pertiirbe 6zellikli sinir deger

problemi ele alinmaktadir:

Lu = eu"(x) + a(x)u'(x) — b(x)ulx) = f(x), x€(0,1), (1.3)

u(0) = 4, (1.4)
1

u(l) = j g()u(x)dx + B, (1.5)
0

burada 0 < & « 1 singiiler pertiirbasyon parametresi, A ve B verilen sabitler g(x)
fonksiyonu [0,[] araliginda siirekli fonksiyon, a(x) > a >0, b(x) = >0 ve
f (x) fonksiyonlari [0, [] araliginda yeterince diizgiin fonksiyonlardir. Bu sartlar altinda
(1.3)-(1.5) probleminin bir tek ¢6ziimii vardir. 0 < € < 1 igin u(x) ¢éziimii genelde x =

0 civarinda bir sinir katina sahiptir.



2. KAYNAK BILDIRiSLERI

Integral sinir sartli diferansiyel denklemler, problemlerin ¢ok ilging ve 6nemli
bir smifin1 olusturur ve bu tiir problemler yillardir galisilmaktadir. Integral smir sartl
diferansiyel denklemler uygulamali bilimlerde pek ¢ok olayin taniminda kullanildigi iyi
bilinmektedir. Ornegin, 1s1 iletimi, yer alti su gegisleri, termoelastik ve kimyasal
miihendislikte vb. gesitli uygulamalar1 vardir (Cannon, 1963; lonkin, 1977; Nicoud ve
ark., 2002). Bu yiizden, integral sinir sartlari igeren sinir deger problemleri pek c¢ok
yazar tarafindan c¢alisilmistir (Borovykh, 2002; Jankowski, 2002; Amiraliyev ve ark.,
2007; Cakir ve ark., 2007; Cen ve ark., 2007; Samoilenko ve ark., 2010; Das ve ark.,
2013; Henderson ve ark., 2016). Regiiler durumlardaki bu tiir problemlerin bazi
yaklasik yonlerini, yani smir katlarinin olmadigi durumlar, ¢ok sayida yazarlar
tarafindan incelenmistir (Borovykh, 2002; Jankowski, 2002; Samoilenko ve ark., 2010;
Das ve ark., 2013; Henderson ve ark., 2016). integral simir sartli bu tiir problemlerin
varlik ve teklik tartismalar1 igin Cannon (1963), Byszewski (1991), Borovykh (2002),
Nicoud ve Schonfeld (2002), Jankowski (2004), Cen ve Cai (2007), Samoilenko ve
Martynyuk (2010), Das ve Natesan (2013) ve Das ve Natesan (2013) kaynaklarina
bakiniz ve igindeki referanslari inceleyiniz. Son yillarda ¢ok sayida aragtirmacilar bu tiir
problemlerin singiiler pertiirbe durumunu ele aldi. Amiraliyev ve Cakir (2002), lokal
olmayan sarta sahip singiiler pertiirbe sinir deger problem i¢in diizglin sebekede fark
semasini kurarak nlimerik ¢oziim elde ettiler. Cakir ve Amiraliyev (2005), integral sinir
sarth singliler pertiirbe Ozellikli sinir deger problemleri ig¢in sonlu fark metodunu
gelistirdiler.

Amiraliyev ve ark. (2007), Cakir ve Amiraliyev (2007), Cen ve Cai (2007),
Cakir (2016), Kudu ve ark. (2018)’de integral sinir sarthi siir deger problemleri i¢in
Shishkin sebekede sonlu fark semasini gelistirdiler ve metodun birinci mertebeden
diizgiin yakinsak oldugunu ispatladilar. Kudu (2018)’de integral smir sarth
parametrized singiiler pertiirbe sinir deger problemi i¢cin Bakhvalov sebekede diizgiin
yakinsak bir nlimerik yontem verdi. Sekar ve Tamilselvan (2018)’de integral sinir sarth
konveksiyon-difiizyon tipindeki singiiler pertiirbe gecikmeli diferansiyel denklemlerin

¢Oziimii i¢cin Shishkin sebekede bir sonlu fark semasini kurdu.






3. MATERYAL VE YONTEM

Giris ve Kaynak Bildirisleri boliimiine bakildiginda ilgili literatiirde integral sinir
sartli singiiler pertiirbe sinir deger problemler ile ilgili kayda deger bir¢ok ¢aligmanin
oldugu goriilmektedir.

Bu tezde meteryal olarak tezin kaynaklar kisminda gecen integral sinir sarth
singiiler pertiirbe siir deger problemi i¢in diizglin yakinsak metot e ilgili belirtilen
calismalar ve tez konusundaki temel bilgileri igeren kitaplar diistiniilmektedir. Bu tez 1.
Girig, 2. Kaynak Bildirisleri ve ‘3. Materyal ve Yontem’’ bdliimleriyle beraber yedi
boliimden olusmaktadir. Dordiincii boliimde, bu tez ¢alismasinda ele alinan siir deger
probleminin ¢éziimii i¢in kullanilacak metodla ilgili baz1 temel tanim, lemma ve
teoremler verilmektedir.

Calismanin  besinci  bolimiinde singiiler pertiitbe 06zellikli  smnir  deger
probleminin fark semasinin kurulmasini ve yakinsakligini, altinci boliimiinde integral
siir sarth singiiler pertiirbe 6zellikli sinir deger problemi alinacak olup ilkinde fark
semas1 kurulup sonrasinda diizgiin yakinsaklig1 ve hata degerlendirmeleri sonlu fark
metodu yardimiyla elde edilecektir.

Son boliimde ise tezimizde yaptigimiz ¢aligmalar ile literatiirde yer alan bazi

caligmalarin karsilastirilmasi yapilacaktir.






4. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boéliimde diizgiin sebekede fark semasinin kurulmasinda ihtiya¢ duyulan
notasyonlar, siirekli bolgede tanimlanmis fonksiyonlar i¢in bazi notasyonlar ve bazi

kuadratiir formiiller verilmektedir.

Tanim 4.1. (Sebeke ve Sebeke Fonksiyonu)

a) 2 = [a, b] araligmin sonlu sayida noktadan olusan pargalanisina bir sebeke
denir. Bu sebekede tanimlanmig fonksiyona ise sebeke fonksiyonu denir.

b) Eger diigiimler esit aralikli iseler

o, ={x)| x;=a+ih, i=0,N; h=(b—a)/N}

ifadesine 2 araligindaki diizgiin sebeke denir. Burada h sabiti sebeke adimidir.

c) Dizgin sebekede tanmmlanmis g; = g(x;) fonksiyonunax; digim
noktalarindaki sebeke fonksiyonu denir (Samarskii, 2001).

Tanim 4.2. (Sag, Sol ve Merkezi Fark Tiirevleri) {2 araligindaki g(x) fonksiyonunun
diizgiin sebeke icin fark tiirevleri agagidaki gibidir (Samarskii, 2001).

a) Gyi= % ifadesine birinci mertebeden ileri fark tiirevi,

b) gzi = % ifadesine birinci mertebeden geri fark tiirevi,

) gii= % ifadesine birinci mertebeden merkezi fark tiirevi,
d) Gixi = 9ir1729i+9i-1 jfadesine ikinci mertebeden fark tiirevi denir.

h2

Tanim 4.3. (Fark Semasinin Kararliligi) Lineer

Lu=f(x), x€G (4.2
denkleminin
lu=p(x), xer (4.2)

sartin1 (sinir sart1 veya baglangic sarti olabilir) saglayan ¢ézlimiiniin bulunmasi istensin,
burada f(x), u(x) belirli fonksiyonlar (veri fonksiyonlari), [ belirli bir lineer

diferansiyel operatordiir. G = D U I bolgesinde herhangi bir @, = w, U v,
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sebekesinin kuruldugunu varsayalim, burada wj,- i¢c sebeke, y;- sinir sebeke (sebeke

sinir noktalari kiimesi), h ise sebeke diiglimlerinin yogunlugunu ifade eden parametredir
(sebeke adimi). (4.1)-(4.2) problemine karsilik

Lyy = ¢n, x = wp, (4.3)
lhy =Xn X Evp (4.4)
fark problemi olsun. Burada Ly, [, — @, da tanimlanan fonksiyonlar kiimesinde etkili
olan fark operatorleri, @y, x5 belli sebeke fonksiyonlaridir.

Kararlilik, fark problemleri veya genellikle yaklasik algoritmalar i¢in, bunlarin
pratik uygulanabilmesinin gerektirdigi onemli Gzelliktir. (4.3)-(4.4) fark problemleri,
belli smiflardan olan her bir ¢y, x5, baslangi¢c veri fonksiyonlar1 ve yeteri kadar kiiciik
h < hy igin bir tek ¢oziime sahip oldugunu varsayalim. (4.3) — (4.4) probleminin
baslangi¢ veri fonksiyonlar1 @y, ¥, olan ¢oziimiinii ¥ ile belirleyelim.

Eger yle, h’a bagl olmayan C;, C, sabitleri varsa, yeteri kadar kii¢iik h < h,
icin
Iy —ylls < Cill@gn — @nllz + CollXn — xnlls (4.5)
esitsizligi saglanmis olsun. Bu durumda (4.3) — (4.4) fark semasi baslangi¢ verilerine
gore sartina gore kararlidir denir. Burada|| ||1, || ||z, || |3 herhangi sebeke normlaridir.
(4.3) — (4.4) problemi lineer oldugundan, kararlilig1 ifade eden (4.5) esitsizligi

Iylly < Gillonllz + Callixnlls
esitsizligine denktir. BoOylece kararlilik, fark semasinin ¢Oziimiiniin baglangic veri
fonksiyonlarina siirekli bagli oldugunu, hem de bu bagliligin h’a gore diizgiin bicimli

oldugunu ifade eder (Amirali ve Amirali, 2018).

Tanim 4.4. (Fark Semasimin Yakinsaklig1) u, (4.1) — (4.2) probleminin kesin ¢oziimii
ve y’de herhangi bir sebekedeki bu probleme uygun fark probleminin ¢ézliimii olsun.
z = y — u farki hata fonksiyonu olarak tanimlanmaktadir. Eger h — 0 oldugunda

lzlly = lly —ully = 0
ise (|| |l1 s6z konusu sebekedeki herhangi bir norm), bu durumda y fark probleminin

¢Ozimi u probleminin ¢6ziimiine yakinsiyor denir (Amirali ve Amirali, 2018).

Tanim 4.5. u(x) diferansiyel problemin ¢6ziimii, y; uygun fark probleminin ¢6ziimii,

|I. || ise belli bir sebeke normu olsun. Eger £’dan ve h’dan bagimsiz bir C sabiti i¢in
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ly —ull < Ch?,p >0

seklinde bir esitsizlik s6z konusu ise, bu durumda yaklasik ¢6ziim kesin ¢oziime O (hP)

hiziyla €’a gore diizgiin yakinsaktir denir (Amirali ve Amirali, 2018).

Lemma 4.1. (Maximum Prensibi) Varsayalim ki, v(x), v(x) € C[0,1] n C%(0,1),
Lv(x) 200 <x <), v(0) =0, v(l) = 0 esitsizliklerini saglayan fonksiyondur. Bu
durumdav(x) = 0 (0 < x < 0) olur.

Ispat. Aksini varsayalim. Bu durumda, v(x,) = 0,v(l) = 0 olduguna gére dyle x, ve
x; noktalar1 vardir ki v(xy) =0, v(x;) =0, v(x) <0 (x, < x < x,)’dir. Bu takdirde
ikinci tlirevle ikinci fark tiirevi arasindaki iliskiye gore, oyle bir & € (x,, x;) noktasi

bulunur ki,

v(x1) — 2v((xo + x1)/2) + v(x0) >0
((xg — x0)/2)? 4

olur. Bundan ve v(¢) < 0 olmasindan dolayr Lv(é) < 0 olur. Bu ise Lemma’nin

V') =

hipotezi ile ¢elisir (Amirali ve Amirali, 2018).

Tanim 4.6. (Singiiler Pertiirbe Problem) Diferansiyel denklemler i¢in singiiler pertiirbe
ozellikli problemler matematiksel olarak, en yiiksek mertebeli tiirevler iceren
terimlerinin katsayilarinin pozitif kiigiik bir parametre oldugu problemler olarak bilinir.
Boyle problemlerin ¢6ziimii, tanim bolgesinin bazi kisimlarinda ¢ok hizli degisime
sahiptir. Yani ¢6ztim, sinir katlar1 denilen ince gegis katlarinda hizl, diger yerlerde ise

diizenli ve yavas degisir (Nayfeh, 1981).

Ornek 4.1.
eu'(x) +ulx) =0, 0<x<1,
u(0) =1
baslangi¢ deger problemi verilsin. Bu problemin kesin ¢6zimii
ulx) =e ¢

fonksiyonudur. Buradan e’a bagli olmayan keyfi x, € (0,1] i¢in

lim limu(x) =lim lim u(x) =0
x—-xg €20 £-0 x—-xg

oldugu goriiliir. Fakat tekrarli limitlerin esitligi x = 0 noktast i¢in s6z konusu degildir:
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0= }Cl_r>r(1) lgl_r)réu(x) qt}sl_r)%)lcl_r)r(l)u(x) =1

Sekil 4.1. x = 0 da bir sinir katina sahip.

Ornek 4.2.
—eu" +u' =1, 0<x<l1,
u(0)=u(1) =0

sinir deger problemini ele alalim. Bu problemin kesin ¢oziimii

o0 (-5 e (-
E—

ulx) =x —

bicimindedir. Burada a € [0,1) igin
limlimu(x) = a =lim lim u(x),
x—a -0 £-0x-a

fakat

1= }CILI} lgl_rg u(x) # £1_r)r(} }g_r)r} u(x) =0,

olmaktadir. Bdyle bir esitsizligin ortaya koydugu bir noktanin varligr (bu 6rnekte x =

1) bu problemin singiiler pertiirbe oldugu anlamina gelir. Bu esitsizlik x,1’e

yaklasirken, u(x ) ¢6ziimiiniin ani degistigini ifade eder. Orada x = 1 noktasinda bir

sinir katina sahip oldugunu sdyleyebiliriz.



v

Sekil 4. 2. x = 1 de bir sinir katina sahip.

Ornek 4.3.
—eu" (x) +u(x) =0, 0<x<1,
u(0) =u(1) =1,

problemini ele alalim. Bunun ¢6ziimii,

x—1 xX—2 X+1

(e \/5+ef—ef—e VE)

u(x) =
1-— e_ﬁ
fonksiyonudur. Buradan u(x) i¢in

{1 x=0vex =1,

limu(x) =1 x #0;1

£-0
oldugu goriliir. Uygun indirgenmis problem uy(x) = 0 ¢dziimiine sahip ve her iki sinir
sart1 bunun i¢in gereksiz hale gelmektedir. Agiklananlar bu sinir deger probleminin
x = 0 ve x = 1’de olmak tizere iki sinir kat1 igerdigini belirtmektedir.
x = 0 noktasi i¢in

0=limlimu(x) # llm llm ulx) =1,
x—0 -0

x = 1 noktasi igin

0 = lim lim u(x) ;tllm llm ulx) =1,
x—1 -0

oldugu goriliir. Boylece buradan bu problemin x =0 ve x = 1’de smir katlar

mevcuttur.
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0.5

Sekil 4.3. x = 0 ve x = 1’de iki siur katina sahip.

Tanim 4.7. (Smur Kat1) Bir singiiler pertiirbasyon probleminin ¢oziimiiniin hizli
degisebildigi herhangi bir sinir noktasinin bir komsuluguna, o noktanin birer sinir kati
denir. Smir kat1 disindaki tstel kiiglik degerlere sahip fonksiyona sinir kat1 fonksiyonu
denir. Baslangig-deger problemi i¢in kullanilan sinir katina baslangig kat1 denir (Amirali
ve Amirali, 2018).

Tanim 4.8. (Barrier Fonksiyonu) Problemin ¢6ziimiinii degerlendirmek igin problemin
baglangi¢ verilerini kullanarak maksimum prensibiyle birlikte kullanilan fonksiyona

barrier fonksiyonu denir (Doolan ve ark., 1980).

Tanim 4.9. (Kuadratur Formiilleri) Fark semalarinin kurulmasi ve incelenmesinde

asagidaki kuadratiir formiilleri kullanilacaktir.

b b
f p(x)f(x)d=[ f pcx)dx] (of () + (1 - )f (@)

b
+ f(a; b)f (x — x("))p(x)dx + R(f). (4.6)

Burada o reel parametre, p(x) € [a, b] agirlik fonksiyonudur.
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b b
R(f) = f dxp(x) f FO(E) Ky ( E)AE, fECT,  n=1veya2

KS(X, E) = Ts(x - g) - (b - a)_l(x - a)(b - %’)S’S = 0,1
x@ =gb+ (1-0)a, f(a;b) = W,

S

T.(1) = %,/1 > 0;T,(1) = 0,1 < 0.
b b _
[ peoreodx = r@n [ pwax+R (), (4.7)
_ b b
R == [ dw'@ [ FO©K A0, feChn=1veyan =2

b b
R() = — j dxp(x) j FO K (x, E)dE, f € C2[a,b].

(4.6) ve (4.7) formiillerinde ayn1 K, (x, &) fonksiyonu kullanilmaktadir. Ayrica,
Ko(a,8) = Ko(b,§) = 0,
Ki(a,§) = K1(b,§) = K1(x,a) = K1(x,b) =0,
Ky (x,$) = K1 (§, %),

0 0
6_le (x, f) = _KO (x' E)' EKl (X, 5) = _KO (fl X)

oldugu kolayca goriilebilir.

a+

b b b
| peoreadx = E3 [ e+ R ()

b b
R*(f) = f dxp(x) f FO Ky (x, E)de

b
+(n—1)f(a; b)] <x —asz)p(x)d(x), n=1veyan=2, (4.8)

KD =TG- -1, (=€) 46 -0 6 -8 (52 -x),  s=01

(Amirali ve Amirali, 2018).






5. REAKSiYQN-DiFﬁZYON TIPINDEKI SINGULER PERTURBE OZELLIKLI
SINIR-DEGER PROBLEMIi

Bu ¢aligmada asagidaki reaksiyon-diflizyon tipindeki singiiler pertiirbe 6zellikli
siir-deger problemi ele alinacaktir.
Lu=—-eu"+ ax)u= f(x), 0<x<I (5.1)
u(0) = A4, u(l) =B. (5.2)

5.1 Tam Coziimiin Baz1 Ozellikleri

Burada u(x) ¢6ziimii i¢in gerekli bazi degerlendirmeler verilecektir. Bu

degerlendirmeler daha sonraki kisimlarda kullanilacaktir.

Lemma 5.1. a(x), f(x) € C[0,1] oldugunu kabul edelim. (1.1) — (1.2) probleminin

¢Oziimii i¢in agagidaki degerlendirmeler saglanir.

lu(x)| <C, 0<x<]| (5.3)
burada, C = |A| + |B| +o¢~! max,eolf (x)] ve
1 Vax Va(l-x)
lu' (x)] SC{1+—<e Ve e Ve } (5.4)
Ve

Ispat. Ik &nce (5.3)’in dogrulugunu gosterelim. Burada maksimum prensibinden
yararlanacagiz. Herhangi bir v(x) € C[0, ] igin
Lv(x) =20 (0<x<l), u()=0 ull)=0
esitsizlikleri saglanirsa, o zaman u(x) = 0 (0 < x < [) olur.
Asagidaki gibi bir bariyer fonksiyonunu ele alalim:

Y(x) = +u(x) + |A| + |B| + a~ max|f (x)].
x€[0,1]

Maksimum prensibine gore,

LY (x) = £f (x) + a(x)(|A] + |B]) + a(x)a‘lgg[%ﬂg]lf(x)l (a(x) =2 a>0)
> +f(x) + |Al + |B| +;g[%flc]lf(X)I
> +f(x)+ ;rel[%flc]lf(X)l >0,

P(0) = +u(0) + |A| + |B| + ™! max|f(0)|
x€[0,1]
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=+A+ |A| + |B] + ™! max|f(0)| =0
x€[0,1]
ve
Y()=4+B+|B|+ Al +a ! max|f(D| =0
x€[0,1]

ise, 0 zaman
Y(x) = tulx) + |A| + |B] + a7! rg[%alc]lf(X)l >0
X )

olur. Buradan
lu(x)| < |A| + |B| + a™ max |f (x)| (5.5)
x€[0,1]

elde edilir. (5.5) esitsizligi (5.3)’in dogru oldugunu gosterir.
Simdi ise (5.4) esitsizlini ispatlayalim: (1.1) denkleminden
1(fx) — a@ul _ If1 + lalful

€ 4 €
alabiliriz. Bu esitsizlikte (5.3)’i dikkate alirsak

[u"(x)] <

lu" (x)] < g ,  x€[0,1] (5.6)

elde edilir.
Daha sonra |u'(0)] ve |u'(])| degerlendirmelerini almamiz gerekir. Bunun igin
asagidaki bagintidan yararlanacagiz: geC? igin,

ey 9 —gB)  [(“[y=¢5 N "
R jﬁ = - 1ot - 9)] 9" @2as. (57)

Ik once u’(0)’1 degerlendirelim: g(x) = u(x), £ =0, y =Ve,x =0
degerlerini (5.7) esitliginde kullanirsak,

ve)| | [VEVe-¢
oy < L0 +| " (6)1d¢
NN NN
bulunur. Bu esitsizlikte (5.3) ve (5.6)’1 dikkate alirsak,
lu'(0)] < (5.8)
\/—
elde edilir. Simdi ise |u'(1)| igin bir degerlendirme ele alalim. Bu defa (5.7)’de
gxX)=ulkx), x=Ilvef=1—+Ve, a=1
degerlerini kullamp, (5.3) ve (5.6)’1 dikkate alirsak,
W'D < (5.9)

\/_
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bulunur. (1.1) denkleminden tiirev alirsak,

—ev" +a(x)v = &(x) (5.10)
elde edilir. Burada

v(x) =u'(x), @(x) = f'(x) — a'(Du(x).
Ayrica (5.8) ve (5.9)’e gore,

Ol =0(=), WOl =0 (5.11)

acik oldugu goriiliir. @ (x) fonksiyonu asagidaki degerlendirmeye sahiptir.
2] < If' ()l + [a’ () [luG)] < C.

(5.10) ve (5.11)’un ¢oziimiinii,
v(x) = v1(x) + v,(x)

seklinde yazabiliriz. v, (x) ve v, (x) Sirasiyla asagidaki problemlerin

¢Ozlimleridir.
CIRR
@ = o®, 5,0 = 0 (513)
(5.12) probleminin ¢dziimii maximum prensibine gore,

()] < @™ max|(@ ()] (5.14)
yazabiliriz. Dolayisiyla @ (x) fonksiyonu &’ na gore diizgiin sinirli oldugundan,
lv, ()| < C, 0<x<l| (5.15)
bulunur. (5.13) problemi i¢in maksimum prensibine gore
[, ()| < 6(x) (5.16)
esitsizligini alabiliriz. Burada 8 (x) fonksiyonu asagidaki problemin ¢oziimiidiir.
—0" +ab =0,

(5.17)

6(0) = |v2(0)],6(D) = [v(DI.

(5.17) probleminin ¢6ziimii sabit katsayili oldugu i¢in

sinh <g - x)) sink (Zx)
70 =600) sinh (% ) How sinh (%l)

seklinde bulunur. Burada (5.17) probleminin sinir sartlarina gore
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Vax Va(l-x)
} (5.18)

0(x)| <—= {e Ve +e Ve

oldugu kolayca goriiliir.
Son olarak (5.15), (5.16) ve (5.18) esitsizlikleri
[W' ()| < v ()] + [v,(x)]

esitsizliginde kullanilirsa, (5.4)’nin ispatlandig1 goriilir. Boylece lemma 5.1°in ispati

tamamlanmis olur.
5.2 Fark Semasinin Kurulmasi

[0, [] araliginda,
wh—{xl—h, =1,N—1, h= } wp =wpU{x=0,1}

diizgiin sebekesini ele alalim. Fark semasinin kurulmasi siireci i¢in baslangi¢ olarak

asagidaki 6zdeslikten hareket edecegiz:
Xi+1 Xit+1

)(l-‘lh‘lj Lu(x)g; (x)dx = )(i‘lh‘lf f@e; (x)dx, i=1,N—-1. (5.19)
Xi-1 Xi-1

Burada, ¢;(x) asagidaki bicimde belirlenmis baz fonksiyonlaridir.
sinh(y;(x — x;-1))

€Y
] -1 < [
(pl ( ) Slnh(]/lh) Xi_1 x < X
@i(x) = (2) Sinh(yi(xi+1 —x))
, < x < Xy
sinh(y:h) ¥ S XSt
0, x € (Xi_1,Xi11),
y, = a(x;)
l € )
i Xit1 2tanh(y;h/2
xi= [ o @t [ p® e = I
Xi-1 X Vlh

Kolayca goriilebilir ki, (pi(l)(x) ve (pl.(z)(x) baz fonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki
problemlerin ¢ozlimleridir:
—p"(x) +a;p(x) =0, x;_1 <x<x,
pxi-1) =0, o) =1,
—ep"" +a;0 =0, x; <x <xi4q,
@(x) =1, @(x41) = 0.

(5.19) denkleminde kismi integrasyon uygulanip gerekli diizenlemeler yapilirsa,

(5.20)

(5.21)
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Xi+1 xi+1
2 thle j ol (O () dx + 1~ thla, f w0 = fi — Ry (5.22)
X X

i-1 i-1
i=1,N-1

bagmtisini elde ederiz. Burada R; kalan terimi

Ro= x| @ - 4l u@ )

o [T - F@) g (5.23)

bigimindedir. (5.22) bagintisina her bir (x;_;, x;) ve (x;, x;41) araliklar1 tizerinde (4.6)
ve (4.7) kuadratiir formiilleri uygulanirsa ve ayrica (5.20), (5.21) bagintilar1 dikkate

almirsa, asagidaki kesin bagintiy1 buluruz.

Xit+1 Xit+1
2 thle f ol (W (dx + x~h~lay f w()g; (O dx
xi_1 xi—l

X
= —gy; ! {1 + aig_lj @; (x)(x — xi)dx} Uz i

Xi-1

Xi Xit+1
+a;x; 7t {h‘l f <pl.(1) (x)dx +h™?t f (pi(z) (x)dx} u;
Xi—1 Xi
= —€9iufx_i + a;u;, (524)
burada

Xi
0; = )(i_l {1 + ais‘lj <pi(1) () (x — xi)dx}
X

i-1
Xi+1 @)
= yt {1 —q;et f ;7 (x)(x — xi)dx}.
X
0; katsayisinda basit igslemleri yaptiktan sonra,
6, = — P4 _h (5.25)
' 4sinh? (\/E-p/Z)’ P Ve '

olarak bulunur. (5.24)’e geri doner ve (5.22)’yi dikkate alirsak, (1.1) denklemi igin

asagidaki sekilde bir fark semasini yazabiliriz.

lu; = —eOugy; +aqu; =f;—R, i=1N-1 (5.26)
(5.26)’de R; kalan terimi ihmal edilirse, (1.1)-(1.2) problemi i¢in asagidaki fark
problemi elde edilir.

lyi = —e0yexi taiyi=fi, i=LN-1 (5.27)
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Yo=4, yy =B. (5.28)

Burada 6; katsayisi (5.25) formiiliiyle verilmistir.

Not 5.1.
a) 0, katsayisini asagidaki bigimde ispatlayabiliriz :
Xi a_hZ
0, =xi{1+ae™! o () (x — xj_y)dxp = —————
. . Jaih
Xi-1 4esinh? Y—
2v3
ispat.
Xi 1 Xi
fx G 1) = o f  sinky (= xi)d(x - %)dx
-1 -1
_ (h 1 . h) 1
\y vi? SHt sinhyh
r h 1
~ yisinhyh o yi?
eta;h a; 1
= l+42777—5S ==
yisinhy;h ¢ =2
&
PP 1
B yiesinhy;h
_ aih
~ y;esinhy;h’
buradan,
0 aih h)/l aih aihz
i = Xl - = - " = - .
;esinhy;h Yity.esinhy;h inYil . .
Vi Vi 2tanh . Vi Vi ZSSl:y-Zh ZSiny;—hCh%
C L

Boylece 6; katsayis1 asagidaki bigimde bulunur.
aihz
Hi =

- . '
4esinh %

b) Simdi ise y; katsayisini ispatlayalim:

Xit1 -1 hy;
Xi = <h_1 j (pl(l) (x)dx> = lyih-
Xi_1 2tanh7
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Ispat.

Xit+1
| o wax = i
Xi-1

jxi sinhy;(x — x;_1) dx + ]xi“ sinhy;(x;41 — x)
sinhy;h X sinhy;h

Xi—1 Xi

= - {1 Chy;h ! ! + Chy;h }
~ sinhy;hly; Vi Yi Vi Vit
1

2
- sinhy;h {)71 (Chyih = 1)}

2 Chy;h — 1
sinhyih{ sinhy;h }
2tany;>
Vi
Chy;h —1 — tany,
sinhy;h N

esitligi elde edilir. Boylece,

Xit1 - 2tany hy;
<h‘1] ®; (x)dx) = (h‘l _%2) _ Whlds -
Xi—1 Yi Ztan]/G

Boylece ispat tamamlanmis olur.

5.3 Fark Semasinin Yakinsakhgi

z=y—u, x €(0,1) dersek, (5.27) ve (5.28)’ya gore, hata fonksiyonu
asagidaki siir deger problemini saglar.
lz; = —€zzy; + a;2; = Ry, i=1,N—-1 (5.29)
zo =0, zy =0, (5.30)
Burada R; yaklasim hatasi (5.23) formiiliiyle belirlenmistir.

Lemma 5.2. a(x),f(x) € C1[0,1] sart1 altinda, R; kalan terimi asagidaki esitsizligi
saglar.

IRl 0,00, < Ch. (5.31)
Ispat. (5.23) bagintisin1

R; =Rg; + Ry, (5.32)

seklinde yazabiliriz. Burada
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Rei=xi th™ J xmu ()[alx;) — alx)]dx, (5.33)
ve
R=x 7t [ o @I - Flalax (534)

Ik &nce R,; yaklasim hatasini gosterelim: (5.33)’deki fonksiyonlara ortalama deger
teoremi uygularsak,
|a(e) — a0l = la' (€)@ — x| < maxoyla’ (Ollx — x|

< Cyh (5.35)
buluruz. (5.35)’1 (5.33)’de yerine yazarsak,

Xit+1
|Ra| < C0C1h)(i_1h"1f @; (x)dx < CyC,h < Ch,
Xi-1

olur. Buradan
|Ra:| < Ch, (5.36)
elde edilir. Simdi ise Ry ; kalan terimi gosterelim: (5.34)’deki fonksiyona ortalama deger
teoremi uygularsak
FC) = fCal = 1f ) (x — x| < max|f'COllx —xil, i € (x, x)
< Cih (5.37)

olur. (5.37)’1 (5.35)’de yerine yazarsak,

Xi+1

|Rfi| < clh;(i-lh-lf @; (x)dx < Ch
x

i-1
bulunur. Buradan
Ryl < Ch, (5.38)
elde edilir.
Boylece (5.36) ve (5.38) esitsizliklerini (5.32)’de yerine yazarsak,
IR0, < IRG o000, + ||Rf||oo,wh < Ch,

elde edilir. Bu da (5.31)’in ispatin1 tamamlar.

Lemma 5.3. z; =y; —u;, i =1,N hata fonksiyonu (5.29)-(5.30) fark probleminin
¢Oziimii olsun. O zaman asagidaki esitsizlik saglanir:

1Zllo0 @), < @™ IRl co 00 (5-39)
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Ispat:

Keyfi h vee igin, lv; fark operatorii i¢in ayrik maksimum prensibinin dogrulugu
kolayca gosterilebilir:

lv; >0, v,=>0, vy =0ise, v; >0, i=1,N-1
olur. Maksimum prensibini (5.29)-(5.30) problemine uygularsak,
1zllom, < a IRlleow, (5.40)
esitsizligi bulunur. Ayrica R; i¢in (5.7) formiiliinden
IR0, < Ch, (5.41)
oldugu aciktir. Boylece (5.40) ve (5.41)’den teoremin ispati tamamlanir.

Simdi ise (5.3)-(5.4) probleminin yakinsaklik sonucunu ifade edebiliriz.

Teorem 5.1. a(x), f(x) € C*[0,1] sart1 altinda (5.27)-(5.28) fark probleminin ¢dziimii,
@y da (1.1)-(1.2) probleminin ¢dziimiine £’a gore diizgiin yakinsaktir. Hata igin,

ly — ullc@y < Ch (5.42)
degerlendirmesi dogrudur.

Ispat. Onceki lemmalardan Teoremin ispati ¢ikar.
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5.4. Niimerik Sonuclar

Ornek 5.1.
—eu” +u = —(cos?mx + 2(em)?cos2nx), 0<x <l (5.43)
1(0) =0, u(1) =0, (5.44)
problemini ele alalim. Bu problemin kesin ¢oziimii
=X _(a-=x
u(x) = % — cos’mx,
1+eve

seklinde verilmektedir.
Bu kesimde kovma algoritmasi uygulanir. Kovma algoritmasi i¢in
Yo =kiy1 + 1 (y1 # 0)
siir ifadesinden
a,=0vef; =0
alimmaktadir.

Vi = Yis1@iy1 + Pir1 (=1L, N —1)

rekiirans bagitisin1 4; # 0 ve B; # 0 olmak iizere fark problemlerinin

Aiyi-1 — Gy + Biyip, = —F i=1,N-1

Yo=Yy =0
acik yazilisinda yerine yazarak diizenliyelim. C; — a;A; # 0 olmak iizere
B; R
Cll'_,_lzci_—aiAi,OCl:O, l=1,N—1
i1 =———,B8, =0, 1 =1,N-1

bagntilarini elde ederiz.

Vi =Yis1®41 + B, I=N-10
rekiirans formiiliinden de biitlin y; degerlerini hesaplayabiliriz. Burada
Yn = koYn-1 F U2 Ve YN_1 = Y1+ ayYn T Bu
bagintilarindan 1 — ayk, # 0 olmak lizere

Mt k2B

YN =T — ayk,

yazilir. yy = 0 sinir sartindan y, = k, = 0 alinir.
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a(x) =1, f(x) = —(cos?nx + 2(em)?cos2mx)

aliyoruz. Buna gore iistel katsayili fark semasi i¢in

elde edelir.

Mutlak hatalar igin

alinmaktadir.

Cizelge 5.1. N = 2% & = 107> degerleri igin kesin ¢dziim, yaklasik ¢oziim ve hata

A= —891',

N _

B=A4, C=ah?-2¢0,

el = maxlu,(x) - yil

F = h?f,

sonuglari
X y(x) Vi ey
0.00000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.12500 -0.85355339 -0.85363922 0.00008583
0.18750 -0.69134172 -0.69141161 0.00006989
0.25000 -0.50000000 -0.50005109 0.00005109
0.93750 -0.96193976 -0.96201071 0.00007095
1.00000 0.00000000 0.00000000 0.00000000

Cizelge 5.2. N = 2°, £ = 107° degerleri icin kesin ¢dziim, yaklasik ¢oziim ve hata

sonuglar1
X y(x) Vi el
0.00000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.03125 -0.99039264 -0.99039288 0.00000024
0.06250 -0.96193977 -0.96194008 0.00000031
0.09375 -0.91573481 -0.91573510 0.00000030
0.96875 -0.99039264 -0.99039288 0.00000024
1.00000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
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Cizelge 5.3. N = 219, £ = 1078 degerleri i¢in kesin ¢dziim, yaklasik ¢dziim ve hata

sonugclari
X y(x) Vi el
0.00000 0.00000000 0.00000000 0.00000000
0.00098 -0.99993320 -1.01149996 0.01156676
0.00195 -0.99996235 -001533225 0.01536990
0.00293 -0.99991529 -1.01529920 0.01538391
0.99902 -0.99993320 -1.01149996 0.01156675
1.00000 0.00000000 0.00000000 0.00000000

Sekil 5.1. £ = 1075 ve N = 2* degerleri icin kesin ¢dziim ve yaklasik ¢oziimiin

grafik egrisi.



Sekil 5.2. £ = 1075 ve N = 25 degerleri icin kesin ¢dziim ve yaklasik ¢oziimiin

grafik egrisi.

Sekil 5.3. £ = 1078 ve N = 219 degerleri i¢in kesin ¢dziim ve yaklagik ¢dziimiin

grafik egrisi.






6. INTEGRAL SINIR SARTLI SINGULER PERTURBE OZELLIKLI SINIR
DEGER PROBLEMIi

Bu calismada asagidaki integral sinir sarth singiiler pertiirbe 6zellikli sinir deger

problemi ele alinmaktadir.

Lu = eu'" (x) + a()u'(x) — b(x)u(x) = f(x), x€(0,1), (6.1)

u(0) = 4, (6.2)
!

u(l) = f gx)u(x)dx + B. (6.3)
0

Burada 0 < & <« 1 singliler pertiirbasyon parametresi, A ve B  verilen
sabitler, g(x) fonksiyonu [0, ] araliginda siirekli fonksiyon, a(x) = a > 0, ve f(x)
fonksiyonlar1 [0, ] araliginda yeterince diizgiin fonksiyonlardir. Bu sartlar altinda
(6.1)-(6.3) probleminin bir tek ¢oziimii vardir. 0 < € < 1 igin u(x) ¢6ziimii genelde

x = 0 civarinda bir sinir katina sahiptir.
6.1 Tam Coziimiin Bazi1 Ozellikleri

Burada (6.1)-(6.3) probleminin ¢oziimiiniin bazi1 O6zelliklerini verecegiz. Bu

ozellikler daha sonraki kisimlarda uygun niimerik ¢oziimiin analizinde gerekli olacaktir.

Lemma 6.1. u(x) fonksiyonu, (6.1)-(6.3) probleminin ¢éziimii olsun ve

l
Yy = f lg(x)|dx < 1,
0

olmak {izere. O zaman asagidaki esitsizlikler saglanir:
lulle < Co, (6.4)
burada

Co=QQ -y Al+ 1Bl + a7 IF]le)

ve

1 -ax
lu'(x)| < C{l + EeT}, 0<x<lLl (6.5)
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Ispat. Burada maksimum prensibini kullanacagiz. (6.1)’de L diferansiyel operator

ve ve C2[0,1] olsun. Eger 0 < x <[ igin v(0) =0, v(l) =0 ve Lv < 0 ise 0 zaman
0 <x <! igin v(x) = 0 olur. Buna gére maksimum prensibini kullanirsak, (6.1)-(6.3)
probleminden

@)l < 1Al + [uDl + e IFllw,  x€[0,1] (6.6)

esitsizligini aliriz. Daha sonra (6.3) sinir sartindan

l
u()l < |B] + j 90 u)ldx ©6.7)
0

yazabiliriz. (6.7) esitsizligini (6.6) da yerine yazarsak,

l
()l < |4] + 1B] + j 9u)ldx + a2[Fl.
0
l
< 141+ 181+ maxluGol [ lgldx +a IFIL
’ 0

l
<A+ Bl + ||u||ooj 19O ldx + a M |Fll.,
0
elde edilir. Boylece,

l
¢! —f lgCOldx) llulle < 141+ 1Bl + a7 | Fllo
0

ise
-1

l
lulleo < <1—f Ig(x)ldx) (Al + 1Bl + a7 IFlw)
0

<A-y)'(AlI+ Bl + a7 IFlw) (6.8)
elde ederiz. Bu da (6.4)’lin ispatin1 verir. Simdi ise (6.5)’in ispatin1 yapalim: (6.1)’i
asagidaki gibi yazabiliriz.
eu"(x) + a(x)u'(x) = F(x), (6.9)
burada

F(x) = f(x) + b(x)u(x),
(6.9) denkleminden
Lyx 1 ¥ a@adr

W' (x) = w'(0)e e #@dr 4 EJ F(é)e eJg alma dé, (6.10)

0
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yazabiliriz. (6.10)’daki u'(0) igin bir degerlendirme almamiz gerekir. (6.10) bagmntisini

[0,1] araliginda integral alirsak,

l Loy
f g(x)u(x) +B—-—A4 = u’(())f e_Efo a(T)d‘rdx
0 0

1t~ 1% envde
+ —f f F(§)e ek *@% gegy (6.11)
€ 0 Y0
elde edilir. (6.11)°den u'(0) "1 gekersek,
10X
B—-A+ folg(x)u(x)dx — éfol f;cp(g)e—gf; a(T)deg‘dx

u'(0) = fle—if:a(r)drdx (6.12)
0

buluruz. (6.12)’deki paydadaki integrali degerlendirelim:

. . l
J. e e “(T)drdxz.f e 2l @dz gy
0

0

= 0¢ (5 #* 6 > 0, a= maxla(x)l). (6.13)

(6.12)’deki pay kismindaki integrale ortalama deger teoremini uygularsak,

X 1 .x
F(&)e &l ¥ gy

1t —lfxa(r)dr
<2 [ 1 w@le O agax

F o l rx 1x
< %j f e el ey (a(x) = a > 0)
0 Y0

F w l rx o
s% f f e e qedx
IIFIIOo _ox
- f[l— ]dx

—a-lnFnooj [1-e %] ax

_al
< a2|F|., (1 —e )

< |IFlloC; £C (6.14)

ve
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l
f g)ulx)dx
0

l
< f 9GO lu(o)ldx
0
l
< maxlu()| fo 19 ()] dx

l
< llullo f 1900 dx
0

< Gy,

(6.15)
esitsizlikleri elde edilir.

(6.13), (6.14) ve (6.15) degerlendirmelerini (6.12) de yerine yazarsak,

AL+ B[+ G +IFlloG _ €

' <
[u'(0)] < S =<

esitsizligi bulunur.

(6.10) esitligin mutlak degerini alirsak,

1x 1r* 1x
lu'(x)] < |u'(0)|e_5f0 a(r)dr +Ef IF(O)le = a(T)def
0

C 1x 1 X 10x
< CeTHR M IR, | e kg
€ € 0

C ax 1 X a
= 2e 4Pl [ e7H0ug
€ € 0

= Ee_a_; + ”FSHOO (1 — e_a_sx) ea™?!

&
C ax

= ;e_T +C (616)

elde edilir. (6.16) esitsizligi (6.5) esitsizligini saglar.
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6.2 Fark Semasinin Kurulmasi

Bu kisimda (6.1)-(6.3) siirekli problemi igin sonlu fark semasini kuracagiz.

Burada [0, [] araliginda asagidaki gibi bir wj, diizgiin sebekesinin tanimini veriyoruz.
_ l
=ix;=ith, i=1,N—-1; hz—}
Wy, {xl ith, i N
ve

wp =wpU{x=0vex =1}

(6.1) denklemi i¢in fark metodunun yaklasimi asagidaki 6zdeslikle baslayacagiz:

! !
h_lj Lu¥;(x)dx =h_1j fOW¥;(x)dx, i=1,N—1. (6.17)
0 0

Burada ¥;(x) asagidaki gibi tanimlanan baz fonksiyonlaridir.

P, (x), Xi—1 <X <X,
Yi(x) = ‘Ifi(z)(x), X < X < Xip1,
0, x ¢ (xi—1;xi+1)-

v,V (x) ve ¥,P (x) sirasiyla asagidaki problemlerin ¢oziimleridir.
eP"(x)—a;WP'(x) =0, x4 <x<ux,
Y(xi-1) =0, Y(x) =1,
eP"(x)—a; W' (x) =0, x; <x<Xjyq,
Px) =1  ¥P(xq) =0.

’Pi(l) (x) ve ‘Pl-(z) (x) fonksiyonlar1

_ai(x=xj_4) 1 _ai(Xj4q1—%)
e — e £
T Ie) e —— LT
e ¢ —1 1—e ¢

gibi acik bir sekilde ifade edilebilir. Ayrica,
Xit+1

h‘lf Y, (x)dx =1
Xi-1

oldugu goriiliir.

(6.17) bagintisinda Lu yerine denklemi yazarsak,

h1 fxm[eu”(x) + a(x)u'(x) — b()u(x)]¥;(x)dx
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Xit+1
= h‘lj F)Y; (x)dx, i=1,N—-1 (6.18)
Xi—1
olur. (6.18)’deki ilk ifadeye kismi integrasyon uygularsak,

Xi+1

Xit+1 Xit+1
h1 f —eu' ()P (x)dx + h™1 f a;u'(x)dx —h™1 f b(x)u(x)dx ¥;(x)dx
Xi-1 X

Xi-1 i-1
Xit+1
=h7! f )W (x)dx,
Xi-1
Xit+1 Xit+1
h1 J. —eu'(X)¥; (x)dx + h™1 f a;u' (x)¥;(x)dx — bju;
Xi-1 Xi—1
=fi-R, i=1N-1, (6.19)
elde edilir. Burada R; kalan terimi
R; = RM + R® + R® (6.20)

bigimindedir. Ri(l),Rl.(z) ve Ri(3) kalan terimleri sirasiyla asagidaki bicimde

tanimlanmaktadir:

Rl.(l) =ht fxm[a(x) —a(x)u' (x)¥;(x)dx, (6.21)
Rl,(z) =h 1 Jxm[b(x)u(x) — b(x)u(x)]¥; (x)dx,

Xit+1 Xi+1
= h‘lj dx‘l’i(x)J E(b(x)u(x))l(g,i(x, §)dé, (6.22)

Kgi(x,8) =To(x = &) —To(x; —¢), 1<i<N-1,

T(/DZ{E’ A=>0
0 A<0.

R =h f fm[f(xl-) — F)]¥;(x)dx. (6.23)

(6.19) daki integrallerin her bir (x;_q,x;) ve (x;, x;41) alt araliklarina Tanim 4.9’da ki

kuadratiir formlar1 uygulanirsa,
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h1t in [ CO¥; D (x) + a;u’ o)W, P (x)]dx

i-1
Xit+1 ,
+ht f [eu’ (O¥; P (x) + a;u’ ()W, @ (x)]dx
x;

Xi
= —eh lug,; + al—u,m-h‘lf w, D (x)
Xi-1

Xi+1
+aiux,ih_1] W, @ (x)dx + & h~luy;
X

i

Uy — Ui
= e% + q; uxla( ) 4 aiux,iai(z)
= EUgy; T Q; uxla( ) + aiuxliai(z)

bagintisi elde edilir. Burada
i € 1
ai(l) = h‘lf Wi(l)(x)dx = t—
Xi-1 a; 1—e ¢
1 €
=h" f v, D (x)dx = o T
Xi—1 e« —1 i
seklindedir. (6.24)’te
h
Ugi — Ugi = Eufx,i:
h
Ugi = Ui = Eufx,i
bagintilar1 kullanirsak,
h h
1 1 2
EUgyi + aiai( )u,g,i — alal( )Eux“ a; a( )u,” + a; a( )Euxxl

azh
_£{1+ 0@ - (1)}uxx1+a( @ _ (1))uxl

= €0jUzy; T AUy
esitligi elde edilir. Burada
MONONEY
(6.25)’1 (6.19) bagintisinda yerine yazarsak, (6.1) denklemi igin
lu; = eBjugy; + aug; —bju; =f;—R;,, i=1N-1

fark yaklagimi bulunur. Burada 6; katsayisi

(6.24)

(6.25)

(6.26)
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a;h a:h
0; = {1 +— (0" - Uim} =vicot(hy)),  vi=—- (6.27)
biciminde hesaplanmaktadir.

(6.2) sinir sartina uygun bir yaklagim elde etmek i¢in sag tarafli dikdortgen kuralini

kullaniyoruz.
N
Uy = hz giu; —r + B. (6.28)
i=1
Burada r kalan terimi,
Ny p
r= Z f (x—x;_1) Tx (g(x)u(x))dx (6.29)
i=1 "Xi-1 X
bigimindedir.

(6.26) ve (6.28) deki R; ve r kalan terimlerini ihmal edersek, (6.1)-(6.3) siirekli

problemi i¢in agagidaki gibi fark semasini elde ediyoruz.

ly; = €0 yzx; + aye; — by =f, i=1N-1 (6.30)

Yo =4 (6.31)
N

YN — hz 9iyi = B. (6.32)
i=1

Burada 6; katsayisi (6.27) bagintistyla verilmektedir.

6.3 Diizgiin Yakinsaklik ve Hata Degerlendirmeleri

Bu kisimda metodumuzun yakinsakligini gosteriyoruz. z; = y; —u;, 0 <i < N hata

fonksiyonu asagidaki diskrete problemin ¢oziimiidiir.

lz; = €6;zzy; + iz — bizi=R;, i=1N-1 (6.33)

2 =0 (6.34)
N

loz = 2y — hZ 0z =T (6.35)
i=1

Burada R; ve r kalan terimleri sirasiyla (6.20) ve (6.29) bagntilariyla verilmistir.

Lemma 6.2. Eger a(x), b(x) ve f(x) € C[0,1] ise o zaman R; ver kalan terimleri

asagidaki esitsizlikleri saglar.
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IRIly < Ch,

|r| < Ch.

(6.36)
(6.37)
Ispat. (6.36) esitsizligini ispatlayalim: ilk énce (6.21) dzdesligini ele alalim. (6.21) deki
fonksiyona ortalama deger problemi uygularsak,

la(x) —a(x)] = la’()lx — x;]

< max|a'(x)||x — x;|

< Coh (6.38)
bulunur. (6.38)’1, |¥;(x)| < 1’i ve (6.21)’de dikkate alirsak,
N-1

Xi+1
RN, < Goh Yy [ Golax
i=1 "Xi-1
- Xit+1 1 ax
< Cyh C; (1+—e_7> dx
i=1 ~Xi-1 €

ax

! 1
< COClhf (1 +—e_T) dx
. €

1 L ax
< COC1h<l +—f e ¢ dx>
€Jo
al
< C,Cih (l +at (1 - e‘?)>

< Ch, (6.39)

elde edilir.

b € C1[0,1] ve |¥;(x)| < 1’1 (6.22) de dikkate alirsak,

|Rl.(2)| < fxx”l |% (b(x)u(x))| dé

i—

<con+ [ M ©lae

elde edilir. Bu esitsizlikle Lemma 6.1°1 gdzoniine alirsak,

N-1
Xit+1

@], < cha+ Y [ w@lag

i=1 "Xi-1

l
< Ch(1 + f ' (©)1d8)
0

1l et
SCh(1+—fe = dé)
€Jo
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<Ch(l+a1(1- e_a?l))

< Ch (6.40)
bulunur. Son olarak (6.23)’tin ispatin1 yapalim. (6.23)’teki fonksiyona ortalama deger
teoremini uygularsak,

lfC) = FOl =1 (Ollx —xil, x,§ € [xi—1, Xi44]
< Ch

olur. (6.23)’te |¥;(x)| < 1 oldugunu dikkate alirsak,

xi
IR, < chw+ [ 1wl
Xi-1

< Ch, (6.41)
elde edilir. Boylece (6.39), (6.40) ve (6.41) esitsizliklerini (6.20) de dikkate alirsak,
(6.36) esitsizligi ortaya ¢ikar.

Simdi ise (6.37)’yi ispatlayalim: (6.29)’un agik ifadesinden ve Lemma 6.1°1 de

g0z Oniine alirsak

N-1

<Y [ kx| g0ouc)|a

i= i-1

l
< Chf 1+ |u'(x)dx
0

!
< Ch(l+f |u'(x)|dx)
0

1 l ax
< Ch(l +—f e edx)
€Jo

al
< Ch(l+a (1 —e %))
< Ch,

elde edilir. Boylece lemma 6.2’nin ispati tamamlanmis olur.

Lemma 6.3. z=y —u, x € @, (6.33)-(6.35) diskret probleminin ¢6ziimii olsun. O
zaman asagidaki esitsizlikler dogrudur.

1zll 0., < CUIR|le + 7D (6.42)
Ispat. Burada diskret maksimum prensibini kullanacagiz. | ve I, (6.33)-(6.35)’te sonlu

fark operatorleri olsun. v, @y, iizerinde tanimlanan herhangi bir sebeke fonksiyonu i¢in
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V9g=0, lp=0vei=1N—1i¢in lv; <0 ise, 0o zaman timi = 1,N — 1 i¢in v; =0

olur. Maksimum prensibine gore
Izl < @7 lIRllos + |zy] (6.43)

esitsizligini yazabiliriz. Daha sonra (6.35) sinir sartindan

N
lzxll < B ) lgiliz] + 17 (6:44)
i=1

alabiliriz. (6.44) esitsizligini (6.43)’te yerine yazarsak,

N
12l < @RI + 171 + 1) gillzd
i=1

N

< @ U IRlle + Ir] + maxiaylzilh ) lgd
i=1

N
< @Rl + 7l + llzlloh ) lgil (6:45)

i=1
elde edilir. (6.45) esitsizliginden
Izlleo < (1 =7)"H (@ IRl + |7D),
bulunur. Béylece ¥ < 1 oldugundan, (6.42) degerlendirmesi ¢ikar.
Boylece (6.1)-(6.3) probleminin yakinsaklik sonucunu ifade edebiliriz.

Teorem 6.1. u, (6.1)-(6.3) probleminin ¢dziimii ve y de (6.30)-(6.32) fark probleminin
¢Oziimii olsun. O zaman Lemma 6.1 ve Lemma 6.2 sartlar1 altinda, asagidaki esitsizlik
saglanir.

1y = wlleo s, < Ch.

Ispat. Onceki lemmalardan Teoremin ispati ¢ikar.
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6.4. Niimerik Sonuclar

Bu kisimda (6.1)-(6.3) siirekli problemi i¢in diizgiin sebeke iizerinde kurulan
(6.30)-(6.32) fark semasi i¢in niimerik sonuglar verilmektedir.
Ornek 6.1. Asagidaki test problemini ele aliyoruz.
eu'"(x) + 2+ sin)u’(x) — (1 + x)u(x) = tanhx  x € (0,1) (6.46)

1

u(0) =0, u(l) = %f e *u(x)dx + 1. (6.47)
0

Test problemimizin ¢éziimi bilinmemektedir. Bu yilizden hesaplanan ¢oziimlerimizde
hatalar1 degerlendirmek ve yakinsaklik oranlarin1 hesaplamak i¢in ¢ift sebeke prensibini
kullaniyoruz. Yani hesaplanan ¢oziimler ikiye boliinen bir sebeke tizerindeki ¢oziimlerle
karsilagtirtyoruz (Roos ve ark., 2008; Lins, 2003; Farrell ve ark., 2000; Cakir ve
Amiraliyev, 2007). Bu yolla elde edilen hata degerlendirmeleri,

el :mawa|yis'N -4 yis'ZNl

ile verilmektedir. Burada ;*", @,y = {x;/,:i = 0,2N} sebekesinde ilgili metodun

yaklagik ¢oziimiidir ve i = 1, N — 1igin x;4/,= % Uygun yakinsaklik oranlar1
e

. ln(eszN

£ In2

p

ile hesaplanmaktadir.
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Cizelge 6.1. £ ve N’nin farkli degerleri i¢in wy sebekesinde hesaplanan e hatalar1 ve

pN yakinsaklik oranlari

£ N =16 N =32 N = 64 N =128 N = 256 N =512

272 0.056424 0.030112 0.001555 0.007963 0.004024 0.002068
0.84 0.89 0.95 0.97 0.98

274 0.058452 0.030321 0.001554 0.007951 0.004016 0.002035
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99

276 0.059015 0.030213 0.001550 0.007864 0.004013 0.001996
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99

278 0.059015 0.030124 0.001551 0.007834 0.004008 0.001996
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99

2710 0.059013 0.030985 0.001549 0.007829 0.004005 0.001995
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99

2712 0.059013 0.030988 0.001549 0.007827 0.004005 0.001996
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99

2714 0.059014 0.030986 0.001550 0.007827 0.004006 0.001996
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99

2716 0.059014 0.030987 0.001550 0.007828 0.004006 0.001996
0.85 0.87 0.94 0.96 0.99

eN 0.059024 0.030988 0.001555 0.007963 0.004024 0.002035

pN 0.85 0.89 0.95 0.97 0.99
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Ornek 6.2.

99g2 99¢

' () +3u(x) —u(x) = e x +ex —e?—1—e%, x€(0,1)

u(0) =1-—¢,
1
u(l) = f u(x)dx+B =1
0
problemini ele alalim. Burada
-1
B=22—£3(1—ee).
Bu problemin kesin ¢oziimii
ulx)=1-(1- x)ee_T

seklinde verilmektedir.

Hesaplanan mutlak hatalar igin
el = max|u.(x;) — y;l,
wN

alinmaktadir.

(6.48)

(6.49)

(6.50)

Cizelge 6.2. £ ve N’nin farkli degerleri igin wy sebekesinde hesaplanan e} hatalari ve

pV yakinsaklik oranlari

£ N =10 N =20 N =40 N =80 N =160 N = 320 N = 640

271 0.049991 0.025071 0.012110 0.006099 0.003023 0.001508 0.00753
0.99 1.04 0.98 1.01 1.00 1.00

272 0.038888 0.022627 0.011123 0.005444 0.002795 0.001364 0.000645
0.78 1.02 1.03 0.96 1.03 1.08

273 0.035512 0.018208 0.010406 0.005072 0.002519 0.001279 0.000623
0.96 0.80 1.03 1.00 0.97 1.03

27 0.032084 0.016532 0.008766 0.004863 0.002408 0.001256 0.000648
0.95 0.91 0.85 1.01 0.93 0.95

275 0.030749 0.016127 0.008209 0.004298 0.002301 0.001172 0.000545
0.93 0.97 0.93 0.90 0.97 1.10

276 0.029127 0.016420 0.008085 0.004090 0.002128 0.001195 0.000578
0.82 1.02 0.98 0.94 0.83 1.04
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Sekil 6.2. Yaklasik ¢oziim egrileri ( N=80 i¢in 271, 272, 273, 27% i¢in (sirasiyla siyah,
yesil, sar1, kirmizi)).






7. TARTISMA VE SONUC

Bu caligsmada iki tip problem ele alindi. Bunlardan birincisi, birinci tip sinir sartl
reaksiyon-difiizyon tipindeki singiiler pertiirbe 6zellikli sinir deger problemi, digeri ise
integral sinir sartli konveksiyon-difiizyon tipindeki singiiler pertiirbe 6zellikli sinir
deger problemidir. Bu tiir problemlerin ¢6zliimii i¢cin diizgiin sebekede sonlu fark
semalarini kullanarak diizgilin yakinsak bir niimerik yaklasim verildi.

Singiiler pertiirbe 6zellikli diferansiyel denklemler, yiiksek tiirevler karsisinda
kiiciik pozitif parametrenin bulundugu problemler olarak bilinir. Bu nedenle bu tiir
problemlerin ¢oziimii ¢ok degiskenli bir karakter gosterir. Yani, ince gecis katlarinda
¢oziim hizli ve diger yerlerde diizenli ve yavas degisir. BOylece singiiler pertiirbe
ozellikli problemlerin isleyislerinde ciddi zorluklar ortaya ¢ikmaktadir. Bu 6zellikler
niimerik ¢o6ziimde de kendini gostermektedir. Dolayisiyla, klasik niimerik yontemler
kararsizliklar1 ya da 1raksak olmalar1 nedeniyle imkansiz olmaktadir. Bu nedenle, £’a
gore diizglin yakinsaklik ozelligine sahip niimerik metotlarin kurulmasi 6nem arz
etmektedir.

Calisilan her iki problem igin ilk olarak, niimerik ¢6ziim i¢in metodu vermeden
once singiiler pertiirtbe oOzellikli problemlerinin ¢6ziimii ve tiirevleri icin bazi
degerlendirmeler verildi. Bu degerlendirmeler niimerik metodun kurulmasinda
kullanilmaktadir. Daha sonra diizgiin sebekede fark semasi kuruldu. Bu fark semalari
istel baz fonksiyonlarindan, kalan terimleri integral seklinde olan ve agirlik fonksiyonu
iceren interpolasyon kuadratur formiillerinden yararlanilarak kurulmustur. Niimerik
yaklasimin ayrik maksimum normda singiiler pertiirbasyon parametresinden bagimsiz
birinci mertebeden diizglin yakinsak oldugu ispatlandi. Ayrica niimerik metodun
etkinligini gostermek icin bazi 6rnekler verildi. € pertiirbasyon parametreleri ve N’ nin
farkli degerleri i¢in maksimum noktasal hatalar ve yakinsaklik oranlari tablolarda
verilmistir.

Integral sinir sartlar1 iceren smir deger problemleri pek ¢ok yazar tarafindan
calisilmistir (Borovykh, 2002; Jankowski, 2002; Amiraliyev ve ark., 2007; Cakir ve
ark., 2007; Cen ve ark., 2007; Samoilenko ve ark., 2010; Das ve ark., 2013; Henderson

ve ark., 2016). Bu calismalar, niimerik ¢6ziim i¢in 6nce problemin ¢6ziimii ve tiirevleri
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icin degerlendirmeler yapilmis, fark semasi kurularak niimerik yaklasimlar1 verilmistir.

Bu degerlendirmeler yaptigimiz ¢alismalar ile benzerlik gostermektedir. Ayrica daha
once yapilan caligsmalardan farkli olarak, tezin niimerik sonuglar boliimiinde sonlu fark
metodu kullanilarak, diizgiin yakinsak bir niimerik yaklagim verildi. Hesaplanan
niimerik sonuglar teorik degerlendirmeleri destekledigi goriilmiistiir.

Burada ortaya konulan diizgiin yakinsaklik analizi i¢in temel yaklagimlar;
integral ve lokal olmayan sinir sarth lineer olmayan diferansiyel problemlerin yanisira

daha karmagik lineer diferansiyel problemlerin ¢alismasi ig¢in de kullanilabilir.
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