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OZET

DEGiISMELI BANACH CEBIRLERININ CARPANLARI iCiN
BAZI ERGODIK TEOREMLER

TOPAL, Hayri
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dal1
Tez Danigsmani: Prof. Dr. Heybetkulu MUSTAFAYEV
Temmuz 2019, 77 sayfa

Bu tez calismasi degismeli Banach cebiri iizerinde tanimlanan c¢arpanlarin bazi
ergodik ozellikleri ile ilgilidir ve sekiz boliimden olusmaktadir: Giris, Temel Tanim-
Teoremler, Banach cebirleri ve Carpanlar teorisi ile ilgili temel kavramlar, elde edilen
Bulgular ve Tartisma-Sonug. Tezin ilk béliimiinde, konunun literatiirdeki onemi ve
tarihsel gelisiminden s6z edilmistir. Tezin sonraki ti¢ boliimii Banach cebiri ve garpan
teorisi konulari lizerine bazi 6nemli gergeklerle ilgilidir. Tezin bu boliimlerinde tezin
diger boliimlerinde kullanilan temel tanim ve teoremler ifade edildi. Bu tezin ana
konusunu olusturan bulgular ti¢ boliime ayrilmistir.

Bu tezde ilk olarak, Banach cebirlerinde kuvvet sinirli her ¢arpanin izometrik bir
carpana genisletilebilecegi ispat edildi. Izometrik carpanlar ile ilgili elde edilen bu
sonuglar kullanilarak, degismeli bir Banach cebirinde c¢arpanlarin iterasyonlarinin
yakinsaklig1 {izerine gerekli ve yeterli kosullar verildi. Ikinci olarak Katznelson-Tzaffriri
teoreminin daha genel versiyonunun yapisi iizerinde durduk. Banach cebirlerinde
carpanlar i¢in de benzer sonuglar elde edildi. Ve son olarak, lokal kompakt Abel
gruplarinda dlglimlerin ergodik 6zellikleri tizerine Choquet-Deny tipli teoremler tartisildi
ve degismeli Banach cebirlerinin ¢arpanlari baglaminda Choquet-Deny teoremi
genellestirildi, sonrasinda, sonuglarimizin bir uygulamasi olarak, bu sonuglar agirlikli

grup cebirlerine ve Segal cebirlerine uygulandi.

Anahtar kelimeler: Carpanlar, Degismeli Banach cebirleri, Grup cebiri, Lokal

kompakt Abel grup, Olgiim cebiri.






ABSTRACT

SOME ERGODIC THEOREMS FOR MULTIPLIERS
OF COMMUTATIVE BANACH ALGEBRAS

TOPAL, Hayri
Ph.D. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Heybetkulu MUSTAFAYEV
July 2019, 77 pages

This thesis is about some ergodic properties of the multipliers of commutative
Banach algebra and consists of eight chapters: Introduction, Basic Definitions-Theorems,
Basic Concepts of Banach Algebras and Multipliers Theory, the Results Obtained, and
Discussion-Conclusion. In the first chapter of the thesis, it is mentioned about the
importance in the literature and historical development of the subject. The following three
chapters of the thesis are related to some of the salient facts about Banach algebras and
the theory of multipliers. In these chapters of thesis, we recall main definitions and
theorems which are used through the thesis. The research findings that constitute the main
part of this thesis are divided into three chapters.

In this thesis, it was firstly proved that every power bounded multiplier can be
extended the isometric multiplier on a Banach algebra. Using these results obtained with
respect to the isometric multipliers, some necessary and sufficient conditions on
convergence of iterations of multipliers in a commutative Banach algebras are given.
Secondly, we concentrated on the structure of more general version of Katznelson-
Tzafriri theorem. Similar results were also obtained for multipliers on Banach algebras.
And lastly, theorems of Choquet-Deny type on ergodic properties of measures on locally
compact abelian groups were discussed and Choguet-Deny theorem was generalized in
the context of multipliers of commutative Banach algebras, in the sequel, as an application
of our main results, these results were applied to the weighted group algebras and Segal

algebras.

Keywords: Commutative Banach algebras, Group algebra, Locally compact
Abelian group, Measure algebra, Multipliers.






ON SOZ

Doktora o6grenimim boyunca danismanligimi yiiriiten; bilgi ve tecriibelerini
benden esirgemeyen; kiymetli zamanini, fikirlerini ve bilgilerini benimle paylasan;
gosterdigi ilgiyle tezimin ortaya ¢ikmasina yardimcit olan damisman hocam
Prof. Dr. Heybetkulu Mustafayev’e samimi ve i¢ten alakalarindan dolay: tesekkiir eder,
minnettarli§imi sunarim.

Ilgi ve sevgileriyle beni siirekli destekleyen ve her zaman yanimda olan sevgili
esime ve ¢ocuklarim Elif Su ve Ali Bera’ya tesekkiir ederim.

Ayrica doktora siiresince “Yiiksek Lisans Ogrencileri i¢in Doktora Burs

Programi1” kapsaminda maddi destek sunan TUBITAK ’a tesekkiir ederim.

2019
Hayri TOPAL






ICINDEKILER

Sayfa

(0741235 AT i
ABSTRACT ..ottt sttt et be st et e st e be st et et e s be e e neate et e e enenns iii
ON SOZ ..o v
ICINDEKILER .....coviviiiitceeetet ettt ettt s sttt en ettt an s e, vii
SIMGELER VE KISALTMALAR ......ceiuiiitiecececeeceeseseessssssssessssesssss s ssssssssssssesees iX
L GIRIS oottt ettt ettt ettt ettt ettt ettt ettt ettt 1
2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER ... 9
2.1. Topolojik OZEIKIET .......c.vucviviecierceeiccte ettt 9
2.2. BanNaCh CebIFTEIT ........iiviiiieiiiieiece e 11
3. CEBIRLER HAKKINDA GEREKLI KAVRAM VE BILGILER..........cccoeriuriiniennes 19
3.1, Spektral OZellKIET ..........c.ovvevereceeiieciesieeeieeeie ettt 19
3.2. Maksimal Regiiler Idealler ve Kompleks Homomorfizmalar ..................cc........... 20
3.3. Gelfand Doniisiimii ve Gelfand Temsili.......cccccovviiiiiiiiiiinieiee e 21
3.4. Regiiler Banach Cebirleri .........ocoiiiiiiiiiiiiiiii s 23

4, CARPANLAR TEORISI.......cooiiuiiiiiieceeeesceeeee ettt 25
4.1. Banach Cebirlerinde Carpanlar ............ccooceoeiirininininicieee e 25
4.2. Helgason-Wang TeMSili.........ccccoveiieiiiie it 26
4.3. Kuvvet SIirlt OperatOrler..... ..o 28
4.4. Kuvvet SInirlt Carpanlar..........ccoooveiiiioiiiceese e 30

5. KATZNELSON-TZAFRIRI TIPLI TEOREMLER.......c.c.cccoviieiiiiieieeeceeee s 35
6. GENELLESTIRILMIS KATZNELSON-TZAFRIRI TIPLI TEOREMLER.............. 45
7. CHOQUET-DENY TiPLi TEOREMLER VE ERGODIK OZELLIKLER................ 55
7.1, AGIrIKIL Grup Cebirler......oviiiiiiiiiiciiiiee e 64
7.2, Segal CDITIEIT ... 68
8. TARTISMA VE SONUC ....oooeiveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeese et ee s s es e es s s 71
KAYNAKLAR L.ttt sttt et st e e e besbe s eneans 73
OZ GECMIS ...t ee s 77

vii






SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte

asagida sunulmustur.
Simgeler

D={1€eC:|A <1}
D={A€eC:|A <1}
T={1eC:|A =1}
C
G
)
A

)

X*
f*g

M(G)
M(A)
A(D)

Aciklama

Acik birim disk

Kapali birim disk

Birim ¢ember

Kompleks sayilar kiimesi

Lokal kompakt Abel grubu

G tizerinde agirlik fonksiyonu

G lzerindeki Haar 6l¢iimii

G grubunun dual grubu

X uzayinin topolojik dual uzay1

f ve g fonksiyonlarinin konvoliisyonu

A degismeli Banach cebirinin maksimal idealler
uzayi

G grubunun 6l¢iim cebiri

A cebrinin tiim ¢arpanlar kiimesi

f, D iizerinde analitk ve f € C(D) olan
fonksiyonlar cebiri

S kiimesinin topolojik sinir1
N c X* kiimesinin zayif * topolojiye gore kapanisi

f € LY(G) nin Fourier doniisiimleri kiimesi






1. GIRIS

Matematigin gelismesinde Onemli rol oynayan Fourier serileri ve Fourier
doniistimleri, gerek fizik ve miihendislik alanlarindaki uygulamalar1 ve gerckse de
matematikteki merkezi konumu agisindan, matematigin en 6nemli konularindan biridir.
Carpan (multiplier) kavrami ilk defa Fourier serilerinin yakinsaklik teorisi ile baglantili
olarak harmonik analizde ortaya gikmistir. Y, a,,e™ serisi belirli bir smiftan olan bir
fonksiyonun Fourier serisi olsun. Carpanlar (multipliers) teorisi, {c, } kompleks sayilarin
bir dizisi olmak iizere, ¥, cha,e™ serisinin de aymi siniftan bir baska fonksiyonun
Fourier serisi olmasi igin {c,} dizisinin (¢arpaninin) belirlenmesinde karsimiza ¢ikar.
Ornegin, Ynezf (n)e™ serisi bir f € L'(T) fonksiyonun Fourier serisi olsun.

{cnf(n)}neN dizisinin bir g € L*(T) fonksiyonunun Fourier katsayisi olmasi igin

{Cn}neN garpanl

n = [ e mduo) = po ey
T

olarak karsimiza ¢ikar ki burada u, T {izerinde regiiler sinirh bir Borel 6lgtimiidiir. Benzer
sekilde ¢, R iizerinde siirekli smirli bir fonksiyon ve f fonksiyonu f € L'(R) nin Fourier
doniisiimii olsun. {¢f } fonksiyonu bir g € L'(R) fonksiyonunun Fourier doniisiimii

olmasi i¢in ¢ ¢arpant
o) = [ e Mdu(©) =4 (e
R

olarak karsimiza ¢ikar. Burada y, R tizerinde regiiler sinirli bir Borel 6l¢timiidiir.

Carpan kavraminin daha sonra harmonik analizin bir¢ok alaninda, Fourier
dontisiimii 6zelliklerinin incelenmesinde, Fourier serilerinin yakinsaklik teorisinde, grup
cebirlerinin homomorfizmalarinin arastirilmasinda, Banach cebirlerinin ¢arpanlara
ayirma probleminde, enterpolasyon teorisinde, stokastik siiregler teorisinde, Banach
modiillerinin incelenmesinde, operatorler teorisinde ve Banach cebirlerinin genel

teorisinde de siklikla karsimiza ¢iktigin1 gérmekteyiz.
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G lokal kompakt bir Abel grubu olmak iizere L'(G) (G kompakt ise L?(G),
1 < p < o) uzaymnin konvoliisyon islemine gore Banach cebiri yapisi ve bu cebirin
ozelliklerinin incelenmesi harmonik analizin temel konularindandir. Bu kapsamda,
harmonik analizin en énemli ve iizerinde en ¢ok ¢alisma yapilan L1 (G) ve agirlikli L, (G)
uzaylarmin, carpanlar1 ile ilgili 6zelliklerini ortaya koymak 6nem arz eder. Grup
cebirlerinin yapisal zenginligi ¢arpan kavraminin ¢esitli denk tanimlarmi karsimiza
cikarmaktadir. Yukarida ifade edilenlerden yola ¢ikarak, G lokal kompakt Abel grubu
olmak iizere, L* (G) grup cebirleri icin ¢arpan kavrami su sekilde ifade edilir: G iizerinde
taniml siirekli, sinirli ve

9L1(G) < L1(G)

kapsamasini saglayan ¢ fonksiyonuna L!(G) nin bir carpam denir. ¢ fonksiyonu L' (G)
nin bir ¢arpani ise bu takdirde her f € L1(G) igin

Tf = of
olacak sekilde bir tek T : L'(G) — L*(G) simurh lineer operatdrii vardir. Unlii Wendel
(1952)-Helson (1953) teoremi, G iizerinde tanimli sinirli regiiler bir Borel y 6l¢iimil igin
@ = [i oldugunu soyler. Boylece Tf = jif esitliginden Tf = u * f elde edilir. Buradan
her h € L*(G) i¢in Tf = h = T(f = h) olur. Bu esitlik bize ¢arpan kavramini keyfi bir A
cebrine genisletme imkan1 sunar: A bir Banach cebirinde etki eden ve

(Ta)b = aT(b) (a,b € A)
esitligini saglayan sinirli lineer T operatoriine A nin bir ¢arpani denir. A nin tiim ¢arpanlar
cebirini M (A) ile gosterecegiz. A degismeli yart basit bir Banach cebiri, X4, A nin
Gelfand uzay1 olmak iizere
Ta)¥) =T(aly) (vy € £y)

esitligini saglayan ve X, iizerinde tanimli olan siirekli ve smirli bir tek T fonksiyonu
vardir. T fonksiyonuna T ¢arpaninin Helgason-Wang temsili denir.

Banach cebirleri i¢in ¢arpan kavramu ilk olarak S. Helgason (1956) tarafindan
verilmistir. Helgason ¢aligmasinda ¢arpan kavramini, A degismeli bir Banach cebirinin
2, Gelfand uzay: iizerinde tanimlanan ve @A € A, A = {a : a € A}, sartim saglayan
smirli ve siirekli bir ¢ fonksiyonu olarak ifade etmistir. Burada ¢ fonksiyonu, yukarida

sOziinii ettigimiz carpanin Helgason-Wang temsilidir. Daha sonra J. K. Wang (1961),
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Banach cebirlerinde ¢arpanlarin genel teorisini gelistirerek, bir A Banach cebiri ile onun
carpanlar cebirinin, maksimal idealler uzaylar: arasindaki iliskiyi ele almistir.

Her f€LP(G) (1<p<x) ve g€G icin L; Oteleme operatdriini
Lyf(s) = f(s — g) olarak tammlayalim. L'(G) nin ¢arpanlari su sekilde de karakterize
edilebilir. L(G) iizerinde tanimli T operatdriiniin L' (G) nin bir ¢carpan1 olmas igin gerek
ve yeter sart her g € G igin TLy = LT esitliginin saglanmasidir. Bu tanim bize garpan
kavramin1 LP(G) (1 < p < ) uzaylarina genisletme olanagi saglamaktadir. LP(G)
lizerinde tanimli T operatdrii TLy = LT, (Vg € G) esitligini saglarsa T ye LP(G) nin bir
carpanidir denir.

Hilbert uzaylarindaki klasik spektral teorinin disinda gelisen Banach cebirlerinin
carpanlar teorisi, modern spektral teorinin gelismesinde de onemli bir yere sahiptir.
Carpanlar teorisi zengin bir spektral teoriye sahip oldugundan, Banach cebirlerinin
carpanlarinin spektral 6zelliklerinin ele alinmasi lokal spektral teori {izerine yapilan
caligmalar ile birlikte zaman i¢inde 6nemli dl¢tide artmistir. Bu yonde Zafran (1973) ve
Ricker (2005) L? (G) uzayinin ¢arpanlarinin spektral 6zelliklerini incelemislerdir. Ayrica
Aiena (1991), L' (G) nin garpanlarinin veya daha genel olarak degismeli yar1 basit Banach
cebirlerinin carpanlarmin spektral 6zelliklerinin arastirdigi calismasinda, ¢arpanlarin
spektral ozelliklerinin Hilbert uzayindaki normal operatérlerin spektral dzellikleri ile
benzerlik gosterdigini ortaya koymustur. Laursen ve Neumann (1992), Laursen (1994),
Neumann (1998) ve Eschmeier ve ark. (1996) calismalarinda c¢arpanlarin lokal spektral
ozelliklerini; Aiena (1995), Mustafayev (2016a; 2019) ise Banach cebirlerinde
carpanlarin spektral 6zelliklerini incelemislerdir.

Akemann (1967) ve Kitchen (1968) grup cebirlerinin kompakt g¢arpanlarini
karakterize etmislerdir. Friedberg (1979) ve Kamowitz (1981) ¢alismalarinda daha genel
Banach cebirlerinin kompakt ¢arpanlarina yer vermislerdir. Kaniuth ve ark. (2007), A ve
B degismeli yar1 basit Banach cebirleri, M(A) ve M(B) ise sirasiyla A ve B nin ¢arpan
cebirleri olmak {izere, “¢ : A = B simirli homomorfizmasinin ne zaman bir ¢ : M(A) —
M(B) siirli homomorfizmasma genisletilebilir?” sorusuna yanit aramiglardir. Yine
Kaniuth ve ark. (2010), degismeli Banach cebirlerinin ¢arpanlari igin baz1 Foguel tipli
teoremler ispatlamis ve Kkuvvet simirli g¢arpanlar ile ortaya ¢ikan bazi ideallerin

ozelliklerini incelemiglerdir. Biitiin bunlara ek olarak, Dunford anlaminda spektral ve
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skaler carpanlar, ayrisabilir ¢arpanlar (zayif ayrisim, sliper ayrisim) ve c¢arpanlarin
spektrumlarmin doniisiim 6zellikleri birgok ¢alismada ele alinmistir. Carpanlar teorisi
tizerine 2004 yilina kadar yapilan ¢alismalarin biiyiikk bir kismi ii¢ ana kitap altinda
toplanmustir: Larsen, 1971; Laursen ve Neuman, 2000; Aiena, 2004.

Oncelikle bu tez ¢alismasinda, A degismeli Banach cebirinin ¢arpanlarinin bazi
ergodik dzellikleri arastirilacaktir. Ozellikle T operatdrii A nin bir carpani ve a € A olmak
tizere {T"a} ey dizisinin A cebirinin farkli topolojilerinde bazi yakinsama Kriterleri
incelenecektir. Literatiirii taradigimizda bu konuyla ilgili yeterince ¢alisma yapilmadigi
goriilmektedir. Dolayisiyla konu ile ilgili 6zgiin calismalar yapilmasina ihtiyag
duyuldugu sdylenebilir.

T operatorii X Banach uzayi iizerinde tanimli kuvvet sinirlt bir lineer operator
olsun. T operatoriiniin n — oo iken T™ kuvvetlerinin farkli topolojilerde davranisini
belirlemek olduk¢a 6nemlidir. Bu davranislar1 genelde T nin spekral 6zellikleri belirler.
Ornegin, ||T™|| = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart T nin spektrumunun birim yuvar icinde
olmasidir. Ayrica tlinlii Gelfand teoremi (1941), T operatorii ¢ift kuvvet smirl olup
o(T) = {1} ise T = I oldugunu soyler.

S sinirl1 lineer bir operator olmak tizere {T™S},,en dizisinin diizgiin veya kuvvetli
yakinsakligr icin gerekli ve yeterli sartlar ortaya koymak ¢ok daha zordur. Bu amaca
yonelik olarak, Ornstein ve Sucheston (1970), L' (£, £, m) uzay iizerinde herhangi bir T
pozitif daralma operatorii igin ||T™ — T™*1|| = 2 (Vn € N) veya

,{i_fﬂ’o”Tn — TP =0
oldugunu ispat etmislerdir (burada S = I — T olur). Bu sonug¢ Foguel (1976) tarafindan
L (Q, , m) uzaylar1 tizerindeki pozitif operatorlere genisletilmistir. “Sifir-iki”” (zero-two)
kurali olarak da adlandirilan bu sonuglar LP, 1 < p # 2, uzaylari iizerinde pozitif daralma
operatorleri igin Zaharopol (1986) tarafindan genellestirilmistir. “Sufir-iki” kurali olarak
tanimlanan olgunun, gergekte

TILi_EEOHTn — TP =0
ozelliginin, T nin spektrumunun yapisina bagh oldugu ilk kez Esterle (1983) tarafindan
fark edilmistir. Esterle teoremi, T operatorti kuvvet sinirli olup o(T) = {1} ise

lim [T — T™|| =0
n—-o0o
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oldugunu soyler. Bu netice ayn1 zamanda Gelfand teoreminin de bir genellestirmesidir.
Katznelson ve Tzafriri (1986), spektrum iizerindeki kosulu zayiflatarak daha genis
operatdr smifart icin Esterle'nin sonucunu genellestirerek asagidaki sonucu elde

etmislerdir.

Teorem 1.1. T operatorii, X Banach uzayt iizerinde kuvvet sinirli ise,
lim ||T™ —=T™1| =0
n—oo

olmast igin gerek ve yeter sart 6(T) N'T S {1} olmasidir.

Operator yart gruplariin asimptotik teorisinin en onemli kose taslarindan biri
olarak degerlendirilen Katznelson-Tzafriri teoreminin uygulamalari, stokastik siiregler
teorisinde, iterasyon metotlar teorisinde karsimiza ¢ikmaktadir. Phong (1992b),
Katznelson-Tzafriri teoremini bir parametreli operator yart gruplari igin ispatlamistir.
Allan ve ark. (1987), Allan ve Ransford (1989), kompleks analizin bazi metotlarini
kullanarak teoremin alternatif ispatlarimi vermisler ve Onemli Olglide teoremi
genellestirmisler. Ozellikle asimptotik teori agisindan biiyiik dneme sahip Katznelson-
Tzafriri teoremi, baslangicta kuvvet smirli operatorler igin ifade edilmesine ragmen
zamanla arastirmacilarin ilgisini ¢gekmis ve Allan (1989), Phong (1992a; 1997), Zemanek
(1994), Tomilov ve Zemanek (2004), Mustafayev (2006; 2015), Zarrabi (2013), Suciu ve
Zemanek (2013) gibi farkli akademik calismalara da konu olmugtur. Operatdr ergodik
teoriye oldukca 6nemli katkilar sunan Katznelson-Tzafriri teoremi, bizim bu ¢aligmamiz
icin de bir yol gosterici olmustur.

Bu calisma cercevesinde ilk 6nce, degismeli Banach cebirinin ¢arpanlari i¢in daha
zayif sartlar altinda Katznelson-Tzafriri tipli teoremler verilecek. Ornegin, A degismeli
yari basit regiiler ve Tauberian bir Banach cebiri ve T, A nin kuvvet sinirl bir ¢arpant
olmak iizere

lim ||T"a — T™a|| = 0 (Va € A)
n—->oo
esitliginin saglamasi icin gerek ve yeter sart T(E7) = {1} olmasidir. Burada

Er = {V €EXy |T(V)| = 1}

olarak tanimlanir.
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Yukarida ifade edilen Katznelson-Tzafriri teoremi, aslinda sadece T"(I — T)
formundaki ifadeler icin degil, ayn1 zamanda [ —T yerine ¢ok daha genel f(T)

fonksiyonlari ele alinarak ispat edilmistir.

Teorem 1.2. T kuvvet suirli bir operator ve f € A, (T) fonksiyonu o(T) N'T kapali
kiimesine gore sentezlenebilir ise

lim [|T"f(D)|l = 0

n—->oo

esitligi vardwr (Katznelson ve Tzafriri, 1986).

Esterle ve ark. (1990), Hilbert uzaylarinda, “T bir daralma operatérii ve f € A(ID)
olmak tizere her A€ a(T)NT igin f(A) =0 ise |[T*f(T)|| = 0” sonucunu elde
etmislerdir. Mustafayev (2010) ise ¢alismasinda

Im [IT*f (DI = supae o(ryntl f (D]
formiiliinii ispatlayarak daha net bir sonu¢ elde etmistir. Phong (1992b; 1997),
Katznelson-Tzafriri teoremini C,-yar1 gruplari igin ispat etmistir. Allan ve Ransford
(1989), f fonksiyonunun o(T) N'T kiimesine gore spektral sentez olmasi yerine f
fonksiyonun 6zel se¢imleri i¢in teoremi genellestirerek ispat etmistir.

Tezimizde ikinci olarak, Banach cebirinin garpanlar i¢in Katznelson-Tzafriri
teoreminin daha genel hali daha zayif sartlar altinda ispat edilmistir. Teoremin ispatinda
kullanilan yontem, degismeli Banach cebirlerinin ideal teorisine bir dayanak teskil eden
sentez kiime problemi ile yakindan iligkilidir.

Bu tez ¢alismasinda son olarak
R ) = [ 5= 0d@® = £(5) (V5 €6)
G

konvoliisyon tipli denklemler ele alinmigtir. Bu denklemler ilk olarak G. Choquet ve J.
Deny (Choquet ve Deny, 1960) tarafindan incelendiginden Choquet-Deny tipli
denklemler olarak da bilinir. Burada amag, bir u € M(G) 6l¢imii i¢in u*f = f
denkleminin f : G —» C Borel fonksiyonlari ile ¢6ziimlerini ifade etmektir. Bir u € M(G)
Olgtimiiniin  belirli bir ergodik o&zelligini karakterize eden Choquet-Deny teoremi

asagidaki sekildedir.
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Teorem 1.3. G lokal kompakt bir Abel grubu ve u € M(G) olsun. ¢ € L*(G) olmak iizere
U * @ = @ denkleminin ¢oziimiintin sabit bir fonksiyon olmasi icin gerek ve yeter sart her

¥ € G \ {0} icin a(y) # 1 olmasidur.

Choquet-Deny tipli denklemlerin etki alan1 olduk¢a genis olmus ve sonrasinda
birgok arastirmaci tarafindan incelenmistir (Ramsey ve Weit, 1984). Simdi u € M(G)
kuvvet smirlt bir 6lgiim olsun. Foguel (1975), £(0) = 0 sartin1 saglayan her f € L'(G)
fonksiyonu igin Tli_{{)lolhin * f|| = 0 esitliginin ancak ve ancak |a(x)| < 1, Vyx € G \ {0},

kosulu altinda dogru olabilecegini ispat etmistir, burada g, p niin Fourier-Stieltjes
dontisimiidiir. Boylece Foguel, lokal kompakt Abel gruplari i¢in u € M (G) Slglimlerinin
ergodik bir 6zelligini ortaya koymustur. Granirer (1985), L' (G) grup cebiri yerine 4,,(G),
1<p <o, Herz -cebirlerini alarak Choquet-Deny teoremini 6nemli 6lglide
genisletmistir.

Olgiimler, integrallenebilir fonksiyonlar cebirinin ¢arpanlar1 oldugundan, genel
Banach cebirlerinin ¢arpanlarmin ergodik 6zelliklerinin nasil olacagi sorusunu
beraberinde getirmektedir. Kaniuth ve ark. (2010), degismeli Banach cebirlerinde
carpanlar  teorisi  baglaminda  Choquet-Deny ve  Foguel’in  sonuglarim
genellestirmislerdir. Mustafayev (2016b; 2017; 2019), Fourier ve Fourier-Stieltjes
cebirlerinde ¢arpanlarin ergodik 6zelliklerini incelemistir.

Bu tezde son olarak, degismeli Banach cebirlerinin ¢arpanlarinm belirli ergodik
ozelliklerini karakterize eden bazi Choquet-Deny tipli sonuglar elde edilmistir. Bu
sonuglar Choquet-Deny ve Foquel teoremlerini dnemli dlgiide genellestirmistir. Ozellikle
degismeli Banach cebirlerinin carpanlart baglaminda T bir A Ditkin cebirinin ¢arpani
olmak tizere {¢ € A* : T*¢@ = ¢} uzayinin sonlu boyutlu olmasi i¢in gerekli ve yeterli
sartlar verilmis olup bu sonuglar agirlikli grup cebirlerine ve Segal cebirlerine

uygulanmustir.






2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Topolojik Ozellikler

Tamim 2.1. X bir topolojik uzay olsun.
(i) Her x € X noktasi, kapanisi kompakt olan bir komsuluga sahip ise X uzayina lokal
kompakt uzay denir.
(ii) Eger X in birbirinden farkli her x ve y elemanlar1 i¢in x € U ve y € V 6zelliklerini
saglayan iki ayrik U ve V agik kiimeleri varsa X topolojik uzayma Hausdorff uzayi

denir.
(iii) C(X) tim kompleks degerli ve siirekli f : X — C fonksiyonlarinin uzayidir. Bir
f : X = C fonksiyonunun destegi (support)

suppf ={x € X : f(x) # 0}
olarak tanimlanir ve kompakt destekli tim f € C(X) fonksiyonlarinin uzay1 C.(X)

ile gosterilir. Herhangi bir € > 0 sayisi verildiginde her x € X \ K i¢in [f(x)| < €
olacak sekilde K, ¢ X kompakt kiimesi varsa f : X — C fonksiyonuna sonsuzda
stfirdwr (vanish at infinity) denir. Sonsuzda sifir olan f € C(X) fonksiyonlarmnin
uzayi1 Cy(X) ile gosterilir.

(iv) Kapali ve her noktasi, diger noktalarinin bir limiti olarak elde edilebilen kiimelere
miikemmel kiimeler denir. X in bostan farkli her alt kiimesi bir izole noktaya sahip
ise X e sagilmig (scattered) kiime denir. Diger bir ifadeyle X, bostan farkli
miikemmel bir alt kiime igermiyorsa X sacilmis bir kiimedir (Laursen ve Neumann,
2000). Ornegin reel ve kompleks sayilarin sagilmis alt kiimeleri ancak ve ancak
sayilabilir kiimelerdir.

(V) X bir topolojik vektor uzayr ise o zaman X*, X iizerinde tim siirekli lineer
fonksiyonellerin bir vektor uzayidir. X* uzayma X in dual uzay: denir. ¢ € X*
fonksiyonelinin bir x € X deki degeri (x, ¢) ile gosterilir. Y bir bagka topolojik
vektor uzay ve T : X — Y siirekli lineer doniisiim ise her x € X, y* € Y™ i¢in

(x,T"y") = (Tx,y")

seklinde tanimlanan bir lineer T* : Y* — X* doniisiimii tanimlanabilir.
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(vi) X topolojik vektor uzayi ve {x,} < X bir ag (net) olsun. Her ¢ € X" i¢in

lim(x, ) = (x, ¢)
ise {x,} € X ag1 x € X noktasina zayif yakinsar denir. Bu yakinsaklik, X {izerinde
X in topolojisinden daha zayif olan ve zayif topoloji (weak topology) olarak
adlandirilan bir topoloji olusturur. Her x € X igin

lim(x, @) = (%, 9)
ise {p,} € X* ag1 ¢ € X* noktasina zayif* yakinsar denir. Bu yakinsakligin X*
tizerinde olusturdugu topoloji ise zayyf™ topoloji (weak * topology) olarak

adlandirilir ve o(X™, X) ile gosterilir.

Tamm 2.2. G bir grup olsun. Bu G grubu iizerinde (x,y) — xy~! doniisiimiinii siirekli
yapan bir topoloji varsa, G ye topolojik grup denir. G topolojik grubu, lokal kompakt
Hausdorff ise G ye lokal kompakt grup denir. Eger G degismeli ise G ye lokal kompakt
degismeli (Abel) grubu denir.

Tamm 2.3. X bir lokal kompakt Hausdorff uzayi olsun. 2 ile X in tiim agik kiimelerinin
dogurdugu Borel cebirini gosterelim. 2 nin elemanlarina Borel kiimeleri veya olgiilebilir
kiimeler denir. 2 da taniml1 ve asagidaki 6zellikleri saglayan pozitif u 6l¢iimiine regiiler
Borel olciimii denir.
(i) Her K c X kompakt kiimesi i¢in u(K) < oo.

(ii) Her E € 2 igin u(E) = sup{u(K) : K € E ve K kompakt}.

(iii) Her E € 2 i¢in u(E) = inf{u(U) : E < U ve K acik}.
G bir lokal kompakt grup olsun. Her x € G ve her E c G Borel alt kiimeleri i¢in
U(E + x) = u(E) ozelligini saglayan bir regiiler Borel u 6lgiimii vardir. Bu 6l¢iime Haar

ol¢timii denir. Her G lokal kompakt grubu itizerinde sabit ¢arpan farkiyla bir tek Haar
Ol¢timii vardir (Cohn, 2013).

Lemma 2.1. X lokal kompakt Hausdorff uzayi ve x € X olsun.
(i) K, X de bir kompakt kiime ve E, K y1 kapsayan bir acik kiime ise U kompakt olmak

iizere K € U c U c E olacak sekilde bir U agik kiimesi vardir.
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(ii) U, x in bir komsulugu ise bu takdirde V kompakt olmak iizere V. U olacak sekilde
x in bir V komsulugu vardwr (Cohn, 2013).

2.2. Banach Cebirleri

Tamim 2.4. A bir vektdr uzayr olsun. A tizerinde A X A —» A, (a,b) - a- b seklinde
tanimlanan “-” igslemi her a, b,c € A ve her a € C igin
M) a-(b-c)y=(a-b)-c
(i) a-(b+c)=a-b+a-cve(a+b)'c=a-c+b-c
(iii) a(a-b) = (aa) b =a- (ab)

kosullarini sagliyorsa A vektor uzayina bir cebir denir.

Her a,b € A igin a* b = b - a kosulunu saglayan bir A cebirine degismeli cebir
denir. Her a € A ig¢in a - e = e - a = a olacak sekilde e € A varsa A ya birim elemanli
cebir ve e elemanina ise A nmin birim eleman: denir. Tez boyunca a-b yerine ab
kullanimini tercih edecegiz.

(A, ||*]D) bir normlu uzay olsun. A bir cebir ve her a, b € A igin

llabll < llallll bl
esitsizligi saglanirsa A cebirine bir normlu cebir denir. Normlu bir uzay norm metrigine
gore topolojik bir uzaydir. Bu nedenle bir normlu cebir, hem cebirsel hem de topolojik
bir yapiya sahiptir. (4, |[-[]) normlu uzayinin Banach uzayi olmasi durumunda ise A
normlu cebirine Banach cebiri denir. Bu tezde sadece degismeli Banach cebirleri ele
almacaktir.

(A, |I11) normlu cebiri, A ag1 ve A da bir {e;},ea dizisi verilsin. Eger her a € A

icin li)rlnlle,la — a|| = 0 ise {e;} e dizisine A min yaklasik birimi denir.

Bir A cebirinin [ alt uzayi, her a € A ve her b € [ igin ab € I kosulunu sagliyorsa
I ya A cebirinin ideali denir. I bir ideal olmak {izere I # A ise I ya A nin has ideali denir.
I has ideali, kendinden baska A nin higbir has ideali tarafindan kapsanmiyorsa I ya A nin
maksimal ideali denir. I bir ideal olmak iizere I idealini igeren tiim maksimal ideallerin
kiimesine I nin Aull 'u denir ve hull(I) ile gosterilir.

1, A cebirinin bir ideali olmak tizere A/I boliim uzayi
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(a+DMb+1)=ab+1 (a,b € A)
seklinde tanimlanan ¢arpma iglemine gore bir cebir olur. I, A normlu cebirinin kapali bir
ideali olmak tizere A/I boliim cebiri

la+ 1l =infla+bll  (a€d)

bolim normu ile normlu bir cebirdir. Ayrica A bir Banach cebiri ise A/I bolim cebiri de
bir Banach cebiridir. A/I bolim cebiri birimli ise I idealine regiiler ideal denir. A Banach
cebirinin tim regiiler maksimal ideallerinin arakesitine A cebirinin radikali denir ve

rad(A) ile gosterilir. rad(A) = {0} ise A cebirine yar: basit’tir (semisimple) denir.

Asagida bu ¢aligmanin sonraki boliimlerinde kullanilacak ve cebirler teorisinde

O6nemli bir yere sahip olan Banach cebiri 6rnekleri verilmistir.

G grubu, A Haar 6l¢iimii ile donatilmis lokal kompakt bir Abel grubu olsun. L!(G),
G tlizerinde Haar 6l¢iimiine gore mutlak integrallenebilen fonksiyonlar uzayini gostersin.

116),
Ifll; = f F(OIAR)  (f € 1X(G))
G

normuna gore bir Banach uzayidir. f, g € L*(G) olmak iizere f ve g nin konvoliisyon

carpimi

fegls) = j f(s—DgOdAD) (s €G)
G

bigiminde tanimlanir. Bu konvoliisyon ¢arpimina gére L' (G) degismeli bir Banach cebiri
olur (Larsen, 1973). Harmonik analizin en 6nemli ve en ¢ok iizerinde ¢alisilan L*(G)
cebiri, G nin grup cebiri olarak da adlandirilir. L*(G) genellikle birimsizdir (G grubu
ancak diskret olmas1 durumunda L!(G) cebiri birimlidir); fakat L' (G) cebiri her zaman
bir yaklasik birime sahiptir (Rudin, 1962; Loomis, 1953).

1 < p < o olmak iizere, LP(G) ile G iizerinde Haar dl¢limiine gore p. Kuvveti

mutlak integrallenebilen fonksiyonlar sinifin1 gosterecegiz. LP (G),
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1
P

11l = f FOPAW® | (felP©)
G

normuna gore bir Banach uzayidir. G nin kompakt olmasi durumunda LP (G) uzay1 yine
yukarida tanimlanan konvoliisyon ¢arpimina gore bir Banach cebiri olur (Aiena, 2004).
L*(G) ile G tizerinde tanimli kompleks degerli ve Ol¢iilebilir tiim esas siirl
fonksiyonlar uzayin gosterelim. Bu uzay (fg)(t) = f(t)g(t) ¢arpma islemine gore bir
cebirdir. Ayrica
Iflleo = ess sup{lf ()]}
teG

normuna gore bir Banach cebiridir.
G lokal kompakt Abel grubu ve i, G tizerinde kompleks degerli regiiler bir Borel

6l¢timii olsun. u 6l¢gtimiiniin |u| total varyasyonu
116 = sup (Y 1u(E)l : 6 = | BBy = 0,0 %}

olarak tanimlanir. |u|(G) < oo ise u Olgtimi simrlidir denir. M(G) ile G lizerinde tim
kompleks degerli regiiler sinirli Borel dl¢timler kiimesini gosterelim. M (G),
leelly = [ul(G)

normuna gore ile bir Banach uzayidur.

U, v € M(G) olmak tizere u X v ile G X G kartezyan ¢arpim uzayi iizerindeki
carpim Ol¢limiinii gosterelim. E € G Borel kiimesi i¢in

F={(st) EGXG:s+t€E}
kiimesi tanimlansin. F kiimesi ¢arpim uzayinda bir Borel kiimesidir. y, v € M(G) nin
konvoliisyon ¢arpimu u * v ile gosterilir ve
pxv(E) = (uxv)(F)

esitligi ile tanimlanir. Fubini teoremi yardimiyla p ve v niin konvoliisyon ¢arpimini tiim

E c G Borel kiimeleri i¢in
pev(B) = [ w(E - v
G

seklinde de tanimlanabilir. Tanimlanan bu konvoliisyon ¢arpimi ile M (G) degismeli bir
Banach cebiridir ve Ol¢iim cebiri olarak bilinir. &, ile 0 noktasina odaklanan Dirac

Olglimiinii gosterelim. &y, M (G) nin birimidir (Laursen ve Neumann, 2000).
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G lzerinde Haar Ol¢iimiine gére mutlak integrallenebilir fonksiyonlar, Haar
lgiimiine gore mutlak siirekli dl¢iimlerle 6zdeslestirilebilir. Bu 6zdeslestirme ile L!(G)
Banach cebiri izometrik olarak M (G) Banach cebirinin i¢ine gémiiliir. Ayrica, f € L'(G)

ve u € M(G) olmak iizere u * f € L*(G) dir ve konvoliisyon

waﬂ®=ff@—mm@ (Vs € 6)

G
esitligi ile verilir. Boylece L'(G) grup cebirini M(G) nin kapali bir ideali olarak
gorebiliriz. Ayrica G grubu diskret ise L'(G) = M(G) dir (Laursen ve Neumann, 2000;
Rudin, 1962).

G nin her E Borel kiimesi i¢in u*(E) = u(—E) islemine gére M (G) 6l¢iim cebiri
bir involiisyon cebiridir. Eger u* = p ise u ye bir Hermit 6l¢iim denir (Dales, 2000).

f € LY(T) fonksiyonunun n. Fourier katsayisi

A 1 r
F =g [ rletyetmar
0

esitligi ile tanimlanir. Mutlak yakinsak Fourier serisi olarak ifade edilen T iizerindeki tim

kompleks degerli fonksiyonlar uzay1

A(T) = {f € LY(T) : z If )| < oo}

n=-—oo

ile gosterilsin. A(T) uzay1

Iflh= ) |F @)

n=-—oo
normuna gore bir Banach uzayidir. Ayrica bu uzay noktasal ¢arpma islemine gore birimli

degismeli bir Banach cebiridir. Bu cebire Wiener cebiri de denir.

Tamim 2.5. G lokal kompakt bir Abel grubu, y ise G tizerinde kompleks degerli siirekli
bir fonksiyon olsun. Eger her t € G i¢in |y(t)| = 1 ve her t,s € G igin

y(t+y) =y@®)y(s)
kosullar1 saglaniyorsa y ya G grubunun karakteri denir. G grubunun tiim karakterlerinin
kimesi G ile gosterilir. Boylelikle ¥ : G —» T karakteri, G nin bir siirekli grup

homomorfizmidir. Bu G kiimesi, 4,7, € G olmak iizere
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(1 +v2)(@®) =y1(Or2(t)  (tE€G)
islemine gore bir Abel grup olusturur. Her § > 0 sayisi ve G nin her K kompakt alt kiimesi
i¢in
B(K,8)={ye G:ly(t) -1 <5, Vt €K}

tanmimlansin. {B(K,8) : K G kompakt, § > 0 } kiimeleri G iizerindeki bir topoloji
icin bir taban olusturur. Kompakt-acik topoloji olarak adlandirilan bu topoloji ile G, lokal
kompakt bir Abel grubu olur. Bu gruba G nin dual grubu (karakter grubu) adi verilir.

Béylece G nin G dual grubu iizerinde bir Haar l¢timii vardir (Rudin, 1962).

Tamm 2.6. G lokal kompakt Abel grubu ve G, G nin dual grubu olsun. Herhangi bir
f € L}(G) fonksiyonu i¢in

Fo) = f FO(=t, YA
G

seklinde tanimlanan f : G — C déniisiimiine f fonksiyonunun Fourier doniisiimii denir.
Her f,g € L*(G) igin h = f * g olmak {izere

hy)=faly) e 6
esitligi saglanir.

Herhangi u € M(G) verildiginde
i) = [t pdu®
G

seklinde tanimlanan fi: G —» C doniisiimiine ise u Ol¢iimiiniin Fourier-Stieltjes
dontigiimii denir. Her u,v € M(G) igin

=) =G e 6)
vardir (Rudin, 1962).

Tamm 2.7. A bir degismeli cebir ve E ise bir vektor uzayi olsun.
AXE->E, (ax)—-a-'x
seklinde tanimlanan ve
a-(b-x)=ab-x (a,b€Ax€E)

kosulunu saglayan bir bilineer doniisiim varsa E vektor uzayina bir A-modiil denir.



16

A degismeli bir Banach cebiri ve E Banach uzay1 bir A-modiil olsun. Eger
la- x|l < Cllalllix]l  (a €A x€E)
esitsizligini saglayacak sekilde bir € > 0 sabiti varsa E, Banach A-modiil olarak
adlandirilir.
A degismeli bir Banach cebiri ve E bir Banach A-modiilii olmak {izere
(x,a-p)=(x-a,¢) (a@a€Ax€EE pEE
ile E* dual uzay: iizerinde Banach A-modiil yapisi kurulur. Ozel olarak E = A almirsa
(b,a-@)=(ba,p) (a,b€A €A
esitligi ile A*, Banach A-modiilii olur (Dales ve ark 2003). Ornegin L' (G), M(G) de kapali
bir ideal oldugundan L'(G), Banach M(G)-modiildiir. Ayrica L*(G), L*(G) nin duali
oldugundan bdylece u € M(G), f € L*(G) ve ¢ € L*(G) igin
(fru-@)=({f *u o)
ile L*(G) bir Banach M (G)-modiildiir (Dales, 2000).

X bir Banach uzay1 ve B(X), X lizerinde tanimli sinirli lineer operatorlerin kiimesi
olmak iizere, operatorlerin noktasal toplama, skalerle c¢arpma, (ST)(x) = S(Tx)
(x € X) seklinde verilen ¢arpma islemine ve

ISII' = sup [|Sx]|

llxll<1

operatdr normuna gore bir Banach cebiridir.

E, X Banach uzayinin bir alt kiimesi olmak iizere E kiimesinin gereni (spank)
spanE = {Ax; + Ayxy + o+ A x, s L,ECX; EEi=12,..,n}

olarak tanmimlanair.

Tanim 2.8. X bir Banach uzay1. M kiimesi X in ve N kiimesi ise X* 1 alt uzaylar1 olsun.
Bu takdirde

Mt :={p eX*: (x,9p)=0,Vx € M}

IN={x€eX: (x,¢)=0,Yp € N}
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ile tantmlanan M+ kiimesine M alt uzayinin dik tamlayani,* N kiimesine ise N alt uzayinin
on dik tamlayan: denir. Bilindigi iizere M+, X* 1n zayif * kapali alt uzayi iken; 1N, X in
kapali alt uzayidir (Rudin, 1991).

Lemma 2.2. X bir Banach uzayi, M kiimesi X inve N kiimesi de X *in alt uzaylart olmak

lizere

(i) Ly =m"
(i) *NE=N"
esitlikleri vardw (Rudin, 1991).

Lemma 2.3. X bir normlu uzay ve M, X* dual uzayinin zayif * kapali bir alt uzay: olsun.
Eger ¢ € X*\ M ise ¢(x) # 0 ve her Y € M i¢in Y(x) = 0 saglanacak sekilde bir
x € X elemant vardw (Kaniuth, 2009).

Teorem 2.1. (X, ||*|lx) bir normlu vektor uzay olsun.
(i) Herx € X icin ||x|lx = [ITxlly
(i) TX) =Y
ozelliklerini saglayan bir (Y, ||*|ly) Banach uzayive T : X = Y lineer doniisiimii vardr.

(Y, lIlly) uzayma (X, ||-||x) normlu uzaymin tamlanmas: denir (Eidelman ve ark., 2004).

Teorem 2.2. X ve Y Banach uzaylar: sirasiyla X ve Y normlu uzaylarimin tamlanmast
olsun. Her T € B(X,Y) nin X in X tamlamsindan Y nin Y tamlams: iizerine bir tek

Te B()?, ?) geniglemesi vardwr ve ”T” = ||T|| dir (Kubrusly, 2011).






3. CEBIRLER HAKKINDA GEREKLI KAVRAM VE BILGILER

Bu béliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak Banach cebirleri ile ilgili bazi
temel bilgilere yer verilecektir. Bu tez boyunca ele alinacak Banach cebileri sadece

kompleks Banach cebirleri olacaktir.

3.1. Spektral Ozellikler

Tamm 3.1. A, birimi e olan bir cebir ve a € A olsun. Eger ab = ba = e olacak sekilde
bir b € A varsa a elemanma tersinir eleman ve b ye a elemanmin tersi denir.
p(a) = {1 € C: e — a tersinirdir} kiimesine a nin rezolvent kiimesi, onun tiimleyeni
olan g(a) = C \ p(a) kiimesine ise a nin (A cebirine gore) spektrumu denir.
X bir Banach uzay1 ve T € B(X) olmak tlizere
p(T)={AeC: (A -T) e BX)}
kiimesine T operatdriiniin resolvent kiimesi, R;(T) = (AI —T)~! operatériine T nin

rezolventi denir. o(T) = C \ p(T) kiimesine ise T operatoriiniin spektrumu denir.

Tanmim 3.2. T € B(X), x € X ve A € C olsun. Eger A nin bir U; komsulugu ve her z € U,
icin (zI — T)f(z) = x denklemi saglayacak sekilde bir f : U; — X analitik fonksiyonu
varsa bu takdirde 2 ya T nin x te yerel rezolvent kiimesindendir denir ve pr(x) ile
gosterilir. pr(x) agtk ve p(T) € pr(x) kapsamasimin saglandigi asikardir. Yerel
rezolvent kiimesinin C ye goére tiimleyeni olan C \ pr(x) kiimesine, T nin x te yerel
spektrumu denir ve a7 (x) ile gosterilir.

Her U < C agik kiimesi i¢in (zI — T)f(z) = 0 denklemini saglayan tek analitik
f : U — X fonksiyonu, f = 0 ise T operatori tek degerli genisleme ozelligine (SVEP)
sahiptir denir. T operatorii tek degerli genisleme Ozelligine sahip ise ar(x) = @ dir.
(Laursen ve Neumann, 2000).

T nin x € X de yerel spektral yarigapt
rr(x) = sup{|1] : 1 € or(x)}
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olarak tanimlanir. Ayrica T operatorii tek degerli genisleme 6zelligine sahip ise
- 1
rr(x) = hm [|T"x][n
n—-oo

dir (Laursen ve Neumann, 2000).

Teorem 3.1. A birimli bir Banach cebiri ve a € A olsun. Bir a elemaninin o(a)

spektrumu, diizlemin bostan farkli kompakt bir alt kiimesidir (Larsen, 1973).

Lemma 3.1. (Spektral doniisiim teoremi) A birimli bir Banach cebiri ve p bir polinom
olmak sizere her a € A icin

a(p(@) = {p(A) : 1 € a(a)}
esitligi saglanwr (Larsen, 1973).

Tanmm 3.3. A birimli bir Banach cebiri (genelde degismeli olmayan) olmak iizere a € A
nin spektral yaricapi

r(a) = sup{|A| : 1€ a(a)}

1
ile tanimlanir. Bilindigi tizere r(a) = lim ||a™||» esitligi vardir (Larsen, 1973).
n—oo

3.2. Maksimal Regiiler idealler ve Kompleks Homomorfizmalar

Tanmm 3.4. A degismeli bir Banach cebiri olmak iizere her a,b € A igin
¢(ab) = p(a)p(b) Ozdesligini saglayan ¢ : A — C lineer fonksiyoneline A cebiri
tizerinde bir kompleks homomorfizm denir. A nin sifirdan farkli tiim kompleks
homomorfizmalarinin kiimesi X, ile gosterilir. A birimli ve degismeli ise X, # @ dir.
Asagidaki teorem maksimal idealler ile X4, kompleks homomorfizmalar arasindaki

iliskiyi ifade eder.

Teorem 3.2. A degismeli bir Banach cebiri olsun.
(i) Her ¢ € X, eleman: ||p|| < 1 esitsizligini saglar. A birimli ise ||¢|| = 1 dir.
(ii) ¢ € T, ise M := ¢p~1(0) bir maksimal regiiler idealdir, tersine, M C A bir
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maksimal regiiler ideal ise ¢~1(0) = M olacak sekilde A nin bir tek ¢ kompleks
homomorfizmasi vardir. Boylece

¢ >kerp ={a€eAd: ¢(a) =0}
dontistimii £, dan A min tiim maksimal regiiler ideallerinin kiimesi iizerine bire-bir ve

orten bir doniistimdiir (Larsen, 1973).

Maksimal regiiler idealler ile £, kompleks homomorfizmalar arasinda bir eslesme

oldugundan, £, uzayma A nin maksimal ideal uzay: da denilir.

3.3. Gelfand Doniisiimii ve Gelfand Temsili

Tanmm 3.5. A degismeli Banach cebirindeki her a € A elemant i¢in
a(¢) = ¢(a)
olarak tanimlanan
a:%,—-C
dontistimiine a nin Gelfand déniigiimii (Gelfand transform) denir. A cebirinin yar1 basit
olmas1 i¢in gerek ve yeter sart Gelfand doniisiimiiniin bire-bir olmasidir. (A", A)
topolojisinin X, ya indirgedigi topolojiye Gelfand topolojisi denir. Gelfand topolojisine

gore X, lokal kompakt Housdorf topolojik uzaydir. A birimli ise ¥, kompakttir.

Teorem 3.3. (Gelfand temsil teoremi) A degismeli bir Banach cebiri ve X, bir Gelfand
uzayt olmak tizere
A - Cy(Zy), a—a
doniistimii bir homomorfizmdir ve
@ lleo = sup la(P)] < llall

PEZY

esitsizligi saglanwr (Larsen, 1973).

A nin bir [ idealinin “hull” kavrami Gelfand temsili ile
hull(l) ={¢p €Z,: d(¢p) =0,Vva€el}

olarak ifade edilir.
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Teorem 3.4. A degismeli bir Banach cebiri ve I, A min kapali bir ideali olmak tizere
(1) 24/; uzayr hull(1) ya homeomorftur,
(i) (x+1) =% nw),

esitlikleri vardwr (Larsen, 1973).

Teorem 3.5. A degismeli bir Banach cebiri olsun. Her a € A igin asagidaki esitlikler
vardir.

(i) Abirimliise o(a) = {a(¢p): ¢ € Z,} duwr.

(if) A birimli degilse o0(a) = {a(¢) : ¢ € £} U {0} dir.

1
@iii) |lalle = lim||a™||» = r(a) esitligi saglanir (Larsen, 1973).
n—-oo

G lokal kompakt Abel grubu ve y € G olsun. Keyfi f € L(G) nin f Fourier
déniisiimii yardimiyla ¥ (f) = f(y) ile tammmlanan ¥ : L'(G) — C fonksiyonu, L*(G)
nin bir kompleks homomorfizmidir. Diger taraftan L'(G) nin her kompleks
homomorfizmi bu sekildedir (Rudin, 1962). Boylelikle X,y nin her ¥ elemanini G nin
bir y elemaniyla 6zdeslestirebiliriz. Bu 6zdeslestirme asagidaki sekilde gergeklesir:

S &G
¢y
() =f).f € L(G).
Boylelikle oldukg¢a 6nemli olan 2,15y = G esitligi elde edilir. Anlasildig: iizere £ nin
Fourier doniisiimii tam olarak Gelfand doniistimiidiir.

¥y € G olmak iizere u € M(G) nin 4 Fourier-Stieltjes doniisiimii yardimiyla
¥(u) = f(y) seklinde tanimlanan ¥ : M(G) — C fonksiyonu M(G) nin bir kompleks
homomorfizmdir (Rudin, 1962). Boylece G dual grubu M(G) nin Gelfand uzaymin bir
alt kiimesi ile Ozdeslestirilebilir. G nin diskret olmasi disinda (G diskret ise
M(G) = L*(G) dir) M(G) nin Gelfand uzay: tam olarak bilinmemektedir.
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3.4. Regiiler Banach Cebirleri

Tamm 3.6. A degismeli bir Banach cebiri olsun. S c £, kapali bir kiime ve ¢ € £, \ S
icin
a(p)=1 ve a(s) = {0}

olacak sekilde a € A varsa A cebirine regiiler cebir denir.

Teorem 3.6. A regiiler bir Banach cebiri, S © X, kapali bir kiime ve K NS = @ olmak
tizere bir kompakt K c X, kiimesi verilsin. Bu takdirde

ak)={1} ve acs)={0}
olacak sekilde bir a € A elemant vardw (Larsen, 1973).

Lemma 3.2. A bir yar: basit regiiler Banach cebiri ve B bir birimli Banach cebiri olsun.
Bu takdirde yogun goriintii kiimesine sahip her w : A — B homomorfizmasi igin
hull(kerw) = w*(Zp)
esitligi vardur.
Ispat. Once w*(Z3) € hull(ker w) oldugunu gosterelim. Bunun igin ¢p € Xz vec,d € A
alarak
w*p)(cd) = p(w(cd))

= ¢p(w(c)w(d))

= W))W ¢)(d)
esitliginden bu kapsama goriilebilir. Simdi ise hull(kerw) € w*(Zg) kapsamasinin
dogru oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki ¢, € hull(kerw) ve ¢, € w*(Zp) olacak
sekilde bir ¢y € I, vardir. U ve V sirasiyla ¢p nin ve w*(Zg) ayrik iki komsulugu olsun.
A cebirinin regiiler olmasindan dolay1 ¢(¢py) = 1 ve her ¢ € £4,\U i¢in ¢(¢p) = 0 olacak
sekilde ¢ € A vardir. Benzer sekilde her ¢ € w*(Zp) icin d(¢) = 1 ve her ¢ € Z,\V icin
d(¢) = 0 olacak sekilde d € A vardir. Buradan her ¢ € 2, i¢in é(¢)d(¢) = 0 oldugu
kolayca goriiliir. A cebiri yar1 basit oldugundan buradan cd = 0 ve dolayisiyla

w(c)w(d) = 0 elde edilir. Her ¢ € 25 i¢in w(d)(¢) = 1 oldugundan w(d), B cebirinin
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tersinir elemanidir. Boylece w(c) = 0, dolayisiyla ¢ € kerw olur. ¢(¢py) =1

oldugundan ¢, & hull(ker w) olur ki bu ise bir ¢eliskidir. [

A bir Banach cebiri olmak tlizere 4, ile
Ay = {a € A : suppa kompakt}

kiimesi gosterilsin. Agg = A ise A cebiri Tauberian’dir denir. Degismeli yar1 basit ve
regiiler bir Banach cebiri Tauberian ise bu cebirin sifirdan farkli her idealinin hull’u
bostan farklidir.

A yart basit regiiler bir Banach cebiri olsun. S c X, kapali alt kiimesi verildiginde
A nin, hull’u S kiimesine esit olan iki 6nemli kapali ideali vardir. Bunlar:

1(S) ={a€A: a(s) ={0}}
hull’u S kiimesine esit olan en biiyiik kapali ideali ve
J°(S) =={a € Ay : suppa NS =0}
olmak iizere J (S) = JO(S) ise hull’u S kiimesine esit olan en kiigiik kapali idealidir. Eger
1(8) =J°(S)

esitligi gerceklesiyorsa S kiimesi A cebiri i¢in bir sentez kiimesidir denir (Larsen, 1973).

Teorem 3.7. (Malliavin teoremi) G bir diskret Abel grubu degilse, L'(G) nin

sentezlenemeyen kiimesi vardwr (Larsen, 1973).



4. CARPANLAR TEORISi

4.1. Banach Cebirlerinde Carpanlar

Bu bolimde Banach cebirlerinin carpanlart ile ilgili daha sonra siklikla

kullanacagimiz cesitli tanimlara ve teoremlere yer verilecektir.

Tamm 4.1. A kompleks bir Banach cebiri olsun. Her a, b € A i¢in
(Ta)b = a(Th)
esitligini saglayan T : A — A doniistimiine A cebirinin ¢arpan: (multiplier) denir (Larsen,

1971). A cebrinin tiim ¢arpanlar kiimesi M (A) ile gosterilir.

Degismeli bir Banach cebirinde keyfi bir a € A i¢in L, b = ab ile tanimlanan
Ly, : A = A ¢arpma operatorii A nin bir ¢arpani, yani L, € M (A) dir. Eger A birimi e
olan degismeli bir Banach cebiriisc a € Ave T € M (A) igin
Lye.a = (Te)a =e(Ta) =Ta
oldugundan ¢arpan tanimi, A nin bir a eleman ile ¢arpma operatoriine indirgenir. Yani A

birimli ise M’ (A) = A dir. Bu durumda ¢arpanlar problemi bir 6nem arz etmez.

Tanmm 4.2. A degismeli bir Banach cebiri olmak tizere, her a € A i¢in a4 = {0} veya
Aa = {0} esitligi a = 0 olmasim gerektirirse A cebirine faithful Banach cebiri denir. A
cebiri faithful ise her a,b,c € Ave T € M(A) i¢in
c[a(Tb)] = c[(Ta)b] = (Tc)(ab) = cT(ab)
oldugundan a(Th) — T (ab) = 0 elde edilir. Béylece ¢arpan tanimi
(Ta)b = a(Th) = T(ab) (Va,beA)
esitligi ile de ifade edilebilir (Aiena, 2004).

{ea}ren yaklasik birime sahip bir A Banach cebiri faithfuldur. Gergekten
aA = {0} ise her b € A i¢in ab = 0 dir. Ozel olarak her A € A i¢in ae; = 0 dir.

li/{n ae, = a oldugundan a = 0 elde edilir.
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Ayrica yar1 basit bir A cebiri yine faithfuldur. Bunu gérmek i¢in a € A olmak
iizere aA = {0} olsun. Buradan her b € A i¢in ab = 0 veya @b = 0 olur. Ote yandan her
¢ € %, i¢in b(¢) # 0 olacak sekilde b € A vardir. Demek ki her ¢ € %, i¢in @(¢p) = 0

olur. A cebiri yar1 basit oldugundan a = 0 elde edilir.

Teorem 4.1. A bir faithful Banach cebiri olsun. Her T € M (A) icin
(i) T € B(A) dur.
(ii) M (A), B(A) cebirinin birimini iceren kapali ve degismeli bir alt cebiridir.
(iii) A faithful degismeli bir Banach cebiri ise a — L, doniisiimii A cebirinden M (A)

cebirinin {L, : a € A} ideali iizerine bir siirekli izomorfizm dir (Larsen, 1971).

Tamim 4.3. B, birimli bir A cebirinin alt cebiri olsun. Eger A cebirinde tersinir olan
herhangi bir b € B elemani, ayn1 zamanda B alt cebirinde de tersinir ise B alt cebirine

dolu alt cebir denir (Laursen ve Neumann, 2000).

Yukarida ifade edilen tanim ile M (A4), B(A) nin dolu alt cebiridir. Gergekten, her

a,beAveT € M(A) icin
Tla(T~'b) — (T"*a)b] = aTT b — (TT ta)b =0
ve T, bire-bir ve orten oldugundan (T~'a)b = a(T~1h) olur, yani T~ € M (4) dir.
Boylelikle spektral teori agisindan olduk¢a 6nemli olan asagidaki sonug elde edilir.
T € M (A) olmak iizere
o(T) = 3 (a)(T)

esitligi gecerlidir (Aiena, 2004; Laursen ve Neumann, 2000).

4.2. Helgason-Wang Temsili

Degismeli yar1 basit Banach cebirlerin ¢arpanlar teorisinde dnemli bir rol oynayan
ve Helgason-Wang temsili olarak da bilinen asagidaki teorem, A nin her T garpaninin X4
lokal kompakt Hausdorff uzayi {izerinde sinirli ve stirekli bir fonksiyon olarak temsil

edilebilecegini gostermektedir (Wang, 1961).
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Teorem 4.2. A degismeli yar: basit bir Banach cebiri olsun. Her T € M (4) i¢in

(i) Ta) (@) = pr(p)a(p) (aE€EA P EEL,)
(i) llorlle < IITII

ozelliklerini saglayan X, iizerinde tamimh bir tek sinwrli ve siirekli @ fonksiyonu vardir

(Aiena, 2004).

M (A) degismeli birimli bir Banach cebiri oldugundan M (A4) nin maksimal ideal
uzayl X4y kompakt olur. Asagidaki teorem faithful degismeli Banach cebirlerinde
M (A) nin Gelfand uzay1 () ile A nin Gelfand uzay1 X, arasindaki iliskiyi ifade eder.
Teorem 4.1’den dolayi, A cebiri ile M (A) nin {L, : a € A} ideali cebirsel olarak

Ozdeslestirilebileceginden hareketle A = {L, : a € A} olmasini kullanacagiz.

Teorem 4.3. A faithful degismeli bir Banach cebiri olsun. Her ¢ € L, i¢in

P(Ly) =p(a) (a€A)
saglayan bir tek @ € Xyp4) vardir. Eger ® € Zpp(4) iSe 0 zaman ya her a € A icin
®(L,) =0 ya da ®(L,) = ¢(a) olacak sekilde bir tek ¢ € £, vardir (Aiena, 2004;
Larsen, 1971).

Yukarida ifade edilen teoremin bir sonucu olarak, ¢ — & doniisiimii 2, ile
Q:={® €y : P(Ly) #0,Iac A}
kiimesi arasinda bire-bir ve orten oldugunu sdyleyebiliriz. Ayrica A = {L, : a € A}
idealinin hull’u
hullyray(A) = {® € Zppny : P a=0,Va €A}
olmak iizere
Zarca) = Za U hullyr ) (4)
yazilabilir.

Za, Zar(a) nin bir alt kiimesi olarak diisuniildiigiinde, X, nin Gelfand topolojisi
Zjr(a) tarafindan tretilen alt uzay topolojisi ile gakisir. Ek olarak
T : ZM( 4) C

doniisiimii T nin Gelfand doniisiimii ise
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7A1|2A =9¢r

elde ederiz. Bundan dolay1 ¥, lizerinde tanimlanan Helgason-Wang fonksiyonu i¢in hem
@r hemde T gosterimini kullanabiliriz.

G lokal kompakt bir Abel grubu olsun. Her u € M(G) igin T,f = u=f,
f € L'(G) seklinde tamimlanan T, : L'(G) — L*(G) konvoliisyon operatorii L'(G) igin
bir ¢arpandir. L'(G) nin her garpani bu sekilde elde edilir ve u — T, doniisiimii bir
izometrik izomorfizmdir (Wendel, 1952). Diger bir ifadeyle M (L(G)) = M(G) dir.
ve /i, f nin ve u niin sirasiyla Fourier ve Fourier-Stieltjes doniisiimleri olsun. Her y € G
i¢in

LNF® = WX = e PHG) = ANF @)

oldugundan T;L = (1 elde edilir.

4.3. Kuvvet Sinirh Operatorler

Tamim 4.4. X bir Banach uzayi ve T € B(X) olsun. ||T|| < 1 ise T operatoriine daralma

operatorii; Cp := sup||T"|| < oo ise kuvvet simirlt operatér ve sup||T"|| < oo ise ¢ift
neN nez

; . 1 on— o e o :
kuvvet simirli operatdr denir. sup ”;Zﬁ:é Tk” < oo esitsizligini saglayan bir T
neN

operatoriine Cesaro sinwrlidur denir.

T operatorii kuvvet sinirli ise

lIxlly = supl|T™x]|

nz0

esitligi X in normuna denk bir norm tanimlar. Gergekten de bir taraftan ||x|| < ||x||; diger
taraftan ise

llxlly = suplIT"x|| < Crllx||
nz1

oldugu goriiliir. Bu yeni norma gore T bir daralma operatorii olur:

ITx|ly = supl|T™x|| < sup||T"x|| = [|x]l,

nx1 nz0
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oldugundan ||T||; < 1 dir. Bu nedenle kuvvet sinirli operatorler igin gegerli olan her
durum daralma operatorii i¢inde gegerlidir. T bir daralma operatorii olmast durumunda

{IIT™x||},,en dizisi azalan olur ve bu yiizden her x € X i¢in lim ||T™x|| vardir.
n—-oo

Lemma 4.1. X bir Banach uzan, T,, diizgiin simirli operatorler dizisi ve E bir alt uzay

olsun. Eger her x € E icin ||T,,x|| — 0 ise bu takdirde her x € E icin ||T,,x|| = 0 olur.

Lemma 4.2. X bir Banach uzay: ve T € B(X) olsun.
(i) T kuvvet sinirli operator ise o(T) € D, T ¢ift kuvwvet szmirli ise o(T) € T dir.
(if) r(T) < 1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart lim ||T™|| = 0 olmasidir.
Ispat. 4
(i) T kuvvet sinirli operator ise her n € N igin ||T"|| < M olacak sekilde M > 0 vardir.

1
Buradan r(T) = lim||T"|[» <1 olur. Diger taraftan r(T) = sup{|i|: 1 € a(T)}
n—-oo
oldugundan o(T) € D elde edilir. Benzer sekilde o(T™!) €D olur. o(T™1) =

{271 : 1 € o(T)} oldugundan, A € o(T) olmak iizere bir taraftan |1| < 1 diger taraftan

ise |[A1| < 1 olur ki buradan |1] = 1 elde edilir.
1
(if) r(T) < 1 olsun. Spektral yarigap formiiliinden lim ||T"||= < 1 bulunur. 0 < § < 1
n—oo

olmak tizere bir § sayisin1 alalim. Yeterince biiyiik n ler i¢in ||T™|| < 8™ — 0 olur ki

buradan [|T"|| - 0 elde edilir. Simdi de lim||T™|| =0 olsun. Her A € o(T) igin
n—-oo

A" € a(T™) oldugundan |A|™ < ||T™|| = O olur ki buradan da |A| < 1 olur. Boylece
r(T) < 1eldeedilir. [

Ornek 4.1. r(T) < 1 olmas1 T operatdriiniin kuvvet smirli olmasini gerektirmez. Bunun
icin N #= 0 ve N2 = 0 olmak iizere bir N nilpotent operatdr alalim ve T = I + N olarak
tanimlayalim. Spectral doniisim teoreminden o(T) = {1} dir. Diger taraftan
(I + N)™ = 1 + nN oldugundan buradan

1
I+ W™= I+ = |~ ]| = o0 (= o0)

olur. Buise T nin kuvvet sinirli olmadigini gosterir.
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Lemma 4.3. A birimli bir Banach cebiri ve a € A olmak iizere L, : A —> A; b — ab
carpma operatorii tammmlansin. O zaman o(L,) = a(a) dir.

Ispat. 1 € p(a) ise (le — a)b = e olacak sekilde b € A vardir. Carpma operatdriiniin
tanimindan AL,L;, — L Ly, = L, yani (Al — L,)L;, = I oldugundan A € p(L,) olur. Diger
yandan A € p(L,) ise (AI — L,)S = I saglanacak sekilde S € B(A) vardir. Boylece A nin
her elemani i¢in esitlik saglandigindan 6zel olarak e € A iginde saglanir. Buradan
(AI — L,)Se = e veya (Ale — a)Se = e, ki burada e cebirin birim elemanidir. Boylece

Ae — a tersinirdir dolayisiyla A € p(a) dir. [
4.4. Kuvvet Simirh Carpanlar

A degigmeli bir Banach cebiri ve T € M'(A) olmak {lizere carpanlar teorisinde
o6nemli bir rol oynayan
Fr={re€%,: T(y) =1}
ve
&r={res,: 1] = 1)
kiimelerini tanimlayalim. Burada T, T nin Helgason-Wang temsilidir. Tezimiz boyunca
tanimlanan bu kiimeler 6nemli bir rol oynayacaktir. A degismeli bir Banach cebiri ve T,
A nin bir ¢arpani olmak iizere
Fr = m
seklinde tanimlanan Fr, A nin kapali bir idealidir. Ayrica Fr idealinin hull’u
hull(Fp) = Fr
dir. Gergekten, y € hull(F;) ise a €A olmak lizere a—Ta € (I —T)A igin
a(y) —a(y)T(y) = 0 dir. Ayrica @(y) # 0 olacak sekilde a € A oldugundan T(y) = 1
elde edilir. Diger yandan T(y) =1 ve a € F; olsun. O zaman her &> 0 igin
la — (b —Th)|| < € olacak sekilde b €A vardir. Boylelikle here > 0 igin
la(y)l = |a(y) = b(y) + T(¥)b(y)| < € oldugundan a(y) = 0 olur ki y € hull(Fy)
elde edilir. Ayrica kolayca gorebiliriz ki Fr nin dik tamlayaninin
Fir ={p €A :T"p = ¢}

oldugu goriiliir.
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T kuvvet sinirli bir carpan olmak iizere her y € X icin |T’()/)| < 1 olur. Gergekten

de, her n € N i¢in

ITW|" < IT™l < ¢

oldugundan n — oo iken limit alindiginda |7 (y)| < CT% — 1 elde edilir.

T ¢ift kuvvet sinirli bir ¢arpan olmak tizere her y € X, i¢in |T(y)| = 1 dir. Simdi
ise bu esitligi gosterelim. T kuvvet sinirl bir ¢arpan oldugun yukarida da goriildiigii tizere
her y € X, igin |T(y)| < 1 dir. Diger yandan T tersinir ve M (A) dolu bir alt cebir
oldugundan T~! € M(A) dir. Buradan her y € 2, i¢in T(y)T~1(y) = 1 ve dolayisiyla
T-1(y) = T(y)~* olur. Buradan T~! kuvvet simrli oldugundan her y € £, icin

~ _1 ~ ~
|(T(y)) | < 1veya |T(y)| > 1 bulunur. Sonug olarak her y € X igin |T()/)| = 1 elde

edilir.

Lemma 4.4. X bir Banach uzayi ve T € B(X) kuvvet sinirli bir operator olmak iizere

!

Ispat. x € (I — T)X olsun. x = y — Ty olacak sekilde y € X vardir. T kuvvet smirli

n-—1

1
St
n

k=0

(I—T)Xz{xEX: lim

n—oo

esitligi vardur.

oldugundan

n—

SN m = ==
n s (y—Ty)

< ;(Ilyll + Crllyl) = 0 (n - o).
{% YRS T* x}nEN operatorler  dizisi diizgin  smirh  ve her x€ (I —-T)X
||(%22;3 Tk)X” -0 (n— ) oldugundan boylece her x € (I —T)X igin de
|(Expz37%) x|| - 0 (n — o) dir (bkz. Lemma 4.1).

Simdi de x € (I — T)X olsun. Bu takdirde ¢ (x) # 0 ve ¢ € [(I — T)X]* olacak
sekilde ¢ € X* vardir. Buradan T"¢ = ¢ ve
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n-1 n-1 n—1 n—-1
SN k) =Y 0, T = Y (T =Y (9, 3) = (,0)
(p n X _n (P: X _n (P:x _n <P:x - (P,x
k=0 k=0 k=0 k=0
elde edilir. ”%Zﬁ;}) T"x” - 0 (n - o) oldugundan (¢p,x) = 0 dir. Fakat bu sonug

¢@(x) # 0 olmasi ile gelisir. [ ]

T € M (A) kuvvet sinirh bir ¢carpan olmak tizere
Ip = {a €A: Lim|T"al = O}
n

seklinde tanimlanan I, A nin kapali ve T-invaryant bir idealidir. Burada l.i. m. bir sabit

Banach limitidir. Gosterelim ki, a € I ise |[|[T™a|| = 0 dir. Gergekten, Li.m.||[T"a|| = 0
n

ise 0 zaman lim ||T"a|| = 0 oldugundan bir {n;} alt dizisi i¢in lim||T™al| = 0 olur.

n—-oo k— oo

Buradan da
IT"all < |IT™ " ||||T"kal| < Cr|IT™all

esitsizliginden lim ||T"al| = 0 elde ederiz. Bu da gostermektedir ki I, Banach limitinin
n—-oo
seciminden bagimsizdir. Boylece
Iy = {a €A: lim|[T"al|| = O}
n—->oo
yazabiliriz. I, A nin kapal bir idealidir. Asagidaki lemma Kaniuth ve ark. (2010)

tarafindan ispat edilmesine ragmen bizim ifade ettigimiz ispat hem farkli hemde daha

kisadir.

Lemma 4.5. A degigsmeli yar: basit regiiler bir Banach cebiri ve T € M (A) kuvvet sinirli
ise
hull(Iy) = &7
esitligi vardur.
Ispat. Her y € £, ve her a € A igin
(T"a)(y) = T()"a(y)
oldugundan her y € £ ve her a € I igin

Al = 1laWI|T@)|" < IITall » 0 (n - )
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olur. Boylece £ S hull(I;) elde edilir. Diger yandan kabul edelim ki bir y, € X4 i¢in
|T‘(y0)| < 1 saglansm. O zaman her y € U icin |T(y)| < 1 olacak sekilde y, m bir U
kompakt komsulugu vardir. K € £, kompakt kiimesi y, € K € U saglansin. A regiiler
oldugundan a(K) = {1} ve a(Z4\U) = {0} olacak sekilde a € A vardir. suppa € U

oldugundan her y € suppd i¢in |T(y)| < 1 dir. suppa kompakt oldugundan
_ 1 R
Iim ||T™al|n = max{|T(y)| 1y € supp&}
n—->oo
esitligi (bkz. Laursen ve Neuman, 2000) ile lim ||T™al|| = 0 dir ve boylece a € I dir.
n—-0o

a(y,) = 1oldugundan y, & hull(I;) dir. [ ]

A cebiri Tauberian ve T € M (A4) kuvvet sinirli ise £ = @ olmasi i¢in gerek ve

yeter sart her a € A igin lim ||[T™a|| = 0 olmasidir. Ciinkii
n—oo
A = hull(®) = hull(&7) = I

esitligi saglanir.

T € M(A) olmak tizere £, nin £ ve Fr alt kiimeleri arasinda her y € X, igin

TE)={1} © &=Fr o lm|T@)""*-TW" =0
n—oo

iligkisi yazabilir.

i € M(G) olmak iizere C,, := sup||u™|| < oo esitsizligini saglayan bir u él¢limiine

neN

kuvvet simirly bir ol¢iim denir. u € M(G) kuvvet sinirh bir 6l¢tim olmak tizere
Lo={f €12@) s Lim ™« £l = 0},
n

L*(G) cebirinin kapali bir idealidir ve I, = Iz, esitligi saglanir. Burada T, = p* f
seklinde tanimlidir.

Kuvvet sinirl bir u € M(G) 6l¢iimii i¢in [A(y)| < 1, (Vy € ) esitsizligi vardir
glinkii her n € N i¢in [aA(y)|™ < ||u"ll; < C, oldugundan n — oo iken limit alindiginda

1
lA(¥)| < Cyn — 1 elde edilir. Eger
Eo={yeG: layl =1}
olarak tanimlanirsa 'fu = f1 oldugundan £, = &r, olur. Boylelikle
hull(1,) = €,

esitligi elde edilir.






5. KATZNELSON-TZAFRIiRI TiPLi TEOREMLER

Klasik Katznelson-Tzafriri Teoremi (Teorem 5.3), bir Banach uzayinda etki eden
kuvvet sinirlt bir T operat6rii i¢in n — oo iken
{T" = T"  }en
dizisinin asimptotik davranisini ifade eder. Operator yari gruplari igin asimptotik teorinin
en Oonemli kose taslarindan biri olarak degerlendirilen Katznelson-Tzafriri teoreminin
uygulamalar stokastik siirecler teorisinde ve iterasyon metotlar teorisinde karsimiza
¢ikmaktadir. I. M. Gelfand (1941) tarafindan ispat edilen asagidaki teorem Katznelson-

Tzafriri Teoremi igin bir baslangi¢ noktasi olmasi yoniiyle oldukg¢a 6nemlidir.

Teorem 5.1. T € B(X) operatorii ¢ift kuvvet smmwrlt olup o(T) = {1} ise T =1 dir
(Zemanek, 1994).

Sonrasinda J. Esterle (1983), Gelfand'in bu teoremini asagidaki sekilde genellestirmistir.

Teorem 5.2. T € B(X) operatorii kuvvet sinirli olup a(T) = {1} ise
lim ||T™ — T™Y| =0
n—oo

esitligi gerceklesir (Esterle, 1983).

Y. Katznelson ve L. Tzafriri (1986) ise Esterle'nin bu teoremini asagidaki sekilde

genellestirdiler.

Teorem 5.3. T € B(X) kuvvet simirly bir operatér olmak iizere

lim ||T™ — T™*| =0

n—>00
esitliginin gergeklesmesi icin gerek ve yeter sart a(T) N'T € {1} olmasidir (Katznelson
ve Tzafriri, 1986).
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Katznelson-Tzafriri Teoremi, daha sonra bir¢ok arastirmaci tarafindan farkli
yonlerde genellestirilmistir: Allan, 1989; Esterle ve ark. 1990; Phong, 1997; Neerven,
1996; Zarrabi, 2013.

Tezimizin bu boliimiinde Banach cebirleri tizerindeki carpanlar teorisi igin bazi
Katznelson-Tzafriri tipli teoremler verilecektir. Bu boliimiin ana neticesi ifade edilmeden
once bazi1 6n bilgileri ifade edelim.

A degismeli yar1 basit bir Banach cebiri olsun. Oncelikle T € M (A) olmak iizere
T(24) € o(T) kapsamasinin gegerli oldugunu gosterelim: y, € X4 olsun. Kabul edelim
ki T(yo) € p(T) saglansin. O zaman (T(yo)] —T)S =1 olacak sekilde S € M (A)
vardir. Boylece

1= 1) = (PG = T)r)S (o)
= (T0r0) = T(0)) $(ro) = 0
olur ki bu bir geliskidir. Sonug olarak T (y,) € a(T) elde edilir. Boylece her y € %, i¢in
T(y) € o(T) oldugundan ||7\1||oo < r(T) esitsizligi dogrudur.

Ayrica y € & ise |'T"(y)| = 1 oldugundan T(E;) € T dir. Béylelikle yukarida

elde edilen kapsama ile birlikte

T Sa(MNT
sonucu elde edilir. a(T) N'T kapali oldugundan TST) Co(T)NT kapsamasi da
dogrudur.

Asagida T € o(T) N T kapsamasimin saglandig1 fakat T(E;) kiimesinin sonlu
oldugu bir T € M (A) carpan ornegi verildi. Boylece bu 6rnek ile T(E7) kiimesinin
genelde o(T) N T nin “kii¢iik” bir pargasi oldugunu soyleyebiliriz.

U € M(G) o6lgiimii, 0 <m <n < o oldugunda p™ L u™ saglayan bir Hermit
olasilik dlgiimii ise oy gy (1) = D dir (Graham, 1979). Ayrica

a(T,) = OM(Ll(G))(T#) = ou@e) (W =D

oldugundan T = a(T#) N T elde edilir. Diger yandan /i reel degerli oldugundan

T, (&u) = a(g,) € {-1,1

olur.
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Onerme 5.1. A degismeli yar1 basit regiiler bir Banach cebiri ve T € M (A) kuvvet sinirli
bir carpan ve § = E; = Fy olsun. § sentezlenebilir ise bu takdirde
Tlli_r)EOIIT”a —T™ag|| =0 (Va € A)
esitligi vardir.
Ispat. Lemma 4.5 ile hull(I;) = &; ve ayrica hull(F) = Fr esitliginden
hull(I;) = § = hull(Fy)

olur. Ayrica § sentezlenebilir olmasindan I = Fr oldugunu sodyleyebiliriz. Boylece her
a € Aigin a — Ta € F; ve buradan

Ai_r)gollT"a — T 1g| = Ai_r)EOIITn(a —Ta)|[=0 (Va€A)

sonucu elde edilir. |
Bu tezin ilk ana sonucu asagidaki teoremdir.

Teorem 5.4. A degismeli yari basit regiiler ve Tauberian bir Banach cebiri, T ise A nin
kuvvet sinirly bir ¢arpani olsun. £ kompakt ise bu takdirde

lim ||T"a — T™al| = 0 (Va € A)

n—->oo

olmast icin gerek ve yeter sart T(E7) = {1} olmasidir.

Tanmim 5.1. X bir Banach uzay1 ve V € B(X) olsun. Eger her x € X i¢in [|Vx]|| = |[|x||
saglaniyorsa V ye bir izometri denir. Ag¢iktir ki ||V|| = 1 dir. V' izometrisinin tersinir
olmas i¢in gerek ve yeter sart V nin orten veya VX = X olmasidir. Bir V' izometrisi
tersinir ise

llxll = IVV=tx|l = IV x|
oldugundan tersi V=1 de bir izometridir. VX # X olmas1 durumunda o(V) =D ve
VX =X ise o(V) € T olur (Esterle ve ark., 1990).

Teoremi ispat edilmeden Once asagida verilen ve Banach cebirlerinde kuvvet
sinirl1 her carpanin izometrik bir carpana genisletilebilecegini ifade eden yardimci

teoremi ispat edelim.
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Lemma 5.1. A degismeli bir Banach cebiri ve T operatérii A min bir daralma ¢arpant
olsun. Bu takdirde asagidaki sartlar: saglayan
() le(@llp = lim IT"all, Va € A
(i) VQ = QT
(iii) o(V) € a(T)
bir B Banach cebiri, yogun goriintiiye sahip siirekli bir Q : A — B homomorfizmasi Ve
B nin bir izometrik V ¢arpan: bulunur.
Ispat. A/I; boliim cebiri lizerinde
lla+ Irlly = lim[IT"all ~ (a € 4)
olarak tanimlanan bir normu g6z oniine alalim. Onceki boliimde ifade edildigi iizere I
ideali,
Ip={aca: lim [IT"al| = 0}
olarak tanimlandi. T € M (A) ise M (A) bir cebir oldugundan hern € Ni¢inT" € M (A)
dir. Dolayisiyla her a, b € A igin
T2"(ab) = T"(T™(ab)) = T*(aT™(b)) = T"(@)T*(b) (n € N)
esitligi yazilabilir. Boylece her a, b € A igin
(@ + I7)(b + Ip)ll1 = llab + I7]l4

= lim 7" (ab)|

= lim ||T*" (ab)|

= lim[|7"(a)T™(b)Il

< lim[[T" ()|l Lim IT™ (D)l

< |la+ Izl b + Izl
elde edilir. B, A/I; nin ||a + I||; normuna gore tamlanist olsun. B bir Banach cebiridir.

a € A olmak lizere

Q(a) =a+lIr
seklinde tanimlanan Q : A - B doéniisimii yogun goriintiiye sahip bir daralma
homomorfizmasidir ve her a € A i¢in

IQ(@lls = lim[[T"all

esitligi saglanir. Simdi ise (A/I7, ||||;) lizerinde
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Via+ily > Ta+ Iy
olarak tanimlanan V operatdriinii goz oniine alalim.

IV(a+IDlly = ITa + Irlly = }lggollTn+1a|| = lla + Irlly

oldugundan V, (A/I;,|la + I||;) tizerinde bir izometridir. A/I;, B de yogun
oldugundan V operatorii izometrik olarak tiim B uzayina genisletilebilir. Bu sekilde elde
edilen bir genislemeyi tekrardan V ile gosterelim. V, B iizerinde bir carpandir ve
VQ = QT esitligi saglanir. Boylelikle Lemma 5.17in (i) ve (ii) kisimlar1 ispat edilmis olur.
Simdi de Lemma 5.1’in (iii) sikkini ispat edelim. Bu amagla 1 € p(T) alalim ve
(A/Iy, |la + I]|;) uzay1 lizerinde
Spa=a+ 1 > Ry(Ta+Ir
operatoriinii tanimlayalim. Boylelikle
152G + I7)lly = lim [IT™R; (Tall

= lim[[R; (T)T"all

< IR (D)l lim [IT"al|

< [IRa(Dlllla + Izlly
esitsizligi yazilabilir. A/l cebiri B de yogun oldugundan S; operatérii tiim B uzayina
genisletilebilir. Bu sekilde elde edilen bir genislemeyi tekrardan S, ile gosterelim. Ayrica
Lemma 5.1°in (ii) sikkindan ve S; operatoriiniin tanimindan asagidaki esitlikleri
yazabiliriz:

AU =V)Q=Q@ —T) ve S50 =QRy(T).
Buradan ise
S2AUL=V)Q = $QA —=T) = QRy(T)AU —T) =Q

esitligini yazabiliriz. Ayrica Q yogun goriintiiye sahip oldugundan S;(Al — V) = I olur.
Benzer sekilde (AI — V)S; = I oldugu elde edilebilir. Bu gosterir ki 1 € p(V) dir. Sonug

olarak ¢(V) € o(T) oldugu ispat edilmis olur. ]
(V,Q, B) tgliisiine T operatoriiniin dogurdugu izometrik ¢arpan tgliisii diyecegiz.

Not 5.1. A degismeli bir Banach cebiri, T bir daralma ¢arpami ve (V,Q,B), T nin

dogurdugu izometrik ¢arpan ti¢liisii olsun.
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(1) A cebiri yar1 basit oldugunda genel olarak B cebiri yar1 basit olmak zorunda
degildir. Genelde bir siirekli homomorfizma yari basitligi korumaz. Ornegin, G
lokal kompakt fakat kompakt olmayan bir Abel grup ve L*(G) grup cebiri olsun.
Malliavin Teoremi’ne (Teorem 3.7) gére G grubu kompakt degilse, L'(G) nin
sentezlenemeyen bir S c G kapali alt kiimesi vardir. Buradan L'(G) /J(S)
cebirinin yar1 basit olmadigi asikardir. Buna ragmen

m: LYG) - LY(G) /] (S)
boliim doniigiimii bir stirekli homomorfizmdir. Buradan da anlasilmaktadir ki, bir
onceki lemmada (Lemma 5.1) A cebirini yar1 basit aldigimizda B cebirinin yari
basitligi hakkinda genelde bir sey sOyleyemiyoruz; fakat bazi durumlarda B
cebirinin faithful olmasi hakkinda fikir edinebiliriz. Ornegin {e;}, A nin smirh
yaklasik birimi ise A cebiri faithful olur. Q(A) = B oldugundan {Qe,;} dizisi B nin
siirl yaklasik birimi olur. Gergekten,

1Q(@)Q(er) — Q(@)llz = lIQ(aex — a)llp < llae; —all - 0
ve {Q(ey)} dizisi siirl oldugundan her b € B igin
lQ(ex)b — bllp — 0

olur. Boylece bu durumda B cebiri faithfuldur.

(ii) Bir X Banach uzayi iizerinde etki eden bir V izometrisinin spektrumu ¢(V) = D
veya g (V) € T oldugunu biliyoruz. Béylece a(T) # D olmasi durumunda Lemma
5.1’den dolay1 V tersinirdir. Ayrica T yogun goriintiiye sahip ise V' de yogun
goriintliye sahiptir: Her b € B i¢in ve & > 0 i¢in Q yogun goriintiiye sahip
oldugundan ||b — Qa’||g < &, saglayacak sekilde a’ € A vardir. Ayrica T yogun
bir goriintiiye sahip ise |[a" — Ta"'|| < &, olacak sekilde a” € A vardir ve buradan
lQa" — QTa"|| < ||Q||e, olur. Boylece

Ib —VQa"llz = 1Ib—QTa"llp = llb — Qa" + Qa’ — QTa"lp
< |Ib - Qa'llz + llQa’ — QTa"||5
<& +Qlle;
elde edilir. V operatorii yogun goriintiiye sahiptir. Boylece V tersinirdir.
(iii) A yar1 basit ve regiiler bir Banach cebiri ve V izometrik bir ¢arpan ise I, = {0} ve

dolayisiyla
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hull(l,) = {y EX,: |I7(y)| = 1}
olacagindan her y € X, i¢in |l7(y)| = 1 elde edilir. Asagidaki 6nermeyle, A Banach

cebiri yar1 basit olmasa da benzer sonucun elde edilebilecegini sdyleyebiliriz.

Onerme 5.2. V operatorii degismeli faithful ve regiiler (yart basit olmas: gerekmez) bir
A Banach cebiri iizerinde izometrik bir ¢arpan ise
V| =1 vyes,
dir.
Ispat. Her y € 2, icin |I7(y)| < 1 oldugu agiktir. a € A olsun. V bir ¢arpan oldugundan
Va)® =V"a™
esitligi yazilabilir. Ayrica her n € N i¢in
IVa)"™ || = IV*a™|| = [la™|l
olur ki boylece spektral yarigap formiiliinden r(Va) = r(a) elde edilir. Simdi eger bir
Yo € Z4 elemani igin |I7(y0)| < 1 olsa, 0 zaman y, nin bir U komsulugu ve her y € U
igin |I7(y)| < 6§ olacak sekilde 0 < § < 1 vardir. Ayrica A cebiri regiiler oldugundan
a(Z4\U) = {0} olacak sekilde a € A vardir. Boylece
V)| = [Vaw)| < slaw)l, vy €z,
elde edilir. Sonug olarak

r(Va) = sup|(Va)(¥)| < 8 supla(y)| = ér(a)
142 YEZY

olurkibur(Va) = r(a) olmasi ile gelisir. [
Simdi artik ana teoremizi ispat edebiliriz.

Teorem 5.4%1n ispati. Her a € A icin
lim||T"a — T™"'a|| =0
n—->0oo

olsun. Buradan her y € £, ve a € A igin

|(T"a — T"*a)" (y)| < ||(T"a — T 1a)"

<[(T"a—T""'a)]| > 0 (n - o)

oldugundan
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lim [T()"aly) - Te)™*a()| =0
olur. Diger yandan her y € X, i¢in d(y) # 0 olacak sekilde a € A vardir. Boylece
lim|T()" - T()™?| =0, vy €3,
n—-oo

elde edilir. Sonug olarak T (E;) = {1} olur.

Simdi ise T(E7) = {1} oldugunu varsayalim. Her seyden 6nce hatirlatilmalidir ki,
gerekli goriildiigi takdirde bir denk norm tanimlayarak T bir daralma operatorii
yapilabilir. Ayrica (V,Q, B), T nin dogurdugu izometrik carpan iicliisii olsun. Oncelikle
teoremin ilk kisminda, B nin birimli bir cebir oldugunu gosterelim.

Teoremin hipotezinden £ kiimesi £, nin kompakt alt kiimesi oldugundan £ nin
bir komsulugunda @ = 1 olacak sekilde bir u € A elemani vardir. Béylece her a € A igin
Er nin bir komsulugunda @ — ©i@ = 0 olur. Sonug olarak

{fa—ua:a€ Ay}
kiimesi A cebirinin hull’'u €; ye esit en kiigiik idealine aittir. Lemma 4.5 ile
hull(I;) = &7 oldugundan a — ua € I olur. Diger taraftan I; = kerQ oldugundan her
a € Ay icin Q(a) = Q(u)Q(a) elde ederiz. A cebiri Tauberian ve Q(A) = B oldugundan
{Qa:a€Ay}=8B
olur ki bu ise her b € B i¢in Q(u)b = b sonucu verir. Béylece Q(u), B cebirinin

birimidir. Bu birim elemanini e ile gosterecegiz.
V bir carpan ve v = Ve olmak tizere her b € B igin
Vb =V(eb) = (Ve)b =vb = L,b
esitligi ile V = L,, elde edilir. Bu ise Lemma 5.1 (ii)’ye gore VQ = QT oldugundan her
a € A igin v(Qa) = QTa olmasini gerektirir. Clinkii
QTa =VQa = L,Qa = v(Qa)
dir. Buradan her a € A ve her y € X5 i¢in
(wQa,y) = v(y){(Qa,y) = (y){(a,Q"y) = (y)a(Q"y)
ve
(QTa,y) = (Ta,Q"y) =T(QY)a(Q"y)
oldugundan

?(y)aQ*y) = T(Q*y)a(Qy)
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esitligi elde edilir. Q(A) = B oldugundan her y € X igin @(Q*(y)) # 0 olacak sekilde
a € A vardir. Boylece her y € Xy i¢in
() =T(Q*1)
elde edilir. Lemma 3.2’den
Q*(Zg) = hull(ker Q) = hull(I;) = &1
oldugundan
D(Zp) = T(ST) = {1}
olur. Yani, a(v) = {1} dir. L,, carpma operatérii ile v € B ayn1 spectral dzelliklere sahip
oldugundan
o(V)=0(Lly) =0() ={1}
olur. Boylece Gelfand teoremi ile V =1 elde edilir. Lemma 5.1 (ii) ile VQ = QT
oldugundan, o zaman her a € Ai¢in a + I = Ta + Iy, yani a — Ta € I bulunur. Sonug
olarak

lim ||T"a — T™"a|| = 0,Va € A
n—oo

elde edilir. Boylece teoremimizin ispati tamamlanmis olur. [

My(A) ile A nin ¢arpanlarinin Helgason-Wang temsilinin sonsuzda sifir olan
kiimesini gosterelim. Ny(A) :={L, : a € A} olsun. Agiktir ki Ny(A) € M,(A) dir.
Ayrica T € M, (A) ise & ve Fy kompakttir.

Sonug 5.1. Teorem 5.4%in sartlart altinda T € My(A) kuvvet simirli bir ¢arpan ise, o
Zaman

lim||T"a — T"*ta|| =0 (Va € A)

n—->oo

esitliginin saglanmasi igin yeter gerek sart T(Er) = {1} olmasidir.

Sonug¢ 5.2. Teorem 5.4°in sartlart altinda T € M (A) kuvvet simirlt bir ¢arpan olsun.
Sabit bir k > 1 dogal sayisi igin
[+T+T?+--+Tk?
S =
k
olarak tamimlansin. Eger Fr kompakt ise bu takdirde
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lim||S™a — S™*al| =0 (Va € A)
n—->oo
esitligi vardur.
Ispat. z € C olmak iizere

1+z42z2+4zK1
k

f(2) =
fonksiyonunu tanimlayalim. Once

I+T+T?+ -+ Tk
f(r) = X

operatoriiniin kuvvet sinirli oldugunu gosterelim. Gergekten de

[+T+T? 4+ TE1\"
f(T)n = ( k
1
_ Z ~c TOao+1as+ +(k-1)ak—q
kn ap, &1, Ak—1
aptag++ag_1=n
dir. Burada
Ao, 01, 0O—1 ~ aO' al' e ) ak—l r a0! a1! e ak_l!
ve

1
Z ﬁcao,al,...,ak_l =1

Ao+ ++ag_1=n
dir. Boylece her n € N i¢in
If ()"l < Cr
elde edilir ki bu ise f(T) nin kuvvet sinirli oldugunui gosterir.
Ayrica sunu da belirtmeliyiz ki, f fonksiyonu f(1) = 1 olup ve her z € D / {1}
i¢in [f(z)| < 1 saglar. Buradan ve her y € ¥, i¢in

L+ TN+ T + -+ T
k

fOG) =
oldugundan
&y =Fray = Fr
elde edilir. Son olarak hipotezden F; kompakt oldugundan Teorem 5.4 ile
Ai_r)gOIISna —S™lg|l=0 (Va€A)

sonucu elde edilmis olur. [ |



6. GENELLESTIRILMIS KATZNELSON-TZAFRIRI TIPLI TEOREMLER

Bu boliimde genellestirilmis Katznelson-Tzafriri teoremi (Teorem 6.1) garpanlar
teorisi gercevesinde ele alindi. Teoreminin benzer sonuglarinin, ¢arpanlar teorisinde de
daha zayif sartlar altinda elde edilebilecegi gosterildi. Bolim boyunca bir A cebiri,
degismeli yar1 basit bir Banach cebirini gosterecektir.

f € L(T) fonksiyonunun n. Fourier katsayisi

- 1 i , )
F=o | reetyemar
0

esitligi ile tanimlanir. Mutlak yakinsak Fourier serisi olarak ifade edilen T iizerindeki tiim

kompleks degerli fonksiyonlar uzay1

A(T) = {f el'(m: ) |Fm)< oo}

n=-—oo

ile gosterilsin. A(T) uzay1

Il = . IF o

n=-—oo
normuna gore bir Banach uzayidir. Ayrica bu uzay noktasal ¢carpma islemine gore birimli
degismeli bir Banach cebiridir. f in Fourier serisi mutlak yakinsak oldugundan

f(eit) — z f(n)eint

n=—oo

dir. Sonug olarak

f(eit)_ Z f(n)eint
n=-N

< Zle(ml + Zle(n)l 50 (N - o)

ifadesi f fonksiyonuna trigonometrik polinomlarla diizgiin yaklasilabilecegini
gostermektedir. Buradan ise f fonksiyonunun siirekli oldugunu soyleyebiliriz.
Eger T, A cebiri iizerinde ¢ift kuvvet sinirli bir garpan ise her f € A(T) igin

fry = F @1

Nnez
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olarak tanimlanan f (T operatorii de A nin bir garpani olur. Ayrica
f - f(
dontisiimii A(T) den M (A) tizerine bir sinirlt homomorfizmdir ve her f € A(T) igin
Il FCDI < Crll £l
esitsizligi vardir.
T, A cebirinin ¢ift kuvvet smirh bir ¢arpani olsun. f(7T) nin Helgason-Wang
temsili i¢in

FO@ =Y Fo (1) =7(1@)  (@ez)

Nez

esitligi yazilabilir.

Onerme 6.1. (Spektral doniisiim teoremi) f € A(T) ve T, A cebirinin ¢ift kuvvet sinirli

bir carpani icin

a(f(M) = f(o(M))

esitligi vardur.

Ispat. M (A) cebiri B(A) nin dolu alt cebiri oldugundan
a(f(T)) = aaay(f(D))

olur. Diger taraftan Teorem 3.5’den

O (4) (f(T)) = {f/(_T\) (P): 9 € ZM(A)}

elde ederiz. f(T) nin Helgason-Wang temsilinden (bkz. Teorem 4.2) ise
{(FD(@) : ¢ € Zaar} = {f (T(®)) : ¢ € Zacear}
= f (o2 (D)

= f(a(D))
gerceklesir. [ |

Mutlak yakinsak Taylor serisi olarak ifade edilebilen D {izerindeki tiim kompleks

degerli analitik fonksiyonlar uzay1

A4(T) = {f(Z) = ) Faz:lifl = ) |F )] < oo}
n=0

n=0

ile gosterilsin. Dahasi
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A(M)={feA(M: f(n)=0,n<0}
oldugundan A, (T) cebiri, A(T) cebirinin bir alt cebiri olarak diisiiniilebilir. Eger T, A

cebiri tizerinde Kuvvet sinirli bir garpan ise her f € A, (T) i¢in
F = F T
n=0

olarak tanimlanan f(T) operatorii de A nin bir garpani olur. Ayrica

f - f

dontisiimii A, (T) den M (A) tizerine bir sinirli homomorfizmdir ve her f € A, (T) igin

I F(DI < Crll flla

esitsizligi mevcuttur. £(T) nin Helgason-Wang temsili igin
@ =) T (@) =f(T@®)  @ez
n=0

esitligi yazilabilir. Asagidaki dnermenin ispati Onerme 6.1’in ispatina benzer sekilde

yapilabilir.

Onerme 6.2. (Spektral déniisiim teoremi) T, A cebirinin kuvvet sinwrly bir carpani ve
f € A,(T) olmak iizere

a(f(M) = f(a(D)

esitligi vardr.

Tanmmm 6.1. f € A, (T) fonksiyonu ve S c T kapali kiimesi verilsin. Her n € N i¢in
suppf, NS = @ ve

lim [If = fully =0
olacak sekilde {f;,} € A(T) dizisi varsa f fonksiyonu S kiimesine gore sentezlenebilirdir
denir (Katznelson, 2004).

Lemma 6.1. X lokal kompact Hausdor{f uzayt sagilmis ise her f € Cy(X) fonksiyonu i¢in
f(X) kiimesi sayilabilirdir (Laursen ve Neumann, 2000).

Teorem 6.1. T kuvvet sinirli bir operator ve f € A, (T) fonksiyonu o(T) N'T kapal

kiimesine gore sentezlenebilir ise
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lim [|[T"f (D)l = 0
n—-oo

esitligi vardwr (Katznelson ve Tzafriri, 1986).

Tezin bu boliimiinde Banach cebirinin ¢arpanlar1 i¢in, yukarida ifade edilen
genellestirilmis Katznelson-Tzafriri teoremi daha zayif sartlar altinda elde edilmistir.

Buna gore elde edilen ana sonucumuz asagidaki sekildedir.

Teorem 6.2. A bir Tauberian Banach cebiri, T ise A nin kuvvet sunirly bir ¢arpant olsun.

Er nin kompakt ve sagilmis bir kiime oldugunu varsayalim. Bu sartlar altinda her

feA(T)igin
lim ||[T"f(T)al| =0, Va€eA
n—-o0o

esitliginin saglanmasi icin gerek ve yeter sart her A € T(Er) icin f(1) = { 0} olmasidir.
Bu ana teoremimizin ispati i¢in dncelikle asagidaki lemmayi ifade ve ispat edelim.

Lemma 6.2. T operatorii degismeli fatihful Banach cebiri tizerinde ¢ift kuvvet sinirli bir
carpan ve f € A(T) olsun. Eger o(T), A(T) cebiri igin bir sentez kiimesi ise f(T) = 0
olmast igin gerek ve yeter sart f (G(T)) = {0} olmasidur.
Ispat. Oncelikle f(T) = 0 ise spektral déniisiim teoreminden f(o(T)) = {0} oldugu
gorilir. Simdi de, f (G(T)) = {0} olsun. o(T), A(T) cebiri i¢in bir sentez kiimesi
oldugundan ¢(T) nin bir U,, komsulugunda, her A € U,, i¢in f,(1) = 0 ve
lim|If = full, =0

olacak sekilde f,, € A(T) (n € N) vardir. Ayrica A(T) regiiler bir cebir oldugundan her
A€ o(T) icin k(1) =1 ve her 1 € 2am\Uy igin k(1) = 0 olacak sekilde k € A(T)
bulunabilir. Boylece

kDD =0, VAET,VneN
elde edilir. Buradan her n € N i¢in k(T)f,(T) = 0 oldugu goriiliir. Spektral doniisiim
teoremi ile o (k(T)) = {1} oldugundan k(T) tersinir bir operatordiir. Dolayistyla her

n € Nigin f,,(T) = 0olur. f — f(T) doniisiimii bir siirekli homomorfizm oldugundan
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IF DI =l (T) = LI < Crllf = fulla

esitsizliginde n — oo iken limit alinirsa f(T) = 0 elde edilir. [

Teorem 6.2°nin ispati. Yukarida da belirtildigi lizere, teoremin sartlart altinda E; = @

olmasi i¢in gerek ve yeter sart her a € A i¢in lim ||T™a|| = 0 olmasidir. Boylece £ # 0
n—-oo

oldugunu varsayabiliriz. Oncelikle her a € A igin

lim [IT*f(T)all = 0
olsun. Her y € ¥, i¢in a(y) # 0 olacak sekilde a € A vardir. Ayrica her y € E; i¢in
|T(¥)| = 1 oldugundan

F (7)) aw)| = (7)) £ (Tw) aw)|
< [T"F D)l = 0 (n — )

oldugu elde edilir. Buradan her y € £; igin f (T‘(y)) = 0 olur.

Simdi de f € A,(T) olmak fiizere f (T(ST)) ={0} oldugunu varsayalim.
Genelligi bozmaksizin T yi daralma operatorii olarak diisiinebiliriz. (V, Q, B) tglisii T
carpaninin dogurdugu izometrik ¢arpan ti¢liisii olsun. Lemma 5.1’in ispatinda gorildiigii
tizere B degismeli birimli bir Banach cebiridir. Bu birim e ile gosterilirse V = L,, olur Ki
burada v = Ve dir. Ayrica bunlara ek olarak

o(V)=0(ly) =0) =0(Xp)

ve (Y ) = T(Er) oldugu elde edilmisti. Buradan

o(V) =T(Er)
olur. Hipotezimiz geregi £ kompakt ve sagilmis bir kiime oldugundan T'(£;), T nin
kompakt ve sayilabilir bir alt kiimesidir (Lemma 6.1). Diger yandan biliyoruz ki, T nin
her sayilabilir kapali alt kiimesi Wiener cebiri i¢in bir sentez kiimesidir (Teorem 7.2).
Demek ki o (V) kiimesi T nin sayilabilir kapali bir alt kiimesi olup A(T) igin bir sentez
kiimesidir. V nin tersinir oldugu agiktir ¢iinkii (V) = D olmas1 durumunda f (D) = {0}
olur. Dolayisiyla f = 0 olur. Bu ise asikar bir durumdur. Béylece o(V) # D oldugunu

varsayabiliriz. f(T(eT)) = {0} oldugundan Lemma 6.2’den dolayr f(V) = 0 olur.

Diger yandan VQ = QT oldugundan, boylelikle f(V)Q = Qf(T) olur ki buradan
Qf(T)=0
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elde edilir. Sonug olarak f € A, (T) igin
lim |T"f(T)all =0, Va€A
n—-oo

oldugu ispatlanmis olur. [

Simdi ise, X bir Banach uzayr ve T € B(X) olsun. Fp:= (I —T)A,
Ky == ker(I —T) ve
n-1
Xr = {x € X : norma gére lim — ) T'x limit Vardlr.}

n-on
i=1

kiimeleri tanimlansin. T operatoriiniin kuvvet siirli olmast durumunda

Xr =Fr ®© Kr
n—-1
1 .
—Z T'x|[ =10
n ]
i=1

esitlikleri vardir (Krengel, 1985). Eger X = X ise T operatoriine ortalama ergodiktir
IT™x||
n

ve

FT={xEX: lim

n—->oo

(mean ergodic) denir. Her x € X i¢in — 0 olmasi kosulu T nin ortalama ergodik

olmasi i¢in gereklidir (Bu kosul T nin kuvvet sinirli olmasi durumunda saglanir). Ayrica
n-1

x > Px:= lim= ) Tix
n-on
i=1

olarak tanimlanan P bir izdiislimii operatorii olup buna T ye karsilik gelen ortalama
ergodik izdiigtim operatéorii denir. T ortalama ergodik ise X uzayi, P projeksiyonu
yardimiyla

X = kerP @ ranP
direkt toplam seklinde ifade edilebilir. Burada kerP = F; ve ranP = K dir. Asagidaki

onerme X = Fr @ Ky esitliginin dogrudan bir sonucudur.

Onerme 6.3. T € B(X) kuwet sinirli bir operatér olsun.
(i) Eger T ortalama ergodik bir operator olup her x € X icin ||T"x — T""1x|| - 0

ise bu takdirde {T™x} dizisi kuvvetli yakinsar.
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(i) Eger X refleksif olup her x € X icin ||[T™x — T™*1x|| - 0 ise bu takdirde {T™x}
dizisi kuvvetli yakinsar.
Ispat. T ortalama ergodik ise her x € X igin
T'x =T"y+T"z
olacak sekilde y € F; ve z € Ky vardir. y € Fr oldugundan her ¢ >0 ig¢in
ly — yo + Tyl < € saglanacak sekilde y, € X vardir. Boylece
IT"x —z|| = [IT"x — T"z|| = [IT"yl|
S NT™y =Ty + T yoll + 1Ty — T™ 5|l
oldugundan {T"x} dizisi yakinsaktir. Her kuvvet siirli operator bir refleksif Banach
uzayinda ortalama ergodik oldugundan (bkz. Eisner, 2012) 6nermenin (ii) sikki (i)’nin

bir sonucudur. ]

Teorem 6.3. (Ortalama ergodik teoremi) X bir Banach uzayi ve T, X de etki eden kuvvet
suirly bir operatér olsun. Bu takdirde y € X i¢in asagidaki ifadeler denktir:
. . 1on—1mi
Hy= Tlll_r}gogzyﬂl T'x;
(i) y = w = lim 3R Tix;

1) y noktasi - ie1 x N izisinin bir zayif yigilma noktasidir (Krengel, .
(iii) y noktasi |~y T d b silma noktasidir (Krengel, 1985)

ne

Asagidaki teorem, tez calismamizda ortaya koydugumuz ana sonuglardan bir digerini

olusturmaktadir.

Teorem 6.4. A degismeli yari basit regiiler ve Tauberian bir Banach cebiri, T ise A nin
kuvvet sinirly bir carpant ve a € A olsun. Eger Ep kompakt olup T(E;) = {1} ise bu
takdirde {%Z?;ll Tia}nEN dizisinin zayif yakinsamasi {T" a} ey dizisininin ayn elemana
kuvvetli yakinsamasini gerektirir.

Ispat. w-lim %Z?;fTia = b olsun. Ortalama Ergodik Teoremi’ne gore norma gore

a—:na oldugundan n — o iken Th = b

lim %Z?;fTia = b olur. Buradan b —Tb =

n—-oo

elde edilir. Buradan
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. a—-b+T(@-b)+-+T"(a-b)
lim =

n—oo n

0

oldugundan a — b € Fy olur. Ayrica Teorem 5.4’e gore her ¢ € A igin
IT"( = T)cll = IT"c = T™**c|| > 0 (n - )
ise boylece her ¢ € (I — T)A = Fr igin ||[T™c|| = 0 olur. Diger yandan a — b € F ve

T™b = b oldugundan n — o iken ||[T"™a — b|| = ||T™(a — b)|| — 0 sonucu elde edilir. m

Onerme 6.4. A degismeli yar: basit regiiler ve Tauberian bir Banach cebiri, T ise A nin
kuvvet sinirly bir ¢carpant olsun. £ kompakt olsun. Bir a € A icin {T™a : n = 0} kiimesi
on zayif kompakt olup T (E7) = {1} ise bu takdirde {T™a} dizisi yakinsaktir.

Ispat. {T"a:n >0} 6n zayif kompakt oldugundan Krein-Smulian Teoremi’nden
(Eisner, 2012) dolay1

a+Ta+-+T"'a
. tn€eN

kiimesi 6n zay1f kompakttir. Buradan

{a +Ta+ -+ T"_la}
Tl nenN

dizisi A da bir zayif y1gilma noktasina sahiptir. Ortalama Ergodik Teorem geregi

_a+Ta+-+T"'a
lim =b
n—-oo n

olacak sekilde bir b € A vardir. Th = b oldugundan
. a—-b+T(@—-b)+-+T"a—-b)
lim =

n—oo n

0

a—Db€Fr elde edilir. Bir 0Onceki Onermede oldugu gibi benzer sekilde

IT™a — b|| = ||IT™(a — b)|| = 0 elde edilir. ]

Asagidaki dnerme, Onerme 6.4°iin dogrudan bir sonucudur.

Onerme 6.5. A degismeli yar: basit regiiler ve Tauberian bir Banach cebiri, T ise A nin
kuvvet sinirly bir carpan ve E bir sentez kiimesi olsun. Ayrica a € A i¢in {T™a : n = 0}
on zayif kompakt bir kiime olsun. {T™a},cy dizisinin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter

sart T(E7) = {1} olmasidir.
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G kompakt Abel bir grubu olsun. Bu durumunda 1 <p < oo igin LP(G),
konvoliisyon ¢arpimina gére degismeli yar1 basit regiiler Tauberian bir Banach cebiridir.
Ayrica G diskret olup Zip) = G esitligi vardir. Bu yiizden G nin her alt kiimesi LP (G)
icin bir sentez kiimesidir (bkz. Larsen, 1973). Eger u € M(G) ise f € LP(G) ig¢in
T,f = u* f olarak tanimlanan T}, : LP(G) — LP(G) operatorii LP (G) nin bir ¢arpanidir
ve ”Tu” < ||ul| saglanir. Ayrica 7’"; = Qi oldugundan €, = Er, olur. Burada

E,={r et 1pw)l =1}

dir.

Sonug¢ 6.1. G kompakt bir Abel grubu olsun. Ayrica 1 < p < oo olmak izere f € LP(G)
ve u € M(G) kuvvet stirli olsun. {u™ * f},en dizisinin yakinsak olmasi icin gerek ve
yeter sart ﬁ(&‘u) = {1} olmasidir.

Ispat. {u" * f} dizisi yakinsak ise Teorem 5.4’iin ispatinda oldugu gibi (&, ) = {1} elde
edilir. Simdi de ,&(Eﬂ) = {1} oldugunu varsayalim. Onerme 5.1 geregi f € LP(G) igin
lu™ * f — ™ % £]| = 0 olur. L (G) refleksif oldugundan Onerme 6.3’den {u™ * f}nen

dizisi yakinsaktir. u






7. CHOQUET-DENY TiPLIi TEOREMLER VE ERGODIK OZELLIKLER

G lokal kompakt bir Abel grubu olsun. Bir u € M(G) 6lgiimii igin

o(s) = f o(s —Du(®) (Vs € G)

G

konvoliisyon denkleminin ¢ € L*(G) ¢oztimleri birgok arastirmaci tarafindan incelendi.
u € M(G) dlgiimiiniin ergodik ozellikleri Abel gruplart i¢in Choquet-Deny tarafindan
ifade edildiginden
H*xo =@
konvoliisyon denklemi Choquet-Deny konvoliisyon denklemi olarakta bilinir. Choquet-
Deny konvoliisyon denklemi tam olarak u * ¢ = ¢ denkleminin ¢ € L*(G) ¢6ziimlerini
ifade etmektedir. Choquet-Deny konvoliisyon denkleminin ¢ ¢oziimlerine u-harmonik
fonksiyonlar denir.

Choquet ve Deny (1960) ¢alismalarindaki yontemler temel olmasina ragmen etki
alam oldukga genis olmustur. Ornegin Abel olmayan gruplar arastirmacilar tarafindan ilgi
gormeye devam etmektedir. Bizde tezin bu boliimiinde, T operatorii A Ditkin cebirinin
bir ¢arpani olmak tizere

{ped : T ¢ = ¢}
uzayinin sonlu boyutlu olmasi i¢in gerekli ve yeterli sartlar1 verecegiz. Elde edilen bu
sonu¢ Choquet-Deny teoremini genellestirecektir. G lokal kompakt Abel grubu olmak
tizere bir u € M(G) 6lgtimiiniin belirli bir ergodik 6zelligini karakterize eden Choquet-

Deny teoremi asagidaki sekildedir.

Teorem 7.1. G lokal kompakt Abel grubu ve u € M(G) olsun. Asagidaki kosullar birbirine
denktir:
(i) ¢ € L*(G) olmak iizere u x @ = @ denkleminin ¢oziimii bir sabit fonksiyondur;
(ii) Her y € G \ {0} icin i(y) # 1 dir.
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Tezin bu kisminda degismeli Banach cebileri igin kuvvetli Ditkin (s-Ditkin) ve
zayif Diktin (w-Ditkin) cebirlerini tanmimlayacagiz. Tanimlayacagimiz bu cebirler

spektral sentez kiimeleri ile yakindan iliskilidir.

Tamim 7.1. A degismeli yar1 basit regiiler bir Banach cebiri olsun. S ¢ X, kapali bir kiime
olmak lizere her a € I(S) i¢in

lim ||b,a —al| =0

n-oo
saglanacak sekilde bir {b,} € J°(S) dizisi varsa S kiimesine bir Ditkin kiimesidir denir.
Bir baska ifadeyle her a € I(S) i¢in a € aj°(S) ise S bir Ditkin kiimesidir. ¢ € %, olmak
tizere eger {¢} tek noktasi bir Ditkin kiimesi ise A cebiri ¢p noktasinda Ditkin sartin1 saglar
denir. Eger bos kiime @ bir Ditkin kiimesi ise A cebiri sonsuzda Ditkin sartin1 saglar denir.

Diger bir ifadeyle lim ||b,a — a|| = 0 olacak sekilde Ay, da bir {b, } dizisi varsa A cebiri
n—->0oo

sonsuzda Ditkin sartin1 saglar denir. Boylece her ¢p € X, U {0} noktasinda Ditkin sartini
saglayan A cebirine kuvvetli Ditkin (s-Ditkin) cebiri denir.

Her ¢ € X, U {0} noktas1 A cebiri igin bir sentez kiimesi ise A cebirine zayif
Ditkin (w-Ditkin) cebiri denir. J°({oo}) = Ayo Ve I({eo}) = A oldugundan her ¢ € X,
icin J({¢p}) = I({¢p}) ve Ay, = A esitlikleri saglaniyorsa A cebirine bir w-Ditkin cebiri
denir. Agiktir ki her s-Ditkin cebiri bir w- Ditkin cebiridir.

Teorem 7.2. A cebiri degismeli yari basit regiiler bir Banach cebiri olsun. Her
¢ € X, U {0} noktasinda A cebirinin Ditkin sartimi sagladigini varsayalim. S C Xy,
kapali ve 0S sa¢ilmig bir kiime ise S bir sentez kiimesidir (Larsen, 1973; Katznelson,
2004).

Ornek 7.1. Asagida s-Ditkin cebiri 6rnekleri verilmistir.

(i) G lokal kompakt Abel grubu olmak iizere L*(G) grup cebiri bir s-Ditkin cebiridir
(Larsen, 1973).

(i) w(®) = (1 + [tD* (0 < a < 1) i¢in L}, (R) Beurling cebiri bir s-Ditkin cebiridir
(Reiter, 2000).
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A degismeli Banach cebiri olsun. ¢ € A* ve a € A igin ¢ - a fonksiyonelini

asagidaki sekilde tanimlayalim:

(p-a,b) =(p,ab) (beA)
fonksiyoneli tanimlansin. ¢ - a € A" oldugu asikardir ve

llg - all < llellallalla
esitsizligi saglanir. Dolayisiyla A* bir Banach A-modiilidiir.

Onerme 7.1. A degismeli yar: basit bir Banach cebiri ve T € M (A) olmak iizere her
@ € A" ve her a € A igin
T(p-a)=T"¢p-a
esitligi saglanir.
Ispat. T € M (A) oldugundan her a, b € A igin T (ab) = a(Th) dir. Buradan her ¢ € A*
ve her a,b € A igin
(T*(p-a),b) =(paTh)=(p,aTb)
= (¢, T(ab)) =(T"¢, ab)
=((T"¢) - a,b)
esitliklerini yazabiliriz. Béylece T*(¢ * @) = T "¢ - a esitligi elde edilir. |

Simdi de keyfi ¢ € A" i¢in
l,={a€A:¢@-a=0}
olarak tanimlayalim. Kolaylikla gorebiliriz Ki I,, A nin kapali bir idealidir. Buna ek olarak
eger A yaklasik birime sahip ise ¢ € I dir. Bunu gosterelim. {e3},¢a genellesmis dizisi
A nin yaklagik birimi ve a € I, olsun. ||ae; — al| = 0 oldugundan
{p,a) =lim{p, ae;) = lim{g. a, &)

olur. Ote yandan ¢.a = 0 oldugundan (¢, a) = 0 elde edilir, dolayisiyla ¢ € I; olur.

Tiim bu hazirliklardan sonra artik Beurling spektrumu da denilen ¢ € A*nin

w*-spektrumunu ifade edebiliriz. ¢ € A*, ¢ # 0 fonksiyonelinin w*-spektrumu ya da

Beurling spektrumu X, nin kapali bir alt kiimesi olarak

o.(p)={p a:a€d} nz,

seklinde tanimlanir.



58
Lemma 7.1. A degismeli yari basit regiiler bir Banach cebiri olsun. Her a € A ve
@ € A" icin asagida belirtilen ifadeler gecerlidir.

(i) o.(¢) =hull(l,)
(ii) 0.(¢-a) S o.(¢) Nsuppd
(iil) A yaklagik birime sahip bir Tauberian cebiri olsun. a,(@) # @ olmasi igin gerek
ve yeter sart ¢ # 0 olmasidir.
ispat.
(i) y € 0.(¢p) ve bira € Aigin ¢ - a = 0 olsun. Bu takdirde y = w* — li)rln(p “ay
olacak sekilde A da genellesmis bir {a, } e, dizisi vardir. Buradan
a(y) =y(@ = lim{p - a3, @)
= li/rln(go ~a,a;) =0
oldugundan y € hull(I(p) olur. Boylece o,(p) S hull(l(p) elde edilir. Simdi de
hull(1,) € 0.(¢) oldugunu gorelim. Farz edelim ki y € hull(1,) fakaty & o, (¢) olsun.

Spektrumun tanimindan y € {@-a:a €A }W*olur. A cebiri regiiler oldugundan
b(y) # 0 ve

(p-b,a)=(p-a,b)=0, Va€eA
olacak sekilde b € A vardir. Buradan ¢ - b = 0 elde ederiz. Diger taraftan y € hull(l(p)
oldugundan h(y) = 0 olur. Bu ise b(y) # 0 olmasi ile gelisir.

(ii) Oncelikli olarak o, (¢ - a) € 0,(¢) oldugunu gosterelim. ¥ € o,(¢p - a) ise
y=w"—lim(¢-a)- b
=w"— li/{n ¢ (aby)
olacak sekilde A da genellesmis bir {bj};en dizisi vardir. Buradan
y=w"— li{ngo - (aby) ile y € 0,(¢) oldugu gorilir. Simdi de o,(¢ - a) S suppd
oldugunu gosterelim. Farz edelim ki y € o,(¢ - a) fakat y € suppa olsun. Bu durumda
a(U,) = {0} saglanacak sekilde y nin bir U, komsulugu vardir (bkz. Lemma 2.1). Ayrica
A regiiler bir cebir oldugundan
b(y) =1 ve suppb € U,

olacak sekilde b € A eleman1 vardir. Bu iki durum birlikte diisiiniildiiglinde
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b(na(y) = ab(y) =0,Vy € 2,
elde edilir. A yar1 basit oldugundan ab = 0 olur. Ote yandan y € 0,(¢ - a) oldugundan
genellesmis bir {b;},ep dizisi vardir Ki

b(y) = (y,b) = lim{(¢ - @) - by, b)

= li/rln((p ~ab,b;) =0
esitligi saglanir; fakat bu b(y) =1 ile celisir. Buradan y € suppd ve bdylece
o,(¢ - a) € suppd kapsamasi gosterilmis olur.
(iii) @ = 0 olursa tamimdan dolay1 g, (@) = @ olur. Diger taraftan A bir Tauberian ve

0,(¢) = @ ise lemmanin (i) sikkindan dolay1 I, = A olur. Ayrica A yaklasik birime sahip
oldugundan yukarida da belirtildigi iizere ¢ € I(j = {0} elde edilir. ]

Lemma 7.2. A bir Tauberian Banach cebiri ise her a € A ve ¢ € A" icin
o(@)n{y€Zy: aly) # 0} S a.(¢-a)

kapsamast gecerlidir.

Ispat. Keyfi a € A ve ¢ € A* alalim. Farz edelim ki bir y € 2, icin y € 0.(¢) olup

a(y) # 0 dir. Tersini farz edelim, y € o,(¢ -a) olsun. Bu durumda b(y) # 0 ve

0. (¢ - a) nin bir komsulugunda b = 0 olacak sekilde bir b € A vardir. 4 bir Tauberian

Banach cebiri oldugundan lim ||b,, — b|| = 0 olacak sekilde A, kiimesinde bir {b;, },en
n—->oo

dizisi mevcuttur. Boylece en az bir ny € N igin b/\no(y) # 0 olacaktir. ¢ :== by b olsun.
Boyle bir ¢ elemani igin ¢ € Ay, ¢(y) # 0 dir ve 0,(¢ - @) nin bir komsulugunda ¢ = 0
oldugu kolaylikla goriilebilir. Bunun bir sonucu olarak da ¢ elemani hull’u o,(¢ - a)
kiimesine esit olan en kiigiik idealdedir. Bir 6nceki lemmadan dolay: ¢ € I,., olur ve
dolayisiyla ¢ - (ac) = 0 olur. Demek ki, o,(¢) iizerinde a@¢ = 0 olur. Ote yandan
y € a,(¢p) ve ¢(y) # 0 oldugundan buradan a(y) = 0 elde edilir ki bu ise a(y) # 0

olmasi ile gelisir. Sonug olarak y € o, (¢ - a) dir. [

T € M(A) olmak tizere
Fp=(0—-T)A
kiimesi A nin kapali bir idealidir ve hull(F;) = F; saglanir ki burada
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Fr={y€Zs: T(y) =1}
ve T, T nin Helgason-Wang temsilidir. Bir A kiimesinin kardinalitesini cardA ile

gosterecegiz.

Teorem 7.3. A yaklasik birime (genelde simirlt olmayan) sahip bir w-Ditkin cebiri ve
T € M(A) olsun. {¢ € A* : T*p = @} uzayimn sonlu boyutlu olmasi icin gerek ve yeter
sart cardFy sonlu olmasidr. Bu durumda
dim{p € A" : T*¢p = ¢} = cardF;
ve
{p €A :T"p = ¢} = span¥Fy
saglanir.
Ispat. Oncelikle {¢p € A* : T*¢ = @} uzaymin sonlu boyutlu oldugunu varsayalim. Her
Y € X, i¢in T*y = T (y)y oldugundan
Frelped :T"p = ¢}
kapsamasi elde edilir. Diger taraftan X, nin A* 1n lineer bagimsiz bir alt kiimesi oldugunu
biliyoruz. Buradan F; sonlu kiime oldugunu sdyleyebiliriz ve dolayisiyla
cardF; < dim{p € A™ : T* ¢ = ¢}
saglanir. Simdi de cardF; nin sonlu kime oldugunu varsayalim, yani
Fr ={¥1, Y2 -, ¥n} Olsun. Kolay bir sekilde
spanFr S {p €A : T"p = ¢}
kapsamasinin dogru oldugunu gorebiliriz. Kapsamanin diger yoniinii gostermek amaciyla
@ € A" olmak iizere T*p = ¢ ve y € o,(¢) saglansin. O zaman
y=w"—lim(p - ay)
olacak sekilde A da genellesmis bir {a;}3ep dizisi vardir. Dahasi her a € A igin
T*(¢-a) = (T*p)-a (bkz. Onerme 7.1) esitligi kullanilarak
Ty =w" — li}an T (¢ - ay)
=w"— li/rln(T*go) - ay
=w" - li/{n Q-ay
=Y
yazilabilir. Bunun bir sonucu olarak T'(y) = 1, yani y € Fr ve dolayisiyla
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O-*((p) c {h, Y2, ""Vn}
elde edilir. Simdi de ¢ = c;y; + cy¥, + -+ ¢,V oldugunu gosterelim ki burada

C1,Cy, ..., Cp ler kompleks sayilardir. Genelligi bozmadan o, (@) = {y1,¥2, ..., ¥} Olarak
varsayabiliriz. Bunun i¢in y4, >, ..., ¥n, lerin sirasiyla Uy, U,, ..., U,, ayrik komsuluklarini
alalim. V; komsulugu y; nin bir kompakt komsulugu olsun oyle ki V; € U;
(i =1,2,...,n) sart1 saglansin. A cebiri regiiler oldugundan

a;(y) =1 yEV;

a;(y)=0 yeZ\U
olacak sekilde a4, a,, ..., a,, € A elemanlar1 vardir (i = 1, 2, ..., n).

a=a+a,++ay,
olarak tanimlayalim. o,(¢) nin bir komsulugunda @ = 1 oldugundan her b € Ay, igin
0, (¢) nin bir komsulugunda ab — b nin Gelfand doniisiimii sifir olur. Bu yiizden ab — b
elemanlart hull’u g, (¢) ye esit olan A nin en kii¢iik idealine aittir. Bundan dolayidir ki

ab—-bel,
olur. Buradan ise
(p-a)-b=¢-b Vb € Ay
elde edilir. A cebiri Tauberian oldugundan A, kiimesi A da yogundur. Bu yiizden her
b € Aigin
(p-a)-b=¢-b
esitligini elde ederiz. Bu esitlik 6zel olarak, A cebirinin bir {e;},ea yaklasik birimi iginde
gergeklesir;
(p-a)-ea=¢-er (VAEN).
Buradan her b € A igin
((p-a)-epb)={¢-e,b)
veya
(¢ - a,exb) = (@, exb)
yazabiliriz. Bu esitlikte A € A boyunca limit alirsak
(p-a,b) ={(p,b)

veya
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esitligi elde edilir. Burada a € A elemani, aq,a,,...,a, € A elemanlarinin toplami
seklinde ifade edildiginden ¢; = ¢ -a; (i = 1,2, ...,n) olmak tizere
=@+ @2+t Qg
olarak yazilabilir. Onceki lemma ve Lemma 7.1’in (ii) sikkindan dolay1
{ri} € 0.(¢p - a)) S 0.(p) N suppd; = {y}
elde edilir ki buradan o, (¢;) = {y;} olur. Demek ki, Lemma 7.1’in (i) sikkindan dolay1
hull(1,) = {y:}
esitliginin gergeklestigi goriilir. Teoremimizin bir hipotezi olarak {y;}, A i¢in
sentezlenebilir bir kiime oldugundan
Iy, = 1{y:})
elde edilir. Boylece I({y;}) nin dik tamlayam c; € C olmak iizere I({y;})* = c;y;
olacagindan
@i € Iy, = Cy;
olur. Demek ki ¢; = c;y; saglanacak sekilde ¢; € C vardir (i = 1, 2, ...,n). Boylece
@ =Cy1+ Yzt t CGin
esitligini elde ederiz. Buradan da
dim{p € A" : T*¢p = ¢} < cardF;
oldugu elde edilir. Boylece
dim{p € A* : T*p = ¢} = cardFr

esitligi teoremi ispatlamis olur. [ ]
Asagidaki sonug¢ Choquet-Deny Teoreminin bir baska genislemesidir.

Teorem 7.4. A bir s-Ditkin cebiri ve T, A min bir ¢carpani olsun. S € %, kapali ve 0S

sagilmug bir kiime ise asagidaki sartlar denktir:

*

DN{ped ::Tp=¢}Cc spanSW ;
(i) Hery € 2, \ S icin T(y) # 1.

Ayrica 0F sagilmis bir kiime ise

*

_w
{peA :T"p = ¢} = spanFy

esitligi vardr.



63
Ispat. (i) = (ii): Asagidaki esitlikten
{ped :T"o=9}=Fp

Fi c spanSW kapsamasi gegerlidir. Ayrica I(S)* = spanS v oldugundan

*

1) tah = (pans” ) <
olur ki ve boylece
{rez,: T(y) =1} =hull(Fy) € hull(I(S)) =S
kapsamas1 dogrudur. Sonug olarak her y € %, \ S i¢in T(y) # 1 elde edilir.
(ii) = (i): Asagidaki bagintilardan
Fr =hull(F;) €S
ve S kiimesinin bir sentez kiimesi olmasindan (bkz. Teorem 7.2)

1(8) =J(S) €J(Fr) € Fr

yazilabilir. Boylece sonug olarak

*

{peA T o=9}=FF ISt = spanSW
elde edilir.

Eger S = Frisehery € 3, \ Sicin T(y) # 1 oldugundan (i) sikki ile

{ped : T o =¢}c spaniFTW
elde edilir. Diger yandan, her y € 2, i¢in T*y = T(y)y oldugundan

_ w*
spanF; C{p €A :T*p = ¢}

olur. Boylece istenilen

*

{pedA :Tp=¢}= spanTTW

esitligi elde edilmis olur. [

LY(G) grup cebirlerine ekstradan bir “agirlik” eklendiginde, harmonik analizin
farkli alanlarinda 6nemli bir rol oynayan Beurling cebirleri elde edilir. Bu cebirler ilk kez
1938 yilinda G = R durumu i¢in A. Beurling tarafindan ele alinmis, lokal kompakt
gruplara Y. Domar tarafindan genellestirilmistir. Agirlikli grup cebiri olarak da bilinen
Beurling cebiri, 6zel olarak w = 1 agirlik fonksiyonu ile L'(G) grup cebiridir. Bu
boliimde nceki boliimde elde edilen sonuglarm L} (G) agirlikli grup cebirlerine ve S(G)

Segal cebirlerine uygulamalarina yer verilecektir.
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7.1. Agirhikhh Grup Cebirleri

Tanmum 7.2. G lokal kompakt bir Abel grubu olmak iizere her g,s € G igin
w(g + 5) < w(g)w(s) sartin1 saglayan siirekli w : G - [1, ) fonksiyonuna G iizerinde

bir agwrlik fonksiyonu denir.

Lokal kompakt bir Abel G grubu tizerinde w bir agirlik fonksiyonu olsun.
LL(G) ={f : G > C: f olgiilebilir bir fonksiyon ve fw € L*(G) }

vektor uzay1 lizerinde
Ifllyew = flf(t)lw(t)dl(t) <o (f €Ly(6)
G

tanimlanan bu norma gére, L1 (G) bir Banach uzayidir. L%, (G) iizerinde konvoliisyon

carpimi
fegls)= f f(s—Dg@®dAE®) (s€ )
G

olarak verilir. Bu konvoliisyon islemine gére L. (G) bir Banach cebiridir. Bu cebir
genelde birime sahip olmayan (G diskret olmasi harig) ancak yaklasik birime sahip bir
Banach cebiridir. G kompakt olmas1 durumunda ise L*(G) = L, (G) olur.

Agirlikli L (G) uzayt

L3(G) ={f : G - C: f olgiilebilir ve ge L”(G) }

olarak tanimlanir. Bu uzay

ol = ess su lp(®)]
<p ©o,w * p (l)(t)

normuna gore bir Banach uzayidir. LY (G) uzay: L, (G) nin dual uzay: olup aralarinda

dualite her f € L1, (G) ve ¢ € L3 (G) igin
f= (.0 = [ FOR@A
G

formulii ile verilir.

Lokal kompakt bir Abel G grubu tizerinde w, bir agirlik fonksiyonu olmak tizere
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f o@®)dlul(t) < o

G

kosulunu saglayan tiim kompleks degerli regiiler Borel 6l¢iimler kiimesi

lall,, = f (@) dlul(©)

G

normu ile bir Banach uzayidir. Bu uzay M, (G) ile gosterilir. Konvoliisyon islemi ile
M, (G), degismeli ve birimli bir Banach cebiridir ve agirlikli 6l¢tim cebiri olarakta bilinir.
Grup cebirlerinde belirtildigi gibi Ll,(G) Banach cebiri, M, (G) cebirinin kapali bir
idealidir. Wendel (1952) tarafindan M (L'(G)) = M(G) oldugu ispat edilen bu sonug,
Beurling cebirlerine de genisletilebilir: T, Lt (G) cebirinin bir garpani olmak {izere her
feLL(G) icin T = T, olacak sekilde bir tek u € M,,(G) 6lgiimii vardir ki burada
T.f = f * wdir. Ayrica p — T, doniisiimii bir izometrik izomorfizmdir. Dahasi
M(Ly(®) = My (6)
esitligi vardir. T nin Helgason-Wang temsili, p niin Fourier-Stieltjes doniisiimii ile cakisir

(Laursen ve Neumann, 2000).

Tamim 7.3. G lokal kompakt bir Abel grubu ve w, G iizerinde bir agirlik fonksiyonu olsun.
Eger w fonksiyonu her g € G igin
(i) 3ag >0, w(ng) = 0(In|*) (In| = o),

(ii) lim inf222 = o

[n|-co n|
sartlarin1 sagliyorsa, bu takdirde w agirlik fonksiyonu Shilov sartlarini sagliyor denir

(Reiter, 2000).

Teorem 7.5. G lokal kompakt Abel grubu tizerinde w agirlik fonksiyonu Shilov sartlarin
saglasin. O zaman asagidakiler gerceklegir.
(i) L%, (G) Beurling cebirinin Gelfand uzay: G dir.
(ii) Her f € LY, (G) nin Gelfand doniisiimii f nin Fourier doniisiimiidiir.
(iii) LL, (@) bir w-Ditkin cebiridir
(Reiter, 2000).
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Lokal kompakt bir Abel G grubu tizerinde w, bir agirlik fonksiyonu olmak iizere
Eo=1{f—uxf:fely(G)

bir kapal1 idealdir. Aynen L*(G) grup cebirinde gosterildigi gibi, bu idealin hull’u

Fo={r €G: py) =1}
seklinde olur. Her u € M, (G), f € LL,(G) ve ¢ € LY (G) i¢in
(fow-@) ={f xw @) =(Tf,0) ={f,T"¢)

oldugundan T*¢ = p * ¢ elde edilir. Bunun bir sonucu olarak F, nin dik tamlayani

Br={oelg(@):uxp =9}

olur. Yukarida sOylenilenlerden de anlasildigi iizere, w agirlik fonksiyonu Shilov

sartlarin1 sagladigi takdirde LY, (G) cebiri Teorem 7.3’iin tiim sartlarini saglar.
Sonug olarak asagidaki neticeyi elde edebiliriz.

Teorem 7.6. G lokal kompakt bir Abel grubu ve w ise Shilov sartlarni saglayan bir agirlik
fonksiyonu olsun. Eger u € M, (G) ise {¢ € L3 (G) : u* ¢ = @} uzayin sonlu boyutlu
olmast i¢in gerek ve yeter sart cardF, kiimesinin sonlu olmasidir. Bu durumda
dim{p € Ly (G) : u* @ = ¢} = cardF,
ve
{9 € L5(G) - px ¢ = ¢} = spanF,

esitlikleri vardir.

Asagidaki 6rnek, bir 6nceki teoremde w-Ditkin sart1 kaldirildig: takdirde teoremin

dogru olamayacagini gosterir.

Ornek 7.2. w(t) = 1+ |t| bir agirlik fonksiyonu olmak iizere L., (R) Beurling cebiri

olsun. O zaman

1{0}) = {f € LL,(R) : £(0) = 0}

ve

J{OD = {f € LL(R) : £(0) = 7(0) = 0}
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olur (Gelfand ve ark., 1964). Ll (R) iizerinde Tf = h = f olarak bir T carpan
t2

tanimlayalim ki burada h(t) = %8_7 dir. Ozaman T = A ve h(1) = e~* dir. Buradan

Fr = {0} olur. Boylece cardFy =1 dir. Eger f € I —T)LL,(R) ise f =k —hx*k
olacak sekilde bir k € L% (R) vardir. Buradan
fFO=kW(1-e*) @QeR)
olur. Bunun sonucu olarak da £(0) = £(0) = 0 elde edilir ve bu yiizden F; < J({0})
olur. Ayrica J({0}), hull(] ({0})) = {0} esitligini saglayan en kii¢iik ideal oldugundan
Fr = J({0}) olur. Boylece
dim{p € L3(G) : T*¢ = ¢} = dimF; = dimj ({0} = 2

sonucu elde edilir.

Hatirlanacagi gibi w(g) = (1 + |g])%, (0 < a < 1) agulik fonksiyonu igin

LY, (R™) Beurling cebiri bir s-Ditkin cebiridir, burada g = (ty, ..., t,) olmak iizere

9] = (€2 + - + £2)z dir (Reiter, 2000).
G = R" grubu i¢in R® = R" oldugundan R" ile R™ arasinda bir 6zdeslestirme
A2
olarak verilir. Burada 2 = (A4, ...,4,) Ve t = (ty, ..., t,) olmak iizere y;(t) = e~"**,

t-A =1ty Ay + -+ t, 4, olarak verilir. Dolayisiyla u € M, (R™) olmak tizere

AQ) = A = f et du(t)
Rn

elde edilir. Boylece bu tiir cebirler i¢in Teorem 7.4 uygulanildiginda asagidaki sonucu
elde ederiz.

Teorem 7.7. 0 < a < 1 olmak iizere w(g) = (1 + |g|)%, R™ de bir agirlik fonksiyonu

ve LY (R™), bu agwhk fonksiyonuna karsilik bir Beurling cebiri olsun, burada
1

g = (ty, .., t,) icin |g| = (t? + --- + t2)z dir. T, LL,(R™) nin bir ¢arpan: olmak iizere

K € R" kapali ve 0K sag¢ilmig bir kiime ise asagidaki sartlar denktir:

N {pely(RY) :pu*p =9} C spanKW :
(ii) Her 1 € R™ \ K icin (1) # 1.



68

Ayrica 0F, sagilmus bir kiime ise

*

[E—4
{p € LE(R™) : ux @ = @} = span¥F,

esitligi vardir.
7.2. Segal Cebirleri

Tamm 7.4. G lokal kompakt Abel grubu, S(G), L*(G) uzaymin asagidaki kosullar
saglayan bir alt uzayi olsun:
(i) S(G), L*(G) uzayinda L'-normuna gore yogundur.
(ii) S(G), bir ||*||s normuna gore bir Banach uzayidir ve her f € S(G) igin
If1lls < Clif s
esitsizligi saglayacak sekilde bir € > 0 sabiti vardir.
(iii) S(G) otelemeler altinda invaryanttir; her f € S(G) ve g € G igin f,; € S(G) dir ve
||fg||s = |Iflls kosulu saglanir, burada f;(s) := f(g + s) dir.
(iv) Her f € S(G) igin g — f, doniisiimii G den S(G) ye siireklidir.
Bu takdirde S(G) konvoliisyon garpimi ile degismeli bir Banach cebiridir. Bu cebire Segal
cebiri denir (Reiter, 2000).

S(G) Segal cebirinin Gelfand uzayr G nin dual grubu ile 6zdeslestirilebilir.
f € S(G) nin Gelfand doniisiimii, f nin Fourier dontisimidiir. Boylelikle S(G) Segal
cebiri yar1 basit regiiler bir Banach cebiridir.

Segal cebirinin tanimindan dolay1 herhangi bir S(G) Segal cebiri bir Banach
L'(G)-konvoliisyon modiildiir. Eger h € L'(G) ve f € S(G) ise bu takdirde h = f € S(G)
olur ve

Ik flls < NRlLIflls  CheL'G),f €S(G)
esitsizligi saglanir. Ozel olarak L' (G) cebiri de bir Segal cebiridir ve bilindigi iizere L' (G)
sinirl yaklasik birime sahiptir. Simdi de sunu gorelim ki L' (G) cebiri disinda higbir Segal
cebiri smirl yaklasik birime sahip olamaz. Gergekten, L' (G) cebiri sinirl yaklagik birime
sahip oldugundan Cohen-Hewit faktorizasyon teoreminden dolay1 (Hewitt ve Ross, 1963)
S(G) = LYG) = S(G)
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esitligi yazilabilir. Diger taraftan L*(G) cebiri bir Banach S(G)-konvoliisyon modiiliidiir.
Eger S(G) cebirinin smuirli yaklasik birimi olsayd: yine Cohen-Hewit faktorizasyon
teoreminden dolay1
L1(G) = S(G) * L1(G)
olurdu. Bu son iki esitlikten S(G) = L*(G) elde edilirdi.
Hatirlatalim ki S(G) Segal cebiri bir yaklasik birime sahiptir (Reiter, 2000).
Dahas1 S(G) Segal cebiri bir s-Ditkin cebiridir (Yap, 1971).
Simdi de
A@G) ={f : f e 1(G)}
olarak tanimlayalim.
171, = IIFlly
normuna gore A(G) bir Banach cebiri olup bu cebire Fourier cebiri denir. Tanimdan da
anlasilacag1 tizere A(G) Fourier cebiri, L'(G) cebirine izometrik izomorftur. A(G)
cebirinin duali A(G)* olup bu uzayn her bir elemanina pseudool¢iim denir.
Bir T operatorii S(G) Segal cebirinin bir ¢arpani ise
Tf=o0xf f eS(G)
olacak sekilde bir tek o pseudodl¢iimii vardir (Unni, 1974). Bir ¢ pseudodlgiimiiniin
Fourier doniisiimii
(6,f)= (0. f)
olarak tanimlanir. Kolayca goriilebilir ki T, S(G) Segal cebirinin bir ¢arpani ve o, T yi
temsil eden bir pseudodl¢iim ise T nin Helgason-Wang temsili, o nin Fourier doniistimii
ile cakisir. Bir baska ifadeyle T = & olur.
S(G) bir Segal cebiri ve g bir pseudodlgiim olmak tizere
F={f—-oxf:feS(G)
idealini ele alalim. Yukarida da gordiigimiiz iizere bu idealin hull’u
F,={yec: 60)=1)
dir. Boylelikle asagidaki teoremleri elde ederiz.
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Teorem 7.8. S(G) bir Segal cebiri ve o bir pseudosi¢iim olsun. {p € S(G)* : 0 * @ = ¢}
uzayinin sonlu boyutlu olmasi i¢in gerek ve yeter sart cardF,; kiimesinin sonlu olmasidur.
Bu durumda
dim{p € S(G)* : 0 *x @ = @} = cardF,
ve
{p €5(G)" : 0 ¢ = ¢} = spanF,

esitlikleri vardr.

Teorem 7.9. S(G) bir Segal cebiri ve o bir pseudodiciim olsun. K, G nin kapal: bir alt

kiimesi ve 0K sacilmis bir kiime ise asagidaki sartlar denktir:
() {p €S(G) 10+ = ¢} S 5pank " ;
(i) Her y € G \ K icin 6(y) # 1.
Ayrica 0F, sagilmuis bir kiime ise
{peSW@) :0+p=0¢}= Spanfaw*

esitligi vardur.



8. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda 6ncelikle kuvveti sinirli her ¢arpanin izometrik bir ¢arpana
genisletilebilecegi ispat edildi. Izometrik bir ¢arpanin 6zelliklerinden yol c¢ikarak
degismeli bir Banach cebirinde ¢arpanlarin iterasyonlarmin yakinsakligi i¢in gerekli ve
yeterli kosullar verildi. Daha sonra Banach cebirinde ¢arpanlar teorisinde Katznelson-
Tzafriri teoreminin (Katznelson ve Tzafriri, 1986) daha genel bir formu ele alindi.
Carpanlar teorisinde Katznelson-Tzafriri teoreminin benzer sonuglar1 daha zayif sartlar
altinda elde edildi. Son olarak lokal kompakt Abel gruplarinda Choquet-Deny tipli
teoremler ele alinmis olup degismeli Banach cebirlerinin ¢arpanlari baglaminda Choquet-
Deny teoremini de (Choquet ve Deny, 1960) kapsayacak sekilde sonuglar elde edildi.

Calismanin amact dogrultusunda literatiire bakildiginda bu konuyla ilgili
yeterince ¢alisma yapilmadigi goriilmektedir. Dolayisiyla konu ile ilgili 6zgiin ¢caligmalar
yapilmasina ihtiya¢ duyulmaktadir. Daha 6nce yapilan ¢alismalardaki neticelerin sartlari

zayiflatilarak daha 6nemli sonuclar elde edilebilir.
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