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ÖZET 

 

 

SPLİT KUATERNİYONLARLA MEKANİZMA KİNEMATİĞİ 

 

 

ÇETİNEL, Mehmet Sıddık 

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı 

Tez Danışmanı: Prof. Dr. Şenay BAYDAŞ 

Aralık 2019, 51 sayfa 

 

  Split kuaterniyonlarla mekanizma kinematiğini incelediğimiz tez altı bölümden 

oluşmaktadır. İlk iki bölümde sırasıyla giriş ve kaynak bildirişlerine, üçüncü bölümde temel 

kavramlara yer verilmiştir. 

  Dördüncü bölümde kuaterniyon, dönme hareketine karşılık gelen birim kuaterniyon, 

adjoint dönme operatörü ve dual kuaterniyon kavramları verilmiştir. Beşinci bölümde split 

kuaterniyon tanımı verilerek özellikleri ele alınmıştır. Split kuaterniyonlarla mekanizma 

kinematiği izah edilmiş ve Matlab uygulamaları verilmiştir. Altıncı bölümde sonuç ve tartışma 

verilmiştir. 

 

 Anahtar kelimeler: Dönme, Kuaterniyon, Lorentz uzayı, Mekanizma, Minkowski 

uzayı, Split kuaterniyon, Öteleme. 
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ABSTRACT 

 

 

THE KINEMATICS OF MECHANISM WITH SPLIT QUATERNATIONS  

 

 

ÇETİNEL, Mehmet Sıddık 

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics 

Supervisor: Prof. Dr. Şenay BAYDAŞ 

December 2019, 51 pages 

 

  The thesis, in which we examine the mechanism kinematics of split quaternions, 

consists of six chapters.In the first two chapters, the introduction and the literature review are 

involved and in the third chapter, the basic concepts are given with respect to the main purpose 

of the thesis study.     

  In the fourth chapter, quaternion, unit quaternion corresponding to rotation, adjoint 

rotation operator and dual quaternion are given. In the fifth chapter, the definition of split 

quaternion is given and its properties are discussed. The kinematics of mechanism is explained 

by split quaternions and Matlab application is added. In the sixth chapter, results and discussion 

are given.   

 

  Keywords: Rotation, Quaternion, Lorentzian space, Mechanism, Minkowski space, 

Split quaternion, Translation. 
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1. GİRİŞ 

 

 

Robotik, mekanizma teorisi temel olarak kinematik teoriyi kullanmaktadır. 

Çalışılan uzay, uzayda tanımlı olan metrik tasarlanan mekanizmayı ve bağlı olarak 

robotik teoriyi dizayn eder. Temel olan iki dönüşüm vardır ve bunlar öteleme ve 

dönmedir. Uzayda iki nokta arasındaki yerdeğiştirme öteleme ve dönme ile tek türlü 

olarak bellidir. Dönme ve öteleme birer izometridir. Dönme bir noktayı sabit bırakan bir 

izometri olarak tanımlanmaktadır (Bottema ve Roth,1979). Dönme ve öteleme farklı 

matematik araçlar ile ifade edilebilmektedir. En yaygın olanı matrisleri kullanmaktır. 

Ancak çalışılan mekanizmaya bağlı olarak kuaterniyonları kullanmak veya çalışılan uzay 

eğer Lorentz-Minkowski uzayı ise split kuaterniyonları kullanmak daha iyi sonuçlar 

vermektedir. Kullanılan her matematiksel araç, uzay, mekanizmanın yapısı ve sisteme 

eşlik eden diğer faktörlere bağlı olarak tercihin ne olacağını belirler. Kuaterniyonlar 

adjoint operatörle birlikte dönmeyi tanımlarlar (Hacısalihoğlu, 1983). Eğer kuaterniyon 

operatörünün dönme ve ötelemeyi birlikte vermesi istenirse bu durumda dual 

kuaterniyonları kullanmak gerekir (McCarthy, 1990). Minkowski_Lorentz uzayda 

çalışılıyor ise split kuaterniyonlardan hareketle split kuaterniyon operatörü ve dual 

katsayılı split kuaterniyonlar kullanılabilmektedir. 

Bu tez kapsamı içinde tüm bu durumlar için temel bilgiler verilecek ve 

Lorentz_Minkowski uzaydaki mekanizmalar için temel kinematik araçlar split 

kuaterniyonlar ile verilecektir.  
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2. KAYNAK BİLDİRİŞLERİ 

 

 

Kinematik ve mekanizma teorisi matematik teori tarihiyle başlar. Matrisler temel 

olarak lineer denklem sistemlerinin çözümü ile ortaya çıkmaktadır. Ortogonal matris 

kavramsal olarak Euler’den beri var olsa da matris terimini ilk kullanan Cayley olmuştur. 

Cayley bu makalede temel bilgileri de vermektedir. Dönme bir noktayı sabit bırakan bir 

izometridir.  Her boyuttaki uzayda bir dönme bir ortogonal matris ile verilebilir ve bu 

büyük bir kolaylaştırıcıdır. 𝑛 > 2  boyutlu uzayda bir dönmeye karşı gelen ortogonal 

matrisin karakteristik vektörü dönmenin eksen vektörüdür.  Bu durumda matris-

karakteristik vektör geçişleri Cayley formülü ile verilebilir (Bottema ve Roth,1979). 

Rodrigues denklemi bunun invaryantlık durumunu ifade etmektedir (McCarthy, 1990). 

Sir William Hamilton kompleks sayıların bir genellemesi olarak kuaterniyonları 

takdim etmiştir (Hamilton, 1843). Kuaterniyonlar 4-boyutlu vektör uzayı üstünde 

tanımlıdır. Bir kuaterniyon genel olarak iki bileşenin toplamı olarak verilebilir. Bunlardan 

biri kuaterniyonun skaler kısmı diğeri de vektör kısmıdır. Kuaterniyon çarpımı skalar ile 

çarpma, skaler çarpım ve vektörel çarpımın bir kombinasyonudur (Kuipers, 1999). İç 

çarpım ve vektörel çarpım özellikleri yardımıyla kuaterniyon çarpımın özellikleri ifade 

ve ispat edilebilmektedir (Hamilton, 1843; Hacısalihoğlu, 1983). Önemli özeliklerinden 

biri birim kuaterniyonun yazılımına eşlik eden birim vektördür. Adj dönüşümü 

kullanılarak bir birim kuaterniyon dönme operatörü olarak verilebilmektedir. Bu durumda 

kuaterniyonun birim formuna eşlik eden birim vektör aynı zamanda dönmenin dönme 

eksenidir. Böylece dönme, dönme ekseni ve birim kuaterniyonun birim vektörü geçişleri 

önemlidir.  Mekanizma tasarımında linklerin dönme eksenlerinin doğrultman vektörlerini 

birim vektör kabul eden birim kuaterniyonların çarpımı mekanizmanın dönmeler kısmını 

vermektedir. Yerdeğiştirmelerdeki öteleme kısmı için dual katsayılı dual kuaterniyonlar 

kullanılmaktadır (McCarthy, 1990).  

Hamilton tarafından takdim edilen kuaterniyonlar, kuaterniyonun vektör kısmının 

birim vektörlerinin iç çarpımlarının -1 olması üstüne kurulmuştur. Hamilton’un 
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çalışmasının yayınlanmasından 6 yıl sonra J. Cockle kuaterniyonların yeni bir 

sınıflandırmasını yayınlamıştır (Cockle, 1849). Dördeyler adını verdiği cümle üstünde 

farklı dört tip çarpımı tanımlamıştır. Bunlardan biri Sir W Hamilton’un tanımladığı 

kuaterniyonlardır ve bunu yeni bir isimle isimlendirmemiştir. Cockle’nın 

sınıflandırmasına göre dördeyler şunlardır. 1. The Quaternion of Sir W. R. Hamilton, 2. 

The Tessarine system, 3. The Coquaternion System ve 4. The Cotessarine system.  

Hareket geometrisindeki önemli araçlardan biri de dual sayılardır. Dual sayılar, 

Clifford tarafından tanıtılmıştır (Clifford, 1873). 

Coquaternion daha sonra split kuaterniyon olarak ullanılmıştır. Split kelimesinin 

çevirisi olarak bölünmüş kelimesi, içeriği tam karşılamasa da kullanılmaktadır. Ancak 

temel anlamı ve kullanıldığı uzay önemlidir. Coquaternion, split kuaterniyon çarpımında 

baz vektörleri çarpımı  

𝑖2 = −1, 𝑗2 = 1, 𝑘2 = 1 

şeklinde değer alır ve bu durumda split kuaterniyonların etki uzayı 4 boyutlu Lorentz-

Minkowski uzayıdır. Etki uzayının 4 boyutlu Minkowski uzayı olması, split 

kuaterniyonların relativite, mekanik, kuantum mekaniği, 4-boyutlu Lorentz uzayında 

kinematik ve mekanizma tasarımında önemli çalışmalar yapılmasına öncü olmuştur 

(Inoguchi, 1998; Kula ve Yaylı, 2007; Jiang ve ark., 2015; Jiang ve ark., 2018). Kinematik 

açıdan yerdeğiştirmede dönme ve öteleme birlikte kullanılmak istenirse katsayıları dual 

sayılar olan dual split kuaterniyonlar kullanılabilir.  

 



 

 

 

 

3.  TEMEL KAVRAMLAR 

 

 

3.1. Dual Sayılar 

 

ℝ reel sayılar cümlesini göstersin. (ℝ, +,∙) üçlüsü bir cisimdir. ℝ × ℝ üstünde bir yapı 

şöyle inşa edilir 

𝔇 = ℝ × ℝ = {(𝑎, 𝑏): 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ} 

cümlesi üstünde +,∙,⊗ işlemleri, 

Toplama: (𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑) = (𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑) 

Skalar ile çarpma : λ(𝑎, 𝑏) = (λa, λ𝑏) 

Çarpma : (𝑎, 𝑏) ⊗ (𝑐, 𝑑) = (𝑎𝑐, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) 

olarak tanımlansın. 

Tanım 3.1.1. (𝔇, +,∙,⊗) cümlesine dual sayılar cümlesi ve 𝑑 ∈ 𝔇  ye de dual sayı denir 

(Hacısalihoğlu, 1983). 

Bir (𝑎, 𝑏) ∈ 𝔇 dual sayısı 

(𝑎, 𝑏) = 𝑎(1,0) + 𝑏(0,1) 

olarak (1,0), (0,1) birimleri cinsinden yazılabilir. Burada  (1,0) reel birim (0,1) ise dual 

birim olarak isimlendirilir. 

(0,1) = 𝜀 ve (1,0) = 1 ile gösterilir. Dual birim,  𝜀2 = 0 özelliğine sahip bir dual sayıdır, 

şöyle ki; 

(0,1) ⊗ (0,1) = (1.0,0.1 + 1.0) = (0,0) ≅ 0 

dır. Bu özellik dual sayılar için karakteristik özelliktir. 

Böylece (𝑎, 𝑏) dual sayısı (𝑎, 𝑏) = 𝑎(1,0) + 𝑏(0,1) = 𝑎 + 𝜀𝑏 olarak da yazılabilir. 

Bu durumdan 𝔇 dual sayılar cümlesi 

𝔇 = {𝑎 + 𝜀𝑏: 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ 𝑣𝑒 𝜀2 = 0} 

şeklinde de yazılır. 
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Tanım 3.1.2. (Eşitlik): 𝑑1 = 𝑎1 + 𝜀𝑏1 , 𝑑2 = 𝑎2 + 𝜀𝑏2 ve 𝑑1 = 𝑑2 ise 𝑎1 = 𝑎2 𝑣𝑒 

 𝑏1 = 𝑏2 dir. 

Tanım 3.1.3 (Eşlenik):  𝑑 = 𝑎 + 𝜀𝑏 ∈ 𝔇 için    �̅� = 𝑎 − 𝜀𝑏  sayısına 𝑑 nin eşleniği denir 

(Hacısalihoğlu, 1983). 

Tanım 3.1.4. (Ters eleman varlığı):  𝑑 = 𝑎 + 𝜀𝑏, 𝑎 ≠ 0 dual sayısı için 𝑑 nin tersi 𝑑−1 =

(
1

𝑎
 ,

−𝑏

𝑎2 )  dir (Hacısalihoğlu, 1983). 

Örnek 3.1.1.  

𝑑 = (6,11),  𝑑 = 6 + 11𝜀 formunda yazılabilir. 

  
1

𝑑
=

1

6+11𝜀 
  kesrinin hem pay hem paydası eşleniği ile genişletilirse 

 

1

𝑑
= (

1

6 + 11𝜀
) . (

6 − 11𝜀

6 − 11𝜀
) 

 

   = (
6 − 11𝜖

36 − 66𝜀 + 66𝜀 + 11𝜀2
) 

 

= (
6 − 11𝜀

36
) = (

6

36
−

11

36
𝜀) 

= (
6

36
−

11

36
𝜀) = (

1

6
 ,

−11

36
) 

 

olduğu görülür. 

 

Tanım 3.1.5. (Bölme) : 𝑑1, 𝑑2 ∈ 𝔇, 𝑑1 = 𝑎1 + 𝜀𝑏1, 𝑑2 = 𝑎2 + 𝜀𝑏2 , 𝑎2 ≠ 0 için 

𝑑1

𝑑2
= 𝑑1. 𝑑2

−1
 

olarak tanımlanır (Hacısalihoğlu, 1983). 
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Teorem 3.1.1. (𝔇,⊕,⊗) üçlüsü bir halkadır. 

İspat : Aşağıdaki halka aksiyomları sağlanır. 

1) (𝔇,⊕) değişmeli gruptur, 

2) (𝔇,⊗) yarı gruptur, 

3) ⊗ işleminin ⊕ işlemi üzerine sağdan ve soldan dağılmalıdır. 

 

3.2. Dual Vektör 

 

𝔇 dual sayılar cümlesini göstermek üzere 𝔇3 cümlesi 

 𝔇3 = 𝔇 × 𝔇 × 𝔇 olarak tanımlansın. 𝐴 ∈ 𝔇3 için  

𝐴 = (𝐴1, 𝐴2, 𝐴3), 𝐴𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝜀𝑎𝑖
∗, 𝑎𝑖, 𝑎𝑖

∗𝜖𝑅 

𝔇3 üzerinde toplama ve skalar ile çarpma işlemi şöyle tanımlanır  

                                (𝐴 + 𝐵) = (�⃗� + 𝜀�⃗�∗) + (�⃗⃗� + 𝜀�⃗⃗�∗) = (�⃗� + �⃗⃗�, 𝜀(�⃗�∗ + �⃗⃗�∗)), 

𝜆. 𝐴 = 𝜆�⃗� + 𝜀𝜆�⃗�∗. 

Teorem 3.2.1. (𝔇3, +) ikilisi bir gruptur. 

İspat : Aşağıdaki özellikler sağlanır: 

1) Kapalılık özelliği, 

2) Birleşme özelliği, 

3) Birim(etkisiz) eleman vardır, 

4) Ters eleman vardır. 

Teorem 3.2.2. 𝔇3, 𝔇 üzerinde bir modüldür. 

İspat: Aşağıda yazılı modül olma aksiyomları sağlanır. 

M1 : ⩝ α ∈ 𝔇 ve ⩝ A, B ∈ 𝔇3 için; 

α(A + B) = αA + αB, 

M2 : ⩝ α, β ∈ 𝔇 ve ⩝ A ∈ 𝔇3 için; 

(α + β)A = αA + βA, 
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M3 : ⩝ α, β ∈ 𝔇 ve ⩝ A ∈ 𝔇3 için; 

(αβ)A = α(βA), 

M4: (1, 0) ∈ 𝔇 elemanının ℝ deki izomorfu 1 olmak üzere ve  ⩝ A ∈ 𝔇3  için  

1. A = A 

burada, 𝔇 dual sayılar halkası üzerinde tanımlanan bu modül "𝔇 − modül " olarak 

adlandırılır (Hacısalihoğlu, 1983).  

Tanım 3.2.1.  Bir 𝐴 ∈ 𝔇3 dual vektörünün normu,  𝐴 = �⃗� + 𝜀𝑎∗⃗⃗⃗⃗⃗ için  

‖𝐴‖ = (‖�⃗�‖,
〈�⃗�, 𝑎∗⃗⃗⃗⃗⃗〉

‖�⃗�‖
) 

şeklinde tanımlı olan dual sayıdır.  

Bir 𝐴 ∈ 𝔇3  için 〈𝐴, 𝐴〉 = (1,0) ise 𝐴 ya birim dual vektör denir. (Hacısalihoğlu, 1983). 

Örnek 3.2.1.  𝐴 = (1 − 2𝜀, −2 + 3𝜀, 1 + 14𝜀) ise ‖𝐴‖ normu  

                                 𝐴 = (1, −2, 1) + 𝜀(−2, 3, 14) 

‖𝐴‖ = (√12 + (−2)2 + 12,
(1. (−2) + (−2). 3 + 1.4)

√12 + (−2)2 + 12
 ) 

                                 = (√6, √6) 

olarak bulunur. 

Teorem 3.2.3.  𝐴 ∈ 𝔇3, 𝐴 = �⃗� + 𝜀�⃗�∗  bir birim dual vektör ise,  ‖�⃗�‖ = 1 ve 〈�⃗�, �⃗�∗〉 = 0 

dır (Hacısalihoğlu, 1983). 

İspat: ‖𝐴‖ = 1 ise (‖�⃗�‖,
〈�⃗⃗�,𝑎∗⃗⃗ ⃗⃗⃗〉

‖�⃗⃗�‖
) = (1,0) ve buradan ‖�⃗�‖ = 1 ve 〈�⃗�, �⃗�∗〉 = 0 elde edilir. 

 

3.3. Katı Dönüşümler  

 

Bir linkin bir diğerine göre pozisyonu matematiksel olarak her bir katı cisme 

bağlanmış referans çatıları arasındaki koordinat transformasyonu ile verilmesi genel 

olarak kinematik zincir olarak tanımlanır. 

Bir cismin bir diğerine bağlı pozisyonunu çalışmak için her bir cisme birer çatı 

bağlanır. Cisimlerden biri sabit diğeri hareketli kabul edilir. Bağlanan çatı sabit çatı olarak 
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isimlendirilir ve bu çatı F ile gösterilir. Hareketli cisme bağlanan çatı, hareketli çatıdır ve 

M ile gösterilir. Koordinat transformasyonu  

𝐷: 𝐹 → 𝑀 

şeklinde olup, M de ölçülen koordinatları, F deki koordinatlara dönüştürür. Bu 

transformasyon,  

𝑋 = [𝐴]𝑥 + 𝑑                                                       (3.1) 

 

ile verilir; burada, x noktanın M deki yer vektörü, X ise F deki yer vektörüdür (Bottema 

ve Roth,1979). 

 ℝ3’de bir dönme, dönme ekseni ile karakterize edilir. Temel olan üç dönme ekseni 

koordinat eksenleridir ve bunlara bağlı dönmeler özel olarak adlandırılır. Bu 

isimlendirmeler şöyledir: 

Dönme ekseni x ekseni ise dönmeye yalpa (yaw), 

Dönme ekseni y ekseni ise dönmeye iniş- çıkış (pitch), 

Dönme ekseni z ekseni ise dönmeye yuvarlama (roll) adı verilir (Schilling, 1990; Parkin, 

1991). 

 

Şekil 3.1. Eksenlere göre dönmeler (roll (yuvarlama), pitch (iniş-çıkış), yaw (yalpa)) 
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  ℝ3 te bir dönmenin, bir eksen etrafında olmasının anlamı dönmenin bir ekseni 

invaryant bırakması demektir. Bu kavram ise verilen bir matrisle belli olan lineer 

dönüşümün karakteristik vektörleriyle verilebilir. Söz konusu, ortogonal matrisler olduğu 

için 𝐴 ∈ 𝑂(3) matrisinin karakteristik vektörleri belirlenmelidir. Çözüm, 

 

[𝐴]�⃗� = 𝜆�⃗�                                             (3.6) 

 

matris denkleminin çözüm cümlesidir.   

�⃗� = [𝐴]�⃗� + 𝑑 ile verilen koordinat transformasyonunu, bir noktayı ilk 

konumundan şimdiki konumuna taşıyan bir operasyon olarak görmek sık yapılan bir 

eylemdir. Bu x vektörünün ölçülendirildiği koordinat çatısı hakkında karışıklığa yol 

açabilir. Bu transformasyon, M nin bütünü F ile çakışık olduğu ilk konumundan, x in 

daima M de ölçülendirildiği sunuş konumuna yerdeğiştirmesi olarak ele alınır. Bu 

transformasyon 𝐷: 𝐹 → 𝑀 ile gösterilir ve yerdeğiştirme olarak adlandırılır. n-boyutlu 

uzayda bir yerdeğiştirme D=(A, d) ile tanımlanır, burada; [A] bir nxn dönme matrisi ve d 

bir n-vektördür.  

Bir yerdeğiştirme bir diğeri üzerine uygulanırsa bileşke bir yeni yerdeğiştirmedir. 

Böyle iki yerdeğiştirme   𝐷1: 𝐹 → 𝑀1, 𝐷2: 𝑀1 → 𝑀2 olmak üzere  𝐷: 𝐷1𝐷2: 𝐹 → 𝑀2 dir 

(Bottema ve Roth, 1979). 

 

Tanım 3.3.1. ℝ𝑛, n-boyutlu uzayın yerdeğiştirmeleri cümlesi, fonksiyonların bileşke 

işlemine göre bir cebirsel gruptur. ℝ𝑛, n-boyutlu uzayın yerdeğiştirmeleri grubu n-

boyutlu uzayın Öklid Grubu olarak tanımlanır. Bu grup SE(n) ile gösterilir (Bottema ve 

Roth, 1979). 

 Bir dönme, katı cismin noktaları arasındaki uzaklığı korur. Böylece, 𝐴 ∈ 𝑂(𝑛), 

𝐴�⃗� = �⃗� olmak üzere, 

                                         ⟨�⃗�, �⃗�⟩ = ⟨�⃗�, �⃗�⟩ 
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                           ⟨�⃗�, �⃗�⟩ − ⟨�⃗�, �⃗�⟩ + ⟨�⃗�, �⃗�⟩ − ⟨�⃗�, �⃗�⟩ = 0 

ve buradan, 

(�⃗� − �⃗�)
𝑇

(�⃗� + �⃗�) = 0                                          (3.10) 

yazılabilir.   

                                                 �⃗� + �⃗� = [𝐴 + 𝐼]�⃗� 

                                       �⃗� − �⃗� = [𝐴 − 𝐼]�⃗� 

değerleri (3.10) da yerine yazılırsa , 

�⃗� − �⃗� = [𝐴 − 𝐼][𝐴 + 𝐼]−1(𝑋 + �⃗�)                                (3.11) 

olur. [𝐴 − 𝐼][𝐴 + 𝐼]−1 matrisi B ile gösterilsin. Dikkat edilirse, B matrisi �⃗� + �⃗� 

vektörünü kendisine dik olan �⃗� − �⃗� vektörüne dönüştürmektedir. (3.11) eşitliği �⃗�  

ve �⃗� in seçiminden bağımsız olduğuna göre, temsilci bir �⃗� vektörü için,  

                                                          ⟨�⃗�, [𝐵]�⃗�⟩ = 0  

ve 𝐵 = [𝑏𝑖𝑗] açık bileşenleriyle yazılırsa;                                                 

∑ (𝑏𝑖𝑗 + 𝑏ji)𝑦𝑖𝑦𝑗  𝑖≠𝑗 + ∑ 𝑏𝑖𝑖𝑦𝑖
2 = 0𝑖=1                                 (3.12) 

elde edilir. Bu eşitlik keyfi bir �⃗� vektörü için sağlandığından; her i, j için, 

                                              𝑏𝑖𝑖 = 0,  

                                             𝑏𝑖𝑗 = −𝑏𝑗𝑖  

olmalıdır. Yani [𝐵] = −[𝐵]𝑇, bir başka ifadeyle B bir anti-simetrik matristir.  

                                     [𝐵] = [𝐴 − 𝐼][𝐴 + 𝐼]−1 

eşitliğinden A matrisi çözülürse,           

[𝐴] = [𝐼 − 𝐵]−1[𝐼 + 𝐵]                                          (3.13) 

elde edilir. Bu eşitlik, ortogonal matrisler için Cayley formülü olarak adlandırılır 

(McCarthy, 1990). 
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Dönme ekseni ile dönme arasındaki ilişki şöyledir: 

 Anti-simetrik bir [𝐵]3×3 matrisi, 

 

[𝐵] = [

0 𝑏12 𝑏13

−𝑏12 0 𝑏23

−𝑏13 −𝑏23 0
] 

 

şeklindedir. [B] matrisi üç bağımsız bileşene sahiptir. 3x3 tipinden anti-simetrik matrisler 

cümlesi ile   uzayı arasında bir 1:1 eşleme kurulabilir. Eğer 𝑏12 = −𝑏3, 𝑏13 = 𝑏2, 

𝑏23 = −𝑏1 değişimi kullanılırsa; 

         𝐴3 →  

                              [𝐵] = [

0 −𝑏3 𝑏2

𝑏3 0 −𝑏1

−𝑏2 𝑏1 0
] → (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) 

şeklinde verilebilir ve bu dönüşüm, 

                      [𝐵] [𝑦] = �⃗⃗� × �⃗�,     ∀�⃗� ∈                                     (3.14) 

özelliğine sahip bir 1:1 eşlemedir.   

 Cayley formülü yardımıyla [𝐴] dönme matrisinden bir [𝐵] anti-simetrik matrisi 

elde edilir. [𝐵] den de yukarıda anlatılan (b1,b2,b3) = �⃗⃗� vektörü elde edilir. �⃗⃗� vektörü, [𝐴] 

dönme matrisinin =1 karakteristik değerine karşı gelen karakteristik vektördür. Bunun 

için [𝐴]�⃗⃗� = �⃗⃗� olduğunu göstermek yeterlidir.  

    𝐴 = [𝐼 + 𝐵][𝐼 − 𝐵]−1 

                                          [𝐴][𝐼 − 𝐵] = [𝐼 + 𝐵] 

                                        [𝐴][𝐼 − 𝐵]𝑏 = [𝐼 + 𝐵]𝑏 

          [𝐴]𝑏 − [𝐴][𝐵]𝑏 = [𝐼]𝑏 + [𝐵]𝑏,    [𝐵]𝑏 = 𝑏 × 𝑏 = 0 

                             [𝐴]𝑏 = 𝑏                                                              (3.15) 



 

 

 

 

 4.  KUATERNİYONLAR 

  

18. yüzyılın başlarında çok araştırılan konuların başında yer almakta olan 

kompleks (karmaşık) sayılar için İrlandalı Sir William Rowan Hamilton, ℝ4 Öklid 4- 

Uzayında dördeyler olarak da adlandırdığı kuaterniyonları tanımlamıştır (Hamilton, 

1843). 

𝐾 = {𝑞 = 𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘; 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ 𝑅} 

𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = 𝑖𝑗𝑘 = −1 

 Hamilton, bu çarpım kuralı ile birlikte her bir sıralı sayı dörtlüsüne “kuaterniyon” adını 

vermiştir. 

 

4.1. Reel Kuaterniyon 

 ℝ ×  ℝ3 = 𝐾 

+∶ 𝐾 × 𝐾 → 𝐾 

∙∶  ℝ × 𝐾 → 𝐾 

⊗: 𝐾 × 𝐾 → 𝐾 

𝐾 = {𝑞 = 𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘  \𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈  ℝ} 

cümlesini ele alalım. Burada {1, 𝑖, 𝑗, 𝑘} birimlerinin çarpımı Çizelge 4.1 de verilmiştir. 

 

Çizelge 4.1. Kuaterniyon çarpım tablosu 

 

 

 

 

 

 

 

 

⊗ 𝟏 𝒊 𝒋 𝒌 

𝟏 1 𝑖 𝑗 𝑘 

𝒊 𝑖 −1 𝑘 −𝑗 

𝒋 𝑗 −𝑘 −1 𝑖 

𝒌 𝑘 𝑗 −𝑖 −1 
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𝐾 cümlesinin her bir elemanına reel kuaterniyon denir. {𝑖, 𝑗, 𝑘} birimleri 3-boyutlu reel 

vektör uzayının bir dik koordinat sistemi olarak alınabilir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 𝑄 = 𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘 kuaterniyonun skalar kısmı 𝑆𝑄 ve vektörel kısmı da 

  𝑉𝑄
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   omak üzere iki kısma ayrılır . 

 𝑄 = 𝑆𝑄 +  𝑉𝑄
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  olmak üzere 𝑆𝑄 = 𝑎0 ve  𝑉𝑄

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘  dır. 

𝑄 = 𝑆𝑄 +  𝑉𝑄
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   ,   𝑃 = 𝑆𝑃 +  𝑉𝑃

⃗⃗⃗⃗⃗⃗   için reel kuaterniyonlar toplamı 

𝑄 + 𝑃 = (𝑆𝑃 + 𝑆𝑄) + ( 𝑉𝑄
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +  𝑉𝑃

⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

şeklinde tanımlıdır. 

𝜆 ∈  ℝ olmak üzere skalar ile çarpma işlemi ise 

𝜆. 𝑄 = (𝜆𝑎0) + (𝜆𝑎1)𝑖 +  (𝜆𝑎2)𝑗 + (𝜆𝑎3)𝑘 

eşitliği ile tanımlıdır (Hacısalihoğlu, 1983). 

Tanım 4.1.1. Reel kuaterniyonların çarpımı 

⊗ : 𝐾 ⊗ 𝐾 → 𝐾 

(𝑄, 𝑃) → 𝑄 ⊗ 𝑃 

      𝑄 ⊗ 𝑃 = (𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘) ⊗ (𝑝0 + 𝑝1𝑖 + 𝑝2𝑗 + 𝑝3𝑘) 

𝑄 ⊗ 𝑃 = 𝑆𝑄𝑆𝑃 − 〈 𝑉𝑄
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,  𝑉𝑃

⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 〉 + 𝑆𝑃 𝑉𝑄
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑆𝑄 𝑉𝑃

⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +  𝑉𝑄
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ×  𝑉𝑃

⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

olarak tanımlanır. Burada   ℝ3 teki iç çarpım ′′〈, 〉′′ ile  ℝ3 teki vektörel çarpım ′′ × ′′ ile 

ifade edilmiştir (Hacısalihoğlu, 1983). 

Örnek 4.1.1.  𝑄 = 3 + 4𝑖 + 5𝑗 + 6𝑘 ve 𝑃 = −2 − 4𝑖 + 3𝑗 − 2𝑘 olmak üzere 𝑄 ⊗ 𝑃  

kuaterniyonu için 

𝑆𝑄 = 3, 𝑆𝑃 = −2,  𝑉𝑄
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (4,5,6),  𝑉𝑃

⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (−4,3, −2)  dir. 

Kuaterniyon çarpımı: 

𝑄 ⊗ 𝑃 = 𝑆𝑄𝑆𝑃 − 〈 𝑉𝑄
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,  𝑉𝑃

⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 〉 + 𝑆𝑄  𝑉𝑃
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑆𝑃 𝑉𝑄

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ +  𝑉𝑄
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ×  𝑉𝑃

⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝑄 ⊗ 𝑃 = 3. (−2) − (−16 + 15 − 12) + (−2). (4,5,6) + 3. (−4,3, −2)

+ (4,5,6) × (−4,3, −2) 

                         = 7 − 48𝑖 − 17𝑗 + 14𝑘  
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Tanım 4.1.2. Bir 𝑄 kuaterniyonunun eşleniği �̅� ile gösterilir. 

(  ,̅ ): 𝐾 → 𝐾 

𝑄 = 𝑆𝑄 +  𝑉𝑄
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   ise  �̅� = 𝑆𝑄 −  𝑉𝑄

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  veya  

𝑄 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 olmak üzere �̅� = 𝑞0 − 𝑞1𝑖 − 𝑞2𝑗 − 𝑞3𝑘 ile tanımlanır.    

𝑝, 𝑞 ∈ 𝐾 olmak üzere kuaterniyon eşlenik aşağıdaki özelliklere sahiptir (Hacısalihoğlu, 

1983; Morais ve ark, 2014). 

i. 𝑄 + 𝑃̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = �̅� + 𝑃,̅ 

ii. 𝑄 ⊗ 𝑃̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = �̅� ⊗ �̅�, 

iii. (�̅�)̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑄. 

Tanım 4.1.3. Bir 𝑄 kuaterniyonunun normu 𝑁𝑄 ile gösterilir. 

𝑁𝑄: 𝐾 →  ℝ 

𝑄 → 𝑁(𝑄) = 𝑁𝑄 = 𝑄 ⊗ �̅� = �̅� ⊗ 𝑄 

şeklinde tanımlanır. 

𝑄 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 

�̅� = 𝑞0 − 𝑞1𝑖 − 𝑞2𝑗 − 𝑞3𝑘 

𝑁𝑄 = 𝑄 ⊗ �̅� = 𝑞0
2 + 𝑞1

2
+ 𝑞2

2 + 𝑞3
2dir. 

𝑁𝑄 ≥ 0 dır ve norm işlemi aşağıdaki özelliklere sahiptir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

𝑖)𝑁𝑄𝑃 = 𝑁𝑄𝑁𝑃, 

𝑖𝑖)𝑁𝜆𝑄 = 𝜆2𝑁𝑄. 

Örnek 4.1.2. 𝑄 = 3 + 4𝑖 + 5𝑗 + 6𝑘 ise 𝑄 kuaterniyonun normu 

𝑄 ⊗ �̅� = 9 − (−16 − 25 − 36) + (−12𝑖 − 15𝑗 − 18𝑘) 

+(12𝑖 + 15𝑗 + 18𝑘) + (4,5,6) × (−4, −5, −6) 

                                          = 86. 

Tanım 4.1.4.  𝑁𝑄 = 1 olan 𝑄 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 reel kuaterniyonuna birim reel 

kuaterniyon denir (Hacısalihoğlu, 1983). 
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Tanım 4.1.5. Bir 𝑄 reel kuaterniyonun inversi(tersi) 𝑄−1 ile gösterilir 

(, )−1: 𝐾 → 𝐾 

𝑄 → 𝑄−1 =
�̅�

𝑁𝑄
, 𝑁𝑄 ≠ 0 

yani  

𝑄 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 

olmak üzere 𝑄 reel kuaterniyonun inversi(tersi) 

𝑄−1 =
𝑞0 − 𝑞1𝑖 − 𝑞2𝑗 − 𝑞3𝑘 

𝑞0
2 + 𝑞1

2
+ 𝑞2

2 + 𝑞3
2
 

dir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

4.2. Birim Kuaterniyon  

 

𝑄 = 𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘   kuaterniyonun ekseni cinsinden kutupsal formu 

𝑄0 = (
𝑄

√𝑁𝑄

) =
𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘

√𝑎0
2 + 𝑎1

2
+ 𝑎2

2 + 𝑎3
2

, 

=
𝑎0

√𝑎0
2 + 𝑎1

2
+ 𝑎2

2 + 𝑎3
2

+
𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘

√𝑎0
2 + 𝑎1

2
+ 𝑎2

2 + 𝑎3
2

∙
√𝑎1

2 + 𝑎2
2 + 𝑎3

2

√𝑎1
2 + 𝑎2

2 + 𝑎3
2
 

𝑎0

√𝑎0
2 + 𝑎1

2
+ 𝑎2

2 + 𝑎3
2

+
𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘

√𝑎1
2 + 𝑎2

2 + 𝑎3
2

∙
√𝑎1

2 + 𝑎2
2 + 𝑎3

2

√𝑎0
2 + 𝑎1

2
+ 𝑎2

2 + 𝑎3
2

 

şeklinde yazılabilir.  

Burada  

𝑄0 =
𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘

√𝑎0
2 + 𝑎1

2
+ 𝑎2

2 + 𝑎3
2

, 

cos 𝜃 =
𝑎0

√𝑎0
2 + 𝑎1

2
+ 𝑎2

2 + 𝑎3
2
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sin 𝜃 =
√𝑎1

2 + 𝑎2
2 + 𝑎3

2

√𝑎0
2 + 𝑎1

2
+ 𝑎2

2 + 𝑎3
2

, 

                                                      𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗ =

𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘

√𝑎1
2 + 𝑎2

2 + 𝑎3
2

, 

olmak üzere reel kuaterniyonların kutupsal formu 

𝑄0 = cos 𝜃 + 𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗ sin 𝜃 

dır. 𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗  birim vektörüne 𝑄0 ın ekseni denir (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

Örnek 4.2.1: 𝑄 = 3√6 + 3𝑖 + √5𝑗 + 2𝑘 ise 𝑄 kuaterniyonunu kutupsal formda 

gösterimi; 

                                                    𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗ =

3𝑖 + √5𝑗 + 2𝑘

√18
,  

                                               cos 𝜃 =
3√6

√72
=

√3

2
 ,  

                                               sin 𝜃 =
√18

√72
=

1

2
 

buradan 𝜃 = 300 olur. 

                                                        𝑞0 = cos 𝜃 + 𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗ sin 𝜃 

     𝑞0 = cos 300 +
3𝑖+√5𝑗+2𝑘

√18
sin 300  

elde edilir.  

 

Birim kuaterniyon kullanımıyla ℝ3 te bir dönme operatörü tarif edilebilir. Bu 

operatör 𝐴𝑑𝑞(𝑥) = 𝑞 ⊗ �⃗� ⊗ 𝑞−1 olarak tanımlanır. 𝐴𝑑𝑞 𝑞 nun 𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗  etrafında 2𝜃 lık bir 

dönme tanımlar. 
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𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗  birim vektörü dönme eksenidir, şöyle ki; 

𝑞0 ⊗ 𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗ ⊗ 𝑞0

−1 = (cos 𝜃 + 𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗ sin 𝜃) ⊗ 𝑆0

⃗⃗ ⃗⃗ ⊗ (cos 𝜃 − 𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗ sin 𝜃) 

                               = [cos 𝜃𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗ −< 𝑆0

⃗⃗ ⃗⃗ sin 𝜃 , 𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗ > +(𝑆0

⃗⃗ ⃗⃗ sin 𝜃 × 𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗ )] ⊗ (cos 𝜃 − 𝑆0

⃗⃗ ⃗⃗ sin 𝜃) 

                               = [cos 𝜃𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗ −< 𝑆0

⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗ > sin 𝜃 + (0)] ⊗ (cos 𝜃 − 𝑆0

⃗⃗ ⃗⃗ sin 𝜃) 

                               = [cos 𝜃𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗ − sin 𝜃] ⊗ (cos 𝜃 − 𝑆0

⃗⃗ ⃗⃗ sin 𝜃) 

                               = [− sin 𝜃 cos 𝜃 − sin 𝜃 𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗ sin 𝜃 + 𝑆0

⃗⃗ ⃗⃗ cos 𝜃 cos 𝜃 

                                   −< cos 𝜃 𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗ , −𝑆0

⃗⃗ ⃗⃗ sin 𝜃 > +(𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗ cos 𝜃 − sin 𝜃 𝑆0

⃗⃗ ⃗⃗ )] 

                               = − sin 𝜃 cos 𝜃 + sin2 𝜃 𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗ + sin2 𝜃 𝑆0

⃗⃗ ⃗⃗ + sin 𝜃 cos 𝜃 . < 𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗ , 𝑆0

⃗⃗ ⃗⃗ > +0 

                               = 𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗  

O halde 𝑆0
⃗⃗ ⃗⃗  birim vektörü gerçekten dönme eksenidir. 

 

4.2.1 Adjoint operatörü  

 

𝐾 nın normlu(birim) kuaterniyonları cümlesi 𝐽 ile gösterilsin, 

𝐽 = {𝑄0 ∈ 𝐾|𝑁(𝑄0) = 1} 

ℝ4 te birim küre 𝑆3 olmak üzere 𝐽 → 𝑆3, 𝑄 = (𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) eşlemesi 1: 1 dir. 

𝑎𝑑 dönüşümü şöyle tanımlıdır: 

𝑎𝑑: 𝐽 → 𝐽, 𝑎𝑑: 𝑔 → 𝑎𝑑(𝑔), 𝑎𝑑𝑔(𝑥) = 𝑔𝑥𝑔−1 

𝑄0 = cos 𝜑 + 𝜀𝑄0
sin 𝜑 ∈ 𝐽 verilsin. 𝑎𝑑𝑄0 ın 𝜀𝑄0

 daki görüntüsü, 

𝑎𝑑𝑞 (𝜀𝑄0
) = (cos 𝜑 + 𝜀 sin 𝜑)(𝜀𝑄0

)(cos 𝜑 − 𝜀 sin 𝜑) 

𝑎𝑑𝑞 nun, {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} standart bazındaki değerleri, 

𝑎𝑑𝑞(𝑒1) = 𝑒1 cos 𝜑 + (1 − cos 𝜑)〈𝑒1, 𝜀〉𝜀 + (𝜀 × 𝑒1) sin 𝜑 

𝑎𝑑𝑞(𝑒2) = 𝑒2 cos 𝜑 + (1 − cos 𝜑)〈𝑒2, 𝜀〉𝜀 + (𝜀 × 𝑒2) sin 𝜑 

𝑎𝑑𝑞(𝑒3) = 𝑒3 cos 𝜑 + (1 − cos 𝜑)〈𝑒3, 𝜀〉𝜀 + (𝜀 × 𝑒3) sin 𝜑 

böylece, [a𝑖𝑗] dönme matrisinin a𝑖𝑗 bileşenleri; 

                              𝑎𝑖𝑗 = 〈𝑒𝑖, 𝑒𝑗〉 cos 𝜑 + (1 − cos 𝜑)〈𝑒𝑖, 𝜀〉〈𝜀, 𝑒𝑗〉 + 〈𝜀 × 𝑒𝑖 , 𝑒𝑗〉 sin 𝜑 
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                      𝑎𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 cos 𝜑 + (1 − cos 𝜑)〈𝑒𝑖, 𝜀〉〈𝜀, 𝑒𝑗〉 + 〈𝜀𝑖𝑗𝑘𝑒𝑘, 𝜀〉 sin 𝜑 

burada, 𝜀 = 𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2 + 𝑥3𝑒3 

şeklinde ifade edilmek üzere; 

[𝑎𝑖𝑗]  = 𝛿𝑖𝑗 cos 𝜑 + (1 − cos 𝜑)𝑥𝑖𝑥𝑗 + 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑥𝑘 sin 𝜑 

veya açık şekliyle;  

[𝑎𝑖𝑗]

= [

cos 𝜑 + (1 − cos 𝜑)𝑥1
2 (1 − cos 𝜑)𝑥1𝑥2 − 𝑥3 sin 𝜑 (1 − cos 𝜑)𝑥3𝑥1 − 𝑥2 sin 𝜑

(1 − cos 𝜑)𝑥1𝑥2 + 𝑥3 sin 𝜑 cos 𝜑 + (1 − cos 𝜑)𝑥2
2 (1 − cos 𝜑)𝑥3𝑥2 − 𝑥1 sin 𝜑

(1 − cos 𝜑)𝑥3𝑥1 − 𝑥2 sin 𝜑 (1 − cos 𝜑)𝑥2𝑥3 − 𝑥1 sin 𝜑 cos 𝜑 + (1 − cos 𝜑)𝑥3
2

] 

dolayısıyla 𝐴 = cos 𝜑 I3 + (1 − cos 𝜑)[𝑥𝑖𝑥𝑗] + sin 𝜑 [
0 −𝑥3 𝑥2

𝑥3 0 −𝑥1

−𝑥2 𝑥1 0
] 

şeklinde ifade edilebilir. 𝐴 daki iki matris sırasıyla 𝑀 ve  𝑁 ile gösterilsin. 

𝑀 = [𝑥𝑖, 𝑥𝑗] = [

𝑥1
2 𝑥1𝑥2 𝑥1𝑥3

𝑥2𝑥1 𝑥2
2 𝑥2𝑥3

𝑥3𝑥1 𝑥3𝑥2 𝑥3
2

] 

                                                𝑁 = [
0 −𝑥3 𝑥2

𝑥3 0 −𝑥1

−𝑥2 𝑥1 0
] 

şeklinde yazılabilir. 𝑀 ve 𝑁 matrisleri 𝜀 un verilmesiyle tek türlü bellidir. 

𝑀 ve 𝑁 matrislerine ait bazı eşitlikler önemlidir (Yahşi ve Özgören, 1984). 

𝑁2 = 𝑀 − I 

𝑁. 𝑀 = 𝑀. 𝑁 = 0 

𝑁3 = −𝑁 

𝑁5 = 𝑁 

[𝐴𝑖𝑗] = Rot(n, θ) = I cos 𝜃 + (1 − cos 𝜃)𝑀 + sin 𝜃 𝑁 

ifadesindeki cosinüs ve sinüs fonksiyonları Taylor serisine açılırsa 

Rot(n, θ) = I + Nθ +
1

2
(Nθ)2 +

1

3
(Nθ)3 + ⋯ 

ve dolayısıyla; 

Rot(n, θ) = 𝑒Nθ 
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elde edilir. Nθ antisimetrik olup, 𝑒Nθ ∈ 𝑂(3) ve det(𝑒Nθ) = 1 olmaktadır. 

Keyfi bir 𝑣 ∈ ℝ3 için;  

𝑁. 𝑣 = 𝑛 × 𝑣 

   𝑀. 𝑣 = 〈𝑛, 𝑣〉𝑛. 

eşitlikleri bir dönmenin ifade edilişi aşağıdaki gibi de verilebilir. �⃗⃗� birim vektörüyle 

tanımlı eksen etrafında, bir �⃗� vektörü pozitif yönde θ derece döndürülsün. 

 

Şekil 4.1. Bir eksen etrafında dönme 

 

�⃗� vektörü için; 

�⃗� = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

yazılabilir. 

Rot(n, θ)(�⃗�) = �⃗̅� 

�⃗̅� = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

               = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

                                               = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ cos 𝜃 + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ sin 𝜃 

burada, 

 



21 

 

 

 

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 〈𝑛, 𝑣〉𝑛 = 𝑀𝑣 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = −𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

                            = −𝑀𝑣 + 𝑣 

olur, bu değerler 

�̅� = 𝑀𝑣 + (𝑀𝑣 + 𝑣) cos 𝜃 + 𝑁𝑣 sin 𝜃 

      �̅� = [I cos 𝜃 + sin 𝜃 𝑁 + (1 − cos 𝜃)𝑀]𝑣 

elde edilir. Sonuç olarak;  

Rot(n, 𝜃) = I cos 𝜃 + (1 − 𝑐𝑜 𝑠 𝜃)𝑀 + sin 𝜃 𝑁 

yazılabilir. 

 

4.3. Dual Kuaterniyonlar  

 

Bu kesimde dual kuaterniyonlar katsayıları dual sayılar olan kuaterniyonlar olarak 

tanımlanacaktır. 

Bir 𝐴 dual vektörü 𝐴 = 𝑎 + 𝜀𝑎∗ olarak tanımlanmıştır. Burada 𝑎, 𝑎∗ ∈

 ℝ3  𝑣𝑒 𝜀2 = 0 dır. 

𝑄 = 𝑎0 + 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘,    𝑄∗ = 𝑎0
∗ + 𝑎1

∗𝑖 + 𝑎2
∗𝑗 + 𝑎3

∗𝑘 

𝑄 = 𝑞 + 𝜀𝑞∗ şeklinde tanımlanan kuaterniyonlara dual kuaterniyon denir. Dual 

kuaterniyonlar cümlesi 𝐾𝐷 ile gösterilir. 

𝑄 = 𝑞 + 𝜀𝑞∗ = 𝐴0 + 𝐴1𝑖 + 𝐴2𝑗 + 𝐴3𝑘 kuaterniyonun skalar kısmı 𝑆𝑄 ve vektörel kısmı 

𝑉𝑄
⃗⃗⃗⃗⃗ olmak üzere iki kısma ayrılır. 

𝑄 = 𝑆𝑄 + 𝑉𝑄
⃗⃗⃗⃗⃗ 

burada  𝑆𝑄 = 𝐴0 ve 𝑉𝑄
⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴1𝑖 + 𝐴2𝑗 + 𝐴3𝑘  dır (Hacısalihoğlu, 1983). 

 

4.3.1 Dual kuaterniyonlar üzerinde temel işlemler 

 

Tanım 4.3.1.1. İki dual kuaterniyonun reel ve dual kısımları, karşılıklı olarak, eşit iseler 

bu iki kuaterniyona eşittirler denir (Hacısalihoğlu1983). 
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𝑄 = 𝑞 + 𝜀𝑞∗ = 𝐴0 + 𝐴1𝑖 + 𝐴2𝑗 + 𝐴3𝑘 

𝑃 = 𝑝 + 𝜀𝑝∗ = 𝐵0 + 𝐵1𝑖 + 𝐵2𝑗 + 𝐵3𝑘 

eğer 𝐴0 = 𝐵0, 𝐴1 = 𝐵1, 𝐴2 = 𝐵2, 𝐴3 = 𝐵3 ise  𝑃 = 𝑄 dır. 

Tanım 4.3.1.2.  İki dual kuaterniyonun toplamı karşılıklı olarak bu iki kuaterniyonun reel 

ve dual kısımlarının toplamıyla elde edilir. Aynı kaide fark için de geçerlidir 

(Hacısalihoğlu, 1983). 

Tanım 4.3.1.3.  ⊗: 𝐾𝐷 × 𝐾𝐷 → 𝐾𝐷 

iki dual kuaterniyon  

{
𝑄 = 𝑞 + 𝜀𝑞∗ = 𝐴0 + 𝐴1𝑖 + 𝐴2𝑗 + 𝐴3𝑘
𝑃 = 𝑝 + 𝜀𝑝∗ = 𝐵0 + 𝐵1𝑖 + 𝐵2𝑗 + 𝐵3𝑘

 

olsun. İki dual kuaterniyonun çarpımı şöyledir. 

𝑄 ⊗ 𝑃 = 𝑞 ⊗ 𝑝 + 𝜀. (𝑞 ⊗ 𝑝∗ + 𝑞∗ ⊗ 𝑝) 

𝑃 ⊗ 𝑄 = 𝑝 ⊗ 𝑞 + 𝜀. (𝑝 ⊗ 𝑞∗ + 𝑝∗ ⊗ 𝑞) 

𝑞, 𝑞∗, 𝑝, 𝑝∗ kuaterniyonlar olduklarından 𝑝 ⊗ 𝑞 ve 𝑞 ⊗ 𝑝 çarpımları kuaterniyon 

çarpımından 

Q ⊗ P = SQ. SP + SQVP + SPVQ − ⟨VQ, VP⟩ + VQ × VP 

dir (Hacısalihoğlu, 1983). 

Örnek 4.3.1.1.  𝑄 = (3 + 4𝑖 + 5𝑗 + 6𝑘) + 𝜀(2 − 2𝑖 + 2𝑗 + 𝑘)  

𝑃 = (1 + 2𝑖 + 2𝑗 + 3𝑘) + 𝜀(2 + 2𝑖 + 𝑗 + 3𝑘) 

dual kuaterniyonlar için 𝑄 ⊗ 𝑃 çarpımı için 

    𝑄 ⊗ 𝑃 = 𝑞 ⊗ 𝑝 + 𝜀. (𝑞 ⊗ 𝑝∗ + 𝑞∗ ⊗ 𝑝) 

     𝑞 ⊗ 𝑝 = Sq. Sp − ⟨V⃗⃗⃗q, V⃗⃗⃗p⟩ + SqV⃗⃗⃗p + Sp V⃗⃗⃗q + V⃗⃗⃗q × V⃗⃗⃗p 

      𝑞 ⊗ 𝑝 = 3.1−< (4,5,6) , (2,2,3) > + 

3(2𝑖 + 2𝑗 + 3𝑘) + 1. (4𝑖 + 5𝑗 + 6𝑘) + (4,5,6) × (2,2,3) 

                  = −33 + 13i + 11j + 13k 

 

    𝑞 ⊗ 𝑝∗ = Sq. S𝑝∗ − ⟨V⃗⃗⃗q, V⃗⃗⃗𝑝∗⟩ + SqV⃗⃗⃗𝑝∗ + S𝑝∗ V⃗⃗⃗q + V⃗⃗⃗q × V⃗⃗⃗𝑝∗ 

                   = 3.2−< (4,5,6) , (2,1,3) > + 
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                        3(2𝑖 + 1𝑗 + 3𝑘) + 2. (4𝑖 + 5𝑗 + 6𝑘) + (4,5,6) × (2,1,3) 

                   = −25 + 23𝑖 + 13𝑗 + 15𝑘 

 

    𝑞∗ ⊗ 𝑝 = S𝑞∗ . Sp − ⟨V⃗⃗⃗𝑞∗ , V⃗⃗⃗p⟩ + S𝑞∗ V⃗⃗⃗p + SpV⃗⃗⃗𝑞∗ + V⃗⃗⃗𝑞∗ × V⃗⃗⃗p 

                   = 2.1−< (−2,2,1) , (2,2,3) > 

+2(2𝑖 + 2𝑗 + 3𝑘) + 1. (−2𝑖 + 2𝑗 + 𝑘) + (−2,2,1) × (2,2,3) 

                   = −1 + 6𝑖 + 14𝑗 − 𝑘 

     𝑄 ⊗ 𝑃 = 𝑞 ⊗ 𝑝 + 𝜀. (𝑞 ⊗ 𝑝∗ + 𝑞∗ ⊗ 𝑝) 

    𝑄 ⊗ 𝑃 = −33 + 13i + 11j + 13k + 𝜀. (−26 + 29𝑖 + 27𝑗 + 14𝑘) 

olur. 

Tanım 4.3.1.4. 𝑄 = 𝐴0 + 𝐴1𝑖 + 𝐴2𝑗 + 𝐴3𝑘 = SQ + VQ herhangi bir dual kuaterniyon 

olmak üzere 𝑄’nun kuaterniyon eşleniği 

(, )̅̅ ̅̅ : 𝐾 → 𝐾𝐷  

𝑄 → �̅� 

işlemiyle tanımlı olup �̅� = 𝐴0 − 𝐴1𝑖 − 𝐴2𝑗 − 𝐴3𝑘 = SQ − VQ şeklindedir. 𝑃, 𝑄 ∈ 𝐾𝐷 

olmak üzere kuaterniyon eşlenik aşağidaki özelliklere sahiptir. 

 𝑖)𝑄 + 𝑃̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = �̅� + �̅� 

𝑖𝑖)   𝑄𝑃̅̅ ̅̅ = �̅��̅� 

𝑖𝑖𝑖)  (�̅�)̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑄 

 

Tanım 4.3.1.5. 𝑄 = 𝐴0 + 𝐴1𝑖 + 𝐴2𝑗 + 𝐴3𝑘 herhangi bir dual kuaterniyon olmak üzere 

𝑄’nun normu 

 𝑁: 𝐾𝐷 → 𝐷 

𝑄 → 𝑁(𝑄) 

𝑁(𝑄) = 𝑁𝑄 = 𝑄 ⊗ �̅� = �̅� ⊗ 𝑄 

biçiminde tanımlı olup 

𝑁𝑄 = 𝐴0
2 + 𝐴1

2 + 𝐴2
2 + 𝐴3

2 
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 şeklinde olur ve norm işlemi aşağıdaki özelliklere sahiptir. 

𝑁𝑄⊗𝑃 = 𝑁𝑄 ⊗ 𝑁𝑃 

    𝑁𝑄𝜆 = 𝜆2𝑁𝑄        

burada 𝜆 herhangi bir sayı ve 𝑃 ise herhangi bir dual kuaterniyondur (Hacısalihoğlu, 

1983). 

Örnek 4.3.1.2.   

𝑄 = (3 + 4𝑖 + 5𝑗 + 6𝑘) + 𝜀(2 − 2𝑖 + 2𝑗 + 𝑘) 

�̅� = (3 − 4𝑖 − 5𝑗 − 6𝑘) + 𝜀(2 + 2𝑖 − 2𝑗 − 𝑘) 

dual kuaterniyonlar için 

𝑄 ⊗ �̅� 

çarpımının sonucu 

                            𝑄 ⊗ 𝑃 = 𝑞 × 𝑝 + 𝜀. (𝑞 × 𝑝∗ + 𝑞∗ × 𝑝) 

eşitliğinde 𝑃 yerine �̅� yazılırsa  

 

                             𝑞 ⊗ 𝑝 = Sq. Sp − ⟨V⃗⃗⃗q, V⃗⃗⃗p⟩ + SqV⃗⃗⃗p + SpV⃗⃗⃗q + V⃗⃗⃗q × V⃗⃗⃗p 

        𝑞 ⊗ 𝑝 = 3.3 + 4.4 + 5.5 + 6.6 + 3(−4, −5, −6) + 3(4,5,6)

+ (−4, −5, −6) × (4,5,6) 

                                         = 86 

diğer işlemler aynı şekilde yapılırsa 

𝑞 ⊗ 𝑝∗ = 14 + 21𝑖 + 20𝑗 − 9𝑘 

𝑞∗ ⊗ 𝑝 = 14 − 21𝑖 − 20𝑗 + 9𝑘 

                                                    𝑄 ⊗ 𝑃 = 86 + 28𝜀 

elde edilir. Ayrıca 

                                                 𝑄 ⊗ 𝑃 = (3 + 2𝜀)2 + (4 − 2𝜀)2 + (5 + 2𝜀)2 + (6 + 𝜀)2 

                                                                  = 86 + 28𝜀 

şeklinde de bulunabilir. 

Tanım 4.3.1.6. 𝑄 ∈ 𝐾𝐷 ve 𝑁𝑄 = 1 ise 𝑄 ya birim dual kuaterniyon denir (Hacısalihoğlu, 

1983). 
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Tanım 4.3.1.7. 𝑄 = 𝐴0 + 𝐴1𝑖 + 𝐴2𝑗 + 𝐴3𝑘 bileşenleri sıfır olmayan herhangi bir dual 

kuaterniyon olmak üzere kuaterniyonun inversi(tersi) 

(, )−1: 𝐾𝐷 → 𝐾𝐷 

𝑄 → 𝑄−1 =
�̅�

𝑁𝑄
 

𝑄−1 =
𝐴0 − 𝐴1𝑖 − 𝐴2𝑗 − 𝐴3𝑘

𝐴0
2 + 𝐴1

2 + 𝐴2
2 + 𝐴3

2 

şeklindedir (Hacısalihoğlu, 1983). 
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5. SPLİT KUATERNİYON 

 

 

5.1. Lorentz Uzayı 

 

Tanım 5.1. ℝ𝒏, n-boyutlu vektör uzayı olsun. 

�⃗� = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛) ve �⃗� = (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, … , 𝑦𝑛) 

vektörleri için, 

⟨�⃗�, �⃗�⟩𝐿 = −𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + 𝑥3𝑦3 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑦𝑛 

şeklinde tanımlanan fonksiyon Lorentz iç çarpımı olarak adlandırılır. (ℝ𝒏, ⟨�⃗�, �⃗�⟩𝐿)  n- 

boyutlu Lorentz uzay olarak tanımlanır ve 𝑳𝒏 ile gösterilir (O’neill, 1983). 

𝑥 ∈ Ln vektörü Lorentz iç çarpımına bağlı olarak 3 özel durumda olabilir ve buna 

göre  isimlendirilir. 

1. ⟨�⃗�, �⃗�⟩ > 0 veya �⃗⃗� = 0 ise �⃗⃗�’ e spacelike ( Uzaysı ) 

2. ⟨�⃗�, �⃗�⟩ < 0 ise �⃗⃗�’ e timelike ( Zamansı ) 

3. ⟨�⃗�, �⃗�⟩ = 0 ve �⃗⃗� ≠ 0 ise �⃗⃗�’ e lightlike (ışıksı) vektör  

denir (Birman ve Nomizu, 1984). 

Reel uzaydaki kinematik araçlar Lorentz uzayında Lorentz iç çarpımının 

özellikleri kullanılarak yeni bir form olarak  ifade edilebilirler. Mesela Cayley formülü, 

Rodrigues denklemi, Euler parametreleri bunlardan bazılarıdırlar ve burada yeni formları 

aktarılacaktır. 

Cayley formülünün Lorentz uzayındaki formu şöyle verilir. 

𝑥 ∈ 𝐿3 𝐴, 3 × 3 L-ortogonal matris olmak üzere, orijin etrafındaki dönme 

                                             𝐴𝐿𝑥 = 𝑋 

olarak tanımlıdır. Ortogonal matrisler normu koruduğundan ∀𝑥 ∈ 𝐿3 için 

⟨𝑥, 𝑥⟩𝐿 = ⟨𝑋, 𝑋⟩𝐿 

dır ve  
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⟨𝑋 − 𝑥, 𝑋 + 𝑥⟩𝐿 = 0 

yazılabilir. 

𝐴𝐿𝑥 = −𝑥,  𝐴 + 𝐼 matrisi regülerdir ve  

𝐵 = (𝐴 − 𝐼)𝐿(𝐴 + 𝐼)−1  

eşitliğinden 

𝐵𝑇 = −𝐵 

elde edilir. 𝐵 anti simetrik bir matristir. 𝐵 = (𝐴 − 𝐼)𝐿(𝐴 + 𝐼)−1 dan Cayley formülü 

olarak 

𝐴 = (𝐼 − 𝐵)−1
𝐿(𝐼 + 𝐵)  

elde edilir. Bu  Cayley formülünün Lorentz uzaydaki formudur.  

 𝐿3 uzayında  Cayley formülü kullanılarak, her B anti simetrik matris bir  L-ortogonal 

matrisi tanımlar. Şöyle ki; 

𝐴 = (𝐼 − 𝐵)−1
𝐿(𝐼 + 𝐵), 

𝐴𝑇 = (𝐼 − 𝐵)𝐿(𝐼 + 𝐵)−1  

dir ve  𝐴𝑇
𝐿𝐴 = 𝐼 olduğundan 𝐴 bir L-ortogonal matristir (Özkaldı ve Gündoğan, 2010). 

Reel uzaydakine benzer olarak B anti simetrik matrisin bileşenlerinin özel gösterimi ile 

matris çarpımı ve vektörel çarpım geçişi Lorentz uzayında da karşılık bulur. Açık 

işlemleri aşağıdaki gibi verilebilir. 

𝐵𝐿𝑦 = 𝐵˄𝐿𝑦  eşitliğini sağlayan 𝐵 matrisi aşağıdaki şekilde tanımlansın. 

𝐵 = [

𝑏11 𝑏12 𝑏13

𝑏12 𝑏22 𝑏23

𝑏13 𝑏32 𝑏33

] , 𝑦 =  (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3), 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3)  

  𝑏12 = 𝑏3, 𝑏13 = −𝑏2 

  𝑏21 = −𝑏3,      𝑏23 = −𝑏1 

𝑏31 = 𝑏2,          𝑏32 = 𝑏1   

gösterimiyle B anti simetrik matris 
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𝐵 = [

0 𝑏3 −𝑏2

−𝑏3 0 −𝑏1

𝑏2 𝑏1 0
] 

olarak yazılsın. Bileşenlerin böyle seçimine bağlı olarak ve L-Cayley formülü 

kullanılarak, 𝐴 dönme matrisi 𝐵 antisimetrik matrisinden şöyle inşa edilir. 

𝑏 spacelike olarak seçilsin.  

𝐴 = (𝐼 − 𝐵)−1
𝐿

(𝐼 + 𝐵) =  [

0 𝑏3 −𝑏2

−𝑏3 0 −𝑏1

𝑏2 𝑏1 0
]

−1

𝐿

[

0 𝑏3 −𝑏2

−𝑏3 0 −𝑏1

𝑏2 𝑏1 0
] 

=
1

𝑏1
2 − 𝑏2

2 − 𝑏3
2 + 1

∙ 

[

−(𝑏1
2 + 𝑏2

2 + 𝑏3
2 + 1) 2(𝑏3 − 𝑏1𝑏2) −2(𝑏2 + 𝑏1𝑏3)

−2(𝑏3 − 𝑏1𝑏2) −(𝑏1
2 + 𝑏2

2 − 𝑏3
2 − 1) −2(𝑏1 + 𝑏2𝑏3)

2(𝑏2 − 𝑏1𝑏3) 2(𝑏1 − 𝑏2𝑏3) −(𝑏1
2 − 𝑏2

2 + 𝑏3
2 − 1)

]. 

Benzer yaklaşımla Rodrigues denkleminin Lorentz uzaydaki formu aşağıdaki işlemlerle 

elde edilir.   

𝐴 bir L-ortogonal matris olsun. L-Cayley formülü ile 

𝑋 − 𝑥 = 𝐵𝐿 (𝑋 + 𝑥) 

yazılabilir ve ayrıca  

𝑋 − 𝑥 = 𝐵 ˄𝐿 (𝑋 + 𝑥) 

dır. 

Bu denklem Lorentz Rodrigues denklemi(ya da kısaca L-Rodrigues) olarak adlandırılır 

ve dönme için olan 𝑏 vektörü Lorentz Rodrigues (veya L-Rodrigues) vektörü olarak 

bilinir. 

L-ortogonal  𝐴  matrisi için Cayley formülü φ dönme açısı ve birim vektör 𝒔 olmak üzere, 

𝐵 = (tanh
φ

2
)𝑆, 

dır ve Cayley formülü  
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𝐴 = ((cosh
φ

2
) 𝐼 − (sinh

φ

2
) 𝑆)

−1

.𝐿 ((cosh
φ

2
) 𝐼 + (sinh

φ

2
) 𝑆)                       (5.1) 

eşitlik düzenlenirse 

𝐴 = 𝐼 + (sinhφ) 𝑆 + (−1 + coshφ)𝑆2  

elde edilir (Özkaldı ve Gündoğan, 2010). 

 

5.2 Split Kuaterniyonlar 

 

Hamilton tarafından takdim edilen, kuaterniyonlardaki en önemli farklılık 

kuaterniyon çarpımında baz kuaterniyonların vektör parçalarının iç çarpımlarının negatif 

olması üstüne kurulmuştur.  

Hamilton’un çalışmasının yayınlanmasından J. Cockle kuaterniyonların yeni bir 

sınıflandırmasını yayınlamıştır (Cockle, 1849). Cockle bu yayınında dördeyler adını 

verdiği cümle üstünde farklı dört tip çarpımı tanımlamıştır. Bunlardan biri Sir W 

Hamilton’un tanımladığı kuaterniyonlardır ve bunu yeni bir isimle isimlendirmiştir. 

Cockle’ın sınıflandırmasına göre dördeyler üzerlerinde tanımlanan çarpıma göre 

sınıflandırma şöyledir. The Quaternion of Sir W. R. Hamilton, 2. The Tessarine system, 

3. The Coquaternion System ve 4. The Cotessarine system.  

Bu tez kapsamında temel olarak split kuaterniyonlar (coquaternion) işlenecektir. 

Ancak konunun bütünlüğü açısından dört tip için temel bilgi aşağıda Cockle’ın 

makalesindeki notasyonlarla verilecektir. Temel işlem baz vektörlerinin çarpımı ile 

verilir.  𝑄 = 𝜔 + 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 + 𝛾𝑥 dördeyler cümlesine ait temsilci bir eleman olsun. 

1. Hamilton Kuaterniyon Sistemi: 

𝛼2 = −1, 

𝛽2 = −1, 

𝛾2 = −1 

𝛼𝛽 = 𝛾. 

Q nun modülü 

𝑤2 + 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 
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ifadesinin pozitif kareköküdür. 

2. Tessarine Sistemi: 

Bu sistemde 𝛼, 𝛽, 𝛾 için çarpım  

𝛼2 = −1, 

𝛽2 = 1, 

𝛾2 = −1 

−1 = 𝛼2𝛽2 

şeklinde verilir.  

 Q tessarine nin modülü 

(𝑤 ± 𝑦)2 + (𝑥 ± 𝑧)2 

nin pozitif kareköküdür. 

3. Coquaternion Sistemi: 

𝛼2 = −1, 

𝛽2 = 1, 

𝛾2 = 1 

Q nun modülü  

(𝑤 ± 𝑦 ± 𝑧)2 + 𝑥2 

nin pozitif karekökü olarak tanımlıdır. 

4. Cotessarine Sistemi: 

𝛼2 = 1, 

𝛽2 = 1, 

𝛾2 = 1 = 𝛼2𝛽2 

Bu halde Q nun modülü 

(𝑤 ± 𝑥 ± 𝑦 ± 𝑧)2 

nin pozitif kareköküdür(Cockle, 1849). 

Split kuaterniyonlar  ℝ × ℝ3 cümlesi üzerinde cebirsel bir yapı olarak aşağıdaki 

algoritma ve adımlarıyla ele alınacaktır. 

 

ℝ × ℝ3 = {(𝑆𝑟, 𝑆𝑉); 𝑆𝑟 ∈ ℝ, 𝑆𝑉 ∈ ℝ3} 

cümlesinin bir elemanı 

𝑄 = 𝑞0 + 𝑞1𝑒1 + 𝑞2𝑒2 + 𝑞3𝑒3 
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olarak verilsin. Burada {1, 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} baz cümlesidir. Baz vektörleri üstünden split 

kuaterniyon yapısını veren çarpma işlemi 

  𝑒1 = 𝑖, 𝑒2 = 𝑗, 𝑒3 = 𝑘, 

                                                             𝑖2 = −1, 

                                                             𝑗2 =1 

                                                            𝑘2 =1 

                                                           𝑖𝑗𝑘 = 1, 

                                                              𝑖𝑗 = −𝑗𝑖 = 𝑘, 

                                                             𝑗𝑘 = −𝑘𝑗 = −𝑖 

                                                             𝑘𝑖 = −𝑖𝑘 = 𝑗 

olarak tanımlıdır (Cockle, 1849). 

 Çarpım işleminin tablo formu çizelge 5.1 ile verilir. 

 

Çizelge 5.1. Split kuaterniyon çarpımı 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Bu çarpımla birlikte ℝ × ℝ3 cümlesi split kuaterniyonlar cümlesi olarak 

isimlendirilir. Kuaterniyonlar da olduğu gibi split kuaterniyonlar cümlesinde de skaler ve 

vektörel kısımlar üstünden işlemleri yapmak daha kullanışlıdır.  

Bir  𝑄 = 𝑞01 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘  split kuaterniyonun skalar ve vektörel kısmı  

  𝑆𝑄 = 𝑞0 ve    𝑉𝑄 = 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘   olmak üzere  P ve Q split kuaterniyonları  

⊗ 𝟏 𝒆𝟏 𝒆𝟐 𝒆𝟑 

𝟏 1 𝑒1 𝑒2 𝑒3 

𝒆𝟏 𝑒1 −1 𝑒3 −𝑒2 

𝒆𝟐 𝑒2 −𝑒3 1 −𝑒1 

𝒆𝟑 𝑒3 𝑒2 𝑒1 1 
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𝑄 = 𝑆𝑞 + 𝑉𝑞 ve 𝑃 = 𝑆𝑝 + 𝑉𝑝 olarak da yazılabilir. Bu gösterime bağlı kalarak iki split 

kuaterniyonun toplamı   

𝑃 + 𝑄 = 𝑆𝑝 + 𝑆𝑞 + 𝑉𝑝 + 𝑉𝑞 

 

 ve split kuaterniyonun çarpımı  

𝑃 ⊗ 𝑄 = 𝑆𝑃𝑆𝑄+< �⃗⃗�𝑝 , �⃗⃗�𝑞 >𝐿+ 𝑆𝑃�⃗⃗�𝑄 + 𝑆𝑄 �⃗⃗�𝑃 + �⃗⃗�𝑃  ×𝐿  �⃗⃗�𝑄 

olarak da verilir. Burada 

                   < �⃗⃗�𝑝 , �⃗⃗�𝑞 >𝐿= −𝑝1𝑞1 + 𝑝2𝑞2 + 𝑝3𝑞3 

                        𝑉𝑝 ×𝐿 𝑉𝑞 = (𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 ) ×𝐿 (𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) 

                                         = (𝑝3𝑞2 − 𝑝2𝑞3)𝑖 + (𝑝3𝑞1 − 𝑝1𝑞3)𝑗 + (𝑝1𝑞2 − 𝑝2𝑞1)𝑘 

dır. 

Örnek 5.2.1. 𝑄 = 3 + 4𝑖 + 5𝑗 + 6𝑘 ve 𝑃 = −2 − 4𝑖 + 3𝑗 − 2𝑘 olmak üzere 𝑄 ⊗ 𝑃 

çarpımı  

𝑆𝑄 = 3, 𝑆𝑃 = −2,  𝑉𝑄
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (4,5,6),  𝑉𝑃

⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (−4,3, −2)  

                      𝑄 ⊗ 𝑃 = 𝑆𝑄𝑆𝑃 + 〈 𝑉𝑄
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,  𝑉𝑃

⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 〉 + 𝑆𝑄 𝑉𝑃
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑆𝑃 𝑉𝑄

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ +  𝑉𝑄
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ×  𝑉𝑃

⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

              𝑄 ⊗ 𝑃 = 3. (−2) + (+16 + 15 − 12) + (−2). (4,5,6) + 3. (−4,3, −2)

+ (4,5,6) × (−4,3, −2) 

                                   = 13 − 8𝑖 − 17𝑗 + 14𝑘 

olarak bulunur. 

Bir  𝑄 = 𝑞01 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 split kuaterniyonu ile 𝜆 ∈ 𝑅 skalerinin çarpımı 

𝜆𝑄 = 𝑄𝜆 = (𝜆𝑞0) + (𝜆𝑞1)𝑖 + (𝜆𝑞2)𝑗 + (𝜆𝑞3)𝑘 

şeklinde tanımlıdır. 

 

Bir 𝑄 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 split kuaterniyonun eşleniği 

�̅� = 𝑆𝑞 − 𝑉𝑞 = 𝑞0 − 𝑞1𝑖 − 𝑞2𝑗 − 𝑞3𝑘 

olarak tanımlanır. 
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Bir  𝑄 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘  

split kuaterniyonun normu 

𝑁𝑄 = ‖𝑄‖ = √|𝑄�̅�| = √|𝑞0
2 + 𝑞1

2 − 𝑞2
2 − 𝑞3

2| 

olarak tanımlanır. Eğer 𝑁𝑄 = 1 ise 𝑞’ya birim split kuaterniyon denir. 

 

Bir 𝑄 split kuaterniyonu için, eğer 𝑁𝑄 ≠ 0 ise 𝑄 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 

split kuaterniyonun tersi vardır ve  

𝑄−1 =
�̅�

𝑁𝑄
2 

dır.  

 

Her 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 split kuaterniyonu 

𝑞 = (𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) 

şeklinde de temsil edilebilir. O halde her split kuaterniyon 𝐸2
4 ün bir elemanı olarak da 

düşünülebilir.  

(𝐸3, 〈, 〉𝐿), 3 boyutlu Minkowski uzayıdır, burada 〈, 〉𝐿 Lorentz iç çarpımı  

〈u, v〉𝐿 = −𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + 𝑢3𝑣3 

olarak tanımlıdır. 𝐸1
3 ile gösterilir. 

 

 𝐸1
3 de Lorentz vektörel çarpımı 

×𝐿: 𝐸1
3 × 𝐸1

3 → 𝐸1
3 

(u, v) → u ×𝐿 v = (𝑣2𝑢3 − 𝑢2𝑣3, 𝑣1𝑢3 − 𝑢1𝑣3, 𝑢1𝑣2 − 𝑣1𝑢2) 

şeklinde tanımlanır.   

 

Her u, v ∈ 𝐸1
3 için u ve v vektörleri arasındaki açı aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

i. Eğer u ve v future pointing (past pointing) timelike vektörler ise u ×𝐿 v bir 

spacelike vektör olup  

〈u, v〉𝐿 = −‖u‖ ‖v‖  cosh 𝜃  
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ve 

 ‖u ×𝐿 v ‖ = ‖u‖ ‖v‖  sinh 𝜃 

olur. Burada 𝜃 ise u ve v vektörleri arasındaki hiperbolik açıdır. 

ii. Eğer u ve v vektörleri 

〈u, v〉𝐿 < ‖u‖ ‖v‖ 

eşitsizliğini sağlayan spacelike vektörler iseu ×𝐿 v bir timelike vektör olup 

〈u, v〉𝐿 = ‖u‖ ‖v‖ cos 𝜃   

ve 

u ×𝐿 v = ‖u‖ ‖v‖  sin 𝜃 

dır, burada 𝜃 ise u ve v vektörleri arasındaki açıdır.  

iii. Eğer u ve v vektörleri 

|〈u, v〉𝐿| > ‖u‖ ‖v‖ 

eşitsizliğini sağlayan spacelike vektörler ise u ×𝐿 v bir spacelike vektör olup 

〈u, v〉𝐿 = −‖u‖ ‖v‖ cosh 𝜃  

 ve  

u ×𝐿 v = ‖u‖ ‖v‖ sinh 𝜃 

dır, burada 𝜃 ise u ve v vektörleri arasındaki hiperbolik açıdır.  

iv. Eğer u ve v vektörleri 

|〈u, v〉𝐿| = ‖u‖ ‖v‖ 

eşitsizliğini sağlayan spacelike vektörler ise u ×𝐿 v bir lightlike vektördür (Birman ve 

Nomizu, 1984; Özdemir ve Ergin, 2006). 

Her 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 spacelike split kuaterniyonu için, 

𝑞0
2 + 𝑞1

2 − 𝑞2
2 − 𝑞3

2 < 0 

ve 

0 < 𝑞0
2 < −𝑞1

2 + 𝑞2
2 + 𝑞3

2 = 〈𝑉𝑞 , 𝑉𝑞〉𝐿 
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olduğundan, 𝑞 split kuaterniyonunun vektörel kısmı bir spacelike vektörüdür. Fakat bir 

timelike split kuaterniyonunun vektörel kısmı, spacelike, timelike veya nulldur.  

Her 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 split kuaterniyonu için,  

i. Her spacelike kuaterniyon 

𝑞 = 𝑁𝑞(𝑠𝑖𝑛ℎ 𝜃 +  ε0⃗⃗⃗⃗  𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜃) 

şeklinde yazılabilir, burada  

 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝜃 =
𝑞0

𝑁𝑞
  

ve  

𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜃 =
√−𝑞1

2 + 𝑞2
2 + 𝑞3

2

𝑁𝑞
 

olup 

ε0⃗⃗⃗⃗  =
𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘

√−𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2
 

ise birim spacelike vektördür. 

ii. Vektör kısmı spacelike olan her timelike kuaterniyon 

 

𝑞 = 𝑁𝑞(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜃 +  ε0⃗⃗⃗⃗  𝑠𝑖𝑛ℎ 𝜃) 

şeklinde yazılabilir, burada 

𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜃 =
𝑞0

𝑁𝑞
   

ve 

 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝜃 =
√−𝑞1

2+𝑞2
2+𝑞3

2

𝑁𝑞
 

olup  

ε0⃗⃗⃗⃗ =
𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘

√−𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2
 

ise birim spacelike vektördür. 

i. Vektör kısmı timelike olan her timelike kuaterniyon 
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                           𝑞 = 𝑁𝑞(𝑐𝑜𝑠 𝜃 +  ε0⃗⃗⃗⃗  𝑠𝑖𝑛 𝜃 ) 

şeklinde yazılabilir., burada 

𝑐𝑜𝑠 𝜃 =
𝑞0

𝑁𝑞
 

ve 

𝑠𝑖𝑛 𝜃 =
√𝑞1

2 − 𝑞2
2 − 𝑞3

2

𝑁𝑞
 

olup  

                                         ε0⃗⃗⃗⃗ =
𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘

√𝑞1
2 − 𝑞2

2 − 𝑞3
2
 

ise birim timelike vektördür (Özdemir ve Ergin, 2006). 

 

5.3. Mekanizma Kinematiği ve Matlab Uygulamaları 

 

Mekanizma, birbirlerine bağlı olarak hareket eden katı cisimler ailesidir. 

Mekanizmanın her bir parçasının (link-mafsal) hareketi bir önceki katı cisme göre tarif 

edilir. Her bir yerdeğiştirme {dönme, öteleme} cümlesinin bir alt cümlesi ile verilir. 

Çalışma uzayı dört boyutlu Lorentz uzayı olduğu zaman dönme birim split kuaterniyonla 

verilir. Dört boyutlu Lorentz uzayında bir yerdeğiştirme ise birim dual split kuaterniyon 

kullanılarak verilir.  

𝐿2 uzayında bir Lorentz ortogonal matrisi 𝐴𝑇 = 𝐴−1 olan, |𝐴| = 1  olan bir 

matristir ve cosh 𝜃2 − sinh 𝜃2 = 1 bağıntısı kullanılarak gösterilebilir ki 2 × 2 Lorentz 

ortogonal matrisi form olarak aşağıdaki şekildedir.  

𝐴 = [
cosh 𝜃 sinh 𝜃 0
sinh 𝜃 cosh 𝜃 0

0 0 1
] 

Bu matris kullanılarak bir 𝐴𝐵 doğru parçası ile modellenen bir katı cismi orijin 

noktası etrafındaki bir devirlik hareketi aşağıdaki örnekle verilmiştir. 
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Örnek 5.6.1.  

 

𝐴 = (2,0), 

𝐵 = (5,0)  

olmak üzere 𝐴𝐵 doğru parçasının modellediği katı cisim 𝐾 olsun. 𝐾 nın hareketi için 

Matlab programı ve yörünge aşamaları şekli şöyledir: 

 

for t=0:0.2:4 

     a=20 

   for  u=1 

    axis([-a 2*a -3*a 3*a]) 

    line([-a 4*a],[0 0]) 

     line([0 0],[-4*a 4*a]) 

       line([-40 40],[-40 40]) 

         line([-40 40 ],[40 -40]) 

     t1=0*u 

    t2=0*u 

    p1=2 

    p2=0 

    Q=[15         0 

        1] 

    A=[cosh(t) sinh(t) t1 

        sinh(t) cosh(t) t2 

        0 0 1] 

    P=[p1 

        p2 

        1] 

    B=[cosh(-t) sinh(-t) t1 

        sinh(-t) cosh(-t) t2 
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        0 0 1] 

    C=A*P 

    D=A*Q 

    plot(C(1),C(2),'.r') 

    plot(D(1), D(2),'.r' 

    line([C(1) D(1)], [C(2) D(2)]) 

    hold on 

    pause(0.5) 

   end 

 end 

 hold on 

  for t=-4:0.2:0 

    a=20 

   for  u=1 

    axis([-a 3*a -3*a 3*a]) 

     t1=0*u 

    t2=0*u 

    p1=2 

    p2=0 

    Q=[15         0 

        1] 

    A=[cosh(t) sinh(t) t1 

        sinh(t) cosh(t) t2 

        0 0 1] 

    P=[p1 

        p2 

        1] 

    C=A*P 

    D=A*Q 
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    plot(C(1),C(2),'.r') 

    plot(D(1), D(2),'.r') 

    line([C(1) D(1)], [C(2) D(2)]) 

    hold on 

    pause(0.5)  

end 

  end 

   Şekil 5.1. Lorentz düzleminde bir doğru parçasının hareketi 
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Yerdeğiştirmelerde sabit kalan noktaya pol (kutup) noktası adı verilir. 

Yerdeğiştirmenin dönmesini veren ortogonal matris 𝐴 ve öteleme kısmını veren matris 𝑇 

ise  

𝐴. 𝑃 + 𝑇 = 𝑃  

Özelliğine sahip noktaya pol noktası denir. Dönmelerin sabit noktası dönme merkezidir. 

Ötelemelerin sabit noktası yoktur. Yerdeğiştirmelerde ise bir noktanın pol noktası 

olmasını 𝑇 öteleme kısmı üstlenir. 

Böylece, denklemden T öteleme vektörü hesaplanırsa 

𝑇 = (𝐼 − 𝐴)𝑃 

ve açık şekliyle T nin bileşenleri 

𝑡1 =  (1 − 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑡). 𝑝1 − 𝑝2. 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑡 

𝑡2 =  (1 − 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑡)𝑝2 − 𝑝1. 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑡 

şeklinde belirlenir.  

Böylece pol noktası verilen bir Yerdeğiştirmenin matrisi aşağıdaki gibidir. 

𝐷 = [
𝑐𝑜𝑠ℎ𝑡  𝑠𝑖𝑛ℎ𝑡 (1 − 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑡)𝑝1 − 𝑝2

𝑠𝑖𝑛ℎ𝑡 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑡 (1 − 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑡)𝑝2 − 𝑝1𝑠𝑖𝑛ℎ𝑡
0 0 1

] 

 

Örnek 5.6.2.  

P=(6,3) pol noktalı yer değiştirme altında A=(2,0) B=(4,0) AB doğru parçasının 

yerdeğiştirmesi : 

 

     a=8 

      axis([-a*0.5 a -a a]) 

      b=20 

         line([-b b],[-b b]) 

        line([-b b],[b -b])    

            line([-a 4*a],[0 0]) 

            line([0 0],[-2*a 4*a]) 

  hold on 

 

  for t=0:0.1:1 

          A=[2;0;  1] 
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         B=[4;0;1] 

    

              pp1= 6 

              pp2=3 

   B=[cosh(t)   sinh(t)    (1-sinh(t))-pp2*sinh(t) 

          sinh(t)   cosh(t)    (1-cosh(t))*pp2-pp1*sinh(t) 

          0              0                    1                    ] 

 

  E=B*A 

     F=B*B 

    

    plot(E(1),E(2),'.r') 

    plot(F(1), F(2),'.g') 

     

    line([E(1) F(1)], [E(2) F(2)]) 

     pause(0.2) 

      hold on 

       text(6,3, 'pole (6,3)') 

        text(2,0,'A') 

         text(4,0,'B') 

  end 

  

   Şekil 5.2. Lorentz düzleminde pol noktası verilen bir yerdeğiştirme hareketi 
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Örnek 5.6.3.  

 (30,17) noktasını pol noktası kabul eden Lorentz dönmesi : 

for t=0:0.2:1 

    a=60 

   for  u=1 

    axis([-a 2*a -3*a 3*a]) 

    line([-a 4*a],[0 0]) 

     line([0 0],[-2*a 4*a]) 

     t1=0*u 

    t2=0*u 

    p1=2 

    p2=2 

    Q=[15 

        0 

        1] 

    A=[cosh(t) sinh(t) t1 

        sinh(t) cosh(t) t2 

        0 0 1] 

    P=[p1 

        p2 

        1] 

    B=[cosh(t) sinh(t) t1 

        sinh(t) cosh(t) t2 

        0 0 1] 

    C=A*P 

    D=A*Q 
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  % plot(C(1),C(2),'.r') 

   % plot(D(1), D(2),'.r') 

     

    %line([C(1) D(1)], [C(2) D(2)]) 

    hold on 

    pause(0.5) 

   end 

 end  

 hold on 

  for t=0:0.2:3 

     t=-t 

      Pp=[3 

            2 

    1] 

  Qq=[ 30 

   17 

    1.0000] 

pp1= 3 

   pp2=2 

   B=[cosh(t) sinh(t)    (1-cosh(t))*pp1-pp2*sinh(t) 

          sinh(t) cosh(t)    (1-cosh(t))*pp2-pp1*sinh(t) 

   0 0 1] 

   E=B*Pp 

   F=B*Qq 

    plot(E(1),E(2),'.r') 

    plot(F(1), F(2),'.g') 
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    line([E(1) F(1)], [E(2) F(2)]) 

    pause(0.2) 

    hold on 

    text(30,17, 'pole') 

  end 

    

 

Şekil 5.3. Lorentz düzleminde pol noktası etrafında dönme hareketi 
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6. TARTIŞMA VE SONUÇ  

 

 

Dönme ve öteleme kavramları kinematikte temel kavramlardır. Ortogonal 

matrisler veya birim kuaterniyonlar kullanılarak dönme ifade edilebilmektedir. Dual 

kuaterniyonlarla ötelemeli dönme hareketi yani screw hareketi tanımlanmaktadır.  

Kompleks sayıların bir genellemesi olarak Hamilton tarafından kuaterniyonların 

tanıtılmasıyla kinematik yeni bir araç olarak adjoint operatörü yardımıyla ve birim 

kuaterniyonları kullanarak yeni bir dönme operatörü kazanmıştır (Hamilton, 1843). 

Ortogonal matrislerin bazı üstünlükleri ve kuaterniyonların da başka kullanım 

kolaylıkları vardır (Bottema ve Roth, 1979; McCarthy, 1990). Bir kuaterniyon skaler 

kısım ve vektörel kısım olarak iki parçalı olarak ele alınabilir (Kuiper, 1999). Dönme 

ortogonal matrisle verilince dönme ekseni matrisin karakteristik vektörüdür. Eğer dönme 

kuaterniyon operatörü ile verilirse dönme ekseni birim kuaterniyonun vektör kısmıdır 

(McCarthy, 1990). Yerdeğiştirmelerde dönme kısmı için ortogonal matrisler kullanılırken 

öteleme kısmı için öteleme vektörü kullanılır. Yerdeğiştirmelerde hareketin öteleme 

kısmını vermesi için dual katsayılı dual kuaterniyonlar kullanılmaktadır (Clifford, 1873; 

McCarthy, 1990).  J. Cockle, Hamilton tarafından tanıtılan kuaterniyonların indekse bağlı 

olarak dört temel formunu yayınlamıştır (Cockle, 1849). Bu sınıflandırma kuaterniyon 

teorisinin farklı uzaylarda kullanımına yol açmaktadır. Bunlardan en yaygın olarak 

kullanılanı Lorentz uzayında karşılık bulan coquaternionlardır. Daha sonra split 

kuaterniyon olarak adlandırılan coquaternion özellikle relativite teorisi için önemli bir 

araçtır. Lorentz uzayında kinematik ve mekanizma teorisi için önemli çalışmalar 

yapılmıştır (Inoguchi, 1998; Jiang ve ark., 2015; Jiang ve ark., 2018). Kinematik açıdan 

Lorentz uzayda yerdeğiştirmede dönme ve öteleme birlikte kullanılmak istenirse 

katsayıları dual sayılar olan dual split kuaterniyonlar kullanılabilir. Lorentz uzayının 

önemli farklılıklarından birisi de görsellik açısından oluşmaktadır. Örneğin bir noktanın 

dönme altındaki yörüngesi çember formunda olmasına karşı Lorentz uzayda bu yörünge 

Öklid uzayındaki hiperbol görünümlüdür, ancak bu Lorentz uzayda bir çemberdir. Bu 
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durum bilgisayar destekli programlar ile desteklendiğinde yörüngelerin çizimleri de elde 

edilir. 

Tez kapsamı içinde split kuaterniyonlara kadar olan bilgi dizini bütünlük içinde 

verilmiştir. Lorentz uzayındaki kullanımı ve gerekliliği vurgulanarak yapılan çalışmaların 

katkıları aktarılmıştır. CAGD için Matlab programı kullanılarak, noktaların dönme ve 

ötelemeli dönme (yerdeğiştirme) altında yörüngeler için algoritmik programlar yazılmış 

ve yörüngeler çizilmiştir. 
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