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OZET

SPLIT KUATERNIYONLARLA MEKANIZMA KINEMATIGi

CETINEL, Mehmet Siddik
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Prof. Dr. Senay BAYDAS
Aralik 2019, 51 sayfa

Split kuaterniyonlarla mekanizma kinematigini inceledigimiz tez alt1 bdlimden
olusmaktadir. Ilk iki béliimde sirasiyla giris ve kaynak bildirislerine, iigiincii béliimde temel
kavramlara yer verilmistir.

Dérdiincii bolimde kuaterniyon, donme hareketine karsilik gelen birim kuaterniyon,
adjoint donme operatorii ve dual kuaterniyon kavramlart verilmistir. Besinci boliimde split
kuaterniyon tanimi verilerek ozellikleri ele alinmistir. Split kuaterniyonlarla mekanizma

kinematigi izah edilmis ve Matlab uygulamalar1 verilmistir. Altinci boliimde sonug ve tartisma

verilmistir.

Anahtar kelimeler: Dénme, Kuaterniyon, Lorentz uzay1, Mekanizma, Minkowski
uzay1, Split kuaterniyon, Oteleme.






ABSTRACT

THE KINEMATICS OF MECHANISM WITH SPLIT QUATERNATIONS

CETINEL, Mehmet Siddik
M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Senay BAYDAS
December 2019, 51 pages

The thesis, in which we examine the mechanism kinematics of split quaternions,
consists of six chapters.In the first two chapters, the introduction and the literature review are
involved and in the third chapter, the basic concepts are given with respect to the main purpose
of the thesis study.

In the fourth chapter, quaternion, unit quaternion corresponding to rotation, adjoint
rotation operator and dual quaternion are given. In the fifth chapter, the definition of split
quaternion is given and its properties are discussed. The kinematics of mechanism is explained
by split quaternions and Matlab application is added. In the sixth chapter, results and discussion

are given.

Keywords: Rotation, Quaternion, Lorentzian space, Mechanism, Minkowski space,
Split quaternion, Translation.
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1. GIRIS

Robotik, mekanizma teorisi temel olarak kinematik teoriyi kullanmaktadir.
Calisilan uzay, uzayda tanimli olan metrik tasarlanan mekanizmay1 ve bagli olarak
robotik teoriyi dizayn eder. Temel olan iki doniislim vardir ve bunlar Oteleme ve
donmedir. Uzayda iki nokta arasindaki yerdegistirme Gteleme ve donme ile tek tiirlii
olarak bellidir. Donme ve 6teleme birer izometridir. Donme bir noktay1 sabit birakan bir
izometri olarak tanimlanmaktadir (Bottema ve Roth,1979). Donme ve oteleme farkli
matematik araclar ile ifade edilebilmektedir. En yaygin olan1 matrisleri kullanmaktir.
Ancak c¢alisilan mekanizmaya bagli olarak kuaterniyonlar1 kullanmak veya ¢aligilan uzay
eger Lorentz-Minkowski uzay1 ise split kuaterniyonlar1 kullanmak daha iyi sonuglar
vermektedir. Kullanilan her matematiksel arag, uzay, mekanizmanin yapisi ve sisteme
eslik eden diger faktorlere bagl olarak tercihin ne olacagimi belirler. Kuaterniyonlar
adjoint operatorle birlikte donmeyi tanimlarlar (Hacisalihoglu, 1983). Eger kuaterniyon
operatoriiniin  déonme ve Otelemeyi birlikte vermesi istenirse bu durumda dual
kuaterniyonlar1 kullanmak gerekir (McCarthy, 1990). Minkowski Lorentz uzayda
calisiliyor ise split kuaterniyonlardan hareketle split kuaterniyon operatorii ve dual
katsayil1 split kuaterniyonlar kullanilabilmektedir.

Bu tez kapsami i¢inde tiim bu durumlar i¢in temel bilgiler verilecek ve
Lorentz Minkowski uzaydaki mekanizmalar i¢in temel kinematik araglar split

kuaterniyonlar ile verilecektir.






2. KAYNAK BILDIRISLERI

Kinematik ve mekanizma teorisi matematik teori tarihiyle baglar. Matrisler temel
olarak lineer denklem sistemlerinin ¢oziimii ile ortaya ¢ikmaktadir. Ortogonal matris
kavramsal olarak Euler’den beri var olsa da matris terimini ilk kullanan Cayley olmustur.
Cayley bu makalede temel bilgileri de vermektedir. Donme bir noktay1 sabit birakan bir
izometridir. Her boyuttaki uzayda bir donme bir ortogonal matris ile verilebilir ve bu
biiyiikk bir kolaylastiricidir. n > 2 boyutlu uzayda bir donmeye karsi gelen ortogonal
matrisin karakteristik vektorii donmenin eksen vektoriidiir. Bu durumda matris-
karakteristik vektor gecisleri Cayley formiilii ile verilebilir (Bottema ve Roth,1979).
Rodrigues denklemi bunun invaryantlik durumunu ifade etmektedir (McCarthy, 1990).

Sir William Hamilton kompleks sayilarin bir genellemesi olarak kuaterniyonlari
takdim etmistir (Hamilton, 1843). Kuaterniyonlar 4-boyutlu vektdr uzayi istiinde
tanimlidir. Bir kuaterniyon genel olarak iki bilesenin toplami olarak verilebilir. Bunlardan
biri kuaterniyonun skaler kismi digeri de vektdr kismidir. Kuaterniyon ¢arpimi skalar ile
carpma, skaler carpim ve vektdrel carpimin bir kombinasyonudur (Kuipers, 1999). I¢
carpim ve vektorel carpim Ozellikleri yardimiyla kuaterniyon ¢arpimin 6zellikleri ifade
ve ispat edilebilmektedir (Hamilton, 1843; Hacisalihoglu, 1983). Onemli 6zeliklerinden
biri birim kuaterniyonun yazilimma eslik eden birim vektordiir. Adj doniistimii
kullanilarak bir birim kuaterniyon donme operatorii olarak verilebilmektedir. Bu durumda
kuaterniyonun birim formuna eslik eden birim vektor ayni zamanda dénmenin dénme
eksenidir. Boylece donme, donme ekseni ve birim kuaterniyonun birim vektorii gegisleri
onemlidir. Mekanizma tasariminda linklerin donme eksenlerinin dogrultman vektorlerini
birim vektor kabul eden birim kuaterniyonlarin ¢arpimi mekanizmanin dénmeler kismini
vermektedir. Yerdegistirmelerdeki 6teleme kismi i¢in dual katsayili dual kuaterniyonlar
kullanilmaktadir (McCarthy, 1990).

Hamilton tarafindan takdim edilen kuaterniyonlar, kuaterniyonun vektor kisminin

birim vektorlerinin i¢ ¢arpimlarinin -1 olmasi {istline kurulmustur. Hamilton un



calismasinin yaymlanmasindan 6 yil sonra J. Cockle kuaterniyonlarmn yeni bir
siiflandirmasint yaymlamistir (Cockle, 1849). Dordeyler adini verdigi ciimle {istiinde
farkli dort tip ¢arpimi tanimlamistir. Bunlardan biri Sir W Hamilton’un tanimladig:
kuaterniyonlardir ve bunu yeni bir isimle isimlendirmemistir. Cockle’nin
smiflandirmasina goére dordeyler sunlardir. 1. The Quaternion of Sir W. R. Hamilton, 2.
The Tessarine system, 3. The Coquaternion System ve 4. The Cotessarine system.

Hareket geometrisindeki 6nemli araglardan biri de dual sayilardir. Dual sayailar,
Clifford tarafindan tanitilmistir (Clifford, 1873).

Coquaternion daha sonra split kuaterniyon olarak ullanilmistir. Split kelimesinin
cevirisi olarak boliinmiis kelimesi, i¢erigi tam karsilamasa da kullanilmaktadir. Ancak
temel anlami1 ve kullanildig1 uzay 6nemlidir. Coquaternion, split kuaterniyon ¢arpiminda
baz vektorleri ¢arpimi

i2=-1,j2=1k*=1
seklinde deger alir ve bu durumda split kuaterniyonlarin etki uzayi 4 boyutlu Lorentz-
Minkowski wuzayidir. Etki uzaymnin 4 boyutlu Minkowski uzayr olmasi, split
kuaterniyonlarin relativite, mekanik, kuantum mekanigi, 4-boyutlu Lorentz uzayinda
kinematik ve mekanizma tasariminda onemli calismalar yapilmasima oncii olmustur
(Inoguchi, 1998; Kula ve Yayli, 2007; Jiang ve ark., 2015; Jiang ve ark., 2018). Kinematik
acidan yerdegistirmede donme ve 6teleme birlikte kullanilmak istenirse katsayilari dual

sayilar olan dual split kuaterniyonlar kullanilabilir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

3.1. Dual Sayilar

R reel sayilar ciimlesini gostersin. (R, +,7) ticliisii bir cisimdir. R X R iistiinde bir yap1
sOyle insa edilir
D=RXxR={(a,b):a,b € R}
ctimlesi tstiinde +,-,& islemleri,
Toplama: (a,b) + (c,d) = (a+c, b+ d)
Skalar ile ¢arpma : A(a, b) = (Aa,Ab)
Carpma : (a,b) ® (c,d) = (ac,ad + bc)
olarak tanimlansin.
Tanim 3.1.1. (D, +,,,®) climlesine dual sayilar climlesi ve d € D ye de dual say1 denir
(Hacisalihoglu, 1983).
Bir (a, b) € D dual sayisi
(a,b) = a(1,0) + b(0,1)
olarak (1,0), (0,1) birimleri cinsinden yazilabilir. Burada (1,0) reel birim (0,1) ise dual
birim olarak isimlendirilir.
(0,1) = e ve (1,0) = 1 ile gosterilir. Dual birim, €% = 0 dzelligine sahip bir dual sayidir,
sOyle ki;
(01)®(O,1) =(1.001+1.0)=(00)=0
dir. Bu 6zellik dual sayilar i¢in karakteristik ozelliktir.
Boylece (a, b) dual sayisi (a,b) = a(1,0) + b(0,1) = a + &b olarak da yazilabilir.
Bu durumdan D dual sayilar ciimlesi
D={a+¢eh:a,b € Rvee? =0}
seklinde de yazilir.



Tanim 3.1.2. (Esitlik): d; = a; + €b, ,d, = a, + eb,ved, =d, ise a; = a, ve
b, = b, dir.
Tanim 3.1.3 (Eslenik): d = a+ &b € Digin d = a — eb sayisina d nin eslenigi denir
(Hacisalihoglu, 1983).
Tanim 3.1.4. (Ters eleman varhig1): d = a + b, a # 0 dual sayis1 igin d nin tersi d~1 =
(.= dir (Hacisalihoglu, 1983).
Ornek 3.1.1.
d = (6,11), d = 6 + 11& formunda yazilabilir.

2= _1 Kesrinin hem pay hem paydasi eslenigi ile genisletilirse

d 6+11¢
1_( 1 )(6—115)
d \6+11e/ \6—-11¢

_( 6 —11e >
"~ \36 — 66¢ + 66& + 11£2

oldugu goriiliir.

Tanim 3.1.5. (BOlme) : dl, dz € @, d1 = aq + Ebl, dz =da, + gbz , Ay 0 lgln
d, _
d_z = dl.dz 1

olarak tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).



Teorem 3.1.1. (D,,Q) igliisii bir halkadir.
Ispat : Asagidaki halka aksiyomlar1 saglanar.
1) (D,8) degismeli gruptur,
2) (D,Q) yar gruptur,

3) & isleminin @ islemi iizerine sagdan ve soldan dagilmalidir.

3.2. Dual Vektor

D dual sayilar ciimlesini gostermek iizere D> ciimlesi
D3 =D X D X D olarak tanimlansm. 4 € D3 icin
A= (A4,,4,A45), A; =a; +¢€aj, a;, a;€R
D3 lizerinde toplama ve skalar ile carpma islemi sdyle tanimlanir
(A+B)=(d+ed")+ (b+eb") = (d+b,e(@ +b)),
AA=2d+ erd*.

Teorem 3.2.1. (D3, +) ikilisi bir gruptur.
Ispat : Asagidaki 6zellikler saglanr:

1) Kapalilik 6zelligi,

2) Birlesme 6zelligi,

3) Birim(etkisiz) eleman vardir,

4) Ters eleman vardir.

Teorem 3.2.2. D3, D iizerinde bir modiildiir.
Ispat: Asagida yazili modiil olma aksiyomlar: saglanur.
M;: va€DvevABEe D3 igin;
a(A + B) = aA + aB,
M,: va,B EDvevA e D3 igin;
(a+ B)A = aA + BA,



M;: ¥ o, B EDvevA e D3 igin;
(aB)A = a(BA),
M,: (1,0) € D elemaninin R deki izomorfu 1 olmak iizere ve ¥ A € D3 i¢in
1.A=A
burada, © dual sayilar halkasi iizerinde tanimlanan bu modiil "D — modiil " olarak

adlandirilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 3.2.1. Bir 4 € ©3 dual vektdriiniin normu, A = d + €a” icin

ey f@a%)
Al = (IIaII.—”a|| )

5 —

seklinde tanimli olan dual sayidir.
Bir A € D3 i¢in (4, A) = (1,0) ise A ya birim dual vektdr denir. (Hacisalihoglu, 1983).
Omek 3.2.1. A= (1—2¢,—2+ 3¢,1 + 14¢) ise ||A|| normu
A=(1,-2,1)+¢(-2,3,14)
(1.(=2) + (—2).3+1.4)
V12 4+ (=2)2 + 12 >

Al = (\/12 +(=2)*+ 17

= (V6,76)
olarak bulunur.

Teorem 3.2.3. A€ D3, A =d + €d* bir birim dual vektor ise, ||d|| =1 ve(d,d*) =0
dir (Hacisalihoglu, 1983).

ispat: [|A]| = 1 ise (||&||,“7'—“*>) — (1,0) ve buradan ||&]| = 1 ve (@, &) = 0 elde edilir.

llall
3.3. Kati Doniisiimler

Bir linkin bir digerine gére pozisyonu matematiksel olarak her bir kati cisme
baglanmis referans catilar1 arasindaki koordinat transformasyonu ile verilmesi genel
olarak kinematik zincir olarak tanimlanir.

Bir cismin bir digerine baglh pozisyonunu ¢alismak icin her bir cisme birer ¢ati

baglanir. Cisimlerden biri sabit digeri hareketli kabul edilir. Baglanan ¢at1 sabit ¢ati olarak



isimlendirilir ve bu ¢at1 F ile gosterilir. Hareketli cisme baglanan cati, hareketli catidir ve
M ile gosterilir. Koordinat transformasyonu
D:F->M
seklinde olup, M de o&lgiilen koordinatlari, F deki koordinatlara doniistliriir. Bu
transformasyon,
X=[Alx+d (3.1)

ile verilir; burada, x noktanin M deki yer vektorii, X ise F deki yer vektoriidiir (Bottema

ve Roth,1979).

R3 de bir dénme, donme ekseni ile karakterize edilir. Temel olan ii¢ donme ekseni
koordinat eksenleridir ve bunlara bagli donmeler 06zel olarak adlandirilir. Bu

isimlendirmeler soyledir:
Donme ekseni x ekseni ise donmeye yalpa (yaw),
Donme ekseni y ekseni ise donmeye inis- ¢ikis (pitch),

Donme ekseni z ekseni ise donmeye yuvarlama (roll) ad1 verilir (Schilling, 1990; Parkin,

1991).

L$mu

pitch

i3
</

Sekil 3.1. Eksenlere gére donmeler (roll (yuvarlama), pitch (inis-¢ikis), yaw (yalpa))
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R3 te bir donmenin, bir eksen etrafinda olmasmin anlami dénmenin bir ekseni
invaryant birakmasi demektir. Bu kavram ise verilen bir matrisle belli olan lineer
doniistimiin karakteristik vektorleriyle verilebilir. S6z konusu, ortogonal matrisler oldugu

icin A € 0(3) matrisinin karakteristik vektorleri belirlenmelidir. Coztim,

[A]Z = A% (3.6)

matris denkleminin ¢6ziim ciimlesidir.

X = [A]x +d ile verilen koordinat transformasyonunu, bir noktayr ilk
konumundan simdiki konumuna tasiyan bir operasyon olarak gérmek sik yapilan bir
eylemdir. Bu x vektoriiniin Olciilendirildigi koordinat ¢atis1 hakkinda karisikliga yol
acabilir. Bu transformasyon, M nin biitiinii F ile ¢akisik oldugu ilk konumundan, x in
daima M de dlgiilendirildigi sunus konumuna yerdegistirmesi olarak ele alinir. Bu
transformasyon D: F — M ile gosterilir ve yerdegistirme olarak adlandirilir. n-boyutlu
uzayda bir yerdegistirme D=(A, d) ile tanimlanir, burada; [A] bir nxn ddnme matrisi ve d
bir n-vektordir.

Bir yerdegistirme bir digeri lizerine uygulanirsa bileske bir yeni yerdegistirmedir.
Boyle iki yerdegistirme D;:F — My, D,: M; = M, olmak iizere D:D;D,:F — M, dir
(Bottema ve Roth, 1979).

Tanim 3.3.1. R™, n-boyutlu uzayin yerdegistirmeleri ciimlesi, fonksiyonlarin bileske
islemine gore bir cebirsel gruptur. R™, n-boyutlu uzayin yerdegistirmeleri grubu n-
boyutlu uzaym Oklid Grubu olarak tanimlanir. Bu grup SE(n) ile gdsterilir (Bottema ve
Roth, 1979).

Bir donme, kati cismin noktalar1 arasindaki uzaklig1 korur. Boylece, A € 0(n),

AX = X olmak iizere,

(X,X) = (%, %)



(X, X) — (&%) + (%, X) — (%, X) = 0
ve buradan,
(X-%) (+%) =0 (3.10)
yazilabilir.
X+%=[A+1]%
X—-x=[A-1]%
degerleri (3.10) da yerine yazilirsa ,

X-2=[A-1N[A+11(X+ %) (3.11)
olur. [A—1I][A+1]"! matrisi B ile gosterilsin. Dikkat edilirse, B matrisi X+%
vektoriinii kendisine dik olan X — % vektdriine doniistiirmektedir. (3.11) esitligi ¥
ve X in se¢iminden bagimsiz olduguna gore, temsilci bir y vektorii igin,

(v,[Bly)=0
ve B = [b;;] agik bilesenleriyle yazilirsa;
Yixj(bij + b)yiy; + Xi=1biy® =0 (3.12)
elde edilir. Bu esitlik keyfi bir y vektorii i¢in saglandigindan; her i, j igin,
bi; = 0,
b;; = —bj;
olmalidir. Yani [B] = —[B]7, bir baska ifadeyle B bir anti-simetrik matristir.
[B]=[A-1][A+1]7}
esitliginden A matrisi ¢oziiliirse,
[A] = [I — B]™1[I + B] (3.13)

elde edilir. Bu esitlik, ortogonal matrisler i¢in Cayley formiilii olarak adlandirilir

(McCarthy, 1990).
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Donme ekseni ile donme arasindaki iliski soyledir:

Anti-simetrik bir [B]33 matrisi,

0 b1, bi3
[B] = _b12 0 b23
—by3  —bys 0

seklindedir. [B] matrisi ti¢ bagimsiz bilesene sahiptir. 3x3 tipinden anti-simetrik matrisler

ciimlesi ile R? uzay1 arasinda bir 1:1 esleme kurulabilir. Eger b, = —bs, b3 = b,
b,; = —b; degisimi kullanilirsa;
Az - R3
0 _b3 bz
[B] = | b3 0 _bl] = (b1, by, bs)
_bz bl 0

seklinde verilebilir ve bu doniisiim,

[B][yl =b xy, Vy€ER3 (3.14)

ozelligine sahip bir 1:1 eslemedir.
Cayley formiilii yardimiyla [A] donme matrisinden bir [B] anti-simetrik matrisi

elde edilir. [B] den de yukarida anlatilan (b1,b2,b3) = b vektorii elde edilir. b vektoril, [A]

donme matrisinin A=1 karakteristik degerine kars1 gelen karakteristik vektordiir. Bunun
igin [A]I; =b oldugunu gostermek yeterlidir.
A=[I+B][l-B]?
[Alll — B] = [I + B]
[A][l —B]b =[I1+ B]b
[Alb — [A][B]b = [I]b+ [B]b, [B]lb=bXxb=0
[Alb = b (3.15)



4. KUATERNIYONLAR

18. ylizyilin baslarinda ¢ok arastirilan konularin basinda yer almakta olan
kompleks (karmasik) sayilar igin Irlandali Sir William Rowan Hamilton, R* Oklid 4-
Uzaymda dordeyler olarak da adlandirdigi kuaterniyonlar1 tanmimlamistir (Hamilton,
1843).

K ={q = ay + a4i + ayj + azk; ay,a,,a,,a; € R}
i2=j2=k?*=ijk=-1

Hamilton, bu ¢arpim kurali ile birlikte her bir sirali say1 dortliisiine “kuaterniyon” adini

vermistir.

4.1. Reel Kuaterniyon
Rx R3=K
+:KXK->K
<+ RXK—->K
X:KXK->K
K ={q =a¢+ ayi + ayj + azk \ay, a,,a,,a; € R}

climlesini ele alalim. Burada {1, i, j, k} birimlerinin ¢arpimi Cizelge 4.1 de verilmistir.

Cizelge 4.1. Kuaterniyon garpim tablosu

X 1 i j k
1 1 i j k
i i -1 k —J
J J —k -1 i




14

K ciimlesinin her bir elemanina reel kuaterniyon denir. {i, j, k} birimleri 3-boyutlu reel
vektor uzayimnin bir dik koordinat sistemi olarak alinabilir (Hacisalihoglu, 1983).
Q = ap + a4i + a,j + azk kuaterniyonun skalar kism1 S, ve vektorel kismi da
7(; omak tizere iki kisma ayrilir .
Q=S5,+ VQ)olmak lizere Sy = ag ve VQ) = aqi + a,j + azk dir.
Q=35,+ VQ) , P=S5p+ T/? icin reel kuaterniyonlar toplami
Q+P=(Sp+S)+ (Vg + Vp)
seklinde tanimlidir.
A € R olmak iizere skalar ile ¢arpma islemi ise
A.Q = (ay) + (Aay)i+ (Aay)j + (Aaz)k
esitligi ile tanimlidir (Hacisalihoglu, 1983).
Tanim 4.1.1. Reel kuaterniyonlarin ¢arpimi
R:KQK-K
@QP)-QQP
Q®P =(qo+ q1i + qz2j + q3k) ® (po + p1i + p2j + p3k)
Q® P =50Sp—(Vo, Vp) +Sp Vg + S Vp + Vg X Vp
olarak tanimlanir. Burada R3 teki i¢ ¢arpim "'(,)"" ile R3 teki vektorel garpim " x " ile
ifade edilmistir (Hacisalihoglu, 1983).
Omek 4.1.1. Q =3 +4i+5j+ 6k ve P =—2—4i + 3j — 2k olmak iizere Q ® P
kuaterniyonu igin
So =3, Sp=-2,V,=(456), Vp = (—4,3,-2) dir.
Kuaterniyon ¢arpimi:
Q®P =S50S0 — (Vo Vo) + Sq Vo +Sp Vg + Vg X Vp
Q®P=3.(-2)—(—16+15—-12) + (—2).(4,5,6) + 3.(—4,3,—-2)
+ (4,5,6) X (—4,3,—2)
=7—48i —17j + 14k
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Tanim 4.1.2. Bir Q kuaterniyonunun eslenigi Q ile gosterilir.
(7):K->K
Q=S+ Vg, ise Q =S, V,veya
Q =qo + qii + qj + g3k olmak iizere Q = qy — q1i — q2j — q3k ile tanmlanr.

p,q € K olmak lizere kuaterniyon eslenik asagidaki ozelliklere sahiptir (Hacisalihoglu,
1983; Morais ve ark, 2014).

i. Q+P=0Q+P,
ii. Q®P=P®Q,
ii. (Q)=0.

Tanim 4.1.3. Bir Q kuaterniyonunun normu N, ile gosterilir.
No:K - R
Q-NQ@=N=0®0=0®0Q

seklinde tanimlanir.

Q =qo+ q1i +q2j + g3k

Q = qo — q1i — @2 — g3k

No=Q®Q =qo*+ 0"+ q,% + qs2dir.

Ny = 0 dir ve norm islemi agsagidaki 6zelliklere sahiptir (Hacisalihoglu, 1983).

i)Ngp = NoNp,
ii)Nyo = A2N,,.
Ornek 4.1.2. Q = 3 + 4i + 5j + 6k ise Q kuaterniyonun normu
Q®Q=9—(-16—25—36) + (—12i — 15j — 18k)
+(12i + 155 + 18k) + (4,5,6) X (—4,—5,—6)
= 86.
Tanim 4.1.4. Ny =1 olan Q = qo + qq1i + q3j + g3k reel kuaterniyonuna birim reel

kuaterniyon denir (Hacisalihoglu, 1983).
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Tanim 4.1.5. Bir Q reel kuaterniyonun inversi(tersi) Q1 ile gosterilir

() LK-K
Q
Q-Qt=—,Ny#0
Ny ¢

yani
Q=qo+qi+qzj +qzk
olmak tizere Q reel kuaterniyonun inversi(tersi)
01 = qo — Q1 — q2j — qzk
Qo+ q:° + 22 + q5°

dir (Hacisalihoglu, 1983).
4.2. Birim Kuaterniyon

Q = ap + a4i + ayj + ask kuaterniyonun ekseni cinsinden kutupsal formu

Q ap + aql + a,j + azk

N,
Q ag? + a12 + a,? + as?

ao a;l + ayj + ask Jai? + ay? + az?

2 2 2
0,2 Ja2 + a2 +a;

\/aoz +a;” + ay? + az? Jaoz +a;” +a?+

a, a,i+ a,j + ask Jai? + a,? + a2

2 2 2
2 a“+a,“+a 2
\/a02+a1 + a,? + as? Vau 2 3 \/a02+a1 + a,? + as?

seklinde yazilabilir.
Burada
ap + a4l + ayj + azk

Qo =
Jaoz +a,’ +a,? + as?

Qg

cosf =

2
Jaoz +a,” + a,? + as?
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\/alz + a,? + as?

sinf =

2
\/aoz +a;” +ay?+ aj?

—  aqi+ayj+azk

0 =
Ja 2 + a2 + az?

olmak {izere reel kuaterniyonlarin kutupsal formu
Qo = cosf +S_0)sin0

dir. E; birim vektoriine Q, 1n ekseni denir (Hacisalihoglu, 1983).

Ornek 4.2.1: Q =3V6+3i++/5j+2k ise Q kuaterniyonunu kutupsal formda

gosterimi;
?0=3i+ﬁj+2k’
V18
cost9=igzﬁ
V72 27
sin49=@=1
V72 2

buradan 8 = 30° olur.
qo = cosf + STO)sinH

_ 0 , 3i+V5j+2k . 0
qo = cos 30 +—\/ﬁ sin 30

elde edilir.

Birim kuaterniyon kullanimiyla R3 te bir dénme operatorii tarif edilebilir. Bu
operatér Ad,(x) =q @ ¥ ® q~ ! olarak tammlanir. Adg g nun S_O) etrafinda 26 lik bir

donme tanimlar.
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S, birim vektdrii dénme eksenidir, sdyle ki;
G0 ® So ® qot = (cos 6 + S, sinh) @ S, ® (cos b — S, sin H)
= [cos 6§—<?Osin9,§; > +(§gsin0 X S‘Z)] X (cos O — S'_SSin 0)
= [cos 657,—< 5_0’,33 >sinf + (0)] ® (cos 8 — S_O)sin 0)
= [cos 6’% —sinf] ® (cos b — S_O)sin 0)
= [—sinf cos O —sin@f&sin@ +S_0)cost9c059
—< cos@f(;, —fgsine > +(S—(;c050 - singT(;)]
= —sinfcos@ +sin26 S, + sin2 6 S, + sin B cos 6.< S, Sy > +0
=So

O halde ST) birim vektorii gergekten donme eksenidir.

4.2.1 Adjoint operatorii

K nin normlu(birim) kuaterniyonlar: ctimlesi J ile gosterilsin,
J ={Qo € KIN(Qo) = 1}
R* te birim kiire S* olmak iizere | = S3, Q = (¢, 91, 92, g3) eslemesi 1: 1 dir.
ad doniisiimii s6yle tanimlidir:
ad:] - ], ad:g - ad(g), adg(x)=gxg™
Qo = cos@ + &g sing €] verilsin. adQ, 1n €0, daki goriintiisii,

adq (EQO) = (cos @ + €sin @) (EQO)(COS @ — esin @)
adq nun, {e;, e,, e5} standart bazindaki degerleri,
adq(e;) = e;cos@ + (1 —cosp)(e;, e)e + (e X ey) sing
adq(e;) = e;cos@ + (1 —cos@)(e,, €)e + (¢ X e;) sing
adq(e;) = ez cos@ + (1 — cos@)(es, e)e + (¢ X e3) sin @
boylece, [ai j] donme matrisinin a;; bilesenleri;

a;j = (e;, ej)cos @ + (1 — cosp){e;, ), ) + (€ X e;, €) sing
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a;j = 6;jcos @ + (1 — cos p){e;, eXe, ) + (&€, €) sin@
burada, € = x;e; + x,e; + x3€3
seklinde ifade edilmek iizere;
la;;] = 6ijcos@ + (1 — cosp)x;x; + &;xx, sing
veya acik sekliyle;
[ais]
cos@ + (1 —cos@)x;? (1 —cos@)x;x; —x3sing (1 — cos@)xsx; — x, sin (p‘

=|(1—cos@)x;x, + x3singp  cos@ + (1 — cos @)x,? (1 —cos@)xzx; — x4 sing
(1 —cos@)xzx; —x,sing (1 —cos@)x,x3 —x;sing  cose + (1 — cos @)x3?

0 —x3 x
dolayistyla A = cos ¢ I3 + (1 — cos @) [x;x;| + singp | x5 0 —xll
—X; X1 0

seklinde ifade edilebilir. A daki iki matris sirasiyla M ve N ile gosterilsin.
X2 XX, X%3
— — 2
M = [xi,xj] = |xx1 Xy X3X3
X3X1 X3Xp  X3°

O _x3 x2
N=| x3 0 _X1]
_xZ X1 0

seklinde yazilabilir. M ve N matrisleri € un verilmesiyle tek tiirli bellidir.

M ve N matrislerine ait baz1 esitlikler dnemlidir (Yahsi ve Ozgdren, 1984).

N2=M—1
N.M =M.N =0
N3 =—-N
N> =N

[4;;] = Rot(n,8) =Icos6 + (1 — cos )M + sin O N
ifadesindeki cosiniis ve siniis fonksiyonlar1 Taylor serisine agilirsa
1 1
Rot(n,0) =1+ NO + E(Ne)2 + §(Ne)3 + -

ve dolayisiyla;

Rot(n, 0) = eN®
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elde edilir. N® antisimetrik olup, eN® € 0(3) ve det(eN®) = 1 olmaktadur.
Keyfi bir v € R3 igin;
Nv=nXxv
M.v = (n,v)n.
esitlikleri bir donmenin ifade edilisi asagidaki gibi de verilebilir. 7 birim vektoriiyle

tanimli eksen etrafinda, bir ¥ vektorii pozitif yonde 0 derece dondiiriilsiin.

—Cp
Ale | )
{
o
Sekil 4.1. Bir eksen etrafinda donme
¥ vektori igin;
U = 0A + AB

yazilabilir.

burada,
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04 = (n,v)n = Mv
AB =40 + OB = —04 + OB
=—-Mv+v

olur, bu degerler

7V=Mv+ (Mv+v)cosf + Nvsinf

7 =[Icosf +sindN + (1 —cosO)M]v
elde edilir. Sonug olarak;

Rot(n,0) =Icos@ + (1 —cosO)M +sinf N

yazilabilir.
4.3. Dual Kuaterniyonlar

Bu kesimde dual kuaterniyonlar katsayilart dual sayilar olan kuaterniyonlar olarak
tanimlanacaktir.
Bir A dual vektéri A =a+ ea* olarak tanmimlanmistir. Burada a,a” €
R3 ve £ = 0 dur.
Q=ay+aii+ayj+azk, Q"=ay" +a"i+a,’j+az"k
Q = q + ¢eq” seklinde tamimlanan kuaterniyonlara dual kuaterniyon denir. Dual
kuaterniyonlar ciimlesi K, ile gosterilir.

Q=q+eq" =Ay+ Al + Ayj + Azk kuaterniyonun skalar kismi S, ve vektorel kismi
V_Q) olmak tizere iki kisma ayrilir.
Q=S,+Vg

burada S, = A, ve V_Q) = A,i + A,j + Azk dir (Hacisalihoglu, 1983).
4.3.1 Dual kuaterniyonlar iizerinde temel islemler

Tanim 4.3.1.1. Iki dual kuaterniyonun reel ve dual kisimlar1, karsilikl1 olarak, esit iseler

bu iki kuaterniyona esittirler denir (Hacisalihoglu1983).
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Q:q+€q*:Ao +A11+A2]+A3k
P:p+8p*:Bo+B1l+sz+B3k

eger Ay = By,A; = B;,A, = B,,A; = B3 ise P = Q du.

Tanim 4.3.1.2. Iki dual kuaterniyonun toplami karsilikli olarak bu iki kuaterniyonun reel
ve dual kisimlarmin toplamiyla elde edilir. Aymi kaide fark i¢in de gegerlidir
(Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 4.3.1.3. ®:Kp X K = Kj

iki dual kuaterniyon

{Q=q+€q*=A0+All+A2]+A3k
P:p+€p*:Bo+Bll+Bz_]+B3k

olsun. iki dual kuaterniyonun carpimi soyledir.
Q®P=qQp+e(@®p +q" Qp)
PRQ=pQq+e(@®@q +p"®q)
q,9%,p,p" kuaterniyonlar olduklarindan p ® q ve q @ p c¢arpimlar1 Kkuaterniyon
carpimindan
Q® P = Sq.Sp + SVp + SpVg — (Vg Vp) + Vg X Vp
dir (Hacisalihoglu, 1983).
Omek 4.3.1.1. Q = 3+ 4i+5j +6k) + (2 —2i + 2j + k)
P=(1+2i+2j+3k) +e2+2i+j+3k)
dual kuaterniyonlar i¢in Q @ P ¢arpimi i¢in
Q®P=qQp+e(@®p +q" Qp)
q® P =SqSp— (Vg Vp) + SqVp + SpVy + Vg XV,
qQ®p=31-<(456),0223) >+
3(2i + 2j + 3k) + 1. (4i + 5] + 6k) + (4,5,6) X (2,2,3)
= —33 +13i + 11j + 13k
q®p* =SqSp — (Vg Vo) + SqViye + Sy Vg + Vg X Ve
=3.2-< (456),(21,3) > +
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3(2i + 1j + 3k) + 2. (4i + 5j + 6k) + (4,5,6) X (2,1,3)
= —25+ 23i + 13j + 15k
q* ®p =S4.Sp— (Vyr, V) + SgVp + SpVye + Ve XV,
=21-<(-221),(223) >
+2Q2i+2j+3k) +1.(=2i+2j+ k) + (—2,2,1) X (2,2,3)
=—1+6i+14j—k
Q®P=q®p+e(@®p" +q"Qp)
Q®P=-33+13i+11j+ 13k + €. (=26 + 29i + 27j + 14k)
olur.
Tanim 4.3.1.4. Q = Ay + Aji + Ayj + Ask = Sq + Vo herhangi bir dual kuaterniyon
olmak iizere Q ’nun kuaterniyon eslenigi
():K = K,

Q-0

islemiyle tamimli olup Q = Ay — Aqi — Ayj — A3k = Sq — Vo seklindedir. P,Q € Kp
olmak tizere kuaterniyon eslenik asagidaki 6zelliklere sahiptir.

DQ+P=Q+P

i) QP =PQ

iit) (Q)=Q

Tanim 4.3.1.5. Q = Ay + A1i + A,j + Ask herhangi bir dual kuaterniyon olmak {izere
Q’nun normu
N:Kp, - D
Q- N
N@Q=N=0®0Q=0®Q
biciminde taniml1 olup

NQ == AOZ + A12 + AZZ + A32
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seklinde olur ve norm islemi asagidaki 6zelliklere sahiptir.
NQ®P == NQ ® NP
NQ). == ){,ZNQ

burada A herhangi bir say1 ve P ise herhangi bir dual kuaterniyondur (Hacisalihoglu,
1983).
Ornek 4.3.1.2.

Q=@B+4i+5j+6k)+c(2-2i+2j+k)

Q=0CB—-4i—-5—6k)+e(2+2i—2j—k)
dual kuaterniyonlar igin

Q®Q
¢arpiminin sonucu
Q®P=qgxp+e(qgxp +q" Xp)

esitliginde P yerine Q yazilirsa

q®p =S¢5y — (Vg V) + SqVp + SpVy + Vg XV,
q®p=33+44+55+6.6+3(—4,-5,-6) +3(4,5,6)
+ (—4,-5,—6) x (4,5,6)
= 86
diger islemler ayni sekilde yapilirsa
q@p* =14+ 21i + 20j — 9k
Q" ®p=14-21i — 20j + 9%k
Q ®P =86+ 28¢
elde edilir. Ayrica
QRP=0B+2)*+4—-28)?+(5+28)*+ (6 + ¢&)?
= 86 + 28¢
seklinde de bulunabilir.
Tanim 4.3.1.6. Q € K, ve Ny = 1 ise Q ya birim dual kuaterniyon denir (Hacisalihoglu,
1983).
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Tanim 4.3.1.7. Q = Ay + A1i + A,j + A3k bilesenleri sifir olmayan herhangi bir dual

kuaterniyon olmak tizere kuaterniyonun inversi(tersi)

()" Kp = Kp
,_Q
Q-0 I_N_Q

AO _All _Azj _A3k
A + A%+ A% + AP

Q=

seklindedir (Hacisalihoglu, 1983).






5. SPLIT KUATERNiYON

5.1. Lorentz Uzay:

Tanim 5.1. R®, n-boyutlu vektdr uzayi olsun.
X = (X1, X2, X3, 0, X)) V€ Y = (Y1, Y2, Y35 oo0» V)
vektorleri i¢in,
(X, V) = —x171 + X2Y2 + X3Y3 + -+ XY

seklinde tanimlanan fonksiyon Lorentz i¢ ¢arpimi olarak adlandirilir. (R™, (X, y),) n-
boyutlu Lorentz uzay olarak tanimlanir ve L™ ile gosterilir (O’neill, 1983).

x € L" vektorii Lorentz i¢ garpimina bagli olarak 3 6zel durumda olabilir ve buna
gbre isimlendirilir.

1. (%,y)>0veyax = 0ise x’ e spacelike ( Uzays1 )

2. (X,y)<0iseXx e timelike ( Zamansi )

3. (%,y)=0vex # 0isex’ e lightlike (1s1ks1) vektor

denir (Birman ve Nomizu, 1984).

Reel uzaydaki kinematik araglar Lorentz uzayinda Lorentz i¢ carpiminin
ozellikleri kullanilarak yeni bir form olarak ifade edilebilirler. Mesela Cayley formiili,
Rodrigues denklemi, Euler parametreleri bunlardan bazilaridirlar ve burada yeni formlari

aktarilacaktir.
Cayley formiiliinlin Lorentz uzayindaki formu sdyle verilir.
x € L3 A, 3 x 3 L-ortogonal matris olmak {izere, orijin etrafindaki dsnme
Aix =X
olarak tanimlidir. Ortogonal matrisler normu korudugundan Vx € L3 i¢in
(x, %), = (X, X)),

dir ve
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X—x,X+x),=0

yazilabilir.
Apx = —x, A+ I matrisi regiilerdir ve

B=A-D,(A+D7?
esitliginden

BT = -B

elde edilir. B anti simetrik bir matristir. B = (A — I),(A + I)~! dan Cayley formiilii
olarak

A=(U-B),(I+B)
elde edilir. Bu Cayley formiiliiniin Lorentz uzaydaki formudur.

L3 uzayinda Cayley formiilii kullamilarak, her B anti simetrik matris bir L-ortogonal

matrisi tanimlar. Soyle ki;
A=(U-B)1,(+B),
AT = -B),(I+B)™!
dirve AT, A = I oldugundan A bir L-ortogonal matristir (Ozkald: ve Giindogan, 2010).

Reel uzaydakine benzer olarak B anti simetrik matrisin bilesenlerinin 6zel gosterimi ile
matris carpimi ve vektorel carpim gecisi Lorentz uzayinda da karsilik bulur. Ac¢ik

islemleri asagidaki gibi verilebilir.

B,y = Bayy esitligini saglayan B matrisi asagidaki sekilde tanimlansin.

byy by b3
B =|biy; by, by3|, y= 1, y2,¥3), b = (by, by, b3)
by3 b3y bss

by, = bs, b3 = —b,
by, = _b3; b23 = —b,
b3, = by, bz, = by

gosterimiyle B anti simetrik matris
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0 by —b,
B = _b3 O _bll
b, b, 0

olarak yazilsin. Bilesenlerin bdyle secimine bagli olarak ve L-Cayley formiilii

kullanilarak, A donme matrisi B antisimetrik matrisinden s0yle insa edilir.

b spacelike olarak secilsin.

0 by —b,7 [0 by —b
A=(U-B)',(I+B)=|-b; O _bll [_b3 0 _b1]
b, b 0l b, b 0
_ 1
bl —b, bt 41
—(by* 4 b* + bs* +1) 2(bs — byby) —2(b, + bybs)
—2(bs — b1b;) —(by® + by* —bs? = 1) —2(by + bzb3) -
2(by = b1b3) 2(by — bybs) —(b® = b +b3* — 1)

Benzer yaklasimla Rodrigues denkleminin Lorentz uzaydaki formu asagidaki islemlerle

elde edilir.
A bir L-ortogonal matris olsun. L-Cayley formiilii ile
X—x=B (X+x)

yazilabilir ve ayrica

X—x=Bn, (X+x)
dir.
Bu denklem Lorentz Rodrigues denklemi(ya da kisaca L-Rodrigues) olarak adlandirilir
ve donme i¢in olan b vektorii Lorentz Rodrigues (veya L-Rodrigues) vektorii olarak
bilinir.
L-ortogonal A matrisi i¢in Cayley formiilii ¢p donme agis1 ve birim vektor s olmak tizere,

B = (tanh2)S,

dir ve Cayley formiilii
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-1

A= ((cosh £)1 - (sinh2) s) . ((cosh )1+ (sinh2) s) (5.1)

esitlik diizenlenirse
A =1+ (sinhg) S + (—1 + coshg)S?
elde edilir (Ozkald1 ve Giindogan, 2010).

5.2 Split Kuaterniyonlar

Hamilton tarafindan takdim edilen, kuaterniyonlardaki en onemli farklilik
kuaterniyon ¢arpiminda baz kuaterniyonlarin vektor pargalarinin i¢ garpimlarinin negatif
olmasi tistiine kurulmustur.

Hamilton’un ¢aligmasinin yaymlanmasindan J. Cockle kuaterniyonlarmn yeni bir
simniflandirmasimi yayinlamistir (Cockle, 1849). Cockle bu yayminda dordeyler adini
verdigi climle istiinde farkli dort tip ¢arpimi tanimlamistir. Bunlardan biri Sir W
Hamilton’un tanimladigi kuaterniyonlardir ve bunu yeni bir isimle isimlendirmistir.
Cockle’in smiflandirmasina goére dordeyler {iizerlerinde tamimlanan carpima gore
smiflandirma soyledir. The Quaternion of Sir W. R. Hamilton, 2. The Tessarine system,
3. The Coquaternion System ve 4. The Cotessarine system.

Bu tez kapsaminda temel olarak split kuaterniyonlar (coquaternion) islenecektir.
Ancak konunun biitiinliigii agisindan dort tip i¢in temel bilgi asagida Cockle’in
makalesindeki notasyonlarla verilecektir. Temel islem baz vektorlerinin ¢arpimi ile
verilir. Q = w + ax + By + yx dordeyler ciimlesine ait temsilci bir eleman olsun.

1. Hamilton Kuaterniyon Sistemi:

a? = -1,
p?=-1,
y?=-1
aB =vy.

Q nun modiili

w2+ x2 +y?% + 22
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ifadesinin pozitif karekokiidiir.

2. Tessarine Sistemi:
Bu sistemde «, 8, y igin garpim

a?=-1,
p* =1,

y?=-1

-1 = a?p?

seklinde verilir.
Q tessarine nin modiili

wEy)? + (x £2)°
nin pozitif karekokiidiir.

3. Coquaternion Sistemi:

a’? = -1,
p* =1,
y:=1

Q nun modiili
(wty+2)?+x?
nin pozitif karekokii olarak tanimlidir.

4. Cotessarine Sistemi:

a? =1,
B* =1,
y2=1 22

Bu halde Q nun modiili
wtxtytz)?
nin pozitif karekokiidiir(Cockle, 1849).
Split kuaterniyonlar R x R3 ciimlesi iizerinde cebirsel bir yap1 olarak asagidaki

algoritma ve adimlariyla ele alinacaktir.

R X ]:R3 = {(ST' SV)’ST € R, SV € RS}
cumlesinin bir elemani

Q =qo+ q1e1+ qze; + qse3
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olarak verilsin. Burada {1, e;, e,, e3} baz cliimlesidir. Baz vektorleri iistiinden split

kuaterniyon yapisini veren ¢arpma islemi

e = i,eZ =j,33 =k,

i2=—1,

j? =1

k2 =1
ijk =1,

ij = —ji = k,
jk = —kj = —i
ki=—ik=j

olarak tanimlhidir (Cockle, 1849).

Carpim isleminin tablo formu ¢izelge 5.1 ile verilir.

Cizelge 5.1. Split kuaterniyon ¢arpimi

® 1 €eq e, es3
1 1 eq e, €3
e e, -1 es —€z
e, e, —e3 1 —e
€3 €s €, e1 1

Bu carpimla birlikte R x R3 ciimlesi split kuaterniyonlar ciimlesi olarak
isimlendirilir. Kuaterniyonlar da oldugu gibi split kuaterniyonlar climlesinde de skaler ve
vektorel kisimlar iistiinden islemleri yapmak daha kullaniglidir.

Bir Q = qol + q1i + q,j + g3k split kuaterniyonun skalar ve vektorel kismi

So =4qo Ve Vy=qii+qyj+ qzk olmakiizere P ve Q split kuaterniyonlari
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Q =S84 +V,veP =S5, +V, olarak da yazilabilir. Bu gosterime bagl kalarak iki split

kuaterniyonun toplami

P+Q=S,+S,+V,+V,

ve split kuaterniyonun ¢arpimi

—

olarak da verilir. Burada

- =

<V, Vg >1=—P1q1 + P2q2 + P3q3
Vo X1 Vg = (Po, 1, P2, P3 ) X1 (qo, 41, 92, G3)
= (P3q2 — P293)i + (P3q1 — P1G3)J + (P192 — P291)k
dir.
Omek 52.1. Q =3+ 4i+5j+ 6k ve P=—2—4i+ 3j — 2k olmak iizere Q ® P
carpimi
So=3,  Sp=-2Vy=(456), Vp=(-43-2)
Q®P=SSp+ (Vg Vp)+ S Vp + Sp Vg + Vg X Vp
Q®P=3.(-2)+ (+16 + 15 — 12) + (—2).(4,5,6) + 3.(—4,3,-2)
+ (4,5,6) X (—4,3,—2)
=13 -8i —17j + 14k
olarak bulunur.
Bir Q = q¢1 + q1i + q,j + g3k split kuaterniyonu ile 1 € R skalerinin ¢arpimi
AQ = Q4 = (4q0) + (Aq1)i + (Aq2)j + (Aq3)k

seklinde tanimlidir.

Bir Q = qo + q1i + q2j + g3k split kuaterniyonun eslenigi
stq—qu%_‘hi_QZj_%k

olarak tanimlanir.
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Bir Q =qo + q1i + q2j + g3k
split kuaterniyonun normu

No =11Qll = [10Q] = V1q0% + q12 — 22 — q35?]

olarak tanimlanir. Eger N, = 1 ise g’ya birim split kuaterniyon denir.

Bir @ split kuaterniyonu igin, eger Np # 0 ise Q = qo + q1i + q2j + g3k
split kuaterniyonun tersi vardir ve
. 0
Q7 =—
Ng
dir.

Her g = qo + q41i + q»j + g3k split kuaterniyonu
q = (90,91, 92, q3)
seklinde de temsil edilebilir. O halde her split kuaterniyon Ej {in bir eleman1 olarak da
diistiniilebilir.
(E3, {,)1), 3 boyutlu Minkowski uzayidir, burada (, ), Lorentz i¢ ¢arpimi
(u, V), = —uyv;y + Uy + Uz

olarak tanimhdir. E3 ile gosterilir.

E3 de Lorentz vektdrel carpimi
x,: E3 x B3 — E3
(0, v) = u X, v=(vyuz — U3, VU3 — U V3, U Vy — DV U)

seklinde tanimlanir.

Her u,v € E3 igin u ve v vektorleri arasindaki ag1 asagidaki sekilde tanimlanur.

I. Eger u ve v future pointing (past pointing) timelike vektorler ise u X; v bir
spacelike vektor olup
(w,v), = —llull llv]l coshé



35

ve

lux, v |l = llull [[v]] sinh6

olur. Burada 6 ise u ve v vektorleri arasindaki hiperbolik agidir.
ii. Eger u ve v vektorleri

(w, v}, < full fIvll

esitsizligini saglayan spacelike vektorler iseu X; v bir timelike vektor olup

(w,v), = [lull IVl cos®

ve

ux,v=|ull vl sin6

dir, burada @ ise u ve v vektorleri arasindaki agidir.
Iii. Eger u ve v vektorleri
[{w, v) | > lull IVl
esitsizligini saglayan spacelike vektorler ise u X; v bir spacelike vektor olup

(u,v), = —|lul| |Iv]l coshé

ve

u X%, v=|ull ||v|] sinhé

dir, burada 6 ise u ve v vektorleri arasindaki hiperbolik agidir.

2 Eger u ve v vektorleri

[(w, v | = [lull flvll

esitsizligini saglayan spacelike vektorler ise u X; v bir lightlike vektordiir (Birman ve
Nomizu, 1984; Ozdemir ve Ergin, 2006).
Her g = qo + q1i + q,j + q3k spacelike split kuaterniyonu igin,
qQ° +q1° — q2° — q5° <0
ve

0 < qo® < —q1*+ @ + q3* = (V, V),
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oldugundan, g split kuaterniyonunun vektorel kismi bir spacelike vektoriidiir. Fakat bir
timelike split kuaterniyonunun vektorel kismi, spacelike, timelike veya nulldur.
Her g = qo + q11 + q,j + g3k split kuaterniyonu i¢in,
I.  Her spacelike kuaterniyon
q = Ny(sinh 6 + &; cosh 0)

seklinde yazilabilir, burada

sinhg =L
Ng
ve
cosh 6 = \/—‘hz + q2% + q3?
Nq

olup
= = q1i + qzj + qzk
. =
V=% + 22 + q5°

ise birim spacelike vektordiir.

ii.  Vektor kismi spacelike olan her timelike kuaterniyon
q = Ny(cosh 6 + &; sinh )

seklinde yazilabilir, burada

cosh§ =L
Ngq
ve
sinh @ = V—q1%+q2%+q3?
Ng
olup

g1l + q2j + qzk
V=% + ¢ + q5?

—
€ =

ise birim spacelike vektordiir.

i.  Vektor kismi timelike olan her timelike kuaterniyon
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q = Ny(cos 6 + g sinf)

seklinde yazilabilir., burada

cos O = 4o
Nq
ve
. _\/CI12—QZZ—CI32
sinf@ =
Nq
olup

= q1i + qzj + qzk
0=
\/Q12 — q2* — q3°
ise birim timelike vektérdiir (Ozdemir ve Ergin, 2006).

5.3. Mekanizma Kinematigi ve Matlab Uygulamalari

Mekanizma, birbirlerine bagli olarak hareket eden kati cisimler ailesidir.
Mekanizmanin her bir par¢asinin (link-mafsal) hareketi bir 6nceki kati cisme gore tarif
edilir. Her bir yerdegistirme {donme, 6teleme} climlesinin bir alt climlesi ile verilir.
Calisma uzay1 dort boyutlu Lorentz uzay1 oldugu zaman donme birim split kuaterniyonla
verilir. Dort boyutlu Lorentz uzayinda bir yerdegistirme ise birim dual split kuaterniyon
kullanilarak verilir.

L? uzayinda bir Lorentz ortogonal matrisi AT = A~ olan, |[A] =1 olan bir
matristir ve cosh 82 — sinh 82 = 1 bagmtis1 kullanilarak gosterilebilir ki 2 X 2 Lorentz

ortogonal matrisi form olarak asagidaki sekildedir.

coshfd sinhf6 0
A =|sinh8® cosh8 0
0 0 1

Bu matris kullanilarak bir AB dogru pargasi ile modellenen bir kati cismi orijin

noktasi etrafindaki bir devirlik hareketi asagidaki 6rnekle verilmistir.



38

Ornek 5.6.1.

A =(2)0),
B = (5,0)
olmak tizere AB dogru pargasinin modelledigi kati cisim K olsun. K nin hareketi igin

Matlab programi ve yoriinge asamalari sekli soyledir:

for t=0:0.2:4
a=20

for u=1

axis([-a 2*a -3*a 3*a))

line([-a 4*a],[0 0])

line([0 0],[-4*a 4*a])
line([-40 40],[-40 40])
line([-40 40 ],[40 -40])
t1=0*u

t2=0*u

pl=2

p2=0

Q=[15 0
1]

A=[cosh(t) sinh(t) t1
sinh(t) cosh(t) t2
001]

P=[p1
p2
1]

B=[cosh(-t) sinh(-t) t1
sinh(-t) cosh(-t) t2
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001]
C=A*P
D=A*Q
plot(C(1),C(2),".r)
plot(D(1), D(2),".r
line([C(1) D(1)], [C(2) D(2)])
hold on
pause(0.5)
end
end
hold on
for t=-4:0.2:0

a=20

for u=1

axis([-a 3*a -3*a 3*a])

t1=0*u

t2=0*u

pl=2

p2=0

Q=[15 0
1]

A=[cosh(t) sinh(t) t1
sinh(t) cosh(t) t2
001]

P=[p1
p2
1]

C=A*P

D=A*Q
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plot(C(1),C(2),".r")
plot(D(1), D(2),".r")
line([C(1) D(1)], [C(2) D(2)])

hold on
pause(0.5)
end
end
AB dogru pargasinin orijin etrefindaki hareketi

60 T T T T T T
40 .
20 .

=

a

£ 0

a

=
-20 il
40k il
B0 1 1 1 1 | |

-20 -10 8] 10 20 30 40 50 60

¥ ekseni

Sekil 5.1. Lorentz diizleminde bir dogru par¢asinin hareketi
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Yerdegistirmelerde sabit kalan noktaya pol (kutup) noktast adi verilir.
Yerdegistirmenin donmesini veren ortogonal matris A ve dteleme kismini veren matris T
ise

AP+T=P
Ozelligine sahip noktaya pol noktasi denir. Dénmelerin sabit noktas1 dénme merkezidir.
Otelemelerin sabit noktas1 yoktur. Yerdegistirmelerde ise bir noktanin pol noktasi
olmasini T 6teleme kismu iistlenir.
Boylece, denklemden T 6teleme vektorii hesaplanirsa
T=(U-A)P
ve agik sekliyle T nin bilesenleri
t; = (1 — cosht).p; — p,.sinht
t, = (1 — cosht)p, — p;.sinht
seklinde belirlenir.
Boylece pol noktasi verilen bir Yerdegistirmenin matrisi asagidaki gibidir.

cosht  sinht (1 — cosht)p; — p-,
D =| sinht cosht (1 — cosht)p, — p,sinht
0 0 1

Ornek 5.6.2.
P=(6,3) pol noktal1 yer degistirme altinda A=(2,0) B=(4,0) AB dogru parcasinin

yerdegistirmesi :

a=8
axis([-a*0.5 a -a a])
b=20
line([-b b],[-b b])
line([-b b],[b -b])
line([-a 4*a],[0 0])
line([0 0],[-2*a 4*a])
hold on

for t=0:0.1:1
A=[2;0; 1]
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B=[4,0;1]

ppl=6
pp2=3
B=[cosh(t) sinh(t) (1-sinh(t))-pp2*sinh(t)
sinh(t) cosh(t) (1-cosh(t))*pp2-ppl*sinh(t)
0 0 1 ]

E=B*A
F=B*B

plot(E(1),E(2), 1)
plot(F(1), F(2),"9)

line([E(2) F(1)], [E(2) F(2)])
pause(0.2)
hold on
text(6,3, 'pole (6,3)")
text(2,0,'A")
text(4,0,'B)
end

pole (6,3)

y ekseni
o

'
n]

-4 -2 0 2
% ekseni

Sekil 5.2. Lorentz diizleminde pol noktasi verilen bir yerdegistirme hareketi
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Ornek 5.6.3.
(30,17) noktasin1 pol noktas1 kabul eden Lorentz donmesi :
for t=0:0.2:1

a=60

for u=1

axis([-a 2*a -3*a 3*a))

line([-a 4*a],[0 0])

line([O O],[-2*a 4*a])
t1=0*u

t2=0*u

pl=2

p2=2

Q=[15
0
1]

A=[cosh(t) sinh(t) t1
sinh(t) cosh(t) t2
001]

P=[pl
p2
1]

B=[cosh(t) sinh(t) t1
sinh(t) cosh(t) t2
001]

C=A*P

D=A*Q
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% plot(C(1),C(2),".r")
% plot(D(1), D(2),".r)

%line([C(L) D(1)], [C(2) D(2)])
hold on
pause(0.5)
end

end

hold on

for t=0:0.2:3
t=-1

Pp=[3
2
1]

Qq=[30
17
1.0000]

B=[cosh(t) sinh(t) (1-cosh(t))*ppl-pp2*sinh(t)
sinh(t) cosh(t) (1-cosh(t))*pp2-ppl*sinh(t)

001]

E=B*Pp

F=B*Qq

plot(E(1),E(2),".r")

plot(F(1), F(2),"g)
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line([E(1) F(1)], [E(2) F(2)])
pause(0.2)

hold on

text(30,17, 'pole’)

end

(30 17) pol noktas etrafinda dénme

150

100

50

y ekseni
o

-100

T

-150

1 1 J
-60 -40 -20 0 20 40 60 80 100 120

% ekseni

Sekil 5.3. Lorentz diizleminde pol noktasi etrafinda donme hareketi






6. TARTISMA VE SONUC

Donme ve oOteleme kavramlari kinematikte temel kavramlardir. Ortogonal
matrisler veya birim kuaterniyonlar kullanilarak donme ifade edilebilmektedir. Dual
kuaterniyonlarla 6telemeli donme hareketi yani screw hareketi tanimlanmaktadir.

Kompleks sayilarin bir genellemesi olarak Hamilton tarafindan kuaterniyonlarin
tanitilmasiyla kinematik yeni bir ara¢ olarak adjoint operatorii yardimiyla ve birim
kuaterniyonlar1 kullanarak yeni bir donme operatorii kazanmistir (Hamilton, 1843).
Ortogonal matrislerin bazi istiinliikleri ve kuaterniyonlarin da bagka kullanim
kolayliklar1 vardir (Bottema ve Roth, 1979; McCarthy, 1990). Bir kuaterniyon skaler
kisim ve vektorel kisim olarak iki pargali olarak ele alinabilir (Kuiper, 1999). Dénme
ortogonal matrisle verilince donme ekseni matrisin karakteristik vektoriidiir. Eger donme
kuaterniyon operatorii ile verilirse donme ekseni birim kuaterniyonun vektdr kismidir
(McCarthy, 1990). Yerdegistirmelerde donme kismi igin ortogonal matrisler kullanilirken
Oteleme kismi icin Gteleme vektorii kullanilir. Yerdegistirmelerde hareketin Gteleme
kismin1 vermesi icin dual katsayili dual kuaterniyonlar kullanilmaktadir (Clifford, 1873;
McCarthy, 1990). J. Cockle, Hamilton tarafindan tanitilan kuaterniyonlarin indekse bagh
olarak dort temel formunu yayinlamistir (Cockle, 1849). Bu smiflandirma kuaterniyon
teorisinin farkli uzaylarda kullanimina yol agmaktadir. Bunlardan en yaygin olarak
kullanilan1 Lorentz uzayinda karsilik bulan coquaternionlardir. Daha sonra split
kuaterniyon olarak adlandirilan coquaternion 6zellikle relativite teorisi i¢in 6nemli bir
aractir. Lorentz uzaymmda kinematik ve mekanizma teorisi i¢in 6nemli caligsmalar
yapilmustir (Inoguchi, 1998; Jiang ve ark., 2015; Jiang ve ark., 2018). Kinematik agidan
Lorentz uzayda yerdegistirmede donme ve Oteleme birlikte kullanilmak istenirse
katsayilar1 dual sayilar olan dual split kuaterniyonlar kullanilabilir. Lorentz uzayinin
onemli farkliliklarindan birisi de gorsellik agisindan olusmaktadir. Ornegin bir noktanin
donme altindaki yoriingesi cember formunda olmasina karst Lorentz uzayda bu yoriinge

Oklid uzayimdaki hiperbol goriiniimliidiir, ancak bu Lorentz uzayda bir cemberdir. Bu
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durum bilgisayar destekli programlar ile desteklendiginde yoriingelerin ¢izimleri de elde

edilir.

Tez kapsami icinde split kuaterniyonlara kadar olan bilgi dizini biitiinliik i¢inde
verilmistir. Lorentz uzayidaki kullanimi ve gerekliligi vurgulanarak yapilan ¢calismalarin
katkilar1 aktarilmistir. CAGD i¢in Matlab programi kullanilarak, noktalarin donme ve
otelemeli donme (yerdegistirme) altinda yoriingeler i¢in algoritmik programlar yazilmig

ve yorilingeler ¢izilmistir.
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