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ÖZET 

 

 

STOKASTİK ISI DENKLEMLERİNİN ÇÖZÜMLERİNİN PATLAMASI 

 

 

YAĞIZ, Beytullah 

Yüksek Lisans Tezi, Ġstatistik Anabilim Dalı 

Tez DanıĢmanı: Dr. Ögr. Üyesi Hatice TAġKESEN 

ġubat 2019, 53 sayfa 

 

Bu tez çalıĢmasında, doğrusal olmayan stokastik dalga ve ısı denklemi 

çalıĢılmıĢtır. Bu amaçla ilk bölümde stokastik dalga ve ısı denklemi ve tarihi hakkında 

bilgiler verilmiĢtir. Ġkinci bölümde çalıĢtığımız stokastik dalga ve ısı denkleminin 

literatür bildiriĢleri verilmiĢtir. Üçüncü bölümde ise tez boyunca kullanacağımız temel 

matematiksel tanım, teorem ve lemmalar hakkında bilgi verilmiĢtir. Dördüncü bölümde, 

stokastik dalga ve ısı denklemlerinin çözümlerin patlaması (blow-up) ile ilgili genel 

bilgiler verilmiĢtir. BeĢinci bölümde daha önceden çalıĢılmıĢ parabolik tip doğrusal 

olmayan stokastik ısı denklemi uygun enerji eĢitsizlikleri kullanılarak çözümün 

patladığı (blow-up)  gösterilmiĢtir. Altıncı bölüm bu tezin orijinal kısmıdır. Doğrusal 

olmayan stokastik dalga denkleminin çözümünün patladığı incelenmiĢtir. ÇalıĢmamızda 

uygun enerji eĢitsizlikleri kullanılarak çözümün sonlu ve sonsuz zamanda var olup 

olmadığına bakılmıĢtır. Yedinci bölümde elde edilen sonuçlar özetlenmiĢ ve bazı 

önerilerde bulunulmuĢtur. 

 

Anahtar kelimeler: Çözümün patlaması (blow-up), Global çözüm,  Lokal 

çözüm, Stokastik dalga ve ısı denklemi 
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ABSTRACT 

 

 

THE EXPLOSION OF THE SOLUTIONS OF STOCASTIC HEAT EQUATIONS 

 

 

YAĞIZ, Beytullah 

M. Sc. Thesis, Department of Statistics 

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Hatice TAŞKESEN 

February 2019, 53 pages 

 

In this thesis, nonlinear stochastic wave and heat equation are studied. For this 

purpose, stochastic wave and heat equation and history are given in the first chapter. In 

the second chapter, we present the literature about the stochastic wave and heat 

equation. In the third chapter, we give information about the basic mathematical 

description, theorems and lemma. In the fourth chapter, general information about blow-

up of stochastic wave and heat equations is given. In the fifth chapter, the previously 

studied parabolic type nonlinear stochastic heat equation is shown to be the blow-up of 

the solution by using appropriate energy inequalities. The sixth chapter is the original 

part of this thesis. The solution of the nonlinear stochastic wave equation exploded. In 

our study, appropriate energy inequalities are used to determine whether the solution 

exists in finite and infinite time. The results obtained in the seventh chapter are 

summarized and some recommendations are made. 

 

Keywords: Blow-up, Global solution, Local solution, Stochastic wave and heat 

equation 
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1. G·IR·IŞ

Bilinmeyen fonksiyonu ve bu fonksiyonun türevlerini içeren denklemlere �difer-

ansiyel denklem� denir. Gerçek hayatta kullan¬lan uygulamalarda, bu fonksiyon-

lar genellikle �ziksel niceliklere kaŗs¬l¬k gelirken, türevler de onlar¬n de¼gi̧sim oran-

lar¬n¬temsil eder. Örnek olarak basit bir popülasyon büyüme modeli düşünülebilir.

Farzedelim kiN(t), t zaman¬ndaki popülasyon büyüklü¼gü, a(t), t zaman¬ndaki deter-

ministik büyüme h¬z¬,
dN

dt
popülasyon büyüklü¼gündeki de¼gi̧sim oran¬ve N0 verilmi̧s

başlang¬ç de¼geri olsun. Bu durumda, popülasyon büyüme modeli

dN

dt
= a(t)N(t), (1.1)

N(0) = N0

problemine kaŗs¬l¬k gelir. Eş. (1.1) denklemi, t zaman¬ndaki nüfusun de¼gi̧sim

oran¬n¬n, büyüme h¬z¬n¬n ve o zamandaki popülasyon büyüklü¼günün çarp¬m¬na eşit

oldu¼gu anlam¬na gelir. Bununla birlikte, genellikle a(t) büyüme h¬z¬ tam olarak

bilinmemekte ve baz¬çevresel etkilere maruz kalmaktad¬r. Böylece (1.1) denklemi

aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

a(t) = r(t) + � noise: (1.2)

Burada r(t) deterministik terim, � gerçel de¼gerli bir sabit say¬ve noise (gürültü),

rastgele terime (davran¬̧s¬tam olarak bilinmemekte, sadece olas¬l¬k da¼g¬l¬m¬bilin-

mektedir) kaŗs¬l¬k gelmektedir. Bu gürültü terimi genellikle Brownian hareketi ile

ilgili beyaz bir gürültü W (t) olarak al¬n¬r. Bu durumda denklem

dN

dt
= (r(t) + � noise)N(t); (1.3)

= r(t) + �W (t)N(t);

ve buradan da

dN(t) = r(t)N(t)d(t) + �N(t)dW (t): (1.4)
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biçiminde yeniden yaz¬labilir.

Popülasyon büyüme modelinde oldu¼gu gibi birçok do¼ga olay¬nda küçük düzensi-

zliklerin de hesaba kat¬lmas¬gerekir ki, bu da denkleme bir rastgele kuvvetin eklen-

mesini gerektirir. Bu kuvvet genellikle beyaz gürültü (white noise) olarak adland¬r¬l¬r

(Yang ve Zhao, 2013). Bu tür düzensizliklerin hesaba kat¬lmas¬yla oluşturulan difer-

ansiyel denklemler stokastik diferansiyel denklemler olarak adland¬r¬l¬r. Stokastik

diferansiyel denklemler teorisi matematikçiler taraf¬ndan ilk olarak verilen difüzyon

ve y¬¼g¬lma katsay¬lar¬ için difüzyon süreçlerinin yörüngelerinin aç¬k inşas¬nda bir

araç olarak geli̧stirilmi̧stir (Arnold, 1992). Stokastik diferansiyel denklemler biy-

oloji, kimya, epidemiyoloji, mekanik, mikroelektronik, ekonomi ve �nans gibi birçok

alanda kullan¬lmaktad¬r.

Bu tez çal¬̧smas¬nda, baz¬do¼grusal olmayan stokastik ¬s¬ve dalga denklemlerinin

başlang¬ç/başlang¬ç s¬n¬r de¼ger problemlerinin çözümlerinin patlamas¬(blow up) in-

celenecektir. Do¼grusal olmayan evolüsyon problemlerinde blow up, t zaman¬sonlu

bir T zaman¬na yaklaş¬rken de¼gi̧sken ya da de¼gi̧skenlerin sonsuza gitmesidir (Galak-

tionov, Vazquez, 2002).

Do¼grusal olmayan parabolik denklemlerde başlang¬ç/başlang¬ç s¬n¬r de¼ger prob-

lemlerinin global çözümlerinin patlamas¬üzerine pek çok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. ilk

çal¬̧smalar 1940�l¬ve 1950�li y¬llarda patlama ve yanma teorisi, Semenov�un zin-

cir reaksiyon teorisi ile ortaya ç¬km¬̧st¬r. 1960�l¬y¬llardan itibaren H. Fujita , V.

K. Kalantarov, O. A. Ladyzhenskaya taraf¬ndan kapsaml¬ çal¬̧smalar yap¬lm¬̧s ve

günümüzde halen üzerinde çal¬̧s¬lmaktad¬r.

Do¼grusal olmayan denklemlerdeki blow up ¬n en basit örne¼gi u = u(t) için,8<: ut = u
2, t > 0

u(0) = a
(1.5)

başlang¬ç de¼ger problemidir. a > 0 için tek çözüm 0 < t < T = 1
a
zaman aral¬¼g¬nda

mevcuttur. u(t) = 1
T�t formülü ile verilebildi¼ginden t < T olmak üzere düzgün

çözüm ve t ! T� için u(t) ! 1 olur. Yani t = T de çözüm patlar (Polat, 2005).
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Eş. (1.5) probleminde oldu¼gu gibi stokastik diferansiyel denklemler için8<: dX (t) = b (X (t)) dt+ � (X (t)) dW (t)

X (0) = x0 > 0
(1.6)

probleminde de sonlu zamanda blow up meydana gelebilir. Burada b ve � düzgün

pozitif fonksiyonlar, W ise verilen bir olas¬l¬k uzay¬üzerinde tan¬ml¬Wiener süre-

cidir. Eş. (1.6) problemi için blow up, t genellikle belirli örneklem yoluna ba¼gl¬olan

sonlu bir T zaman¬na yaklaş¬rken, çözüm e¼grilerinin sonsuza gitmesi olarak yorum-

lanabilir.



4 
 

 



2. KAYNAK B·ILD·IR·IŞLER·I

Stokastik ¬s¬ ve dalga denklemleri birçok yönden çal¬̧s¬lm¬̧s ve günümüzde de

üzerinde etkin olarak çal¬̧s¬lmaktad¬r. Aşa¼g¬da bu çal¬̧smalardan bir kaç¬verilecektir.

Mueller ve Sowers (1993),

8>>><>>>:
@u

@t
=
@2u

@x2
+ u
@tW (x; t);

u(t; 0) = u(t; J) = 0;

u(0; �) = u0

t > 0; 0 � x � J; (2.1)

rasgelelik içeren ¬s¬denkleminin başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger problemi için çözümlerin davran¬̧s¬n¬

incelemi̧slerdir. Burada 
 > 1; W; 2-boyutlu beyaz gürültü (white noise) ter-

imi, u0 sürekli, negatif olmayan ve özdeş olarak s¬f¬ra eşit olmayan başlang¬ç koşu-

ludur. 
 < 3=2 olmas¬ durumunda (2.1) probleminin çözümü her zaman var ve

sonludur. 
 > 3=2 durumunda ise, (2.1) probleminin çözümü sonlu bir zamanda

pozitif olas¬l¬kla patlar.

Mueller (2000),

8>>><>>>:
@u

@t
=
@2u

@x2
+ g(u)@tW (x; t);

u(t; 0) = u(t; J) = 0;

u(0; x) = u0(x)

; t > 0; x 2 I � [0; J ]

probleminin çözümünün, g(u) nun [0;1) da bir lokal Lipschitz fonksiyon ve u0 ¬n I

üzerinde negatif olmayan ve uç noktalarda s¬f¬r olan bir fonksiyon olmas¬koşullar¬

alt¬nda sonlu zamanda patlad¬¼g¬n¬göstermi̧stir.

Chow (2009),

@u

@t
= r2u+ f(u) + �(u)@tW (x; t); t > 0; x 2 D

u(x; 0) = g(x) , x 2 D;

u(x; t) = 0 , x 2 @D

başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger probleminde başlang¬ç koşullar¬, do¼grusal olmayan terim ve
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gürültü terimi üzerine konan baz¬koşullar alt¬nda çözümün ortalama Lp normunun

p � 1 için sonlu zamanda patlad¬¼g¬n¬göstermi̧stir.

Chow ve Liu (2012) de stokastik gecikmeli parabolik diferansiyel denklemlerin

bir s¬n¬f¬için

@u(t; x)

@t
= �u(t; x) + f(x; u(t� r; x)) + g(x; u(t� r; x)@tW (t; x); t > 0; x 2 O;

u(t; x) = �(t; x); t 2 [�r; 0]; x 2 O;

u(t; x) = 0; x 2 @O; t > 0

problemi incelenmi̧stir. ·Incelenen problemin bir tek çözümünün varl¬¼g¬n¬garan-

tileyen koşullar verildikten sonra, çözümün ortalama Lp normunun p � 1 için sonlu

zamanda patlad¬¼g¬ispatlanm¬̧st¬r.

Dozzi ve Mimbela (2010), yar¬lineer

du(t; x) = (�u(t; x)�G (u(t; x))) dt+ �u(t; x)dWt; t > 0; x 2 D

u(0; x) = f(x); x 2 D;

u(t; x) = 0; x 2 @D:

denkleminin s¬n¬r de¼ger probleminin çözümünün sonlu zamanda patlad¬¼g¬n¬göster-

mi̧slerdir. Burada fWt; t � 0g bir-boyutlu standart Wiener süreci, � pozitif bir

sabittir.

Niu ve Xie (2012),

@u

@t
(t; x) = �u(t; x) +G(u(t; x)) + �1u(t; x)w1(t) + �2u(t; x)w2(t); t > 0; x 2 O;

u(t; x) = 0; t � 0; x 2 @O;

u0(0; x) = f(x); x 2 O

probleminde Gaussian gürültünün çözümün patlama zaman¬üzerindeki etkisini in-

celemi̧slerdir. Burada (w1; w2) iki-boyutlu Brownian harekettir.
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Ondrejat (2007), kaynak terim içeren stokastik dalga denkleminin

utt = �u+ f(u) + g(u)@tW (x; t)

Cauchy problemi için çözümlerinin tekli¼gini ispatlam¬̧st¬r.

Peszat (2002), do¼grusal olmayan stokastik dalga denkleminin

@2u

@t2
(t) = Au(t) + F (t; u(t)) +B (t; u(t)) @tW (x; t)

Cauchy problemi için bir Markovian çözümün varl¬k ve tekli¼gini incelemi̧stir.

Brzezniak ve ark (2016),

utt + A
2u+ �ut +m

�

B1=2u

2
H

�
Bu = G(u)dW (x; t)

utt = �u�m2u� au jujp�1 � �ut + F + �g (u) @tW

stokastik beam denklemini ve lineer olmayan stokastik sönümlü dalga denklemini

do¼grusal olmayan terimi polinom şeklinde alarak de¼gi̧smez ölçümlerin (invariant

measures) varl¬¼g¬n¬ispatlam¬̧slard¬r.

Barbu ve Da Prato (2002), stokastik dalga denkleminin

dYt + (AY + Yt + g (Y )) dt =
p
QdW (t)

başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger problemini kaynak terim üzerine konan g (y) � C (jyjp + 1)

koşulu alt¬nda inceleyerek, geçi̧s yar¬grubu için de¼gi̧smez ölçümlerin varl¬¼g¬n¬ispat-

lam¬̧slard¬r. Çal¬̧smada A = ��; W , silindirik Wiener süreci ve Q 2 L (H) ; negatif

olmayan, iz s¬n¬f¬ndan (trace class) simetrik bir operatör olarak al¬nm¬̧st¬r.

Bo ve ark. (2008) de

utt ��u+ Aut = � juj� u+ g (u; ut; Du) @tW (x; t)

stokastik diferansiyel denklemi ele al¬nm¬̧s, �; � ve g üzerine konan koşullar alt¬nda

zay¬f damping (A = �I) ve güçlü damping (A = ��) durumlar¬nda çözümlerin
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patlamas¬incelenmi̧stir.

Liang (2014),

utt + 
�
2u�

�
m kruk2

�
�u+ ut = f(u) + � (u; ut;ru; x; t) @tW (x; t);

; x 2 D; t 2 (0; T )

u(x; t) =
@u

@v
= 0; x 2 @D; t 2 (0; T )

u(x; 0) = u0(x); ut(x; 0) = v0(x); x 2 D

sönümlü lineer olmayan stokastik beam denkleminin uygun enerji eşitsizlikleri al-

t¬nda lokal çözümünün patlad¬¼g¬n¬kan¬tlam¬̧st¬r.



3. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Stokastik diferansiyel denklemlerin analizleri için baz¬tan¬m, teorem ve eşitsiz-

liklerin bilinmesi önem arz etmektedir. Bu bölümde tezin daha iyi anlaş¬lmas¬için

baz¬teorem ve eşitsizliklerin yan¬s¬ra, baz¬özel fonksiyon uzaylar¬, stokastik süreçler

ve stokastik integrallere de yer verilmi̧stir.

3.1. Olas¬l¬k Teorisinin Temel Tan¬mlar¬

Olas¬l¬k teorisi sonuçlar¬şansla ba¼glant¬l¬olan matematiksel modellerle ilgilenir.

Bir olay¬n bütün sonuçlar¬
 ile, 
 kümesinin her bir eleman¬da ! ile gösterilsin.


 n¬n ilgilenilen olaylar¬n¬n kümesi F olsun.

Tan¬m 3.1.1. 
 kümesinin alt kümelerinin bir ailesi F , 
 y¬içeriyor ve tümleyen

say¬labilir birleşim i̧slemleri alt¬nda kapal¬ysa bir � � cebir olarak isimlendirilir

(Klenke, 2008). Matematiksel bir ifadeyle,

i. ; 2 F ,

ii. A 2 F)Ac 2 F , Ac = 
� A;

iii. fAigi�1 � F) [1i=1Ai 2 F

özelliklerini sa¼glayan F ailesi bir � � cebir denir. (
;F) ikilisi bir ölçülebilir uzay,

F nin elemanlar¬da F�ölçülebilir kümeler olarak adland¬r¬l¬r. E¼ger C , 
 n¬n alt

kümelerinin bir ailesi ise, o zaman 
 da C yi içeren en küçük bir � (C) vard¬r. Bu

� (C) ye C taraf¬ndan üretilen � � cebri denir. E¼ger 
 = Rd ise Rd nin tüm aç¬k

kümelerinin üretti¼gi � � cebrine de Borel cebri denir. Reel de¼gerli bir X : 
 ! R

fonksiyonu tüm a 2 R için f! : X (!) � ag 2 F sa¼glan¬yorsa F� ölçülebilir olarak

adland¬r¬l¬r. X fonksiyonuna reel de¼gerli rasgele de¼gi̧sken de denir (Mao, 2011).

Tan¬m 3.1.2. (
;F) ölçülebilir uzay¬üzerinde tan¬ml¬P : F! [0; 1] fonksiyonu

i. P (
) = 1;
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ii. Herhangi bir ayr¬k (yani Ai \ Aj = ;; i 6= j) fAigi�1 � F için

P

� 1S
i=1

Ai

�
=

1X
i=1

P (Ai)

özelliklerini sa¼gl¬yorsa bir olas¬l¬k ölçümü olarak adland¬r¬l¬r. (
;F ;P) üçlüsüne

olas¬l¬k uzay¬denir.(Mao, 2011).

Tan¬m 3.1.3. X reel de¼gerli rasgele bir de¼gi̧sken olsun

i. X integrallenebilir ise, X in beklenen de¼geri

E (X) =

Z



XdP:

ii. X in karesi integrallenebilir ise, X in varyans¬

V (X) = E (X � EX)2 :

iii. X ve Y karesi integrallenebilir rasgele de¼gi̧skenler ise, X ve Y nin kovaryans¬

Cov (X;Y ) = E [(X � EX) (Y � EY )]

dir (Klenke, 2008).

Tan¬m 3.1.4. (
;F ;P) bir olas¬l¬k uzay¬ve B 2 F olsun. B verildi¼ginde herhangi

bir A 2 F için koşullu olas¬l¬k

P (A j B) =

8<:
P(A\B)
P(B)

; P(B) > 0;

0; di¼ger durumlarda

ile tan¬mlan¬r (Klenke, 2008).

Tan¬m 3.1.5. (
;F ;P) bir olas¬l¬k uzay¬, G � F bir �� cebir ve X 2 L1(
;F ;P)

olsun. Her A 2 G için Y 2 L1(
;G;P) olmak üzere

Z
A

XdP=

Z
A

Y dP
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koşulunu sa¼gl¬yor ise Y rasgele de¼gi̧skenine X in G ye göre koşullu beklenen de¼geri

denir ve E (X j G) ile gösterilir. X 2 L2(
;F ;P) ve G � F � � cebri için X in

koşullu beklenen de¼geri E (X j G); X in ölçülebilir, karesi integrallenebilir rasgele

de¼gi̧skenlerin G alt uzay¬üzerine izdüşümüdür.(Bobrowski, 2005).

E¼ger ' konveks bir fonksiyon ve '(X) integrallenebilir ise

'E(X j G) � E('(X) j G)

dir.

Tan¬m 3.1.6. � beklenen de¼ger, �2 varyans olmak üzere,

P fX > xg = 1p
2��2

1Z
x

e�
(x��)2

�2 d�

fonksiyonu ile verilmi̧s birX rasgele de¼gi̧skeni normal da¼g¬l¬ma veyaGauss da¼g¬l¬m¬na

sahiptir denir (Schuss, 2010).

3.2. Stokastik Süreçler

Toplum ve do¼gadaki sistemler zamana ba¼gl¬ olarak rasgele de¼gi̧smekte ve bu

sistemler üzerindeki ölçümler de zaman endeksli rasgele de¼gi̧skenler olmaktad¬r. Bir

t an¬nda belli bir yöredeki s¬cakl¬k, hareketli bir parçac¬¼g¬n koordinatlar¬veya taş¬d¬¼g¬

enerji, borsa indeksleri, bir hisse senedinin de¼geri, bir toplumdaki fertlerin say¬s¬hep

X (t) , Y (t) gibi rasgele de¼gi̧skenlerle ifade edilir. Böylece ortaya T zaman aral¬¼g¬

olmak üzere örne¼gin; fX (t)g; (t 2 T ) gibi rasgele de¼gi̧skenler ailesi ç¬kacakt¬r. Her

t için rasgele de¼gi̧sken X (t) nin farkl¬bir (
;F ;P) olas¬l¬k uzay¬üzerinde ölçüldü¼gü

düşünülebilir. Ayr¬ca T nin de mutlaka zaman aral¬¼g¬olmas¬gerekmez. R veya Rn

nin bir alt kümesi veya tamamen farkl¬soyut bir parametre uzay¬da olabilir (Çapar,

2013). Bu düşüncelerden yararlanarak stokastik süreç, Brownian hareket, �ltrasyon

ve martingal kavramlar¬aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanabilir.

Tan¬m 3.2.1. (
;F ;P) bir olas¬l¬k uzay¬olsun. Bu uzay üzerinde I parametre

kümesi ile verilmi̧s Rd de¼gerli fX (t)gt2I rasgele de¼gi̧skenlerinin ailesine stokastik



12

süreç denir. Burada Rd durum uzay¬olarak adland¬r¬l¬r.

I parametre kümesi genellikle R+ = [0;1) olmakla birlikte, [a; b] şeklinde bir

aral¬k, poz�tif tamsay¬lar veya Rd nin herhangi bir alt kümesi de olabilir. E¼ger I;

[0;1); (�1;1) ; [a; b] kümelerinden biri ise, süreç sürekli zamanl¬stokastik süreç,

T; N; Z+; Z veya herhangi bir say¬labilir küme ise ayr¬k zamanl¬ stokastik süreç

olarak adland¬r¬l¬r. Herhangi bir ! 2 
 için

I 3 t! X (t) (!) 2 Rd

fonksiyonu sürecin örneklem e¼grisi veya yolu (sample path) olarak adland¬r¬l¬r (Mao,

2011).

Tan¬m 3.2.2. Bir (
;F ;P) olas¬l¬k uzay¬üzerinde tan¬ml¬X = fX (t) ; t � 0g

rasgele süreci;

i: X(0) = �;

ii: X süreci ba¼g¬ms¬z art¬mlara sahiptir, yani 0 � t1 � t2 � ::: � tn için X(tn)�

X(tn�1); X(tn�1)�X(tn�2); :::; X(t2)�X(t1) art¬mlar¬ba¼g¬ms¬zd¬r,

iii: X sürecinin örneklem e¼grilerinin tümü süreklidir,

iv: Her s < t için, X(t)�X(s) � N(0; t� s) dir. Yani normal da¼g¬l¬ma sahiptir.

şartlar¬n¬sa¼glamas¬durumunda � 2 R dan başlayan bir Brownian hareket olarak

adland¬r¬l¬r. � = 0 olmas¬durumunda fX (t) ; t � 0g standart Brownian hareket

ad¬n¬al¬r (Mörters ve Peres, 2010).

Tan¬m 3.2.3. Bir (
;F ;P) olas¬l¬k uzay¬verilmi̧s olsun. Bir F = fFt; t � 0g

� � cebirler toplulu¼gu aşa¼g¬da verilmi̧s olan şartlar¬sa¼gl¬yorsa �ltrasyon ad¬n¬al¬r:

i: Ft � F

ii: s < t) Fs � Ft

Böylece fFtgt�0 büyüyen bir bilgi ak¬̧s¬d¬r. Ft; t an¬nda vuku bulup bulmad¬¼g¬na

karar verebilece¼gimiz olaylar¬n � � cebri dir (Çapar, 2013).
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Tan¬m 3.2.4. Bir X = fX (t) ; t � 0g sürecinde e¼ger her bir rasgele de¼gi̧sken X (t),

Ft ye göre ölçülebilir ise fFt; t � 0g �ltrasyonuna adaptedir denir (Mao, 2011).

Tan¬m 3.2.5. Bir � , (
;F) de tan¬mlanan negatif olmayan bir rasgele de¼gi̧sken,

herhangi bir t � 0 için, f! 2 
 : �(!) � tg 2 Ft ise Ft�durma zaman¬ (stopping

time) olarak adland¬r¬l¬r (Da Prato ve Zabczyk, 2014).

3.3. Stokastik ·Integraller

Bu k¬s¬mda
R b
a
f (t) d! (t) integrali ile ilgili detayl¬bilgi verilecektir. t ! ! (t) ;

[a; b] aral¬¼g¬nda sonlu varyasyona sahip olmad¬¼g¬ndan bu integral bir Riemann�

Stieltjes integrali de¼gildir. Bu yeni integral çeşidi ilk olarak K. Ito taraf¬ndan stan-

dart Brownian hareketine dayal¬olarak ortaya konulmuş ve sonralar¬Ito integrali

olarak adland¬r¬lm¬̧st¬r (Bobrowski, 2005). Konunun bütünlü¼gü aç¬s¬ndan Riemann�

Stieltjes integraline k¬saca de¼ginilecek, sonras¬nda Itô integraline geçilecektir.

Tan¬m 3.3.1.(Riemann-Stieltjes ·Integrali) f ve g fonksiyonlar¬[a; b] aral¬¼g¬ü-

zerinde tan¬ml¬iki fonksiyon olsun. Her P : a = t0 < t1 < ::: < tn = b bölüntüsü

için ti�1 � �i � ti olmak üzere,

Sp =
nX
i=1

f(�i)[(g(ti)� g(ti�1)]

olsun. E¼ger

lim
jP j!0

Sp = I

limiti var ise I ya f (t) nin g (t) ye göre Riemann-Stieltjes integrali denir ve

I =

Z b

a

f (t) dg (t)

yaz¬l¬r. Burada jPj = max1�i�n (ti � ti�1) dir. E¼ger g (t) fonksiyonu sonlu varyas-

yona sahip ise yani, monoton artan iki fonksiyonun fark¬ise ve f (t) sürekli ise bu

durumda I n¬n varl¬¼g¬ndan söz edilebilir (Schuss, 2010).

Uyar¬. Buradaki g(t) fonksiyonu türevlenebilir bir fonksiyon oldu¼gunda rahatl¬kla
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Reiman-Stieltjes integrali al¬nabilir. Ancak Brownian hareketin e¼grilerinin, zamana

göre türevi olmad¬¼g¬ndan, Itô integraline ihtiyaç vard¬r.

Tan¬m 3.3.2.(Itô ·Integrali) [a; b] aral¬¼g¬n¬n karakteristik fonksiyonu

�[a;b] (t) =

8<: 1; a � t � b

0; di�ger durumlarda

olsun. 0 � a < b � T için

Z T

0

�[a;b] (t) d! (t) = ! (b)� ! (a)

tan¬mlans¬n. f (t) ; [0; T ] aral¬¼g¬nda bir ad¬m fonksiyonu (veya basit fonksiyon) ise,

bu durumda 0 = t0 < t1 < � � � < tm = T olmak üzere,

f (t) =
m�1X
k=0

f (tk)�[tk;tk+1] (t)

olarak yaz¬labilir. f (t) için Ito integrali

TZ
0

f(t)d! (t) =
m�1X
k=0

f (tk) [! (tk+1)� ! (tk)]

şeklinde tan¬mlan¬r (Schuss, 2010).

Tan¬m 3.3.3.(Itô Formülü) Itô stokastik di¤eransiyel denklemi aşa¼g¬daki gibi

tan¬mlanm¬̧s olsun.

dX = b(X; t) + �(X; t)d!:

bu stokastik di¤eransiyel denklemin bir çözümünün X (t) oldu¼gunu, f(X; t) nin de

f : R � [0;1) ! R düzgün bir fonksiyon oldu¼gunu kabul edelim. Verilen bu iki

de¼gi̧skenli f(X; t) fonksiyonu için @f
@t
ikinci de¼gi̧skene (zamana) göre k¬smi türevi,

@f
@X
de birinci de¼gi̧skene göre k¬smi türevi göstersin.

Teorem 3.3.4.(Itô Formülü) Herhangi bir fX (t)gt2R+ Itô süreci ve herhangi

bir f 2 C1;2 fonksiyonu için Y (t) = f(X(t); t) olarak tan¬mlayal¬m. Y aşa¼g¬daki
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stokastik di¤erensiyel denklemi sa¼glar:

dY =

�
@f

@t
(X; t) + b(X; t)

@f

@X
(X; t) +

1

2
�2(X; t)

@2f

@X2
(X; t)

�
dt+�(X; t)

@f

@X
(X; t)d!:

E¼ger X = ! al¬n¬rsa o zaman b = 0 ve � = 1 olur ve Itô formülü aşa¼g¬daki hali al¬r

(Chow, 2014):

df(!; t) =

�
@f

@t
(!; t) +

1

2

@2f

@!2
(!; t)

�
dt+

@f

@!
(!; t)d!:

Baz¬Özel Fonksiyon Uzaylar¬

3.4. Lebesque Uzay¬

Tan¬m 3.4.1. �; Rnde bir ölçüm ve f : Rn ! R fonksiyonu B� (Rn) � B (R)

ye (burada B (R) Borel �-cebri, B� (Rn) Lebesgue �-cebridir) göre ölçülebilir ve �

integrallenebilir olsun. Bu durumda

Z
fd�

integrali f nin Lebesgue integrali olarak adland¬r¬l¬r (Klenke, 2008).

Tan¬m 3.4.2. (
;F ; �) bir ölçüm uzay¬ve p � 1 gerçel say¬lar olmak üzere, 


bölgesinde tan¬ml¬bütün ölçülebilir f fonksiyonlar s¬n¬f¬

�Z



jf jp d�
�1=p

<1

koşulu alt¬nda Lp(
;F ; �) uzay¬olarak adland¬r¬l¬r. Lp(
;F ; �) uzay¬

kfk =
�Z




jf jp d�
�1=p

normu ile bir Banach uzay¬d¬r (Bobrowski, 2005).
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Tan¬m 3.4.3. 
 üzerinde ölçülebilir bir u fonksiyonu, 
 n¬n hemen hemen her

yerinde (h.h.h) ju(x)j � K sa¼glanacak şekilde birK sabiti varsa hemen hemen s¬n¬rl¬

olarak adland¬r¬l¬r. Böyle sabitlerin en büyük alt s¬n¬r¬na juj nun 
 üzerindeki esas

(essential) supremumu denir ve ess sup
x2


ile gösterilir. 
 üzerinde hemen hemen s¬n¬rl¬

u fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu uzaya L1(
) uzay¬ denir. L1(
) uzay¬aşa¼g¬daki

norm ile bir Banach uzay¬d¬r (Adams ve Fournier, 2003).

kukL1(
) = ess sup
x2


ju(x)j :

Tan¬m 3.4.4. X ve Y normlu vektör uzaylar¬olsun.

i: X; Y nin bir alt vektör uzay¬ve

ii: 8x 2 X için, X normlu uzay¬ndan Y normlu uzay¬na Ix = x ile tan¬mlanan

birim operatör sürekli ise,

X, Y ye gömülür denir ve X ! Y ile gösterilir. I operatörü lineer oldu¼gundan

ii) koşulu aşa¼g¬daki eşitsizli¼gi sa¼glayacak negatif olmayan bir M sabitinin varl¬¼g¬na

denktir (Adams ve Fournier, 2003).

kIXkY �M kxkX , x 2 X

Tan¬m 3.4.5. vol(
) =
R


1dx ve 1 � p � q � 1 olsun. u 2 Lq(
) olmas¬

durumunda u 2 Lp(
) olur ve

kukp � (vol(
))(1=p)�(1=q) kukq

sa¼glan¬r. Buradan da

Lq(
)! Lp(
)

olur (Adams ve Fournier, 2003).

G � Rn boş bir küme olmamak üzere, G kümesi G nin Rn deki kapan¬̧s¬n¬gösterir.

E¼ger G � 
 ve G; Rn nin kompakt (yani kapal¬ve s¬n¬rl¬) bir alt kümesi ise, G b 

yaz¬l¬r.
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Tan¬m 3.4.6. Bir (
;F ; �) ölçüm uzay¬üzerinde tan¬ml¬, karesi integrallenebilir

rasgele de¼gi̧skenlerin oluşturdu¼gu L2(
;F ; �) uzay¬bir Hilbert uzay¬d¬r (Bobrowski,

2005).

Tan¬m 3.4.7. �1 � a � b � 1 olsun. kf(:)kX 2 Lp(a; b) koşulunu sa¼glayan (a; b)

den X e tan¬mlanm¬̧s ölçülebilir f fonksiyonlar¬ uzay¬na Lp(a; b;X) uzay¬ denir.

Lp(a; b;X) uzay¬

kfkLp(a;b;X) =

8><>:
nR b

a
kf(t)kpX dt

o1=p
,

ess sup
t2(a;b)

kf(t)kX ,

1 � p � 1

p =1

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 3.4.8. Her t 2 [0; T ] için [0; T ] denX e tan¬mlanm¬̧s vem:mertebeden türev-

leri sürekli olan u fonksiyonlar¬uzay¬na Cm([0; T ];X) uzay¬denir. Cm([0; T ];X)

uzay¬

kukCm([0;T ];X) = max
0�jaj�m

sup
t2[0;T ]

kDau(t)kX

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

3.5. Sobolev Uzay¬

Tan¬m 3.5.1. � = (�1; :::; �n); pozitif �j tamsay¬lar¬n¬n n�bileşenlisi ise � çoklu-

indis olarak adland¬r¬l¬r ve x�; j�j =
Pn

j=1 �j mertebeye sahip x
�1
1 :::x

�n
n tek terimlisi,

yani x� = x�11 :::x
�n
n ile tan¬mlan¬r. Benzer olarak, 1 � j � n için Dj = @=@xj ise,

bu durumda

D� = D�1
1 :::D

�n
n

j�j : mertebeden bir diferensiyel operatör belirtir. D(0;:::;0)u = u olur (Adams ve

Fournier, 2003).

Tan¬m 3.5.2. u 2 L1loc(
) olsun. Bir � çoklu-indisi verilsin. Her ' 2 C10 (
) içinZ



'vdx = (�1)j�j
Z



uD�'dx



18

eşitli¼gi sa¼glan¬rsa, v 2 L1loc(
) fonksiyonu u nun �:zay{f t�urevi ad¬n¬al¬r. v fonksiy-

onuna, u fonksiyonunun genelleştirilmi̧s türevi de denir ve v = D�u şeklinde yaz¬l¬r.

E¼ger u fonksiyonu, klasik anlamda D�u her zaman k¬smi türevlere sahip olacak

şe-kilde yeterince düzgün ise, o zaman D�u ayn¬zamanda u fonksiyonunun zay¬f

k¬smi türevidir. Elbette D�u klasik anlamda olmaks¬z¬n zay¬f anlamda mevcut ola-

bilir (Adams ve Fournier, 2003).

Tan¬m 3.5.3. 
; Rn de aç¬k bir bölge, m herhangi bir tamsay¬, p � 1 ve u : 
! R

düzgün, reel de¼gerli bir fonksiyon olsun.

kukWm;p(
) =
X

0�j�j�m

�Z



(D�u)p
�1=p

normu verilsin. Aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlanan uzaylara Sobolev uzaylar¬denir (Hebey,

1999).

Hm;p(
) = fu 2 C1 (
) : kukWm;p <1g nin k�kWm;p normuna göre tamlamas¬

Wm;p(
) = fu 2 Lp(
) : D�u 2 Lp(
); 0 � j�j � mg

Wm;p(
) uzay¬nda C10 (
) uzay¬n¬n kapan¬̧s¬W
m;p
0 (
) ile gösterilir.

Aşikar olarak W 0;p(
) = Lp(
) d¬r ve 1 � p � 1 olmak üzere C10 (
) uzay¬

Lp(
) uzay¬nda yo¼gun oldu¼gundan W 0;p
0 (
) = Lp(
) d¬r. Herhangi bir m > 0

tamsay¬s¬için

Wm;p
0 (
)! Wm;p(
)! Lp(
)

gömülmeleri geçerlidir.

Tan¬m 3.5.4. E¼ger p = 2 ise Wm;2(
) = Hm(
) , Wm;2
0 (
) = Hm

0 (
) olur ve

Hm(
) uzay¬nda norm

kukHm(
) =

0@ X
0�jaj�m

kD�uk2L2(
)

1A1=2

ile verilir.
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Tan¬m 3.5.5. Hm(
) uzay¬

(u; v)Hm(
) =
X

0�jaj�m

(D�u;D�v)

iç çarp¬m¬ile bir Hilbert uzay¬d¬r; burada (u; v) =
R


u(x)v(x)dx olup L2(
) uza-

y¬ndaki iç çarp¬md¬r. H1
0 (
) uzay¬için iç çarp¬m

(u; v)H1
0 (
)

=

Z



rurvdx

şeklinde tan¬mlan¬r ve bu uzayda norm

kuk
H10(
)

=

�Z



(ru)2dx
�1=2

şeklinde olur.

Teorem 3.5.6. E¼ger Wm;p(
) ,! Lq(
) gömülmesinin baz¬p � q de¼gerleri için

kompakt olmas¬durumunda j
j <1 dur.

Teorem 3.5.7. E¼ger Wm;p(
) ,! Lq(
) gömülmesi 1 � p < q özelli¼gini sa¼glayan

baz¬p ve q de¼gerleri için mevcut ise, o zaman j
j <1 dur.

3.6. Operatörler

Tan¬m 3.6.1. X ve Y ayn¬K cismi üzerinde iki vektör uzay¬olsun. A : DA �

X ! Y dönüşümü X deki bir x elaman¬n¬Y de bir tek elemana götürüyorsa A ya

operatör, DA ya da A operatörünün tan¬m kümesi denir.

Tan¬m 3.6.2. A : DA � X ! Y operatörüne belli bir M � 0 say¬s¬ve her x 2 DA

için

kAxk �M kxk

eşitsizli¼gi ile birlikte s¬n¬rl¬operatör denir.

Tan¬m 3.6.3. X ve Y iki Hilbert uzay¬ve (:; :) X uzay¬n¬n, [:; :] de Y uzay¬n¬n iç

çarp¬m¬ve A : X ! Y do¼grusal, s¬n¬rl¬operatörü tüm X Hilbert uzay¬nda tan¬ml¬
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olsun. Her x 2 X ve her y 2 Y için

[Ax; y] = (x;A�y)

koşulunu sa¼glayan A� : Y ! X operatörüne, A operatörünün eş operatörü denir.

E¼ger A = A� ise böyle bir operatöre öz-eşlenik (self-adjoint) operatör denir.

Tan¬m 3.6.4.(Bir Operatörün ·Izi) E;G Banach uzaylar¬olsun ve L(E;G) al¬̧s¬lm¬̧s

supremum normla verilmi̧s E den G ye s¬n¬rl¬tüm lineer operatörlerin Banach uzay-

lard¬r. L1(E;E) in yerine L1(E) yaz¬l¬r. E ve G nin dual uzay¬E� ve G� şeklinde

gösterilir. E¼ger f�jg � G; f�jg � E� iki dizisi varsa öyle ki,

1X
j=1

k�jk


'j

 < +1

ve T aşa¼g¬daki şekilde ifade edilirse

Tx =
1X
j=1

�j'j(x) , x 2 E

T 2 L(E;G) eleman¬na çekirdek (nuclear) ya da iz s¬n¬f¬ (trace class) operatörü

olarak adland¬r¬l¬r.

kTk1 = inf
( 1X
j=1

k�jk


'j

 : Tx = 1X

j=1

�j'j(x)

)

normu ile verilmi̧s E den G ye tüm nükleer operatörlerin uzaylar¬na Banach uzay¬

denir ve L1(E;G) şeklinde gösterilir. K bir di¼ger Banach uzay¬olsun; e¼ger T 2

L1(E;G) ve S 2 L(G;K) ise o zaman TS 2 L1(E;K) ve kTSk1 � kTk kSk1 oldu¼gu

görülür. H ayr¬labilir bir Hilbert uzay¬olsun ve fekg, H da bir tam ortonormal

sistem olsun. E¼ger T 2 L1(H;H) ise

Tr T =

1X
k=1

hTek; eki

şeklinde tan¬mlan¬r (Da Prato ve Zabczyk, 2014).
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3.7. Eşitsizlikler

Tan¬m 3.7.1.(Cauchy Eşitsizli¼gi) E¼ger " > 0; a; b 2 R1 ise, o zaman

jabj � "

2
jaj2 + 1

2"
jbj2

eşitsizli¼gi geçerlidir.

Tan¬m 3.7.2.(Hölder Eşitsizli¼gi) (
;F ; �) bir ölçüm uzay¬, u ve v; [0;1] ara-

l¬¼g¬nda de¼gerler alan ölçülebilir fonksiyonlar olsun. 1p +
1
q
= 1; p � 1 olmak üzere

Z



uvd� �

0@Z



upd�

1A1=p0@Z



vqd�

1A1=q

eşitsizli¼gi geçerlidir.

Tan¬m 3.7.3.(Minkowski Eşitsizli¼gi) (
;F ; �) bir ölçüm uzay¬, u ve v; [0;1]

aral¬¼g¬nda de¼gerler alan ölçülebilir fonksiyonlar olsun. p � 1 olmak üzere

0@Z



(u+ v)p d�

1A1=p

�

0@Z



upd�

1A1=p

+

0@Z



vpd�

1A1=p

Tan¬m 3.7.4.(K¬smi ·Integral Alma Formülleri) 
 � Rn ( @
 2 C1 s¬n¬r¬na

sahip) bölgesinde tan¬ml¬A(x) = (A1(x); :::; An(x)) vektörü i = 1; :::; n olmak üzere

Ai(x) 2 C(
) \ C1 bileşenleri ile verilsin. divA(x) = @A1
@x1

+ ::: + @An
@xn

fonksiyonu 


(Rn uzay¬nda s¬n¬rl¬bölge) bölgesinde sürekli veya 
 bölgesinde integrallenebilir ise,

Z



divA(x)dx =

Z
@


A(x)n(x)dS

olup burada n(x) 
 bölgesine göre d¬̧sa yönlendirilmi̧s @
 s¬n¬r¬için birim normal

vektördür. Bu formül, Ostrogradskii formülü olarak bilinmektedir.

u(x) 2 C2(
) \C1(
); v(x) 2 C1(
) ve �u = div(ru) fonksiyonu 
 bölgesinde

integrallenebilir olsun. v�u = v div(ru) = div(vru) �rurv , rurv = ux1vx1 +
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:::+ uxnvxn oldu¼gundan Ostrogradskii formülüne göreZ



v�udx =

Z
@


v
@u

@n
dS �

Z



rurvdx

elde edilir. Burada ru:n j@
= @u
@n
j@
 olup bu formül Green formülü olarak bilin-

mektedir.



4. BLOW-UP

Adi diferansiyel denklemlerde oldu¼gu gibi k¬smi diferansiyel denklemlerde de

problemin çözümü sonlu zamanda blow-up olabilir. Blow-up incelenirken, konkavl¬k

metodu, aç¬k eşitsizlik metotlar¬, öz fonksiyon metodu gibi birçok yöntem kul-

lan¬lmaktad¬r. Bu çözüm metotlar¬ndan konkavl¬k metodu tezde kullan¬lan metot

oldu¼gundan bu bölümde detayl¬ca anlat¬lmaya çal¬̧s¬lacakt¬r.

4.1. Konkavl¬k Metodu

Bu metod daha önce de bahsetti¼gimiz gibi Levine (1974) taraf¬ndan kullan¬lm¬̧s

ve matematiksel çal¬̧smalarda geni̧s bir uygulama alan¬bulmuştur. Konkavl¬k meto-

dunun ana �kri, problemin lokal çözümünün varl¬¼g¬koşulu alt¬nda tan¬mlanan, k¬smi

diferansiyel denklemi ve s¬n¬r koşullar¬n¬temsil eden pozitif bir F (t) fonksiyoneli inşa

etmek ve daha sonra baz¬a > 0 say¬s¬için t zaman¬na ba¼gl¬bir F�a konkav fonksiy-

onu almakt¬r. Bu i̧slemlerde F fonksiyoneli

d2F�a

dt2
� 0 (4.1)

diferensiyel eşitsizli¼gini sa¼glar. Bu eşitsizli¼gin integralinin al¬nmas¬ile F (t) için aşa¼g¬-

daki alt s¬n¬r

F a(t) � F a+1(0)

F (0)� taF 0(0) (4.2)

fonksiyonu bulunur. Bulunan F a(t) fonksiyonu bu yüzden F 0(0) > 0 şart¬yla sonlu

zamanda blow-up olan alttan s¬n¬rl¬bir fonksiyondur. T � zaman¬ndan önce ya da

tam

T � =
F (0)

aF 0(0)
> 0 (4.3)

zaman¬nda olmal¬d¬r. Bu tart¬̧sma kendi baş¬na F (t) fonksiyonelinin gerçekten blow-

up oldu¼gunu göstermez.

Konkavl¬k metodunun daha iyi anlaş¬lmas¬için bu metodun geometrik (gra�k)

yorumu Şekil 4.1 deki gibi gösterilebilir. Bu gra�kte; F�a(t) nin gra�¼gi, y =
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F�a�1(0)[F (0) � atF 0(0)] do¼gru gra�¼ginin alt¬nda kal¬r. F 0(0) > 0 iken bu do¼gru-

nun e¼gimi negatiftir ve F�a fonksiyonu konkav oldu¼gundan o zaman bu do¼grunun

alt¬nda kal¬r ve böylece çözümün bu noktaya kadar devam etmesi koşuluyla Tc <1

noktas¬nda t eksenini keser (Polat, 2005).

Konkavl¬k metodunu baz¬ T > 0 ve 
 � Rn (n � 1) s¬n¬rl¬ bir bölge iken,


� (0; T ) de tan¬ml¬
@u

@t
= �u+ up (4.4)

k¬smi diferansiyel denklemine uygulayarak ifade etmeye çal¬̧sal¬m. Sonlu zamanda

blow-up ¬n var olmas¬için p > 1 olmal¬d¬r. (Key� p > 1 de¼gerleri için uP yerine

ujujp�1 almal¬y¬z. u = u(x; t) çözümü

u(x; t)j@
 = 0; t > 0 (4.5)

s¬n¬r koşulu ve ayn¬zamanda

u(x; 0) = u0(x); x 2 
 (4.6)

başlang¬ç de¼gerini sa¼glas¬n. Yukar¬da bahsedilen (4.4) - (4.6) problemi için uygun

bir F (t) fonksiyoneli

F (t) =

Z t

0

jjujj22dn+ (T � t)jju0jj22 + �(t+ �)2 (4.7)
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şeklinde oluşturulur ve T; �; � > 0 daha sonra seçileceklerdir. Bu fonksiyonel Levine

(1973) taraf¬ndan Hilbert uzay¬nda

Pu1 = �Au+ F (u)

soyut denklemi çal¬̧s¬l¬rken seçilen fonksiyonel olup, P veA simetrik do¼grusal (muhteme-

len s¬n¬rs¬z) operatörler ve F (u) fonksiyonu da do¼grusal olmayan uygun bir fonksiyon-

dur. ·Ifade edelim ki Eş. (4.4) - Eş. (4.6) denkleminin do¼grusallaşt¬r¬lm¬̧s hali için

çözümü kararl¬d¬r ve çözümler h¬zl¬olarak s¬f¬ra gider. Böylece herhangi bir blow-up

do¼grusal olmayan terimden dolay¬d¬r.

Konkavl¬k metodunu kullanmak için F fonksiyonelinin Eş. (4.1) ile belirtilen

eşitsizli¼gi sa¼glad¬¼g¬n¬belirtmek gereklidir. Bu nedenle F > 0 için

d2F�a

dt2
= �aF�a�2

�
F:F 00 � (1 + a)(F 0)2

�
(4.8)

oldu¼gundan, F fonksiyonelinin

FF 00 � (1 + a)(F 0)2 � 0 (4.9)

diferansiyel eşitsizli¼gini sa¼glad¬¼g¬gösterilmelidir. Böylece Eş. (4.7) fonksiyonelinin

diferansiyelini alarak

dF

dt
= 2

Z 1

0

(u; u�)d� + 2�(t+ T ) (4.10)

bulunur. Burada (.,.), L2(
) uzay¬nda iç çarp¬m¬belirtir. Eş. (4.10) eşitli¼ginde

Eş. (4.4) denkleminden u� n¬n eşiti kullan¬larak, Green formülünden de faydalan¬p,

integral al¬narak F 0 yeniden yaz¬l¬rsa

dF

dt
= �2

Z 1

0

jjrujj22d� + 2
Z 1

0

Z



up+1dxd� + 2�(t+ T ) (4.11)

bulunur. Bu ifade diferansiyellenerek biraz düzenlenip, k¬smi integrasyon (Green
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formülü) uygulan¬r ise

F 00(t) = 4

Z t

0

(�u; un)d� � 2jjru0jj22 + 2
Z



up+1dx+ 2� (4.12)

elde edilir. Eş. (4.4) denkleminden �u eşiti Eş. (4.10) denkleminde yerine yaz¬larak

F 00(t) = 4

Z 1

0

jju�jj22d� �
4

p+ 1

Z



up+1dx+
4

p+ 1

Z



up+10 dx� 2jjru0jj22

+ 2

Z



up+1dx+ 2�

elde edilir. Bu son denklemde, Eş. (4.9) eşitsizli¼ginin sol taraf¬dikkate al¬narak

tekrardan düzenlenirse

F 00(t) = 4(a+ 1)

�Z 1

0

jju�jj22d� + �
�

(4.13)

� 4a
Z 1

0

jju�jj22d� � 2(2a+ 1)�

+ 2

�
p� 1
p+ 1

�Z



up+1dx+ 4

�
1

p+ 1

Z



up+10 dx� 1
2
jjru0jj22

�

elde edilir.

Eş. (4.9) denkleminin sol taraf¬n¬ oluşturmak için Eş. (4.13), Eş. (4.7), Eş.

(4.10) eşitliklerini kullanarak

FF 00 � (1 + �)(F 0)2 = 4(�+ 1)S2 (4.14)

+ 4(�+ 1)(T � t)jju0jj22
�Z t

0

jju�jj22d� + �
�

+ F

8<: �4a
R 1
0
jju�jj22d� � 2(2a+ 1)� + 2

�
p�1
p+1

� R


up+1dx

+4
h

1
p+1

R


up+10 dx� 1

2
jjru0jj22

i
9=;

denklemi bulunur. Burada S2 ifadesi

S2 =

�Z t

0

jjujj22d� + �(t+ �)2
� �Z t

0

jju�jj22d� + �
�
�
�Z t

0

(u; u�)d� + �(t+ �)

�2
ile tan¬mlan¬p Cauchy-Schwarz-Bunyakowski eşitsizli¼ginden dolay¬negatif olmad¬¼g¬

görülür.
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Eş. (4.4) k¬smi diferansiyel denklemini kullanarak k¬smi integrasyon al¬nd¬¼g¬nda

görülür ki

Z 1

0

jju�jj22d� =
Z 1

0

(un;�u+ u
p)d� = �1

2
jjrujj22 +

1

2
jjru0jj22 (4.15)

+
1

p+ 1

Z



up+1dx� 1

p+ 1

Z



up+10 dx

denklemi sa¼glan¬r.

Eş. (4.14) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki ilk iki terim negatif olmad¬¼g¬ndan göz ard¬

edilebilirler. Daha sonra Eş. (4.15) eşitli¼gini Eş. (4.14) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki

süslü parantez içindeki ilk terimin yerine yazarak

FF 00 � (1 + �)(F 0)2 � 2�F jjrujj22 +
�
2

�
p� 1
p+ 1

�
� 4�

p+ 1

�
F

Z



up+1dx

+ F

�
4(1 + �)

p+ 1

Z



up+10 dx� 2(1 + �)jjru0jj22 � 2(2�+ 1)�
�

buluruz. Sa¼g taraf¬n 2. terimini yok etmek için

� =
p� 1
2

> 0 (4.16)

şeklinde seçeriz. Bu � de¼geri denklemde yerine yaz¬l¬rsa bu eşitsizlik

FF 00 � (1 + �)(F 0)2 � 2�F jjrujj22 � 2�pF (4.17)

+ 2(p+ 1)F

�
1

p+ 1

Z



up+10 dx� 1
2
jjru0jj22

�

haline dönüşür. Şimdi başlang¬ç de¼gerlerini

Z



up+10 dx >

�
p+ 1

2

�
jjru0jj22 (4.18)

eşitsizli¼gini sa¼glayacak şekilde seçelim. Daha sonra � sabiti

1

p

Z



up+10 dx�
�
p+ 1

2p

�
jjru0jj22 > � (4.19)

koşulunu sa¼glayacak şekilde çok küçük olarak al¬ns¬n. � sabiti bu anlamda al¬nd¬ktan
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sonra hemen farkedilir ki Eş.(4.17) eşitsizli¼ginden FF 00 � (1 + a)(F 0)2 � 0 olup F

fonksiyonelinin Eş. (4.1) eşitsizli¼gini sa¼glad¬¼g¬görülür. Böylece Eş. (4.4) - Eş. (4.6)

probleminin u(x; t) çözümü, genel anlamda Eş. (4.3) eşitli¼gi ile verilen T � zaman¬n¬n

ötesinde var olamaz. Mevcut durumda Eş. (4.3) eşitli¼gine göre

T � =
T jju0jj22 + �� 2
��(p� 1) ; T � 2 (0; T )

olur. Eş. (4.7) eşitli¼ginde ifade edilen F fonksiyonelindeki T say¬s¬n¬n başlang¬çta

T � T � = T jju0jj22 + �� 2
��(p� 1)

olacak şekilde al¬nmas¬gereklidir. Bu nedenle T say¬s¬

T � �� 2

��(p� 1)� jju0jj22
(4.20)

sa¼glanacak şekilde al¬nmal¬d¬r. � katsay¬s¬ mevcut durumda Eş.(4.19) ile s¬n¬r-

land¬r¬ld¬. Şimdi

� >
jju0jj22
�(p� 1) (4.21)

olacak şekilde öyle büyük bir � almal¬y¬z ki, bu durumda Eş.(4.20) eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Böylece Eş.(4.4) - Eş. (4.6) probleminin çözümü T � zaman¬nda veya T � zaman¬n-

dan önce F ölçümünde blow-up olmal¬d¬r veya düzenlili¼gin yetersizli¼ginde çözümün

varl¬¼g¬yok olmal¬d¬r. Bu durumda çözüm gerçekten blow-up olur



5. BEYAZGÜRÜLTÜLÜB·IRREAKS·IYON-D·IFÜZYONDENKLEM·I

·IÇ·IN ÇÖZÜMLER·IN YOKLU¼GU

Bu bölümde parabolik stokastik k¬smi diferansiyel denklemlerde gürültü ter-

iminin blow-up üzerine etkisinin anlaş¬lmas¬ için Bonder ve Groisman (Bonder ve

Groisman, 2009) �a ait bir çal¬̧smaya yer verilecektir.

Bonder ve Groisman, toplamsal gürültülü

ut = uxx + f(u) + �W (x; t) (5.1)

parabolik stokastik k¬smi diferansiyel denklemi homojen Dirichlet s¬n¬r koşulu ile

(0; 1) aral¬¼g¬nda incelemi̧slerdir. BuradaW , 2 boyutlu Brownian yüzey, � pozitif bir

parametre ve f lokal Lipschitz, reel de¼gerli bir fonksiyondur.

Çal¬̧sma, yüksek boyutlarda Eş. (5.1)�in çözümünün (var olmas¬durumunda)

fonksiyon de¼gerli bir süreç olmas¬beklenmedi¼ginden ve da¼g¬l¬msal anlamda bir çözüm

oldu¼gundan, bir boyut ile s¬n¬rland¬r¬lm¬̧s¬tr (daha fazla bilgi için (Pardoux, 2007)�ye

bak¬labilir).

Eş. (5.1) gibi yar¬-do¼grusal parabolik denklemler, bir ak¬̧skan¬n gözenekli bir or-

tamda difüzyonu, bir yar¬iletkendeki taş¬n¬m, uzamsal difüzyon olas¬l¬¼g¬olan kimy-

asal reaksiyonlar, popülasyon dinamikleri, biyolojik sistemlerdeki kimyasal reaksiy-

onlar vb. gibi fenomenolojik yaklaş¬mlarda ortaya ç¬kar. Bu durumlar¬n tümünde

denklemlerin fenomenolojik yaklaş¬k karakteri nedeniyle, tan¬mlaman¬n stokastik

pertürbasyon etkisi alt¬nda nas¬l de¼gi̧sti¼gini anlamak ilgi çekicidir.

f nin global Lipschitz sürekli olmas¬durumunda çözümlerin global olarak var

olmas¬olas¬l¬¼g¬birdir. Bu durum (Pardoux, 2007 ve Walsh, 1986) da incelenmi̧stir.

Bununla birlikte f nin sadece lokal Lipschitz sürekli olmas¬durumunda ( f(s) �

sp; p > 1 ya da f(s) � es durumlar¬) bu problem üzerine literatürde bir sonuç

bulunmamaktad¬r. Standart yaklaş¬m argümanlar¬ kullan¬larak lokal çözümlerin

varl¬¼g¬ ispatlanabilir ancak bu ispattan maksimal varl¬k zaman¬n¬n davran¬̧s¬ elde

edilemez. Di¼ger taraftan � = 0; yani deterministik durum yeterince iyi anlaş¬lm¬̧st¬r.

Eş. (5.1) için dikkat çeken bir problem, başlang¬ç verileri ne kadar düzgün olursa
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olsun sonlu zamanda tekilliklerin meydana gelmesidir. Bu tekillikler blow up olarak

bilinir. Yani çözümler sonlu bir zamanda sonsuza gider. Matematiksel olarak ifade

etmek gerekirse, öyle bir T <1 zaman¬vard¬r ki,

lim
t%T

jju(:; t)jj1 =1

olur.

Bu olay¬garantileyen iyi bilinen koşul, f negatif olmayan konveks bir fonksiyon

iken, lineer olmayan f terimi üzerine konan

Z 1 1

f
<1

koşuludur (blow-up problemleri üzerine daha fazla bilgi için (Samarskii ve ark, 1995),

(Bandle, 1998) ve (Galaktionov ve Vâzquez, 2002) ye bak¬labilir).

f do¼grusal olmayan fonksiyonunun büyük bir s¬n¬f¬ için � = 0 al¬nd¬¼g¬nda Eş.

(5.1) probleminin dura¼gan pozitif bir v çözümü vard¬r ve buradan da kaŗs¬laşt¬rma

prensibi sa¼gland¬¼g¬ndan her u0 < v başlang¬ç verisi için Eş. (5.1) in çözümleri

globald¬r.

Düzgün (küçük) pertürbasyonlar alt¬nda blow up ¬n sürdürülece¼gi iyi bilinmek-

tedir. Di¼ger taraftan, Eş. (5:1) in düzgün pertürbasyonlar¬� = 0 ile global çözüme

sahiptir. Özetle, bu problemin global/blow up çözümlerinin varl¬¼g¬� = 0 duru-

munda düzgün pertürbasyonlar alt¬nda kararl¬d¬r. Deterministik durumda (� = 0)

küçük u0 başlang¬ç verisi için t!1 iken u! 0 olurken, büyük u0 lar için sonlu bir

T zaman¬nda t% T iken ku (:; t)k1 % +1 oldu¼gu (Cortázar ve Elgueta, 1991) de is-

patlanm¬̧st¬r. � << 1 durumunda benzer bir davran¬̧s beklenebilir. v = 0; Eş. (5.1)

denklemi için de¼gi̧smez (invariant) olmad¬¼g¬ndan t ! 1 iken s¬f¬r çözüme yak¬n-

sama beklenemez, ancak deterministik denklemin s¬f¬r çözümüne yak¬n bir de¼gi̧smez

ölçümün varl¬¼g¬ndan şüphelenebilinir ve t ! 1 iken küçük başlang¬ç verisi için

bu de¼gi̧smez ölçüme yak¬nsama beklenebilir. Ancak durum böyle de¼gildir. � > 0

için global çözüm yoktur. Her negatif olmayan u0 başlang¬ç verisi için Eş.(5.1) in

çözümünün 1 olas¬l¬¼g¬ile blow up oldu¼gu ispatlanacakt¬r.
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5.1. Problemin Formülasyonu

(
; F; (Ft)t�0; P ), F0, F nin P -boş (null) kümelerini içermek üzere, sa¼gdan sürekli

oldu¼gu kabul edilen (Ft)t�0 �ltrasyonu ile verilmi̧s bir olas¬l¬k uzay¬olsun. (
; F; (Ft)t�0; P )

uzay¬ üzerinde tan¬ml¬ R+ � [0; 1] de bir uzay-zaman beyaz gürültüsü ve u0 2

C0([0; 1]) verilmi̧s olsun. f nin global olarak Lipschitz oldu¼gunu varsayal¬m. Eş.

(5.1) denklemi ' 2 C2((0; 1))\C0([0; 1]) test fonksiyonu ile çarp¬l¬p sonra da integ-

rallenirse

Z 1

0

u(x; t)'(x)dx�
Z 1

0

u0(x)'(x)dx =

Z t

0

Z 1

0

u(s; x)'xx(x)dxds (5.2)

+

Z t

0

Z 1

0

f(u(s; x))'(x)dxds

+ �

Z t

0

Z 1

0

'(x)dW (x; s)

elde edilir.

Alternatif olarak, problemin integral formülasyonu, (0; 1) aral¬¼g¬ için ¬s¬ den-

kleminin temel çözümü olan G fonksiyonu yard¬m¬yla oluşturulur.

u(x; t)�
Z 1

0

Gt(x; y)u0(y)dy =

Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y)f(u(y; s))dyds

+ �

Z t

0

Z 1

0

Gt�s(x; y)dW (y; s):

(5.1) in bir çözümü olarak, her ' 2 C1((0; 1)) \ C0([0; 1]) için Eş. (5.2) yi

sa¼glayan ve C0([0; 1]) da de¼ger alan Ft ye adapte bir süreç anlaş¬l¬r.

(Buckdahn ve Pardoux, 1990) ve (Walsh, 1986)�da bu problemin bir tek çözümünün

oldu¼gu ve integral ve zay¬f formülasyonlar¬n denk oldu¼gu kan¬tlanm¬̧st¬r.

Lokal Lipschitz f için genel olarak global çözüm yoktur. Bununla beraber

standart argümanlar yard¬m¬yla lokal çözümlerin varl¬¼g¬ ispatlan¬r: Her n 2 N

için Eş. (5.1)�in tek çözümünü f yi global Lipschitz fn(x) = f(�n)1(�1;�n] +

f(x)1(�n;n) + f(n)1[n;+1) fonksiyonu ile de¼gi̧stirerek un i ele alal¬m.

Tn, jjun(:; t)jj1�nun n de¼gerine ulaşt¬¼g¬ ilk zaman olsun. Bu durumda (Tn)n
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durma zamanlar¬n¬n (stopping times) artan bir dizisidir ve Eş. (5.1) in maksimal

varl¬k zaman¬T := limTn olarak tan¬mlan¬r. un+11ft<Tng = un1ft<Tng (t < T )

oldu¼gu kolayca görülür ve buradan da u (x; t) = limun (x; t) limiti her t < T için

vard¬r ki

Z 1

0

u (x; t ^ T )' (x) dx�
Z 1

0

u0 (x)' (x) dx =

Z t^T

0

Z 1

0

u (s; x)'xx (x) dxds (5.3)

+

Z t^T

0

Z 1

0

f(u (s; x))' (x) dxds

+ �

Z t^T

0

Z 1

0

' (x) dW (x; s)

eşitli¼gini do¼grular. Burada t ^ s = min ft; sg ; 0 � t; s � T . Dolay¬s¬yla, T

patlama zaman¬na kadar u nun, Eş. (5.1) in çözümü oldu¼gu söylenebilir. Ayr¬ca

P (T <1) > 0 ise u�nun sonlu zamanda blow up olaca¼g¬söylenebilir. T (!) < 1

ise bu durumda

lim
t%T (!)

jju(:; t; !)jj1 =1

oldu¼gu gözlemlenir.

5.2. Patlamalar

Bu bölümde, her u0 2 C0([0; 1]) başlang¬ç verisi için Eş. (5.1)�in çözümlerinin

1 olas¬l¬¼g¬ ile sonlu zamanda blow up olaca¼g¬gösterilecektir. Bundan böyle f�nin

negatif olmayan konveks bir fonksiyon dolay¬s¬yla lokal Lipschitz oldu¼gu kabul edile-

cektir. Ayr¬ca
R1

1=f < 1 oldu¼gu farzedilmektedir. u�nun blow up oldu¼gunu

kan¬tlamak için

�(t) :=

Z 1

0

�(x)u(x; t)dx

fonksiyonu tan¬mlans¬n. Burada �(x) > 0; (0; 1) de Dirichlet Laplacian ¬n normal-

leştirilmi̧s ilk öz fonksiyonudur. Yani, �(x) = �
2
sin(�x) dir ve buradan Eş. (5.2)�de

bir test fonksiyonu olarak kullan¬labilir:

�(t)� �(0) = ��1
Z t

0

�(s)ds+

Z t

0

Z 1

0

�(x)f(u(x; s))dxds+ �

Z t

0

Z 1

0

�(x)dW (x; s):
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z0 := �(0) =
R 1
0
�(x)u0(x)dx olarak gösterilsin. f konveks oldu¼gundan Jensen

eşitsizli¼ginden

Z 1

0

�(x)f(u(x; s))dx � f
�Z t

0

�(x)u(x; s)dx

�
= f(�(s))

bulunur. �; L1 normu 1 olan pozitif bir fonksiyon oldu¼gundan

B(t) :=

p
8

�

Z t

0

Z 1

0

�(x)dW (x; s)

nin standart bir Brownian hareket oldu¼gu görülebilir. Bütün bu gerçekler birleştir-

ilince, � nin

d�(t) � (��1�(t) + f(�(t)))dt+
�p
8
�dB(t)

stokastik diferansiyel eşitsizli¼gini sa¼glad¬¼g¬sonucuna var¬l¬r. z(t);

dz = (��1z + f(z))dt+ �dB

denklemini z(0) = z0 başlang¬ç koşuluyla sa¼glayan bir boyutlu bir süreç olarak

tan¬mlans¬n. Bu durumda e(t) = �(t)� z(t)

de �
�
��1e+

f(�)� f(z)
�� z e

�
dt

eşitsizli¼gini sa¼glar. e nin deterministik bir diferansiyel denklemi sa¼glad¬¼g¬görülür.

Buradan e(0) = 0 iken, tan¬ml¬oldu¼gu sürece e (t) � 0 oldu¼gu kontrol edilebilir.

Dolay¬s¬yla, � tan¬ml¬oldu¼gu sürece �(t) � z(t)�dir.

Aşa¼g¬daki lemma, z nin 1 olas¬l¬¼g¬ile blow up oldu¼gunu kan¬tlamaktad¬r.

Lemma 5.1. z

dz = (��1z + f(z))dt+ �dB; z (0) = 0 (5.4)

nin çözümü olsun. Bu durumda z, 1 olas¬l¬¼g¬ile sonlu zamanda blow-up olur.

·Ispat: ·Ispat sadece, patlamalar için Feller Testinin ((Karatzas ve Shreve, 1991),Bölüm

5) bir uygulamas¬d¬r. (Karatzas ve Shreve, 1991)�de oldu¼gu gibi, ayn¬notasyonlar¬
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kullanarak Eş. (5.4) için ölçek fonksiyonu

p(x) =

Z x

0

exp

�
� 2

�2

Z s

0

b(�)d�

�
ds

dir. Burada b(�) = ��1� + f(�) dir.
R1

1=f <1 iken,

p(�1) = �1; p(+1) < +1

oldu¼gunu görmek kolayd¬r ve buradan da S; z nin patlama zaman¬ise Feller Test-

inden

P

�
lim
t%S

z(t) = +1
�
= 1

elde edilir. P (S < +1) = 1 oldu¼gunu ispatlamak için

v(x) = 2

Z x

0

p(x)� p(y)
�2p(y)

dy

fonksiyonu ele al¬nmak zorundad¬r.

+1 da v nin davran¬̧s¬1=f ile verilir ve buradan v(+1) < +1 olur ki, bu da

P (S <1) = 1

oldu¼gunu ifade eder. Bu da ispat¬tamamlar.

Tüm bu gerçekler, hemen hemen kesin olarak (almost surely) öyle bir T =

T (!) <1 rasgele zaman¬n¬n varl¬¼g¬n¬gösterir ki,

lim
t%T

jju(:; t)jj1 =1

olur.

Böylece aşa¼g¬daki teorem kan¬tlanm¬̧s olur.
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Teorem 5.2. f; Z 1
1=f <1

olacak şekilde negatif olmayan konveks bir fonksiyon olsun. O halde, her negatif

olmayan u0 � 0 başlang¬ç koşulu için Eş. (5.1)�in çözümü olan u, sonlu bir (rasgele)

T zaman¬nda

P u0(T <1) = 1

ile blow up olur.
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6. DO¼GRUSAL OLMAYAN STOKAST·IK DALGA DENKLEM·I

Bu bölümde do¼grusal olmayan dalga denklemi için

8>>><>>>:
utt + �ut + �u��u = f(u) + �(u; ut;ru)@tW; (t; x) 2 (0; T )� 
;

u (x; 0) = u0; ut (x; 0) = v0; x 2 
;

u = 0; (t; x) 2 (0; T )� @


(6.1)

problemini 
 � Rd ele alaca¼g¬z. Burada � ve � pozitif sabitler olup, genelli¼gi

bozmayaca¼g¬ndan 1 olarak al¬nacakt¬r. Eş. (6.1) problemi eşde¼ger olarak aşa¼g¬daki

şekilde yaz¬labilir:8<: dZ (t) = �Z (t) dt+ F (Z (t)) dt+ �(Z (t)) dW (t)

Z (0) = Z0:
(6.2)

Burada

Z (t) =

0@ u (t)

v (t)

1A ; � =

0@ 0 I

�I +� 0

1A ;
F (Z (t)) =

0@ 0

�v + f (u (t))

1A ; � (Z (t)) =

0@ 0

�(u; ut;ru)

1A
dir. � operatörü, H =H1

0 � L2 da bir C0�yar¬grubunun sonsuz küçük üretecidir.

Not: H dan olan tahmin edilebilir bir Z(t); t 2 [0,T ] süreci, 8t 2 [0; T ] için

Z(t) = et�Z0 +

tZ
0

e(t�s)�F (Z(s))ds+

tZ
0

e(t�s)��(Z(s))dW (s)

eşitli¼gini sa¼glarsa Eş. (6.2) probleminin mild çözümü olarak adland¬r¬l¬r

(Knoche ve Frieler, 2001)

Blow up teoremini vermeden önce (Chow, 2002) deki yöntemle benzer şekilde

ispatlanabilecek aşa¼g¬daki lokal varl¬k teoremini ifade edece¼giz.
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Teorem 6.1. f ve � fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glas¬n.

i. u; u0 2 H1
0 için

f (u) � C1 (1 + jujp) juj

jf (u)� f (u0)j � C2
�
1 + jujp + ju0jp

�
ju� u0j

ii: Herhangi bir � : Rd+2 ! R için �(�) dönüşümü sürekli olsun. Herhangi bir

u; v; u0; v0 2 R ve ru;ru0 2 Rd için,

j� (u; v;ru)j2 � C3
�
1 + juj2(p+1) + jvj2 + jruj2

�
(6.3)

ve

j� (u; v;ru)� � (u0; v0;ru0)j2 � C4[(1 + juj2p + ju0j2p) ju� u0j2 (6.4)

+ jv � v0j2 + jru�ru0j2]

olacak şekilde C1; C2; C3; C4 pozitif sabitleri vard¬r.

iii: W; R kovaryans operatörü ile TrR < 1 koşulunu sa¼glayan H�de¼gerli bir

Wiener sürecidir.

Bu durumda u0 2 H1
0 ve u1 2 L2 için Eş. (6.2) probleminin [0; T ] aral¬¼g¬nda

u 2 C([0; T ]; H1
0 ) ve v 2 C([0; T ]; L2) olacak şekilde bir tek (u; v) mild çözümü

vard¬r.

Not: R kovaryans operatörü

Rek = �kek (6.5)

şeklinde de yaz¬labilir. Burada f�kg ; R nin negatif olmayan s¬n¬rl¬özde¼gerlerinin

dizisi ve fekg kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiyonlar¬d¬r. Bu durumda, W (x; t)

W (x; t) =

1X
i=1

p
�kBk (t) ek;

olarak yaz¬labilir. Burada fBk (t)g reel de¼gerli ba¼g¬ms¬z Brownian hareketlerin
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dizisidir.

Eş. (6.1) problemi ile ili̧skili olarak "(t) : H ! R enerji fonksiyoneli

"(t) =
1

2
kvk2 + 1

2
kuk2 + 1

2
kruk2 �

Z



f(u)dx; t � 0 (6.6)

şeklinde tan¬mlan¬r. Blow up teoreminden önce ispatta ihtiyaç duyulacak olan

aşa¼g¬daki lemmalar verilecektir.

Lemma 6.1. Teorem 6.1 in koşullar¬alt¬nda (u; v) nin H den de¼gerler alan bir tek

mild çözümü oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda

E" (t) � E" (0)� E
Z t

0

kvk2 ds+ 1
2
c2�TrR

Z t

0

Z



�2dxds (6.7)

eşitsizli¼gi ve

E (u; v) = E (u0; v0)+E

Z t

0

kvk2 ds�1
2
E kuk2H1

0
�E

Z t

0

kuk2H1 ds+
1

2
E ku0k2H1

0
+E

Z t

0

(u; f (u)) ds

(6.8)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. kvk2 için Ito formülü kullan¬l¬rsa

kvk2 = kv0k2 + 2
Z t

0

(v; dv) +

Z t

0

(dv; dv)

= kv0k2 � 2
Z t

0

(ru;rv) ds� 2
Z t

0

kvk2 ds� 2
Z t

0

(u; v) ds

+ 2

Z t

0

(v; f) ds+ 2

Z t

0

(v; �dW ) +
1X
k=1

Z t

0

(�Rek; �ek) ds: (6.9)

Do¼grudan hesaplamalarla

2

Z t

0

(u; v) ds = kuk2 � ku0k2 ; (6.10)

2

Z t

0

(ru;rv) ds = kruk2 � kru0k2 (6.11)

ve

2

Z t

0

(v; f) ds = 2

Z



(F (u)� F (u0)) dx (6.12)
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bulunur. Eş. (6.10)- Eş. (6.12) ve Eş. (6.5) in Eş. (6.9) da kullan¬lmas¬yla

kvk2 = 2E (0)� kruk2 � 2
Z t

0

kvk2 ds� kuk2 + 2
Z



F (u) dx�

+ 2

Z t

0

(v; �dW ) +

1X
k=1

�k

Z t

0

Z



�2e2k (x) dxds (6.13)

elde edilir. c� := sup
k�1

kekk1 < 1 tan¬mlan¬r, TrR =
P1

k=1 �k oldu¼gu göz önünde

bulundurulur ve Eş. (6.13) de beklenen de¼ger al¬n¬rsa Eş. (6.7) elde edilir.

Eş. (6.8) in ispat¬ için (u; v) nin Eş. (6.2) nin bir global mild çözümü ise

bu durumda her k � 1 için feekgk�1 ; L2 (
) n¬n ortonormal bir taban¬ olmak
üzere, f(u (t) ; eek) ; t � 0g fFtgt�0 ye adapte sonlu varyasyonlu, sürekli bir süreç ve
f(v (t) ; eek) ; t � 0g, fFtgt�0 ye adapte sürekli bir yar¬martingaledir. Bu durumda
Ito formülünden

(u (t) ; eek) (v (t) ; eek) = (u0; eek) (v0; eek)+Z t

0

(u (t) ; eek) d (v (t) ; eek)+Z t

0

(v (t) ; eek) d (u (t) ; eek)
yaz¬labilir. Buradan da

(u; v) = (u0; v0) +

Z t

0

(u; dv) +

Z t

0

(v; du)

= (u0; v0)�
1

2
kuk2H1

0
+
1

2
ku0k2H1

0
�
Z t

0

kuk2 ds�
Z t

0

kruk2 ds

+

Z t

0

kvk2 ds+
Z t

0

(u; f) ds+

Z t

0

(u; �dW ) (6.14)

elde edilir. Eş. (6.14) ün beklenen de¼gerinin al¬nmas¬yla istenen eşitlik bulunur.

Lemma 6.2. [Li, Tsai, 2003] � > 0 ve B(t) 2 C2(0;1)

B00(t)� 4(� + 1)B0(t) + 4(� + 1)B(t) � 0

eşitsizli¼gini sa¼glayan pozitif bir fonksiyon olsun. E¼ger

B0(0) > r2B(0) +K0

ise, o zaman t > 0 için B0(t) > K0 olur. Burada K0 bir sabit ve r2 = 2(� + 1) �
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2
p
(� + 1)�

r2 � 4(� + 1)r + 4(� + 1) = 0

denkleminin en küçük köküdür.

Lemma 6.3. [Li, Tsai, 2003] E¼ger J(t), t0 � 0 olmak üzere [t0;1) da artmayan

bir fonksiyon ise ve

J 0(t)2 � R + S J(t)2+ 1
� , t � t0

diferansiyel eşitsizli¼gini sa¼gl¬yorsa, bu durumda öyle sonlu bir T � zaman¬vard¬r ki,

lim
t!T ��

J(t) = 0

d¬r. Burada R > 0; S 2 R dir.

Not. Aşa¼g¬da verilecek blow up teoreminde � n¬n Eş. (6.3) koşulu yerine

j�(u; v;ru)j � 2�

(2� + 1)c20TrQ
kvk2 (6.15)

koşulunu sa¼glad¬¼g¬ve f nin de

sf(s) � (2 + 4�)F (s) (6.16)

koşulunu sa¼glad¬¼g¬kabul edilecektir.

Y (t) = Ekuk2 + E
Z t

0

kuk2d� ; t � 0

fonksiyoneli tan¬mlans¬n. Do¼grudan hesaplamalarla

Y 0(t) = 2E(u; v) + Ekuk2

ve

Y 00 (t) = 2Ekvk2 � 2Ekuk2 + 2Ekruk2 + 2E(u; f(u)
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bulunur. Buradan

Y
00
(t)�4(�+1)Ekvk2 = �2Ekuk2+2Ekvk2+2Ekruk2+2E(u; f(u)�4(�+1)Ekvk2

(6.17)

yaz¬l¬r. Şimdi Eş. (6.6) denkleminin her iki taraf¬�(8� + 4) ile çarp¬l¬rsa

�(4� + 2)kvk2 = �(8� + 4)E"(t) + (4� + 2)Ekruk2

+ (4� + 2)Ekuk2 � (8� + 4)E
R



F (u)dx (6.18)

bulunur. Eş. (6.18), Eş. (6.17) de yerine yaz¬l¬rsa

Y
00
(t)� 4(� + 1)Ekvk2 = �2Ekuk2 � (8� + 4)E"(t) + (4� + 2)Ekruk2

+ (4� + 2)Ekuk2 � (8� + 4)E
R



F (u)dx

+ 2Ekruk2 + 2E
R



uf(u)dx

olur. Eş. (6.15) koşulunun Eş. (6.7) de yerine yaz¬lmas¬yla elde edilen

E"(t) � E"(0) + �� � 1
2� + 1

Z t

0

kvk2d� (6.19)

eşitsizli¼gi ve f üzerine konan

sf(s) � (2 + 4�)F (s)

koşulu göz önünde bulundurulursa

Y
00
(t)� 4(� + 1)Ekvk2 � �(8� + 4)E"(0) + (4� + 4)E

Z t

0

kvk2d� (6.20)

elde edilir.

Lemma 6.4. f lokal Lipschitz olsun ve � ve f; Eş. (6.15) ve Eş. (6.16)
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koşullar¬n¬sa¼glas¬n.

(1) E"(0) < 0

(2) E"(0) = 0 ve Y 0(0) > Eku0k2

(3) E"(0) > 0 ve

Y 0(0) > r2

�
Y (0) +

K1

4(� + 1)

�
+ Eku0k2 (6.21)

sa¼glans¬n. Bu durumda t � t0 için Y 0(t) > Eku0k2 olur. Burada t0 = t� (1) durumu

için Eş. (6.22) ile verilmi̧s, (2) ve (3) durumlar¬için ise t0 = 0 d¬r.

·Ispat. (1) E¼ger E"(0) < 0 ise Eş. (6.20) den

Y
00
(t) � �(8� + 4)E"(0) + 4(� + 1)Ekvk2 + (4� + 4)

Z t

0

kvk2d�

elde edilir. Yukar¬daki eşitsizli¼gin her iki taraf¬nda 0 dan t�ye integral al¬n¬rsa,

Y 0(t) � Y 0(0)� (8� + 4)E"(0)t ; t � 0

olur. Böylelikle t � t� için Y 0(t) > Eku0k2 elde edilir. Burada

t� = max

�
Y 0(0)� Eku0k2
(8� + 4)E"(0)

�
(6.22)

dir.

(2) E¼ger E"(0) = 0 ise o zaman t � 0 için Y 00(t) � 0 olur. Böylelikle, e¼ger

Y 0(0) > Eku0k2 ise t � 0 için Y 0(t) > Eku0k2 elde edilir.

(3) E¼ger E"(0) > 0 ise ilk olarak

2E

Z t

0

Z



uvdxd� = Ekuk2 � Eku0k2 (6.23)

olur ki bu da şu sonuca varmam¬z¬sa¼glar:

Ekuk2 � Eku0k2 + E
Z t

0

kuk2d� + E
Z t

0

kvk2d� :

Hölder ve Young eşitsizlikleri ve yukar¬daki eşitsizli¼gin kullan¬lmas¬yla
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2E(u; v) � Ekuk2 + Ekvk2

2E(u; v) + Ekuk2 � Ekuk2 + Ekvk2 + Ekuk2

2E(u; v) + Ekuk2 � Eku0k2 + Ekuk2 + E
Z t

0

kuk2d� + Ekvk2 + Ekuk2

bulunur. Buradan

Y 0(t) � Y (t) + Eku0k2 + Ekvk2 + E
Z t

0

kvk2d� (6.24)

elde edilir.

Eş. (6.20) ve Eş. (6.23) denklemlerinin kullan¬lmas¬yla

Y 00(t)� 4(� + 1)Y 0(t) + 4(� + 1)Y (t) +K1 � 0

sonucu bulunur. Burada

K1 = (8� + 4)E"(0) + 4(� + 1)Eku0k2

dir.

B(t) = Y (t) +
K1

4(� + 1)
; t > 0

olarak tan¬mlans¬n. Bu durumda B(t)

B00(t)� 4(� + 1)B0(t) + 4(� + 1)B(t) � 0

eşitsizli¼gini sa¼glar. E¼ger

B0(0) > r2B(0) +K0

ise lemman¬n (3) durumunda verilen Eş. (6.21) eşitsizli¼ginden t > 0 için Y 0(t) >
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Eku0k2 sonucu elde edilir.

Bu lemmadan sonra blow up teoremi verilebilir:

Teorem 6.2. � ve f; Eş. (6.15) ve Eş. (6.16) koşullar¬n¬sa¼glas¬n. Aşa¼g¬daki

durumlardan birinin

(i) E"(0) < 0

(ii) E"(0) = 0 ve Y 0(0) > Eku0k2

(iii) 0 < E"(0) <
(E(u0; v0))

2

2(T1 + 1)Eku0k2
ve Eş. (6.21) sa¼glans¬n. T1 ispatta verilecek

olan bir sabittir,

sa¼glanmas¬halinde u(t) mild çözümü için pozitif bir T � zaman¬nda

lim
t!T �

Eku(t)k2 = +1

olur.

Ayr¬ca üç durum için T � blow-up zamanlamas¬n¬n üst s¬n¬r¬n¬n tahminlerini de

elde ederiz.

·Ispat. k:kH normlu Eş. (6.1)�in fu(t); t � 0g zay¬f çözümünün � lifespan için,

p(� = +1) = 1 durumu için inceleyelim. Yeterince büyük T1 > 0 için

J(t) = (Y (t) + (T1 � t)Eku0k2)�� ; t� [0; T1]

ile tan¬mlanan J(t) : [0; T1]! R+ fonksiyoneli ele al¬ns¬n. Buradan

J 0(t) = ��J1+ 1
� (t)(Y 0(t)� Eku0k2)

ve

J 00(t) = ��J1+ 2
� (t)V (t) (6.25)

olur. Burada

V (t) = Y 00(t)(Y (t) + (T1 � t)Eku0k2)� (1 + �)(Y 0(t)� Eku0k2)2 (6.26)
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dir. Eş. (6.23) denkleminden ve Hölder eşitsizli¼ginden faydalanarak aşa¼g¬daki den-

klem elde edilir.

Y 0(t) = 2E(u; v) + Ekuk2 = 2E(u; v) +
Z t

0

(u; v)d� + Eku0k2

� 2

0@pEkuk2Ekvk2 +sE Z t

0

kuk2d�E
Z t

0

kvk2d�

1A+ Eku0k2 (6.27)

Eş. (6.20)�dan aşa¼g¬daki denklem elde edilir.

Y 00(t) � �(4 + 8�)E"(0) + 4(� + 1)
�
Ekvk2 + E

Z t

0

kvk2d�
�

(6.28)

Böylece Eş. (6.27) denklemi ve Eş. (6.28) denklemlerinden aşa¼g¬daki denklem elde

edilir:

V (t) �
�
�(4 + 8�)E"(0) + 4(� + 1)

�
Ekvk2 + E

Z t

0

kvk2d�
��

(Y (t) + (T1 � t)Eku0k2)

� 4(1 + �)

0@pEkuk2Ekvk2 +sE Z t

0

kuk2d�E
Z t

0

kvk2d�

1A2

� �(4 + 8�)E"(0)J �1
� (t) + 4(� + 1)(T1 � t)

�
Ekvk2 + E

Z t

0

kvk2d�
�
Eku0k2

+ 4(� + 1)

�
(Ekvk2 + E

Z t

0

kvk2d�)(Ekuk2 + E
Z t

0

kuk2d�

�

0@pEkuk2Ekvk2 +sE Z t

0

kuk2d�E
Z t

0

kvk2d�

1A235
Schwartz eşitsizli¼gi yard¬m¬yla yukar¬daki eşitsizlikteki son terim negatif de¼gildir.

Bu yüzden

V (t) � �(4 + 8�)E"(0)J �1
� (t) ; t � t0 (6.29)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Eş. (6.25) ve Eş. (6.29) denklemleri yard¬m¬yla aşa¼g¬daki

denklem elde edilir:
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J 00(t) � �(4 + 8�)E"(0)J1+ 1
� (t) ; t � t0: (6.30)

Lemma 6.3�den, t > t0 için J 0(t) < 0 d¬r. Eş. (6.20) denklemi ile J 0(t) çarp¬l¬r ve t0

dan t �ye integral al¬n¬rsa

J 0(t)2 � R + SJ2+ 1
� (t), t � t0

denklemi elde edilir. Burada

R = �2J2+
2
� (t0)((Y

0(t0)� Eku0k2)2 � 8E"(0)J
�1
� (t0)) ; S = 8�

2E"(0)

d¬r. R > 0 olmas¬ancak ve ancak

E"(0) <
(Y 0(t0)� Eku0k2)2

8(Y (t0) + (T1 � t0)Eku0k2)

durumunda geçerlidir. Daha sonra Lemma 6.3 yard¬m¬yla sonlu bir T � zaman¬nda

limt!T � J(t) = 0 eşitli¼gi mevcuttur ve T � ¬n üst s¬n¬r¬E"(0) ¬n i̧saretine göre tahmin

edilir; (i) durumunda

T � � t0 �
J(t0)

J 0(t0)
; (6.31)

Ayr¬ca e¼ger J(t0) <
n
1;
p
R=� S

o
ise aşa¼g¬daki eşitsizlik yaz¬labilir:

T � � t0 +
1p
�S

ln

p
R=� Sp

R=� S � J(t0)
:

Burada t0 = T �, Eş. (6.22) denkleminde verilmi̧stir. (ii) durumunda

T � � � J(0)
J 0(0)

veya

T � � J(0)p
R
:
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(iii) durumunda

T � � J(0)p
R
;

veya

T � � 2 3�+12�
�Pp
R
(1� (1 + PJ(0))�12� )

dir. Burada P = (R=S)2+
1
� d¬r. T1 için bu üç duruma göre her hangi bir pozitif

sabit olarak T1 � T � seçilebilir. Yukar¬daki denklemden

lim
t!T ��

Y (t) = +1

elde edilir.



7. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez çal¬̧smas¬nda stokastik dalga ve ¬s¬denklemlerinin çözümlerinin patlamas¬

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu kapsamda çözümlerin sonlu bir (0; T ) aral¬¼g¬nda sonsuz olup ol-

mad¬¼g¬yani çözümün patlamas¬(blow-up) araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Tezin beşinci bölümünde

(Bonder ve Groisman, 2009) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧s parabolik tipten do¼grusal olmayan

ut = uxx + f(u) + �(u)@tW (t; x) (7.1)

reaksiyon difüzyon denkleminin blow-up çözümüne yer verilmi̧stir. � = 0 duru-

munda, (7.1) denklemi homojen Dirichlet s¬n¬r koşuluyla verildi¼ginde f nin büyük

bir s¬n¬f¬için dura¼gan pozitif çözümlere sahip iken, � > 0 durumunda global çözüm

olmay¬p, her negatif olmayan başlang¬ç verisi için çözümün bir olas¬l¬kla blow up

oldu¼gu görülmüştür.

Alt¬nc¬bölümde, Rd de tan¬ml¬damping terim içeren do¼grusal olmayan stokastik

dalga denkleminin

utt + �ut + �u��u = f(u) + �(u; ut;ru)@tW (7.2)

başlang¬ç- s¬n¬r de¼ger problemi incelenmi̧stir. (7.2) denkleminin başlang¬ç de¼ger

problemi deterministik durumda (� = 0), Runzhang (2010) taraf¬ndan incelenmi̧s,

oluşturulan bir I (u) = kruk2 + kuk2 � kukp+1p+1 fonksiyonelinin i̧saret de¼gi̧sme-

zli¼gi yard¬m¬yla çözümlerin global varl¬¼g¬ ve blow up ¬ başlang¬ç enerjisinin alt-

kritik ve kritik durumlar¬ için ispatlanm¬̧st¬r. Polat ve Taskesen (2014) de ise

çözümlerin global varl¬¼g¬potential well metodu için oluşturulan yeni bir K (u) =

kruk2+ kuk2�kukp+1p+1�kutk
2 fonksiyoneli kullan¬larak üst kritik başlang¬ç enerjili

durum için ispatlanm¬̧st¬r. Tez çal¬̧smas¬nda (7.2) denkleminin başlang¬ç-s¬n¬r de¼ger

probleminin çözümünün uygun enerji eşitsizliklerini sa¼glamas¬, f ve � n¬n lokal Lip-

schitz fonksiyonlar olmas¬ve baz¬eşitsizlikleri sa¼glamas¬durumunda çözümün sonlu

zamanda blow up oldu¼gu gösterilmi̧stir. f ve � üzerine konan lokal Lipschitz koşu-

lunun global Lipschitz koşulu ile de¼gi̧stirilmesi durumunda global mild çözümlerin
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varl¬¼g¬garantilenirken, bu koşulun kald¬r¬lmas¬durumunda çözümler belli bir blow

up zaman¬na kadar lokal olarak varl¬k gösterirler Tezde kullan¬lan yöntem tespit

edilebilecek koşullar alt¬nda farkl¬ terimler içeren dalga denklemlerine ve beşinci

bölümde kullan¬lan yöntem de farkl¬ parabolik tipten stokastik diferansiyel den-

klemlere uygulanabilir.
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