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OZET

STOKASTIK ISI DENKLEMLERININ COZUMLERININ PATLAMASI

YAGIZ, Beytullah
Yiiksek Lisans Tezi, Istatistik Anabilim Dali
Tez Danigmani: Dr. Ogr. Uyesi Hatice TASKESEN
Subat 2019, 53 sayfa

Bu tez ¢alismasinda, dogrusal olmayan stokastik dalga ve 1s1 denklemi
calisilmigtir. Bu amagla ilk boliimde stokastik dalga ve 1s1 denklemi ve tarihi hakkinda
bilgiler verilmistir. Ikinci béliimde calistigimiz stokastik dalga ve 1s1 denkleminin
literatiir bildirisleri verilmistir. Uciincii béliimde ise tez boyunca kullanacagimiz temel
matematiksel tanim, teorem ve lemmalar hakkinda bilgi verilmistir. Dordiincii boliimde,
stokastik dalga ve 1s1 denklemlerinin ¢oziimlerin patlamasi (blow-up) ile ilgili genel
bilgiler verilmistir. Besinci boliimde daha onceden calisilmis parabolik tip dogrusal
olmayan stokastik 1s1 denklemi uygun enerji esitsizlikleri kullanilarak ¢oziimiin
patladig1 (blow-up) gosterilmistir. Altinci boliim bu tezin orijinal kismidir. Dogrusal
olmayan stokastik dalga denkleminin ¢oziimiiniin patladig1 incelenmistir. Caligmamizda
uygun enerji esitsizlikleri kullanilarak ¢o6ziimiin sonlu ve sonsuz zamanda var olup
olmadigina bakilmistir. Yedinci bolimde elde edilen sonuglar Ozetlenmis ve bazi

onerilerde bulunulmustur.

Anahtar kelimeler: Coziimiin patlamasi (blow-up), Global ¢6ziim, Lokal

¢ozlim, Stokastik dalga ve 1s1 denklemi






ABSTRACT

THE EXPLOSION OF THE SOLUTIONS OF STOCASTIC HEAT EQUATIONS

YAGIZ, Beytullah
M. Sc. Thesis, Department of Statistics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Hatice TASKESEN
February 2019, 53 pages
In this thesis, nonlinear stochastic wave and heat equation are studied. For this
purpose, stochastic wave and heat equation and history are given in the first chapter. In
the second chapter, we present the literature about the stochastic wave and heat
equation. In the third chapter, we give information about the basic mathematical
description, theorems and lemma. In the fourth chapter, general information about blow-
up of stochastic wave and heat equations is given. In the fifth chapter, the previously
studied parabolic type nonlinear stochastic heat equation is shown to be the blow-up of
the solution by using appropriate energy inequalities. The sixth chapter is the original
part of this thesis. The solution of the nonlinear stochastic wave equation exploded. In
our study, appropriate energy inequalities are used to determine whether the solution
exists in finite and infinite time. The results obtained in the seventh chapter are

summarized and some recommendations are made.

Keywords: Blow-up, Global solution, Local solution, Stochastic wave and heat

equation
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damisman hocam Sayin Dr. Ogr. Uyesi Hatice TASKESEN’ e, tez jiirimde bulunarak
tezimin daha iyi bir duruma gelmesini saglayan Saym Prof. Dr. Necat POLAT’ a ve
Sayin Prof. Dr. Fevzi ERDOGAN' a, ayrica hayati paylasmaktan gurur duydugum tezim
boyunca manevi destegi ve anlayisindan dolay1 esim Kiibra YAGIZ’ a en igten saygi ve

tesekkiirlerimi sunuyorum.
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1. GIRIS

Bilinmeyen fonksiyonu ve bu fonksiyonun tiirevlerini iceren denklemlere ”difer-
ansiyel denklem” denir. Gercek hayatta kullanilan uygulamalarda, bu fonksiyon-
lar genellikle fiziksel niceliklere kargilik gelirken, tiirevler de onlarin degigim oran-
larim temsil eder. Ornek olarak basit bir popiilasyon biiyiime modeli diisiiniilebilir.
Farzedelim ki N(t), t zamanindaki popiilasyon biiyiikliigii, a(t), t zamanmndaki deter-
ministik biiytime hizi, v popiilasyon biiytikliigiindeki degisim orani ve Ny verilmis

baglangic degeri olsun. Bu durumda, popiilasyon biiyiime modeli

dN
— = ()N (), (1.1)

problemine kargilik gelir. Es. (1.1) denklemi, ¢ zamanindaki niifusun degigim
oraninin, biiytime hizinin ve o zamandaki popiilasyon biiyiikliigiiniin ¢arpimina esit
oldugu anlamina gelir. Bununla birlikte, genellikle a(t) biiytime hizi tam olarak
bilinmemekte ve baz gevresel etkilere maruz kalmaktadir. Boylece (1.1) denklemi
asagidaki gibi yazilabilir:

a(t) = r(t) + B noise. (1.2)

Burada r(t) deterministik terim, § gercel degerli bir sabit say1 ve noise (giiriiltii),
rastgele terime (davranigi tam olarak bilinmemekte, sadece olasilik dagilimi bilin-
mektedir) kargilik gelmektedir. Bu giiriiltii terimi genellikle Brownian hareketi ile

ilgili beyaz bir giiriiltii W (t) olarak alimir. Bu durumda denklem

dN .
= (r(t) + 8 noise) N(t), (1.3)

= r(t) + W) N(1);

ve buradan da

AN(t) = r(t)N()d(t) + BN (£)dW (2). (1.4)



biciminde yeniden yazilabilir.

Popiilasyon biiytime modelinde oldugu gibi bircok doga olayinda kiigiik diizensi-
zliklerin de hesaba katilmasi gerekir ki, bu da denkleme bir rastgele kuvvetin eklen-
mesini gerektirir. Bu kuvvet genellikle beyaz giiriiltii (white noise) olarak adlandirilir
(Yang ve Zhao, 2013). Bu tiir diizensizliklerin hesaba katilmasiyla olugturulan difer-
ansiyel denklemler stokastik diferansiyel denklemler olarak adlandirilir. Stokastik
diferansiyel denklemler teorisi matematikciler tarafindan ilk olarak verilen difiizyon
ve yigilma katsayilar i¢in difiizyon siireclerinin yoriingelerinin agik ingasinda bir
arag olarak geligtirilmistir (Arnold, 1992). Stokastik diferansiyel denklemler biy-
oloji, kimya, epidemiyoloji, mekanik, mikroelektronik, ekonomi ve finans gibi birgok
alanda kullanilmaktadir.

Bu tez calisgmasinda, bazi dogrusal olmayan stokastik 1s1 ve dalga denklemlerinin
baslangic/baglangig sinir deger problemlerinin ¢ziimlerinin patlamasi (blow up) in-
celenecektir. Dogrusal olmayan evoliisyon problemlerinde blow up, ¢t zamani sonlu
bir 7' zamanina yaklagirken degisken ya da degiskenlerin sonsuza gitmesidir (Galak-
tionov, Vazquez, 2002).

Dogrusal olmayan parabolik denklemlerde baglangic/baglangig simir deger prob-
lemlerinin global ¢oziimlerinin patlamasi iizerine pek c¢ok caligma yapilmigtir. ilk
caligmalar 1940’h ve 1950’li yillarda patlama ve yanma teorisi, Semenov’ un zin-
cir reaksiyon teorisi ile ortaya cikmigtir. 1960’11 yillardan itibaren H. Fujita , V.
K. Kalantarov, O. A. Ladyzhenskaya tarafindan kapsamli ¢aligmalar yapilmig ve
gilintimiizde halen {izerinde calisilmaktadir.

Dogrusal olmayan denklemlerdeki blow up n en basit 6rnegi u = u(t) igin,

u =u?, t>0
(1.5)
uw(0) =a

baglangic deger problemidir. a > 0 i¢in tek ¢oziim 0 <t < T = % zaman araliginda

mevcuttur. u(t) = formiilii ile verilebildiginden ¢ < T olmak iizere diizgiin

_1
T—t

¢oztim ve t — T icin u(t) — oo olur. Yani t = T de ¢oziim patlar (Polat, 2005).



Es. (1.5) probleminde oldugu gibi stokastik diferansiyel denklemler i¢in

dX (t) =b(X (t))dt + o (X (t)) dW ()

(1.6)
X (O) =x9>0

probleminde de sonlu zamanda blow up meydana gelebilir. Burada b ve o diizgiin
pozitif fonksiyonlar, W ise verilen bir olasilik uzay: tizerinde tanimli Wiener siire-
cidir. Es. (1.6) problemi i¢in blow up, ¢ genellikle belirli srneklem yoluna bagh olan
sonlu bir 7' zamanina yaklagirken, ¢oziim egrilerinin sonsuza gitmesi olarak yorum-

lanabilir.






2. KAYNAK BILDIRISLERI

Stokastik 1s1 ve dalga denklemleri bir¢ok yonden caligilmig ve giintimiizde de
tizerinde etkin olarak ¢aligilmaktadir. Agsagida bu ¢aligmalardan bir kag1 verilecektir.

Mueller ve Sowers (1993),

ou  0%u

L

5% = 9.7 + u' oW (z,t),

u(t,0) = u(t,J) =0, t>0, 0<z<, (2.1)
u(0, ) = uy

rasgelelik igeren 1s1 denkleminin baglangi¢-sinir deger problemi i¢in ¢oziimlerin davranigini
incelemiglerdir. Burada v > 1, W, 2-boyutlu beyaz giiriiltii (white noise) ter-
imi, ug siirekli, negatif olmayan ve 6zdeg olarak sifira egit olmayan baslangi¢ kogu-
ludur. v < 3/2 olmasi durumunda (2.1) probleminin ¢oziimii her zaman var ve
sonludur. v > 3/2 durumunda ise, (2.1) probleminin ¢oziimii sonlu bir zamanda
pozitif olasilikla patlar.

Mueller (2000),

ou  0%*u
% o2t g(w)OW (z,1),
u(t,0) = u(t, J) =0, , t>0, 2€I=][0,J]

u(0,z) = ug(x)

probleminin ¢oziimiiniin, g(u) nun [0, o) da bir lokal Lipschitz fonksiyon ve ug in I
iizerinde negatif olmayan ve ug¢ noktalarda sifir olan bir fonksiyon olmasi kogullar

altinda sonlu zamanda patladigim1 gostermistir.

Chow (2009),

% = V2ut f(u) + oW (x,t), t>0, z€D

u(z,0) =g(z) ,z € D,

u(z,t) =0, 2 € 0D

baglangic-sinir deger probleminde baslangi¢ kosullari, dogrusal olmayan terim ve



giiriiltii terimi {izerine konan bazi kogullar altinda ¢oziimiin ortalama L” normunun
p > 1 ic¢in sonlu zamanda patladigini gostermistir.

Chow ve Liu (2012) de stokastik gecikmeli parabolik diferansiyel denklemlerin
bir sinifi igin

ou(t, )
ot

= Au(t,z) + f(z,u(t —r,z)) + g(x,u(t —r,z)0W (t,z), t >0, z €O,
U(t,ZE) = ¢(tax)7 le [_Ta 0]7 T e (/)7
u(t,z) =0, x € 00, t >0

problemi incelenmistir. Incelenen problemin bir tek coziimiiniin varligini garan-
tileyen kosullar verildikten sonra, ¢oziimiin ortalama LP normunun p > 1 ic¢in sonlu
zamanda patladig ispatlanmigtir.

Dozzi ve Mimbela (2010), yar1 lineer

du(t,z) = (Au(t,z) — G (u(t,z))) dt + ku(t,z)dW;, t>0, z€ D
uw(0,2) = f(x), =€ D,

u(t,z) =0, z € dD.

denkleminin sinir deger probleminin ¢oziimiiniin sonlu zamanda patladigini goster-
miglerdir. Burada {W;, ¢ > 0} bir-boyutlu standart Wiener siireci, x pozitif bir

sabittir.

Niu ve Xie (2012),

%(t, z) = Au(t,z) + G(u(t,z)) + kru(t, x)wi (t) + koult, z)ws(t), t >0, z €O,

u(t,z) =0, t >0,z €00,
up(0,2) = f(z), zeO

probleminde Gaussian giiriiltiiniin ¢éziimiin patlama zaman tizerindeki etkisini in-

celemiglerdir. Burada (wy, ws) iki-boyutlu Brownian harekettir.



Ondrejat (2007), kaynak terim iceren stokastik dalga denkleminin
uy = Au+ f(u) + g(u)o,W(x,1)

Cauchy problemi icin ¢oziimlerinin tekligini ispatlamigtir.

Peszat (2002), dogrusal olmayan stokastik dalga denkleminin

%(t) = Au(t) + F(t,u(t)) + B (t,u(t)) oW (z,1)

Cauchy problemi icin bir Markovian ¢oziimiin varlik ve tekligini incelemistir.

Brzezniak ve ark (2016),

uy + APu+ Bug +m (HBl/QuHi{) Bu = G(u)dW (z,t)
Uy = Au — mPu — au |ul’" — Bu; + F + ng (u) ;W

stokastik beam denklemini ve lineer olmayan stokastik soniimlii dalga denklemini
dogrusal olmayan terimi polinom seklinde alarak degismez o6lgiimlerin (invariant
measures) varligini ispatlamiglardir.

Barbu ve Da Prato (2002), stokastik dalga denkleminin
dY, + (AY +Y; + g (V) dt = \/QdW (t)

baglangig-simir deger problemini kaynak terim tizerine konan g (y) < C(Jy|’ + 1)
kogulu altinda inceleyerek, gecis yarigrubu igin degismez 6lgiimlerin varhigini ispat-
lamiglardir. Calismada A = —A, W, silindirik Wiener siireci ve Q € L (H), negatif
olmayan, iz simfindan (trace class) simetrik bir operator olarak alinmigtir.

Bo ve ark. (2008) de
g — Au+ Auy = plul” u+ g (u, uy, Du) O W (,t)

stokastik diferansiyel denklemi ele alinmis, 1, p ve g iizerine konan kosgullar altinda

zaylf damping (A = k) ve giiclii damping (A = —A) durumlarinda ¢oziimlerin



patlamasi incelenmigtir.

Liang (2014),

Uy + yA*u — (m HVuH2) Au+u = f(u) + o (u,u, Vu, z,t) O, W (x, 1),

reD, te(0,T)
u(z,t) = Ou =0, xz€0D, te(0,T)
ov
u(z,0) = ug(x), w(z,0) =v9(z), €D

sontimlii lineer olmayan stokastik beam denkleminin uygun enerji esitsizlikleri al-

tinda lokal ¢oziimiiniin patladigini kanitlamigtir.



3. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Stokastik diferansiyel denklemlerin analizleri i¢in bazi tanim, teorem ve esitsiz-
liklerin bilinmesi énem arz etmektedir. Bu boliimde tezin daha iyi anlagilmasi icin
bazi teorem ve esitsizliklerin yanisira, baz1 6zel fonksiyon uzaylari, stokastik siirecler

ve stokastik integrallere de yer verilmigtir.

3.1. Olasilik Teorisinin Temel Tanimlari

Olasilik teorisi sonuglar1 sansla baglantili olan matematiksel modellerle ilgilenir.
Bir olaym biitiin sonugclari €2 ile, €2 kiimesinin her bir eleman da w ile gosterilsin.

Q2 nin ilgilenilen olaylarinin kiimesi F olsun.

Tanim 3.1.1. € kiimesinin alt kiimelerinin bir ailesi F , {2 y1 iceriyor ve tiimleyen
sayilabilir birlesim islemleri altinda kapaliysa bir o — cebir olarak isimlendirilir

(Klenke, 2008). Matematiksel bir ifadeyle,

i. 0eF,
ii. Ae F=Ae F,A=0— A,
ili. {Ai}, CF=>UR A eF

ozelliklerini saglayan F ailesi bir o — cebir denir. (2, F) ikilisi bir dl¢iilebilir uzay,
F nin elemanlar1 da F—dél¢iilebilir kiimeler olarak adlandirilir. Eger C' , €2 nin alt
kiimelerinin bir ailesi ise, o zaman € da C' yi iceren en kiigiik bir ¢ (C') vardir. Bu
o (C) ye C tarafindan iiretilen o — cebri denir. Eger Q = R ise R? nin tiim acik
kiimelerinin iirettigi o — cebrine de Borel cebri denir. Reel degerli bir X : @ — R
fonksiyonu tiim a € R i¢in {w : X (w) < a} € F saglaniyorsa F— dl¢iilebilir olarak

adlandirihir. X fonksiyonuna reel degerli rasgele degigsken de denir (Mao, 2011).

Tanim 3.1.2. (2, F) olgiilebilir uzay: iizerinde tanimh P : F— [0, 1] fonksiyonu



10

ii. Herhangi bir ayrik (yani A; N A; =0, i # j) {Ai},o; C F igin

P (;jl AZ) — if;P (4)

ozelliklerini sagliyorsa bir olasilik 6lgiimii olarak adlandirihr. (€, F, P) iicliisiine

olasilik uzayr denir.(Mao, 2011).

Tanim 3.1.3. X reel degerli rasgele bir degisken olsun

i. X integrallenebilir ise, X in beklenen deger:
E(X)= / XdP.
Q
ii. X in karesi integrallenebilir ise, X in varyans:

V(X)=FE(X - EX)*.

iii. X ve Y karesi integrallenebilir rasgele degiskenler ise, X ve Y nin kovaryans:
Cov(X,Y)=E[(X - EX)(Y —FEY)]

dir (Klenke, 2008).

Tanim 3.1.4. (2, F, P) bir olasihik uzay1 ve B € F olsun. B verildiginde herhangi
bir A € F igin kosgullu olasilik

PLAOE)  P(B) >0
P(A|B): P(B) ° () )
0, diger durumlarda
ile tamimlanir (Klenke, 2008).
Tamm 3.1.5. (Q, F,P) bir olasilik uzay1, G C F bir o — cebir ve X € L*(Q, F,P)

olsun. Her A € G i¢in Y € L}(Q, G, P) olmak iizere

/XdP:/YdP
A A
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kogulunu saghyor ise Y rasgele degiskenine X in G ye gore kosullu beklenen degeri
denir ve F (X | G) ile gosterilir. X € L3*(Q,F,P) ve G C F o — cebri igin X in
kogullu beklenen degeri F (X | G); X in olgiilebilir, karesi integrallenebilir rasgele
degiskenlerin G alt uzay: iizerine izdiigiimiidiir.(Bobrowski, 2005).

Eger ¢ konveks bir fonksiyon ve ¢(X) integrallenebilir ise

PE(X | G) < E(p(X) | G)

dir.

Tanmim 3.1.6. p beklenen deger, o2 varyans olmak {izere,

1 [ _ep?
P{X>m}:\/ﬁ/e_(a?) du

fonksiyonu ile verilmig bir X rasgele degiskeni normal dagilima veya Gauss dagilimina

sahiptir denir (Schuss, 2010).

3.2. Stokastik Siirecler

Toplum ve dogadaki sistemler zamana bagh olarak rasgele degismekte ve bu
sistemler tizerindeki olgiimler de zaman endeksli rasgele degiskenler olmaktadir. Bir
t aninda belli bir yoredeki sicaklik, hareketli bir parcacigin koordinatlar: veya tasidigi
enerji, borsa indeksleri, bir hisse senedinin degeri, bir toplumdaki fertlerin sayis1 hep
X (t) , Y (t) gibi rasgele degigkenlerle ifade edilir. Boylece ortaya 7' zaman aralhig
olmak tizere 6rnegin; {X (¢)}, (t € T') gibi rasgele degiskenler ailesi gikacaktir. Her
t igin rasgele degigsken X (¢) nin farkh bir (2, F, P) olasilik uzay: iizerinde 6l¢iildiigii
diigiiniilebilir. Ayrica T" nin de mutlaka zaman aralig1 olmas1 gerekmez. R veya R"
nin bir alt kiimesi veya tamamen farkl soyut bir parametre uzay da olabilir (Capar,
2013). Bu diigiincelerden yararlanarak stokastik siireg, Brownian hareket, filtrasyon

ve martingal kavramlar1 agagidaki gibi tanimlanabilir.

Tamim 3.2.1. (2, F,P) bir olasilik uzay1 olsun. Bu uzay iizerinde I parametre

kiimesi ile verilmig R? degerli {X (t)},.; rasgele degiskenlerinin ailesine stokastik
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stire¢ denir. Burada R? durum uzay: olarak adlandirilir.

I parametre kiimesi genellikle R, = [0, 00) olmakla birlikte, [a,b] seklinde bir
aralik, pozfitif tamsayilar veya R? nin herhangi bir alt kiimesi de olabilir. Eger I,
[0,00), (—o0,00), |a,b] kiimelerinden biri ise, siireg strekli zamanl stokastik siireg,
T, N, Z,, Z veya herhangi bir sayilabilir kiime ise ayrik zamanl stokastik siirec

olarak adlandirilir. Herhangi bir w € €2 icin
I>t— X(t)(w) € R

fonksiyonu siirecin orneklem egrisi veya yolu (sample path) olarak adlandirihr (Mao,

2011).

Tanim 3.2.2. Bir (Q, F,P) olasilik uzay: iizerinde tammh X = {X (¢), ¢t > 0}

rasgele siireci;
i. X(0)=a,

ii. X siireci bagimsiz artimlara sahiptir, yani 0 < ¢; <ty < ... <t, icin X(¢,) —
X(th-1), X(tn-1) — X(tn—2), ..., X(t2) — X (t1) artimlar1 bagimsizdr,

19¢. X stirecinin orneklem egrilerinin tiimii stireklidir,
iv. Her s < t igin, X (t) — X(s) ~ N(0,t — s) dir. Yani normal dagihma sahiptir.

sartlarini saglamasi durumunda o € R dan basglayan bir Brownian hareket olarak
adlandirilir. o = 0 olmasi durumunda {X (t), ¢t > 0} standart Brownian hareket

adini alir (Morters ve Peres, 2010).

Tanim 3.2.3. Bir (2, F,P) olasihik uzay1 verilmig olsun. Bir F = {F;,t > 0}

o — cebirler toplulugu asagida verilmisg olan sartlar: sagliyorsa filtrasyon adin alir:
. Ft CF
1. s<t=F, CF

Boylece {F;}i>0 biiyiiyen bir bilgi akisidir. F;, ¢ aninda vuku bulup bulmadigina

karar verebilecegimiz olaylarin o — cebri dir (Capar, 2013).



13

Tanim 3.2.4. Bir X = {X (¢),t > 0} siirecinde eger her bir rasgele degigsken X (),
F; ye gore olgiilebilir ise {F;,t > 0} filtrasyonuna adaptedir denir (Mao, 2011).

Tanim 3.2.5. Bir 7, (2, F) de tamimlanan negatif olmayan bir rasgele degisken,
herhangi bir ¢t > 0 i¢in, {w € Q: 7(w) < t} € F; ise Fy—durma zaman (stopping
time) olarak adlandirilir (Da Prato ve Zabczyk, 2014).

3.3. Stokastik Integraller

Bu kisimda f: f(t) dw (t) integrali ile ilgili detayh bilgi verilecektir. ¢t — w (t),
[a,b] arahiginda sonlu varyasyona sahip olmadigindan bu integral bir Riemann—
Stieltjes integrali degildir. Bu yeni integral ¢esidi ilk olarak K. Ito tarafindan stan-
dart Brownian hareketine dayali olarak ortaya konulmus ve sonralar1 Ito integrali
olarak adlandirilmigtir (Bobrowski, 2005). Konunun biitiinliigii agisindan Riemann—

Stieltjes integraline kisaca deginilecek, sonrasinda It6 integraline gegilecektir.

Tanim 3.3.1.(Riemann-Stieltjes Integrali) f ve g fonksiyonlar [a,b] aralig: ii-
zerinde tamiml iki fonksiyon olsun. Her P : a =ty < t; < ... < t,, = b boliintiisii

icin ¢, < &; < t; olmak iizere,

Sp = Z F(E)(g(ts) — g(tiza)]

olsun. Eger

lim S, =1
\pl\lllo P

limiti var ise I ya f (¢) nin g (t) ye gore Riemann-Stieltjes integrali denir ve

b
f:/f@@@

yazilir. Burada |P| = max<;<, (t; — t;—1) dir. Eger g (¢) fonksiyonu sonlu varyas-
yona sahip ise yani, monoton artan iki fonksiyonun farki ise ve f (t) siirekli ise bu

durumda [ nin varhgindan soz edilebilir (Schuss, 2010).

Uyari. Buradaki g(t) fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyon oldugunda rahathikla
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Reiman-Stieltjes integrali alinabilir. Ancak Brownian hareketin egrilerinin, zamana

gore tiirevi olmadigindan, It integraline ihtiyac vardir.

Tanim 3.3.2.(It6 Integrali) [a,b] arahginim karakteristik fonksiyonu

1, a<t<bd
Xjap) (1) = N
0, diger durumlarda

olsun. 0 <a < b < T igin

/0 Ny (1) do (£) = w (b) — w (a)

tammlansin. f (¢), [0, T] arahginda bir adim fonksiyonu (veya basit fonksiyon) ise,

bu durumda 0 =ty < t; < --- < t,, =T olmak iizere,

f (t) = / (tk) Xltr tos1] (t)

olarak yazilabilir. f () i¢in Ito integrali

/f Do () = S F () [ () — o (1)

seklinde tanimlanir (Schuss, 2010).
Tanim 3.3.3.(Itd Formiilii) Ito stokastik differansiyel denklemi agagidaki gibi
tanimlanmig olsun.

dX = b(X,t) + o(X, t)dw.

bu stokastik differansiyel denklemin bir ¢oziimiiniin X (¢) oldugunu, f(X,t) nin de
f: R x[0,00) — R diizgiin bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Verilen bu iki
degiskenli f(X,t) fonksiyonu icin 2 E ikinci degiskene (zamana) gore kismi tiirevi,
8—)]2 de birinci degiskene gore kismi tiirevi gostersin.

Teorem 3.3.4.(It6 Formiilii) Herhangi bir {X (¢)},.p, It6 siireci ve herhangi
bir f € C'? fonksiyonu igin Y(t) = f(X(t),t) olarak tammlayalim. Y agagidaki
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stokastik differensiyel denklemi saglar:

02 f
9X?

of
ot

of
0X

dY = | Z5(X, 1) + b(X, ) == (X, t) + =0*(X, ) aa_;;

(X, t)] dt+o(X,t) == (X, t)dw.

27

Eger X = w alinirsa o zaman b = 0 ve o = 1 olur ve It6 formiilii agagidaki hali alir

(Chow, 2014):

of
ot

9 (wo,1) + éa—f( )} at + 2L (. ).

df (w,t) = %

Baz1 Ozel Fonksiyon Uzaylar:

3.4. Lebesque Uzay1

Tanim 3.4.1. p, R"de bir 6lgiim ve f : R — R fonksiyonu B* (R") — B (R)
ye (burada B (R) Borel o-cebri, B* (R") Lebesgue o-cebridir) gore 6lgiilebilir ve p

/fdu

integrali f nin Lebesgue integrali olarak adlandirihr (Klenke, 2008).

integrallenebilir olsun. Bu durumda

Tanim 3.4.2. (Q,F,u) bir olgiim uzay1 ve p > 1 gercel sayilar olmak iizere,

bolgesinde tanimhi biitiin dlgiilebilir f fonksiyonlar sinifi

1/p
( / !f!pdu) < o0
Q

kogulu altinda LP(Q2, F, u) uzaye olarak adlandirihir. LP(§2, F, 1) uzayl

1/p
1l = ( / !f|pdu>

normu ile bir Banach uzayidir (Bobrowski, 2005).
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Tanim 3.4.3. Q iizerinde olgiilebilir bir v fonksiyonu, (2 nin hemen hemen her

yerinde (h.h.h) |u(z)| < K saglanacak gekilde bir K sabiti varsa hemen hemen sinirl

olarak adlandirilir. Bojyle sabitlerin en biiyiik alt simirma |u| nun 2 tizerindeki esas

(essential) supremumu denir ve ess Sug ile gosterilir. €2 tizerinde hemen hemen sinirh
ze

u fonksiyonlarmin olugturdugu uzaya L>(2) uzay: denir. L*(Q) uzay: agagidaki

norm ile bir Banach uzayidir (Adams ve Fournier, 2003).

[l poo () = €55 sup ()] .
e
Tanim 3.4.4. X ve Y normlu vektor uzaylar: olsun.

7. X, Y nin bir alt vektor uzay1 ve

1. YVx € X igin, X normlu uzayindan Y normlu uzayma Iz = z ile tanimlanan

birim operator siirekli ise,

X, Y ye gomiiliir denir ve X — Y ile gosterilir. [ operatorii lineer oldugundan
ii) kosulu agagidaki esitsizligi saglayacak negatif olmayan bir M sabitinin varligina

denktir (Adams ve Fournier, 2003).
I xlly <Mzl , € X

Tamm 3.4.5. vol() = [,1ldz ve 1 < p < ¢ < oo olsun. u € LI(Q) olmasi

durumunda u € LP(2) olur ve
lul,, < (vol ()P~ |y,
saglanir. Buradan da
Li(Q2) — LP(Q)
olur (Adams ve Fournier, 2003).

G C R" bos bir kiime olmamak iizere, G kiimesi G nin R" deki kapanigii gosterir.
Eger G C Q ve G, R™ nin kompakt (yani kapali ve smirli) bir alt kiimesi ise, G €

yazilir.
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Tamim 3.4.6. Bir (2, F, ) 6lgiim uzayi iizerinde tanimli, karesi integrallenebilir
rasgele degiskenlerin olusturdugu L?(§), F, i) uzay1 bir Hilbert uzayidir (Bobrowski,
2005).

Tamm 3.4.7. —oo < a < b < oo olsun. ||f(.)|lx € LP(a,b) kosulunu saglayan (a, b)
den X e tamimlanmig olgiilebilir f fonksiyonlar1 uzayma LP(a,b; X) uzay1 denir.

LP(a,b; X) uzay1

1/p
(o} 1 <)<

11 2o
@b ess sup |[f()lx  + p=oo
te(a,b)

normu ile bir Banach uzayidir.

Tanim 3.4.8. Her ¢ € [0,7] igin [0, 7] den X e tanimlanmis ve m. mertebeden tiirev-
leri siirekli olan u fonksiyonlar1 uzayma C™([0,7]; X) uzay1 denir. C™([0,7T]; X)
uzay1

| m vy = max sup |[D%u(t
llonqora = s sup D)y

normu ile bir Banach uzayidir.
3.5. Sobolev Uzay1

Tamm 3.5.1. a = (o, ..., ), pozitif a; tamsayilariim n—bilegenlisi ise a ¢oklu-
indis olarak adlandirihr ve 2, [a| = »7_, a; mertebeye sahip {"...z5" tek terimlisi,
yani % = z{'...z0" ile tammlamir. Benzer olarak, 1 < j < n i¢in D; = 0/0x; ise,

bu durumda

D = D§t .. D

Fournier, 2003).

Tanim 3.5.2. u € L},.(22) olsun. Bir a ¢oklu-indisi verilsin. Her ¢ € C§°(2) igin

/cpvdx:(—l)al/uDagpdx
Q Q
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1

1e(§2) fonksiyonu u nun a.zaye f tirevi adm alir. v fonksiy-

esitligi saglanirsa, v € L
onuna, u fonksiyonunun genellestirilmis tiirevi de denir ve v = D®u geklinde yazilir.

Eger u fonksiyonu, klasik anlamda D®u her zaman kismi tiirevlere sahip olacak
se-kilde yeterince diizgiin ise, o zaman D%u aynm zamanda u fonksiyonunun zayif

kismi tiirevidir. Elbette D*u klasik anlamda olmaksizin zayif anlamda mevcut ola-

bilir (Adams ve Fournier, 2003).

Tanim 3.5.3. ), R" de agik bir bolge, m herhangi bir tamsay1, p > 1veu : 2 — R

diizgiin, reel degerli bir fonksiyon olsun.

ullympy = ( /Q (Dau)p)l/p

0<|al<m

normu verilsin. Agagidaki sekilde tanimlanan uzaylara Sobolev uzaylar: denir (Hebey,

1999).
H™P(Q) = {u e C*(Q) : ||ulljym, < 0o} nin |[-||;m, normuna gore tamlamasi

WmP(Q) = {u e LP(Q) : D*u € LP(Q),0 < |a] < m}

W™P(Q) uzaymda C§°(€2) uzaymin kapams: Wy () ile gosterilir.
Agikar olarak W%?(Q) = LP(Q) dir ve 1 < p < oo olmak tizere C§°(Q)) uzay
LP(Q) uzaymda yogun oldugundan WJ?(Q) = LP(Q) dir. Herhangi bir m > 0

tamsayisi i¢in

Wo™ () — W™P(Q) — LP(2)
gomiilmeleri gecerlidir.

Tamim 3.5.4. Eger p = 2 ise W™2(Q) = H™(Q) , W7*(Q) = H(Q) olur ve

H™(Q2) uzayinda norm

1/2

a 2
HUHHm(Q) - Z |1D UHL2(Q)

0<l]a|<m

ile verilir.
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Tamim 3.5.5. H™(2) uzay1

(u, V) gm0y = Z (D%u, D)

0<|a|<m

i¢ carpimi ile bir Hilbert uzayidir; burada (u,v) = [, u(z)v(z)dz olup L*() uza-
ymdaki i¢ garpimdir. HJ () uzay igin i¢ garpim

(u; ) 3 (o) :/VUVUda:
0

seklinde tanimlanir ve bu uzayda norm

ol = ([(70ar)

Teorem 3.5.6. Eger W™P(Q)) — L7(2) gomiilmesinin baz1 p < ¢ degerleri igin

seklinde olur.

kompakt olmasi durumunda || < oo dur.

Teorem 3.5.7. Eger W™P(Q) — L%(2) gomiilmesi 1 < p < ¢ 6zelligini saglayan

bazi p ve q degerleri igin mevcut ise, o zaman || < co dur.

3.6. Operatorler

Tanim 3.6.1. X ve Y aym K cismi iizerinde iki vektor uzay:i olsun. A : Dy C
X — Y doniigstimii X deki bir  elamanin1 Y de bir tek elemana gotiiriiyorsa A ya

operator, D, ya da A operatoriiniin tanim kiimesi denir.

Tanmim 3.6.2. A: Dy C X — Y operatoriine belli bir M > 0 sayis1 ve her x € D4
icin

[ Az < M ||z

esitsizligi ile birlikte sinirli operator denir.

Tanim 3.6.3. X ve Y iki Hilbert uzay: ve (.,.) X uzaymn, [.,.] de Y uzaymnm ig

carpimi ve A : X — Y dogrusal, sinirh operatorii tiim X Hilbert uzayinda tanimlh
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olsun. Her z € X ve her y € Y igin
[Az,y] = (z, A™y)

kogulunu saglayan A* : Y — X operatoriine, A operatoriiniin es operatorii denir.

Eger A = A* ise boyle bir operatore 6z-eglenik (self-adjoint) operator denir.

Tanim 3.6.4.(Bir Operatériin Izi) E, G Banach uzaylar olsun ve L(E, G) alisilmig
supremum normla verilmis £ den G ye sinirh tiim lineer operatorlerin Banach uzay-
lardir. L'(E, E) in yerine L'(E) yazihr. E ve G nin dual uzay1 E* ve G* geklinde
gosterilir. Eger {a;} C G,{¢,} C E* iki dizisi varsa oyle ki,

> llagl sl < +oo
j=1

ve T" agagidaki sekilde ifade edilirse
Tz = Zajgoj(x) , v€F
j=1

T € L(E,G) elemanma ¢ekirdek (nuclear) ya da iz smfi (trace class) operatorii

olarak adlandirilir.

i, =t {3 ol 72 = Yo |

normu ile verilmis £ den G ye tiim niikleer operatorlerin uzaylarina Banach uzay:
denir ve L'(E, Q) seklinde gosterilir. K bir diger Banach uzay1 olsun; eger T' €
LYE,G) ve S € L(G, K) ise 0 zaman T'S € L*(E, K) ve | TS|, < ||T| |S]]; oldugu
goriiliir. H ayrilabilir bir Hilbert uzayi olsun ve {e;}, H da bir tam ortonormal

sistem olsun. Eger T € L'(H, H) ise

Tr T = Z <T€k, €k>

k=1

seklinde tanimlanir (Da Prato ve Zabczyk, 2014).
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3.7. Esitsizlikler
Tanim 3.7.1.(Cauchy Esitsizligi) Eger ¢ > 0, a,b € R! ise, o zaman

€ 1
ab] < 5 laf” + o= bP

esitsizligi gecerlidir.
Tanim 3.7.2.(Holder Esitsizligi) (€2, F,u) bir ol¢iim uzayi, u ve v, [0, 00| ara-

liginda degerler alan ol¢iilebilir fonksiyonlar olsun. ]l) + % =1, p > 1 olmak {izere

1/p 1/q

/uvdp < /upd,u /qu,u

Q Q Q
esitsizligi gecerlidir.

Tanim 3.7.3.(Minkowski Esitsizligi) (2, F, x) bir sl¢iim uzay1, u ve v, [0, 0]

araliginda degerler alan olgiilebilir fonksiyonlar olsun. p > 1 olmak tizere

1/p 1/p 1/p

/(u+v)pdu < /updu + /vpd,u

Q Q Q

Tanim 3.7.4.(Kismi Integral Alma Formiilleri) Q ¢ R* ( 00 € C' smirna
sahip) bolgesinde tammh A(x) = (A;(x), ..., An(x)) vektorii i = 1,...,n olmak iizere

Ai(x) € C(Q) N C* bilegenleri ile verilsin. div A(z) = ‘g—‘;ll +...+ ‘g’;}: fonksiyonu

(R" uzaymda smirh bolge) bolgesinde siirekli veya €2 bolgesinde integrallenebilir ise,

/Q div A(z)dz — / A)n(z)dS

[2/9]

olup burada n(z) Q bolgesine gore diga yonlendirilmis 02 simir1 igin birim normal
vektordiir. Bu formiil, Ostrogradskii formiilii olarak bilinmektedir.

u(z) € C2(Q) NCHQ), v(z) € CHQ) ve Au = div(Vu) fonksiyonu € bolgesinde
integrallenebilir olsun. vAu = vdiv(Vu) = div(vVu) — VuVo , VuVo = u, v, +
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<. + Uy, vy, oldugundan Ostrogradskii formiiliine gore

/vAudx:/ v@dS—/Vquda:
Q o On 0

elde edilir. Burada Vu.n |go= g—z laq olup bu formiil Green formiilii olarak bilin-

mektedir.



4. BLOW-UP

Adi diferansiyel denklemlerde oldugu gibi kismi diferansiyel denklemlerde de
problemin ¢oziimii sonlu zamanda blow-up olabilir. Blow-up incelenirken, konkavlik
metodu, acik egitsizlik metotlari, 6z fonksiyon metodu gibi birgok yontem kul-
lanmilmaktadir. Bu ¢6ziim metotlarindan konkavlik metodu tezde kullanilan metot

oldugundan bu boliimde detaylica anlatilmaya caligilacaktir.

4.1. Konkavlik Metodu

Bu metod daha ¢nce de bahsettigimiz gibi Levine (1974) tarafindan kullanilmig
ve matematiksel ¢caligmalarda genis bir uygulama alan1 bulmustur. Konkavlik meto-
dunun ana fikri, problemin lokal ¢dziimiiniin varligi kosulu altinda tanimlanan, kismi
diferansiyel denklemi ve sinir kogullarini temsil eden pozitif bir F'(¢) fonksiyoneli inga
etmek ve daha sonra bazi a > 0 sayist i¢in ¢ zamanina bagh bir F'~* konkav fonksiy-
onu almaktir. Bu islemlerde F' fonksiyoneli

d*F~
—— <0 4.1
a2 — (4.1)
diferensiyel esitsizligini saglar. Bu esitsizligin integralinin alinmasi ile F'(¢) i¢in agagi-

daki alt simr
Fa-i—l(o)
Fet) >
(t) = F(0) — taF"(0)

(4.2)

fonksiyonu bulunur. Bulunan F*(t) fonksiyonu bu yiizden F’(0) > 0 sartiyla sonlu
zamanda blow-up olan alttan sinirli bir fonksiyondur. 7™ zamanindan énce ya da

tam
_ _F(O)
~ aF'(0)

T >0 (4.3)

zamaninda olmalidir. Bu tartigma kendi bagina F'(¢) fonksiyonelinin gercekten blow-
up oldugunu gostermez.
Konkavlik metodunun daha iyi anlagilmas: i¢in bu metodun geometrik (grafik)

yorumu Sekil 4.1 deki gibi gosterilebilir. Bu grafikte; F'~%(¢) nin grafigi, y =
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Sekil 4.1. F~*(z) fonksiyonu.

F=+=Y0)[F(0) — atF'(0)] dogru grafiginin altinda kalir. F’(0) > 0 iken bu dogru-
nun egimi negatiftir ve F'~* fonksiyonu konkav oldugundan o zaman bu dogrunun
altinda kalir ve boylece ¢oziimiin bu noktaya kadar devam etmesi kosuluyla T, < oo
noktasinda ¢ eksenini keser (Polat, 2005).
Konkavlik metodunu bazi 7' > 0 ve & C R" (n > 1) smurh bir bolge iken,
2 x (0,7T) de tamimh
ou

— =A P 4.4
T U+ u (4.4)

kismi diferansiyel denklemine uygulayarak ifade etmeye ¢aligalim. Sonlu zamanda
blow-up m var olmast i¢in p > 1 olmahdir. (Keyfi p > 1 degerleri igin uf yerine

uluP~t almahiyiz. u = u(x,t) ¢oziimii
u(z,t)ogn =0, t>0 (4.5)
sinir kogulu ve ayni zamanda
u(z,0) = ug(x), z €K (4.6)

baslangi¢ degerini saglasin. Yukarida bahsedilen (4.4) - (4.6) problemi igin uygun
bir F(t) fonksiyoneli

F(t) = / ul Bdn + (T — )| fuol 3 + B(t + 7 (4.7)
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seklinde olusturulur ve T', 5, 7 > 0 daha sonra secileceklerdir. Bu fonksiyonel Levine

(1973) tarafindan Hilbert uzayinda

Puy = —Au+ F(u)

soyut denklemi ¢ahgilirken segilen fonksiyonel olup, P ve A simetrik dogrusal (muhteme-
len siirsiz) operatorler ve F'(u) fonksiyonu da dogrusal olmayan uygun bir fonksiyon-
dur. Ifade edelim ki Es. (4.4) - Es. (4.6) denkleminin dogrusallastirilmis hali icin
¢oziimii kararhdir ve ¢oziimler hizh olarak sifira gider. Boylece herhangi bir blow-up
dogrusal olmayan terimden dolayidir.

Konkavlik metodunu kullanmak igin F' fonksiyonelinin Eg. (4.1) ile belirtilen

esitsizligi sagladigini belirtmek gereklidir. Bu nedenle F' > 0 igin

dQF_a r_ —a—2 " 1\ 2
Gy — —aF [F.F" = (14 a)(F')?] (4.8)
oldugundan, F' fonksiyonelinin
FF'—(14a)(F)?>0 (4.9)

diferansiyel egitsizligini sagladigy gosterilmelidir. Boylece Es. (4.7) fonksiyonelinin

diferansiyelini alarak

dF

— =2 /Ol(u, uy)dn +28(t+17T) (4.10)

bulunur. Burada (.,.), Ly(f2) uzayinda i¢ carpimi belirtir. Es. (4.10) esitliginde
Es. (4.4) denkleminden u, nin esiti kullanilarak, Green formiiliinden de faydalanip,

integral alinarak F’ yeniden yazilirsa

dF 1 1
= —2/ ||vu||§dn+2/ /up+1d:cdn+2@(t+T) (4.11)
0 0 Q

bulunur. Bu ifade diferansiyellenerek biraz diizenlenip, kismi integrasyon (Green
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formiilii) uygulanir ise
t
F"(t) = 4/ (Au, uy, )dn * 2| | Vol |3 + 2/ uPtdr + 23 (4.12)
0 Q
elde edilir. Es. (4.4) denkleminden Aw esiti Eg. (4.10) denkleminde yerine yazilarak

1
4 4
F"(t) :4/0 HunH%dn—m Qup“dx—i—m/ﬂué’“dw—?]wuo\@

+ 2/ uPde + 28
Q

elde edilir. Bu son denklemde, Eg. (4.9) esitsizliginin sol tarafi dikkate alinarak

tekrardan diizenlenirse

P10 =4+ 1) [ [l + ] (1.13)

1
~da [ luglBdn - 2(2a + 1)5
0

p—1 / +1 [ 1 / p+1 1 2
+ 2 —— wWde +4 | —— | uhdr — =||Vu
(P+1> Q p+1Jg " 2” oll

elde edilir.
Es. (4.9) denkleminin sol tarafimi olusturmak i¢in Es. (4.13), Es. (4.7), Es.
(4.10) egitliklerini kullanarak

FF'— (14 a)(F')? =4(a+1)S? (4.14)
+4a+n@—wwm@(AH%@m+@)

~da ) Yol ~ 220+ 15 + 2 (353) fy

+F 1 +1 1
4[5k fo bz — IVl B

denklemi bulunur. Burada S? ifadesi
2

5t [ [ ulian+ 566+ 7] [ [ il + 5] = [ [ twrumhan-+ 566+

ile tanimlanip Cauchy-Schwarz-Bunyakowski esitsizliginden dolay1 negatif olmadig:

goriiliir.
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Es. (4.4) kismi diferansiyel denklemini kullanarak kismi integrasyon alindiginda

goriiliir ki

1 1 1 1
[ alfin = [ St )iy = <SG+ IVl (@19

1 1
+ — / wlde — —— [ Wb
p+1Ja p+1Jq

denklemi saglanir.
Es. (4.14) esitliginin sag tarafindaki ilk iki terim negatif olmadigindan goz ard
edilebilirler. Daha sonra Eg. (4.15) esitligini Es. (4.14) esitliginin sag tarafindaki

stislii parantez i¢indeki ilk terimin yerine yazarak

—1 4
FF"—(1 —|—a)(F')2 > 204F||Vu||§ + [2 (%) i _a} F/ WPl
p Q

p+1
P [4(1—1—&)

v /ng“da; —2(1 4 @)||Vuo|[3 — 2(2a + 1)5}

buluruz. Sag tarafin 2. terimini yok etmek igin
a=——>0 (4.16)
seklinde seceriz. Bu «a degeri denklemde yerine yazilirsa bu esitsizlik

FF" — (14 a)(F')* > 2aF||Vul||3 — 28pF (4.17)

1 L1
+2p+OF | [ 7= Jvul

haline doniisiir. Simdi baslangic degerlerini

1
/uﬁ“dw > (Zi> Vol |3 (4.18)
Q 2
esitsizligini saglayacak sekilde secelim. Daha sonra [ sabiti
1 / p+1 (p+ 1) 2
— [ uy dr — { —— | |[|Vuoll5 > 4.19
K 3o ) 9l (119

kosulunu saglayacak sekilde cok kiiciik olarak alinsin. (3 sabiti bu anlamda alindiktan
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sonra hemen farkedilir ki Es.(4.17) esitsizliginden FF” — (1 4 a)(F')*> > 0 olup F
fonksiyonelinin Es. (4.1) esitsizligini sagladigi goriiliir. Boylece Es. (4.4) - Eg. (4.6)
probleminin u(x,t) ¢dziimii, genel anlamda Es. (4.3) esitligi ile verilen T* zamaninin

otesinde var olamaz. Mevcut durumda Es. (4.3) esitligine gore

T 2 2
T — HUUHQ—'_ﬁT 7T* c (O,T)
Ar(p—1)

olur. Eg. (4.7) esitliginde ifade edilen F fonksiyonelindeki 7" sayisinin baglangicta

T|uoll5 + 57*

r=1= Br(p—1)

olacak sekilde alinmasi gereklidir. Bu nedenle T sayisi

B
(b= 1) = [luol

T> 4.20
> (4.20)
saglanacak sekilde alimmahdir. [ katsayisi mevcut durumda Es.(4.19) ile simir-
landirildi. Simdi

[luol[5

"7 Bp-1) 420

olacak gekilde yle biiyiik bir 7 almaliyiz ki, bu durumda Es.(4.20) esitsizligi saglanir.
Boylece Eg.(4.4) - Es. (4.6) probleminin ¢oziimii 7* zamaninda veya T* zamanin-
dan 6nce F olgiimiinde blow-up olmalidir veya diizenliligin yetersizliginde ¢oziimiin

varligi yok olmalidir. Bu durumda ¢6ziim gergekten blow-up olur



5. BEYAZ GURULTULU BiR REAKSIiYON-DIiFUUZYON DENKLEMIi

iCIN COZUMLERIN YOKLUGU

Bu boliimde parabolik stokastik kismi diferansiyel denklemlerde giiriiltii ter-
iminin blow-up iizerine etkisinin anlagilmasi i¢in Bonder ve Groisman (Bonder ve
Groisman, 2009) ’a ait bir ¢aligmaya yer verilecektir.

Bonder ve Groisman, toplamsal giiriiltiilii

parabolik stokastik kismi diferansiyel denklemi homojen Dirichlet sinir kosulu ile
(0,1) araliginda incelemiglerdir. Burada W, 2 boyutlu Brownian yiizey, o pozitif bir
parametre ve f lokal Lipschitz, reel degerli bir fonksiyondur.

Calisma, yiiksek boyutlarda Es. (5.1)’in ¢dziimiiniin (var olmasi durumunda)
fonksiyon degerli bir siire¢ olmasi beklenmediginden ve dagilimsal anlamda bir ¢oziim
oldugundan, bir boyut ile sinirlandirlmisitr (daha fazla bilgi i¢in (Pardoux, 2007)’ye
bakilabilir).

Es. (5.1) gibi yari-dogrusal parabolik denklemler, bir akiskanin gézenekli bir or-
tamda difiizyonu, bir yar1 iletkendeki taginim, uzamsal difiizyon olasiligi olan kimy-
asal reaksiyonlar, popiilasyon dinamikleri, biyolojik sistemlerdeki kimyasal reaksiy-
onlar vb. gibi fenomenolojik yaklagimlarda ortaya cikar. Bu durumlarmm tiimiinde
denklemlerin fenomenolojik yaklasik karakteri nedeniyle, tanimlamanin stokastik
pertiirbasyon etkisi altinda nasil degistigini anlamak ilgi ¢ekicidir.

f nin global Lipschitz siirekli olmasi durumunda ¢oziimlerin global olarak var
olmasi olasiligi birdir. Bu durum (Pardoux, 2007 ve Walsh, 1986) da incelenmigtir.
Bununla birlikte f nin sadece lokal Lipschitz siirekli olmasi durumunda ( f(s) ~
s, p > 1 ya da f(s) ~ e° durumlar1) bu problem iizerine literatiirde bir sonug
bulunmamaktadir. Standart yaklagim argiimanlari kullanilarak lokal ¢oziimlerin
varlig1 ispatlanabilir ancak bu ispattan maksimal varlik zamaninin davranisi elde
edilemez. Diger taraftan o = 0, yani deterministik durum yeterince iyi anlagilmigtir.

Es. (5.1) i¢in dikkat ¢eken bir problem, baglangi¢ verileri ne kadar diizgiin olursa
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olsun sonlu zamanda tekilliklerin meydana gelmesidir. Bu tekillikler blow up olarak
bilinir. Yani ¢oziimler sonlu bir zamanda sonsuza gider. Matematiksel olarak ifade

etmek gerekirse, oyle bir 1" < oo zamani vardir ki,

li . =
lim [ [u., )| = o0

olur.
Bu olay1 garantileyen iyi bilinen kosul, f negatif olmayan konveks bir fonksiyon
iken, lineer olmayan f terimi iizerine konan
*1

- <0

f

koguludur (blow-up problemleri iizerine daha fazla bilgi i¢in (Samarskii ve ark, 1995),
(Bandle, 1998) ve (Galaktionov ve Vazquez, 2002) ye bakilabilir).

f dogrusal olmayan fonksiyonunun biiyiik bir sinifi i¢cin ¢ = 0 alindiginda Es.
(5.1) probleminin duragan pozitif bir v ¢oziimii vardir ve buradan da karsilagtirma
prensibi saglandigindan her uy < v baglangig verisi i¢in Es. (5.1) in ¢oziimleri
globaldir.

Diizgiin (kiigiik) pertiirbasyonlar altinda blow up 1n siirdiiriilecegi iyi bilinmek-
tedir. Diger taraftan, Es. (5.1) in diizgiin pertiirbasyonlar1 o = 0 ile global ¢tziime
sahiptir. Ozetle, bu problemin global/blow up ¢oziimlerinin varhgr o = 0 duru-
munda diizgiin pertiirbasyonlar altinda kararlidir. Deterministik durumda (o = 0)
kiiciik ug baslangic verisi i¢in ¢ — oo iken u — 0 olurken, biiyiik ug lar i¢in sonlu bir
T zamanmdat / T iken [ju (., t)|| /" +oo oldugu (Cortazar ve Elgueta, 1991) de is-
patlanmigtir. ¢ << 1 durumunda benzer bir davranig beklenebilir. v = 0, Es. (5.1)
denklemi igin degismez (invariant) olmadigindan ¢ — oo iken sifir ¢dziime yakin-
sama beklenemez, ancak deterministik denklemin sifir ¢6ziimiine yakin bir degismez
Ol¢timiin varhigindan siiphelenebilinir ve ¢ — oo iken kiiciik baglangig verisi igin
bu degismez 6l¢iime yakinsama beklenebilir. Ancak durum boyle degildir. o > 0
icin global ¢oziim yoktur. Her negatif olmayan ug baglangic verisi i¢in Es.(5.1) in

¢oziimiiniin 1 olasihigi ile blow up oldugu ispatlanacaktir.
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5.1. Problemin Formiilasyonu

(Q, F, (F})i>0, P), Fp, F' nin P-bog (null) kiimelerini igermek iizere, sagdan siirekli
oldugu kabul edilen (F});>¢ filtrasyonu ile verilmis bir olasilik uzay1 olsun. (2, F, (F});>0, P)
uzay1 iizerinde tammh R, x [0,1] de bir uzay-zaman beyaz giiriiltiisii ve ug €
Co([0,1]) verilmig olsun. f nin global olarak Lipschitz oldugunu varsayalim. FEs.

(5.1) denklemi ¢ € C?((0,1)) N Cy([0,1]) test fonksiyonu ile ¢arpihip sonra da integ-

rallenirse

u(s, x))p(x)drds

/0 /0 o(2)dW (z, 5)

Alternatif olarak, problemin integral formiilasyonu, (0,1) araligi i¢in 1s1 den-

/01 u(x,t)SD(x)dx—/ ug(x)p(z)dx —/ / u(s, ) p,, (x)deds (5.2)
“f [

elde edilir.

kleminin temel ¢oziimii olan G fonksiyonu yardimiyla olusturulur.

u(z, t) —/01 Gt(%y)uO(y)dy:/ot /01 Grs(@,y) f(uly, s))dyds
+ a/ot/ol Gi_s(z,y)dW (y, s).

(5.1) in bir ¢oziimii olarak, her ¢ € C*((0,1)) N Cp([0,1]) i¢in Es. (5.2) yi
saglayan ve Cy([0,1]) da deger alan F; ye adapte bir siire¢ anlagilir.

(Buckdahn ve Pardoux, 1990) ve (Walsh, 1986)’da bu problemin bir tek ¢tziimiiniin
oldugu ve integral ve zayif formiilasyonlarin denk oldugu kanitlanmigtir.

Lokal Lipschitz f icin genel olarak global ¢oziim yoktur. Bununla beraber
standart argiimanlar yardimiyla lokal ¢oziimlerin varhig ispatlanir: Her n € N
icin Eg. (5.1)’in tek ¢oztimiinii f yi global Lipschitz f.(z) = f(—n)l(—c,—n +
f(@)L(Zpn) + f(n)1} 100) fonksiyonu ile degistirerek u” i ele alalim.

T, [|u"(.,t)||ooc nun n degerine ulastig ilk zaman olsun. Bu durumda (7)),
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durma zamanlarinin (stopping times) artan bir dizisidir ve Es. (5.1) in maksimal
varlik zamam T := lim 7, olarak tammlamr. v ™1y = v"lger,y (& < T)
oldugu kolayca goriiliir ve buradan da w (x,t) = limu™ (z,t) limiti her ¢ < T igin

vardir ki

/Olu(a:,t/\T)@(:c)dx—/Oluo(x)w(:c)dx—/MT/lu(s,x)gpm(:c)dxds (5.3)
/MT/ fu(s,z))e (v)drds
‘f‘U/tAT/ x)dW (z, s)

esitligini dogrular. Burada t A s = min{t,s}, 0 < t,s < T. Dolayisiyla, T
patlama zamanina kadar « nun, Es. (5.1) in ¢dziimii oldugu stylenebilir. Ayrica
P (T < o0) > 0 ise w'nun sonlu zamanda blow up olacag sdylenebilir. T (w) < oo
ise bu durumda

li t o =
i [l t,0)] oo = o0

oldugu gozlemlenir.

5.2. Patlamalar

Bu boliimde, her ug € Cy([0,1]) baslangig verisi igin Eg. (5.1)’in ¢oziimlerinin
1 olasiligi ile sonlu zamanda blow up olacag: gosterilecektir. Bundan boyle f’nin
negatif olmayan konveks bir fonksiyon dolayisiyla lokal Lipschitz oldugu kabul edile-

cektir. Ayrica [©1/f < oo oldugu farzedilmektedir. w'nun blow up oldugunu

_ /01 o(@)ulz, t)dz

fonksiyonu tanimlansm. Burada ¢(z) > 0, (0,1) de Dirichlet Laplacian i normal-

kanitlamak i¢in

lestirilmis ilk 6z fonksiyonudur. Yani, ¢(z) = 7 sin(rz) dir ve buradan Es. (5.2)’de

bir test fonksiyonu olarak kullanilabilir:

o)~ 60 =~ [ otas+ [ [ otorstate.paads vo [ [ owawte.s)
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2o = ¢(0) = fol o(z)uo(x)dx olarak gosterilsin. f konveks oldugundan Jensen

esitsizliginden

/ () ue, ) > | ([ starute. 1tr) = so(s)

bulunur. ¢, L' normu 1 olan pozitif bir fonksiyon oldugundan

B(t) == ?/ﬂt/ol o()dW (z, 5)

nin standart bir Brownian hareket oldugu goriilebilir. Biitiin bu gercekler birlestir-
ilince, ¢ nin

dp(t) = (=Mo(t) + f(o(t)))dt + ﬁUdB(t)

stokastik diferansiyel esitsizligini sagladigi sonucuna varilir. z(t),
dz = (—\z+ f(2))dt + 0dB

denklemini 2(0) = z, baslangi¢ kosuluyla saglayan bir boyutlu bir siire¢ olarak
tammlansin. Bu durumda e(t) = ¢(t) — 2(t)

e (ne+ LO=50)

—Z

esitsizligini saglar. e nin deterministik bir diferansiyel denklemi sagladigi goriiliir.
Buradan ¢(0) = 0 iken, tanimh oldugu siirece e (t) > 0 oldugu kontrol edilebilir.
Dolayisiyla, ¢ tammli oldugu siirece ¢(t) > z(t)’dir.

Agagidaki lemma, z nin 1 olasiligi ile blow up oldugunu kanitlamaktadir.
Lemma 5.1. z
dz = (=Mz+ f(2))dt+0dB, z(0)=0 (5.4)
nin ¢dziimii olsun. Bu durumda z, 1 olasiligi ile sonlu zamanda blow-up olur.

Ispat: Ispat sadece, patlamalar icin Feller Testinin ((Karatzas ve Shreve, 1991),Boliim

5) bir uygulamasidir. (Karatzas ve Shreve, 1991)’de oldugu gibi, ayn1 notasyonlar
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kullanarak Es. (5.4) i¢in 6lgek fonksiyonu

)= [ o (=5 [ werie) as

dir. Burada b(§) = =M€+ f(€) dir. [F1/f < oo iken,
p(—00) = =00, p(+00) < +00

oldugunu gormek kolaydir ve buradan da S, z nin patlama zamani ise Feller Test-

inden
P (lim 2(t) = +oo) =1
t,/S

elde edilir. P(S < 400) = 1 oldugunu ispatlamak igin

o) = 2 /0‘” p(x) — p(y)dy

a?p(y)

fonksiyonu ele alinmak zorundadir.

+00 da v nin davranigi 1/ f ile verilir ve buradan v(4+00) < 400 olur ki, bu da
P(S<o0)=1

oldugunu ifade eder. Bu da ispat1 tamamlar.
Tiim bu gergekler, hemen hemen kesin olarak (almost surely) oyle bir 7' =

T(w) < oo rasgele zamammnin varligim gosterir ki,

olur.

Boylece asagidaki teorem kanitlanmis olur.
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Teorem 5.2. f,

/Ool/f<oo

olacak gekilde negatif olmayan konveks bir fonksiyon olsun. O halde, her negatif
olmayan ug > 0 baglangic kogulu i¢in Es. (5.1)’in ¢6ziimii olan u, sonlu bir (rasgele)
T zamaninda

P(T < o0) =1

ile blow up olur.






6. DOGRUSAL OLMAYAN STOKASTIK DALGA DENKLEMI

Bu boliimde dogrusal olmayan dalga denklemi i¢in

gy + auy + Au — Au = f(u) + o(u, u, Vu)oW, (t,z) € (0,T) x Q,
U(ZL’, 0) = Up, Ut (I70) =7, TE Qv (61)
u=0, (t,z)e (0,T)x 00

problemini Q@ C R? ele alacagiz. Burada o ve A\ pozitif sabitler olup, genelligi
bozmayacagindan 1 olarak alinacaktir. Eg. (6.1) problemi egdeger olarak agagidaki

sekilde yazilabilir:

dZ () = AZ (t)dt + F (Z (t)) dt + 2 (Z (t)) dW (t)

(6.2)
Z(0) = Zy.
Burada
Z() - u(t) CA- 0 I
v (%) —-I+A 0
F(Z0) - X Cszw-|
—v+ f(u(t)) o (u, uy, Vu)

dir. A operatorii, H =H; x L? da bir Cy—yarigrubunun sonsuz kiigiik iiretecidir.

Not: H dan olan tahmin edilebilir bir Z(t), ¢t € [0,T] siireci, V¢ € [0, T] igin

t t
Z(t) =e™Zy+ / eINE(Z(s))ds + / IS (Z(5))dW (s)
0 0
esitligini saglarsa Es. (6.2) probleminin mild ¢ézimi olarak adlandirilir
(Knoche ve Frieler, 2001)
Blow up teoremini vermeden énce (Chow, 2002) deki yontemle benzer gekilde

ispatlanabilecek asagidaki lokal varlik teoremini ifade edecegiz.
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Teorem 6.1. f ve o fonksiyonlar: agagidaki kosullar1 saglasin.

i.

u,u’ € Hy igin

fu) < Cr 1+ |uf”) Jul

[f () = F (@) < Co (L4 uf” + [u'") Ju— |

Herhangi bir o : R¥*? — R icin o(-) doniisiimii siirekli olsun. Herhangi bir

u,v,u',v" € R ve Vu, Vu' € R? igin,
o (u, 0, V) [? < Cy (1 + P 4+ |Vu|2> (6.3)
ve

o (uyv, Va) — 0 (!, o, V)P < Cal(L+ [ul® + ) [u— /[ (6.4)
+ v — v'|2 +|Vu — Vu'|2]
olacak sekilde C, Cy, C5, Cy pozitif sabitleri vardir.

W, R kovaryans operatorii ile TrR < oo kosulunu saglayan H—degerli bir

Wiener siirecidir.

Bu durumda ug € H ve uy € L? i¢in Eg. (6.2) probleminin [0,7] araliginda
u € C([0,T],H}) ve v € C([0,T], L*) olacak sekilde bir tek (u,v) mild ¢ziimii

vardir.

Not: R kovaryans operatorii

Rek = /\kek (65)

seklinde de yazlabilir. Burada {\;}, R nin negatif olmayan sinirh 6zdegerlerinin

dizisi ve {ey} karsilik gelen 6z fonksiyonlaridir. Bu durumda, W (z, t)

wW ((L’, t) = Z \/)\_kBk: (t) €L,

olarak yazlabilir. Burada {Bjy (t)} reel degerli bagimsiz Brownian hareketlerin
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dizisidir.

Es. (6.1) problemi ile iligkili olarak (t) : H — R enerji fonksiyoneli

1 1 1
£(t) = 3ol + 31l + 5IVal = [ sz, ¢20 (6.6)

seklinde tanimlanir. Blow up teoreminden once ispatta ihtiya¢ duyulacak olan

asagidaki lemmalar verilecektir.

Lemma 6.1. Teorem 6.1 in kogullar1 altinda (u,v) nin ‘H den degerler alan bir tek

mild ¢oziimii oldugunu kabul edelim. Bu durumda

t 1 t
Fe(t) < E=(0)— E / ol ds + 5 TrR / / o2dzds (6.7)
0 0 Q
esitsizligi ve

t 1 t 1 t
B (1) = B uo, o) +E [ ol ds=3 B ullyy=E [l dst 3B ol g+ [, () ds
0 0 0
(6.8)
esitligi saglanir.

ispat. ||v||” icin Ito formiilii kullamlirsa
t t
ol = ol +2 [ (w.do) + [ (o)
Ot ° t t
= HUOH2—2/ (Vu,Vv)ds—Q/ HvH2ds—2/ (u,v)ds
0 0 0
t t o0 t
+2/ (v,f)ds+2/ (v,adW)JrZ/ (0 Rex, oey) ds. (6.9)
0 0 =1 Jo

Dogrudan hesaplamalarla
t
2 [ (o) s =l = ol (6.10)

t
2/ (Vu, Vo) ds = ||Vul]* = || Vuol|” (6.11)
0

ve

2/0 (v, f)ds = 2/Q (F (u) — F (up)) dx (6.12)
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bulunur. Es. (6.10)- Es. (6.12) ve Es. (6.5) in Es. (6.9) da kullamlmasiyla

t
Joll? = 26 (0) — [ Vul® — 2 / loll? ds — flul® + 2 / F (u) da—
0 Q

t 0 t
+ 2/ (v,0dW) + Z )\k/ / o?el (v) dvds (6.13)
0 - Jo Ja

elde edilir. ¢, := sup|leg||,, < oo tammlamr, TrR = > 77 | A, oldugu goz oniinde
bulundurulur ve E];.Zl(6.13) de beklenen deger alinirsa Es. (6.7) elde edilir.

Es. (6.8) in ispat1 i¢in (u,v) nin Eg. (6.2) nin bir global mild ¢oziimii ise
bu durumda her k& > 1 igin {€},~,, L*(©2) mn ortonormal bir tabani olmak
tizere, {(u (t),ex);t > 0} {Fi},5, ve adapte sonlu varyasyonlu, stirekli bir siireg ve
{(v(t),ex);t >0}, {Fi},50 ye adapte siirekli bir yar1 martingaledir. Bu durumda

Ito formiiliinden

(u(t),ex) (v (t),ex) = (uo,ex) (vo,gk)Jr/O (u(t),ex)d(v(t) ,gk)+/0 (v (t), ) d(u(t),ex)

yazilabilir. Buradan da

t t
(u,v):(uo,vo)—i—/ (u,dv)—l—/ (v, du)
0 0
_ (utoy o) =l + 2 ol —/tn 2 —/tuv 12
= (Up, Vg B u H& 5 Uo Hé . u S ; Uu S

# [holtas+ [ pds+ [ o) (6.1

elde edilir. Es. (6.14) iin beklenen degerinin alinmasiyla istenen esitlik bulunur.

Lemma 6.2. [Li, Tsai, 2003] 6 > 0 ve B(t) € C*(0,00)
B"(t)—4(6+1)B'(t) +4(0 + 1)B(t) > 0

esitsizligini saglayan pozitif bir fonksiyon olsun. Eger

B'(0) > ryB(0) + Ky

ise, o zaman t > 0 i¢in B'(t) > K, olur. Burada K| bir sabit ve r, = 2(§ + 1) —
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2,/(0+1)6
r? =4+ 1)r+4(6+1)=0

denkleminin en kiigiik kokiidiir.
Lemma 6.3. [Li, Tsai, 2003] Eger J(t), ty > 0 olmak iizere [ty, c0) da artmayan
bir fonksiyon ise ve

J? >R+ S J)*5 >t

diferansiyel esitsizligini sagliyorsa, bu durumda 6yle sonlu bir 7" zaman vardir ki,

lim J(t)=0

t—T*—

dir. Burada R > 0, S € R dir.
Not. Asagida verilecek blow up teoreminde o nin Es. (6.3) kogulu yerine

20
< 2 1
o0, V)| < G (615
kosulunu sagladigi ve f nin de
sf(s) > (24 40)F(s) (6.16)

kosulunu sagladigi kabul edilecektir.

t
Y (t) = Eljul|® + E/ ||| ?dr t>0
0

fonksiyoneli tanimlansin. Dogrudan hesaplamalarla

Y'(t) = 2B (u, v) + Eljul®

ve

Y7 (t) = 2E|lv||* — 2E|[ull* + 2E||Vul]* + 2E(u, f(u)
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bulunur. Buradan

"

Y (t) =40+ 1D E|v||* = —2E||ul|*+2E||v||*+2E||Vu|* +2E (u, f(u) —4(5+1) E||v|]?

(6.17)
yazilir. Simdi Es. (6.6) denkleminin her iki tarafi —(89 + 4) ile ¢arpilirsa
—(46 + 2)||v]|> = — (85 + 4)E=(t) + (40 + 2)E||Vul|?
+ (40 4+ 2)E||u||® — (80 + 4)E [ F(u)dz (6.18)
Q

bulunur. Es. (6.18), Es. (6.17) de yerine yazilirsa

Y'(t) — 400 + D) E|v||? = —2E||ul|* — (85 + 4)Ee(t) + (46 + 2)E||Vul?
+ (40 + 2)E|ju|®* — (80 + 4)E [ F(u)dx

+ 2| Vu|® + 2E [uf (u)dz
Q

olur. Eg. (6.15) kogulunun Es. (6.7) de yerine yazilmasiyla elde edilen

—5—1 [t
< 2 .
Ee(t) < Eg(0) + % 1 /0 |v||*dr (6.19)

esitsizligi ve f iizerine konan

sf(s) > (24 46)F(s)

kogulu g6z oniinde bulundurulursa

"

Y (t) — 4(5 + 1) E|v|]® > — (85 + 4)Ee(0) + (45+4)E/0t lv|2dr  (6.20)

elde edilir.
Lemma 6.4. [ lokal Lipschitz olsun ve o ve f, Eg. (6.15) ve Eg. (6.16)



43

kogullarini saglasin.
(1) FEe(0) <0
(2) FEe(0) =0 ve Y'(0) > El|ug|?
(3) Ee(0) >0 ve

Y'(0) > 7o (Y(O) + 4(;21 1)) + E||ug|? (6.21)

saglansin. Bu durumda t > ¢, igin Y’(t) > E||ug||? olur. Burada ty = t* (1) durumu
icin Es. (6.22) ile verilmis, (2) ve (3) durumlar igin ise g = 0 dir.
Ispat. (1) Eger E<(0) < 0 ise Es. (6.20) den

Y (t) > —(86 + 4)Ec(0) + 4(6 + 1) E||v||® + (46 + 4) /Ot |v||2dr

elde edilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinda 0 dan t’ye integral alinirsa,

Y'(t) >Y'(0) — (80 + 4)Ee(0)t , t>0

olur. Boylelikle ¢ > t* i¢in Y'(t) > FE|juol|* elde edilir. Burada

. _ Y'(0) = Eljuo|?
t —max{ (85 + D E=(0) } (6.22)

dir.

(2) Eger FEe(0) = 0 ise o zaman t > 0 igin Y”(¢) > 0 olur. Boylelikle, eger
Y’(0) > El|uo||* ise t > 0 igin Y'(t) > E||ug||* elde edilir.

(3) Eger E<(0) > 0 ise ilk olarak

t
2E/ /uvdwdT — ElJulf? — E|luo|? (6.23)
0 Q

olur ki bu da su sonuca varmamizi saglar:

t t
Ellull < Elluo| + E / lull?dr + E / lolPdr.
0 0

Holder ve Young esitsizlikleri ve yukaridaki esitsizligin kullanilmasiyla
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2B (u,v) < Eljull* + Ejv[*

2B (u,v) + Ellul|* < Ellul® + E|Jv||* + Elu|*

t
2E(u,v) + Ellull* < Elluol* + Ellul® + E/ lulP*dr + Eljv]* + Ejul
0

bulunur. Buradan

t
V() < Y(t) + Bluol? + Bl + E | vlfdr
0
elde edilir.
Es. (6.20) ve Eg. (6.23) denklemlerinin kullanilmasiyla
Y'(t) =40+ 1)Y'(t) +4(6 + 1)Y () + K1 >0

sonucu bulunur. Burada

K1 = (86 + 4)E=(0) + 4(5 + 1) E|ug|?

dir.

olarak tanimlansin. Bu durumda B(t)

B"(t) — A(6 + 1)B'(t) + 4(6 + 1)B(t) > 0

esitsizligini saglar. Eger

B'(0) > r,B(0) + K,

(6.24)

ise lemmanin (3) durumunda verilen Es. (6.21) esitsizliginden ¢t > 0 i¢in Y'(t) >
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FE||upl|? sonucu elde edilir.

Bu lemmadan sonra blow up teoremi verilebilir:

Teorem 6.2. o ve f, Eg. (6.15) ve Eg. (6.16) kogullarin saglasin. Asagidaki
durumlardan birinin

(1) Ee=(0) <0

(it) Ee(0) =0 ve Y'(0) > E|lupl/?

(E(ug,v0))?
(iii) 0 < B0 < S T DBl

ve Es. (6.21) saglansin. T ispatta verilecek
olan bir sabittir,
saglanmasi halinde () mild ¢dziimii i¢in pozitif bir 7* zamaninda

lim E|lu(t)|]* =

lim Bllu(t)]? = +oo

olur.
Ayrica ti¢ durum igin 7% blow-up zamanlamasimin iist sinirimin tahminlerini de

elde ederiz.

Ispat. ||.||» normlu Es. (6.1)in {u(t);t > 0} zayif ¢oziimiintin ¢ lifespan icin,

p(¢ = 4+00) = 1 durumu igin inceleyelim. Yeterince biiyiik 77 > 0 i¢in

J(t) = (Y () + (T = ) Elluo|*)™ ,  te[0,T1]

ile tanumlanan J(t) : [0,71] — R™ fonksiyoneli ele alinsin. Buradan

J'(t) = =65 ()(Y'(t) — Elluo||?)

ve

J"(t) = —8J5 (HV (1) (6.25)

olur. Burada

V() =Y"()(Y(t) + (T — ) El|uo||*) — (1 + 0)(Y'(t) — Elluol*)® (6.26)
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dir. Es. (6.23) denkleminden ve Holder esitsizliginden faydalanarak asagidaki den-
klem elde edilir.

¢
Y'(t) = 2E(u,v) + E||u||2 =2F(u,v) + / (u,v)dr + E||u0||2
0

t t
<2 | VETPEIIF + \/E [ uliar [olpar |+ Blul? 620
0 0
Es. (6.20)’dan agagidaki denklem elde edilir.

Y"(t) > —(4 + 80) B (0) + 4(5 + 1) <E||v||2 + E/Ot ||v\|2dr) (6.28)

Boylece Eg. (6.27) denklemi ve Eg. (6.28) denklemlerinden agagidaki denklem elde

edilir:

V(t) > (—<4+86)Ee<0> L4+ 1) (Envn? =7 ||v||2df)) (Y (t) + (T — O Eluol]?)

2

t t
—4(1+9) EHU||2EHUIIQ+\/E/ HUHQdTE/ [v][>dr
0 0

> —(4+85)E=(0)J 7 (£) +4(5 +1)(Ty 1) (Ellvll2 + E/O IIUIIQdT) E|uo]|*

t t
a4 1) [<E||v||2+E / lolPdr)(Elull + E / Jull2dr

t t
- E|ruH2EHvH2+\/E [ ulearee [ jolear
0 0

Schwartz egitsizligi yardimiyla yukaridaki egitsizlikteki son terim negatif degildir.

2

Bu yiizden

V() > —(4+85)Ee(0)J7 (£) , >t (6.29)

esitsizligi yazilabilir. Eg. (6.25) ve Eg. (6.29) denklemleri yardimiyla agagidaki
denklem elde edilir:
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J"(t) < 6(4+ 88)E=(0)J 5 (t) |t > to. (6.30)
Lemma 6.3" den, t >ty igin J'(¢) < 0 dir. Es. (6.20) denklemi ile J'(t) carpilir ve ¢,
dan t ’ye integral alinirsa
J ()2 >R+ SJ*5(1), t >t

denklemi elde edilir. Burada

R = 8275 (1) (Y'(to) — E|luo||>)? — 8Ee(0)J 5 (to)) , S = 852E=(0)

dir. R > 0 olmas1 ancak ve ancak

(Y'(to) = Elluoll*)?
8(Y (to) + (11 — to) Elluoll?)

Ee(0) <

durumunda gegerlidir. Daha sonra Lemma 6.3 yardimiyla sonlu bir 7% zamaninda
lim; 7« J(t) = 0 esitligi mevcuttur ve 7* 1 iist siir1 Fe(0) 1n isaretine gore tahmin

edilir; (i) durumunda

J(to)

T* < to — —Jl<t0>,

(6.31)
Ayrica eger J(ty) < {1, VR/—S } ise agagidaki egitsizlik yazilabilir:

to + ! In R/ =5
V=S R -5 - J(ty)

Burada ty = 7™, Es. (6.22) denkleminde verilmigtir. (ii) durumunda

T <

. _J0)
=770
veya
< 0
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(iii) durumunda

<
~—~
]
~—

T*

IN

3

veya

3 1 P —1
T+ < o2 5R(1 — (14 PJ(0)7)

dir. Burada P = (R/S )2+% dir. T} i¢in bu ii¢ duruma gore her hangi bir pozitif
sabit olarak T > T™ secilebilir. Yukaridaki denklemden

lim Y (t) = +o0

t—T*—

elde edilir.



7. TARTISMA VE SONUC

Bu tez caligmasinda stokastik dalga ve 1s1 denklemlerinin ¢oziimlerinin patlamasi
galigilmigtir. Bu kapsamda ¢oziimlerin sonlu bir (0,7") araliginda sonsuz olup ol-
madig) yani ¢oziimiin patlamasi (blow-up) arasgtirilmigtir. Tezin beginci béliimiinde

(Bonder ve Groisman, 2009) tarafindan ¢ahisilmig parabolik tipten dogrusal olmayan
Up = Ugy + f(u) + o(uw)OW(t, ) (7.1)

reaksiyon difiizyon denkleminin blow-up ¢oziimiine yer verilmigtir. ¢ = 0 duru-
munda, (7.1) denklemi homojen Dirichlet sinir koguluyla verildiginde f nin biiyiik
bir siifi i¢in duragan pozitif ¢éziimlere sahip iken, ¢ > 0 durumunda global ¢6ziim
olmayip, her negatif olmayan baslangi¢ verisi i¢in ¢oziimiin bir olasilikla blow up
oldugu goriilmiistiir.

Altinc: boliimde, R? de tanimli damping terim iceren dogrusal olmayan stokastik

dalga denkleminin
U + oug + Au— Au = f(u) + o(u, up, Vu) oW (7.2)

baglangig- sinir deger problemi incelenmigtir. (7.2) denkleminin baslangic deger
problemi deterministik durumda (¢ = 0), Runzhang (2010) tarafindan incelenmis,
olusturulan bir I (u) = ||Vu|® + |Jul® - ||u||§ﬁ fonksiyonelinin isaret degigme-
zligi yardimiyla ¢oziimlerin global varligi ve blow up 1 basglangi¢ enerjisinin alt-
kritik ve kritik durumlar igin ispatlanmugtir. Polat ve Taskesen (2014) de ise
¢oziimlerin global varhg: potential well metodu igin olugturulan yeni bir K (u) =
IVull® + [Jul® = ||ul gﬂ — |Jug]|* fonksiyoneli kullanilarak tist kritik baglangic enerjli
durum igin ispatlanmigtir. Tez ¢alismasinda (7.2) denkleminin baglangi¢-sinir deger
probleminin ¢dziimiiniin uygun enerji esitsizliklerini saglamasi, f ve o nin lokal Lip-
schitz fonksiyonlar olmasi ve bazi esitsizlikleri saglamasi durumunda ¢éziimiin sonlu

zamanda blow up oldugu gosterilmistir. f ve o iizerine konan lokal Lipschitz kogu-

lunun global Lipschitz kosulu ile degistirilmesi durumunda global mild ¢oziimlerin
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varligl garantilenirken, bu kogulun kaldirilmasi durumunda ¢oziimler belli bir blow
up zamanina kadar lokal olarak varlik gosterirler Tezde kullanilan yontem tespit
edilebilecek kosullar altinda farkli terimler iceren dalga denklemlerine ve beginci
boliimde kullanilan yontem de farkli parabolik tipten stokastik diferansiyel den-

klemlere uygulanabilir.
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