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OZET

FARKLI TURDEN g —BASKIN PREINVEKS FONKSIYONLAR ICIN
HERMITE HADAMARD TiPLi INTEGRAL ESITSIZLIKLER

YAGIZ, Emetullah
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Tez Danismani: Do¢. Dr. Havva KAVURMACI ONALAN
Ocak 2020, 49 sayfa

Bu tez c¢alismasi alt1 boliimden olusmakta olup ilk iki boliim konunun tarihsel
gelisimini icermektedir. Ugiincii boliimde farkl: tiirden konveks, g —baskin konveks ve
preinveks fonksiyon siniflar1 tamitilip O6rnekler sunulmustur. Dordiincii boliimde bir
onceki bolimde verilen fonksiyon simiflari igin literatiirde mevcut olan Hermite-
Hadamard tipli esitsizlikler sunulmustur. Besinci bolimde farkli tiirden g —baskin
konveks ve pre-inveks fonksiyon siniflar1 bir arada diisiiniilerek yeni fonksiyon siniflar
tanimlanmistir. Daha sonra tanimlanan bu yeni smiflar kullanilarak yeni Hermite-
Hadamard tipli integral esitsizlikler tiretilmistir. Son bdliimde ise tezin 6zgiinliigli ve

Onemi tartisilmastir.

Anahtar kelimeler: g — baskin konveks fonksiyon, g —baskin preinveks

fonksiyon, Hermite-Hadamard tipli esitsizlik, Preinvekslik.






ABSTRACT

HERMITE-HADAMARD TYPE INTEGRAL INEQUALITIES FOR
DIFFERENT TYPES OF g —-DOMINATED PREINVEX FUNCTIONS

YAGIZ, Emetullah
M. Sc. Thesis, Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Havva KAVURMACI ONALAN
January 2020, 49 pages

This thesis study consists of six chapters and the first two chapters include the
historical development of the subject. In the third chapter different types of convex, g-
dominated convex and pre-invex function classes are introtuced and examples are
introduced and examples are presented in the fourth section Hermite-Hadamard type
inequalities in the literature are presented for the function classes given in previous
section. In the fifth chapter new function classes are defined by considering are defined
by considering different types of g-dominant convex and pre-invex function classes
together. New Hermite-Hadamard type integral inequalities have been generated using
these new classes. In the last part, the originality and importance of the thesis are

discussed.

Keywords: g —convex-dominated function, g — preinvex-dominated function,

Hermite-Hadamard type inequalities, Preinvexity.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte

asagida verilmistir.

Simgeler Aciklama

c(h Konveks fonksiyonlar smnifi

I R’de bir aralik

r I’nin igi

Jn Jensen-konveks fonksiyonlarin sinifi
joc() Jensen-quasi-konveks fonksiyonlarin sinifi
K,.(b) m —Konveks fonksiyonlarin sinifi

K%, (b) (@, m) —Konveks fonksiyonlarmin smnifi
K,(b) n —Konveks fonksiyonlar smifi

K? Ikinci anlamda s —konveks fonksiyonlarin sinifi
L(I) Log-konveks fonksiyonlar sinifi

L[a, b] [a, b] araliginda Lebesque anlaminda

integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi
Ly[a, b] [a, b] araliginda birinci mertebeden Lebesque

anlaminda integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi

L.(x,y) Genellestirilmis logaritmik ortalama
M, (x,y; 1) Kuvvet ortalamasi

P(I) P —Fonksiyonlar smifi

Q) Godunova-Levin Fonksiyonlar Sinifi
Qc(I) Quasi-konveks Fonksiyonlar Sinifi
R Reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

R™ n —boyutlu reel sayilar kiimesi, n € N
SV(hI) h —Konkav fonksiyonlar sinifi
SX(h,I) h —Konveks fonksiyonlarin sinifi
S*(b) Starshaped fonksiyonlar sinifi

Xi



Simgeler

w()
wQc ()

Ac¢iklama

Wright-konveks fonksiyonlarin sinifi
Wright-quasi-konveks fonksiyonlarin sinifi
Dogal sayilar kiimesi

f fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi

f fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevi

Belirli integral
Limit
Kiiciik veya esittir
Alt kiimesi veya esittir
En az bir
Tim
Eleman
Sonsuz
Mutlak deger

Xii



1. GIRIS

Esitsizlik teorisi giinlimiizde matematigin diger dallartyla yakin bir iligki
icerisindedir. Konvekslik kavrami esitsizlik yardimiyla tanimlanir. Konvekslik sekiller
etrafinda gelismistir. Caligmalar1 sirasinda Archimedes, herhangi bir konveks seklin
cevresinin etrafina ¢izilen diger biitiin konveks sekillerin ¢evresinden kii¢iik oldugunu
fark etmistir. 19. yy. sonlarinda ¢ikan konvekslik Archimedes’in M.O. 250 yilinda
cemberin i¢ine ve etrafina ¢izdigi diizgiin ¢okgenleri kullanarak m sayisini
hesaplamasina dayanir. Konvekslik kavrami matematik literatiiriine Ekim 1881’de
Hermite tarafindan gonderilen bir mektupla Mathesis dergisinde ortaya ¢ikmuistir.

Hanson (1981), konveks fonksiyonlarin 6nemli bir genellemesi olarak inveks
fonksiyonlar1 tanitmistir. Hanson (1981)’un bu ilk ¢alismasi diger uygulamali bilimlerin
alt dallarinda inveksligin uygulamalarinin ve roliiniin genisletilmesi icerikli ¢aligmalarin
onunu agmustir.

Elster ve Neshse (1980), Hayaski ve Komiya (1980), Hanson (1981), Craven
(1981), Craven ve Glover (1985), Ben-Israel ve Mond (1986), Martin (1985), Hanson
ve Mond (1987), Noor (1994), Weir ve Mond (1988), Pini (1991), Noor (2005),
Antczak (2005) invekslik ve preinvekslik fiizerine yaptiklart temel calismalarla
literatlirde yerlerini almiglardir.

Preinveks fonksiyonlarin 6zel se¢im halinde konveks fonksiyonlara
dontismesiyle preinveks fonksiyon tanimi temel alinarak yeni smiflar kurulup
kurulamayacagi; bu smiflar yardimiyla yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler tiretilip

iretilemeyecegi fikirleriyle yola ¢ikan arastirmacilar bir¢cok calisma yapmustir.






2. KAYNAK BILDIiRISLERI

Noor (2007), Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri preinveks ve log-preinveks
fonksiyonlar yardimiyla kurmustur. Noor ve ark. (2014) yaptiklar1 ¢alismada ikinci
anlamda s —preinveks, P —preinveks, h —preinveks, Godunova-Levin preinveks
fonksiyon siniflarimin tanimlarii yapmig ve ilgili Hermite-Hadamard tipli esitsizlikleri
sunmustur. Noor ve ark. (2014), yaptiklar1 ¢alismada birinci anlamda s —Godunova-
Levin preinveks fonksiyon, ikinci anlamda s —Godunova-Levin preinveks fonksiyon,
birinci anlamda log—s —Godunova-Levin preinveks fonksiyon ve ikinci anlamda log-
s —Godunova-Levin preinveks fonksiyon smiflariin tanimini  yapmis ve ilgili
Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler sunmustur. Latif ve Shoaib (2015), m-preinveks ve
(a,m)-preinveks fonksiyonu tanimlamiglar ve ilgili Hermite-Hadamard tipli
esitsizlikler sunmuglardir. Noor ve ark. (2015), logaritmik h —preinveks fonksiyon,
logaritmik s —preinveks fonksiyon, logaritmik p —preinveks fonksiyon, logaritmik
Q —preinveks fonksiyonu tanimlamis ve ilgili Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler
sunmustur. Meftah ve ark. (2017), (s,r) —preinveks fonksiyon smifini tanimlamis ve
ilgili Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler sunmuslardir. Noor ve ark. (2017), birinci
anlamda s —preinveks fonksiyonun tanimini yapmis ve ilgili Hermite-Hadamard tipli
esitsizlikler sunmuslardir.

Yapilan bu ¢aligmalarin yan1 sira preinveks fonksiyon simniflari {izerine yapilmis tezler
de mevcuttur.

Alp (2013), “Preinveks ve Log-Preinveks Fonksiyonlar I¢in Hermite-Hadamard
Tipli integral Esitsizlikleri Uzerine” baslikli yiiksek lisans tezini; Ermeydan (2016),
“Ap-Preinveks Fonksiyonlar Yardimiyla Elde Edilen Riemann-Liouville Kesirli
Integralleri i¢in Hermite-Hadamard Integral Esitsizlikleri” baslikl1 yiiksek lisans tezini;
Aydin (2018), “Operator Preinveks, Operator a —Preinveks ve Operator s —Preinveks
Fonksiyonlar” baslikli yiiksek lisans tezini; Baskoy (2018), “Oz Eslenik Operatérlerin
Siirekli Fonksiyonlar1 i¢gin Operatdér h —Preinveks Fonksiyonlar” baslikli yiiksek lisans
tezini; Karpuz (2019), “Hilbert Uzaylarinda Oz Eslenik Operatorlerin  Siirekli
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Fonksiyonlar1 Igin Operatér (a, m) —Preinveks Fonksiyonlar” baslikli yiiksek lisans
tezini; Unal (2019), “Ozeslenik Operatdrlerin Siirekli Fonksiyonlar1 I¢in Operator
Q —Preinveks ve Operator Preinveks P —Sinifi” bagslhikli yliksek lisans tezini yazmustir.

Bu tezin amaci baskin konveks fonksiyon siniflarindan yararlanilarak yeni
preinveks fonksiyon siniflart tanimlamaktir. Tanimlanan bu yeni siniflar vasitasiyla
Hermite-Hadamard formunda yeni esitsizlikler iiretmektir. Uretilen esitsizliklerin bir
kisminin 6zel se¢imlerle literatiirdeki baskin konveks fonksiyonlar i¢in daha 6nce elde

edilmis sonuglara doniistiigii bir kisminin da yeni sonuglar dogurdugu sunulacaktir.



3. TEMEL TANIMLAR VE ON BILGILER

3.1. Baz1 Konveks Fonksiyonlar ve On Bilgiler

Bu boéliimde, tezde kullanilacak gerekli 6n bilgiler verilecektir.

Tanim 3.1.1. L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. +:L XL - Lve = F XL —
L islemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa L’ye F cismi iizerinde

lineer uzay (vektor uzayi) denir.

A) L, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

Gl.Herx,y € Liginx + y € L dir.

G2.Herx,y,z € Liginx + (y + z) = (x + y) + z dir.

G3.Her x € Ligin x + 8 = 6 + x = x olacak sekilde 8 € L vardir.
G4.Her x € L igin x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde —x € L vardur.
G5.Herx,y € Licinx +y =y + x dir.

B) x,y € Lve a,B € F olmak {izere asagidaki sartlar saglanir:

L1 a.x € L dir.

L2.a.(x+y) = a.x + a.ydir.

L3. (a + B)x = a.x + B.x dir.

L4. (aB)x = a(B.x) dir.

L5. 1.x = x’dir. (Burada 1, F nin birim elemanidir).

F =R ise L’ye reel lineer uzay, F = C ise L’ye karmagik lineer uzay adi verilir
(Anton, 1994).

Tanim 3.1.2. Lineer uzaylarda tanimli doniisiimlere operator denir (Bayraktar, 2000).
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Tanim 3.1.3. F bir cisim, V ve W, F cismi tizerinde iki lineer uzay olsun. u,v € V ve

¢ € F olmak tlizere T:V —» W doniisiimii,
aTu+v)=Tw)+T)

b. T(cu) = cT(u) sartlarin1 sagliyorsa T’ye V iizerinde lineer doniisiim denir (Anton,

1994).
Tanim 3.1.4. L bir lineer uzay A € Lve x,y € A keyfi olmak tizere
B={zel:z=ax+(1—-a)y, 0<a<l1l}cAd

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — a)y esitligindeki
x’in ve y’nin katsayilart i¢in a + (1 — a) =1 bagntis1 her zaman dogrudur. Bu
sebeple konveks kiime tanimindaki a,1 —a yerine a + f =1 sartiz1 saglayan ve
negatif olmayan a,B reel sayilari alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi ug
noktalar1 x ve y olan bir dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime,
bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir
(Bayraktar, 2000).

Tanim 3.1.5. I, R’de bir aralik olmak iizere her x,y € I igin

f<x42ry> Sf(x);rf(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna I iizerinde Jensen anlaminda konveks veya J —konveks

fonksiyon denir (Mitrinovi¢, 1970).
Tanim 3.1.6. Her x,y € I ve x # y igin

x+y\ _ fO)+f()
<
f( 2 > 2
oluyorsa f fonksiyonuna I {izerinde kesin /| — konveks fonksiyon denir (Mitrinovic,

1970).

Tanim 3.1.7. I, R’de bir aralik ve f:1 — R bir fonksiyon olmak iizere her x,y € [ ve
a € [0,1] igin,

flax+ A -a)y) < af () + (1 - a)f (¥) 3.11)
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sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger (3.1.1) esitsizligi x #
yve a € (0,1) icin kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir
(Pecari¢ ve ark., 1992).

Konveks fonksiyonun geometrik anlam1 asagidaki gibidir:

Lftx) + (1 =) fiy)

fy)

fix) -

x tx+ (I-t)y ¥

Sekil 3.1. Konveks fonksiyonun grafigi

Geometrik olarak tx + (1 — t)y noktasinda f’nin egri lizerinde aldig1 deger (x, f(x))
ve (y, f (¥)) noktalarim birlestiren dogru parcasinin tizerinde aldig1 degerden her zaman
daha kiiciiktiir veya esittir. Yani bu iki noktay: birlestiren kiris (dogru pargasi) her
zaman egrinin [x, y] araliginda kalan kisminin iizerinde veya iistiindedir.

Sekil 3.1’den de goriildiigii gibi t € [0,1] oldugundan tf(x) < f(x) dir. Benzer
sekilde (1 — t)f(y) < f(y) dir. Yanitf(x), f(x)’in (1 — t)f(y) de f(y)’nin
altindadir. Dolayisiyla tf(x) + (1 — t)f(y), f(x)ile f(y) arasinda olur. Konkav
fonksiyon i¢in kiris f’nin grafiginin [x,y] aralifinda kalan kisminin {izerinde veya
altindadir.

Asagida verilen ifadelerin her biri konveks fonksiyon kavramina denktir:

1. | aralig iizerinde bir f fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart
herhangi birc e I ve x # ¢ igin,% fonksiyonunun I araliginda artan ya da

azalmayan olmasidir.
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2. Her ¢,x € (a,b) icin f(x) — f(c) = fcxg(t)dt olacak bi¢imde bir g: (a, b) -
R artan fonksiyonu vardir.
3. f diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere, f’ fonksiyonu artandir.
4. f" nin (a,b)’ de mevcut olmast durumunda f'" > 0 dir.
5. I aralig1 iizerinde verilen grafik {lizerinde secilen ii¢ ayr1 P, Q, R noktalar1 i¢in
egim PQ < egim PR < egim QR
esitsizligi saglar (Roberts ve Varberg, 1973).
6. Her x, € (a,b) igin f fonksiyonu en az bir destek dogrusuna sahiptir. Bu ise
Vx € (a, b) igin
f(x) < f(xo) + Alx — xo)
esitsizligi var demektir. Bu esitsizlikte A degiskeni x,’a baglidir ve eger f' var
ise A = f'(xo) yada f_'(xo) # fi'(x0) ise A € [f~"(xo), f+ (x0)]’ dir.
Asagida konvekslik ile bilinen siireklilik, mutlak siireklilik, Lipschitz sarti
arasindaki iliskiyi aciklayan bazi teoremlere yer verilecektir.
Teorem 3.1.1. [a, b] € I° olsun. Eger f:1 — R konveks bir fonksiyon ise f Lipschitz
sartin1 saglar. Sonug¢ olarak f, [a,b] araliginda mutlak siirekli ve [°’de siireklidir
(Pecari¢ ve ark., 1992).

Teorem 3.1.2. f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise
a. f, (a, b) araliginda stireklidir ve

b. f, [a, b] araliginda siirhidir (Azpeitia, 1994).
Teorem 3.1.3. f,S’de Lipschitz sartin1 sagliyorsa f,S’de diizgiin siireklidir (Bayraktar,
2010).
Tanim 3.1.8. I, R’de bir aralik ve f:I — R bir fonksiyon olsun. Vx,y € I ve 1 € [0,1]
i¢cin
fAx + (1 = Dy) < max {f(x), f ()}
ise f’ye quasi—konveks fonksiyon denir (Dragomir ve Pearce, 1998).
Ayni sartlar altinda
fx + (1 = Dy) <max{f(x),f(¥)}
ise f’ye kesin quasi—konveks fonksiyon denir.

Ayni sartlar altinda
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fx + (1= Dy) =2 max{f(x), f(¥)}

ise f’ye quasi—konkav fonksiyon ve

f@x + (1 = Dy) > max{f (x), f(¥)}
ise f’ye kesin quasi—konkav fonksiyon denir (Dragomir ve Pearce, 1998).
Omek 3.1.1. g:[-2,2] - R olmak iizere

(1, tel[-2,-1]
9(®) = {tz, t € (—1,2]

seklinde tanimlanan g(t) fonksiyonu [—2,2] araliginda quasi-konveks bir fonksiyon
iken konveks bir fonksiyon degildir (lon, 2007).
Tanim 3.1.9. f hem quasi—konveks hem de quasi—konkav ise f’ye quasi—monotonik
denir (Greenberg ve Pierskalla, 1971).
Tanim 3.1.10. f:1 = R bir fonksiyon ve y > x, § > 0 sartlart altinda her bir y +
6,x €I icin

fx+ &) -f)<fly+ 8)—-f)
esitsizligi saglaniyorsa f’ye I € R’da wright—konveks fonksiyon denir (Dragomir ve
Pearce, 1998).
Tanim 3.1.11. f: I — R bir fonksiyon olsun. y > x,§ > 0 sartlar1 altinda Vx,y,y + § €
I veVa € [0,1] i¢in

1
S [flax + (1 —a)y) + f((1 — a)x + ay)] < max{f (x), f ()}

veya

1
SO + £+ O] < max{f (0, O + 8)

esitsizliklerinden biri saglaniyorsa f’ye I’da wright—quasi—konveks fonksiyon denir
(Dragomir ve Pearce, 1998).
Tanim 3.1.12. f:1 — R fonksiyonu her x,y € [ igin

£(552) < max . £}
sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna ] —quasi—konvekstir denir (Dragomir ve Pearce,
2000).
Tanim 3.1.13. f:[a,b] = R, ¢:[a,b] - [a, b] fonksiyonlar1 verilsin. Her x,y € [a, b]
vet € [0,1] igin
f(to(x) + (1 = DeM) < tf(p() + (1 = Of (p()
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sartin1 saglayan f fonksiyonuna ¢ — konvekstir denir (Cristescu, 2004).
Tanim 3.1.14. I,R’de bir aralik ve f:I — R bir fonksiyon olsun. Her x,y € ve
a € [0,1] i¢in
flax+ 1 —a)y) < fEf )
sartin1 saglayan f fonksiyonuna log —konvekstir denir (Pecari¢ ve ark., 1992).
Tanim 3.1.15. f:1 - R negatif olmayan bir fonksiyon, vx,y € I, @ € (0,1) olmak

uzere

flax+ (1 - a)y) < %x) + f(—yzx

sartin1 saglayan f fonksiyonuna Godunova—Levin fonksiyon veya Q(I) sinifina aittir

denir.

Bu tanima denk olarak: f € Q(I) ve x,y, z € I ise bu takdirde

fOE=-NE=-2+fWMNG-0@ -2+ f(@)z-x)(z-y)=0
esitsizligi saglanir (Godunova ve Levin, 1985).
Tanim 3.1.16. f:I —» R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Vx,y € I,a € (0,1)
olmak iizere
flax+ (A —a)y) < f(x) + f()
sartin1 saglayan f fonksiyonuna P —fonksiyonu veya P(I) sinifina aittir denir
(Dragomir ve ark., 1995).
Tanim 3.1.17. x, y pozitif sayilariin 7. kuvvetine gore kuvvet ortalamasi
M, (x, ;1) = Ax"+ (1 - A)yr)%, r+0
xtyl=4 r=20
olarak tanimlanir (Dragomir ve Pearce, 2000).
Tanim 3.1.18. f pozitif bir fonksiyon olmak tizere her x,y € [a, b] ve a € [0,1] i¢in
flax+ (1 —a)y) < M. (f(x), f(¥); @)
sartin1 saglayan f fonksiyonuna [a, b] araliginda r —konveks fonksiyon denir (Gill ve
ark., 1997).
Bu tanimdan 0 —konveks fonksiyonlarin log —konveks fonksiyonlar ve 1-—konveks
fonksiyonlarin bilinen konveks fonksiyonlar oldugu sonucuna kolaylikla ulagilir.

r—konvekslik tanimi
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AT+ @A -Df"(y), 7#0
[fFEOPFOIY r=0

bi¢iminde genisletilmistir (Pearce ve ark., 1998).

Tanim 3.1.19. R, =[0,0),f:R, > R ve0 < s <1 olsun. a® + ¥ = 1 olmak iizere

FrOx + (1= Dy) < {

her u,v € R, ve her @, f = 0 i¢in

flau+ pv) < a’f(u) + B°f(v)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s—konveks fonksiyon denir.
Birinci anlamda s—konveks fonksiyonlarmn sinifi K2 ile gdsterilir (Orlicz, 1961).
Tanim 3.1.20. R,=[0,00), f: R, > Rve0 <s <1olsun. o, =0, a +f = 1 olmak
tizere her u, v € R, i¢in

flau+pv) < a°f(w) + B°f(v)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s—konveks fonksiyon denir.
Ikinci anlamda s—konveks fonksiyonlarin sinifi K2 ile gosterilir (Breckner, 1978).

Ornek 3.1.2. s € (0,1) ve a, b, c € R olsun. f:[0, ) — R fonksiyonu

a, t=0
f(t)_{bt5+c, t>0

olarak tanimlansin. Bu takdirde
(i()b=0ve0 <c<aisef € K2 dir.
(i) b > 0vec < Oise f ¢ K2 dir (Hudzik ve Maligranda, 1994).

Tanim 3.1.21. h:J € R — R pozitif bir fonksiyon olsun. Her x,y € I, « € (0,1) i¢in
flax+ (1 —a)y) < h(a)f(x) + h(1 —a)f (y) 3.1.2)
sartin1 saglayan negatif olmayan f:I € R — R fonksiyonuna h —konveks fonksiyon

veya SX (h,I) sinifina aittir denir (Varosanec, 2007).
(3.1.2) esitsizliginin tersini dogrulayan f:I € R— R fonksiyonuna h —konkav
fonksiyon denir yani f € SV (h, I)’dir (Varosanec, 2007).

Bu tanimdan agik¢a su sonuglar ¢ikarilabilir: h(a@) = a segilirse negatif olmayan
konveks fonksiyonlar; h(a) =§ secilirse Q(/) smifina ait fonksiyonlar; h(a) =1
secilirse P(I) sinifina ait fonksiyonlar ve eger s € (0,1) olmak iizere h(a) = a®
secilirse K2 smnifina ait fonksiyonlar elde edilir (Varo$anec, 2007).

Tanim 3.1.22. g:1 = R konveks bir fonksiyon ve f:1 — R reel bir fonksiyon olsun.

Her x,y € I ve 1 € [0,1] igin f ve g fonksiyonlari
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IAf(x)+ A =Df(y) — f(Ax + (1 - Dy)|
<Agx)+ (1 -Dgly) —glx+ (1—21y)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna g —baskin konveks fonksiyon denir (Dragomir ve
lonescu, 1990).

Lemma 3.1.1. g:1 — R konveks bir fonksiyon ve f:1 — R bir fonksiyon olsun. Bu
takdirde asagidaki ifadeler denktir:

1) f fonksiyonu I iizerinde g —baskin konveks fonksiyondur.
2) g — f ve g+ f fonksiyonlari [ lizerinde konveks fonksiyonlardir.
3) f= %(h —k)ve g = %(h + k) sartlarin1 saglayan I iizerinde tanimli h, k gibi

iki konveks fonksiyon vardir (Dragomir ve ark., 2002).

Tanim 3.1.23. g: R, — R ikinci anlamda s —konveks fonksiyon olsun. Eger Vx,y €
R,,A €[0,1] ve s € (0,1] igin f: R, — R fonksiyonu

122f () + (1 =D°fF(¥) = f(Ax + (1 = D)y)
S2g)+ (1 =1°g(y) —gx + (1= Dy)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna (g, s) —baskin konveks fonksiyon denir (Kavurmaci,
2012).
Lemma 3.1.2. g:R, — R ikinci anlamda s —konveks fonksiyon ve f:R, — R bir

fonksiyon olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

1) f fonksiyonu R, iizerinde (g, s) —baskin konveks fonksiyondur.

2) g—f ve g+ f fonksiyonlari R, {izerinde ikinci anlamda s —konveks
fonksiyonlardir.

3) f= %(h —k)veg = %(h + k) sartlarin1 saglayan R, tizerinde taniml h, k gibi
ikinci anlamda s —konveks iki fonksiyon vardir (Kavurmaci, 2012).

Tanim 3.1.24. h # 0, h:] = R negatif olmayan bir fonksiyon, vx,y € I ve 4 € (0,1]
olacak sekilde g: I = R h —konveks fonksiyon olsun. Eger f: 1 — R fonksiyonu
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[h(Df () + h(1-Df(y) — f(Ax + (1 = Dy)|
<h@Dgx)+h(1-Dgy)—glx+ (1 -1y)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna (g, h) —baskin konveks fonksiyon denir (Kavurmact,
2012).
Lemma 3.1.3. h # 0,h:] — R negatif olmayan bir fonksiyon, vx,y € I ve 1 € (0,1]
olacak sekilde g:1 = R h —konveks fonksiyon ve f:1 — R bir fonksiyon olsun. Bu
takdirde asagidaki ifadeler denktir.

1) f fonksiyonu I tizerinde (g, h) —baskin konveks fonksiyondur.

2) g — f ve g+ f fonksiyonlar [ iizerinde h —konveks fonksiyonlardir.

3) f= %(l —k) ve g = %(l + k) sartlarin1 saglayan I tizerinde tamiml [, k gibi
h —konveks iki fonksiyon vardir (Kavurmaci, 2012).
Tanim 3.1.25. g: [a, b] — R pozitif r —konveks fonksiyon olsun. Eger Vx,y € [a, b] ve
A € [0,1] igin f: [a, b] — R fonksiyonu
M (f (0, f(¥); D) = fAx + (1 = D) < M, (g(x), g(¥); ) —g(Ax + (1 = Dy)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna (g, ) —baskin konveks fonksiyon denir (Ozdemir ve
ark., 2012a).

Tanim 3.1.26. Negatif olmayan g fonksiyonu g:I1 SR - R Q(I) —smifina ait
fonksiyon olsun. Eger Vx,y € I ve 1 € (0,1) i¢in f: I € R — R fonksiyonu

%x)+%—f(/lx+(1—/l)3’) S¥+%—9W+(1‘A)”

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna ( g, )) —baskin konveks fonksiyon denir (Ozdemir
ve ark., 2012b).

Lemma 3.1.4. Negatif olmayan g fonksiyonu g:I € R - R Q(I) —smifina ait bir
fonksiyon ve f:1 € R — R bir fonksiyon olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.

1) f fonksiyonu [ iizerinde (g, QU )) —baskin konveks fonksiyondur.
2) g — f ve g + f fonksiyonlari I tizerinde Q(I) —sinifina ait fonksiyonlardir.
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3) f= %(h —k)ve g= %(h + k) sartlarin1 saglayan [ tizerinde tamiml h, k gibi
Q(I) —snifina ait iki fonksiyon vardir (Ozdemir ve ark., 2012b).

Tanim 3.1.27. Negatif olmayan g fonksiyonu g:1 € R - R P(I) —sinifina ait bir
fonksiyon olsun. Eger Vx,y € I ve 1 € [0,1] i¢in f: 1 € R — R fonksiyonu

fG)+fOI]I-fAx+ A -DYI < [glx) + g ] —glx + (1 - Dy)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna (g, P(I )) —baskin konveks fonksiyon denir (Ozdemir
ve ark., 2012b).
Lemma 3.1.5. Negatif olmayan g fonksiyonu g:1 € R - R P(I) —sinifina ait bir
fonksiyon f:1 € R — R bir fonksiyon olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.

1) f fonksiyonu I iizerinde (g, P(I )) —baskin konveks fonksiyondur.

2) g — f ve g + f fonksiyonlari I iizerinde P(I) —sinifina ait fonksiyonlardir.

3) f= %(h —k)ve g = %(h + k) sartlarin1 saglayan I tizerinde tanimli h, k gibi

P(I) —sinifina ait iki fonksiyon vardir (Ozdemir ve ark., 2012b).
3.2. Baz1 Preinveks Fonksiyonlar ve Ozellikleri

Asagida preinveks fonksiyonlarla ilgili bazi tanimlar ve teoremler verilmistir.
Tanim 3.2.1. K € R™ ve n: K X K - R" siirekli fonksiyon olsun. Eger Yu,v € K ve
0<A<1i¢in

u+An(v,u) €K
ise K’ya n’ya gore inveks bir kiime denir (Weir ve Mond, 1988).

Tanim esas olarak, K’da yer alan bir u noktasindan baslayan bir yol oldugunu
soyler. Bu v noktasinin yolun son noktalarindan biri olmasi gerekmiyor. Ancak
Yu,v € K i¢in v yolun son noktasi olmak iizere ve n(v,u) = v —u olarak alinirsa
invekslik konvekslige doniisiir (Mohan ve Neogy, 1995).

Her konveks kiimenin n(v, u) = v — u fonksiyonuna gore inveks oldugu agiktir
fakat bunun tersi genelde dogru degildir. Bu durumda konveks olmayan inveks kiimeler

de mevcuttur (Antczak, 2005a).
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Tanim 3.2.2. K € R"™ inveks bir kiime, f: K = Rsiirekli bir fonksiyon olsun. Eger
Vu,v € Kve A1 € [0,1] i¢in
fu+nww) =1 -4 fw+if(v)

esitsizligi saglaniyorsa f’ye mn’ya gore preinveks fonksiyon denir (Weir ve Mond,
1988).

Ayrica her konveks fonksiyon bir preinveks fonksiyondur fakat tersi dogru
degildir (Yang ve Li, 2001).
Ornek 3.2.1.

b—a, ab>0
77(b’a)_{a—b, a.b<0

n’ya gore f(x) = —|x| fonksiyonu preinvekstir fakat konveks degildir (Weir ve Mond,
1988).
Not 3.2.1. f, n’ya gore preinveks ise asagidaki fonksiyon gegerlidir:

x—y,y<0vex <0
x—y,y=0vex >0
y—x,y>0vex <0
y—x,y<0vex >0

n(xy) =

(Weir ve Mond, 1988).
n fonksiyonu iizerine asagidaki kosul Mohan ve Neogy tarafindan konulmustur
(Mohan ve Neogy, 1995).
C Kosulu: n: R™® x R™ - R"; n fonksiyonunun herhangi bir x?, x? noktas1 i¢in 0 < A <
1 olmak iizere C kosulunu sagladigini1 goriiriiz
r](xz,x2 + An(xl,xz)) = —In(xt, x?)
n(xt x% + (xt,x2) = (1 — Hn(t, x?)
Ornek 3.2.2. Asagidaki fonksiyon [—7, —2] U [2,10] sinr1 igin kosul C’yi saglar.

x—y,(x=0,y=>0)
x—y,(x<0,y<0)
—7—-y,(x=0,y<0)
2—-y,(x<0,y=0)

n(x,y) =

(Mohan ve Neogy, 1995).
Tanim 3.2.3. K, n’ya gore inveks bir kiime ve f(.) > 0 olmak iizere Vu,v € K vet €
[0,1] i¢in

flu+m@w) < F@)' " FO)f
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oluyorsa f’ye K kiimesi iizerinde logaritmik preinveks fonksiyon denir (Mohan ve
Neogy, 1995).
Tanim 3.2.4. K € R" inveks bir kiime, f: K = R siirekli bir fonksiyon olsun. Eger
Vx,y€Kvet €|[0,1]igin

fu+m,uw) < max {f(w), f(v)}
esitsizligi saglaniyorsa f’ye n’ya gore prequasi-inveks fonksiyon denir (Pini, 1991).

Sonug 3.2.1. Yukaridaki tanimlardan agagidaki ifadelere ulagabiliriz:

fla+mb,a) < (f@) (FB))'
< (1-0f(@) + tf(b)

< max{f(a), f(b)}
(Noor, 2007).

Tanim 3.25. K,n’ya gore inveks bir kime, f pozitif bir fonksiyon ve

r > 0olsun.vVu,v € Kvet € [0,1] igin

fu+tn(v,w) < {[(1 —Of7 W + tfr(v)]% . r#0
[f I [f )] r=0

oluyorsa f’ye n’ya gore r-preinveks fonksiyon denir (Antczak, 2005b).

Burada 0 —preinveks fonksiyonlar logaritmik preinveks; 1 —preinveks
fonksiyonlar preinveks fonksiyonlardir. f’nin r —preinveks olmasi durumunda, pozitif
r i¢in f"’nin preinveks fonksiyon oldugu agiktir (Hwang ve Dragomir, 2016).

Tanim 3.2.6. f: K —» R* bir fonksiyon olsun. Vu,v € K, t € [0,1], s € (0,1) igin
fu+tn(w,uw) <A -1°fw+t°f(v)

esitsizligi saglaniyorsa f’ye n’ya gore ikinci anlamda s-preinveks fonksiyon denir

(Noor ve ark., 2014)

Tanim 3.2.7. f: K = R fonksiyonu Yu,v € Kvet € (0,1) igin

Fau+ o, 0) S () + = f©)
esitsizligi saglaniyorsa f’ye n’ya goére Godunova—Levin preinveks fonksiyon denir
(Noor ve ark., 2014).
Tanim 3.2.8. f: K —» R fonksiyonu Yu,v € K,t € (0,1) ve s € (0, 1] igin

fw  f)
1-—ts ts

fu+tn(v,u)) <
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esitsizligi saglaniyorsa f’ye n’ya gore birinci anlamda s-Godunova—Levin preinveks
fonksiyon denir (Noor ve ark., 2014).

Sonug¢ 3.2.2. s =1 igin s-Godunova—Levin preinveks fonksiyon Godunova—Levin
preinveks fonksiyona doniisiir (Noor ve ark., 2014).

Tanim 3.2.9. f: K = R fonksiyonu Vx,y € K ,t € (0,1) ve s € [0, 1] i¢in

fw | f)
A-o° ' v

fu+tn(v,u)) <

esitsizligi saglantyorsa f’ye n’ya gore ikinci anlamda s-Godunova—Levin preinveks
fonksiyon denir (Noor ve ark., 2014).

Sonu¢ 3.2.3. ikinci anlamda s-Godunova—Levin preinveks fonksiyon s =0 igin
P —preinveks fonksiyona ve s =1 i¢cin Godunova—Levin preinveks fonksiyona
dontistir (Noor ve ark., 2014).

Tanim 3.2.10. f: K — (0, o) fonksiyonu Vu,v € K, t € (0,1) ve s € (0,1] i¢in

Flu+ (W) < FQTFL@)
esitsizligi saglaniyorsa f’ye n’ya gore birinci anlamda log—s-Godunova—Levin
preinveks fonksiyon denir (Noor ve ark., 2014).
Tanim 3.2.11. f: K — (0, o) fonksiyon Vu,v € K ,t € (0,1) ve s € [0,1] igin

Flu+ t1(o,0) < T F ()
esitsizligi saglaniyorsa f’ye n’ya gore ikinci anlamda log—s —Godunova—Levin
preinveks fonksiyon denir (Noor ve ark., 2014).
Tanim 3.2.12. f: K - R fonksiyonu Vu,v € K ve t € [0, 1] igin

fu+tmu) < f(u) + f(v)
esitsizligi saglaniyorsa f’ye n’ya gore P-preinveks fonksiyon denir (Noor ve ark.,
2014).
Tanim 3.2.13. h:J] — R burada (0,1) € J, R’de bir aralik ve K n’ya gore inveks bir
kiime olsun. f: K = R bir fonksiyon, Vu,v € K, t € (0,1) igin
flu+mw) <h(1-0fw+h@)f®)

esitsizligi saglaniyorsa f’ye n’ya gore h-preinveks fonksiyon denir (Noor ve ark.,
2014).

Sonug 3.2.4. h(t) =t ise h-preinveks fonksiyon preinveks fonksiyona indirgenir.
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Sonu¢ 3.2.5. h(t) =t° ise s € (0,1) i¢in h-preinveks fonksiyon ikinci anlamda
s —preinveks fonksiyona indirgenir.
Sonu¢ 3.2.6. h(t) =t~! ise h-preinveks fonksiyon @Q —preinveks fonksiyona
indirgenir.
Sonug¢ 3.2.7. h(t) =1 ise h-preinveks fonksiyon P —preinveks fonksiyona indirgenir
(Noor ve ark., 2014).
Tanim 3.2.14. S € R", 1 : § X S = R™’ye gore inveks bir kiime f: S — R bir fonksiyon
olsun. vx,y € S, t € [0,1] ve a € (0,1] i¢in

flu+mw) < (1 —t)fW) + t*f(v)
esitsizligi saglaniyorsa f’ye n’ya gore a —preinveks fonksiyon denir (Wang ve ark.,
2014).
Sonu¢ 3.2.8. a =1 i¢cin a —preinveks fonksiyon, preinveks fonksiyona indirgenir
(Wang ve ark., 2014).
Tanim 3.2.15. K € R, n: K X K —» R" donisiimiine gore inveks kiime ve f: K — R,
fonksiyonu Vx,y € K, t € [0,1] ve s € (0,1] igin

fu+m@uw) < F@)N"F@)?”
oluyorsa f’ye K kiimesi iizerinde ikinci anlamda s-log-preinveks fonksiyon denir
(Wang ve Liu, 2014).
Tanim 3.2.16. K € [0,b*], b* > 0, n’ya gore inveks bir kiime olsun. Bu durumda
f: K — Rsiirekli bir fonksiyon olmak tizere m € (0,1], Vu,v € K ve t € [0,1] igin,

f(u + tn(v,u)) <A-0fw)+mtf (%)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna 7 donisiimiine gore m-preinveks fonksiyon
denir (Latif ve Shoaib, 2015).

Tanim 3.2.17. K < [0,b*],b* > 0, n’ya gore inveks bir kiime olsun. Bu durumda
f:K — R stirekli bir fonksiyon olmak iizere (a,m) € (0,1] X (0,1] ve Vu,v €K, t €

[0,1] icin,

v

f(u + tn(v, u)) <A —-tYf(uw) +mt*f (E)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna, n doniisiimiine goére (a, m)-preinveks fonksiyon
denir (Latif ve Shoaib, 2015).
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Sonu¢ 3.2.9. Tanim 3.2.16.°da m = 1 alimirsa m-preinveks fonksiyonu preinveks
fonksiyona doniisiir. Tanim 3.2.17.’de @« = m = 1 alinirsa (a, m)-preinveks fonksiyonu
preinveks fonksiyona doniisiir. n(v,u) = v —u alimirsa m-preinveks fonksiyonu ve
(a, m)-preinveks fonksiyonu sirasiyla m-konveks ve (a,m)-konveks fonksiyonlara
dontistir (Latif ve Shoaib, 2015).
Tanim 3.2.18. f: K - R* bir fonksiyon olsun. Eger Vu,v € K,t € [0,1], s € (0,1]
icin

flu+tmv,w) < (1 —t5)f(w) +t5F ()
esitsizligi saglaniyorsa f’ye n’ya gore birinci anlamda s-preinveks fonksiyon denir
(Noor ve ark., 2017).
Sonu¢ 3.2.10. Tanim 3.2.6. ve Tanim 3.2.18’de s = 1 i¢in tanim klasik preinveks
fonksiyona doniigiir. s =1 ve n(v,u) = v —u i¢in de klasik konveks fonksiyona
dontisiir (Noor ve ark., 2017).
Tanim 3.2.19. K,nile ilgili olarak bir inveks kiime, f pozitif bir fonksiyon olsun.

vx,y €K,s € (0,1]vet € [0,1] igin

fu+tn(wv,u)) < [(A=0°f"(u) + tsfr(v)]% ’ r+0
[f W] [F ()17, r=0

oluyorsa f’ye n’ya gore ikinci anlamda (s, r) —preinveks fonksiyon denir (Meftah ve
ark., 2017).






4. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde, arastirmanin temel kisminda kullanilacak olan bazi temel lemmalar

ve teoremler verilecektir.

4.1. Baz1 Ozel ve Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Asagida bazi 6zel esitsizliklerin yani sira farkli tiirden konveks fonksiyon
cesitleri igin literatiirde mevcut olan Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilecektir.
Teorem 4.1.1. (Uggen Esitsizligi): Herhangi x, y reel sayilari igin

lx+yl < |x[+ |yl
[Ix| = Iyl| < Ix —yl,
|lx] = IyI| < lx +yl,
ve tiimevarim metoduyla
%1 + o+ Xn | S [xg] 4o (X
esitsizlikleri gegerlidir (Mitrinovié ve ark., 1993).
Teorem 4.1.2. (Uggen Esitsizliginin integral Versiyonu): f, [a, b] araliginda siirekli reel

degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b b
f f0)dx| < f £ GOldx (a < b)

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ ve ark., 1993).
Teorem 4.1.3. (Hermite-Hadamard Esitsizligi): I, R’de bir aralik,a,b € Ive a <

b olmak tizere f: 1 € R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b 1 (b b
f(a;r )sb_af f(x)dxsw (41

esitsizligi literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir (Pecari¢ ve ark., 1992).
Teorem 4.1.4. g: I — R konveks bir fonksiyon ve f:I — R g —baskin konveks bir

fonksiyon olsun. Bu takdirde her a,b € I, a < b igin

b

f(a;b)_biajf(x)dx

a
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b
< 1 f (d (a+b)
S gx)dx—g >
a

ve

b
b 1
f(a)wZLf( )‘b_aff(")d"

b
b 1
Sg(a);rg( )_b—afg(x)dx

esitsizlikleri elde edilir ki bu esitsizlikler de literatiirde baskin konveks fonksiyonlar i¢in

Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir (Dragomir ve ark., 2002).

Teorem 4.1.5.5 € (0,1] i¢in g:R, = R ikinci anlamda s —konveks fonksiyon ve
a,b € R, i¢in fiR, - R (g,s) —baskin konveks bir fonksiyon olsun. Eger f €
Li[a, b] ise

b
i froom-2r ()

b
1 a+b
< __2s-1
_b_afg(x)dx 2 g( 5 >
a

ve

b
f(a) + f(b) 1
> —b_ajf(x)dx
@+g®) 1 |
a
Sg s+ig —b_afg(x)dx

a

dir (Kavurmaci, 2012).
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Teorem 4.1.6. h # 0, h:] — R negatif olmayan bir fonksiyon, Vx,y € I ve 1 € (0,1]
olacak sekilde g:I — R h —konveks fonksiyon ve f:I - R (g, h) —baskin konveks
fonksiyon olsun. Bu takdirde

b
ﬁaf f)dx — Zhl(%)f (a -ZI- b)

1 a+b>

ElE

b
1
< —
_b_afg(x)dx
a
ve

1 1 b
[F(@+ f®)] | RO - 5— [ Fdx
0 a

1 1 b
< [9@ + 9] [ har-— [ gGarax
0 a

dir (Kavurmaci, 2012).

Teorem 4.1.7. 0 < a < b, g: [a, b] — R pozitif r —konveks fonksiyon ve f:[a, b] - R
pozitif (g, r) —baskin konveks fonksiyon olsun. Eger f € L,[a, b] ise

b b
1
L@, f5) - 5 [ x| < £.(9@90)) 5= [ g(rax

dir (Ozdemir ve ark., 2012a).

Teorem 4.1.8. a < b,Va, b € I olmak iizere negatif olmayan g fonksiyonu g:1 € R -
R Q(I) —smifina ait bir fonksiyon ve f:I €S R - R (g, Q(I)) —baskin konveks
fonksiyon olsun. Eger f, g € L,[a, b] ise

b
[ oo - £ (57)
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IA

b
N p—c—

ve

f@+fB) 1
2 b—a

b
[ peor@ax

a

_g@tg®) 1
- 2 b—a

b
f p(x)g(x)dx

a

dir. Burada p(x) ifadesi Teorem 3.1.5’te tanimlandig gibidir (Ozdemir ve ark., 2012b).

Teorem 4.1.9. a < b,Va, b € I olmak lizere negatif olmayan g fonksiyonu g:1 € R -
R P(I) —smifina ait bir fonksiyon ve f:I SR - R (g,P(I)) —baskin konveks

fonksiyon olsun. Eger f, g € L,[a, b] ise

b
N —r

b

- 2 J (0)d (a+b)

S gx)dx —g 3
a

ve

b
1
[F(@+F®)] = 5= [

1 b
< [9(@) + gb)] - — [ 9Cdx

dir (Ozdemir ve ark., 2012b).
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Teorem 4.1.10. a,b € K° ve a < a + n(b, a) olmak tizere K° (K nin i¢i) reel say1
aralig1 iizerinde f: K = [a,a + n(b,a)] — (0, o) bir preinveks fonksiyon olsun. O

zaman asagidaki esitsizlik saglanir:

a+n(b,a)

f 2a +n(b,a) < 1 f f(x)dxsf(a)+f(a+n(b’a))sf(a)+f(b)
2 n(b,a) 2 2
a
(Noor, 2009).
Teorem 4.1.11. a,b € K° ve n(b,a) > 0 olmak iizere K° (K nin i¢i) reel say1 araligi
tizerinde f: K = [a,a + n(b,a)] € [0,00) — (0,0) bir s —preinveks fonksiyon olsun.

O zaman asagidaki esitsizlik saglanir:

a+n(b,a)

o1 (2a+n(b,a) 1 f@+f(a+nb a)
< 1f< 2 >Sn(b,a) J fdx < s+1

(Jue-You, 2010).
Teorem 4.1.12. Eger f :[a,a+n(b,a)] » Rh —preinveks fonksiyon ise, C

kosulundann ve a < a +n(b,a), h G) > 0 i¢in asagidaki esitlik gegerlidir:

b 1
1 1
4 <a T “)) T f fOdx < [f(@) + f(B)]- f JGLE

21 (3)

(Matloka, 2013).






5. BULGULAR

Bu caligmada literatiirde bulunan baz1 g —baskin konveks fonksiyon tiirleri ve
pre-inveks fonksiyon tiirleri kullanilarak farkli tiirden g —baskin preinveks fonksiyon
smiflar1 tanimlanmistir. Bu yeni smiflar vasitasiyla Hermite-Hadamard integral

esitsizligi formunda yeni teoremler yazilmistir.

Tanim 5.1. K € R", u: K X K - R" doniisiimiine gore inveks bir kiime, g: K - R
preinveks bir fonksiyon ve f:K — R siirekli bir fonksiyon olsun. Her a,m € K ve

t € [0,1] i¢in f ve g fonksiyonlari
|ef (M) + (1 = £)f(a) = f(a+ tu(m, )| (5.1)

< tg(m) + (1 —1£)g(a) — g(a + tu(m, a))

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna u doniisiimiine gére g —baskin preinveks
fonksiyon denir. Esitsizlik ters ¢evrilirse f fonksiyonuna u doniisiimiine gore g —baskin

prekonkav fonksiyon denir.

Sonug 5.1. (5.1)’de p(m,A) =m —a alindiginda g —baskin preinveks fonksiyon,
Tanim 3.1.22°deki g —baskin konveks fonksiyona doniisiir.

Asagidaki onciiller g —baskin preinveks fonksiyonlar i¢in gecerlidir.

Lemma 5.1. K € R", ui: K X K - R" doniisiimiine gore inveks bir kiime, g: K - R
preinveks bir fonksiyon ve f: K — R siirekli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde asagidaki

ifadeler denktir.
1) f fonksiyonu K iizerinde u’ye gore g —baskin preinveks fonksiyondur.

2) g — f ve g+ f fonksiyonlar K iizerinde u’ye gore preinveks fonksiyondur.

3) f= %(h —k)veg = %(h + k) sartlarini saglayan K {izerinde tanimlh p’ye gore

h, k iki preinveks fonksiyondur.



28

Ispat: 1 = 2 (5.1) tanimindan hareketle
g(a+tu(m n) —tgm) — (1 - t)g(a) (5.2)
< tf(m) + (1= B)f () = fa+ tulm, 4))
<tgm) + (1 —1£)g(a) — g(a + tulm,a))
yazilir. Va, m € K ve t € [0,1] igin (5.2)’nin birinci kismu diizenlenirse
g(a+tulm, ) + f(a+ tu(m, a))
<tlgm) + F)] + A -p)[g) + f(a)],
(g + H(a+talm a)

<tl@+ )+ A -)(g+))

elde edilir ve buradan g + f fonksiyonunun p’ye gore preinveks oldugu ispatlanmis

olur. Benzer sekilde (5.2) nin ikinci kismi1 yeniden diizenlenirse
B () + (1= £)f (a) — £ (a + tu(m, 1))
< tg(m) + (1 —t)g(a) — g(a + tu(m, 4)),
g(a+tum, a)) = f(a+ tu(m,a))
< tlgm) — fFm)] + (1 —1)[g(a) — f(a)],
(g — F)(a+tuln, )
<t@ -+ A -)(g - 1))

elde edilir ve buradan g — f fonksiyonunun p’ye gore preinveks oldugu ispatlanmis

olur.
2=1

g — f ve g + f fonksiyonlar1 K iizerinde u’ye gore preinveks fonksiyonlar oldugundan
(g +)(a+tulmn) <t(g+HW) + A -£)(g + )
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ve

(g = £)(a+tulma) <tlg =) + 1 -1£)(g - fa)
yazilabilir. Bu esitsizlikler kullanilarak sirastyla
—[eg(m) + 1 = £)g(a) — g(a + tu(m,2))]
< tf(m) + (1= 0)f (a) = f(a +tulm, a))
ve
Bf (M) + (1 —£)f(a) — f(a+ bu(m, 4))
<tg(m) + (1 —1)g) — g(a+tum,a)
elde edilir. Son olarak elde edilen iki esitsizlik birlikte diisiiniiliirse
—[tg(m) + 1 —£)g(a) — g(a + tum,a))]
< tf(m) + (L= 8)f () = f(a+ tu(m, 4))
<tg(m) + (1 —1)g) — g(a+tum,a)
yazilir ve buradan
|6 () + @ =) (@) — f(a+ tu(m, 4))]
< tg(m) + (1 —1)g(a) — g(a+ tum,a)
Seklindeki istenilen ifadeye ulasilir.

2=3

fveg, f= %(h —k)ve g= %(h + k) seklinde iki fonksiyon olsun. Eger f ve g
fonksiyonlar1 sirasiyla toplanir ve ¢ikarilirsa g + f = h ve g — f = k fonksiyonlari
elde edilir. Lemma 5.1’in 2) onciiliinden hareketle g + f ve g — f fonksiyonlar1 K
tizerinde p’ye gore preinveks fonksiyon oldugundan h ve k fonksiyonlarinin da K
tizerinde p’ye gore preinveks fonksiyonlar oldugu sonucuna varilir ve ispat

tamamlanmis olur.
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3=2

f= %(h —k)veg= %(h + k) seklinde yazilabilen K tizerinde tanimli h, k gibi p’ye
gore iki preinveks fonksiyon varsa bu ifadeler g+ f =h ve g — f =k seklinde
yeniden diizenlenebilir. Lemma 5.1’in 3) onciiliinden hareketle h ve k, p’ye gore iki
preinveks fonksiyon oldugundan g + f ve g — f de u’ye gore iki preinveks fonksiyon

olur ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 5.1. K € R", u: K X K - R" doniisiimiine gore inveks bir kiime, g: K - R
preinveks bir fonksiyon ve f:K — R g —baskin preinveks bir fonksiyon olsun. Bu
takdirde Ve, e + u(b,e) € K,e < € + u(b, €) igin

e+u(b,e)

j f(a)da

2¢ + u(b, €) 1
f( 2 ) a u(b, )

e+u(b,e)

: 1 j‘ J(Wda—g (25 + /Zl(b, e))

u(b, €)

ve

e+u(b,e)

fE+fe+ube) 1 f ()

2 u(b, €)

_9@+g(e+ubde) 1 wf(blg)
- u(b, ) J

> g(a)da

esitsizlikleri elde edilir.

Ispat: f, g —baskin preinveks fonksiyon olup Lemma 5.1°den g+ f ve g—f
fonksiyonlar1 [g, b] araliginda preinveks fonksiyonlar olup preinveks fonksiyonlar i¢in

Hermite-Hadamard esitsizliginden

(g+ 1) (ELL2) < 409 1 £)(a)da (5.3)

2 — ue)
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- g+ )+ g+ He+ube)
= 2

ve

(g— ) (2E82) <L =409 — £)(a)da (5.4)

2 — ube)

- (g—E)+(g—e+ube)
= 2

esitsizlikleri yazilabilir. (5.3) ve (5.4) esitsizliklerinin birinci kismi1 kullanilarak

1 e+u(b,e) e
D) f g(W)da—g <#>

1 e+u(b,e) A
Su(b,e) f f(A)dA—f<¥>

ve
1 e+u(b,e) e

u(b, €) j f(A)dA—f<¥>

1 et+u(b,e) e
< u(b, €) j ga)da—g <¥>

esitsizlikleri elde edilir ki bu iki esitsizlik birlikte diisiiniildiigiinde teoremin birinci

kismi ispatlanmis olur. Benzer sekilde (5.3) ve (5.4) esitsizliklerinin ikinci kismi

kullanilarak
e+u(b,e)
9@ +g(e+uke) 1 f ()da
2 u(b, ) g
&
e+u(b,e)

f(e) + f(e + u(b, s)) 1
= 2 u(b,e) J f@)da
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ve
O+ ferute) 1 )
2 b, e) f fa)da
9@ +glerne) 1 T
AR By N BRCOLE

esitsizlikleri elde edilir. Bu iki esitsizlik birlikte diisiiniildiiglinde teoremin ikinci kismi

ispatlanmis olur.

Sonug 5.2. Teorem 5.1°de u(b,e) = b — € yazilirsa esitsizlik Teorem 4.1.4°te yer alan

baskin konveks fonksiyonlar i¢in Hermite- Hadamard esitsizligine doniisiir.

Asagida yukarida verilen tanimi da igine alan daha genel bir baskin preinveks
fonksiyon sinifi sunulacak ve ardindan 6zel secimler yapilarak elde edilecek yeni

siniflar sunulup bu smiflar i¢in Hermite- Hadamard esitsizlikleri iiretilecektir.

Tanim 5.2. h:] — R burada (0,1) € J, R iginde bir aralik, K € R", w:K X K - R"
dontigiimiine gore inveks bir kiime olsun. Va,m € K, t € (0,1) olmak iizere g: K - R

h —preinveks fonksiyon olsun. Eger f: K — R fonksiyonu
[R@)f () + h(1 = )f(a) = f(a+ tulm, o)) (5.5)

< h(B)gm) + h(1 —£)g(a) — g(a+ tu(m, a))

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna p’ye gore g —baskin h —preinveks fonksiyon veya
(g, h) —baskin preinveks fonksiyon denir. Esitsizlik ters ¢evrilirse f fonksiyonuna u’ye
gore (g, h) —baskin prekonkav fonksiyon denir.

Asagida p’ye gore (g, h) —baskin preinveks fonksiyonun 6zel segimlerinden

bahsedilecektir.
Sonug 5.3.

i) Eger (5.5)’te h(t) = t olarak se¢ilirse Tanim 5.2, Tanim 5.1°¢ doniistir.
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ii) Eger (5.5)te s € (0,1) icin h(t) = t° segilirse (g, s) —baskin preinveks fonksiyon
tanimi elde edilir.
Tanim 5.3. K € R", u: K X K > R™ doniisiimiine gore inveks bir kiime, g: K - R*

ikinci anlamda s —preinveks bir fonksiyon olsun. Her A,m € K ve £ € [0,1], s € (0,1)

icin f: K - R* fonksiyonu
|65F () + (1= £)5F () — f(a+ tu(m,4))]

<t5g(m) + (1 —1)°g(a) — g(a+ tulm,a))

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna p doniisiimiine gore ikinci anlamda g —baskin
s —preinveks fonksiyon veya (g, s) —baskin preinveks fonksiyon denir. Esitsizlik ters
cevrilirse f fonksiyonuna p’ye gore ikinci anlamda (g, s) —baskin prekonkav fonksiyon

denir.

i) Bger (5.5)’te h(t) = t7* segilirse (g, Q(K)) — baskin preinveks fonksiyon tanimi

elde edilir.

Tanim 5.4. K € R", u: K X K - R" doniisiimiine gore inveks bir kiime, g: K - R
Godunova-Levin preinveks fonksiyon olsun. Her ,m € K ve £ € (0,1) igin f: K - R

fonksiyonu

) ¢ F) — (a4 b, )|
1_th th fla+tulm,a

< 1 1

<o g) + T g() — g(a + bl )

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna p’ye gére g —baskin Godunova-Levin preinveks
fonksiyon veya (g, Q(K )) — baskin preinveks fonksiyon denir. Esitsizlik ters ¢evrilirse

f fonksiyonuna p’ye gére (g, Q(K)) — baskin prekonkav fonksiyon denir.

iv) Eger (5.5)te h(t) =1 olarak segilirse (g,P(K)) —baskin preinveks fonksiyon

tanimi elde edilir.

Tanim 5.5. K € R", u: K X K - R" doniisiimiine gore inveks bir kiime, g: K - R

P —preinveks fonksiyon olsun. Her o, m € K ve t € [0,1] i¢in f: K — R fonksiyonu
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£ () + £ ()] = £(a + tu(m, 2)))]
< [g(a) + gm)] — g(a + tu(m, )

sartin1 saglayan f fonksiyonuna u’ye gore g —baskin P —preinveks fonksiyon veya
( g,P(K )) —baskin preinveks fonksiyon denir. Esitsizlik ters ¢evrilirse f fonksiyonuna

p’ye gore (g, P(K)) — baskin prekonkav fonksiyon denir.

Sonug 5.4. Tanmim 5.2°de, Tanim 5.3’te, Tanim 5.4’te ve Tanim 5.5’te u(m,A) = m — A
alindiginda sirastyla Tanim 3.1.24°e, Tanim 3.1.23’e¢, Tanim 3.1.26’ya ve Tanim

3.1.27’ye ulagilr.

Asagidaki onciiller (g, h) —baskin preinveks fonksiyonlar i¢in gegerlidir ve

Lemma 5.1°e benzer sekilde ispat1 yapilir.

Lemma 5.2. h:] — R burada (0,1) € J R i¢inde bir aralik, K € R", @:K X K - R"
dontligiimiine gore inveks bir kiime olsun. Va,m € K, t € (0,1) olmak iizere g: K - R
h —preinveks fonksiyon ve f:K — R bir fonksiyon olsun. Bu takdirde asagidaki

ifadeler denktir.

1. f fonksiyonu K {izerinde u’ye gore (g, h) —baskin preinveks fonksiyondur.

2. g—fveg+ f fonksiyonlari K {izerinde u’ye gore h —preinveks fonksiyondur.

3. f= %(l —k)veg= %(l + k) sartlarin1 saglayan K iizerinde tanimli [, k gibi

w’ye gore h —preinveks iki fonksiyon vardir.
Asagida verilecek teorem (g, h) —baskin preinveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard tipli integral esitsizligidir.
Teorem 5.2. h: ] — R tanimli, / (0,1) kapsayan R’de bir aralik, K € R", i:K X K —
R™ doniistimiine gore inveks bir kiime olsun. Ve, b € K,t € (0,1) olacak sekilde
g:K = R h —preinveks fonksiyon ve f: K - R (g, h) —baskin preinveks fonksiyon ve

h (1) > 0 olsun. Bu takdirde
2

e+u(b,e)

1 1 2e + u(b, €)
fa)da— f( )
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e+u(b,e)

1 1 2 + u(b, €)
< ga)da — g< )

ve

e+u(b,e)

q 1
‘[f(é‘) + f(g + ll(b'g))] b[ h(t) — m gj f(a)da

e+u(b,e)

f ga)da

&

1
1
< [g(s) + g(e + y(b,e))] f h(t) — u(b, )
0

esitsizlikleri gecerlidir.
Ispat: Bu teoremin ispati iki farkli sekilde yapilabilir.
1

1) f fonksiyonu, (g, h) —baskin preinveks fonksiyon oldugundan Tanim 5.2°de t = p

A= (1- /’1)(8 + /,t(b,e)) +Ae,m=(1—-De+ /1(8 + u(b, e)), A € [0,1] alindiginda
1
‘h (5)1F (@ =Dz + a(e + u,2)) + £ (1 = V(e + b, 2)) + 22

£ b, &
(2

<h (%) |9 (= De+ (e + b)) + g (A= D +ub,©) + 2¢))|

2¢ + u(b, €)
-o(5)

yazilir. Daha sonra elde edilen esitsizligin [0,1] tlizerinden A’ya gore integrali

alindiginda

h G) ff ((1 — e+ A(e + ub, e))) da
0

+h(%>ff((1 = D)(e + pu(b,e)) + 2e) da _f<2"3+lziﬂ>
0
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<h G) .fg ((1 —Ae+ A(s + u(b, e))) da
0

2¢ + u(b, £)>

1
h@)fg((1—;1)(e+u(b,e))+/18)d/1 —g< 5
0

esitsizligi elde edilir. Burada a = (1 — ) (e + u(b,€)) + e, m = (1 — Ve +

A(e + u(b, €)) degisken degistirmesi yapildiginda

e+u(b,e) e+u(b,g)
h(l j W +h( 1 j (w)d 2 + u(b, €)
Jios | T@an(y)gs | rean -r (=
£
e+u(b,e) e+u(b,e)

= h(%)“(;g) ef g(a)da + h(%)u(b;g) f g(m)dm —g<—2€+g(b’8)>

&

elde edilir ve

e+u(b,g)
1 2 + u(b, €)
f(a)da — f< )
p e 1 2¢ + u(b, €)
e+ u(b, e
< ga)da— g < )
,u(b, 8) 2 zh (%) 2

esitsizligine ulasilir. Ispat tamamlanmus olur.

Teoremin ikinci kisminin ispatlanmasi igin € + tu(b,e) = (1 —t)e + t(e + u(b, e))
olup (g, h) —baskin preinveks fonksiyon taniminda A =¢&,m = ¢ + u(b, €) segilirse

|RE)f (e + ub, &) + h(1 —v)f(e) — f(e + tu(b, &)

< h(®)g(e+pub,e)) + h(1—1)g(e) — g(e + tu(b, &)

esitsizligi yazilir. Daha sonra bu esitsizligin her iki tarafi [0,1] lizerinden t’ye gore

integrali alinirsa teoremin ikinci kismi elde edilir.
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f h(B)f (e + u(b, €))dt + f h(1 —t)f(e)dt — ff(e +tu(b, €))de

1

1 1
< f h(t)g(e + u(b,€))dt + f h(1 —t)g(e)dt — f g(e +tu(b,&))ds,
0 0 0

e+u(b,e)

: 1
[F &) + £ (e + (b, ©)] j A -~ j F(n)da

e+u(b,e)

f g(a)da

€

1
1
< [g(® + g(e +u®,9)] f ) = e
0

elde edilir ve ispat tamamlanir.

2) f fonksiyonu (g, h) —baskin preinveks fonksiyon ve g fonksiyonu h —preinveks
fonksiyon oldugundan Lemma 5.2°’nin 2) onciili yardimiyla g+ f ve g—f
fonksiyonlarinin  h —preinveks fonksiyon oldugu sonucuna varilir. Buradan
h —preinveks fonksiyonlar igin gegerli olan Teorem 4.1.12°deki esitsizlik g + f ve

g — f fonksiyonlar i¢in yazilirsa

1

24 (3)

2e + u(b, €) 1 e+n(b,e)
o (Z ) < s [ (g nwas (56)

<[(g+NE+(g+e+ubo)] f h(e)de
0

ve

1 (g )<2€+M(b,€)

1 e+u(b,e)
2h (%) 2 ) = (b, E)L (g —a)da (5.7)

<[(g-N@+(g=Pl+aB,2)] [ hwd:
0

ifadelerine ulasilir. (5.6) ve (5.7) esitsizliklerinin birinci kismi1 kullanilarak
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e+u(b,e)
1 f " ga)da— 1 )g<2£+,u(b,s)>

BECR 2h (% 2
- H(;’ . :W(b'g)f(/\)d/\ ~ Zhl(%)f <Ze + ;;(b, g))
ve
M(;, 5 :w'g) fa)da - Zhl(%) f <2€ Fuch e))
N #(;, 5) :W(D'S)g (a)da — Zhl(%) g <2€ + g(b' e))

esitsizlikleri yazilir. Elde edilen esitsizlikler birlikte diisiiniildiigiinde teoremin birinci

kismu1 ispatlanmis olur.

Benzer sekilde (5.6) ve (5.7) esitsizliklerinin ikinci kismi kullanilarak

4 1 e+u(b,e)
— g + g(e + ub, 9)] fo h(t)dt — e S)L g(a)da

1 1 e+u(b,e)
<[f@+ fle+u,0)] [ hwds—— [ fan
0 £

u(b, )
ve
1 e+u(b,e)
[f (&) + f(e + ulb, e))]f0 O E)L f(a)da
1 1 e+u(b,e)
< [g(e) + g(& + u(b, s))]JO h(t)dt — "o S)L g(a)da

esitsizlikleri elde edilir ve bu iki esitsizlik birlikte diisiiniildiiglinde teoremin ikinci

kismui ispatlanmais olur.

Asagida u’ye gore (g,h) —baskin preinveks fonksiyon i¢in elde ettigimiz
Hermite-Hadamard esitsizliginden h(t)’nin 06zel secimleriyle yeni esitsizlikler

uretilecektir.
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Sonug 5.5.
i) Teorem 5.2°de u(b, €) = b — ¢ igin esitsizlik Teorem 4.1.6’daki esitsizlige doniisir.

ii) Eger Teorem 5.2°de s € (0,1) i¢in h(t) = t° segilirse ikinci anlamda (g, s) —baskin

preinveks fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlik gecerlidir.

Teorem 5.3. K € R", u: K X K - R" doniisiimiine gore inveks bir kiime, s € (0,1) i¢in
g:K - R* ikinci anlamda s —preinveks fonksiyon ve Ve, e+ u(b,e) €K, e <e+
u(b,e) ig¢in f:K - R* (g,s) —baskin preinveks fonksiyon olsun. Eger f €
Li[&, e+ ulb, )] ise

g e 2¢ + u(b, €)
s—15(2E THD,E
10, ©) ! f(a)da — 2 f< > )
¥ 4 2¢ + u(b, )
£ e
S,u(b,s) f g(a)da —2571g <—'[21 )
ve
FO+fErube) 1 ]
s+1 _,u(b,e) f fla)da
_g@+glerpme) 1 T
- s+1 B u(b, ) f g(a)da

esitsizlikleri elde edilir.

iif) Bger Teorem 5.2°de h(t) =t~ segilip gerekli sartlar konuldugunda (g, Q(K)) —

baskin preinveks fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlikler gecerli olur.

Teorem 54. K C R", u: K X K - R" doniisiimiine gore inveks bir kiime & < & +
u(b,e), Ve, e +u(b,e) € K olmak tiizere negatif olmayan g fonksiyonu g:K - R
Godunova-Levin preinveks fonksiyon sinifina ait bir fonksiyon ve f: K — R g —baskin

Godunova-Levin preinveks fonksiyon olsun. Eger f, g € L;[¢, & + u(b, €)] ise
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e+u(b,e)
4 2e + (b, €)
G | Twn-r ()
£
e+u(b,e) )
4 2 + u(b, e
< — - -7
SRy g—a
€
Ve
e+u(b,e)

@)+ fe+ube)
2

1
o [ pwr@as

e+u(b,e)
1
o f p(0)g(a)da

_9@+g(e+ube)
= 2

(e+u(b,e)—n)(a—¢)

> olarak tanimlanir.
u?(b,e)

dir. Burada p(a) =

iv) Eger Teorem 5.2°de h(t) = 1 segilip gerekli sartlar konulursa (g, P(K)) — baskin

preinveks fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlikler gecerli olur.

Teorem 55 K€ R u :K X K - R" donilisiimiine gore inveks bir kiime € < & +
u(b,e), Ve, e+ u(b,e) € K olmak iizere negatif olmayan g fonksiyonu g:K — R
P —preinveks fonksiyon simifina ait bir fonksiyon ve f:K — R (g,P(K)) — baskin
preinveks fonksiyon olsun. Eger f, g € Li[¢, & + u(b, €)] ise

2 R 2¢ + u(b, €)
e+ ulb e
— | fumA—f(——g——)
2 e 2¢ + u(b, €)
e+ulb,e
Su(b,e) f g(A)dA—g(—2 )

ve
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e+u(b,e)
1
@+ fe+rbo) - [ r@aa
e+u(b,e)
1
< [g(e) + g(s + u(b, e))] — 100, 8) f g(a)da

dir.

Sonu¢ 5.6. Teorem 5.3’te, Teorem 5.4’te ve Teorem 5.5’te u(b,&) = b — & alinirsa

sirastyla Teorem 4.1.5, Teorem 4.1.8 ve Teorem 4.1.9°daki esitsizliklere ulasilir.

Tanim 5.7. K € R", u: K X K - R"™ doéniisiimiine gore inveks bir kiime, g: K —» R*
pozitif r —preinveks fonksiyon olsun. Her a, A + u(m,a) € K ve A € [0,1] igin f: K —

R* fonksiyonu
M, (F (a + o, 2)), £@); 2) = £(a + 2, )| (5.13)

< M,(g(a+ um,n), g 1) — g(a+ Aulm a))

oluyorsa f fonksiyonuna u doniisiimiine gore g —baskin r —preinveks fonksiyon veya
(g, r) —baskin preinveks fonksiyon denir. Esitsizlik ters gevrilirse f fonksiyonuna u

dontistimiine gore (g, r) —baskin prekonkav fonksiyon denir.

Sonug 5.7. (5.13)’te u(m,a) = m — a alindiginda (g, r) —baskin preinveks fonksiyonu,
Tanim 3.1.25°teki (g, r) —baskin konveks fonksiyona doniisiir.

Teorem 5.4. K € R"™, u: K X K - R™ doniisiimiine gore inveks bir kiime 0 < € < ¢ +
u(b,e) olmak iizere g:K — R pozitif r —preinveks fonksiyon ve f:K - R
(g, ) —baskin preinveks fonksiyon olsun. Eger f € L[, & + (b, €)] ise

e+u(b,e)
1
5 (fe+00,0) /@) - [ r@aa
1 e+u(b,e)
<L (g(e+00,0).9@) ~ [ gwia
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esitsizligi gecerlidir.

Ispat:1. Durum (r = 0 ve f(e) # f(& + u(b, €))): f fonksiyonu w’ye gdre r —baskin
preinveks fonksiyon oldugundan tanimda a = €, m = ¢ + u(b, €) segilip M, (m, a; 1)

ortalamasi1 kullanildiginda
|f*(e + u, ) fAP(e) — f(e + Aub, o))

< g* (e + u(b,€))g" P (e) — g(e + (b, )

elde edilir. Elde edilen ifadenin [0,1] tizerinden A’ya gore integrali alindiginda

b,
f()j fe+u, o)

70 ] d/l—ojf(s+/1y(b,s))d/1

1
< g(e )f [g(s+u(b 8))] d/l—fg(€+/1ﬂ(b,e))d/1
0

elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapildiginda

e+u(b,e)

f(e+ub,e) = £ J F(a)da

Inf(e+ub, &) — Inf(e) ,u(b €)

e+u(b,e)

g(e+ub, &) —gle) 1 ()

~Ing(e +ub, ) — Ing(e) ~u(b, )

elde edilir ve burada £,(x,y) ortalamasi gbz Oniinde bulundurularak gerekli

diizenlemeler yapildiginda 1. Durum i¢in ispatlanmais olur.

2. Durum (r=10 ve f(e) =f(e+ub,e)): f fonksiyonu p’ye gére r —baskin
preinveks fonksiyon oldugundan tanimda A =€, m = € + u(b, €) secilip M,.(m, a; 1)

ortalamasi kullanildiginda
|f(&) = f (e + Aub, o))

< g(e) — g(e + Au(b, ©))
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elde edilir. Elde edilen ifadenin [0,1] iizerinden A’ya gore integrali alimip L, (x,y)
ortalamasi goz oniinde bulundurularak gerekli diizenlemeler yapildiginda 2. Durum i¢in

ispatlanmis olur.

3. Durum (r # 0,—1 ve f(¢) # f(e + u(b,€))): f fonksiyonu r —baskin preinveks
fonksiyon oldugundan tanimda A = &, m = € + u(b, €) secilip M,.(m, a; A) ortalamasi

kullanildiginda

‘(Afr(e + u(b, e)) +(1-— )L)fr(e))F — f(e + Au(b, e))

1
< (/Lgr(s +u(b,e))+ (1 - A)gr(e))r —g(& + Au(b,9))

elde edilir. Elde edilen ifadenin [0,1] tizerinden A’ya gore integrali alindiginda

1

f (A7 (e + ub, ) + A = Df(e)) da - jf(e + Au(b, £))dA
0

0

1

1 1
< f (/’lgr(e +ub,e))+(1— A)gr(e)f i — f g(e+ (b, £))da,
0 0

e+u(b,e)
r e+ p,0) - 1
r+1 fr(g + u(b, S)) _ fr(e) u(b, €) gf f(A)dA

e+u(b,e)
r g (etube)—gt(E 1 f
u(b, &) J

Srei g (e+u,e)—g(e)

g(a)da

elde edilir ve burada £,(x,y) ortalamasi gz Oniinde bulundurularak gerekli

diizenlemeler yapildiginda 3. Durum i¢in ispatlanmais olur.

4.Durum (r # 0,—1 ve f(e) = f(e + u(b,€))): f fonksiyonu r —baskin preinveks
fonksiyon oldugundan tanimda A = &, m = € + u(b, €) secilip M,.(m, a; A1) ortalamasi

kullanildiginda
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(Fr () = f(e + Au(b, ©))

1
< (g"(©@)" —g(e + aud, o)

elde edilir. Elde edilen ifadenin [0,1] iizerinden A’ya gore integrali alimip L, (x,y)
ortalamas1 goz oniinde bulundurularak gerekli diizenlemeler yapildiginda 4. Durum i¢in

ispatlanmis olur.

5.Durum (r=—1 vef(e) # f(e +u(b,e))): f fonksiyonu r —baskin preinveks
fonksiyon oldugundan tanimda A = &, m = € + u(b, €) secilip M,.(m, a; 1) ortalamasi

kullanildiginda
(4 (e + 1, 0) + A= DF @) = f(e+ 205,0)

< (Ag‘l(e +pu(b,e))+ (1 - /1)5]‘1(5))_1 — g(e+ u(b, ©))

elde edilir. Elde edilen bu esitsizligin [0,1] {izerinden A’ya gore integrali alindiginda

1

f(e+n®,0)f (o) ) R
&+ uo, e £ » ~
fle+u,e) - f(e) f AdA u(b,e) Sf f(a)da
jiG)
(e + u(b,©)g(e) ) e
g\& + ub,e))gle o ~
B g(e + u(b, S)) —g(e) j T (b, €) f g(a)da

- &
g(e)

elde edilir ve £,.(x,y) ortalamasi géz Oniinde bulundurularak gerekli diizenlemeler

yapildiginda 5. Durum i¢in ispatlanmis olur.

Sonug 5.8. Teorem 5.4°te u(b, ) = b — ¢ alindiginda Teorem 4.1.7’deki esitsizlik elde

edilir.



5. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢alismada, Dragomir ve lonescu (1990) tanimladigi g —baskin konveks
fonksiyon smifi ve daha sonra diger arastirmacilar tarafindan ortaya konulan cesitli
baskin konveks fonksiyon siniflar1 ve preinveks fonksiyon sinifi uygun kosullar altinda
bir araya getirilerek yeni tanmimlamalar yapilmistir. Tanimlanan (g, h) —baskin
preinveks fonksiyon taniminda uygun segimler altinda ikinci anlamda (g, s) —baskin
preinveks fonksiyon, (g, Q(K)) —baskin preinveks fonksiyon ve (g, P(K)) —baskin
preinveks fonksiyon tanimlari tiretilmis; ayrica g —baskin preinveks ve (g,7) —baskin
preinveks fonksiyon tanimlanmistir. Yapilan bu tanmimlarin uygun kosullar altinda
konveks fonksiyon siniflarini igerdigi gozlemlenmistir. Konveks bir fonksiyonun
ortalama degerinin sinirlandirilmasi seklinde yorumlayabilecegimiz Hermite-Hadamard
esitsizliginin tipinde yeni genel esitsizlikler literatiire katilmistir.

Bu calisma farkli baskin konveks ve preinveks fonksiyon siniflarinin bir araya
getirilerek yeni kavramlarin sunulmasi, bu yeni kavramlarla yeni Hermite-Hadamard
tipli esitsizliklerin elde edilmesi ve elde edilen tim tamimlarin ve esitsizliklerin
birbiriyle ve literatiirle uyumlu olmasi bakimindan 6zgiin ve kiymetli bir caligmadir.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar sunulan yeni kavramlari kullanarak farkl
tirden esitsizlikler elde edebilecekleri gibi verilecek Orneklerle de konunun

desteklenmesine katki sunabilirler.






KAYNAKLAR

Alp, N., 2013. Preinveks ve Log-Preinveks Fonksiyonlar Icin Hermite-Hadamard Tipli
Integral Esitsizlikleri Uzerine (Yiiksek Lisans Tezi). Diizce Universitesi, Fen Bilimleri
Enstitiisii, Diizce.

Antczak, T., 2005a. Mean value in invexity analysis. Nonlinear Anal., 60: 1473-1484.

Antczak, T., 2005b. r —preinvexity and r —invexity in mathematical programming. Comput.
Math. Appl,. 50: 551-556.

Anton, H., 1994. Elementary Linear Algebra. Jhon Wiley & Sons, Inc.

Aydin, D., 2018. Operatior Preinveks, Operator a —Preinveks Ve Operator s —Preinveks
Fonksiyonlar (Yiiksek Lisans Tezi). Ordu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Ordu.

Azpeitia, A. G., 1994. Convex functions and the Hadamard inequality. Rev. Colombiana
Mat., 28: 7-12.

Baskdy, E., 2018. Oz Eslenik Operatorlerin Siirekli Fonksiyonlart I¢in Operator
h —Preinveks Fonksiyonlar (Yiiksek Lisans Tezi). Ordu Universitesi, Fen Bilimleri
Enstitiisii, Ordu.

Bayraktar, M., 2000. Fonksiyonel Analiz. Gazi Kitapevi, Ankara.

Bayraktar, M., 2010. Analiz. Nobel Akademik Yayincilik.

Ben-Israel, A., Mond B., 1986. What is invexity?. J. Austral Math. Soc. Ser. B., 28: 1-29.

Breckner, W. W., 1978. Stetigkeitsaussagenf iireine klas ever all gemeinerter konvexer
funktionen in topologisc henlinearen rdumen. Publ. Inst. Math. (Beograd), 23: 13-20.

Craven, B. D., 1981. Invex fonctions and constrained local minima. Bull. Austral. Math.
Soc., 24: 357-366.

Craven, B. D., Glover, B. M., 1985. Invex fonctions and duality. J. Austral Math. Soc. Ser.
A., 39: 1-20.

Cristescu, G., 2004. Hadamard Type Inequalities for ¢—convex Functions. Annals of the
University of Oradea, Fascicle of Management and Technological Engineering, C-Rom
Edition, 111 (XI1I).

Dragomir, S. S., lonescu, N. M., 1990. On some inequalities for convex-dominated functions.
Anal. Num. Theor. Approx., 19: 21-28.

Dragomir, S. S., Pecari¢, J., Persson, L. E., 1995. Some inequalities of Hadamard type.
Journal of Mathematics, 21 (3): 335-341.

Dragomir, S. S., Pearce, C. E. M. 1998. Quasi-convex functions and Hadamard’s inequality.
Bulletin Australian Mathematical Society, 57: 377-385.

Dragomir, S. S., Pearce, C. E. M., 2000. Selected Topics on Hermite-Hadamard Type
Inequalities and  Applications.  http://rgmia.org/papers/monographs/Master.pdf.
RGMIA. Erisim tarihi: 29.09.2019.

Dragomir, S. S., Pearce, C. E. M., Pecari¢, J. E., 2002. Means, g —convex dominated &
Hadamard-type inequalities. Tamsui Oxford Journal of Mathematical Sciences, 18
(2): 161-173.

Elster, K. H., Neshe, R., 1980. Optimality Conditions for Some Non-convex Problems.
Springer-Verlog, New York.

Ermeydan, S., 2016. A, —Preinvex Fonksiyonlar Yardimiyla Elde Edilen Riemann-
Liouville Kesirli Integralleri I¢in Hermite-Hadamard Integral Esitsizlikleri (Yiiksek
Lisans Tezi). Kahramanmaras Siitcii Imam Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Kahramanmaras.

Gill, P. M., Pearce, C. E. M., Pecari¢, J. E., 1997. Hadamard’s inequality for convex
functions. J. Math. Anal. Appl., 215: 461-470.



http://rgmia.org/papers/monographs/Master.pdf

48

Godunova, E. K., Levin, V. I, 1985. Neravenstva dlja funkcii Sirokogo klassa, soderzas¢ego
vypuklye, monotonnye i nekotorye drugie vidy funkcii, Vy¢islitel. Mat. i. Mat. Fiz.
Mezvuzov. Sb. Naud. Trudov, MGPI, Moskva, 138-142.

Greenberg, H. J., Pierskalla, W. P., 1971. A review of quasi—convex functions. Reprinted
from Operations Research, 7: 1553-1570.

Hanson, M. A., 1981. On sufficiency of the Kuhn-Tucker conditions. J. Math. Anal. Appl.,
80: 545-550.

Hanson, M. A., Mond, B., 1987. Convex Transformable Probamming Problems and Invexity.
J. Inf. Opt. Sci. 8: 201-207.

Hayaski, M., Komiya, H., 1980. Perfect duality for convexlike programs. J. Optim. Theory
Appl. 38: 179-189.

Hudzik, H., Maligranda, L., 1994. Some remarks on convex functions. Aequationes Math.,

48:100-111.
Hwang, D. Y., Dragomir, S. S., 2016. Some Extended Means And Hermite-Hadamard
Inequality For r —Preinvex Functions On Invex Set.

http://rgmia.org/papers/v19/v19a137.pdf. RGMIA. Erisim tarihi: 29.09.2019.

lon, D. A., 2007. Some estimates on the Hermite-Hadamard inequality through quasi-convex
functions. Annals of University of Craiova Mathematics and Computer Science, 34:
82-87.

Li, J.-Y., 2010. On Hadamard-typ inequalities for s —preinveks functions. Journal of
Chongging Normal University (Natural Science) 27: 5-8.

Karpuz, H., 2019. Hilbert Uzaylarinda Ozeslenik Operatirlerin Siirekli Fonksiyonlart I¢cin
Operator (a,m) —Preinveks Fonksiyonlar (Yiiksek Lisans Tezi). Ordu Universitesi,
Fen Bilimleri Enstitiisii, Ordu.

Kavurmaci, H., 2012. Bazi Farkl Tiirden Konveks Fonksiyonlar igin Ostrowski ve
Hermite-Hadamard Tipli Integral Esitsizlikler (Doktora Tezi). Atatiirk Universitesi,
Fen Bilimleri Enstitiisti, Erzurum.

Latif, M. A., Shoaib, M., 2015. Hermite-Hadamard Type Integral Inequalities For
Differentiable m-Preinvex And (a,m)-Preinvex Functions. Journal of the Egyptian
Mathematical Society, 23: 236-241.

Martin, D. H., 1985. The essence of invexity. J. Optim. Theory Appl., 47: 65-76.

Matloka, M., 2013. On some Hadamard-type inequalities for (h;, h,) —preinvex functions on
the co-ordinates. Journal of Inequalities and Applications, 2013: 227,

Meftah, B., Boukerrioua, K., Chiheb, T., 2017, On Some New Hadamard Type Inequalities
For (s,r)- Preinvex Functions In The Second Sense. Konuralp Journal Of
Mathematics, 1: 24-42.

Mitrinovi¢, D. S., 1970. Analysis Inequalities. Springer-Verlag, Berling.

Mitrinovié, D. S., Pecari¢, J. E., Fink, A. M., 1993. Classical and New Inequalities in
Analysis. Kluwer Academic Publishers. Dordrecht/Boston/London. 740.

Mohan, S. R., Neogy, S. K., (1995), On invex sets and preinvex functions. J. Math. Anal.
Appl., 189: 901-908.

Noor, M. A., 1994. Variational-like inequalities. A Jour. Math. Prog. and Op. R., 30: 323-
330.

Noor, M. A., 2005. Invex equilibrium problems. J. Math. Anal. Appl., 302: 463-475.

Noor, M. A., 2007.0n Hadamard integral inequalities involving two log-preinvex functions.
J. Inequal. Pure Appl. Math., 3: 1-6.

Noor, M. A., 2009. Hadamard integral inequalities for product of two preinvex function.
Nonl. Anal. Forum, 14: 167-173.

Noor, M. A., Noor K. I., Awan, M. U., KHAN, S., 2014. Hermite-Hadamard IneSqualities
For s-Godunova-Levin Preinvex Functions. J. Adv. Math. Stud., 2: 12-19.



http://rgmia.org/papers/v19/v19a137.pdf

49

Noor, M. A., Noor, K. I., Awan, M. U., Li, J., 2014. On Hermite-Hadamard Inequalities for h-
preinvex functions. Filomat, 8 (7): 1463-1474.

Noor, M. A., Noor, K. I, Awan, M. U., Qi, F., 2015. Integral inequalities of Hermite-
Hadamard type for logarithmically h —preinvex functions. Cogent Mathematics, 2: 1-
10.

Noor, M. A., Noor, K. I., Awan, M. U., 2017. Fractional Hermite-Hadamard inequalities for
two kinds of s-preinvex functions. Nonlinear Sci. Lett. A., 1: 11-24.

Orlicz, W., 1961. A note on modular spaces I. Bull. Acad. Polon Sci. Ser. Math. Astronom.
Phsy., 9: 157-162.

Ozdemir, M. E., Kavurmaci, H., Tung, M., 2012a. Hermite-Hadamard-type inequalities for

new different kinds of convex dominated functions.
https://www.researchgate.net/publication/221662975. Reserchgate. Erisim tarihi:
29.11.2019.

Ozdemir, M. E., Tung, M., Kavurmaci, H., 2012b. Two new different kinds of convex
dominated functions  and inequalities  via  hermite-hadamard type.
https://www.researchgate.net/publication/2216629756. Reserchgate. Erisim tarihi:
29.11.2019.

Pini, R., 1991. Invexity and generalized convexity. Optimization, 22: 513-525.

Pecari¢, J., Proschan, F., Tong, Y. L., 1992. Convex Functions, Partial Orderings and
Statistical Applications. Academic Press, Inc., Boston. 469.

Roberts, A. W., Varberg, D. E., 1973. Convex Functions. Academic Press, New York. 300.

Unal, C., 2019. Ozeslenik Operatorlerin Siirekli Fonksiyonlari Icin Operator Q —Preinveks
Ve Operator Preinveks P —Swfi (Yiiksek Lisans Tezi). Ordu Universitesi, Fen
Bilimleri Enstitisii, Ordu.

Varosanec, S., 2007. On h —convexity. J. Math. Anal. Appl., 326: 03-311.

Wang, Y., Zheng, M. M., Qi, F., 2014. Integral inequalities of Hermite-Hadamard type for
functions whose derivatives are a —preinvex. J. Inequal. Appl., 2014: 97.

Wang, S., Liu, X., 2014. New Hermite- Hadamard type inequalities for n-times differentiable
and s-logarithmically preinvex functions. Abstr. Appl. Anal., 2014: 1-11.

Weir, T., Mond, B., 1988. Preinvex functions in multiple objective optimization. J. Math.
Anal. Appl., 136: 29-38.

Yang, X. M., Li, D., 2001. On properties of preinvex functions. J. Math. Anal. Appl., 256:
229-241.



https://www.researchgate.net/publication/221662975




0Z GECMIS

1992 yilinda Diyarbakir’in Bismil ilgesinde dogdu. Ilkdgretim ve liseyi Bismil’de
okudu. 2011 yilinda Van Yiiziincii Y1l Universitesi Orta Ogretim Matematik Ogretmenligi
Boliimiine basladi ve 2016 yilinda mezun oldu. 2017 yilinda Agr1 Ibrahim Cegen Universitesi
[Ikdgretim Matematik Ogretmenligi Boliimiine basladi ve 2019 yilinda mezun oldu. 2017
yilinda Van Yiiziincii Y1l Universitesi Egitim Bilimleri Enstitiisii, Orta Ogretim Fen ve
Matematik Alanlar Egitimi Anabilim Dalinda yiiksek lisans 6grenimine baslayip 2018 giiz
doneminde yatay gegcis ile Van Yiiziincii Y1l Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik

Anabilim dalina gegis yapmustir.



T.C
VAN YUZUNCU YIL UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
LiSANSUSTU TEZ ORIJINALLIK RAPORU

Tarih: Z.4../04../2022.

Tez Basligi / Konusu: FARKLI TURDEN g —BASKIN PREINVEKS FONKSIYONLAR iCIN HERMITE-HADAMARD
TiPLI INTEGRAL ESITSIZLIKLER

Yukarida bashigvkonusu belirlenen tez ¢alismamin Kapak sayfasi, Giris, Ana boliimler ve Sonug
béliimlerinden olusan toplam 49 sayfalik kismina iliskin, 24/01/2020 tarihinde sahsim/tez danismanim tarafindan
turnitin intihal tespit programindan asagida belirtilen filtreleme uygulanarak alinmis olan orijinallik raporuna gore,
tezimin benzerlik oran1 % 3 (i¢) tir.

Uygulanan filtreler asagida verilmistir:

- Kabul ve onay sayfasi harig,

- Tesekkiir harig,

- Igindekiler harig,

- Simge ve kisaltmalar harig,

- Gereg ve yontemler harig,

- Kaynakga harig,

- Almntilar harig,

- Tezden ¢ikan yayinlar harig,

- 7 kelimeden daha az ortiisme igeren metin kisimlari harig (Limit inatch size to 7 words)

Van Yiiziincii Y1l Universitesi Lisansiistii Tez Orijinallik Raporu Alinmast ve Kullanilmasina [liskin
Y6nergeyi inceledim ve bu y6nergede belirtilen azami benzerlik oranlarina gére tez ¢alismamin herhangi bir intihal

icermedigini; aksinin tespit edilecegi muhtemel durumda dogabilecek her tiirlii hukuki sorumlulugu kabul ettigimi
ve yukarida vermis oldugum bilgilerin dogru oldugunu beyan ederim.

Geregini bilgilerinize arz ederim. 24 (o1) 2010

Tar za

Adi Soyadi: EMETULLAH YAGIZ
Ogrenci No:18910002004
Anabilim Dali:Matematik

Program1: Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi

Statiisti: Y. Lisans X Doktora O

DANISMAN ONAYI

Wj\%

Dog. Dr. Havva KAVURMACI ONALAN




