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OZET

GENELLESTIRILMIiS KESIRLI INTEGRALLER YARDIMIYLA BAZI
KONVEKS FONKSIYONLAR iCiN
HERMITE-HADAMARD TIiPLi ESITSIZLIKLER

TURKER, Recep
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal1
Tez Danismani: Dog¢. Dr. Havva KAVURMACI ONALAN
Ocak 2020, 66 sayfa

Bu tez c¢alismasi bes boliimden olusmaktadir. Tezin ilk bolimiinde esitsizlik
tarihinden bahsedildi.

Ikinci béliimiinde, tezin olusmasinda énemli rol oynayan kaynaklara yonelik
kisa bir tarihgeye ve konveks fonksiyonlarla ilgili tanimlara, teoremlere ve drneklere yer
verildi.

Tezin tiglincii boliimiinde, Riemann integrali, Riemann-Liouville kesirli integrali
ve genellestirilmis kesirli integral kullanilarak tretilmis literatiirde mevcut Hermite-
Hadamard tipli esitsizliklere yer verildi.

Tezin dordiincii bolimiinde, h —konveks fonksiyon ve quasi —konveks
fonksiyon smiflar1 yardimiyla elde edilmis esitsizlikler incelenerek genellestirilmis
kesirli integraller i¢in yeni esitsizlikler tiretildi.

Tezin son bolimde ise tezin literatiire katkisi ve Oneminden bahsedilerek

calisma sonlandirilmistir.

Anahtar kelimeler: Esitsizlik, Hermite-Hadamard esitsizligi, h —konveks
fonksiyon, konveks fonksiyon, Riemann-Liouville Kesirli integral. quasi —konveks

fonksiyon.






ABSTRACT

HERMITE-HADAMARD TYPE INEQUALITIES FOR SOME CONVEX
FUNCTIONS WITH THE HELP OF GENERALIZED FRACTIONAL
INTEGRALS

TURKER, Recep
M. Sc. Thesis, Mathematics )
Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Havwva KAVURMACI-ONALAN
January 2020, 66 pages

This thesis consists of five chapters. In the first part of the thesis, history of
inequality is mentioned.

In the second part of the thesis, some important literature which used in thesis
briefly and definitions, theorems and examples related to convex functions are given.

In the third part of the thesis, Hermite-Hadamard type inequalities which are
produced by using Riemann integral, Riemann-Liouville fractional integral and
generalized fractional integral are given.

In the fourth part of the thesis, inequalities obtained with the help of h —convex
function and quasi —convex function classes are examined and new inequalities are
generated for generalized fractional integrals.

In the last chapter of thesis, the contribution and importance of the thesis to the

literature was mentioned and the study was concluded.

Keywords: Convex function, Inequalities, Hermite-Hadamard Inequality,

h —convex function, Rieamann-Liouville fractional integral, quasi —convex function.
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1. GIRIS

Konvekslik kavramina eski Misir doneminde rastlansa da ilk olarak Archimes’in
7 sayisini hesaplamasiyla ortaya ¢iktigr diistiniilmektedir. Konvekslik geometri, analiz,
topoloji, optimizasyon, oyun teorisi gibi bir¢ok alanda Onemli rol oynamaktadir.
Konveks fonksiyonlar esitsizlik teorisiyle de yakindan iligkilidir ve hatta konveksligin
tanim1 bir esitsizlik tizerinden verilmistir. Ayrica 6nemli birgcok esitsizligi konveks
fonksiyon uygulamalar1 seklinde yazmak miimkiindiir. Bu sebepledir ki esitsizlikler,
konveks fonksiyonlar teorisinde Onemli bir yere sahiptir. Literatiire bakildiginda
Hermite (1881), Hadamard (1893), Jensen (1906), Hardy ve arkadaslari (1934),
Beckenbach ve Bellman (1961), Mitrinovi¢ (1970), Roberts ve Varberg (1973), Pecari¢
ve ark. (1992), Niculescu ve Persson (2006) gibi ¢alismalarin konveks fonksiyonlar ile
esitsizlikler lizerine yapilmis temel calismalar oldugu goriiliir.

Burada kesirli analizin nasil ortaya g¢iktigindan ve konvekslikle iligkisinden
bahsedilecektir.

Tam say1 olmayan bir basamaktan tiirev veya integral alma fikri 1695 yilinda

Leibnitz’e, L’Hospital tarafindan yoneltilen su soruyla ortaya ¢ikmistir: “n € Ny =
{0,1,2,3, ...} olmak {izere ZTZ notasyonunda n =% olursa ne olur?”. Leibnitz ise “Bir

paradoks gibi bir giin yararli bir sonug olarak ortaya ¢ikacaktir.” cevabini vermistir.

Kesirli analizin gegmisi son {i¢ yiizyilla dayanmasina ragmen hak ettigi kiymeti
miihendislik ve bilim g¢evresince gormedigi gbzlemlenmistir. Bununla birlikte yapilan
caligmalarda kurulan modellerde tam sayilarin yerini Kesirli sayilarin alabilmesi hali
yasamin daha dogru yorumlanmasini ve aslina daha yakin durumlarla karsilasilmasini
saglamaktadir. Bu durum 6niimiizdeki yillarda kesirli analizle ilgili bir¢ok uygulamanin
ortaya ¢ikacaginin ve konunun giderek kiymet kazanacaginin bir gostergesidir.

Kesirli tiirevi ve kesirli integral kavramini ilk ifade eden arastirmaci Liouville
iken kesirli tiirev kullanarak ilk makaleyi 1819°da Lacroix yayimlamistir. Euler daha
sonra baska bir kesirli tiirev tanimi yapmistir. Riemann, Euler, Lacroix, Liouville,
Lagrange, Fourier, Laplace, Abel, Griinwald-Letnikov, Wely gibi bir¢ok arastirmacinin

oncii ¢alismalariyla bu konuda hizli bir gelisme gosterilmistir. Kesirli hesaplamalara
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yonelik konferanslarin diizenlenmesi ve ¢esitli tezlerin yazilmasi 1970’11 yillardan sonra
olmustur. B. Ross kesirli analiz konusunda doktora tezini hazirladiktan sonra New
Haven Universitesi’ nde ilgili alandaki ilk konferans etkinligini “First Conference on
Fractional Calculus and Its Applications” ismiyle Haziran 1974’te diizenlemistir. A.
Kilbas, S. Samko ve O. Marichev’in 1993’te énce Rus¢a daha sonra Ingilizce olarak
yayimmlandigi “Fractional Integrals and Derivatives, Theory and Applications” isimli
kitab1 kesirli analizin bilinen ilk ansiklopedisidir. F. Mainardi, V. Kiryakova ve J. T.
Machado’nin 2011 yilinda yayimladiklar1 “Recent History of Fractional Calculus”
baslikli makalede son zamanlarda yayimlanmis olan kitap, dergi ve konferanslar ile
ilgili genis bir literatiir mevcuttur.

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlar1 kullanilarak konveks fonksiyonlar ve
esitsizlikler alaninda yeni calismalar yapilmaya baslanmistir. Sarikaya ve arkadaslarinin
2013 yilinda yayimladigi “Hermite-Hadamard’s inequalities for fractional integrals and
related fractional inequalities” baglikli ¢calisma bir konveks fonksiyonun ortalamasina
yonelik ¢aligmalarin kesirli integral yardimiyla genellenebilecegini kanitlamigtir.

Bu tezin amaci literatirde mevcut Kkesirli integral formlarindan biri olan
genellestirilmis kesirli integral formundan yararlanarak h —konveks fonksiyon ve
quasi —konveks fonksiyon siniflar1 ig¢in genellestirilmis kesirli integral esitsizlikleri
tiretmek; dretilen bu esitsizliklerde yer alan doniisiimleri 6zellestirerek sonuglarin

literatiirdeki ¢alismalarin bir kisminin genellemesi oldugunu ortaya koymaktir.



2. KAYNAK BILDIRISLERI

Bir¢ok arastirmaci siirekli konveks bir fonksiyonun ortalama degerinin
fonksiyonun bu aralifin orta noktasindaki degerinden biiyilkk ve ug¢ noktalardaki
degerlerinin aritmetik ortalamasindan kiigiik oldugunu gosteren Hermite-Hadamard
esitsizligi esitsizlik {izerine ¢alismaktadir. Ismi verilen bu esitsizligin konveks
fonksiyonlar i¢in bir¢ok uygulama ve geometrik yorum igeren ilk temel sonug¢ oldugu
bilinir.

Hermite-Hadamard esitsizliginin diger konveks fonksiyon g¢esitleri i¢in elde
edilen sonuglart: ikinci anlamda s —konveks fonksiyonlar i¢in Dragomir’in ve
Fitzpatrick’in  1999’da yaptig1 c¢alismada; quasi —konveks fonksiyonlar icin
Dragomir’in ve Pearce’in 1998’de yaptig1 calismada; m —konveks fonksiyonlar i¢in
Dragomir’in 2002°de yaptig1 calismada; g —baskin konveks fonksiyonlar i¢cin Dragomir
ve ark.’min 2002°de yaptig1 caligmada; h —konveks fonksiyonlar i¢in Sarikaya ve
ark.’nin 2008’de yaptig1 ¢alismada; Q(7) ve P(I) fonksiyon siniflar1 igin Dragomir’ in
ve Pecari¢’in 1995°de yaptig1 calismada bulunabilir.

Bu alanda yayimnlanmis bir¢ok yurti¢i ve yurtdist master ve doktora tezleri de
mevcuttur.

“Bazi Farkli Tiirden Konveks Fonksiyonlar icin Integral Esitsizlikleri” baglikli
doktora tezinde E —konveks ve E — m —konveks fonksiyonlar ile birlikte farkli tiirden
E —konveks ve E —m —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli ve diger
bazi farkli tirden konveks fonksiyonlar olan m —konveks, (a, m)—konveks
log —konveks, quasi —konveks, s —konveks, r —konveks ve h —konveks fonksiyonlar
icin yeni integral esitsizlikleri verilmistir. Bunlarin yani sira bazi genellestirmeler de
elde edilmistir (Set, 2010).

“Bazi Konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler ve
Uygulamalar1” baslikli doktora tezinde konveks ve farkli tip konveks fonksiyon siniflari
icin Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra elde edilen

esitsizlikler i¢in 6zel uygulamalar ve sonuglar verilmistir (Tung, 2010).
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“Hermite-Hadamard Inequality in the Geometry of Banach Spaces” baslhikli
doktora tezinde p —norm ile p —HH-normlar1 arasinda karsilastirma yapmak ig¢in
Ostrowski tipli esitsizlikler elde edilmistir. p —HH-normlar i¢in Griiss tipli esitsizlikler
elde edilmistir. (Kikianty, 2010).

“Baz1 Farkli Tirden Konveks Fonksiyonlar i¢in Ostrowski ve Hermite-
Hadamard Tipli Integral Esitsizlikler” baslikli doktora tezinde farkli tiirden konveks
fonksiyon siiflar1 kullanilarak yeni baskin konveks fonksiyon kavramlari tanimlanmais,
bu yeni fonksiyon smiflart i¢in Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri elde
edilmigtir. Konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli; s —konveks ve
r —konveks fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli yeni integral esitsizlikleri elde edilmistir
ve elde edilen bazi esitsizlikler i¢in uygulamalar verilmistir (Kavurmaci, 2012).

“Konveks Fonksiyonlarm Cesitli Siniflar1 igin Integral Esitsizlikler” baslhikli
doktora tezinde yeni konveks fonksiyon simiflari tanimlanmis ve bu yeni fonksiyon
smifi igin esitsizlikler elde edilmistir. ¢, —konveks fonksiyonlar, konveks fonksiyonlar
ve ikinci anlamda s —konveks fonksiyonlar i¢in yeni sonuglar elde edilmistir. Daha
sonra elde edilen esitsizlikler icin 6zel uygulamalar ve sonuclar verilmistir (Arding,
2013).

“Farkl1 Tiirden Konveks Fonksiyonlarin Carpimi Uzerinde Integral Esitsizlikleri
ve Uygulamalar” bashkli doktora tezinde farkli tiirden konveks fonksiyonlara ve
bunlarin bileskelerine dair baz1 Ozellikler bulunmus, farkli tiirden konveks
fonksiyonlarin ¢arpimina dair bazi integral esitsizlikler elde edilmis ve elde edilen
esitsizliklerin bazilarina uygulamalar verilmistir (Giirbiiz, 2013).

“s —Geometrik Konveks Fonksiyonlar igin Hermite-Hadamard Tipli Integral
Esitsizlikleri” baglikli yiiksek lisans tezinde geometrik konveks fonksiyonlar igin
esitsizlikler incelenerek Hermite-Hadamard tipli yeni esitsizlikler elde edilmistir. Daha
sonra elde edilen esitsizlikler i¢in 6zel uygulamalar ve sonuglar verilmistir (Yiiksel,
2014).

“Klasik Esitsizlik Yoluyla Konveks Fonksiyonlar igin Integral Esitsizlikler”
baslikli doktora tezinde konveks fonksiyonlarla ilgili bu ¢alismada elde edilen esitsizlik
ve genellestirmelere yer verilmistir. Konveks fonksiyonlar sinifinin daha genel bir hali

olan yeni bir simif tanimi yapilmis, bu sinifin temel 6zellikleri ve baz1 fonksiyonellerle
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olan iligkisi agiklanmistir. quasi —konveks fonksiyonlarla ilgili esitsizliklere de yer
verilmistir. Daha sonra elde edilen esitsizlikler icin 6zel uygulamalar ve sonuglar
verilmistir (Ekinci, 2014).

“Hermite-Hadamard-Type Inequalities for Generalized Convex Functions”
baslikli doktora tezinde (w;,w,) —konveks fonksiyon simifini kullanilarak Hermite-
Hadamard tipli integral esitsizlikleri elde edilmistir ve bu esitsizlikler i¢in uygulamalar
verilmistir. (Mihaly, 2004).

“Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler ve h —Konvekslik Uzerine” bashikli
yiiksek lisans tezinde h —konveks fonksiyonuyla bazi konveks fonksiyon smiflart,
birinci ve ikinci anlamda s —konveks fonksiyon i¢in Hermite-Hadamard tipli
esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra elde edilen esitsizlikler i¢in 6zel uygulamalar ve
sonuglar verilmistir (Goktan, 2016).

“GA —Konveks ve Harmonik Konveks Fonksiyonlar icin Yeni Integral
Esitsizlikleri ve Uygulamalari” baglikli doktora tezinde geometrik- aritmetik konveks
fonksiyonlar, harmonik konveks fonksiyonlar ve quasi —geometrik konveks
fonksiyonlarla ilgili yeni lemmalar, teoremler ve sonuglar elde edilmis ve Elde edilen bu
yeni sonuglar i¢in ¢esitli ortalamalar ve hiper geometrik fonksiyon kullanilarak farkli
uygulamalar verilmistir (Turhan, 2016).

“Geometrik-Aritmetik Konveks ve Geometrik-Geometrik Konveks Fonksiyon
Smiflar1 i¢in Integral Esitsizlikler” bashkli yiiksek lisans tezinde tanimlanan yeni
lemmalar yardimiyla ve temel esitsizliklerin kullanilmasiyla 6zel ortalamalara baglh
konveks fonksiyonlar ile ilgili yeni esitsizlikler elde edilmistir. Bulunan bu esitsizlikler
Hermite—Hadamard tipinde esitsizlik icermektedir. Daha sonra elde edilen esitsizlikler
icin 6zel uygulamalar ve sonuglar verilmistir (Y1ldiz, 2017).

Kesirli tlirev ve kesirli integral kavramlari kullanilarak konveks fonksiyonlar ve
esitsizlikler alaninda yeni ¢alismalar yapilmaya baslanmistir. Bunlarin bir kismindan
giris boliimiinde bahsedilmisti.

Sarikaya ve arkadaslar1 tarafindan kesirli integraller yardimiyla konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi verilmistir (Sarikaya 2007). Tung
tarafindan kesirli integraller yardimiyla h —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-

Hadamard esitsizligi verilmistir (Tun¢ 2012). Sarikaya ve Ertugral tarafindan



6

genellestirilmis Hermite-Hadamard esitsizligi verilmistir (Sarikaya ve Ertugrul, 2017).
Sarikaya ve arkadaglar1 tarafindan genellestirilmis kesirli integraller yardimiyla
Minkowski ve Ters Minkowski i¢in bazi integral esitsizlikleri verilmistir (Sarikaya ve
ark., 2017). Sarikaya ve arkadaslar1 tarafindan genellestirilmis kesirli integraller
yardimiyla konveks fonksiyonlar igin yeni genellestirilmis Hermite-Hadamard
esitsizligi verilmistir (Sarikaya ve ark., 2017). Sarikaya ve arkadaslari tarafindan
genellestirilmis kesirli integraller yardimiyla konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard-Fejer esitsizligi verilmistir (Sarikaya ve ark., 2018).

Bu alanda yayinlanmis bir¢ok yurti¢i ve yurtdisi master ve doktora tezleri de mevcuttur.

“Kesirli Integraller i¢in Hermite-Hadamard Esitsizligi” baslhikli yiiksek lisans
tezinde konveks ve farkli tip konveks fonksiyon siniflart i¢in Hermite-Hadamard tipli
esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra elde edilen esitsizlikler i¢in 6zel uygulamalar ve
sonuglar verilmistir (Yaldiz, 2012).

“Kesirli Integral Esitsizlikleri” bashikli yiiksek lisans tezinde a —mertebeli
Riemann-Liouville kesirli integral operatoriiniin baz1 esitsizliklere uygulamasi
incelenmistir ve genellestirilmis kesirli integral operatorii kullanilarak bazi yeni integral
esitsizlikleri elde edilmistir. Daha sonra elde edilen esitsizlikler icin 6zel uygulamalar
ve sonuglar verilmistir (Yilmazoglu, 2013).

“Riemann-Liouville Kesirli Integraller icin  Genellestirilmis Integral
Esitsizlikleri Uzerine” baslikli yiiksek lisans tezinde Riemann-Liouville Fractional
integrallerinde Montogomery Ozdesliklerinin genellestirilmesi elde edilmistir. Daha
sonra elde edilen esitsizlikler i¢in 6zel uygulamalar ve sonuglar verilmistir (Filiz, 2013).

“Genellestirilmis Kesirli Integraller icin Bazi1 Integral Esitsizlikleri” baslikli
yiiksek lisans tezinde kesirli tiirev ve integral genellestirmeler i¢in bazi integral
esitsizligi verilmistir. Daha sonra elde edilen esitsizlikler i¢in 6zel uygulamalar ve
sonuglar verilmistir (Akkurt, 2014).

“k —Kesirli Integraller igin Genellestirilmis Integral Esitsizlikler Uzerine”
baglikl1 yiiksek lisans tezinde Riemann-Liouville kesirli integralin genellesmesi olan k-
Riemann-Liouville kesirli integral olarak adlandirilan kesirli integrali verilerek bazi
ozellikleri verilmistir. Daha sonra k —Riemann-Liouville kesirli integrali kullanilarak

bazi yeni integral esitsizlikleri elde edilmistir (Karaca, 2014).
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“(B, a,n,m) —Konvekslik ve Kesirli Integral Esitsizlikleri” baslikli yiiksek
lisans tezinde konvekslik i¢in yeni tanimlar yapilmistir. Bu tanimlama yardimiyla
mevcut konveks fonksiyon tanimi genellestirilmis ve bu genellemelere baglh klasik ve
kesirli integral esitsizlikleri elde edilmistir. Daha sonra elde edilen esitsizlikler i¢in 6zel
uygulamalar ve sonuglar verilmistir (Balgegti, 2015).

“Kesirli  Integrallerden  Yararlanarak s — Konveks Fonksiyonlar  icin
Genellestirilmis Hermite-Hadamard Tipindeki Integral Esitsizlikleri” baslikl1 yiiksek
lisans tezinde kesirli integrallerden yararlanarak s — konveks fonksiyonlar igin
genellestirilmis Hermite-Hadamard tipinde esitsizlik elde etmektir. Daha sonra elde
edilen esitsizlikler i¢in 6zel uygulamalar ve sonuglar verilmistir (Ertugral, 2015).

“Kesirli Integraller i¢in Hermite-Hadamard-Fejer Tipli Esitsizlikler” baslikli
yiksek lisans tezinde Riemann—Liouville kesirli integral yardimiyla konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejer tipli esitsizlikler ve s —konveks
fonksiyonlar i¢in Riemann—Liouville kesirli integralleri igeren baz1 yeni
Hermite—Hadamard—Fejer tipli esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra elde edilen
esitsizlikler i¢in 6zel uygulamalar ve sonuglar verilmistir (Kara, 2016).

“Farkli Tiirden Konveks Fonksiyonlar i¢in Uyumlu Kesirli Integraller Igeren
Esitsizlikler” baglikli yiiksek lisans tezinde uyumlu kesirli integraller igeren iki yeni
integral esitligi insa edilmistir. Bu integral esitlikleri ve Hélder, Powermean gibi gesitli
integral esitsizlikleri yardimiyla uyumlu kesirli integraller i¢in integral esitsizlikler elde
edilmistir. Daha sonra elde edilen esitsizlikler icin 6zel uygulamalar ve sonuglar
verilmistir (Yalgin, 2016).

“Ay —Preinvex Fonksiyonlar Yardimiyla Elde Edilen Riemann-Liouville Kesirli
Integralleri icin Hermite-Hadamard integral Esitsizlikleri” baslikl yiiksek lisans tezinde
preinvex fonksiyonlar i¢in kesirli integraller yardimiyla Hermite-Hadamard esitsizlikleri
elde edilmistir. Tiirevlenebilir preinvex fonksiyonlar icin saglayan bazi Hermite-
Hadamard esitsizlikleri elde edilmistir. Geometrik-aritmetik konveks fonksiyonlar i¢in
Hermite- Hadamard esitsizlikleri elde edilmistir. Daha sonra elde edilen esitsizlikler i¢in
0zel uygulamalar ve sonuglar verilmistir (Ermeydan, 2016).

“Genellestirilmis Riemann-Liouville Kesirli Integraller i¢in Griiss Tipli Integral

Esitsizlikleri” baslikli yiliksek lisans tezinde Griiss esitsizligi ve ispat1 verilip bazi agirlik
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fonksiyonlarina gore Griss tipli integral esitsizlikleri elde edilmistir. Son olarak, besinci
boliimde genellestirilmis k —Riemann-Liouville kesirli integralleri igin Griiss tipli
integral esitsizlikleri elde edilmistir. Daha sonra elde edilen esitsizlikler icin 6zel
uygulamalar ve sonuglar verilmistir (Kagar, 2016).

“Riemann-Liouville Kesirli Integralleri Yardimiyla Farkli Tiirden Konveks
Fonksiyonlar i¢in Yeni Esitsizlikler” baglikli yiiksek lisans tezinde m —konveks
fonksiyonlar igin kesirli integraller yardimiyla elde edilen Hermite-Hadamard tipli
esitsizlikler verilmistir. Ikinci kisminda (a,m) —konveks fonksiyonlar igin kesirli
integraller yardimiyla elde edilen Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilmistir. Yine
bu boliimiin iiclincli kisminda ise m— konveks fonksiyonlar i¢in kesirli integraller
yardimiyla elde edilen Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra
elde edilen esitsizlikler igin 6zel uygulamalar ve sonuglar verilmistir (Karatas, 2016).

“Hipergeometrik Fonksiyonlar Yardimiyla FElde Edilen Genellestirilmis
Riemann-Liouville Kesirli integralleri i¢in Integral Esitsizlikleri” baslikl1 yiiksek lisans
tezinde Hipergeometrik fonksiyonlarin genigletilmesi ele alinarak farkli ispatlart
verilmistir. Elde edilen genellestirmeler igin bazi Hipergeometrik fonksiyonlar
yardimiyla Riemann-Liouville kesirli integralleri icin integral esitsizlikleri verilmistir.
Daha sonra elde edilen esitsizlikler i¢in 6zel uygulamalar ve sonuglar verilmistir
(Kiling, 2016).

“Kesirli Integraller ile Ilgili Baz1 Esitsizlikler” baslikli doktora ¢ —konveks
fonksiyonlar kullanilarak, Riemann-Liouville kesirli integrali i¢in Hermite-Hadamard
tipli esitsizlikleri vererek ve daha sonra yeni integral esitsizlikleri elde etmek i¢in
onemli bir Ozdeslik verilmistir. Bu 6zdeslik yardimiyla onemli genellestirmeler
yapilmistir. Daha sonra elde edilen esitsizlikler icin 6zel uygulamalar ve sonuglar
verilmistir (Yaldiz, 2016).

“Genellestirilmis Kesirli Integral Operatérleri i¢in Esitsizlikler” bashkli yiiksek
lisans tezinde Kesirli integraller yardimiyla konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard-Fejér tipli esitsizlikler ve farkli iki konveks fonksiyonun carpimi igin
Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra elde edilen esitsizlikler

icin 6zel uygulamalar ve sonuglar verilmistir (Celik, 2017).
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“Fonksiyoneller Yardimiyla p —Konveks Fonksiyonlar igin Kesirli Integral
Esitsizlikleri” baghikli yiiksek lisans tezinde p —konveks fonksiyonlar i¢in Riemann-
Liouville kesirli integralleri kullanilarak elde edilmis olan Hermite-Hadamard ve
Hermite-Hadamard-Fejér esitsizliklerinin sol taraflar1 fonksiyoneller araciligiyla elde
edilmistir. Daha sonra elde edilen esitsizlikler i¢in 6zel uygulamalar ve sonuglar
verilmistir (Kirdmeroglu, 2017).

“(k, h) —Konveks Fonksiyonlar ve Bazi integral Esitsizlikleri Uzerine” baslhkli
yiiksek lisans tezinde Riemann—Liouville kesirli integral yardimiyla (k, h) —konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi, uyumlu kesirli integraller
yardimiyla (k, h) —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard-Fejer esitsizligi ve
Katugampola kesirli integral yardimiyla (k, h) —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard ve Hermite-Hadamard-Fejer esitsizlikler verilmistir. Daha sonra elde edilen
esitsizlikler i¢in 6zel uygulamalar ve sonuglar verilmistir (Karaoglan, 2017).

“Konveks Fonksiyonlarin Farkli Siiflart i¢in Kesirli Hermite-Hadamard Tipli
Esitsizlikler” baglikli yiiksek lisans tezinde Riemann-Liouville kesirli integralleri
kullanarak quasi —konveks fonksiyonlar, (a*,m) —konveks fonksiyonlar, iistel
cekirdekli kesirli integraller ve genellestirilmis kesirli integraller kullanilarak harmonik
konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir. Daha
sonra elde edilen esitsizlikler igin 6zel uygulamalar ve sonuglar verilmistir (Korkut,
2017).

“Konveks Fonksiyon Siniflar1 icin Kesirli Integraller Igeren Esitsizlikler”
baglikli doktora tezinde Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla literatiirde
bulunan ve bu caligmada daha genel halleri elde edilen baz1 lemmalar ile bu lemmalar
yardimiyla elde edilen sonuglar bulunmaktadir. Riemann-Liouville kesirli integralleri
yardimiyla literatiirde bulunan daha genel halleri elde edilen bazi lemmalar ile bu
lemmalar yardimiyla elde edilen sonuglar verilmistir (Gézpinar, 2018).

“Genellestirilmis h, k —Riemann-Liouville Kesirli integraller i¢in Griiss Tipli
Integral Esitsizlikleri” baslikli yiiksek lisans tezinde Kesitli integralin genisletilmesi ele
aliarak farkli ispatlar elde edilmistir. Elde edilen genellestirmeler i¢in bazi1 Griiss tipli

esitsizlikler yardimiyla Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in integral esitsizlikleri
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elde edilmistir. Daha sonra elde edilen esitsizlikler i¢in 6zel uygulamalar ve sonuglar
verilmistir ( Marangozoglu, 2018).

Asagida calismanin literatiiriinde yer alan bazi temel tanimlara, teoremlere,
temel Ozelliklere ve bunlarin konvekslik ile iliskisinin ag¢iklandigi sonuglara yer

verilecektir.

2.1 Genel Kavramlar

Tanim 2.1.1. (Lineer Uzay): L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun.
+:LXL—>Lve-F XL - L islemleri tanimlansin. Asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye
F cismi lizerinde lineer uzay (vektor uzay1) denir:

A) L, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

Gl.Herx,y € Ligin x +y € L’dir.

G2.Herx,y,z€ Liginx + (y+2) = (x +y) + z dir.

G3.Her x € Lig¢in x + 8 = 6 + x = x olacak sekilde 8 € L vardir.

G4. Her x € L igin x + (—x) = (—x) + x = 6 olacak sekilde —x € L vardir.
G5.Herx,y € Licinx +y =y + x dir.

B) x,y € Lvea,pB € F olmak lizere asagidaki sart1 saglar.

L1l. a.x € L dir.

L2.a.(x+y) = a.x + a.ydir.

L3. (a + B).x = a.x + B.x dir.

L4. (aB).x = a(p.x) dir.

L5. 1. x = x dir (Burada 1, F nin birim elemanidir).

F =R ise Lye reel lineer uzay, F = C ise L ye kompleks uzay adi verilir (Anton ve
Rorres, 2006).

Tanim 2.1.2. F bir cisim ve V ve W, F cismi lizerinde iki lineer uzay olsun. u,v € V ve
¢ € F olmak tizere T: V — W doniisiimii,

@Tu+v)=Tw) +Tw)

(b) T(cu) = cT(u)

sartin1 sagliyorsa T ye V iizerinde lineer doniisiim denir (Anton ve Rorres, 2006).

Tanim 2.1.3. (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak {izere
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B={zel:z=ax+(1—-a)y, 0<a<l1l}cAd
iIse A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = £x + (1 — £)y esitligindeki
x ve y’ nin katsayilari i¢in @ + (1 — a) = 1 bagintis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple
konveks kiime tanimindaki a, 1 — a yerine a + f = 1 sartin1 saglayan ve negatif olma-
yan a, 8 reel sayilar1 alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalari x ve y olan bir
dogru pargasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve herhangi

iki noktasini birlestiren dogru parcasini ihtiva eden kiimedir (Bayraktar, 2000).

Sekil 2.1: Konveks Kiimeler

Sekil 2.2: Konkav Kiimeler.
Tanim 2.1.4. (Konveks Fonksiyon): I = [a, b] € R olmak tizere f: I - R,
a<x<y<b,abel vete[01]icin
flx+ A -Dy) <¢f()+ A -Of) (2.1)
sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Niculescu ve Persson, 2006).
Eger €’yi [0,1] kapali araliginin ug¢ noktalari diginda secersek 0 zaman konveks
fonksiyon sartindaki “<” yerine “<” gelir yani

flx+A=0y) <Lf(x)+A-£)f(y)



12

olur. Bu durumda bu fonksiyona kesin konveks fonksiyon denir.
x,y€Il,p,g=0,p+q>0icin
f (px + qy) P +af®)
prtq/  p+gq
esitsizligi (2.1) esitsizligine denktir.

“—f” konveks (kesin konveks) ise o zaman f’ye konkav (kesin konkav) denir.

Eger f fonksiyonu hem konveks hem de konkav ise f afin doniisiimdiir. Bu afin
doniisiim uygun m ve n sabitleri igin mx + n seklindedir.

Geometrik olarak s = ¥#x + (1 —¢)y noktasinda f’nin aldigi deger (x,f(x))ve
(v, f (¥)) noktalarini birlestiren dogru pargasinin iizerinde aldig1 degerlerden her zaman
daha kiigiiktiir; yani bu iki noktay1 birlestiren kiris (dogru pargasi) her zaman egrinin

[x, y] araliginda kalan kisminin {izerinde veya tistiindedir.

Fly) |

fla) i
.
!

Sekil 2.3: Konveks Fonksiyon

Teorem 2.1.1. f fonksiyonunun I araliginda ikinci tiirevi varsa, f fonksiyonunun bu

aralik lizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart x € I i¢in

fl'(x)=0

olmasidir (Mitrinovi¢, 1970).

Asagida konveks fonksiyonlarla ilgili birka¢ 6rnege yer verilecektir.

Omek 2.1.1. n>1 i¢in f(x) = x™ fonksiyonu R*’da konveks iken, n ¢ift olmak
sarttyla f(x) = x™ fonksiyonu R’de konvekstir.

Ornek 2.1.2. f(x) = e* iistel fonksiyonu R’de konvekstir.
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Ornek 2.1.3. Y™, x; = 1 olacak sekilde x;, x5, ..., x,, reel sayilari igin

n
z Xi >12{l=1\/7i
1

i J1—x nVn—1

gecerlidir.

Onerme 2.1.1. (Konveks fonksiyonlarla ilgili islemler):

Ayni aralik iizerinde tanimli iki fonksiyonun toplami yine bir konveks
fonksiyondur. Bu toplamda biri kesin konveks ise toplam da kesin konvekstir.
Bir (kesin) konveks fonksiyonun pozitif bir skalerle ¢carpimi da (kesin) konveks
fonksiyondur.

Tanimlandigi araligin bir alt araligina kisitlanmis her (kesin) konveks fonksiyon
yine bu aralikta (kesin) konveks fonksiyondur.

Eger f:1 = R bir kesin konveks fonksiyon ve g: R — R azalmayan (artan) bir
konveks fonksiyon ise go f bileske fonksiyonu da (kesin) konveks
fonksiyondur

f, I ve ] araliklar1 arasinda tam bir esleme (birebir ve 6rten) olsun. Eger f artan
ise f’nin (kesin) konveks olmasi igin gerek ve yeter sart f~1in (kesin) konkav
olmasidir. Eger f azalan bir eslesme ise f ve f 1 ayni tip konvekstir.

(Niculescu ve Persson, 2006)

Tanim 2.1.5. (J —Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik olmak {izere her x,y € I i¢in

f<x;ry> Sf(X)erf(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna I iizerinde Jensen anlaminda konveks veya | —konveks

fonksiyon denir (Mitrinovi¢, 1970).

Her x,y € I ve x # y i¢in

f<xJ2ry> <f(x)J2rf(y)

oluyorsa f fonksiyonuna I iizerinde kesin J —konveks fonksiyon denir (Mitrinovic,

1970).

Sonug 2.1.1. Her konveks fonksiyon ayni1 zamanda J —konveks fonksiyondur.

Tanim 2.1.6. (Siireklilik): f:S € R = R, xy € S ve € > 0 verilmis olsun.
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x €Svel|x —xy| <digin|f(x) — f(xy)| < € olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa
f, xo’ da siireklidir denir (Bayraktar, 2010).
Tanim 2.1.7. (Diizgiin Sireklilik): f:S € R = R fonksiyonu ve € > 0 sayisi verilmis
olsun. Her x;,x, € S i¢in |x; —x,|< & oldugunda |f(x;) — f(x2)| < € olacak sekilde
bir § > 0 sayisi varsa f, S’de diizgiin siireklidir denir (Bayraktar, 2010).
Tanim 2.1.8. (Mutlak Siireklilik): I, R’nin bostan farkli bir alt kiimesi ve f:1 = R bir
fonksiyon olsun. I’nin {(a;, b;)} =, ayrik agik alt araliklarinin bir birlesimini géz 6niine
alahm. Sayet Ve >0 igin X |b; —a;| < & oldugunda Y. |f(b) — f(a)| <e
olacak sekilde bir § = §(¢) > 0 sayis1 var ise f fonksiyonu [ kiimesinde mutlak
stireklidir denir (Carter ve Brunt, 2000).
Tanim 2.1.9. (Lipschitz Sart1): f:S € R — R fonksiyonu i¢in
lf ) —fFI < Mlx -yl

olacak sekilde bir M > 0 sayisi varsa f, S de Lipschitz sartin1 sagliyor denir (Bayraktar,
2010).
Sonug 2.1.2. f,S’de Lipschitz sartin1 saglhiyorsa f,S’de diizgiin siireklidir (Bayraktar,
2010).
Konvekslik, Lipschitz sarti, siireklilik ve mutlak siirekliliklerin arasindaki iliskiyi
gosteren teoremler agsagida verilmistir.
Teorem 2.1.2. [a, b] S I° olsun. Eger f:1 — R konveks bir fonksiyon ise f Lipschitz
sartin1 saglar. Sonug¢ olarak f, [a,b] araliginda mutlak siirekli ve [°’de siireklidir
(Pecari¢ ve ark., 1992).
Teorem 2.1.3. f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise
a. f, (a, b) araliginda siireklidir.
b. f,[a, b] araliginda simnirhdir (Azpeitia, 1994).
Tanim 2.1.10. (Birinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): R, = [0,),f: R, - R
ve 0 <s < 1olsun.a® + B° = 1 olmak tizere her u,v € R, ve her a, § = 0 igin

flau+pv) < a’f(w) +B°f(v)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s —konveks fonksiyon denir
(Orlicz, 1961).
Tanim 2.1.11. (Ikinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): R,=[0, ), f: R, > Rve 0 <

s<1lolsun.a,f = 0,a + B = 1 olmak lizere her u,v € R igin
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flau+pv) <a’f(u) + B°f(v)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s —konveks fonksiyon denir.
Ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlarm sinifi K2 ile gosterilir (Breckner, 1978).
Yukarida verilen her iki s —konvekslik taniminda s = 1 alindiginda bilinen klasik
konvekslik elde edilir.
Omnek 2.1.4.s € (0,1) ve a, b, c € R olsun. f:[0, %) — R fonksiyonu

_(aq, £=0
f({))_{b{’5+c, £>0

olarak tanimlansin. Bu takdirde
(i) b>=0ve0<c<aisef € K2 dir.
(i) b>0vec <O0isef ¢ K2 dir (Hudzik ve Maligranda, 1994).
Tanim 2.1.12. (quasi —Konveks Fonksiyon): S ¢ R™ bostan farkli bir kiime ve
f:S — R bir fonksiyon olsun. Vx,y € S ve £ € [0,1] i¢in
fx + (1 =)y) < max{f(x), f(¥)}
ise f’ye quasi —konveks fonksiyon denir (Dragomir ve Pearce, 1998).
Eger
fx + (1 =)y) <max{f(x),f(y)}

ise f’ye kesin quasi —konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda

fx+ (1 —0)y) =max{f(x), f()}

ise f’ye quasi —konkav fonksiyon ve

fx + (1 =y) > max{f(x), f(y)}
ise f’ye kesin quasi —konkav fonksiyon denir (Dragomir ve Pearce, 1998).
Tanim 2.1.13. f hem quasi —konveks hem de quasi—konkav ise f’ye
quasi —monotonik denir (Greenberg ve Pierskalla, 1970).
Not 2.1.1. Her konveks fonksiyon ayni zamanda bir quasi —konveks fonksiyondur.
Fakat bunun tersi her zaman dogru degildir. Yani konveks fonksiyon olmadigi halde
quasi —konveks olan fonksiyon vardir. Ornegin;
Ornek 2.1.5 g: [-2,2] = R fonksiyonu

g({)):{ 1, Le[-2,—1]

2?2, ¢e(-12].
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seklinde tanimlansin. Bu g(¥) fonksiyonu [—2,2]’de quasi —konveks fonksiyondur;
fakat konveks fonksiyon degildir (Ion, 2007).
Tanim 2.1.14. (J — quasi —Konveks Fonksiyon): f: I — R fonksiyonu her x,y € I i¢in

£ (552) < maxtf (o, £ )

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna J — quasi —konvekstir denir (Dragomir ve Pearce,
2000).

Tanim 2.1.15. (] — Wright — Quasi —Konveks Fonksiyon): f:1 — R fonksiyonu her
x,y € Ive? € [0,1] igin

1
S x+ 1= 0y) + f((A—Ox + £y)] < max{f (), f()}

(Dragomir ve Pearce, 2000).
Tanim 2.1.16. (Godunova-Levin Fonksiyonu): f:1 — R negatif olmayan bir fonksiyon

olsun. vVx,y € I, € (0,1) olmak iizere

f(t’x+(1—€)y)£¥+{(—_yl

sartin1 saglayan f fonksiyonuna Godunova-Levin fonksiyon veya Q(I) sinifina aittir
denir.
Bu tanima denk olarak; f € Q(I) ve x,y,z € I ise bu takdirde
fx-—Nx-2)+fOG -0 -2)+f(2)(z-x)(z-y)=0
esitsizligi saglanir (Godunova ve Levin, 1985).
Tanim 2.1.17. (P —Fonksiyonu): f:I — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun.
Vx,y € I,£ € (0,1) olmak tizere
flx+ A -Dy) < f)+f)
sartin1  saglayan f fonksiyonuna P —fonksiyonu veya P(I) smifina aittir denir
(Dragomir ve ark., 1995).
Tanim 2.1.18. (h —Konveks Fonksiyon): h # 0 olmak lizere h:] € R - R negatif
olmayan bir fonksiyon olsun. Eger negatif olmayan f fonksiyonu her x,y € I,7 € (0,1)
i¢in
fax+ (1 -1y) < h(Df(x) +h(1-1)f(y) (2.2)
sartin1 sagliyorsa f:1 € R — R fonksiyonuna h —konveks fonksiyon veya SX(h,I)

sinifina aittir denir (VaroSanec, 2007).
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(2.2) esitsizliginin tersini dogrulayan f:1 € R — R fonksiyonuna h —konkav fonksiyon
denir yani f € SV (h,I)’dir (Varosanec, 2007).
Bu tanimdan agik¢a su sonuglar ¢ikarilabilir: h(t) = 7 ise tiim negatif olmayan

konveks fonksiyonlar SX(h, I) smifina ve esitsizligin yon degistirmesi durumunda tiim
negatif olmayan konkav fonksiyonlar SV (h,I) sinifina aittir; h(7) = % ise SX(h,I) =

Q(I) smifina aittir; h(t) = 1 ise SX(h,I) 2 P(I) sinifina aittir; s € (0,1) olmak iizere
h(t) = 75 ise SX(h,I) 2 K2 smmfina aittir (Varosanec, 2007).






3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, arastirmanin bulgular kismindaki sonuglar elde edilirken
kullanilacak olan bazi temel lemmalara ve teoremlere yer verilecektir. Arastirma verileri
elde edilirken temel cebirsel hesaplamalardan yararlanilmigtir. Calisma siiresi boyunca
konu ile ilgili kitaplar, e-kitaplar, makaleler, tebligler, tezler {iniversitemiz
kiittiphanesinden, Yok Tez sayfasindan ve diger elektronik veri tabanlarindan

yararlanilarak taranmuistir.
3.1. Baz1 Ozel ve Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Asagida baz1 6zel esitsizlikler ve farkli tiirden konveks fonksiyon ¢esitleri igin
literatiirde mevcut olan Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilecektir.
Teorem 3.1.1. (Uggen Esitsizligi): Herhangi x, y reel sayilari icin
lx+yl < [x|+]yl
|lx] = Iy| lx =yl
llxl=Iyl] < lx+yl

IA

ve timevarim metoduyla
g+ ok gl < g e
esitsizlikleri gecerlidir (Mitrinovi¢ ve ark., 1993).
Teorem 3.1.2. (Uggen Esitsizliginin Integral Versiyonu): f, [a, b] araliginda siirekli reel
degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b b
f F)dz| < f £ GOldx (a < b)

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ ve ark., 1993).
Teorem 3.1.3. (Integraller i¢in Holder Esitsizligi): p > 1vep™t + g~ = 1 olsun. f ve
g, [a,b] araliginda tanimhi ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun. |f|P ve |g|?,

[a, b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ise

b b % b q
j |f<x>g<x>|dxs<f If(x)l”dx) (j |g<x)|qu)

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ ve ark., 1993).

|
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Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan Power-Mean esitsizligi asagidaki gibi ifade
edilir.

Sonug 3.1.1 (Power-Mean Esitsizligi): ¢ = 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda taniml ve
integrallenebilen iki fonksiyon olsun. |f| ve|g|?, [a, b] araliginda integrallenebilen

fonksiyonlar ise

b b 1—% b %
f |f<x>g<x>|dxs<f |f<x>|dx) (] If(X)IIg(x)qux>

esitsizligi gecerlidir.

Asagida literatiirde mevcut olan klasik Hermite-Hadamard esitsizligi ve daha
sonra diger konveks fonksiyon ¢esitleri icin fretilen Hermite-Hadamard tipli
esitsizliklere yer verilecektir.

Teorem 3.1.4. (Hermite-Hadamard Esitsizligi): I, R’de bir aralik, a,b € Ive a <
b olmak iizere f: I € R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b 1 (b b
f(a;r )Sb—afa f(x)dxsf(a);rf()

esitsizligi literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir (Pecari¢ ve ark., 1992).
Teorem 3.1.5. f fonksiyonu s € (0,1) ve a,b € R, i¢in f: R, - R, ikinci anlamda
s —konveks fonksiyon ve f € L,[a, b] olsun. Bu takdirde

f(a) + f(b)
s+1

25_1f(‘“2”b> <5 i ajabf(x)dx <

esitsizligi gecerlidir (Dragomir ve Fitzpatrik, 1999).
Teorem 3.1.6. a < b,Va,b € I olmak lizere negatif olmayan f fonksiyonu f:1 <
R — R, P(I) sinifina ait bir fonksiyon olsun. Eger f € L,[a, b] ise

b 2 (P
F(550) s [ rexr<ir@+f))

esitsizligi gecerlidir (Dragomir ve ark.,1995).
Teorem 3.1.7. f:1 = R fonksiyonu [ lizerinde quasi —konveks bir fonksiyon olsun.

Kabul edelimkia,b € I € R, a < b ve f € Ly[a, b] olsun. Bu durumda

1 b
— f FO0)dx < max{f(a), f(b)}

esitsizligi elde edilir.( Dragomir ve Pearce, 2000).
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Teorem 3.1.8. [0,1] < J olacak sekilde I ve J, R’nin iki alt araligi, h ve f fonksiyonlar
siras1 ile Ive Jiizerinde tanimli negatif olmayan iki reel fonksiyon olsun. a <

b ile birlikte a, b € I icin f € SX(h,I) ve f € L;[a, b] olsun. Bu takdirde

b 1
1 a+b 1
Zh(%)f< 2 )Sb—alf(x)dxﬁ[f(a)+f(b)]0fh(€)de

esitsizligi gecerlidir (Sarikaya ve ark., 2008).

Q) Eger h(£) =+¢ almirsa, Teorem 3.1.8’deki esitsizlik Teorem 3.1.4°deki
Hermite-Hadamard esitsizligine doniisiir.

(i)  Eger h(¥) = ¢° alinirsa, Teorem 3.1.8’deki esitsizlik Teorem 3.1.5’teki ikinci
anlamda s —konveks fonksiyonlar i¢in elde edilmis olan Hermite-Hadamard
esitsizligine doniisiir.

(i)  Eger h(¥) =1 almirsa, Teorem 3.1.8’deki esitsizlik Teorem 3.1.6’daki
Hermite-Hadamard esitsizligine doniisiir.

Lemma 3.1.1. abeR ve a<b olmak iizere, f:I°c R—- R, [° fizerinde

diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger f' € L,[a, b] ise

fl@)+fb)
2

b _ 1
biaLf(x)dez—aJO (1= 20)f'(ba+ (1 — £)b)de

esitligi saglanir (Dragomir ve Agarwal, 1998).
Teorem 3.1.9. f:I" € R > R, I iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b i¢in

a,b € I’ olsun. |f’|, [a, b] iizerinde konveks olsun. Bu durumda

f(a) + f(b) 1 (°
> —b_aJaf(x)dx

esitsizligi elde edilir (Dragomir ve Agarwal, 1998).

b —
< (f @I+ 1/ B

Teorem 3.1.10. f:I' € R - R, I’ iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a < b ve
a,b € I’ olsun. |f'|P/P~1, [a, b] iizerinde konveks fonksiyon ise
f@+fk) 1 J g
- d
> =ry) f(x)dx

._b-a (If@PP+If B p/pt
“2(p+ 1)19/19—1 < 2 )

esitsizligi elde edilir (Dragomir ve Agarwal, 1998).
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Asagida Kirmaci ve arkadaglarinin Lemma 3.1.1. yardimiyla elde etmis
olduklar1 s —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlik verilecektir.
Teorem 3.1.11. a,b € I,a < b ve f' € L,[a, b] olacak sekilde f:1 c [0,0] > R I’
lizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger s € (0,1) ve g = 1 igin |f'|9,

[a, b] lizerinde s — konveks ise

b 1 (P
f(a);rf( )_b—af f()dx

q-1 s

<b;a<1)T s+(2)

<— (3 GIDGT2) (f @17+ If'(B))a

esitsizligi elde edilir (Kirmaci ve ark., 2007).

Asagida quasi —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi ve
buna bagli teoremlere ve lemmalara yer verilecektir.
Ion, Lemma 3.1.1° i kullanarak asagidaki iki teoremi elde etmistir.
Teorem 3.1.12. a,b € R ve a < b olmak iizere, f:[a,b] € R = R (a,b) iizerinde
diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |f’|, [a, b] lizerinde quasi — konveks

fonksiyon ise

f@+f® 1 (°
> —b_ajaf(x)dx

esitsizligi elde edilir (Ion, 2007).
Teorem 3.1.13. a,b € R ve a < b olmak tizere, f: [a,b] € R - R (a, b) tizerinde

b —
< T“ max{|f' (@], |f' ()]}

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger p > 1 i¢in |f’|P/P~1, [a, b] iizerinde

quasi —konveks fonksiyon ise

b 1 b
f(a);rf( )_b—af () dx

esitsizligi elde edilir. (Ion, 2007).

p—1
D

< ﬁ | max {1 @, 177

Alomari ve arkadaslar1 Lemma 3.1.1° 1 kullanarak asagidaki teoremi
ispatlamistir.
Teorem 3.1.14. f:I° c R — R [° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon, a, b € I°

ve a < b olsun. Eger |f'|9, [a, b] lizerinde quasi —konveks ve g > 1 ise bu durumda
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1
<2 [max{lf @I If' (0)ID]a
2(p+ 1)P

f@+f) 1
2 b—a

fbf(x) dx

dir (Alomari ve ark., 2009).

Asagida Kirmact’ nin 2004 yilinda tiretmis oldugu Lemma verilecektir.
Lemma 3.1.2. f:I° € R = R, I° iizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyon, a,b € I°
ve a < b olsun. Eger f' € L;[a, b] ise

b

1 b 1
b—aLf@””‘fG;}J=<”-®Lﬁd@fwa+u—ewme

esitligi elde edilir. Burada
o eefod
K(2) = 2
e-1, e (51]
dir (Kirmaci, 2004).

Alomari ve arkadaglar1 yukarida verilen Lemma 3.1.2° yi kullanarak Hermite-
Hadamard esitsizliginin sol tarafi i¢in yeni list sinirlar elde etmislerdir.
Teorem 3.1.15. aq,b€I° ve a<b olmak iizere, f:I°c R— R [°iizerinde

diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger f', I° lizerinde quasi — konveks ise

i ()

gb;“hm%V(a;%vam@+mm{V(i;$LVT@ﬂ

esitsizligi elde edilir (Alomari ve ark., 2009).

Asagida Holder esitsizligi yardimiyla quasi —konveks fonksiyon sinifi icin elde
edilen teorem verilecektir.

Teorem 3.1.16.a,b€1° ve a<b olmak iizere, f:I°c R—> R [°lizerinde

-
diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. |f'|r-1, I° iizerinde quasi —konveks ve

p>1ise
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i [rwa-r(3)

[ s =
2
<4(p+1)r)[ - |f ( >| AF (b)lp
b W]
+ | max \f’(“;b)\‘°_1,|f'(cz)|m |
|

esitsizligi elde edilir (Alomari ve ark., 2009 )

Asagida power-mean esitsizligi yardimiyla quasi —konveks fonksiyon sinifi
icin elde edilen teorem verilecektir.
Teorem 3.1.17. a,b€I° ve a<b olmak iizere, f:[°c R— R [°iizerinde
diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. [f'|4, I° lizerinde quasi —konveks ve g > 1

ise bu durumda

— | e —f(“zﬂ)‘

el 52 oo (2 )

q
Af (@)1
esitsizligi elde edilir (Alomari ve ark., 2009)

Alomari ve arkadaslar1 asagidaki Lemma’yr 2010°da {ireterek bu Lemma

yardimiyla Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi ig¢in yeni st sinirlar elde
etmislerdir.

Lemma 3.1.3. a,b€I° ve a<b olmak iizere, f:I°c R— R, [° {izerinde
diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger f' € L;[a, b] ise asagidaki esitlik elde
edilir:

f@+fm) 1 (°
2 _b—afaf(x)dx

:b;anl(—f)f’<1-2I_€a+1;€b>d{’

+J01(£)f'(1;’?a+ ! Hb)dﬂl

2
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(Alomari ve ark., 2010).
Teorem 3.1.18. a,b€I° ve a<b olmak iizere, f:I°c R—- R, [° fzerinde

diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger f’, [a, b] tizerinde quasi —konveks ise

b 1 (b
f(a)erf( )_b—af () dx

()@ emerl () o]
elde edilir (Alomari ve ark., 2010).

Teorem 3.1.19. aq,b€I° ve a<b olmak tlizere f:I°c R—-> R, [° iizerinde

_p_
diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. |f'|r-1, [a, b] tizerinde quasi —konveks ve

p>1lise
f@+f® 1 P
5 —b_aLf(x)dx
| 2
- p
< —— [ maed|r () o
4(p+1)5l

r-1

,(a+b pz—) ’

+ | max |f (T)| Af! (a)lp 1 |

esitsizligi elde edilir (Alomari ve ark., 2010).
Teorem 3.1.20.a,b €I° ve a<b olmak iizere f:I°c R—-> R, [° iizerinde
diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. |f’|, [a,b] tzerinde quasi —konveks

ve g = 1 ise bu durumda

b 1 (b
f(a);rf( )_b—af £ dx

1

oo 2 o)

¥ (max{|f (D) (a)l"}>1

esitsizligi elde edilir (Alomari ve ark., 2010).
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3. 2. Riemann-Liouville Kesirli integraller ve Ilgili Esitsizlikler

Asagida Riemann-Liouville kesirli integral tanimlar1 ve bu integraller yardimiyla farkl
tiirden konveks fonksiyon ¢esitleri i¢in elde edilmis Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler
verilecektir.

Tanim 3.2.1. f(x) € L,[a,b] ve a < x < b olsun. Bu durumda a.(a > 0) mertebeden

sol tarafli ve sag tarafli Riemann-Liouville kesirli integralleri

a — 1 ¥ a—-1
i) = s f F(0)(x - &)< de, x>a
ve

@ 1 ’ a-1
) = s j £ - 0)%de, x<b

seklinde tanimlanir. Burada I'(a) Gamma fonksiyonu T'(x) = foooe_[fx_ldf, x>0
dir.

) JarfC) =J-f () = f(x)

(i)  Eger a =1 alirsak, Riemann-Liouville kesirli integralleri Riemann integraline
doniistir.

Sarikaya ve arkadaslari Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligini asagidaki gibi elde etmislerdir.
Teorem 3.2.1.f:[a,b] » R pozitif fonksiyonu, f € Li[a,b] ve a < b olsun. f,

[a, b] tizerinde konveks fonksiyon ise asagidaki kesirli integral esitsizligi saglanir.

f(a) + f(b)
2

(a+b) - Na+1)
2 )7 2b—a)“
Bu esitsizlik a > 0 i¢in literatiirde kesirli integraller i¢cin Hermite-Hadamard esitsizligi

olarak bilinir (Sarikaya ve ark., 2013).

U2 fb) +JEf(@)] <

Burada « =1 alindiginda yukaridaki esitsizligin klasik Hermite-Hadaamard
esitsizligine doniistiigii kolayca goriiliir.
Asagida s —konveks fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville Kkesirli integral

esitsizligi verilecektir.
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Teorem 3.2.2: f:[a,b] = R, f € L,[a, b] ve 0 < a < b igin pozitif bir fonksiyon olsun.
Eger f, [a, b] lizerinde ikinci anlamda s —konveks fonksiyon ise, « > 0 ve s € (0,1)

icin asagidaki kesirli integral esitsizligi saglanir;

1. (atDh F(a+1)]+f(b)+]b f(a)
2 1f( 2 ) (b—a)* l
f(a) + f(b)
< (a+s)+,8(a,s+1)]T

Burada B(x,y) = fol £*~1(1 — £)¥"1dt olarak tammlanan Euler Beta fonsiyonudur
(Set ve ark., 2014).

Ozdemir ve Yildiz, Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla
quasi —konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard esitsizligini asagidaki gibi elde
etmislerdir.

Teorem 3.2.3: f:[a,b] » R, f € Li[a,b] ve 0 <a <b igin pozitif bir fonksiyon
olsun. f, [a, b] lizerinde quasi —konveks fonksiyon ve @ > 0 ise kesirli integraller i¢in
asagidaki esitsizlik saglanir:
F(a+1)
2(b - a)*
(Ozdemir ve Yildiz, 2013).

Asagida h —konveks fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville Kesirli integral

Uatf (D) +Jp-f(@)] < max{f(a), f (b)}

esitsizligi verilecektir.
Teorem 3.2.4.a,b € I igin a < bve f € L;[a, b] olmak tizere f € SX(h,I) olsun. Bu

durumda h —konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki kesirli integral esitsizligi gecerlidir.

(b( )) Ui f ) + J§-f (@)]
1
< [f(@) + F®)] f e R(8) + h(1 — £)] de
0

1

_ 2@ +/®)] < RO {,>
0

(ap—p+ 1)p
Burada p~! 4+ ¢! = 1 dir (Tung, 2013).
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Sarikaya ve arkadagslar1 Dragomir ve Agarwal’in 1998’de Hermite-Hadamard’in
sag tarafina yonelik yazdiklar1 Lemmayr Riemann-Liouville kesirli integralleri igin
asagidaki gibi yeniden diizenlemislerdir.

Lemma 3.2.1. f:[a, b] — R fonksiyonu (a, b) tizerinde diferansiyellenebilir olsun. Eger
f' € Ly[a, b] ise kesirli integral i¢in

f@+fkh) Tla+1)

2 (b —a)e

b—a
2

/& f(B) + JE&-F (a)]

1
f [(1— £%)—£9] f'(fa + (1 — £)b)de
0

0zdesligi vardir. (Sarikaya ve ark., 2013).
Yukarida verilen Lemma 3.2.1 kullanilarak konveks fonksiyon i¢cin Riemann-
Liouville kesirli integraller verilecektir.
Teorem 3.25: a<b ve ab€l olmak iizere f:I' SR->R, I’ iizerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f’|, [a, b] lizerinde konveks ise asagidaki
kesirli integral esitsizligi
f@+f®) _T@+D)
2 2(b —a)“
(b-a) (1) Ilf’(a)l - If’(b)ll
2¢ 2

[ f(b) + JEf(a)]

SCEEY
elde edilir (Sarikaya ve ark., 2013).
Teorem 3.26: a<b ve ab€l olmak iizere f:I' SR-R, I’ iizerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. g > 1 ve [f'|9,] iizerinde konveks ise
asagidaki kesirli integral esitsizligi

fl@+fb) Tl@+1)

2 20—y af ) +i-f (@]
(a+1) 20 5

elde edilir (Ozdemir ve ark., 2013).
Asagida Lemma 3.2.1 kullanilarak s —konveks fonksiyonlar i¢in Riemann-

Liouville kesirli integraller verilecektir.
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Teorem 3.2.7. a<bvef' € Lla,b]olmaklizere f:[a,b] c [0,0] > R (a,b)

lizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger |f'|9, [a, b] tizerinde ikinci

anlamda s — konveks ise keyfi s € (0,1) ve q = 1ligin asagidaki kesirli integral

esitsizligi

f@+f®b) T(a+1)
2 2(b —a)“

% f () + & f ()]

q-1

<& K a) [ (ai 5 (1 - Zl)]T Af' @17 + 1/ ()N a

1 1 20+ —1
X ﬁ(z;s+1,a+1)—B(§;a+1,s+1)+

(a + s+ 1)2%+s
elde edilir (Set ve ark., 2014).

Ozdemir ve arkadaslarinin Lemma 3.2.1 yardimiyla elde ettigi quasi —konveks
fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville kesirli integrallerin baska sonuglarina yer
verilecektir.

Teorem 3.2.8: a < b olmak tizere f: [a, b] = R, (a, b) tizerinde diferansiyellenebilir bir
dontisim olsun. a >0 ve |f’'|, [a,b] tzerinde quasi —konveks fonksiyon ise
asagidaki kesirli integral i¢in ifade saglanir;

fl@+fb) Tl@+1)

> 26—y VarS ®) +J5-f (@)
<22 (155 ) maxiF @11 B
a+1 2@
(Ozdemir ve Yildiz, 2013).
Teorem 3.29. f'€Li[a,b] ve a<b olmak dizere f:[a,b]—>R

(a, b) tuzerinde diferansiyellenebilir bir dontisiim olsun. |f'|9, [a, b] lizerinde quasi —
konveksve p > 1, a > 0 ise kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:

fl@+fb) Tla+1)

2 2(b —a)“

< b;almax{lf’(a)lq, If'(b)|7}a
2(ap + 1)P

(Ozdemir ve Yildiz, 2013).

2 f(b) +JEf(a)]
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Teorem 3.2.10. f' € L,[a,b] ve a < b olmak iizere f:[a,b] > R (a,b) ilizerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f'|9, [a,b] lizerinde quasi —konveks ve
p = 1 ise kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:

fl@+fkh) Tla+1)
2 2(b—a)“

/5 F(B) + JE-F ()]

1
<% max{lf @91 (b))
2(ap + 1)

Buradap™! + ¢~ = 1 ve a € [0,1] (Ozdemir ve Yildiz, 2013).

Asagida h —konveks fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville kesirli integraller yardimiyla
elde edilmis bir teorem verilecektir.

Teorem 3.2.11. h:J] c R = R Ve f:[a, b] = R pozitif fonksiyonlari icin 0 < a < b ve
h? € Li[a,b], f € L1[a,b] olsun. |f'|, [a,b] lizerinde h —konveks bir doniisiim ise
asagidaki kesirli integral esitsizligi saglanir.

fl@+fM) Tla+1)
2 2(b — a)“

[ f(b) +JEf(a)]

1
- a(f B+ I (@) 20P*1 -1 \p
- 2 29P+1(gp + 1)

1

/2 q
(h({’))qd£>

1

B <2ap+1((1xp n 1))p X (fo

1

+ < L ;Z(h({’))qdi’f

Buradaa >0, p > 1vep ! + q~1 = 1 (Tung, 2013).

1

Asagida Shi ve arkadaslarinin 2014 yilinda yazmis olduklari lemma verilecektir.
Lemma 322. a<b ve a,be€Rolmakiizeref:[a,b] > R, (a,b) lizerinde

diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. f’ € L,[a, b] igin asagidaki esitsizlik saglanir

b

— : 3
dulat) =22 [a—eop (e
0

b #)a+b>d£
2 2
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ff“f £a+(1—e)3“+b) 7,

+Of(1—{)a)f’ <€a+3b

+(1- {’)b) de

ff“f e— (1—£)a+3b) f]

Burada a > 0 i¢in ¢, (a, b) asagidaki gibi tanimlanir.
$a(a,b)

_1[f(a) + f(b) a+b 41T (a + 1)
_E[ 2 +f( 2 )l_ (b — @)«

i () ey () A () e, )

kolayca goriilebilir ki;

¢1(a,b) =%[f(a);f(b)+f(a+b l

j f(x)dx

dir (Shi ve ark. 2014).
Teorem 3.2.12. a<b vef' €Li[a,b] olmak iizere f:I cR—-R I iizerinde
diferansiyellenebilir bir doniisim olsun. [f'|9, [a,b] tlizerinde quasi —konveks ve
p=1ise
|$u(a, b))l
b—a
<
- 16

1 1

el Y o 22

)

1 1\ 1

, q}r+ [max{|f’ (3 If’(b)lq}lq

v [rec{lr G b ()

esitsizligi saglanir (Set ve Celik, 2016).
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Teorem 3.2.13. a<b vef' €L;[a,b] olmak iizere f:I c R— R I iizerinde
diferansiyellenebilir bir doniisim olsun. |f'|9, [a, b] lizerinde quasi —konveks ve

p = 1 ise kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:
1

b—a 1 p
|$a(a,b)l < 16 [<ap + 1)

o (2 om0 52

1
r(1+ )r(p+1)

F(p+%+1)

el G () mae (2 e

(Set ve Celik, 2016).

_.|_

X

3.3. Genellestirilmis Kesirli integraller icin Esitsizlikler

Asagida literatiirde mevcut olan Genellestirilmis kesirli integral olarak

bahsedilen integral tanimina yer verilecektir.
Tamim 3.3.1. f € Lq[a, b] olsun. ,+I,f(x) ve p-I,f(x) a = 0ile tammlanan Kesirli

integraller;

atlpf(xX) = J goix f@)de, x>a

b=l f(X) = f f(f)d# x<b

¢:[0,00] - [0, 0] ve [, 2

Ayrica bu genellest1r11m1§ kesirli integral taniminda ¢(#)’ nin bazi 6zel segimleri

d¥ < oo sartin1 saglayan bir fonksiyondur.

yardimiyla Riemann-Liouville integralleri, Riemann-Liouville kesirli integralleri, k-
Riemann-Lioville kesirli integralleri, Katugampola kesirli integralleri, uyumlu
(conformable) kesirli integralleri elde edilir:

Q) Eger ¢(£) = £ alinirsa, esitlik Riemann integraline doniistir.
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I+f(x) = fxf(f)df, xX>a
L-f() = [, f(£)de, x<b

(i)  Eger (p(f)—ra) alinirsa, esitlik Riemann-Liouville Kkesirli integraline

doniisiir.

I%f(x) = fx(x —D)* 1 (#)de, x>a

If-f(x) =

’_] /'\
N
-

f (¢ —x)*1f()de, x<b

(i)  Egerp(¥) = e 1((1) £k aliirsa, esitlik k —Riemann-Liouville kesirli integraline

déniisiir.
e f ) = {5 )j (- OFf(Bde,  x>a
i f () = HUJWXTV@M x<b
(iv)  Eger
o(£) = (1 ORI (xS*1 — ps+1ya-1
P(£) = ——£(£ — x)S (51 — xs+1ya-1

F( )
alinirsa, ¢ > 0 ve s # 1 i¢in esitlik Katugampola kesirli operatorlere doniisiir (Sarikaya
ve Ertugral, 2017).

Ertugral ve Sarikaya Genellestirilmis kesirli integraller yardimiyla konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligini asagidaki gibi elde etmislerdir.
Teorem 3.3.1 a < bve f € L,[a, b] olmak iizere f:[a,b] » R, (a, b) iizerinde pozitif
bir fonksiyon olsun. f, [a, b] tlizerinde konveks fonksiyon ise genellestirilmis kesirli

integral icin

(a+b

: b
2 ) =2A) [ o+l f(B) + p-I,f(@)] < M

saglanir. Burada A(1) = | 01 Md# (Sarikaya ve Ertugrul, 2017).



34

Q) Eger () = ¢ alinirsa, Teorem 3.3.1° deki esitsizlik Teorem 3.1.4° teki

Hermite-Hadamard esitsizligine doniistir.

(i)  Eger o(¥) = % alinirsa, Teorem 3.3.1°deki esitsizlik Teorem 3.2.1° deki

Riemann-Liouville kesirli integraline doniisiir.

a

(i)  Eger ¢@(t) = kI‘kl(a) £k alinirsa, Teorem 3.3.17 deki esitsizlik k—Riemann-

Liouville kesirli integraline doniistir.

f(a + b) - I, (o + Ifx) (1%, F(O) + 18, f(0)] < f(a) + f(b)
277 b-aE 2

Teorem 3.3.2. a < b olmak iizere f:[a, b] = R (a, b) tizerinde diferansiyellenebilir bir

dontistim olsun. |f’|, [a, b] konveks fonksiyon ise
f@+fw) 1
2 24(1) L

_ @ +f®)
= 24(1)

+lpf (D) + p-I,f ()]

_ 1
a)f 21A(L — £) — A(E)| de
0

dir. Burada A(¥) = f{)

o —‘p((b;a)u) du seklindedir (Sarikaya ve Ertugrul, 2017).

Asagidaki Lemma genellestirilmis kesirli integraller icin elde edilmistir.
Lemma  3.3.1. a<b ve f'€lLifab] olmak lizere f:[a,b] >R

(a, b) tlizerinde diferansiyellenebilir bir doniisim olsun. Bu durumda asagidaki esitlik

gecerlidir.
f(a) + f(b) 1
b A e+ (- o)
=250y ), N1 = =A@/ (ba+ (1= Ob)

Burada A(1) = fol M d¢ (Sarikaya ve Ertugral, 2017).

Budak ve arkadaslari, Genellestirilmis kesirli integraller i¢in asagidaki teoremi
ve lemmayi elde etmislerdir.
Teorem 3.3.3 a < bve f € Ly[a, b] olmak tizere f:[a,b] = R, (a, b) lizerinde pozitif
bir fonksiyon olsun. f, [a, b] iizerinde bir konveks fonksiyon ise genellestirilmis kesirli

integral i¢in ifade saglanir;
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b b
f(anr ) 2lp(1)l a+b+¢f(b)+ () lof (a )l M

e<p<(b;a)1'>
T

Burada ¥:[0,1] » R doniisiimii

YY) = f dt

0
dir (Budak ve ark., 2017).

Lemma 332.a<b ve f'€lLifab] olmak ilizere f:[a,b]—>R, (a,b)

tizerinde diferansiyellenebilir bir donlisim olsun Bu durumda asagidaki esitlik
(a + b)
f 2
= f Y() (2 )b d¢
T 49(1) f 2

flp(f)f <(2_ 26y 2)dt’l
=

—)dr dir (Budak ve ark., 2017).

gecerlidir.

zw(l)l gty el (0 + ey lof (@)

Burada W(¥) —f






4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde, arastirmada elde edilen bazi bulgulara yer verilecektir. Ik kistmda
literatiirde mevcut olan h —konveks fonksiyon kavramindan faydalanilarak
genellestirilmis Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in yeni H-H tipli esitsizlikler
elde edilmistir. ikinci kisimda ise literatiirde mevcut olan quasi —konveks fonksiyon
kavramindan faydalanilarak genellestirilmis Riemann-Liouville kesirli integralleri igin
yeni H-H tipli esitsizlikler elde edilmistir. Sonra quasi —konveks fonksiyonlar i¢in bazi
sonuglar bulunmus ve literatiirdeki lemmalardan yararlanarak konveks fonksiyonlar i¢in

Riemann-Liouville kesirli integral yardimiyla H-H tipli esitsizlikler elde edilmistir.

4.1. Genellestirilmis Riemann-Liouville Kesirli Integralleri Yardimyla

h —Konveks Fonksiyonlar icin Esitsizlikler

Asagidaki teoremde literatirde H-H esitsizligi olarak bilinen esitsizlik
h —konveks fonksiyonlar igin genellestirilmis Riemann-Liouville Kesirli integraller
kullanilarak elde edilmistir.

Teorem 4.1.1. 0 <p,0,p €1,f € L1[o,p] ve h # 0 olmak iizere f € SX(h,I) olsun.

Bu durumda A(1) = folwdu ve A(1) # 0 i¢in

f o+p
(—21)/1(1) <[ otlpf(P) + p-1yf (0)]

h(3)

Yo(lp —a)t’)[
7

1 1

1 _ p D/l =

< 2[f(0) + f()] ( | (M) d#) ( | (h(f))qd{))q
0 0

esitsizligi gegerlidir. Buradap™ + ¢! = 1,p > 0.

< [f(o) + F(0)] f h(E) + h(1 — £)]de
0

Ispat: 2.2 de x = o+ (1 — O)p,y = (1 — €)oo + ¢p ver =§ secildiginde;

f(a;rp) Sh(%)f({’a+(1—{’)p)
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+h(%)f((1 — {¥)o + fp)

<h(3) 1t + (1~ )

+f((1 = O)a + £p)]

elde edilir. Esitsizligin iki tarafi M ile garpilip ardindan elde edilen esitsizlikte

¢ € (0,1] igin integral alinirsa;

2 £

W[ te(lp—o)¢)
<h (E) UO B2 o + (1 - Op)d

Lo((p—0)¢)
+ fo ple e

f(a+p> folq)((p — 0)?) s

f(tp + (1 - 0)a)de

elde edilir ve gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra;
og+p
(%)
1
h(z)

oldugu goriiliir ve birinci ispatimiz tamamlanmis olur.

AQQ) < [ g+lpf(p) + p-1,f ()]

Ikinci esitsizligin ispat1 igin f € SX (h, I) oldugu kullanildiginda;
fx + (1 =0)y) <h(O)f(x) + h(1 =Of ()
ve
f((L=Ox+Ly) < h(1 = Of(x) + h(Of )
yazilir. Her iki esitsizlik taraf tarafa toplanirsa;
fEx+ A =0y) + f((A-Ox+£y) < [h(®) +h(1 = D][f(x) + fF¥)]
elde edilir. Burada x = o ve y = p segilirse;
flo + (1-Dp)+ f((A-£)o +4£p <[h(€) + h(1 = D][f (o) + f(p)]

o((p—0)?)
f ?

elde edilir. Her iki tara ile carpilip ardindan esitsizlikte £ € (0,1] igin integral

alinirsa;

flMﬂt’a + (1 = O)p)de
0

?
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+f Mf((1 — D)o+ bp)de
0

£

Lo((p— 0)¢
<If@) + f@) | M[h(ﬁ) + h(L = O] de

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra;
[U+I<pf(p) + - (pf(o-)]

Yo(lp - a)i’)[

7 h(€) + h(1 —£)]d?

< [f(o) + F(0)] f
0

sonucuna ulasilir. Boylece esitsizligin ikinci kisminin ispati tamamlanmis olur.
Esitsizligin iigiincii kismmn ispatinda son esitsizlikte p > 1vep™t +q ! =1 igin
Holder esitsizligi kullanilarak son kisma ulasildigi goriiliir.

jlw((p — a)é’)[

7 h(£) + h(1 —£)]d?

1

= 1
Yol =)\ N ([ a
< <f0 <#> de (fo [(£) + h(1 — {’)]ch)

boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.1.1. Eger Teorem 4.1.1° de h(£) = £ ve @(£) = £ alirsak, Teorem 4.1.1°deki
esitsizlik Teorem 3.1.4’teki klasik H-H esitsizligine doniisiir.

Sonug 4.1.2. Eger Teorem 4.1.1° de ¢ (¥) = € ve h(¥) = ¢° alirsak, Teorem 4.1.1°deki
esitsizlik Teorem 3.1.5°teki ikinci anlamda s —konveks fonksiyonlar i¢in H-H
esitsizligine doniisiir.

Sonug 4.1.3. Eger Teorem 4.1.1° de ¢@(¥) = ¢ alirsak, Teorem 4.1.1°deki esitsizlik Te-

orem 3.1.8’deki h —konveks fonksiyonlar i¢in H-H esitsizligine doniistir.

Sonu¢ 4.1.4. Eger Teorem 4.1.1°’ de h(£)=+¢ ve @(¥) =% alirsak, Teorem

4.1.1°deki esitsizlik Teorem 3.2.1°deki Riemann-Liouville kesirli integraline doniisiir.

Sonu¢ 4.1.5. Eger Teorem 4.1.1° de ¢(¥) =% ve h(£) = ¢° alinirsa, Teorem

4.1.1°deki esitsizlik Teorem 3.2.2°deki ikinci anlamda s —konveks fonksiyonlar i¢in

Riemann-Liouville kesirli integraline dondisiir.
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Sonug 4.1.6. Eger Teorem 4.1.1° de ¢(¥) = ahrsak Teorem 4.1.1°deki esitsizlik

Teorem 3.2.4’teki h —konveks fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville kesirli integraline

dontistir.

Sonug 4.1.7. Eger Teorem 4.1.1° de ¢(¥) = ok ve h(¥) =¥ alinirsa, Teorem

kI ( )
4.1.1°deki esitsizlik k —Riemann-Liouville kesirli integraline doniisiir (Hussain ve ark.,

2015).

k
F(EE0) < et )[1 o O+ I fO)] <

f(a) + f(p)
2 2

(p—
Asagida literatirde mevcut olan bir Lemma kullanilarak h —konveks
fonksiyonlar i¢in genellestirilmis Riemann-Liouville kesirli integralleri yardimiyla H-H
esitsizliginin sag tarafina yonelik yeni teoremler ve bu teoremlerin sonuglar
verilecektir.
Teorem 4.1.2. 0<o <pveh € Li[o,pl, f € L]0, p] olmak lizere h:] c R —> R ve
filo,p] € R > R pozitif fonksiyonlari verilsin. Eger |f’|, [0, p] lizerinde h —konveks
bir doniisiim ise,
f@+f) 1
2 2A(1)
o)
- A

[a+1<pf(p) + p‘1<pf(0-)]

/' (@) + 1f'(p)|
2

jh({’)IA(l ) — A(D)| dt

esitsizligi gegerlidir. Burada A(¢) = [ O{JM duve A(¥) # 0.

Ispat: Lemma 3.3.1. ve modiil 6zellikleri kullanildiginda;

f@+f) 1
2 2A(1)

[U"'I(pf(p) + p_1<pf(0-)]

2A(1)f IA(L =€) = A If' (6o + (1 = £)p)|de

yazilir. Buradan |f’'| nin [o, p] tizerinde h —konveks oldugu kullanildiginda;

f@+fp) 1
2 2A(1)

[cr+1<pf(p) + p‘I(pf(O-)]
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2A(1){|f (U)|f h(®)|A(1 —£) — A(£| d¥

+1F () f h(1 - DIACL - &) — AD)| df}
0

elde edilir ve gerekli diizenlemeler yapildiginda ispat tamamlanmis olur.
Sonu¢ 4.1.8. Eger Teorem 4.1.2.° de ¢@(f)=+¢ ve h(£) =+ almrsa, Teorem
4.1.2’deki esitsizlik Teorem 3.1.9.” daki Dragomir ve Agarwal’ in H-H esitsizliginin sag

tarafi i¢in elde etmis olduklar esitsizlige doniisiir.

Sonug 4.1.9. Eger Teorem 4.1.2.° de ¢@(¥) = % ve h(¥) = £ alinirsa, Teorem

4.1.2°deki esitsizlik Teorem 3.2.5.” teki konveks fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville

kesirli integralleriyle elde edilmis esitsizlige dénﬁsﬁr.

Sonu¢ 4.1.10. Eger Teorem 4.1.2.” de ¢@(¥) = ﬁ alinirsa ve h(£) = £°, Teorem

4.1.2°deki esitsizlik Teorem 3.2.2.° deki s —konveks fonksiyonlar ig¢in Riemann-

Liouville kesirli integralleriyle elde edilmis esitsizlige dontistir.

Sonug 4.1.11. Eger Teorem 4.1.2° de ¢ (¥ ) =

¥ ( ){’ ve h(¥) = ¢ alimirsa, Teorem

4.1.2°deki esitsizlik k —Riemann-Liouville kesirli integraliyle elde edilmis esitsizlige
dontisiir (Hussain ve ark., 2015).

fl@)+f(p) Tla+k)
2

7 Ugei F OO + I f(0)]

(p—o0) k
< (Z_ o) (1 _%) llf’(a)l + If’(p)ll
(+1)

Sonug 4.1.12. Eger Teorem 4.1.2. de h(¥) = ¢ alirsak, Teorem 4.1.2. deki esitsizlik
Teorem 3.3.2.” deki konveks fonksiyonlar i¢cin Genellestirilmis Kesirli integrallerle elde
edilmis H-H esitsizliginin sag tarafina yonelik esitsizlige doniistir.

Teorem4.1.3.0 < o < p, h? € L [o,p] ve f € L [0, p] olmak lizere h:] c R > R, h #
0 ve f:[o,p] € R = R pozitif fonksiyonlar: verilsin. |f'|, [o, p] lizerinde h —konveks

bir fonksiyon ise,
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f(o) +f(p)
d 2 P _ZA(l)[a+I<pf(p)+ p‘Lpf(O-)]

_ e =adf @I+ 1f (D
= 2A(1)

1 17

1 P 1, P
x [A({’)]pd{’> —( [A({’)]pd{’>
(ore)
Y 1 . 1]
xl(f Z(h({’))qd€>q+<J (h(f))ch)q
0 Y,

dir. Burada p > 1 icin p~2 + ¢~ = 1ve A(®) = f{ 22 gy, ve Ae) # 0.

Ispat: Lemma 3.3.1. ve modiiliin 6zellikleri kullanilirsa

f@+fp)
2 2A(1)

[0+I<pf(p) + p_1<pf(a)]

<L f AL = &) — A@)| I (8o + (1 — O)p)lde

p—a

1 > .
=53 {fo (A =& —AW@D) If (ko + (1 — O)p)|dt + fl/z(A({)

— A1 =) If'(fo + (1 - i’)p)ldl’}

elde edilir daha sonra |f'| nin [, p] tizerinde h —konveks oldugu kullanildiginda

‘f(a) +f(p)

[o"" (pf(p) + p_I(pf(O-)]

" 2A(1)

—zm){f (AL — &) = A@®) [A®D)If' (@) + k(A — DI (p)]]de

+ L/ (A = AL = )[R = OIf' ()] + h(D)If' (p)|]d¢
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_ 1/ 1
_p—o 2 ) [ ,
= 2D { fo A= Dh@) If'(o)lat ]0 AR f'(0)|de

1

1/, 2
; f ACL = OR(1 = DI (p)|de — ] AR — D)\ (p)|de
0 0

1 1
n f AR (0)dt - f A(L— OR(D)|f' (o)
1/2 1/2

1 1
+ [ AR - ol @lde- [ aa-ora- i’)lf’(p)ldl’}
v, v,
ifadesine ulagilir. p > 1 vep~! + ¢! = 1 icin Holder esitsizligi

1, 1
.f A1 —O)h()dt = j- A)h(1 — £)dt
0 1/,

1 1

1/2 5 1/2 5
< (f [A(1 - f)]pcw) (J [h({’)]qd{’> ,
0 0

1, 1
f A1 —-0h(1-¢)dt = f A()h(£)d?
0 1,

. b/ 1 7
s( Jl /Z[A({’)]pd{’> < fl /Z[h(e)]qM) ,

1, 1
f A@)h(®) dt = f A1 —O)h(1 - 0)d?
0 1,

1 1

1/2 5 1/2 5
< <] [A({’)]pd{’> <f [h({’)]qd{’> ,
0 0

ve

1/2 1
j ACOR(L = £) de = f AL — D)h(E)de
0 1

/2

1 % 1 q
< [A(1 - f)]pd£> ( [h({’)]ch)
., L

seklinde uygulanip gerekli islemler yapildiginda istenilen sonuca ulasilir. Ispat

tamamlanir.
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Sonu¢ 4.1.13. Eger Teorem 4.1.3. de ¢(¥) =% ve h(¥€) = ¢ alirsak, Teorem
4.1.3°deki esitsizlik Teorem 3.2.6.” daki Riemann-Liouville kesirli integraline doniistir.
f(x

Sonu¢ 4.1.14. Eger Teorem 4.1.3. de ¢(¥) =t

ve h(¥) = £° alirsak, Teorem

4.1.3°deki esitsizlik Teorem 3.2.7.” deki ikinci anlamda s —konveks fonksiyonlar i¢in

Riemann-Liouville kesirli integraline donisiir.

Sonug 4.1.15. Eger Teorem 4.1.3. de ¢@(¢) = % alinirsa, Teorem 4.1.3’deki esitsizlik

Teorem 3.2.11." deki h —konveks fonksiyonlar igin Riemann-Liouville Kkesirli
integraline donusiir.

1
KT (@)

Sonug 4.1.16. Eger Teorem 4.1.3” de ¢(¥) = £k ve h(€) = ¢ alinirsa, Teorem

4.1.3’deki esitsizlik k —Riemann-Liouville kesirli integraliyle elde edilmis asagidaki

esitsizlige dontisiir (Hussain ve ark., (2015).

[ k
(O 10) et B e
(p— o)k
1
00 (R TR
. ; 2
ey

4.2. Genellestirilmis Riemann-Liouville Kesirli Integralleri Yardimiyla quasi —

Konveks Fonksiyonlar i¢in Esitsizlikler

Asagida literatiirdeki quasi —konveks fonksiyonlar i¢in verilen H-H esitsizligi
genellestirilmis Riemann-Liouville kesirli integraller yardimiyla farkli bir formda elde
edilmistir.

Teorem 4.2.1.f € Ly[o,p] ve 0<0 <p olmak iizere f:[o,p] = R pozitif bir
fonksiyon olsun. f, [o,p] lizerinde quasi — konveks fonksiyon ise genellestirilmis
kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:

1

7AD [ o+1,f(0) + ,-1,f(0)] < max{f (o), f(p)}.

Burada A(1) = folwd{’ ve A(1) # 0.
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Ispat: f, [o, p] lizerinde quasi —konveks fonksiyon oldugundan,

fo + (1 —=£)p) < max{f(o),f(p)}

ve

f((A =480+ £p) < max{f(o),f(p)}

yazilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa;

1
E[f(&f + (1= 0p) + f((1 =)o + £p)] < max{f (o), f(p)}

((p 0)t)

elde edilir. Elde edilen esitsizligin her iki tarafi ile ¢arpilip € € (0,1] tizerinde

integral alindiginda

1 (2 o((p — )2 Lo((p — 0)e
EUO Mf(fa + —f)p)d£+]0 Mf((l — D)o+ £p)de

Lo((p - 0)¢
< max{f (@), f(o)} [ Md#
0

ulagilir ve gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra;

2A(1)["+ o)+ p1,f(@)] < max{£(0), f(p)}

ile ispat tamamlanmis olur.
Sonug 4.2.1. Eger Teorem 4.2.1°de ¢(¥) = ¢ alinirsa, Teorem 4.2.1°deki esitsizlik

Teorem 3.1.7°deki quasi —konveks fonksiyonlar i¢in H-H esitsizligine doniisir.
Sonug 4.2.2. Eger Teorem 4.2.1°de ¢ (¥) = —a almirsa, Teorem 4.2.1°deki esitsizlik

Teorem 3.2.3’deki quasi —konveks fonks1yon icin Riemann-Liouville Kesirli
integraline dontistir.

Simdi literatiirde bulunan bir Lemma yardimiyla quasi —konveks fonksiyonlar igin
genellestirilmis kesirli integrasyona yonelik teoremler verilecektir.

Teorem 4.2.2. f € Ly[o,p] ve 0<o0<p olmak iizere f:[o,p] >R, (0,p)
tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f’|, [o,p] fiizerinde quasi—

konveks fonksiyon ise genellestirilmis kesirli integraller i¢in asagidaki ifade saglanir:

f@+fp) 1
2 2A(1)

P max{if (@ If (01} f IACL— €) — ACD)] de

[cr+140f(p) + p‘1¢f(0)]

_P-
= 220D
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Burada A(¥) = f(f@du ve A(¥) # 0.

Ispat: Lemma 3.3.1, modiil dzellikleri ve |f’]” nin quasi —konveks fonksiyon oldugu

kullanilirsa;

f@+fp) 1
S aaey Lol 0 F o lef@)]

<o f IACL= £) = ACOI I (8o + (1 — ©)p)|de
<o j IACL= &) = A lmax{lf ()], I (D)} 8

= L mexllf @LIF @) f IAGL= £) ~ A®)] a2
elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.2.3. Eger Teorem 4.2.2°de ¢@(¥) = £ almirsa, Teorem 4.2.2°deki esitsizlik

Teorem 3.1.12°deki esitsizlige doniisiir.
Sonug 4.2.4. Eger Teorem 4.2.2°de ¢ (£) = “ ahmrsa Teorem 4.2.2°deki esitsizlik

Teorem 3.2.8’deki esitsizlige doniistir.

Teorem 4.2.3. f' € L|o, p] olmak tlizere f: [g, p] = (o, p)iizerinde diferansiyellenebilir
bir doniigiim olsun. |f'|? [o, p] lizerinde quasi — konveks ve p > 1 ise genellestirilmis
kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:

f@+f0)
2 2A(1)

[0+I<pf(p) + - (pf(o-)]

1 1
(J AL —&) - A(i’)|pd€>p {max|f' (@)% 1f'(p)|}a
0

<P~ 7
= 2001
Burada A(#) = f;@du ve A(¥) # 0.

Ispat: Lemma 3.3.1 ve Hélder esitsizligi kullanildiginda;

f@+f0)
2 2A(1)

[cr+140f(p) + - ¢f(0)]

< L2 [Ina-0-nolIF o+ 0 - opar
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1 1
p—o0 1 p 1 , q
S—ZA(l)UO |A(1—{’)—A({’)|pd{’> <f0 I ({’0+(1—{’)p)|qd€>

yazilir. |[f'|9, [o, p] lizerinde quasi — konveks oldugundan;

f@+f@) 1
o L e 0 + o1 f (@)

1
_2A(1) <f AL —¢) — A(é’)l”dt) {max|f'(0)|9,|f’ (p)lQ}q

elde edilir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.
Sonug 4.2.5. Eger Teorem 4.2.3’de ¢@(¥) = ¢ alinirsa, Teorem 4.2.3°deki esitsizlik
Teorem 3.1.14°teki H-H tipli esitsizlige doniisiir.

Sonug 4.2.6. Eger Teorem 4.2.3’de ¢(¥) = % alinirsa, Teorem 4.2.3°deki esitsizlik

Teorem 3.2.9’daki esitsizlige doniistir.

Teorem 4.2.4. f'€Li[o,p] ve o<p olmak tlzere f:[o,p] >R, (0,p)
tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f’|9, [o,p] tlizerinde quasi—
konveks ve p > 1 ise genellestirilmis kesirli integraller igin asagidaki esitsizlik saglanir:

f(@)+f(p) 1
d 2 - ZA(].) [ 0'+I(pf(p) + p_1<pf(0-)]

< Sy maxlf @I 1 (p)mff(f IACL—6) - A(e)wcw)

Burada A(¢) = f; 2L"2% gy ve Ae) # 0.

Ispat: Lemma 3.3.1 ve power-mean esitsizligi kullanildiginda;

flo)+ f(p) 1
o y p _ZA(l)[U+]¢f(p)+ p—I(pf(a)]

2A(1)f IA(1 =€) = A If' (Lo + (1 — £)p)|de

p—a((" e
< Tm( fo (L= £) - A(e)|de)

1

x ( j AL = £) — AD)] I (b0 + (1 — e)p)wde)q
0

yazilir. |f'|9, [0, p] lizerinde quasi —konveks oldugundan;
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f(@)+ f(p)
- 7 T Lot/ () + o lef ()]
— 1 1
<50 ( f A=) - A@)Idf) {max|f'(0)|9,1f'(p) |9}

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.2.7. Eger Teorem 4.2.4> de ¢(£) = ra) almirsa, Teorem 4.2.4° teki esitsizlik

Teorem 3.2.9.” deki Riemann-Liouville kesirli integral tipli esitsizligine donisiir.
Asagidaki H-H esitsizliginin sol tarafina yonelik sunulan teorem quasi—

konveks fonksiyonlar i¢in genellestirilmis Riemann-Liouville kesirli integralleri

kullanilarak elde edilmistir.

Teorem 4.25. f'€Li[o,p] ve o<p olmak flizere f:[o,p] >R, (0,p)

tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f’], [o, p] lizerinde quasi — konveks

fonksiyon ise agsagidaki genellestirilmis kesirli integral icin ifade saglanir;

1 o+p
o [ esoylaf ) + (azﬂ)—w(a)] - F(E2 )‘

< G, weonde) x{J (50 ot + mafr () 1 o

(p—0)
Burada W(1) = flude ve A(£) #0.

Ispat: Lemma 3.3.2. ve |f’| nin quasi — konveks fonksiyon olusu kullanilirsa;

1 o+p
M[(mfltpf(p) + (UT‘FP)_I(pf(O')l - f( 2 >

_w(l) U| (£)||f( 0+2—€p d€+f |1P({’)||f( a+§p)|dfl

< L2 [ woimarr (S22 1r @i

+j;) W) max{|f’ (Jzﬂ)|,|f'(0)|}d€

= G ), tweonae) frasflr (75) @+ maxflr (75) vl

yazilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.
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Sonug 4.2.8. Eger Teorem 4.2.5” de ¢@(£) = £ alinirsa, Teorem 4.2.5’ teki esitsizlik
Teorem 3.1.15.” deki esitsizlige doniisiir.

Asagidaki teoremde H-H esitsizligi quasi — konveks fonksiyonlar icin
Riemann-Liouville kesirli integraller ve Holder esitsizligi kullanilarak elde edilmistir.
Teorem 4.26. f'€Li[o,p] ve o <p olmak izere f:[o,p] >R, (o,p)
tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f’|9, [o,p] tlizerinde quasi —
konveks ve p > 1 ise genellestirilmis kesirli integraller igin asagidaki esitsizlik saglanir:
o+ p)

ml(azi)%pf@) + (Uzﬂ)_lwf(o')l - f( >

1
<Sas{[woraf | (el (52w
: o

el (2P o)

1¢(w U))
Burada W(1) = [, —2—dtve ¥(1) # 0.

Ispat: Lemma 3.3.2. ve Holder esitsizligi kullanilirsa;

‘ij(l)l a+p+<pf(p)+ (U+P <pf(0-)l f O-+p>‘
0 e 2l o o
_41P(1)<J Iqj(@lpd{)) L f'(z“*%’))r_ dt
a

p
([t )|

. fil—5—o+5p J
elde edilir. |f'|9, [o, p] lizerinde quasi — konveks oldugundan;

1 o+p
m[@ﬂ)*’q’f )+ (eroylof (")l -5 )‘
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1 p-1

st o
= 5
+ (max{|f’ (02£>|p—1’ |f’(a)|%})

ulasilir ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 4.2.9. Eger Teorem 4.2.6. de ¢@(£) = £ alinirsa, Teorem 4.2.6. daki esitsizlik
Teorem 3.1.16.” teki esitsizlige doniisiir.

Teorem 4.2.7. f'€Lilo,p] ve o<p olmak diizere f:[o,p] >R, (o,p)
tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f'|4, [o,p] tlizerinde quasi—

konveks ve p > 1 ise genellestirilmis kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:

a—l—p)

2‘1’(1) [ cr+p +I(pf(p) + (0+P (pf(o-)l

w(l)(f |w<e>|de) (max{|f( ] Ve (p)|q}>

+<max{|f () e )|q})
Burada (1) = fol(p((p_a)

—Z{J)di’ ve ¥(1) # 0.

1

Ispat: Lemma 3.3.2. ve power-mean esitsizligi 6zellikleri kullanildiginda;

a—l—p
‘Z%) p) 1ol (0) + (esoy ] f(a)] (%)

41{,(1) U |‘P(£’)||f( 0+2—p d{’+f ILP({’)||f( a+§p)|d{l
ST <j 'lp(’?)'d{)) : <f01'lp(’?)' (5o +50)

4 \q
d#)
([ el (5o +50)

 \a
)
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yazilir ve |f'|9, [o, p] lizerinde quasi —konveks oldugundan;

‘2‘?(1) l 0’+p + <pf(,0) + (0’+p (pf(o-)l f G i p)‘

1

4‘1’(1) <f IW({)Id{)) (max{’f( ), e (p)|q}>a

(e (52 arcon))

bulunur ve bu da ispati tamamlar.

Sonug 4.2.10. Eger Teorem 4.2.7° de ¢@(£) = £ alinirsa, Teorem 4.2.7" deki esitsizlik
Teorem 3.1.17.” deki esitsizlige doniisiir.

Asagida literatiirde mevcut olan bir Lemma genellestirilmis kesirli integralin
uygulanmasina uygun bir hale getirilmis ve ardindan bu Lemma kullanilarak
literatiirdeki bazi teoremler genellestirilmistir.

Lemma 421.0<p ve og,p€R olmak iizere f:[o,p] > R, (o,p) lzerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. f’ € L[a, p] i¢in asagidaki esitlik saglanir;

1

boct @) = 1 f oy (e L+ -0 L) ar

1

—fﬂ(f)f <€p+(1—{’) +p)d€

0
1

+f0({’)f’ ({’UJF 3

0
1

—jﬂ(i’)f (£—+(1 {’)0+3p>d€.

0

+(1- {’)p) 7,

(p—0)
Burada Q:[0,1] » R fonksiyonu Q(¢) = fofydu, Q&) #0 ve 0:[0,1] » R

(p—0a)
fonksiyonu O(¢) = flw

(o) +f( ) + 1

du seklinde tanimlanir. Ayrica




l ) (pf(30+p)+ (g%)d(pf(

seklindedir.

52

og+p

2

) * ogeytef

Ispat: Lemmada gecen esitligin sag tarafindaki integraller dort parga halinde
¢Oziimlendiginde
1
30 +p +
I, =f0({’)f’({’ “4 +1-02 p)df
(p—a)
190 ) 30 +p g+p
ff du f’(# )d{’
(p—0) !
4 1‘/)( ) u) 30+p +p
- f i f(e +(1- 3)—)
a—p|\J,
0
(p—0)
L4 f1§0( ) f) <€30+p+(1 €)0+p>d€
a—ply ? f 4 2
(p—0)
e[
b—af 2 B u “
o+
4 Uzﬁfp( Zp_f) 2 de
_b—O'J30+P O'+,D_{) f()
4 2
4 o+p 4 a+p>
_p—af( 2 )Q(l) —al(—3"4+p)+l"’f( 2 l
ve
1
+
Izz—fﬂ({’)f <{’0+(1—€) p)d{’
0
(p—a) )
+p

=

du|f’ (€a+(1 P

o+ 3p
4

>+ (M)*’ (pf(p)l

>d€
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4
p—of

|

30+p

ey
_p—af otp_
o )

 ——

(-9
I[Mdu f<{’0+(1—{’) +p)

0

e —

F(0)de
3 y

_ _f(o-)ﬂ(l) — —[ otlof (30 + P)]

ve benzer sekilde
1

I, =f0(£’)f’ (€023p+(1—€)p)d{’

0

4 4
= Ef(p)ﬂ(l) ~ I (#)*'I(pf(p)l

ve

I4=—fﬂ({’)f (£—+(1—{’)0+3p)d{’

0

~p f af (0 -ZI- 'D) L) - ﬁ I (¥)+I¢f (#)l

olarak hesaplanir. Ardindan gerekli diizenlemeler yapilirsa;

-

zzlf(a)+f(p)+f<a+p)l_ 1

oo, p) = 169(1)

2 2 4Q0(1)
olof (30 + gazey el =)

+3
* eyl () gy

ifadesine ulasilir.

Sonug 4.2.11. Eger Lemma 4.2.1°de ¢ (£) = £ alinirsa, Lemma 4.2.10°daki esitlik;
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1 1 P
0160 =3[P L 11 (550)| - 525 [ rwaan

2

oldugu kolayca goriiliir.
Sonug 4.2.12. Eger Lemma 4.2.1’de ¢(£) = - ( 5 ahndlglnda Lemma 4.2.1°deki esitlik

Lemma 3.2.2°deki esitlige dontisiir.

Teorem 4.2.8. f' € Ly[0,p] ve 0 < p, a,p € I olmak iizere f:] ¢ R - R I’ iizerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. [f'|9, [o,p] lzerinde quasi — konveks
fonksiyon ve p > 1 ise genellestirilmis kesirli integraller igin asagidaki esitsizlik
saglanir:

| (0, )|

1

f o()d¢

0

<P~ °
~16Q(1)

€22 222
1

smax{ | (Z522)] i)

1 1

+ fﬂ({’)d{’ max{|f’<36:p)|q,|f’(g)|q}a

0

ol (52 32

(p—0)

Burada Q(#) = fow(+

)du, Q) = 0.

Ispat: Lemma 4.2.1 ve power-mean esitsizligi kullanildiginda;
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| (0, )]

p—ao
<
—16Q(1)

ol (2222 a-0%5)u

+p>

1

+fﬂ(£) f (€a+(1 PE

0

dt

1

+f0(€) £ <8023p+(1—{’)p> e
0

1

fn(e)|f (eT 1- t’)a+3p)|d€]
0

1

< feamD <0f1 O“)‘”) "(f Ol +p)| ‘”)q

0

1

1
+<fﬂ(€)d€> q(fn(€)|f <€a+(1 2 G+p>| d#)q

0 0

1 1

1 -3 /1 q q
+< | o(e)de> (f o) | (¢ 25+ 1 - 0)p) dt’)

0 0

+<fﬂ({’)d{’> _q<jn(€) |f (€—+(1 €)0+3p) df)q

0 0

elde edilir. Daha sonra |f'|? nin, [0, p] lizerinde quasi —konveks fonksiyon olusu

kullanildiginda;
|00 (,0)|

1

[ /4 1-2 1
sz f o) (Joomee (A I (252 o]

0 0
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+ fﬂ(f)df fn(e)maxﬂf ( “+p)| |f’(a)|q}d{’>
0 0

-1

Q|-

1

+ fO({’)d{’ fO(f)max{‘f’ (U

0 0

1

1
1_1

A1 ool df)q
1 7/ 1

o [acoae ) ( [acome|r(Z52) [ (552 Jae JI

QR
el

0 0

ulagilir. Gerekli islemler yapildiktan sonra

1 1

foca el (=32 (222}

0

p—
|¢<p(€)(0',0)| < 169(?.-)

1

+ fﬂ(f)df max{f’ (30: p) q,If’(a)Iq}%
0

1

1
30\ |7 q
+ fO({’)d{’ max{f'(a-z p) ,If’(p)l"}q

0

1

o oo s 221 32 ]

0

gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra;

|¢(p(£’) (O', P)l

1 1

foco) o (21 2 om0 e
0
oo e €2 o smaf 22 320

0

< P9
= 160(1)

oldugu goriiliir ve ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.2.13. Eger Teorem 4.2.8° de ¢ (¥) = ﬁ alinirsa, Teorem 4.2.8’ deki esitsizlik

Teorem 3.2.12.” deki esitsizlige doniisiir.
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Sonug 4.2.14: Eger Teorem 4.2.8. de ¢@(¥) = € alinirsa, Teorem 4.2.8 deki esitsizlik
$1(0,p)

Spg—za max{|f'(30:p)| S (G)Iq}l +max{|f <0+3p)| '|f'<0-2|_p>|q}%

1 1

s marlp (N G2 omn{l (<2 ar o

esitsizligine doniisiir (Set ve Celik, 2016).

Teorem 4.2.9: f' € L,[o,p] Ve 0 < p, 0,p € I olmak iizere f:] € R » R I’ iizerinde
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. |f'|9, [o,p] tizerinde quasi —konveks ve
q>1ve pt+q =1 ise genellestirilmis kesirli integraller i¢in asagidaki esitsizlik

saglanir:
(/1 5 .
woto 1 [ (el (550 G55 )
0
)

1

f (oco)ae) (max{r CZED) o)’
0

(oo () 22}
(p—0o)

Burada Q(#) = fow(+

1

)du, Q) = 0.

Ispat: Lemma 4.2.1 ve Holder esitsizligi kullamlarak;

|Poey(0,0)] < 1’;&; fo(t’) |f’ (330 +(1 —e)ﬂ)|de
0

1

jQ(€)|f (1€0+(1—€) +p)|d€

0
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1

+f0(£) f’(€023p+(1—€)p)’d{’

+fa(£) f (3ﬂ+(1—e)“23p)|d4

J 2
p—a[ 1 p [ 30 o+p %
= 16Q(1)il Of(o({))) de) (! ’f’ ({) )’ df)

et
+<f(0({’))pd€> ([ |7 (2 43p+ (1—f)p)\qdf>
. L d
+<f(ﬂ(£)) d€> (Hf f— +(1 - f)0+3p)‘qd£> i
0 0 ]
ol

elde edilir. |f']9, [o,

=
Q|

tizerinde quasi —konveks oldugundan;

1

[ 1
< 169(1)l<j(0(£)) df) <max{|f (0+p) 15 (30:,0) "})a
+<f1(Q(€))pd€>E<max{|f (30+p)| Af (cr)l"})1
_ 23’))|q,|f'<p)|q}>;

+ ( fl (0(£))pd{)>p <max {| £ (a

+ ( f (Q({)))pd{))p (max{ (55

gerekli diizenlemeler yapildiktan istenilen esitsizlige ulagilir.

ﬂ
qj
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Sonug 4.2.15. Eger Teorem 4.2.9. da ¢(¥) = % alinirsa, Teorem 4.2.9” daki esitsizlik

Teorem 3.2.13.” teki esitsizlige doniisiir.






5. TARTISMA VE SONUC

Bu c¢alismada, Dragomir ve Pearce (2000) elde ettikleri quasi —konveks
fonksiyon ve Varosanec (2007) elde ettigi h —konveks fonksiyon siniflarina dayali
tanimlar kullanilmistir. Sarikaya ve arkadaslar1 (2008) h —konveks fonksiyon i¢in H-H
esitsizligi, Tung (2013) h —konveks fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville kesirli integral
esitsizlikleri, Sarikaya ve Ertugral (2017) genellestirilmis kesirli integral esitsizlikleri
kullanilmistir. Ayrica diger arastirmacilar tarafindan ortaya konulan ¢aligmalarin
genellestirilmis  kesirli integraller yardimiyla h —konveks ve quasi —konveks
fonksiyonlar i¢in yeni esitsizlikler ve sonuclar elde edilmistir. Elde edilen sonuglarin
daha once literatiirde var olan sonuglarin bir genellestirmesi oldugu gorilmistiir.
Konuyla ilgilenen arastirmacilar bu tezde kullanilan yontemlerden ve teoremlerden
yararlanarak genellestirilmis kesirli integraller yardimiyla farkli konveks fonksiyon
smiflart i¢in yeni genellemeler yapabilecekleri gibi literatiirde mevcut lemmalari

genellestirerek de yeni sonuglar elde edebilirler.
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