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OZET

GECIKMELI VOLTERRA INTEGRO-DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
NUMERIK COZUMLERI

YATAR, Sabahattin
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigsmani : Dr. Ogr. Uyesi Erkan CIMEN
Ocak 2020, 33 sayfa

Bu calismada, birinci mertebeden lineer gecikmeli Volterra integro-diferansiyel
denklem i¢in baslangi¢ deger problemini ele almaktayiz. Bu problemin niimerik ¢ézimii
icin sonlu fark metodunu kullanarak yeni bir fark semasi kuruyoruz. Bu semanin
kurulmasi, iistel baz fonksiyon iceren ve kalan terimi integral biciminde olan
interpolasyon kuadratiir formiillerine dayanmaktadir. Dahasi, metodun yakinsaklig
incelenmis ve ayrik maksimum normda birinci mertebeye sahip oldugu gosterilmistir.
Ayrica, bir ornek iizerinde niimerik sonuglarin teoriye uygunlugu dogrulanmistir. Son

olarak, onerilen sema acik Euler semasi ile karsilastiriimistir.

Anahtar kelimeler: Gecikmeli Volterra integro diferansiyel denklem, Hata

degerlendirmesi, Sonlu fark metodu.






ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS OF DELAY VOLTERRA
INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS

YATAR, Sabahattin
M. Sc. Thesis, Mathematics
Supervisor : Asst. Prof. Dr. Erkan CIMEN
January 2020, 33 pages

In this study, we consider an initial value problem for a linear first order Volterra
integro differential equation with delay. We construct a new difference scheme for
numerical solution of this problem by the finite difference method. The method is based
on difference scheme on a uniform mesh which is achieved by using the method of
integral identities which includes the exponential basis functions and applying
interpolating quadrature formulas which contain the remainder term in integral form.
Also, the method is proved to be first-order convergent in the discrete maximum norm.
Moreover, a numerical experiment is performed to verify the theoretical results. Finally,

the proposed scheme is compared with the implicit Euler scheme.

Keywords: Delay Volterra integro differential equation, Error estimate, Finite

difference method.






ON SOZ

Bu tez calismasinda, her tiirli ilgi ve yardimlarini esirgemeyen danigsmanin

Saym Dr.Ogr.Uyesi Erkan CIMEN e tesekkiirlerimi sunarim.

06/01/2020

Sabahattin YATAR






ICINDEKILER

Sayfa
OZET oottt ettt bbbttt [
ABSTRACT e ii
ON SOZ .ot v
ICINDEKILER ......ocooviiiitiieietieeceee ettt vii
CIZELGELER LISTESI ..ottt IX
SIMGELER VE KISALTMALAR .....c.cooviiuitiieeeceee e sse e xi
1. GIRIS VE KAYNAK BILDIRISLERI .....c.cooviiivieicececcee e, 1
2. BAZI MODEL DENKLEMLER ......coiiiiiiiiiiiiiiie e e 3
2.1. Av Avcl Popiilasyonu Modeli .........cceeiieiiiiiiiiiieiiccecie e 3
2.2. Niikleer Reaktordeki Yakit Dolagimi Modeli.........cocoeviieiiiiiinniiiiie e, 3
3. TEMEL TANIMLAR VE ONBILGILER .......cccoouiiiiiiiniiiiininnineinenessneienenses 5
4. MATERYAL VE YONTEM.....c.coooiuiiiiiiiiieieietesieeieiete st ss st sen s 11
4.1, Analitik YONTEMIET ....ooiiviiiiiiiiiie e 11
4. 1.1 AdIm MELOAU ... 11
4.2, NUMETIK YONEMICT ....ooviiiiiiiiiiiie et 14
4.2.1. Baz1 asimtotik degerlendirmeler...........c.cooviiiiiiniiiincnenc e 14
4.2.2 FArK SEMAST ....vvevieieieieiieeie sttt e s te ettt e e sneesbe e e sraenneenne e 17
4.2.3. Hata analizi ..o 20
ST =10 1 ] O Y SR 23
6. TARTISMA VE SONUC .......ciiiieieiiesieie e siee e seesteesie e sseessesseesseesseanessseesseanenans 27
KAYNAKLAR ..ttt bttt e b rs 29
(@Y€ 21 @11Y§ 13T 33

vii






CIZELGELER LiSTESI

Cizelge Sayfa
Cizelge 1. (0,2] araliginda (SM) i¢in test probleminin niimerik sonuglari............ 24
Cizelge 2. (0,2] araliginda (EM) i¢in test probleminin niimerik sonuglari .......... 25
Cizelge 3. Her iki yontemdeki e” degerlerinin karsilastirilmasi. ..........c.coovvevnee. 25






SIMGE VE KISALTMALAR

Simge Aciklama

Cla, b] [a, b] araligindaki siirekli fonksiyonlar kiimesi.
C Sebeke adimindan bagimsiz genel sabit.

T Gecikme parametresi.

u Problemin kesin ¢oziimii.

y Problemin yaklagik ¢oziimii.

w Sebeke.

N Sebeke elemanlarinin sayisi.

el t; diglim noktasindaki mutlak hata.

WO, Sonlu {istel baz fonksiyonlart.
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1. GIRIS VE KAYNAK BILDIRISLERI

Delay (gecikmeli) diferansiyel denklemler tip, biyoloji, fizik, kimya,
miithendislik, ekonomi gibi bilimsel ve teknik alandaki uygulamalarda model
denklemler olarak ortaya ¢ikmaktadir (Gopalsamy, 1992; Foley ve Mackey, 2009; Liz
ve Roést, 2013; Guo ve Ma, 2016; Banks ve ark., 2017). Ozellikle enzim kinetigi,
enfeksiyon hastaliklar1 ve immiinoloji alanlarindaki matematiksel modellerde karsimiza
cikmaktadir (Hairer ve ark., 2008).

Volterra tipi integral denklemlerde ise, Ozellikle popiilasyon dinamiginde,
Volterra'nin ortaya koydugu model siklikla karsimiza ¢ikmakta ve bu model problemin
¢ozimii igin gerek analitik gerekse yaklasik ¢oziimlere rastlanmaktadir (Hairer ve ark.,
1983; Linz, 1985; Hackbusch, 1995; Lakshmikantham ve Rao, 1995; Kyte ve Purri,
2002; Makroglou, 2003; Burton, 2005; Rahman, 2007; Wazwaz, 2015; Jalalvand ve ark.
2013; Fazeli ve Hojjati, 2015; Okayama, 2018).

Volterra delay integral ve Volterra delay integro diferansiyel denklemler
biyoloji, ekoloji, tip ve fizik gibi alanlarda genis bir sekilde yer almaktadir (Jerri, 1999;
Bocharov ve Rihan, 2000). Ozel olarak, sinir sinyallerinin yayilimi, popiilasyon
dinamigi, polimerik sivilar bu denklemlerle modellenmektedir (Bocharov ve Rihan,
2000; Cushing, 1992; Jerri, 1999; Kolmanovskii ve Myshkis, 1999; Kuang, 1993;
Markowich ve Renardy, 1983). Yaptigimiz literatiir taramasinda, Volterra delay integral
ve delay integro diferansiyel denklemlerle ilgili ¢alismalara son 20 yilda daha fazla
rastlanmaktadir. Bu ¢alismalarin ¢ogunun niimerik yontemlere dayanmasi ayrica
dikkatimizi ¢ekmektedir. Bu yontemlerin birkagi, Runge-Kutta metodu (Koto, 2002;
Zhang ve Vandewalle, 2004; Hoppensteadt ve ark., 2007; Rihan ve ark., 2009), spline
kolokasyon metodu (El-Hawary ve EI-Shami, 2013), sinc-kolokasyon metodu (Zarebnia
ve Shiri, 2017, Zhao ve ark., 2017), sonlu fark metodu (Yapman ve ark., 2009; Abdi ve
ark.,2018; Kudu ve ark., 2018; Amiraliyev ve ark., 2019) olarak siralanabilir. Bununla
birlikte varlik teklik arastirmalari ve asimtotik yaklasimlara da rastlanmaktadir
(Kolmanovskii ve Myshkis, 1999; Caus, 2002; Brunner, 2004; Jankowski, 2008;
Bellour ve Bousselsal, 2014).
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Bu c¢alismada asagidaki gecikmeli Volterra integro diferansiyel denklemin

¢Ozlimiinili ve baz1 matematiksel 6zelliklerini inceleyecegiz.

Lu=u'(t) + a®u(t) + b(u(t —r) = f(t) + [ K(¢t,)u(s)ds, t €1 (1.1)

u(t) = p(t),t € I, (1.2)

burada I = (0,T] =Upy Ip, I, = {tirp_ 1 <t<n} ,1<p<m,r=sr,0<s<m
ve Iy =[-r,0] (Sadelik i¢in T/r nin tamsayr oldugunu varsayalim yani T = mr
olsun). a(t) = a > 0,b(t), f(t), @(t) ve K(t,s) yeterince diizgiin (istenilen tiirevlere

sahip ve siirekli) fonksiyonlar, » > 0 sabit gecikme terimidir.



2. BAZI MODEL DENKLEMLER

Bu boliimde, ¢alismamiza motivasyon saglayan birka¢ model incelenmektedir.
2.1. Av Avci Popiilasyonu Modeli

Popiilasyon biyolojisinde sik¢a karsimiza c¢ikan iki dinamik tiir arasindaki av-avci

modeli.

. t
Ni(t) = N{(t)(e1 — Y1 N (t) — f Fi(t — s)N,(s)ds),t € [0,T]

t—7T

) t

NY(E) = N3O (—e3 + 12 Mo (0) + j Fy(t — $)Ny(s)ds), t € [0,T]
L t—1

olarak da verilmektedir. Burada &;,&, > 0,y;,¥, = 0 reel sabitler N;(t) = ¢,(t) ve
N,(t) = ¢,(t), t € [ty — T, tp] stirekli fonksiyonlardir. N;(t) ve N,(t) ise t zamaninda
iki popiilasyonu ifade etmektedir (Volterra, 1930; Jerri, 1999; Shakourifar ve Engriht,
2012).

2.2. Niikleer Reaktordeki Yakit Dolasimi Modeli

Bir niikleer reaktordeki yakit dolasimi teorisi Ergen(1954) tarafindan

t

x(t) = — ja(t — u)g(x(u))du

t—r

denklemi ile modellenmistir. Bu modelde x ndtron yogunlugunu ve a gevseme

fonksiyonunu temsil etmektedir.






3. TEMEL TANIMLAR VE ONBILGILER

Bu boéliimde bundan sonraki boliimlerde kullanilacak bazi temel tanimlar, gosterimler

ve formiiller verilmektedir.

3.1. Sebeke ve Sebeke Fonksiyonu
I = [0, T] araliginin sonlu sayida noktadan olusan parcasina bir sebeke denir.
Eger diigiimler esit aralikli ise

wy, = {t;|t; =ih,i =0,1,..N;h =T/N}

ifadesine I araligindaki diizgiin sebeke denir. h sabitine sebeke adimi denir. Bu
sebekede tanimlanmis g; = g(t;) fonksiyonuna ise t; noktasindaki sebeke fonksiyonu
denir (Amirali ve Amirali, 2018).

3.2. Dikdortgen Metodu

[0, T] araliliginda siirekli herhangi bir f(t) fonksiyonunun integralinin yaklasik degeri

T n
| r@de~nY £ o
o i=1

ifadesiyle verilmektedir (Amirali ve Amirali, 2018).

3.3. Fark Tiirevi
I araliginda tanimli diizgiin sebekede herhangi bir g(t) fonksiyonunun

_9i7 G
gt,l h
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ifadesine birinci mertebeden geri fark tiirevi denir (Amirali ve Amirali, 2018).

3.4. Sebeke Normu
Simdide fark problemi i¢in kullanacagimiz normlar1 tanitalim.

|gllco,m,, = Maxo<i<n|gil ifadesine diizgiin sebekede maksimum normun fark benzeri

denir.

lglliz, = hXi5'g:] ifadesine diizgiin sebekede I; normun fark benzeri denir (Amirali
ve Amirali, 2018).

3.5. Kararhhk

Lineer

Lu=f(t),teG (3.1)
denkleminin

lu=u(t),ter (3.2

sartin1 (sinir sartt veya baslangic sarti olabilir) saglayan ¢oziimiin bulunmasi istensin,
burada f(t), u(t) belirli fonksiyonlar (veri fonksiyonlari), [ belirli bir lineer
diferansiyel operatoriiddiir. G = G UT bolgesinde herhangi bir @, = w, U,
sebekesinin kuruldugunu varsayalim, burada wy-i¢ sebeke [, -sinir sebeke (sebeke sinir
noktalar1 kiimesi), h ise sebeke diigiimlerinin yogunlugunu ifade eden parametredir

(3.1)-(3.2) problemine karsilik
Lhy = Qn, t e Wp (33)
lhy = Xh, t e lh (34)

fark problemi olsun. Burada Ly, [, — @, ‘da tanimlanan fonksiyonlar kiimesinde etkili

olan fark operatorleri, ¢, X}, belli sebeke fonksiyonlaridir.
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Kararlilik, fark problemleri veya genellikle yaklasik algoritmalar i¢in, bunlarin

pratik uygulanabilmesinin gerektirdigi 6nemli bir 6zelliktir.

(3.3)-(3.4) fark problemi, belli siniflardan olan her bir ¢, X;, baslangi¢ veri
fonksiyonlar1 ve yeteri kadar kiiciik h < hy i¢in bir tek ¢oziime sahip oldugunu
varsayalim. (3.3)-(3.4) probleminin baslangi¢ veri fonksiyonlar1 @, X}, olan ¢dziimiinii

y ile belirleyelim

Eger oyle, h’ a bagli olmayan C;, C, sabitleri varsa, yeteri kadar kii¢ciik h < h,
i¢in
17—yl < CGllgn — on ll2 + Czll)?h — Xn ”3 (3.5)

esitsizligi saglanmis olsun, bu durumda (3.3)-(3.4) fark semas1 sag tarafa ve sinir (veya
baslangig) sartina gore Kkararlidir denir. Burada || ||, || ||, || |3 herhangi sebeke

normlaridir.
(3.3)-(3.4) problemi lineer oldugundan, kararlilig1 ifade eden (3.5) esitsizligi
Iylls < Cillen llz + ColIXn s
esitsizligine denktir.

Boylece kararlilik, fark semasinin ¢Oziimiiniin  baslangic  veri
fonksiyonlarma siirekli bagli olduguna, hem de bu bagliligin h’a gore diizgiin bigimli

oldugunu ifade eder (Amirali ve Amirali, 2018).

Tanim 3.6. Yakinsakhik

u, (3.1)-(3.2) probleminin kesin ¢dziimii ve y’de herhangi bir sebekedeki bu
probleme uygun fark problemin ¢6zlimii olsun. z = y — u farki hata fonksiyonu olarak

tanimlanmaktadir.
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Eger h — 0 oldugunda ||z||q = ||y — ull; = 0 ise ( soz konusu sebekedeki herhangi bir
norm), bu durumda y fark problemin ¢6ziimii u probleminin ¢oziimiine yakinsiyor

denir. Ayrica, yeteri kadar kiigiik h sabitleri i¢in
ly —ull; £ Ch¥, k>0

ise ( C,h’a bagh olmayan sabittir) bu durumda yaklasik ¢oziim kesin ¢6ziime h’in
k’yme1 derecesiyle yakisar veya yaklasik ¢oziim O(h¥) kesinligine sahiptir denir

(Amirali ve Amirali, 2018).
Tanim 3.7.
f(®), I *de taniml1 herhangi bir siirekli fonksiyon olsun.

a) C™W(D) ifadesine I araliginda t’ye gére n. mertebeden siirekli tiirevlere sahip

fonksiyonlar kiimesi denir.

b) lIfllc ifadesine I arahigindaki siirekli fonksiyonlar igin maksimum norm denir

(Amirali ve Amirali, 2018).

3.8 Bazi Formiiller

Burada problemin niimerik ¢éziimiinde kullanacagimiz bazi formiillere yer verilecektir.
Ayrica, formiillerde p(x) € C[a, b] agirlik fonksiyonu, f(x) € C'[a, b] reel degerli bir

fonksiyon olarak alinmaktadir.
[ pCofGdx = [ [} p)dx| {of (b) + (1 — ) f(a)}

+f[a, b] f;(x - x("))p(x)dx + R(f), (3.6)
burada o-reel parametre ve

_f(®) - f(a)

(o) — —
x ob+ (1—-o0)a, fla,b] P—
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b b
RO = [ dxp) [ £ TG - - - )b - @ de

To(t) =1,t>0; Ty(t) =0,t <0

R(f), kalan terimi ifade etmektedir (Amirali ve Amirali, 2018).

[2p(0)f (¥)dx = fla,b] [, p(x)dx + R*(f), (3.7)

burada kalan terim

b b
R*(f) = — f dxp'(x)dx f FOT (- &) = (x — &) (b — a)"1]dE,

bi¢cimindedir (Amirali ve Amirali, 2018).

[ fdx = (f; pGodx) f(x@) +R, (38)

burada kalan terim

b b
;= j dxp(x) j FUO[To(x — &) = To(x@ — £)]de

olarak belirlenmektedir (Amirali ve Amirali 2018).

Gronwall esitsizligi: p(t) > 0 siirekli ve reel degerli bir fonksiyon, v negatif olmayan

bir fonksiyon olsun.

t

v(t) <C+ J p(s)v(s)ds

0
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ise , bu durumda
v(t) < Cefotp(s)ds

esitsizligi dogrudur (Amirali ve Amirali, 2018).



4. MATERYAL VE YONTEM

4.1. Analitik Yontemler

Bu boliimde (1.1)-(1.2) probleminin kesin ¢6ziimii i¢in literatiirde adim metodu

olarak bilinen Bellman'in yontemini kullanacagiz (Bellman, 1963).

4.1.1. Adim metodu

Ik olarak, t € I; i¢in yani 0 <t <r arahg igin (1.1) denklemini yeniden

yazarsak,

w(t) +a®u®) + bOpt —1) = f(O) + [ K(t,)p(s)ds + [, K(t,s)u(s)ds,

t

{u’(t) +a(t)u(t) = F,(t) + J K(t,s)u(s)ds,
0
u(0) = ¢(0),

0

Fu(D) = £(8) — (Dot — 1) + f K(t,)p(s)ds

t—r
birinci mertebeden Volterra integro-diferansiyel denklemini elde ederiz, bu denklemin
¢Ozimiinii u, (t) olarak adlandiralim.
Simdi t € I, igin yani r < t < 2r i¢in (1.1) denkleminden,

r t

u'(t) +a®u() + bu(t —1) = f(t) + f K(t,s)u,(t)ds + J K(t,s)u(s)ds

t—r r

yazariz. Buradan, yine
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t

W (8) + a(Oult) = Fy(t) + f K(t, s)u(s)ds,

u(r) = uy (1),

Fy(t) = F(£) — b(O)uy(t — 1) + f K(t, $)uy (s)ds

t—r

birinci mertebeden Volterra integro-diferansiyel denklem elde ederiz, bu denklemin

¢cozimiini de u, (t) olarak adlandiralim.

Benzer sekilde t € I,,, igin yani (m — 1)r < t < mr i¢in (1.1)'den

u'(t) + a(®u(t) = F_1(t) + j K(t,s)uy,-1(s)ds + JK(t, su(s)ds
t—-(m-r mr

yazariz. Buradan da

t

(
{u’(t) + a(®)u(t) = E, (t) + fK(t, s)u(s)ds,
ku(mr) = Upy_1(1), "

mr

Fn(t) = £(©) = B(O)umor(t — ) + f K(t,$)tm_r (s)ds

t—mr

birinci mertebeden Volterra integro-diferansiyel denklem elde ederiz, bu denklemin

¢oziimiini de u,, (t) olarak adlandiralim. Boylece, (1.1)-(1.2) probleminin ¢dziimiinii

o(t), —r<t<o
u, (0), 0<t<r
u(t) = u,(t), r<t<2r
Uy (1), m-Dr<t<mr

olarak ifade edebiliriz.

Simdi de somut bir 6rnegi bu metodu kullanarak ¢ozelim.
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Ornek 4.1

t

() +2u(®) —ult—1) =et"1 -2t + (t—s)u(s)ds,0 <t <2,
t—1

u(t)=et,-1<t<0.

Oncelikle t € I; = (0,1] alalim. Buradan

u@®)+2ult) —pt—1)=e"1 -2t + (t—s)p(s)ds + f (t — s)u(s)ds,
0

t—1
u(0) = ¢(0)

problemini yazabiliriz. ¢(t) = e baslangi¢ fonksiyonunu dikkate alirsak,
t

u@)+2u(t)+t—-1= f (t — s)u(s)ds,
0

u(0) =1
denklemini elde ederiz. Bu denklemin ¢6ziimii

u (b)) = et
olarak kolayca bulunabilir.

Ikinci olarak t € I, = (1,2] arahigindaki ¢6ziimii bulalim:

1
u'(t) +2u(t) —u(t—1) =et"1 =2t + f
t—1

(t —s)u,(s)ds + ft(t — s)u(s)ds

u(1) = uy (1)

olur. u; (t) = e~ oldugunu dikkate alirsak
t
u'(t) +2u(t) —el "t =et"t -2t + f (t — s)u(s)ds
1

u(l) =e?

denklemini elde ederiz. Buradan 6* = (—1 4+ v/5)/2 olmak iizere



14

4 1 9
u, (t) = NG [67e5-(D) — §g+ed+(E-D] 4 Eet‘l + (E +e - t) el™t

olarak buluruz. Boylece verilen problemin ¢éziimiinii:

et t € (0,1],
=< 4 1 9
u(t) E [6_86_(t_1) _ 6+86+(t—1)] + Eet—]. + (E + e—l _ t) el—t’ t € (1'2]

olarak buluruz.

4.2. Numerik Yontemler

Bu béliimde, (1.1)-(1.2) probleminin ¢6zliimii i¢in bazi niimerik yontemler ele
alacagiz. Oncelikle, niimerik yontemde kullanacagimiz problemin analitik ¢ziimiiniin

bazi 6zelliklerini arastiracagiz.

4.2.1. Baz1 asimtotik degerlendirmeler

Lemma 4.1: a,b,f € C(I),p € C*(Iy) ve K € C(I xI) olsun. O zaman (1.1)-(1.2)

probleminin analitik ¢6ziimii i¢in asagidaki degerlendirmeler dogrudur:

lulloop < Cpy 1 <p <m, (4.1)
W llwp < Dp, 1 <p <m, (4.2)
burada

1—6P

Cp = lPlloop6? + ™t (Ifllep + Kll@lli0)e™® KT,1 < p < m,

1-6
Dy = (llallo + KT)Cy + Iblloo,19lloo,0 + 1 flleos + Kll@ll0,
Dp = (”a”oo,p + I?T)Cp + ||b||oo,pCp—1 + “f”oo,p + K”(p”LO'Z = p <m,

ve
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A — max
5= (1+a  bllop)e™ ¥,k = (, 3¢ G

0
oo = f o (s)ds.
-r

bicimindedir (Cimen ve Yatar, 2020).

Ispat. 11k olarak (1.1) denklemindeki integrali ele alalim:

t
< f K(t,s)|u(s)|ds
t—r

.ft K(t,s)u(s)ds
t—r

(0 t
¢ f lo(s)|ds +f lu(s)lds,0 <t <r,
= I?f lu(s)lds = K" 0
- U lu(s)|ds, t>r.
t—r

Buradan
|-, Kt syu(s)ds| < K (Illo + fylus)] ds) (4.3)
yazabiliriz. Simdi, t € I}, i¢in (1.1) den

-t alr)at ‘ - ta‘L’ T
u(t)=u(rp_1)e Jrp-y a1 +f F(&)e Jgama dé

Tp_l

yazariz. Burada
t

Fit)=f@t) —b)u(t—r)+ f K(t,s)u(s)ds.

t—r
bi¢imindedir. Buradan

t
lu@®| < |u(rp_1)|e‘ fry_y @@z

t

&
; f £+ 16O)u(E - )] + f IK(E 9)llu(s)|ds| e P g
E-r

rp_l
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< [u(ry-y) et

10 [IF@1+ 1bOIIuE =Dl + [ IKE llu(s)lds| eme¢-Ddg (4.4)

elde ederiz. Daha sonra (4.3) esitsizligini (4.4) te g6z Oniine alirsak

t
”u”oo,p < ”u”oo,p—l + a_l l”f”oo,p + ”b”oo,p”u”oo,p—l + I? <”(p”1,0 + f |u(s)|ds>l
0

T
< (1 +a tblleop)llutllep-g +a™ [”f”oo,p +K(llollo + f Iu(S)IdSl
0

elde ederiz. Sonra, Gronwall esitsizligini kullanarak

tlloop < [(1+ @ blleop)ltelloop-1 + @ (If llop + Kllllz0)]e ™ .

esitsizligine ulasiriz. Buradan
vy = tlloopr g = (@ IBlleoyp)e® X7,
2= a (If oy + Klillyo) e *"
olarak alirsak, asagidaki birinci mertebeden fark esitsizligi olarak yazabiliriz:
Up S qUp_1 + A

Buradan da

p

vy < voqP Z qP~s
s=1

esitsizligine ulasiriz. Boylece (4.1)’in dogrulugunu gostermis oluruz.

(4.2)'nin ispat1 i¢in p'ye gore tiimevarim yontemini kullanacagiz. (4.1) ve (4.3)

ten

()] < la@®1u®] + [b@Oult =l + [FO] + K@l + flu(s)lds)  (4.5)
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yazabiliriz. ilk olarak p = 1 (t € I;) igin (4.5)'ten
[W'(O)] < llalloo s lltlloo s +11Dlleo, 1 1@ lleo04 1 1o + K (llpllyo + lltlleo,s T) = Dy
buluruz. Simdi (4.2) esitsizligi p = k i¢in dogru olsun. Yani
Dy = (”a”oo,k + I?T)Ck + 1blloo g Ck—1 + Iflloose + Kll@ll1,0-
t € I, i¢in, (4.5)'ten
[W' (O] < llalleo g+ llelloo 1+ DN oo ot 1l oo i

1 f Moo +1 + 1?(”(.0”1,0 + ”u”oo,k+1T)

elde ederiz. Bu ise (4.2) esitsizliginin p = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterir (Cimen
ve Yatar, 2020).

4.2.2. Fark semasi

Wy, I aralifinda diizgiin bir sebeke olsun:

wy, ={t; =ih,i=12,..n9,h =T/Ny =1/N}.
Her I, = (1 < p < m) alt arahiginda N adet diigiim noktas1 igeren
wy, = {ti:(p —DN:+1 < i <pN,<p <m}
sebekesini tanimlayalim. Sonug olarak
wy, =Up=q Wn,,

olacaktir.

(1.1) probleminin fark yaklasimi i¢in asagidaki 6zdesligi kullanacagiz:
— t; _ t; t .
h™! fti_lLu(t)lpidt =h! fti—1[f(t) + [, K(t,s)u(s)ds(t)dt, 1 <i < Ny, (4.6)

burada
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Pi(6) = e Jie@an <<y,
baz fonksiyonu
=" (O +a®OP() =0,t; <t < ¢, () =1, (4.7)

problemin ¢éziimiidiir. (4.6) bagintisin1 diizenlersek

t; t; t;
h1 u' (O)y;()dt + h1 a(®u(®)y;(t)dt + h™t b()u(t —r)y; (t)dt
ti—1 ti—q ti—1
=h7 [T F@Opi@de+ R [ K (G s)us)dsTpi(o) dt. (4.8)

buluruz. Oncelikle, (4.8) denkleminin sol tarafin1 dikkate alarak her (t;_4, t;) araliginda

(3.6) ve (3.7) formiillerini kullanirsak,

t; t; t
h1 u' (Y ()dt + ™1 a(®u(®)y;(t)dt + h~1 b(Hu(t —r)y; (t)dt

ti—1 ti—q ti—q
= Aus. A U @
= Ajug; + Biug; + Ciu; + Diu_y + R;

elde ederiz. Burada

Av= R pOde+ 7 [T (= a0, (4.9)
B;=h1 fttii_l(t — t)b(OY; (t)dt, (4.10)
Ci=h7 [ a(owi(O)de, Dy = A [ (6= b0y (Ddt, (4.12)

R® = p1 ffii_l dtb()y;(t)dt fttii_ W (=Dt —9)—hT (=t )]ds  (4.12)

bigimindedir. Simdi de (4.8) denkleminin sag tarafindaki integral terimi igin (3.8)

formiiliinii ve dikdortgen metodunu kullanirsak,
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t; t
h~1 [f K(t,s)u(s)dsy;(t)dt
ti—q Yt-r
t; ti—l
= [ e [ 7 k(6 )us)ds + P
ti—1 ti_l_l 2
2
" i-1
=h7 [ p@®dt(h ) Kt _us)y |+RP + R
ti—q1 JZI=N 2

elde ederiz. Burada

RO = h7t [ wi@de [} 2 (7 KESu)ds)[Ty (6= &) = To(t,_2 ~ D18,

(4.14)
3) Ph T d
R =¥ty <tj+% — & — hT,(t —)) = (K(tl._%, s)u(s))ds (4.15)
J=2
bigimindedir.
Boylece, u(t;) igin
{’ui = Aiuf,i + Biuf,i—N + Ciui + Diui_N
=F,+EhYi y Ki_%,juj +R;,1<i<N,, (4.16)
kesin fark semasini elde ederiz. Burada
t; t;
E;=h™| (Odt,F;=h7"| fO; ()de,
ti—l ti—l
R, =R™ +R? + R® (4.17)

seklindedir, A;,B;,C;,D; ve R (k = 1,2,3) sirasiyla (4.9)-(4.10) ve (4.11)-(4.12)

esitliklerinde belirlenmistir.

Sonug olarak, (4.16) esitliginden (1.1)-(1.2) probleminin niimerik ¢6ziimii i¢in asagidaki

fark semasini 6nerebiliriz (Cimen ve Yatar, 2020):
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£y; = Ayii + Biygion + Ciyi + Diyiw = Fi + ER Y21y K, 1,1 <1< No,(4.18)
2
yi=¢,—N<i<0. (4.19)

Ayrica (1.1)-(1.2) problemi i¢in, diferansiyel denklem kismina Euler yontemini
ve integral terimine dikdortgen yontemini kullanarak ikinci bir fark semasini da kolayca

olusturabiliriz (Cimen ve Yatar, 2020):

Yei+ @i+ byiy = fi+hXiZiy Ki1ypl=is<DNo (4.20)

yi=¢,-N<i<0. (4.21)

4.2.3. Hata analizi

Sundugumuz yontemin yakinsakligini arastirmak i¢in, ilk olarak z; = y; — u;,

i < i < N, hata fonksiyonunu tanimliyoruz. Oyle ki, bu fonksiyon

?z; = R;, 1 < i < N,, (4.22)
z;=0,Ny <i<0 (4.23)
probleminin ¢oziimiidiir ve R; (4.17)'de ifadesi gegen kalan terimdir.

Lemma4.2. a,b,f € C(I),p € C(I,) ve K € C*(I x I) olsun. R; hata terimi igin
IRllwp < Ch,1<p<m (4.24)
degerlendirmesi dogrudur (Cimen ve Yatar, 2020).

Ispat. Lemmanin ispatin1 her bir hata terimini ayr1 ayr1 inceleyerek yapacagiz. Ilk olarak

Rl.(l) icin (4.12) denkleminden
1 t; t;
R < cnt | aelb@lpu(®) | '€ ~ )l de.

ti—q ti—1

yazariz. Lemma 4.1 ve 0 < 1;(t) < 1 den
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R™ < ch

oldugunu goriiriiz. R;® hatasi i¢in (4.14)’i kullanirsak

2]

t; 0
R® <ch | depy(® [|a—€1<(f, P[] + K E Ol
ti—q ti—q
+ 1K =Dl dé
yazariz. Yine Lemma 4.2, |% K(t, S)| <Cve0<y;(t) <1den

R® < Ch

olur. Son olarak, R;® hatas i¢in (4.15)’i kullanirsak

ChZf

j=i=N ]——

K(t 1s)||u(s)|+|K(t 1,S)||u (s)I]ds

yazariz ve Lemma 4.2 ve |% K(t, S)| < C den

|R(3)|—Ch z (t -t 1>=Ch2N

buluruz. Boylece ispat tamamlanmis olur (Cimen ve Yatar, 2020).

Lemma 4.3 z;, (4.22)-(4.23) probleminin ¢éziimii olsun. Bu durumda

12l < € D IRl 1< p < m

k=1
esitsizligi dogrudur (Cimen ve Yatar, 2020).
Ispat. (4.22) denkleminden,

i-1
Aizg; + Bizgi_y + Ciz; + Diz;_y = E;h Z K 1 % +R,1<i<N,
j=i-
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yazabiliriz. ilk olarak esitligin sagindaki toplami ele alirsak

f _ 0
hKE lo;| i=1
. . j=i—-N
-1 -1 0 i1
R Koag|<hK Y |gl<{hR) || +hR ) |z|, 1<i=N
=zJ j=i-N j=1

j=i—-N j=i—-N i1
hK |z, i>N
L .. ]
Jj=i—N

yazabiliriz. Buradan

i-1 i
h D K1) < Rllglo+hE ) Jz-a)
N 2 Jj=1

j=i-
elde ederiz. (4.22)-(4.23) fark probleminin ¢6ziimiinden Lemma 4.2'in ispatina benzer
bicimde

14
12y < @ ) IRllusQprc 1<p<m,
k=1

esitsizligini yazabiliriz. Burada
1, k =p,
- P
W] a+alaloy+blo),  0sksp-1
s=k+1
bigimindedir (Cimen ve Yatar, 2020).

(4.2) ve (4.3) lemmalarimi birlikte diistiniirsek, 6nerdigimiz niimerik yontemin

yakinsakligini ifade eden teoremi verebiliriz.

Teorem 4.1. u (1.1)-(1.2) probleminin ve y, (4.6)-(4.7) probleminin ¢6ziimii olsun. Bu

durumda
ly = ulleo,wy, < Ch

degerlendirmesi dogrudur (Cimen ve Yatar, 2020).



5. BULGULAR

Bu boliimde, sunulan yeni sema ile klasik Euler semasi igin bir 6rnek
inceleyecegiz. Her iki semay1 kullanarak elde ettigimiz niimerik sonuglari tablolarda

listeleyerek, kesin hatalarin maksimum degerlerini karsilastirtyoruz.

Ornek 4.1'de verilen test problemini ele alalim:
w(t) +2u(t) —u(t—1) =" =2t + [ (t —s)u(s)ds,0 <t < 2,
u(t) =et,-1<t<0.

Bu problemin kesin ¢6ziimii

et t € (0,1],
=!{ 4 1 e
u(t) E [6—65—(1:—1) _ 6+66+(t_1)] + Eet—l + (E + e—l - t) el—t’ t € (1‘2]’
5t = ﬁ
2
bi¢imindedir.

Herhangi bir N degeri igin kesin hata e} ve bu noktadaki maksimum hata ise e"

N _ _ N _ N
e, =lyi—ule —Olgifgivei

olarak tanimlayalim. Burada, t; diiglim noktalar: icin u; kesin ¢oziimii y; ise niimerik
¢oziimii ifade etmektedir. N'in farkli degerleri i¢in (4.18)-(4.19)'da sunulan metot (SM)
ve (4.20)-(4.21)'de verilen Euler metodu (EM) kullanilarak elde edilen sonuglar

asagidaki tablolarda verilmistir.



Cizelge 1. (0,2] araliginda (SM) i¢in test probleminin niimerik sonuglari.
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t; u; y;(N=64) el* y;(N=128) e}?8

0.125 0.8824969 0.8824977 8.158E-7 0.8824971 2.040E-7
0.250 0.7788008 0.7788030 2.225E-6 0.7788013 5.563E-7
0.375 0.6872893 0.6872935 4.251E-6 0.6872903 1.063E-6
0.500 0.6065307 0.6065376 6.921E-6 0.6065324 1.731E-6
0.625 0.5352614 0.5352717 1.027E-5 0.5352640 2.568E-6
0.750 0.4723666 0.4723809 1.434E-5 0.4723701 3.584E-6
0.875 0.4168620 0.4168812 1.918E-5 0.4168668 4.794E-6
1.000 0.3678794 0.3679043 2.485E-5 0.3678857 6.214E-6
1.125 0.3108644 0.3108857 2.128E-5 0.3108697 5.319E-6
1.250 0.2378586 0.2378772 1.859E-5 0.2378632 4.648E-6
1.375 0.1563964 0.1564131 1.672E-5 0.1564006 4.179E-6
1.500 0.1563964 0.0723380 1.559E-5 0.0723263 3.897E-6
1.625 -0.0097872 -0.0097720 1.514E-5 -0.0097834  3.785E-6
1.750 -0.0862851 -0.0862697 1.531E-5 -0.0862812  3.828E-6
1.875 -0.1541774 -0.1541614 1.604E-5 -0.1541734  4.009E-6
2.000 -0.2108996 -0.2108823 1.726E-5 -0.2108953  4.314E-6




Cizelge 2. (0,2] araliginda (EM) icin test probleminin niimerik sonuglari.
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t; u; y;(N=64) el* y;(N=128) el*
0.125 0.8824969 0.8830591 5.622E-3  0.8827802 2.833E-4
0.250 0.7788008 0.7797059 9.051E-4  0.7792562 4.554E-4
0.375 0.6872893 0.6884010 1.112E-3  0.6878477 5.584E-4
0.500 0.6065307 0.6077771 1.246E-3  0.6071556 6.249E-4
0.625 0.5352614 0.5366208 1.359E-3  0.5359418 6.804E-4
0.750 0.4723666 0.4738566 1.490E-3 0.4731112 7.446E-4
0.875 0.4168620 0.4185319 1.670E-3  0.4176955 8.336E-4
1.000 0.3678794 0.3698046 1.925E-3  0.3688397 9.603E-4
1.125 0.3108644 0.3116622 7.978E-4  0.3112550 3.906E-4
1.250 0.2378586 0.2382602 4.016E-4  0.2380500 1.914E-4
1.375 0.1563964 0.1568536 4.572E-4  0.1566167 2.203E-4
1.500 0.1563964 0.0731035 7.811E-4  0.0727067 3.843E-4
1.625 -0.0097872 -0.0085294 1.258E-3  -0.0091625  6.247E-4
1.750 -0.0862851 -0.0844663 1.819E-3  -0.0853781  9.070E-4
1.875 -0.1541774 -0.1517501 2.427E-3  -0.1529648  1.213E-3
2.000 -0.1541774 -0.2078312 3.068E-3  -0.2093656  1.534E-3
Cizelge 3. Her iki yontemdeki e nin karsilastiriimasi.

N eV (EM) eV (SM) N eV (EM) eV (SM)

32 6.138E-3 9.938E-5 256 7.670E-4 1.553E-6

64 3.068E-3 2.485E-5 512 3.835E-4 3.884E-7

128 1.534E-3 6.214E-6 1024 1.917E-4 9.709E-8







6. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢alismada birinci mertebeden lineer gecikmeli Volterra integro-diferansiyel
denklemin kesin ve niimerik ¢oziimleri ele alindi. Katsayilar integral bigiminde olan
fark semas1 ve Euler semasi ile integral i¢cin kuadratiir formiilleri kullanilarak niimerik
cOzlimler gelistirildi. Metotlarin sonuglar1 bir 6rnek tizerinde test edildi. Buna gore, her
bir metot igin N = 64 ve N = 128 alinarak g¢esitli diigiim noktalarindaki analitik
¢Ozlim, niimerik ¢6ziim ve kesin hata degerleri ve N'in daha biiyiik degerleri i¢in Kesin
hata degerleri Tablo 1-3'de gosterildi. Tablolardaki bu sonuglar her iki yontemin
dogrulugunu ve tutarlibgm gosterir niteliktedir. Ozellikle Tablo 3.'deki sonuglarla
problemin niimerik ¢6ziimiinde kullanilan her iki metot karsilastirildi. Bu sonuglar,
sunulan yeni metodun klasik Euler metoduna gore ¢ok daha iyi oldugunu gostermktedir.

Elde edilen teorik ve niimerik sonuglar, lineer gecikmeli nétral (neutral) tip
Volterra integro diferansiyel denklem igeren problemlerin ¢6ziimii ig¢in yol gosterici
niteliktedir.
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