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OZET

A —CARPIM YAKINSAK SERILER UZERINE
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Tez Danigmant : Dr. Ogr. Uyesi Mahmut KARAKUS
Ocak 2020, 47 sayfa

Bu tez calismast bes boliim ve kaynakg¢adan olugmaktadir. Birinci bolimde,
tezde verilmis olan ¢alismalarin bir girisi verildi.

Ikinci béliimde, tezin olusmasinda dnemli rol oynayan kaynaklara yonelik kisa
bir tarihgeye yer verildi.

Ucgiincii  boliimde, tezin hazirlanmasinda kullanilan materyal ve ydnteme
deginildi.

Dérdiincii boliimde, evvela tez boyunca kullanilacak bazi temel tanim, teorem ve
kavramlara, 0-gliding hump Ozellikli dizi uzaylari ve A —carpim yakinsak seri
uzaylarmin elementer 6zelliklerine, Orlicz-Pettis Teoreminin AK 6zellikligine sahip A
dizi uzay1 i¢in A —¢arpim yakinsak operator serilerinden elde edilen bir versiyonuna ve
son olarak da figil1 (barrelled) bir AK —uzay A ile bu uzayin A# seklindeki § —duali ve
A —carpim yakinsaklik arasindaki iliskiye yer verildi.

Tezin son boliimiinde tartisma ve sonug boliimii degerlendirildi.

Anahtar kelimeler: 0-gliding hump o6zelligi, AK 6zelligi, dizi uzaylar, figili

(barrelled) uzay, Orlicz-Pettis Teoremi, f —dualite, A —¢arpim yakinsak seriler.






ABSTRACT

ON A —MULTIPLIER CONVERGENT SERIES

AKCICEK, Onur
MSc. Thesis, Mathematics Science
Supervisor : Asst. Prof. Dr. Mahmut KARAKUS
January 2020, 47 pages

The present thesis consists of five chapters and a reference list. In the first
chapter, a brief introduction of corresponding knowledge of thesis is given.

In the second chapter, some important literature which used in thesis briefly are
given.

In the third chapter, some materials and method which used in preparation of
thesis are given.

In the fourth chapter, firstly, some basic definitions, theorems and concepts
which are used in other chapters of thesis, and elementary properties of sequence spaces
with 0-giding hump property and the spaces of A —multiplier convergent series, and a
version of Orlicz-Pettis Theorem which is obtained from A —multiplier convergent
operator series such that A is a sequence space with AK property are given. Finally, the
relationship of a barrelled AK —space A, the 8 —dual of this space A# and A —multiplier
convergence are examined.

In the last chapter of thesis, discussion and conclusion part is reviewed.

Keywords: 0-gliding hump property, AK property, barrelled space, Orlicz-Pettis

Theorem, sequence spaces, f —duality, A —multiplier convergent series.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar ile birlikte agagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

3 Bazi

v Her

€ Eleman:

& Elemani degil

c Alt veya esit kiime

= Ise

= Gerek ve yeter kosul

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

) Reel veya Kompleks terimli tiim dizilerin uzay1

c Yakinsak tiim dizilerin uzay1

Co Sifira yakinsak tiim dizilerin uzay1

[* Tiim sinirh dizilerin uzay1

Q@ Sonlu adetteki terimi disindaki terimleri O olan
dizilerin uzayi

X® X uzaymin a —duali

XP X uzaynin  —duali

XY X uzaymin y —duali

bd X uzaynin f —duali

X' X uzaymin stirekli duali

L(X,Y) X ten'Y ye siirekli lineer operatorlerin uzayi

o(X, X" X in zayif topolojisi

(X, X") X in Mackey topolojisi

IX



Simgeler

u(x, X¥)
BX,X")

Kisaltmalar

LCS
TVS
SWGH

wuC

Aciklama

(X , X5 ) dual ¢ifti iizerindeki Mackey topolojisi

X in giiclii topolojisi

Aciklama

Lokal konveks uzay
Topolojik vektor uzay
Isaretli zayif gliding hump
Zay1f sartsiz Cauchy



1. GIRIS

A —carpim yakinsak seriler, fonksiyonel analizin son yillarda biraz daha one
¢ikan ¢alisma alanlarindan biri olarak goriilebilir.

Biz bu ¢alismamizda temelde; (Wu ve ark., 2005), (Yuanhong ve Ronglu, 2007)
ve (Florencio ve Paul, 1988) kiinyeli ¢caligmalar1 baz alarak tezimizi tamamlayacagiz.

A —carpim yakinsak seriler, daha ¢ok bir serinin Cauchy serisi veya yakinsak bir
seri olmas1 gibi bazi ozelliklerin karakterizasyonu i¢in kullanilmasmin yani sira bir
uzayin AK —uzay olup-olmamasi, tamlik ve figililik (barrelled) gibi topolojik
ozelliklerin karakterize edilmesinde de onemi yadsinamaz bir rol oynar. A —carpim
yakinsak seriler su sekilde tanimlanir:

A, @ yi kapsayan bir skaler dizi uzay1 ve X bir Hausdorff topolojik vektor uzayi
olmak tizere, her t = {tj} € Aigin Y72, t;x; serisi X uzaymin topolojisiyle yakinsak ise,
bu uzaydaki Y.;x; serisine A —carpim yakinsak seri adi verilir. Bu tamim, vektor degerli
dizi uzaylar1 ve operator degerli seriler igin asagidaki sekilde verilebilir:

A(X), ¢(X) i kapsayan bir vektor degerli dizi uzayi, X ve Y birer lokal konveks
topolojik vektor uzayr ve L(X,Y), X ten Y ye tiim sinirli ve lineer operatorlerin uzayi
olmak tizere, her x = {xj} € A(X) igin .72, Tjx; serisi Y uzaymin topolojisiyle yakinsak
ise, 2; T; operatdr serisine A(X) —carpim yakinsak operatdr serisi adi verilir. Burada
@(X) sonlu adetteki terimi digindaki tiim terimleri sifir olan vektor degerli dizilerin
uzay1 ve her j € N i¢in T; € L(X,Y) olarak kabul edilmistir. Buna benzer olarak 4, ¢ yi
kapsayan bir skaler dizi uzay:r ve X bir Hausdorff topolojik vektor uzayr olmak iizere;
hert = {tj} € A igin Y72, tjx; serisi X uzaymin topolojisiyle bir Cauchy serisi oluyorsa,
bu takdirde »:;x; serisine A —carpim Cauchy serisi ad1 verilir. Benzer tanim, vektor
degerli dizi uzaylar1 ve operator degerli seriler i¢in de yapilabilir (Swartz, 2009).

Orlicz-Pettis Teoremi seriler igin dnemli bir yere sahiptir. Bu teorem tam olarak
sunu sdyler: bir };; x; serisi uzaym zayif topolojisiyle alt seri yakinsak ise, bu takdirde
uzayin dogal topolojisiyle de (6rnegin; uzay bir normlu uzay ise, norm topolojisiyle) alt
seri yakinsaktir; yani, alt seriler i¢in zayif yakinsaklik ile yakinsaklik denktirler. Zaman

igerisinde Orlicz-Pettis Teoreminin bazi genellestirmelerine veya farkli uygulamalarina
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yer verilmis olmasina ragmen, A —carpim yakinsak dizilerin bu genellestirmeler
tizerinde etkisi daha fazladir. Ciinkii, dyle bir A dizi uzay1 bulunabilir ki; bu uzay i¢in,
bir ¥; x; serisinin alt seri yakinsaklig1 yerine 4 —carpim yakinsak seriler kullamlabilir.
Mesela, bir serinin alt seri yakinsak olmasi ig¢in gerek ve yeter kosul o serinin
m, —carpim yakinsak olmasidir ki, bu da bizi ¢arpim yakinsak serilerin Orlicz-Pettis
Teoremi ile iligkili oldugu sonucuna ulastirir. Burada m, uzayi, deger kiimesi sonlu
olan dizilerin uzay: olarak alinmistir. Hatirlayalim ki, bir Y ; x; serisi alt seri yakinsaktir

ancak ve ancak dogal sayilarin her artan (n;) dizisi igin, }; ; Xn; serisi yakinsaktir.

Yine ¢alismamizda 6nemli oldugunu diisiindiiglimiiz ve bir operatdr serisinin
A —c¢arpim yakinsakliginin, A dizi uzaymin AK 6zelligi ile iligkili olduguna yer veren ve
yeni teoremlere olanak saglayan arastirmalariyla 6ne ¢ikan Yuanhong ve Ronglu’nun
caligmalarina yer verecegimizi belirtmistik. Yuanhong ve Ronglu (Yuanhong ve
Ronglu, 2007) kiinyeli c¢aligmalarinda, X ve Y Hausdorff lokal konveks uzaylar ve
A D ¢ herhangi bir skaler degerli dizi uzay1 olmak tizere; L(X,Y) nin zayif operator

topolojisiyle . ; t; serisinin A —¢arpim yakinsakliginin, Lp(y yy topolojisiyle de 3. ; t; nin
yakinsak olmasini saglayabilmesinin gerek ve yeter kosulunun, (/1, P, (/1, Y )) uzayiin

bir AK —uzay olmasina bagl oldugunu gostermistir.



2. KAYNAK BILDIRISLERI

Son zamanlarda, Cadiz ekolii olarak adlandirabilecegimiz bir grup Ispanyol
matematik¢inin, ¢arpim yakinsak seri uzaylari {izerine yaptigt calismalar literatlirde
onemli bir yer tutmustur. Bu ekoliin dne ¢ikan isimleri olarak da; Antonio Aizpuru
Tomas, Francisco Javier Garcia-Pacheco ve Francisco Javier Pérez-Fernandez
sayilabilir. Calismamizda her ne kadar bu yazarlarin eserlerinden ¢okg¢a faydalanmis
olmasak da, isimlerine yer vermeyi uygun gordiik. Yine konuya 06zel ilgi gosteren bir
diger matematik¢i; Amerikali Charles Swartz, ¢carpim yakinsak seri uzaylart ve Orlicz-
Pettis Teoreminin sonuclari ve versiyonlar1 iizerine yaptigi ¢aligmalar ile 6n plana
cikmustir. Ozellikle Swartz’ m 2009 yilinda yayilanan “Multiplier Convergent Series”
isimli kitab1 bu calismalara ve konunun temel bilimsel dinamiklerine yer vermesi
acisindan Onemli bir kaynak olarak karsimiza c¢ikmaktadir. Ayrica Swartz 2010’lu
yillarda, herhangi skaler degerli dizi uzaylari i¢in yapilan bu c¢alismalar1 vektor degerli
dizi uzaylarina genisletmesi ve operatér degerli seriler i¢in benzer teoremlere yer
vermesi yoniiyle konunun 6nemli arastirmacilarindan biri olarak kabul goriilebilir.

2005 yilinda Junde Wu, Linsong Li ve Chengri Cui “Space of A —Multiplier
Convergent Series” ¢aligmasiyla quasi 0-gliding hump 6zelligi ile A —¢arpim yakinsak
serl uzaylarinin bazi temel 6zelliklerini incelemistir. Bu 6zelliklerden bazilart:

i) T —yakinsaklik

i) X(4) tizerinde diizgiin sinirlilik prensibi

iii) X(1) uzaymin Banach-Steinhaus 6zelligi ve tamligt
iV) X(4) uzaymnin diizgiin yakinsaklik 6zelligi
seklindedir (Wu ve ark., 2005).

Charles Swartz, “Multiplier Convergent Series” adli kitabinda, A —carpim
yakinsak serilerin; bir Cauchy serisi veya yakinsak bir seri olmas1 gibi bazi 6zelliklerin
karakterizasyonu i¢in kullanilmasinin yani sira bir uzaym AK —uzayr olup-olmamasi,
tamlig1 ve barilligi gibi topolojik 6zelliklerin karakterize edilmesinde de 6nemli bir yeri

oldugunu gostermistir.
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Yuanhong ve Ronglu 2007°de “Orlicz-Pettis Theorem for A —Multiplier
Convergent Operator Series” isimli makalede bir operatér serisinin A —g¢arpim
yakinsakliginin, A dizi uzayinin AK ozelligi ile iligkili oldugunu ve bazi yeni 6nemli
teoremlere olanak sagladigini géstermistir.

Son olarak (Florencio ve Paul, 1988), Mackey topolojiyle donatilmig bir figili
(barrelled) AK —uzay A igin, ¥;x; serisinin A —¢arpim yakmsakligmin (x;) dizisinin
zayif topolojiye gore, A# uzayinda yer almasma gerek ve yeter sart sagladig

gosterilmistir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Konuyla ilintili kitap, e-kitap, makale ve tez gibi kaynaklara erismek i¢in; Van
Yiiziincii Y11 Universitesi kiitiiphanesinden, YOK tez tarama sayfasindan, internet ve

elektronik veri tabanlarindan yararlanilmistir.






4. BULGULAR

4.1. Temel Tanim ve Teoremler

Calismamiz boyunca dizi ve serilerin indisleri belirtilmemisse, sinirlar daima

1’den oo’a kadar alinacaktir.
Tanim 4.1.1. X, K cismi lizerinde bir lineer uzay olsun.
Il : X - R

x = [lx]|
fonksiyonu; Vx,y € X i¢cin
N1) [[x]l = O,
N2) ||x]| =0 x =0,
N3) llax]l = lalllx]l, @ € K,
N4) llx + yll < llxll + [y,
sartlarini saghyorsa, bu fonksiyona bir norm ve (X, ||:||) ikilisine de bir normlu
uzay denir. Burada K = R alinirsa (X, ||-||) ikilisine reel normlu uzay denir
(Kreyszig, 1978).
Burada, N2) sart1 yerine,
N2)*x=60=||x|| =0
sart1 getirilirse bu takdirde, (X, ||-||) normlu uzayina bir yari-normlu uzay denir.
Tanim 4.1.2. (X, ||-]]) bir normlu uzay ve x = (x,,) de X uzayindaki bir dizi olsun.
Eger V € > 0i¢in, n > n, iken
I, — x|l <e
olacak sekilde bir n, = ny(e) € N sayisi varsa, x = (x,,) dizisi x e yakinsaktir denir.

x = (x,,) dizisi x e yakinsak ise lim,_ x,, = x veya x,, = x seklinde yazilir. Bu

yakinsaklik kuvvetli yakinsaklik olarak da tanimlanir ve x, Sx seklinde de
gosterilir (Kreyszig, 1978).

Tanim 4.1.3. (X, ||-]]) bir normlu uzay ve x = (x,,) de X uzayindaki bir dizi olsun.
Eger Ve > 0 icin m,n > n, iken

”xm - xn” <e¢
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olacak sekilde ny, = ny(e) € N sayisi varsa x = (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir
(Kreyszig, 1978).

Tanim 4.1.4. (X, ||-]]) normlu uzayinda her Cauchy dizisi bu uzaydaki bir noktaya
yakinsak ise bu normlu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzay denir (Kreyszig,
1978).

Tanim 4.1.5. (X,||:]) normlu bir uzay olsun. X iizerinde sinirli tiim lineer

fonksiyonellerin kiimesi

IfIl = sup |f (o)l

llxll=1
normu ile bir normlu uzay olusturur. Bu uzaya X in siirekli dual uzayi denir ve X’
ile gosterilir (Kreyszig, 1978).
Tanim 4.1.6. X bir normlu uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olmak tizere; her f € X’
icin,
lim £ () = £()
olacak sekilde bir x € X bulunabiliyorsa, (x,,) dizisi x noktasina zayif yakinsaktir
denir ve (x,) 5x seklinde gosterilir (Kreyszig, 1978).
Tanim 4.1.7. (Prekompakt (Total Sinirli Kiime)) Bir X TVS nin E alt kiimesine; eger
sifirin X uzaymdaki her U komsulugu i¢in sonlu bir F kiimesi varsa 6yle ki E € F + U
oluyorsa, bu takdirde prekompakt veya total sinirli kiime denir.
Bu tanim metrik uzaylar i¢in asagidaki sekilde verilebilir.
Bir X metrik uzayinin E alt kiimesi verilsin. Eger her € > 0 i¢in E € U{S(x,€):x € F}
olacak sekilde F € X sonlu kiimesi bulunabiliyorsa bu takdirde E ye total sinirli veya
prekompakt denir. Burada S(x, €) x —merkezli, € —yarigapli agik yuvari gostermektedir
(Swartz, 1992).
Tamim 4.1.8. (Relatif Kompakt) (X,7) bir topolojik uzay ve E S X olsun. Eger E bir
kompakt kiime ise bu takdirde E ye relatif kompakt denir (Boos, 2000).
Tanim 4.1.9. X ve Y normlu uzaylar olsun ve T: X — Y lineer doniisiimii verilsin. Eger
T smurli kiimeleri relatif kompakt kiimelere tasiyorsa bu takdirde, T ye kompakt
dontisiim denir. Eger T sinirli kiimeleri prekompakt kiimelere tasiyorsa, bu takdirde

prekompakt doniisiim adini alir.
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Kompakt operatorlerin kiimesi K(X,Y) ve prekompakt operatorlerin kiimesi de PC(X,Y)
seklinde gosterilir (Swartz, 1992).
Tanim 4.1.10. (Relatif Zayif Kompakt) X bir normlu uzay ve A € X olsun. Eger, A
kiimesinin X uzayimin zayif topolojisine gore kapanis1i kompakt oluyorsa, bu takdirde A
ya relatif zayif kompakt kiime denir (Swartz, 1992).
Tanim 4.1.11. (Zayif Kompakt) X, Y normlu uzaylar ve T € (X,Y) lineer operatorii
verilsin. Eger T smurli kiimeleri, relatif zayif kompakt kiimelere tasiyorsa; T ye zayif
kompakt operator denir. X ten Y ye zayif kompakt operatorlerin kiimesi W (X,Y) ile
gosterilir (Swartz, 1992).
Tanim 4.1.12. Bir (xj) dizisinin yardimiyla olusturulan };; x; serisini géz oniine alalim.
Eger, her (kj) alt dizisi igin Y; Xk, serisi yakinsak oluyorsa, Y.;x; serisine alt seri
yakinsak denir (Swartz, 2009).
Tanim 4.1.13. (Hausdorff Uzay) Bir X topolojik uzaymin x,y gibi farkli her iki
elemaninin iki ayrik komsulugu bulunabiliyorsa boyle bir uzay Hausdorff Uzay adini
alir. Buna gore bir Hausdorff uzayinda her x,y € X, x # y cifti i¢in U, N U,, = @ olan
en az bir Uy, U, agik komsuluklar ¢ifti vardir (Suhubi, 2001).
Tanim 4.1.14. A bir lineer uzay ve 1, topolojisi bu uzay iizerindeki adi toplama ve
skalerle ¢arpma islemlerini siirekli kilan topoloji olsun. Bu takdirde, (4,7;) ikilisi,
lineer topolojik uzay veya topolojik vektor uzay (TVS), t; topolojisi de A tizerindeki
lineer topoloji olarak adlandirilir.

A topolojik vektér uzayindaki sifirin her komsulugu, sifirin konveks bir
komsulugunu ihtiva ediyorsa A uzayma lokal konveks uzay (LCS) denir.
A, K cismi tizerinde bir vektor uzay ve P = {p; : i € I}, 1 uzay1 lizerinde yar1 normlar
ailesi olsun. UP = {x € 1 : p(x) < €} olmak iizere
B={nL, U :neN¢g>0,p €Pi=123,.,n}
ciimlesi, A iizerinde lokal konveks bir topoloji i¢in sifirin komsuluklar tabanini
olusturur. A tzerinde B komsuluklar tabani yardimiyla iretilen topolojiye, P =
{p; : i € I} yar1 normlar ailesinin A uzay1 tizerinde trettigi lokal konveks topoloji denir.

Tersine, (4, 1) lokal konveks uzay ve B ailesi de A uzaymin kapali mutlak konveks alt
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climlelerinden olusan sifirin bir komsuluklar tabani olsun. Bu durumda, U € B olmak
tizere, U ciimlesinin Minkowski fonksiyoneli ad1 verilen ve

Py(x)=inf{r >0:x€rU} (x€A)

ile tanimli yar1 normlarin P = {p; : U € B} ailesi lokal konveks 7 topolojisini tiretir.
Mesela, normlu uzaylar birer lokal konveks uzay 6rnegidir (Boos, 2000).

Tanim 4.1.15. Bir topolojik vektor uzayindaki yutan, kapali ve mutlak konveks
kiimelere fig1 (barrel) denir. Bir lokal konveks uzaydaki her fig1 (barrel), sifirin
komsulugunda oluyorsa, bu takdirde bu uzaya figili (barrelled) uzay denir (Wilansky,
1978).

Tanim 4.1.16. (4, p) ve (4, q) ayn1 K cismi lizerinde yar1 normlu uzaylar ve T: 1 — u bu
iki uzay arasindaki bir doniistim olsun. Her x,y € A ve a € K i¢in,

T(ax +y) =aT(x) +T(y)

esitligini saglayan T doniisiimiine A dan p ye bir lineer doniisiim denir. u uzay1 6zel
olarak R veya C cismi olarak alinirsa, T lineer doniisiimii lineer fonksiyonel olarak
adlandirlr.

A dan p ye lineer doniistimlerin cimlesi Hom(A, i), stirekli (sinirli) lineer
dontigiimlerin ctimlesi L(4, u) ile gosterilir. Hom(4, K) ciimlesine A uzaymnin cebirsel
duali denir ve A" ile gosterilir. L(4, K) ciimlesine A uzaymin siirekli duali (veya kisaca
duali) denir ve daha 6nce de ifade ettigimiz gibi A’ ile gosterilir (Boos, 2000).

Tanim 4.1.17. (4,p) ve (4, q) yari normlu uzaylar ve T bu uzaylar arasinda bir lineer
operator olsun. Eger her x € A igin,

q(Tx) < Kp(x)

esitsizligini saglayacak sekilde bir K pozitif sayis1 varsa T operatoriine sinirli lineer
operator denir. Sinirh bir lineer operatdriin normu,

q(Tx)
T|l = su
7l Gixlgl p(x)

olarak tanmimlanir.

Yart normlu uzaylar arasinda tanimli lineer doniistimlerin smirliligr ile
stirekliligi kavramlart denktir (Boos, 2000).
Teorem 4.1.18. (Hahn-Banach Teoremi) (4, p) bir yar1 normlu uzay, y uzayi A uzayinin

bir altuzayive f : u - R,
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[f()| < Mp(x), Vxeu M>0

sartin1 saglayan bir lineer fonksiyonel olsun. Bu takdirde; f fonksiyonelinin,

|f(x)| < Mp(x), Vx€ A

olacak sekilde u den A ya bir f genislemesi vardir (Boos, 2000).

Teorem 4.1.19. (Diizgiin Sinirlilik) X bir Banach uzay ve X', X uzaymin siirekli duali
olsun. (f,) € X' ve (f;,) dizisi noktasal sinirli olmak ftizere; yani |f,,(x)| < M, (n €
N,x € X) oluyorsa bu takdirde (f,) dizisi diizgiin simmirhidir. Yani, her n € N igin
I fl < M olur (Wilansky, 1984).

Tanim 4.1.20. (Fréchet Uzay) Tam lineer metrik uzaya Fréchet Uzay ad1 verilir. Kisaca
F ile gosterilir. Bir F —uzayinin, alt uzay topolojisiyle elde edilmis topolojiye sahip,
kapali her alt uzay1 yine bir F —uzaydir. A; t ve t* topolojilerine sahip bir F —uzay
olsun. Bu takdirde, T < t* ise T = t* olur (Boos, 2000).

Tanim 4.1.21. Her f € X' i¢in,

o

D If] <o

j=1
oluyorsa, X teki bir ;x; serisine zayif sartsiz Cauchy (wuC) serisi denir (Swartz,

2009).
4.2. Dizi Uzaylan

Calismamiz boyunca terimleri reel ya da kompleks sayilar olan tim dizilerin
uzaymi o ile gosterip, bu uzaymn A € w olacak sekilde bir alt uzayma A dizi uzayi
diyecegiz.

Tanim 4.2.1. (K —Uzay) A € w dizi uzayi her x = (x;) € A igin,

m(x) =x,, VkKEN

ile tanimli 7, koordinat fonksiyonellerinin siirekli oldugu topolojiye sahip ise K —uzay
admi alir (Boos, 2000).

Tanim 4.2.2. (Standart Dizi Uzaylar)

=K"= {x = (0reno | 2+ N> Kk = = x(k)}

ile tiim dizilerin kiimesini belirtmek iizere, w;


https://en.wikipedia.org/wiki/Fr%C3%A9chet_space
https://en.wikipedia.org/wiki/Fr%C3%A9chet_space
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((xk): (Yk)) = (xp + yx) ve (A, (xk)) — (Axy)

seklinde tanimlanan, sirasiyla koordinatsal toplam ve skalerle carpma ile birlikte lineer
bir uzaydir (K tizerinde). w nin her lineer alt uzay1 (toplama ve skalerle ¢carpma igeren)
bir dizi uzay1 olarak adlandirilir. x = (x;) € w ise, x Iin K-mc1 terimi x;, i¢in [x]
gosterimi de kullanilir.

Asagida verilen w nin alt kiimeleri de birer dizi uzayidir:

m:=[®:= {x = (x3) € w | ||x]leo == sup|xy| < 00}
kKeNO

(tiim smurh dizilerin uzayn).

c = {x = (x) € w | (xx) yakinsaktir, yani ]lim X mevcuttur}
(tiim yakinsak dizilerin uzay1).

Not, lim: ¢ - K, x = (x;) — limy x; lineer bir fonksiyoneldir.
Co = {x = (x) E | lilrcnxk = O}

(sifira yakinsak tiim dizilerin uzayz1).

n

bs = {x = (xx) € w | |[x]lps = sup Z Xk
n

k=0

.

(kismi toplamlar dizisi sinirl tiim dizilerin uzay1).

cs:={x=(xk)€a)| (Zxk>€c

k=0

(kismi toplamlar dizisi yakinsak tiim dizilerin uzay1).

== {x = ) € o lixlly = ) Il < oo}
k=0

(mutlak toplanabilir tiim dizilerin uzayn).
lllps :bs > R, x = |lx|lps Vve |llli:l—=R, x—||x||; doniisimleri sirasiyla;

bs —normu ve [ —normu olarak adlandirilir.

bv = {x = (x0) € w | 1xllpy = |%o] + Zm — Xl < oo}
k

(tiim smirli, saliniml dizilerin uzay1).
bv, = bv N c,.

| I,y ¢ bv = R, x = ||x]|, doniisimii bv —normu olarak adlandirilir.
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o ={x=((x,)Ew|INEN’ VE>N: x, =0}

(sonlu adetteki terimi disindaki tiim terimleri sifir olan dizilerin uzay1)
= ({e™ |n € N°}).

Burada (w da) n-inci birim vektor;

1 k=nise,

0
0 k+#nise, (k,n € N°)

e = (nidkeno ile py = {
olarak tanimlanir. Kolay bir 6rnek ile kontrol edelim:
PGElScesGScGec=cgDe)EamGw

ve

l S bvy G bv=>bvyPD(e)&Ec

burada e := (1, 1, ...) dir (Boos, 2000).

Tanim 4.2.3. A, u € w alalim. Carpim uzaylar1 olarak da bilinen A#* dual uzayz,
MAu) =A* ={y € w|xy € u,Vx € 1}

seklinde tanimlanir. Kolaylik olmasi bakimindan

M=MQ)
ve
(AHYH = pHuk

seklinde kullanilir. M (A1), A uzayinin ¢arpim cebiri olarak bilinir (Ruckle, 1981).

Tanim 4.2.4. Herhangi bir A € w dizi uzayinin a—, f—, y —dualleri, sirasiyla

M(A D) = {y Ew: lekykl < oo,Vx € /1},
3

M(A,cs) = {y Ew: Zxkyk < oo, Vx EA}
K
n

z Xk Yk

M(A, bs) = {y € w: sup
" k=0

<00,VxE/1}

seklinde tanimlanir ve A%, AB ve XY ile gosterilir.
Bu uzaylarin her biri yine bir dizi uzay1 olup bunlar arasinda,
pcl*ccl¥cow
kapsamasi gegerlidir. A € u ve ¢ € {a, B, v} olmak lizere;
.Uc c 18
kapsamasi gegerlidir (Garling, 1967).
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@ uzayini kapsayan bir K —uzay A nin, f —duali;
¥ ={{fe")If e X}

seklinde tanimlanir.
Tanim 4.2.5. { € {a, B,y} alalm. A%¢ = 1 esitligini saglayan A dizi uzayma, { —uzay;
{ = a Ozel halinde ise Kothe uzay (miikkemmel dizi uzay1) denir.

A dizi uzayi igin,
{) Ew|I(x) EALVKEN: |y | < x|} € 4
kapsamasi gegerli ise, A uzayina solid (normal) uzay denir (Boos, 2000).
Not 426. ¢ cpu, A1*c2¥ ve py(x) < q,(x) oldugundan, 743 < 7p, < 7n(4, 1)
kapsamasi gegerlidir. Bu nedenle, (/1,7](/1, ,u)) bir K —uzaydir. Her x € 1 igin x =
Yexee® (A, 1) topolojisine gore) esitligi gecerli oldugundan ¢ uzayr 1 uzaymda
yogundur. Her f € A’ fonksiyoneli,
FG) =) xf (e

k

gosterimine sahiptir.
T: u—o2A
y=0 —=Ty=f, f&)= Zxkyk

K
ile tamimh T doniisiimii i¢in, T(u) < (n(A, ,u))’ kapsamasi gegerlidir. T doniisiimiiniin
izomorfizm olmasi i¢in gerek ve yeter sart g uzayimnin solid bulunmasidir.

n(4, u) topolojisinin, (4, u) dual giftinin bir topolojisi olmasi i¢in, u uzayinin
solid bulunmasi gerek ve yeterlidir (Boos, 2000).
Tanim 4.2.7. (FK uzayi1) Tam lineer metrik uzaya F —uzay; topolojisi, H Hausdorff
uzayinin topolojisinden daha ince ve A c H olan A lineer uzayina da FH —uzay denir.
Siirekli koordinat fonksiyonellerine sahip olan tam lineer metrik uzay ise FK —uzay
olarak adlandirilir. Topolojisi normdan elde edilebilen FK —uzaya BK —uzay denir. F,
FH, FK, BK kisaltmalar1 Fréchet, Fréchet-Hausdorff, Fréchet-Koordinate, Banach
Koordinate kelimelerinden elde edilmistir.

Mesela w uzayi,
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1= vl

dtey) = ZRIZ kl + |x — Vil
metrigi ile bir tam lineer metrik uzay1 yapisina sahip olup istelik bir koordinat uzay
yapisi da sergiler. Iste bu yiizden FH uzaylarin H = o kabul edilmis sekli FK —uzay
goziiyle goriiliir. Bu uzay, topolojisi normlanamadigi igin bir BK —uzay degildir.

Daha once standart dizi uzaylart olarak ele aldigimiz uzaylar iizerinde
tanimlanan normlar ile birer BK —uzaydir (Wilansky, 1984).
Teorem 4.2.8. (4,7;) ve (u,7,) srasiyla F — ve FK —uzaylar, T : 2 — p lineer bir
doniisiim olsun. Bu takdirde asagidaki 6nermeler denktir.

(@) T streklidir.

() iy, : (1 Tu) — (w, 7,) igerme doniisiimii olmak iizere iy, o T siireklidir.

©Tj=mjoiyoT: (A1) — (K[|, x — T[(x)];, Vj € N igin siireklidir.

Burada, T[(x)]; ile T(x) doniisiimiiniin j-inci koordinati, m; ile de j-inci
koordinat fonksiyoneli kastedilmektedir (Boos, 2000).
Tanim 4.2.9. (Dizilerde n-li Kesim) A € w bir dizi uzay1 olsun. Bu uzaydaki x = (x;)
dizisinin n-li kesimi,

P"=Zek

k=1
kesim operatorii olmak iizere;

n

prx =xM = Z xpek

k=1
seklinde tanimlanir. {P™. x} = {x ["]} climlesi de x dizisinin n-1i kesimler ciimlesi olarak
adlandirir ve P. x ile gosterilir.
Bu durumda agik¢a goriilecegi tizere, bir x = (xy, X3, ..., Xp, Xp41, - ) dizisinin
boyle bir operator altinda yalnizca ilk n terimi muhafaza edebilecektir. Yani,
x™ = (xy, %5, ..., %, 0,0, ...)
olur (Wilansky, 1984).

Tanim 4.2.10. 4; ¢ uzayini kapsayan t, topolojisiyle bir K —uzay olsun. Bir x € 1 i¢in,

x — x4, 1)
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oluyorsa, x dizisi AK 6zelligine sahiptir denir. A uzaymnin her eleman1 AK 06zelligine
sahipse, uzaya AK —uzay denir.
A uzayinin AK o6zelligine sahip dizilerinin ciimlesi S; ile gosterilir ve
S3 = {x € 1: x, AK ozelligine sahiptir}
={xer: xM - x@,1)}
seklindedir (Boos, 2000).
Ornek 4.2.11. (1) (w, T,,) uzay1 bir AK —uzaydir. w uzay igin,
w=S,=W,=F,=B,vew =¢
esitlikleri gecerlidir.
(2) Benzer sekilde,
Spe =8, =8¢, =¢Co
esitlikleri gegerlidir. (cg, ||*|l) uzayt AK —uzay olup; c ve [ uzaylarinin AK 6zelligine
sahip dizilerinin uzay1 ise ¢, uzayidir.

x € [% i¢in,

li1£n||x[”] — x||oo = liTEn (ks;lgllxkl)

=0

olmasi i¢in x = (xi) € ¢y, (k € N) olmas1 gerektigini anlariz. Buradan da, S;» = ¢,
olacagini gosterir.

Bununla birlikte,

Spo = Wyw = ¢o Ve Fio = Bio = 1%

esitlikleri gegerli olup, (I%,||"ll) uzayr bir FAK —uzaydir. Buradan, ¢, € 1 c [®
olacak sekildeki her (4, ||*|| ) dizi uzay: igin,

S, =W,=coveF, =B, =21

oldugunu séyleyebiliriz (Boos, 2000).

Tamm 4.2.12. ¢y, sifira yakinsak dizilerin uzay: ve ¥,; x; serisi de, X topolojik vektor
uzayindaki bir formal seri olsun. Bu takdirde eger, V t = (tj) € co igin X ; tjx; serisi X

uzayinda yakinsak oluyorsa, Y;;X; serisine ¢, —¢arpim yakinsak denir (Swartz, 2009).

4.3. ~-Carpim Yakinsakhik ve Baz Klasik Teoremler
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Son 20 yildir carpim yakinsak seriler iizerine ¢alismalar dikkate alindiginda, bu
calismalarin fonksiyonel analizde 6nemli bir yer tutan toplanabilme teorisi ile olan
iliskisi 6zellikle dikkat cekmektedir (Bessaga ve Petczynski, 1958; Swartz, 1983; Li ve
Bu, 1993; Li ve ark., 1998; Wu ve Li, 1999; Wu ve ark., 2002; Wu ve Lu, 2002a;
2002b). Bu ve Wu’nun (Bu ve Wu, 1997) calismasinda, (X,T) bir Banach uzay ve
A = [ olmak fiizere; X (1) smirh ¢arpim yakinsak serilerin uzayma giris yapilmis ve
bu uzayin bazi 6zellikleri ilizerinde durulmustur. Yine bu g¢alismada sinirli lineer
operatdrlerin Y} ; K; serisinin bazi sartlar altinda X uzayinin duali olan X* uzayinn, ¢, m
kopyasini icermemesi ile iliskilendirilmistir. Aizpuru ve Pérez-Fernandez (Aizpuru ve
Pérez-Fernandez, 2000) c¢alismasinda, yine bir (X,T) Banach uzay1 ve ¢y &S S [®
olacak sekildeki bir S dizi uzay1 i¢in X(S) ile gosterilen, S —sinirh ¢arpim yakinsak seri

teskil eden dizilerin uzayi olarak adlandirabilecegimiz ve

X(S) =4x =(x) € w(X) : hera = (a;) € Si¢in Z a;x; yakinsaktir

J
seklinde tanimlanabilen uzaylar lizerinde calismislardir.
Bu boliimde, A —carpim yakinsak seri uzaylarinin elementer 6zelliklerinin bir
caligmasi ve dizi uzaylarinin quasi 0-gliding hump 6zellikleri verilecektir.
(X, T) lokal konveks bir Hausdorff uzay, X’ (X, T) nin topolojik dual uzayi ve A

skaler degerli bir dizi uzay: olsun. Eger bir }; ; x; serisi X te A —carpim T —yakinsak ise,
her (tj) € A i¢in bir x € X vardir, bu durumda 2?:1 tjx; serisine x e T —yakinsaktir

denir (Wu ve ark., 2005).

Boliim boyunca,

X() =1{(x;) :her(¢;) €2 i(;in,z tjx; serisi T — yakinsaktir

J

kiimesi ile A —carpim T —Yakinsak seri teskil eden dizilerin uzayi kastedilecektir.

Eger 12 ¢ ise, (t,u) = Xju;t; bilineer ¢iftine gore (/1, AP ) nin bir dual gift
oldugu agiktir, burada t = (tj) EAveu= (uj) € Af dir. T(A, AB ); (A, AB ) dual ¢iftine
gore A nin Mackey topolojisi olarak tanimlansin, yani A# mn; tiim a(/llg ,A) —kompakt

ve tim mutlak konveks J(AB ,A) —kompakt alt kiimeleri iizerindeki diizgiin yakinsak
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topoloji k(4,4%) olsun. k(4,A#) nin t(4,A#) dan daha giiglii oldugu agiktir (Wu ve
ark., 2005).
Lemma 4.3.1. 1 2 ¢ ve 1, AP iizerinde bir vektor topolojisi olsun. Bu durumda 7,
koordinatsal yakinsaklik topolojisinden daha giicliidiir. Bu takdirde asagidakiler denktir:
(1) B € A8 7, —kompakttir.
(2) B € AP t, —dizisel kompakttir (Wu ve Lu, 2002).
Lemma 4.3.2. Eger (X,T,) dizisel tam lokal konveks bir uzay ve (x;) € X bir
T, —yakinsak dizi ise, bu takdirde (x]) nin mutlak konveks kapanis1 T; —kompakt kiime
ve ayrica T; —dizisel kompakt kiimedir (Wu ve Wu, 1998).
Asagidaki Lemma; Lemma 4.3.1 ve Lemma 4.3.2 den kolaylikla elde edilebilir.
Lemma 4.3.3. Eger, o(4#, 1) bir dizisel tam uzay ise k(2,4%) = ©(4,2#) olur (Wu ve
ark., 2005).

@ de sifir dizisi olmayan (¢t™) dizisi, bir blok dizi olsun. Eger ko = 0 olacak
sekilde tam sayilarin bir (k,,) kesin artan dizisi varsa,
t® = (0,0,.,0,t 1, t,0,...)
seklinde alinir.

Eger, t = Y%, t™ (noktasal toplam) olacak sekilde verilen herhangi bir
t = (t;) € A ve blok dizi (t(")) icin, pozitif tam sayilarin kesin artan her (m;,) dizisinin
(ng) alt dizisi ve bir isaret dizisi (8) igin t = Y5o, 6,t™ € 1 (noktasal toplam)
oluyorsa; bu takdirde A dizi uzayina isaretli zayif gliding hump (SWGH) 6zelligine
sahiptir denir. Burada (8;) dizisi, her k € N i¢in 8, = 1 veya 8, = —1 olacak sekildeki
bir dizidir (Boos ve Leiger, 1994).

(t(n)) blok dizisi sinirli bir blok dizi ise, bu takdirde A dizi uzayma giiclii gliding
hump 6zelligine sahiptir denir. Bu takdirde pozitif tam sayilarin kesin artan her (m;)
dizisinin bir (ny) alt dizisi vardir ki, t = Y5>, t™) € 1 (noktasal toplam) olur (Swartz,
1993).
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A2 ¢ ve t = (t;) €A olmak {izere, t = (t,,t,,t5, ..., t,, 0, ...) Olsun. Eger,
her t € A igin; (t[n])n, t ye 1, topolojisine gore yakinsiyorsa, bu takdirde (4,1,)
uzayina bir AK —uzay denildigini hatirlayalim (Wu ve ark., 2005).

B, (A, 70) 1n smurh bir alt kiimesi olsun, {t[”] :teEB,NE N} ayni zamanda (4, 7y) 1n
smirh bir alt kiimesi ise, 0 halde (4, ty) kesimsel diizgiin sinirlilik 6zelligine sahiptir
(Wu ve ark., 2005).

Aciktir ki, eger (A,7,) bir K —uzay ve kesimsel diizgiin sinirlilik ozelligine
sahip ise, bu takdirde (A, ) n sinirli her B alt kiimesi ve j, € N i¢in, sup{|tj0| : (tj) €
B} < o olur (Wu ve ark., 2005).

Simdi, quasi 0-gliding hump 6zelliginin tanimini verecegiz:

Eger (4, 7,) 1n sinirh her blok dizisi (t(")) ve sifira yakinsayan her skaler (s,)
dizisi igin, pozitif tam sayilarin kesin artan her (my) dizisinin Y, s, tm) e 2
(noktasal toplam) olacak sekilde (ny,) alt dizisi bulunuyorsa, bu takdirde (4, 7o) uzayina
quasi 0-gliding hump 6zelligine sahiptir denir (Wu ve ark., 2005).

Asagida quasi 0-gliding hump 6zelligine sahip bazi dizi uzayr 6rneklerine yer
verecegiz.

Ornek 4.3.4. ¢, € S € [” ise, 0 halde (S, ||*||) uzay: quasi 0-gliding hump &zelligine
sahiptir (Wu ve ark., 2005).

Ornek 4.3.5. Her 0 < p < o igin, (lp, ||-||p) uzayl quasi 0-gliding hump o6zelligine
sahiptir.

Gergekten (lp, ||~||p) uzayinin siirli her (t(n)) blok dizisi ve sifira yakinsak her

(sp) skaler dizisi igin Oyle bir M > 0 sayis1 vardir ki, (s,) nin herhangi bir (snk) alt
dizisi igin [|¢™|| < M, n € Nve Ykl sn,|” < oo olur. Bu takdirde, 3y s,,, t ™ € I7 dir.

Béylece, (17, |||l ) quasi 0-gliding hump 6zelligine sahiptir (Wu ve ark., 2005).

Artik, lokal konveks bir (X, T) uzay: ve quasi 0-gliding hump 6zelligine sahip
bir A dizi uzay1 i¢in, X (1) ile gosterdigimiz A —¢arpim yakinsak serilerin uzayinin temel
ozelliklerinden bahsedebiliriz.

(4, 79) uzaymm tim smirl alt kiimeleri B ve (X, T) uzayinin tim siirekli yari

normlar1 P olsun, her B € B, P € P ve x € X(A) i¢in
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Pg(x) =sup{P| > tixj |: () €B (4.3.1)

s

kiimesini tanimlayalim (Wu ve ark., 2005).

Asagida, X(A) uzay1 tizerinde verilebilecek diizgiin smirlilik prensibine iligskin
bir teoreme yer verecegiz.
Teorem 4.3.6. (4,7,) kesimsel diizgiin sinirlilik ve quasi 0-gliding hump 6zelligine
sahip bir K —uzay ise, bu takdirde Pg; her B € B ve P € P i¢in X (A1) uzayinda bir yari
normdur (Wu ve ark., 2005).
Ispat. Sadece her x € X(4) icin Pg(x) < o oldugunu gdstermek yeterlidir. Bir an igin
boyle olmadigini varsayalim. Yani en az bir x € X(A4) i¢in Pz(x) = o olsun. Boylece,

her M > 0 igin, P(Zj t-xj) > M olacak sekilde (t) € B vardir. M =1+ 1 olsun,

tW € B alinirsa, P(Z] x]) >1+1 olur. ¥t ()x] serisinin yakinsakligindan

P( T tj( )x]) < 1 olacak sekilde bir j; € N vardir. Buradan P(Z xj) >1

j=1 ]
sonucu elde edilir. M = sup{P(ZJL, t;x;) : (t;) € B} + 22 + 1 olsun. (4, 7o) kesimsel
diizglin siirhilik 6zelligine sahip bir K —uzay oldugundan M sonlu olur. Ayrica,

P(Zj tj(z)xj) > M olacak sekilde ((2)) € B bulunur ve sonu¢ olarak
P(Z] Zji+1 t(z)x])>22+1 olur. Benzer sekilde th].(z)xj yakinsak oldugundan,

P( (e t(z)x]) > 22 olacak sekilde bir j, € N vardir. Tiimevarim ile,

oo

P Zté’j‘)xj > n? (4.3.2)

J
olacak sekilde siirl bir blok (tén)) dizisi alinabilir.

Burada,

e = (t57) = (665, 62,0, )67 = (¢67) = (0,0, 1, £

P Ui 1 S k2

tj(zz), 0,.. ), ... olarak dikkate alinmistir. Simdi de s = (t(gn)) /n olan bir dizi alalim.
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(4,79) uzayr quasi 0O-gliding hump 6zelligine sahip bulundugundan, (s(n)) dizisinin
Y s € 1 (noktasal yakinsak) olacak sekilde bir (s(nk)) alt dizisi vardir.
Son olarak (x]) dizisinin A —¢arpim yakinsak oldugunu da dikkate aldigimizda,
Jk
liIEnP Z sj(n")xj =0

J=Jik-1

sonucuna ulasiriz.

Bu ise kabuliimiiz ile ¢elisir, dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Asagidaki teoremin ispati da yukaridaki teoreme benzerlik olusturdugundan ispatsiz
olarak verilmistir:

Teorem 4.3.7. (4,7), kesimsel diizgiin smirlilik ve quasi 0-gliding hump 6zelligine
sahip bir K —uzay ise, bu takdirde her (u;) € 2% ve (4,7,) 1n sinirlt her B alt kiimesi
iin, sup{|X;u; t;|: (t;) € B} < o olur (Wu ve ark., 2005).

Teorem 4.3.6 dikkate alindiginda, kesimsel diizgiin sinirlilik 6zelligi ile quasi 0-
gliding hump o6zelligine sahip olan bir (1,7,) K —uzay1 i¢in; X(4), yari normlarin
{P; : B € B,P € P} ailesi ile donatilmis bir lokal konveks Hausdorff uzaydir. Bu
topoloji Ty ile gosterilir.

L(4,X)ile, (4, 1y) dan (X, T) ye taniml1 sinirh lineer operatérler uzayii gosteririz. Su
hélde, Teorem 4.3.6 ile her x € X(4) i¢in x € L(A, X) olacagini anlariz. Yani, X(1) €
L(A4,X) olur.

Simdi de, (X(4), Tg) uzay1 lizerinde diizgiin sinirlilik prensibini ifade eden bir
teoreme yer verecegiz:

Teorem 4.3.8. (4,7y), 4 2 ¢ olacak sekilde kesimsel diizgiin simirlilik ve quasi 0-
gliding hump 6zelligine sahip bir K —uzay ise, bu takdirde (X(4), Tg) diizgiin sinirlilik
ozelligine sahiptir. Yani, {x(“) € A} C X(A) kiimesi A tizerinde noktasal sinirli ise,
bu kiime (4, ) n sinirli her alt kiimesi tizerinde diizgiin sinirlidir. Yani {x(“) P a€ A},
Ty —sinirhidir (Wu ve ark., 2005).

Ispat. Genelligi kaybetmeksizin, {x(“) P € A} C X(A) ile verilen kiimenin X(4) nin

bir (x™) seklindeki dizisi oldugunu varsayabiliriz.



22

Bir an i¢in {x(“) = A} C X(A) ile verilen kiimenin A tizerinde noktasal sinirli; fakat
(4, To) 1n sinirli higbir alt kiimesinde diizgilin sinirli olmadigini varsayalim. Boylece 6yle
bir P € P ve B € B bulunur Ki;

sup{PB(x(")) in € N} = (4.3.3)
olur.

Buradan, her M > 0 igin Pg(x™) > M olacak sekilde bir n € N vardir. Simdi M = 1 +
1 alalm. Su halde Pz(x™)) > 141 olacak sekilde bir x™ alabiliriz. Pz nin

tanimindan bir t™ € B ve P (Z] ¢ (nl)) > 1+ 1 vardir. Z] tPy ( v Serisi yakinsak

jejr+1t) <1 olacak sekilde bir j; € N vardir ve boylece

oldugundan P (Z

ji 41, )
P( et )>1o|ur.

@, )
{0570)

j1 ny
M = sup{P th(") : () €eBneN +ZPB(x("))+22+1
j=1 n=1

olsun. 2 2 ¢ ve (x(”)) A lizerinde noktasal siirli oldugundan; her j € N igin ( (n)) :
n

(X,T) nin smurh bir alt kiimesi olur. O halde, (4,7,) 1n kesimsel diizgiin smirlilik
ozelligine sahip bir K —uzay oldugunu ve Teorem 4.3.6’y1 da dikkate alarak M nin

sonlu oldugunu anlariz. Ayrica, Pg (x(”z)) > M olacak sekilde bir x™2) bulunabilir.

Boylece P (Z i tj(z)xj(nZ)) > M olacak sekilde bir t® € B bulunur. M nin tanimindan;

n,>n;, ve P (Z;‘;h tj(Z)xj("Z)) >22+1 olur. Boylece Y tj(Z)xj("Z) serisinin

yakinsakligindan P(Z] Zjpr1l) t@x (HZ)) <1 olacak sekilde bir j, € N bulabiliriz ki
(2) (n2) 2
j» >j; olur, bu da P ] b % > 2% olmasmi gerektirir. Timevarim ile,

(4, tp) 1n bir ( ) smirlt blok dizisi ve (x(”)) nin bir (x(”k)) alt dizisi igin;
Z tx ™ ) > k2, keN

olur.

Simdi de s® = (ték)) /k alalim. Bu takdirde,
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p Z sOx™ ) >k, keN (4.3.4)
J

olur.
Hahn-Banach teoreminden (X, T) nin siirekli lineer fonksiyonlarinin bir (f;) dizisi i¢in,
I fillp = sup{lfx ()| : x € X,P(x) <1} < 1ve

fi Z sj(k)xj("") =P z sj(k)xj("") >k, keN (4.3.5)
J J

olur.

Bu takdirde (f) nin essiirekli bir dizi oldugu agiktir. Buradan, [( fi)/i (Z j S]-(k)x].(ni))] N
L

sonsuz matrisini géz oniine aldigimizda, her k € N igin {x(”) N e N} noktasal smnirli
ve (fi) esstrekli bir dizi oldugundan;

limﬁ Z sj(k)x,(ni) =0

i1 : J
]

oldugu goriiliir. Eger (k,) dizisi N de artan bir dizi ise, (1,7,) m 0-gliding hump
ozelliginden Y, s(»m) € 2 olacak sekilde, (k,) dizisinin bir (k, ) alt dizisi

mevcuttur. Artik, {x(”) : n € N} noktasal siirl ve (f;) essiirekli bir dizi oldugundan;

limﬁ stem) () ) _
i i ) j
m j

elde edilir.

Son olarak Antosik-Mikusinski matris teoreminden (Swartz, 1996),

. Jr ) (ng)
hlgn? Z ;X =0
Jj

olacag anlasilir ki, bu da kabuliimiizle celisir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Asagidaki 6rnek ile, Teorem 4.3.6 ve Teorem 4.3.8°deki gliding hump kabuliiniin
zorunlu oldugunu gostermis olacagiz.

Ornek 4.3.9. 1 = (¢, ||ll) Ve C kompleks cisim olsun. Bu takdirde, A kesimsel diizgiin

smirhilik 6zelligine sahip bir K —uzay iken, quasi 0-gliding hump o6zelligine sahip
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olamaz. A —¢arpim yakinsak serilerin uzayr olan C(4) uzayi, kompleks terimli tiim
dizilerin w uzay1 olarak disiiniilebilir. x = (x]) = (j)jZ1 olsun. Bu takdirde, x € C(4)
ve B = {ej 1j € N} kiimesi (@, ||]l) uzaymin sinirli alt kiimesidir. Fakat Pg(x) = oo

dur. Bu da Teorem 4.3.6 ve Teorem 4.3.8’de kullanilan gliding hump 6zelliginin, bu

teoremlerin hitkmii igin gerekli oldugunu gosterir (Wu ve ark., 2005).

Asagida X (A1) uzayinin tamhigi {izerine bazi sonuglara yer verecegiz.
Teorem 4.3.10. (4,7,), 4 2 ¢ olacak sekilde kesimsel diizgiin sirlilik ve quasi O-
gliding hump 6zelligine sahip bir K —uzay ve (X, T) bir dizisel tam Hausdorff uzay ise,
bu takdirde (X(A), Tg) uzay1 da dizisel tamdir (Wu ve ark., 2005).
Ispat. (x(”)) bir Tz —Cauchy dizisi olsun. (X, T) nin dizisel tamlhigindan her j € N i¢in,

0 (n)
X X

= lim,, yi saglayan bir x(© = (xj(o)) dizisi mevcuttur. Bu durumda, yalnizca

x© = (xj(o)) € X(4) oldugunu géstermemiz yeterlidir. Her e > 0 ve t = (tj) € A i¢in,

(A,79) m kesimsel diizgiin smirlilik 6zelligine sahip oldugunu da aklimizda tutarak,
B = {t[l] —tl k1 e N} € B olacagin1 anlariz. (x(”)) bir Tz —Cauchy dizisi

oldugundan, her k,l € N ve m,n > n, i¢in;

l

P Z t; (xj(m) - xj(n)) < g

j=k
olacak sekilde bir n, € N vardir.
Bu kez x(™) € X(A) oldugundan, her p,q € N ve p,q = p, iin;
q
P Z tjxj(n") < g
P
olacak sekilde bir p, € N bulunur.

Diger yandan, her j € N i¢in xj(o) = lim, xj(n) oldugundan m, > n, olacak sekilde bir

mgy € N vardir dyle ki;
q
£
P 2 tj (xj(mO) - xj(O)) <3
P

olur.
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Boylece p, q = py icin;

q q q
(0 (mo) _ (n ) (mo) _ (0)
P thxj Zt] 0 ) |+p th 0 )
P P P
q
(no)
+P z x| <e (4.3.6)
P

olur ki, bu da x© = (xj(o)) € X(A) oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanmig

olur.
Teorem 4.3.11. (1,74), A 2 ¢ olacak sekilde kesimsel diizgiin smirlilik ve quasi 0-
gliding hump 6zelligine sahip bir K —uzay ve (X,T) bir dizisel tam Hausdorff uzay

olsun. Eger (A,k(A,)L/”)) bir AK —uzay ise, bu durumda (X(2),0(X(2),2)) dizisel
tamdir. Yani (x™) < X(2) ve her t = (t;) € 4 igin, (3, tjxj(”>)n dizisi (X,T) de bir
Cauchy dizisi ise, bu takdirde x© = (xj(o)) € X(D) olur ve (x™), x© = (xj(o))
dizisine (1 tizerinde) noktasal yakmsaktir, burada x© = (xj(o)) her j € N igin, x( ) =

lim,, xj(n) seklinde dikkate alinmistir (Wu ve ark., 2005).

Ispat. (4.3.6)’dan sadece sunu ispatlamak yeterlidir: Her (tj) €A PeEPvee>0 igin,

k,l > ky ve m,n = n, olacak sekilde dyle bir k ve n, vardir ki,

P Z t; (xj(m) — xj(n)) <e

saglanir.
Bir an i¢in boyle olmadigini diisiinelim. Bu takdirde, £, > 0 ve P € P i¢in;

lq

P Z t; (xj(mq) — xj(nq)) > &

jqu
olacak sekilde, pozitif tam sayilarin (kq), (lq), (mq), (nq) seklinde kesin artan dizileri
mevcuttur.

Hahn-Banach teoremi ile (X, T) nin;

If]l, = sup{|f,@®)] : x € X, P(x) <1} <1,
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olacak sekilde bir (£, ) siirekli lineer fonksiyoneller dizisi ile

lq Iy
fa ];q ¢ (xj(mq)_xj(nq)) =P ];q t; (xj(mq)—xj(”q)) > &, (4.3.7)

ifadesi elde edilir.

Her q € N igin, z(® = (zj(q)) = (xj(mq) — xj("q)) olsun. Bu takdirde teoremde

verilen hipotezle; her () € 4 icin, lim, Y; tjzj(q) = 0 olur. Hatirlayalim ki, ¢ € N ve

(tj) € A igin Y tjzj(q) serisi (X, T) uzaymnda yakisak oldugundan, };;t;f, (Z],(Q)) serisi

de yakinsak olur. Bdylece (fq (Zj(‘l))) € 4% olacagi anlagihr. Aynca ||fy]l, =

sup{|f;(®)| : x € X,P(x) < 1} < 1velim, Y, tjzj(q) = 0 ifadelerinden,

lim Y 45 (47) | = 0

J

oldugunu gérmek zor degildir.

Artik, (fq (zj(q))) c 28 bir (2%, 1) —dizisel kompakt ve dolayisiyla Lemma 4.3.1 ile
q

0(/15 , /1) — kompakt bir kiimedir. (/1, k(/L AP )) bir AK —uzay oldugundan,

lq lq
timfy | g (5" =) | =tim > 6, (59) = 0
J=kq Jj=kq

elde edilir ki, bu da (4.3.7) ile gelisir ve boylece teorem ispatlanmis olur.

Bilindigi iizere; A isaretli zayif gliding hump (SWGH) é6zelligine sahip iken, a(2#, 1)
dizisel tam bir uzay ve T(/l, Aﬁ) bir AK —uzaydir (Swartz, 1996). Boylece, Lemma 4.3.3
ve Teorem 4.3.11 birlikte diistiniildiigiinde asagidaki sonucu verebiliriz:

Sonug 4.3.12. (4,75), A 2 @ olacak sekilde; kesimsel diizgiin sinirlilik, quasi 0-gliding
hump ve isaretli zayif gliding hump (SWGH) 6zelliklerine sahip bir K —uzay ve (X, T)
bir dizisel tam Hausdorff uzay olsun. Bu takdirde (X(1),0(X(2),4)) dizisel tamdir
(Wu ve ark., 2005).
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AP wzayinm her a(/lﬁ,/l) —dizisel kompakt alt kiimesi F ve B € B igin, (uj) €
F ve (tj) € B ye gbre Yju;t; serisi diizgiin yakinsak oluyorsa, bu takdirde (4, 7o)
uzayma diizgiin yakinsaklik 6zelligine sahiptir denir.
(Li ve Cho, 1999) su 6nemli sonucu ispatlamistir:
Lemma 4.3.13. Eger (4, 7o) dizi uzay: kesimsel diizgiin sinirlilik ve giiglii gliding hump
ozelligine sahip ise, bu takdirde (4,7,) diizglin yakinsaklik 6zelligine sahiptir (Li ve
Cho, 1999).
Teorem 4.3.14. (1,7,), A 2 ¢ olacak sekilde kesimsel diizgiin smirlilik ve quasi 0-
gliding hump 6zelligine sahip bir K —uzay olsun. (4, t,) diizgiin yakinsaklik 6zelligine
sahip ise, bu takdirde her x = (x;) € X(1) ve B € B igin, X}, t;x; serisi (¢;) € B ye gore
diizgiin yakinsaktir (Wu ve ark., 2005).
Ispat. Bir an i¢in dyle olmadigim diisiinelim. Bu takdirde, bir &g > 0, P € P, (t(k)) c
B ve her k € N i¢in;

Ik

(k)
P th X | 2 &

J=Jk
esitsizligini saglayan, kesin artan (j;) ve (I;) alt dizileri mevcuttur.
Yine, Hanh-Banach teoremi ile;

lg

fe Z t“% | > e, keN (4.3.8)
J=ik
esitsizligini saglayan (X,T) nin essiirekli sl lineer fonksiyonel dizisi (f,) elde
edilebilir.
(fx) nin (X', X) kapanis1 A; olsun. Bu takdirde, iyi bilinen Alaoglu-Bourbaki

teoreminden A;; X' in o(X',X) —kompakt bir alt kiimesi olur (Wilansky, 1978).
x € X(2) oldugundan her (¢;) € A igin, X; t;x; serisi yakinsaktir. Bdylece her f € X’
i¢in,

f z tix; | = z tif (%)

J J

esitligi elde edilir.
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L(f) = (f(xj )j icin L: X' - A8 lineer operatorini distinelim. L(f)(t) =
it f(xj) den, L: X' — A% lineer operatori o(X’,X) —a(/lﬁ,/l) anlaminda
siireklidir. Bylece, 4, in L(Ay) seklindeki gorintiisii, (2#,5(2,2)) nm kompakt bir
alt kiimesidir. Ayrica, Lemma 4.3.1’den L(A,); (Aﬁ , 0(/1/3 ,/1)) nin dizisel kompakt bir
alt kiimesidir. (4,7,) m diizgiin yakinsaklik 6zelliginden, k € N i¢in ¥, ¢;fi (x;) serisi
(tj) € B ye gore dizgin yakinsar. Bu da (4.3.8) ile celisir ve bdylece ispat

tamamlanmuis olur.
4.4, A-Carpim Yakinsak Operator Serileri ve Orlicz-Pettis Teoremi

Bu bolimde Orlicz-Pettis Teoreminin, bir A dizi uzaymin AK ozelligine bagh olacak
sekilde operator serilerinin A —c¢arpim yakinsakligi ile elde edilen bir versiyonunu
verecegiz. Orlicz-Pettis Teoreminin en yaygin kullanim alani olarak da, carpim
yakinsak seriler 6n plana ¢ikar.

x€X ve y' €Y' olmak tizere, x @ y' ile L(X,Y) lizerinde (x ® y',T) =
(y',Tx) seklinde tanimlanan bir lineer fonksiyoneli ve X @ Y’ ile de {x ® y' : x €
X,y' € Y'} kiimesi tarafindan gerilen bir alt uzayi gosteririz. L(X,Y) tizerindeki zayif
operator topolojisi, L(X,Y) ve X @Y’ arasindaki duallikten elde edilen zayif
topolojidir. L(X,Y) tizerinde gii¢lii operator topolojisi Ls(X,Y), X tlizerindeki noktasal
yakinsaklik ile tretilen topolojidir. L,(X,Y) ise L(X,Y) ftzerinde, X in sinrh alt
kiimelerinde diizglin yakinsaklik ile iiretilen topolojidir. p, Y iizerinde siirekli bir yar1
norm ve A, X in sinirh bir alt kiimesi olmak tizere; L, (X,Y) ise p,(T) = sup{p(Tx) :
X € A} yari normlar ailesi tarafindan tiretilen topolojidir.

(X, X") bir dual gifti olsun, sirasiyla X in zayif topolojisi, Mackey topolojisi ve
gliglii topolojisi: a(X,X"), 7(X,X") ve B(X,X') seklindedir. K(X,X"), c(X,X") ve
v(X,X") sirasiyla: o(X’, X) —kompakt kiimeler, o (X', X) —sayilabilir kompakt kiimeler
ve o(X',X) —dizisel kompakt kiimelerdeki diizgiin yakinsak X topolojilerini belirtir.
Sartsiz o(X', X) —dizisel kompakt (eger A daki her dizi bir o (X', X) —Cauchy alt diziye
sahip ise, bir A € X' kiimesi sartsiz o(X', X) —dizisel kompakttir (Stuart ve Swartz,
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2005)) kiimeler tizerinde X in diizgiin yakinsak topolojileri y (X, X') ile gosterilecektir.
c(X,X") topolojisinin; K (X,X") ile v(X,X") topolojilerinden daha gii¢lii ve 7(X,X")
Mackey topolojisinden kesin daha gii¢lii oldugu agiktir (Wilansky, 1978). K (X, X") ve
y(X, X") topolojileri karsilastirilabilir degildir.

X ve Y iki lokal konveks Hausdorff uzay olmak tizere; eger bir (P) 6zelligi tim
stirekli lineer doniisiimler altinda korunabiliyorsa, bu 6zellige siirekli lineer degismezdir
denir. Buna 6rnek olarak kompakt, sayilabilir kompakt, dizisel kompakt, konveks
kompakt, siirlt ve sonlu kiimeler ve ayrica yakinsak diziler siirekli lineer degismezler
olarak karsimiza ¢ikarlar.

P ={D < X : D sonlu bir kiime yada o(X,X") — sinirhi ve (P) 6zelligine sahiptir}.
Lp(X,Y) ile P deki tim kiimeler tizerinde diizgiin yakinsaklik topolojisini gosteririz.
Lp(X,Y) nin, L(X,Y) lizerinde bir operator topolojisi oldugu agiktir.

O halde,

P, = {D < 2% : D sonlu bir kiime ya da a(/lﬁ,l) — sinirh ve (P) dzelligine sahiptir}
olsun. P,(4,4#) ile P, daki tiim kiimeler iizerinde, diizgiin yakinsaklik topolojisini
gosteririz. Yine agik olarak P, (A, AP ) nin bir (A, AP ) kutup topolojisi oldugu agiktir.
Ana sonuglar asagida verilmistir:

Teorem 4.4.1. 12 ¢, X ve Y iki Hausdorff lokal konveks uzay ve siirekli lineer
degismez bir (P) ozelligi verilsin. Bu takdirde her A —garpim zayif operator topolojisi

L(X,Y) nin ve yakinsak operat6r serisi };; T; nin A —¢arpim Lp(X,Y) —yakinsak olmasi
icin gerek ve yeter kosul; (/1, P, (A, AP )) uzaymin bir AK —uzay olmasidir (Yuanhong
ve Ronglu, 2007).

Ispat. Yeterlilik: Kabul edelim ki ¥; T; serisi, L(X,Y) nin zayif operatdr topolojisi ile
bir 2 —¢arpim yakinsak seri olsun. Eger }.; Tj, A —¢arpim Lp(X,Y) —yakinsak degilse;
Y tj(o)Tj serisi Ty’a zayif operator topolojisiyle yakinsak olacak sekilde (tj(o)) € 4,
T, € L(X,Y) ve D € P vardir; fakat D iizerinde ), i tj(o)Tj serisi, T, a diizgiin yakinsak

degildir. Yani,
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o)

lim sup<{p Z tj(o)jx > & (4.4.1)

Nn—=%0 xyep -
j=n

olacak sekilde 5 > 0 ve Y de siirekli bir p yar1 normu vardir.

Wilansky (1978)’e gore, Hahn-Banach teoreminden Y’ nin essiirekli bir B alt kiimesi

vardir oyle ki;

li (0) /

im sup Z tTix,y'| ¢ 2 € (4.4.2)
Nn—=% xep,y'eB =

olur.

X T; serisinin zayif operatdr topolojsi ile A —carpim yakinsak oldugunu aklimizda

tutarak, her (¢;) € 2, x € X ve y’ € Y i¢in,

Z tTix,y' | = (Tx,y") (4.4.3)

j
olacak sekilde T € L(X,Y) mevcuttur.

(4.4.3)’ten, her x € X ve y' € Y’ igin ve ((T]x, y’)) € AP olmak iizere;

co
j=1

Z ti(Tix,y') = (Tx,y") (4.4.4)

j
seklindeki esitlik yazilabilir.

TeL(X,Y), DeEP ve B; Y' nin essiirekli bir alt kiimesi olmak iizere (4.4.4)

esitliginden {((T]x, y’)) :x €D,y € B} € P, olur. Boylece, (/1, P;(2, /15)) uzay1

j=1
bir AK —uzay oldugundan her n > n,, igin,

[00]

sup Z tj(o) (Tix, )| < 82—0

x€D,y’eB -
y =n

olacak sekilde bir ny € N vardir.
Bu ise (4.4.2) ile gelisir.

Gereklilik: Eger (A, P,l(l, Aﬁ)) bir AK —uzay degilse;
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o

- W, |,
timsup | 6P| () €D >0 (4.4.5)

j=n
olacak sekilde, (tj(l)) € Ave D € P, bulunur.

X= (AB,J(AB,A)) ve Y kompleks C cismi olsun. Bu takdirde, her u = (u;) €
AP i¢in j €N olmak iizere; Tu=u; ile verilen T;: AP - C doniisimlerini
tanimlayalm. Agiktir ki, her j € N i¢in T; € L(4%,C) dir. Her t = (t;) € 2 ve u =
(uj) € AP icin, lim, Yien tiTiu = limy, 52, tju; = 0 oldugundan X;T; serisi, zayif
operator topolojisi ile bir A —¢arpim yakinsak seri olur.
Diger taraftan (4.4.5) dikkate alindiginda, ¥;T; serisi Lp(4%,C) topolojisi ile bir
A —carpim yakinsak degildir. Bu ise kabuliimiizle ¢elisir, dolayisiyla ispat tamamlanmig
olur.

Lemma 4.4.2. 2 2 ¢ olsun. Bu takdirde, X teki her A —carpim o(X, X") —yakinsak }; x;
serisinin A —¢arpim (X, X") —yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, (/1, ‘L'(/l, AP ))
nin bir AK —uzay olmasidir (Wu ve Lu, 2002; Stuart ve Swartz, 2005).

Lemma 4.4.3. 1 2 ¢ isaretli zayif gliding hump (SWGH) o6zelligine sahip bir uzay
olsun. Bu takdirde (A,r(/l, /15)) bir AK —uzaydir (Wu ve Lu, 2002; Stuart ve Swartz,
2005).

Asagida Orlicz-Pettis Teoreminin bir versiyonunu; yukarida vermis oldugumuz Teorem
4.4.1 ve Lemma 4.4.3 yardimiyla kolayca elde ederiz.

Teorem 4.4.4. 1 2 ¢ isaretli zayif gliding hump (SWGH) o6zelligine sahip bir uzay
olsun. Bu takdirde, ).;T; operator serisinin zayif operatdr topolojisi ile A —carpim
yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart Lg(X,Y) operatdr topolojisi ile A —¢arpim
yakinsak olmasidir (Yuanhong ve Ronglu, 2007).

Ispat. Yalnizca, gereklilik kismini ispat etmek yeterli olacaktir. Lemma 4.4.3 ve A nin
isaretli zayif gliding hump (SWGH) 6zelliginden, (A,T(A, Y )) bir AK —uzaydir. 74, Y
nin orijinal topolojisi ve Y;; T; serisi, zayif operator topoloji ile A —garpim yakinsak bir
seri olsun. Bu takdirde her x € X igin, }; Tjx serisi Y deki o(Y,Y") zayif topolojisiyle

A —carpim yakinsak bir seri olur.
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Lemma 4.4.2°den, };T;x serisi Y deki =(Y,Y’) Mackey topolojisine gore
A —¢arpim T, yakinsaktir. Boylece ).; T; serisi, Y deki 7, orijinal topolojisine gore,
A —carpim yakinsak bir seri olur. Yani, },; T; serisi Ls(X,Y) topolojisiyle bir A —carpim
yakinsak seri olur ve bu da ispati tamamlar.
Lemma 4.4.5. 1 2 ¢ isaretli zayif gliding hump (SWGH) o6zelligine sahip bir uzay
olsun. Bu takdirde (/’L,?C (1, Af”)) bir AK —uzaydir (Wu ve Lu, 2002; Stuart ve Swartz,

2005).

Lemma 4.4.6. (A, ) = c(1,2%) = v(2, 2P) esitlikleri gegerlidir (Wu ve Lu, 2002).
Teorem 4.4.1, Lemma 4.4.5 ve Lemma 4.4.6 birlikte diistiniildiigiinde agsagidaki teoremi
verebiliriz:

Teorem 4.4.7. 1 2 ¢ isaretli zayif gliding hump (SWGH) o6zelligine sahip bir uzay
olsun. Bu takdirde, Y;T; operatdr serisinin zayif operatér topoloji ile A —¢arpim
yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart L-(X,Y) topolojisiyle A —¢arpim yakinsak seri
olmasidir. Burada,

C ={D € X:D,o(X,X'") — sayilabilir kompakt kiimedir}

oldugu dikkate alinmistir (Yuanhong ve Ronglu, 2007).

Lemma 4.4.8. 1 2 ¢ isaretli zayif gliding hump (SWGH) o6zelligine sahip bir uzay
olsun. Bu takdirde (A,y(/l, 2B )) bir AK —uzaydir (Stuart ve Swartz, 2005).

Boylece, Teorem 4.4.1 ve Lemma 4.4.8 birlikte diisiiniiliince asagidaki teorem elde
edilir:

Teorem 4.4.9. 1 2 ¢ isaretli zayif gliding hump (SWGH) o6zelligine sahip bir uzay
olsun. Bu takdirde, }.;T; operatdr serisinin zayif operator topoloji ile A —¢arpim
yakinsak olmast igin gerek ve yeter sart, L, (X,Y) topolojisiyle A —carpim yakinsak seri
olmasidir. Burada,

y ={D € X : D sartsiz (X, X") — dizisel kompakt kiime}

oldugu dikkate alinmstir.

B = {B C X : {x4} S Bise,butakdirde her T € L(X,Y) icin, lilgn Tx;, Vardlr}

ve Lg(X,Y), L(X,Y) tizerindeki B elemanlari izerinde diizgiin yakinsaklik topolojisinin

tirettigi bir topoloji olsun (Yuanhong ve Ronglu, 2007).
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Lemma 4.4.10. 1 2 ¢ isaretli zayif gliding hump (SWGH) 6zelligine sahip bir uzay
olsun. Eger }; Tj operatdr serisi, Ly(X,Y) topolojisiyle 2 —¢arpim yakinsak seri ise bu
takdirde, Y;; T; serisi Lg(X,Y) topolojisiyle A —garpim yakinsak olur (Stuart ve Swartz,
2005).

Teorem 4.4.1 ve Lemma 4.4.10 birlikte diistiniiliirse asagidaki teorem elde edilebilir:

Teorem 4.4.11. A 2 ¢ isaretli zayif gliding hump (SWGH) 6zelligine sahip bir uzay
olsun. Bu takdirde (A, By(4, Aﬁ)) bir AK —uzaydir. Burada,

B, ={B € A% : {x;} € Bise, butakdirde her T € L(/lﬁ,/l) icin limy, Tx;, vardir}
olarak diisiiniilmistiir (Yuanhong ve Ronglu, 2007).

Asagida Teorem 4.4.1°in bazi uygulamalarini i¢eren orneklere yer verecegiz.

Omek 4.4.12. 2 2 @ olsun. [m,n] = {k € N : m < k < n} formundaki bir kiime, N de
bir araliktir. Eger I bir aralik ise, o halde I nin karakteristik fonksiyonu y; olacak ve
eger t = {t;} € A ise 0 hélde, y; ve t nin koordinatsal ¢arpimi y;t olarak tanimlanir.
Her j icin max I; < min [;,, ise, N de {Ij} araliginin bir dizisi artandir.

t € A ve {I,;} araliklarin artan bir dizisi ise {I;} nin bir {Ink} alt dizisi ve bir s, = +1
isaret dizisi vardir oyle ki; Yp—; Sk Xi, t € A koordinatsal toplam oluyorsa, Swartz
(1996)’ya gore A uzayi isaretli zayif gliding hump (SWGH) 6zelligine sahiptir. (Boos ve
ark., 2004)’e gore yukaridaki igaretler her k i¢in, s, = 1 ile secilebiliyorsa A uzay1 zayif
gliding hump 6zelligine sahiptir. (Boos ve ark., 2004)’e gore ornegin P (0 < p < ),
mg, €y Qibi herhangi bir monoton dizi uzayi zayif gliding hump 6zelligine sahiptir,
sinirlt serilerin uzay1 by, isaretli zayif gliding hump (SWGH) 6zelligine sahiptir; fakat
zayif gliding hump 6zelligine sahip degildir. (Boos ve ark., 2004)’e gore zayif gliding
hump ozelligine veya Swartz (1996)’ya gore isaretli zayif gliding hump (SWGH)

Ozelligine sahip uzayin genis bir siifi vardir.

4.5. »-Carpim Yakinsak Seriler ve g-Dualite

Bu boliimde, A(M(A,AB)) nin figili (barrelled) bir AK —uzay olmasi

durumunda; ), x, nin A —carpim yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sartin zayif

A —carpim Cauchy oldugunu gosterecegiz. Ayrica, 1; — ve A, —carpim yakinsakliklarin



34

A1 ve A, farkli dizi uzaylari ve tiim E i¢in denk olup olmadiklar1 ve 4, ile A, arasindaki
yogunluk tipi iliskisi acisindan bir karakterizasyon elde edilecek olup, ayrica bu iliski
Schaefer tarafindan kullanilan (A, AP ) dual cifti iizerinde bir topoloji ile tanimlanir.
Yani, A altinda en giiglii topoloji bir AK —uzaydir.

Bessaga ve Pelczynski (1958), bir E Banach uzayindaki ., x,, serisinin zayif
sartsiz Cauchy oldugunu ispatlamigtir. Yani, her f € E' igin X.,,|f (x;,)| < 4+ olmasi
icin gerek ve yeter kosul her a € ¢, igin )., a, X, Serisinin yakinsak olmasidir. Singer
(1970), bir Banach uzaydaki Y., x,, serisinin zayif p —sartsiz Cauchy olmasini, her
a€lP(1<p<o) igin ), a,x, serisinin yakinsak olmasiyla miimkiin olacagini
gostermistir. Buradan elde dilen sonug ile Singer bu tiirden serileri her f € E' igin,
Yalf(x)]? < 40 (q, p nin eslenigidir) seklinde karakterize etmistir. Bennett (1973),
bu sonuglar1 keyfi alinan dizisel tam lokal konveks uzaylara genisletmistir. Son
zamanlarda, (Gupta ve Kantham, 1984) ve Maddox (1984), benzer problemleri baz1 6zel
dizi uzaylar1 i¢in ¢alismislardir.

Yin Xn Serisi A —carpim yakinsak olacak sekilde tim (x,), dizilerinin uzay1
E(A) ile gosterilecektir yani,

E(A) = {(xn)n e EN: Z a,x, E de yakinsaktir, her a € Aicin

n

olur.

Herhangi bir A dizi uzayi i¢in A —¢arpim yakinsak serileri A uzayinin £ — duali
ile karakterize edebiliriz, asagida buna dair bazi1 teoremlere ve sonuglara yer verecegiz

(Florencio ve Paul, 1988).

Teorem 4.5.1. Eger A; ,u(l, AP ) Mackey topolojisi ile donatilmis figili (barrelled) bir
AK —uzaysa, bu takdirde )}, x,, serisinin A —¢arpim yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul; her f € E' igin, (f(xn))n € AP olmasidir (Florencio ve Paul, 1988).

Ispat. Gereklilik: Y., x,, serisi A —carpim yakinsak, « € 1 ve f € E’ ise,

f (Z anxn) =) anfe)

n n

oldugunu dikkate aldigimizda gereklilik agiklik kazanir (Singer, 1970).
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Yeterlilik: Her f €E' igin (f(x"))n €A olsun. T:p - E, T(a):=Y,ax,
seklindeki doniisiimii tanimlayalim. Bu takdirde:
(T @), Pee.sny = {0, (f ), pa6)
olur.
Simdi, T*(f) = (f(xn))n € AP olacak sekilde T*:E' - w bulunur. Dolayisiyla T
dontistimiiniin u(fp, AP ) — Ty —siirekli oldugunu anlariz (Jarchow, 1981). Diger taraftan
,u(/'l, AP ), ¢ lzerindeki u(go, AP ) ya indirgenir; gercekten her mutlak konveks
U(AB , <p) —kompakt A kiimesi, A uzayinda yer alan her a elemani ¢ uzayindaki bir
siirlt kiimenin 0'(/1, AP ) kapanisinda yer alacagindan, 0(/1[3,/1) —smirli olur. Yani,
{P,(a) : n=1,2,..} dizisi elde edilir. Simdi, A(,u(/l, /13)) uzay1 figil (barrelled) bir
uzay oldugundan A4, 0'()1’3,/1) —relatif kompakttir. Son olarak a € A ise, bu takdirde
{Py(@): n=12,..} bir u(p 1) —Cauchy dizisidir; giinkii A(,u(/l, /1/3)) bir
AK —uzaydir ve bu nedenle T nin sirekliliginden, {TR,(a):j=12,..}=
Ohoq arx, : n=1,2,...} esitligi bir 7z —Cauchy dizisi olur.
Uyar1 4.5.2. (1) Her f € E' i¢in (f(xn))n € A8 kosulunun, baska bir deyisle Y, x,, nin
zayif A —carpim Cauchy oldugu anlamina geldigine dikkat edelim.

(2) Eger A normal bir uzay ise, Valdivia (1982)’ye gore, Teorem 4.5.1 soyle

ifade edilebilir:  A(B(2,4%)) bir AK —uzay ise, E(/l):{(xn)n: (f(xn))ne

A, herf € E' igin} olur. A =c¢, alinirsa, bu durumda Teorem 4.5.1; (Bessaga ve
Petczynski, 1958) ve Bennett (1973)’e gore, bilinen zayif sartsiz yakinsak serileri igerir.
A =1P (1 <p < o) aliarak, Singer (1970) ve Bennett (1973) (her ikisi igin de p > 1)
ve Maddox (1984) (p = 1 igin) tarafindan verilen zayif p —sartsiz yakinsak serilerin
karakterizasyonu elde edilir.

Sonug 4.5.3. A(7) bir FK —, AK —uzay olsun (lokal konveks olmas1 gerekli degildir).

Buradan,

E(A) = {(xn)n : (f(xn))n € AP, her f € E' i(;in}

olur (Florencio ve Paul, 1988).
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Ispat. ik olarak A nm, Teorem 4.5.1°deki hipotezleri yerine getirdigini dogrulamaliyiz.
Baglamak igin (A(‘r))’ = AP olduguna dikkat edilmelidir (kapsama, sirasiyla AK
Ozelligi ve Banach-Steinhaus teoreminden gelir). Sonrasinda, A bir G(lﬁ,/l) —sinirh

kiime ise, o halde A essiirekli olur. Boylece ,8(/1, AP ), T dan daha zayif oldugu sonucuna
ulagilir. Bu nedenle )I(B()l, Aﬁ)) bir AK —uzaydir ve bdylece (/1 (,3(/1, lﬁ))> = 2P

olur. Bu takdirde, B(4, %) = u(2, A#) dur.

Uyar1 4.5.4. Bu sonug, Maddox (1984) tarafindan verilen 1 = wy(p) ve 1 = 1(p,)
durumlarinin yani sira lokal konveks durum i¢in (Gupta ve Kantham, 1984) tarafindan
verilen bir sonucu genellestirmektedir. Bu uzaylar asagida tanimlanmustir. (p,,),, bir dizi

olsun, 0 < p < 1 araligindaki p bir say1 ve her n i¢in 0 < p,, < 1 olacak sekilde;

L(pn) o= {(a,»n - ) e < oo},

1 () = {(@n)n * suplaglPn < oo,

n

1 n
wo(p) := {(an)n : limﬁZlak - 0}
k=1

uzaylari tanimlaniyor. Bunlar FK —, AK —, ve normal uzaylardir, ayrica (l(pn))x =
12 (pn) Ve (Wo(0))” = {(@n)n : T2 27/P max{|an| = 27 < k < 271} < oo} olur.
A(7) bir K —uzay ise, buradan A/ asagidaki gibi tanimlaniyor (Singer, 1970):

o= {(flen),  f e},

Asagidaki verecegimiz sonu¢ Wilansky (1984) ile verilen sonuca yakinligi agisindan
ilgi ¢ekicidir.

Sonug 4.5.5. A; ve 4, birer FK —uzay, A, ek olarak lokal konveks, 1, ise ek olarak bir
AK —uzay olsun. O halde, A; € A, olmasi i¢in gerek ve yeter kosul /1£ c Af olmasidir
(Florencio ve Paul, 1988).

Ispat. ; € 1, ancak ve ancak (e,), € A,(A;) dir: not edelim ki 1, c 4, ise, bu

kapsama siireklidir. Onceki sonugtan (e,), € 1,(1;) olmas1 icin gerek ve yeter sart,

/15 C Af olmasidir.
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Uyan 4.5.6. (ﬂo<p<1 lp)ﬁ = [* oldugundan, yukaridaki sonug¢ halihazirda Bennett
(1974) ile verilen: “Lokal konveks bir FK —uzaymin No<p<q [P Yi igermesi i¢in gerek

ve yeter sart [1 uzayini icermesidir.” teoremini verir (Florencio ve Patl, 1988).

Sonug 4.5.7. 1, (u(/lz,/lg)) dizisel tam ve 4, (u(/ll,/lf» bir figili (barreled) uzay
olacak sekilde A; (u(/’li,/’lf)) (i = 1,2) AK —uzaylari verilsin. Bu takdirde, 1, < A,

olmasi icin gerek ve yeter kosul /15 c /1/13 olmasidir (Florencio ve Paul, 1988).
Ispat. Teorem 4.5.1°de E = A, alalim. A, bir AK —uzaydir, bdylece 1; € A, olmasi,

(ex)n € A,(11) olmasi anlamina gelir Ki 1; € A, olmasi igin gerek ve yeter sartin her
f € (4;,) igin, (f(en))n € Af sonucuna ulasiriz. Fakat (1,)" = )lg yani, her f € (1)’

icin f(e,) = a, olacak sekilde @ € /15 dizisinin mevcut olacagini ve tersine her a € /1[;
olmast f € (1,)" olmasmi gerektirecegini anlariz. Boylece, f igin verilen kosulun
/15 c /'lf ya denk oldugunu goriiriiz.

Uyari 4.5.8. Eger 4, miikkemmel (perfect) bir uzay ise, bu takdirde yukaridaki sonucun
kosullarini saglar (Kothe, 1969).

Sonug 4.5.9. 4 milkemmel bir uzay olsun, o halde /1(1)(/1, /1")) semi reflektiftir (yar
yansimal1) (K6the, 1969). Boylece,

E(A*) = {(xn)n : (f(xn))n EAherf e E’i(;in}
olur.

Uyart 4.5.10. Pietsch, miikemmel bir A uzay:1 i¢in E —degerli dizilerin uzayint:

AE) = {(xn)n : Z anXxy sartsiz yakinsak, her a € A% icin
n

seklinde tanimlamistir (K6the, 1969).

Sartsiz yakinsaklik ve smirli ¢arpim yakinsakligin E de esdeger oldugunu ve A* in
normal bir uzay oldugunu aklimizda tutarak, her & € A* i¢in )., a,x,, serisinin sartsiz
yakinsakliginin ancak ve ancak yakinsakligi gerektirdigini anlariz. Yani, E(A*) = A(E)
dir.

Benzer olarak:

AE] := {(xn)n : (f(xn))n € Aherf € E’i(;in}
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seklinde tanimlanirsa, Sonug¢ 4.5.9’dan miikkemmel, yar1 reflektif bir A (K6the normal
topolojisiyle birlikte) uzay1 i¢in A(E) = A[E] esitligi elde edilir (Jarchow, 1981).
A1 ve A, uzaylarmin her ikisi de Teorem 4.5.1’in sartlarin1 saglayan uzaylar
olmak tizere, her E igin E(A;) = E(A,) esitliginin saglanmasinin ancak ve ancak
Af = /’lg olmasiyla miimkiin olacagim anlariz. Ozellikle A, = I* ve A, = [(p,) alinirsa,

Maddox (1984)’e gore, her E icin E(I1) = E(l(pn)) esitliginin Saglanmasi ancak ve

ancak inf, p, > 0 olmasiyla miimkiindiir (hatlrlayallm ki; (l(pn))x = (l(pn))ﬁ =

l°°(pn)>. Diger taraftan, E uzayindaki bir serinin sinirli ¢arpim yakinsak olmasinin

ancak ve ancak onun alt seri toplanabilmesiyle iligkilendirildigini biliyoruz. Yani, her E
icin E(I®) = E(my) esitligi saglanir. Burada dikkat etmeliyiz ki, [® ve m, Teorem
4.5.1’in sartlarin1 saglamaz. Bu boliimde, iki farkli dizi uzaytr 4; ve A4, nin genel
durumlar incelenecektir. Bunun ig¢in Schaefer (1970) ile verilen T S(A) topolojisi
kullanilacaktir. Bu topolojinin AK ézelligine sahip, (4,47) dual cifti ile uyumlu 2
tizerindeki en giiclii topoloji oldugunu hatirlayalim. 7 S(4) topolojisi yar1 normlarin

ailesi tarafindan,

n

k=1

a—>pc(a):=sup{ :nEN,cECI

seklinde verilir.
Burada, C kiimesi 1 nin O'(AB ,A) —smirhh mutlak konveks alt kiimelerinin S(4)
ailesinden segilecek sekilde her a € A igin, )., a,c, Serisi ¢ € C ye gore diizgin
yakinsar. Garling (1967)’ye gore, ¥ nmin tim mutlak konveks 0')/(/15 ,/1) —relatif
kompakt alt kiimelerinin ailesinin S(A1) oldugunu not edelim.
Teorem 4.5.11. A, ve A, dizi uzaylari olsun. Bu takdirde asagidaki 6nermeler denktir:
(1) Her E igin, E(A,) < E(4,) dir.
(2) A, c A,. Burada A,, A; uzaymin /1!13 g (T S (/11)) uzayindaki kapanisi olarak
alimmustir (Florencio ve Paul, 1988).
Ispat. (1)=(2) Oncelikle, T S(A) topolojisinin C ler S(1,) den secilmek iizere kutup yari

normlarin ailesi,
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S

n

:CECI

ile tanimlanabilecegini gorelim. Gergekten, eger @ € A; ve C € S(A,) ise, bu takdirde

a-qc(a):= sup{

her € > 0 i¢in, 6yle bir N indisi vardir ki;

m

k=n

:mZnZN,cEC}<e

Sup{”(l - Pn—l)(ac)”cs :n>N,c€ C} = sup{

esitlikleri saglanir.

Simdi, eger b € B de ise (bv de birim yuvar) buradan,

o

Z (lkabk

k=n

elde edilir.

= |((I — Py_1)(ac), b)(cs,bv)l < [ = Pp—y)(ac)|l¢s

Boylece, B(C) := {(b.cp)n:b € B,c € C} Schaefer anlaminda diizgiin yakinsak bir
kiimedir, dolayisiyla acx(B(C)) € S(A,) olur (Schaefer, 1970). Bu takdirde,

Z A Crby,

n

pc(a) = Sup{”(ancn)n“cs: CE C} = Sup{ :ceCbE B} =

= sup{ Z and,

n
saglanir.

:d € B(C)} = q8()(@) < Gacxn(c)(@)

Ardindan C € S(4,) ise, Schaefer (1970)’e gore C, a(/lf ,/11) —relatif kompakttir ve
ziyadesiyle G(Af ,(p) —relatif kompakttir. Boylece, Teorem 4.5.1°de yaptigimiz gibi C

nin, G(Af,)lfﬁ) —smnirl oldugunu ve t S(4,) topolojisinin de lfﬁ da tanimlamis bir
kutup topoloji oldugunu goriiriiz. Yar1 norm p. ve Schaefer (1970)’i géz oniine alarak,
Afﬁ (T S(4;)) min tam bir uzay oldugunu ve dolayisiyla /Tl(‘r S (/11)) nin da tam
oldugunu tespit etmek i¢in ay(/lfﬁ,lf) ve 7 S(A,) topolojilerine (Kothe, 1969, 18.4.4,
s.210) uygulanabilir.

Simdi, E =2;(7S(4,)) alahm. O halde A;(zrS(1,)) bir AK —uzay oldugundan,
(e,)n € 1,(A,) dir. Dolayisiyla, (1) ile (e,),, € 4;(1,), yani her a € A, i¢in ¥, a, e,
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serisi A; da yakmsaktir. Bununla birlikte, A, bir K —uzay oldugundan, ¥, a,e, = a ve
boylece her a € A, i¢in a € A; olacagini anlariz.

(2)=(1) E bir lokal konveks uzay ve (x,), € E(4;) olsun. E de sifirn mutlak
konveks komsulugu U alinirsa, agik olarak ); &, f(x,) serisi her £ € A, igin f € U°

olmak iizere diizgiin yakinsaktir. Boylece A := {(f (xn))n: fe UO} kiimesi S(44)

uzayina aittir. Simdi, a € 4, ise, (2) ile oyle bir & € A, bulabiliriz ki, p,(a — &) < 1/4;

sup{

olur ve esitsizligi saglanir.

m

Z(flk — &) f(x)

k=n

:m,n € N,m >n; er°}<1/2

Diger taraftan, ) &, x,, serisi E de yakinsaktir, bu nedenle;

sup {

esitsizligini saglayan bir N indisi bulunabilir.

m

Sk f (xi)

k=n

:m,neN,mZnZN;f€U°}<1/2

Son olarak,

sup {

esitsizligini saglayan bir N indisi mevcuttur. Bu ise, m = n > N olunca Y-, aix, € U

m

> )

k=n

:m,nEN,mZnZN;fEU°}<1

olacagini yani, (x,), € E(4,) oldugunu gosterir.
Sonug 4.5.12. A; ve A, iki dizi uzayr olsun. Bu takdirde, her E igin E(4;) = E(4,)
esitligi ancak ve ancak Aiﬁ s (‘L’ S (Ai)) Ajc A; kapsamasiyla miimkiindiir. Burada kapanis
i,j =1,2;i # jigin alinmistir (Florencio ve Paul, 1988).
Uyar1 4.5.13. A normal bir uzay ise, bu takdirde = S(4;), bir u(4, A*) seklindeki Mackey
topoloji olur (Valdivia, 1982).
Sonug 4.5.14. A; ve 1, A; c A, seklindeki iki dizi uzay1 olsun. Asagidaki 6nermeleri
g0z Oniine alalim:

(1) E(144) = E(A,) her E igin saglanir.

(21, c A4 (Af g (T S (/11)) uzayinda).

@A =28 ver, 1, (/3(,12,,15 )) da yogundur.

(4) 2, € 3 (AF*(u(4, A7)) uzaymda).
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Bu takdirde (3)=(1)=(2) dir. Ustelik, A; normal ise (1)< (4) tiir (Florencio ve Paul,
1988).
Ornek 4.5.15. Lorentz (1984), Banach limitlerini kullanarak hemen hemen yakinsak

dizilerin uzayini tamimlamustir. Bir (a,,),, dizisi i¢in;

n+p-1
s=gi_>n;% Z a, n € Nde diizgiin

k=n

esitligi mevcut ise, s ye hemen hemen yakinsaktir denir.
ac ve ac, uzaylarn sirastyla [ uzaymin kapali alt uzaylari olacak sekilde; hemen
hemen yakinsak ve hemen hemen sifira yakinsak dizilerin uzayidir. Eger [e], e :=
(1,1, ...) dizisinin gerdigi kiime ise, bu takdirde ac = [e]®ac, olur. Kismi toplamlar
siirli olan tim dizilerin uzay1 bs, (Bennett ve Kalton 1974)’e goére ac, uzayinda
yogundur, bu nedenle [e]@®c,@®bs, sup —normu ile ac uzayinda yogundur. Simdi
([e]®co®bs)? = 1' = acP oldugundan, yukarida verdigimiz sonucu da goz oniinde
bulundurarak her E uzayi igin,
E(ac) = E([e]®c,®bs)
esitliginin verilebilecegini goriiriiz.
Acikgasi, ikinci uzay E([e]) N E(cy) N E(bs) seklinde de ifade edilebilir. Yine,
(xp)n € E(bs) olmasi igin gerek ve yeter sartin x, € ¢, olmast ve Y.,|f(x,) —
f(xn41)| serisinin de E' nin egsiirekli her alt kiimesinde diizgiin yakinsamasidir. Son
olarak Teorem 4.5.1 dikkate alininca: “(x,,),, € E(ac) olmasi igin gerek ve yeter sart (i)
YinXn, E de yakinsaktir, (ii) Y, x,, zayif sartsiz Cauchy’dir ve (iii) Y| f (cn — X411,

E' nin egsiirekli her alt kiimesinde diizgiin yakinsaktir.” Onermesini elde edebiliriz

(Maddox, 1984).






5. TARTISMA VE SONUC

A —Carpim Yakinsak Seriler, Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi anabilim dalina ait

ve yakin zamanda hakkinda ¢alismalar yapilmaya baslanan bir konudur.
Ulkemizde son yillarda literatiirde yerini alan “A —Carpim Yakinsak Seriler” hala ¢ok
yeni ve gelismeye devam etmektedir. Konuyla alakali kaynak ve materyallerin sinirl
olmasi bu konuyu oldukg¢a zor ama bir o kadar da heyecanli hale getirmektedir. Konuyla
alakali kaynak ve caligmalarin yeterince olmadigi goéz Oniinde bulunduruldugunda,
yapacagimiz ¢aligmanin diinya ve iilkemiz i¢in faydali olacagi agiktir.

Ulkemizde konuyla ilgili ¢alismalarin az olmasi da bizleri bu alanda arastirma ve
calismaya iten bir diger nedendir. Bu tez bittiginde daha sonraki matematik¢iler icin
Tiirk¢e bir ¢aligma olmasi yoniiyle 6nem arz edecektir.

Calismamizin ekonomik acidan ne gibi bir faydasi olabilecegini sdylemek i¢in
heniiz ¢ok erken olmakla birlikte, matematiksel bir ¢aligmanin uygulanabilmesi ve
toplum yararina kullanilabilmesi maalesef ¢cok uzun yillar alabilmektedir. Bu ¢aligmayla
beraber yeni arastirma alanlar1 ortaya g¢ikabilecek ve konuya olan ilginin artacagi
beklenmektedir. Kitap, dergi ve makalelerde yayinlanacak olan ¢aligmalara bir yardimci

kaynak olarak bu ¢alismanin fayda gosterecegini iimit etmekteyiz.
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