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OZET

BAZI DENKLEM MODELLERINDE COZUMLERIN NiTELIiKSEL
ANALIZLERI

TUNC, Osman
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani : Dog. Dr. Erdal KORKMAZ
Mayis 2020, 115 sayfa

Bu tez, on boliimden olugsmaktadir. Tezin birinci boliimiinde tez konusuyla ilgili
literatiirde yapilan bazi caligmalar verilmektedir. Tezin ikinci boliimiinde tezde
kullanilacak materyal ve yontem belirtildi. Tezin ti¢iincii boliimiinde, tez konusu ile ilgili
baz1 temel bilgiler verildi. Dordiincii bolimde lineer olmayan Volterra integro-
diferansiyel denkleminin ¢oztimlerinin asimptotik kararliligi, diizgiin kararliligi ve
integrallenebilirligi incelendi. Besinci boliimde Lyapunov’un ikinci metodu yardimiyla
sabit gecikmeli Volterra intero-diferansiyel denkleminin ¢dziimlerinin kararlilik, diizgiin
kararlilik, asimptotik kararlik ve integrallenebilirligi incelendi ve bir 6rnek verildi. Altinct
bolimde sabit gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denkleminin Lyapunov-
Razumikhin metodu yardimiyla ¢oziimlerinin sinirligi,  kare integrallenebilirligi
incelendi ve konu ile ilgili bir 6rnek verildi. Yedinci boliimde gecikmeli skaler Volterra
integro-diferansiyel ~ denkleminin  ¢oziimlerinin  kararlilik, diizgiin  kararhilik,
integrallenebilirlik ve kare integrallenebilirligi Lyapunov’un ikinci metodu yardimiyla
incelenip bir drnek verildi. Sekizinci boliimde sabit gecikmeli lineer olmayan Volterra
integro-diferansiyel denkleminin ¢oziimlerinin kararlilik, diizgiin kararlilik, asimptotik
kararlik, sinirhilik ve integrallenbilirligi inceledi. Dokuzuncu boliimde lineer olmayan
degisken gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denkleminin kararlik, diizgiin kararlilik,
siirlilik ve integrallenebilirligi incelendi. Son béliimde ise bu tezde yaptigimiz

caligmalara iligkin tartisma ve sonu¢ kismi bulunmaktadir.

Anahtar kelimeler: Gecikme, Integrallenebilirlik, Kararlilik, Lyapunov’un ikinci
metodu, Lyapunov- Razumikhin metodu, Simirhilik, Volterra-integro diferansiyel

denklem.






ABSTRACT

ON THE QUALITATIVE ANALYSIS OF SOLUTIONS OF SOME EQUATION
MODELS

TUNC, Osman
Ph.D. Thesis, Mathematic Department
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Erdal KORKMAZ
May 2020, 115 pages

This thesis consists of ten chapters. In the first chapter of this thesis, some works
related to subject of thesis are briefly summarized. In the second chapter of this thesis,
the materials and methods used in the thesis were notified. In the third chapter of the
thesis, some basic information and concepts related to the subject of the thesis were given.
In Chapter 4, the asymptotic stability, uniform stability and integrability of the solutions
of a certain system of non-linear VIDD were studied by the LRM and two examples were
given. In Chapter 5, by means of the Lyapunov’s second method, stability, uniform
stability, asymptotic stability and integrability of the solutions of a non-linear system of
VIDD with constant delay were discussed and two examples were given. Chapter 6, the
boundedness and square integrability of the solutions of a certain scalar VIDD with
constant delay by means of the LRM and an example was given. In Chapter 7, a scalar
VIDD with infinite delay was considered. Stability and uniform stability of zero solution,
integrability and absolute integrability of non-zero solutions of VIDD were investigated
by the second method of Lyapunov and an example was given. In Chapter 8, we
investigated asymptotic stability and uniform stability of zero solution, integrability and
boundedness at infinity of non-zero solutions of a certain non-linear system of VIDD with
constant delay. In Chapter 9 it was investigated the same concepts as in previous chapter
to a nonlinear systems of VIDD with time variable delay by using the LRM and two
specific examples were given. In Chapter 10, a detailed conclusion of thesis was given.

Keywords: Boundedness, Delay, Integrability, the Lyapunov’s second method,

Stability, the Lyapunov- Razumikhin method, Volterra integro-differential equation.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢alismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

R Reel sayilar

L[O, ) Lebesgue anlaminda integrallenebilen fonksiyonlar
uzayl

V Lyapunov fonksiyonu

w Wedge

Kisaltmalar Aciklama

CIP Siirekli, artan pozitif tanimli fonksiyon

ViDD Volterra integro-diferansiyel denklem

LRM Lyapunov-Razumikhin method

Xi






1. GIRIS VE KAYNAK BILDIRiSI

Volterra integral ve Volterra integro-diferansiyel denklemleri niifus dinamikleri, salgin
hastaliklarin yayilmasi, yar1 iletken devreler, akiskanlar mekanigi, fizik, kontrol teorisi vb. pek
cok sayida bilimsel alanda aragtirmacilarin karsisina ¢ikmaktadir. Bunun nedeni ¢ok sayida
dogal olay1 ve bilimsel arastirmalardaki problemler matematiksel olarak modellendiginde ilgili
modele karsilik Volterra integral, Volterra integro vb. diferansiyel denklemlerin karsilik
gelmesidir. Bu nedenle bu tiir denklem modelleri gegmisten giliniimiize aragtirmacilarin ilgi
odag1 olmustur ve olmaktadir. Volterra integral ve Volterra integro-diferansiyel denklemler,
baslangic deger problemlerinden olusturulmaktadir. italyan matematik¢i ve fizik¢i Vito
Volterra (1860-1940), 1884 yilindan itibaren integral denklemler tizerine yaptigi calismalardan
sonra, bu tiirden denklemler kendisinin soy ismi ile anilmaya baslanmistir. ilgili literatiir
incelendiginde 6zellikle 1970°1i yillardan sonra integral ve integro-diferansiyel denklemlerin
¢ozlimlerinin niteliksel davraniglari ile ilgili hem lineer hem de lineer olmayan formdaki birinci
mertebeden gecikmeli veya gecikmesiz Volterra integral, Volterra integro vb. denklemler ve
denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin varlig1 ve tekligi, kararlilik, diizgiin kararhilik, asimptotik
kararlilik, istel kararlilik, kararsizlik, sinirlilik, integrallenebilirlik, periyodik ¢dziimlerinin
varlig1 vb. niteliksel davraniglarinin ¢ok sayida aragtirmaci tarafindan incelendigi goriilebilir
(Bkz. Grossman ve Miller (1970); Miller (1971); Seifert (1973), Corduneanu (1977); Grimmer
ve Zeman (1982); Burton ve Mahfoud (1983); Burton ve Mahfoud (1985); Peschel ve Mende
(1986); Staffans (1988); Gripenberg ve ark. (1990); Burton (1993); Lakshmikantham ve Rama
Mohan Rao (1995); Xu (1998); Furumochi ve Matsuoka (1999); Islam ve Raffoul (2003); Hino
ve Murakami (2005); Zhang (2000), (2005); Diamandescu (2006); Becker (2007); Raffoul
(2007); Burton ve Haddock (2009); Wang (2009); Burton (2010); Chang ve Wang (2011);
Wazwaz (2011); Adivar ve Raffoul (2012), Dung (2013); Ngoc (2013); Wang (2013); Dung
(2015); Mesmouli ve ark. (2015); Graef ve ark. (2016); Raffoul ve Sanbo (2016); Raffoul ve
Rai (2016) ). Bu bilgiler dikkate alindiginda s6z konusu olan denklemlerin ¢dziimlerinin
niteliksel davraniglarinin incelenmesi kayda degerdir.

Ote yandan belirtilen denklem tiirlerinin ¢ok 6zel durumlarda tam ¢oziimleri
bulunabilmektedir. Yukarida belirtilen ¢alismalarda ele alinan Volterra integral ve Volterra
integro-diferansiyel denklemleri ¢ozmeksizin belirli yontemler ile ¢oziimlerin niteliksel
davraniglariyla ilgili yeter sartlar yada gerek veya yeter sartlar verilmistir. Bu ¢aligmalarda ele

alinan denklemlerin ¢oziimlerinin niteliksel davraniglari integral testi, sabit nokta teorisi,



Lyapunov’un ikinci yontemi, derece teorisi, pertiirbasyon yontemleri, parametrelerin degisimi
yontemi vb. yontemlerden faydalanarak incelenmektedir. Bu yontemlerin temel karakteristigi
ele alinan integral veya integro diferansiyel denklemleri ¢ozmeksizin belirtilen niteliksel
davraniglar1 hakkinda bilgi elde edilebilmesidir. Bu tez konusu ile ilgili olan baz1 ¢alismalar
asagidaki bigimde 6zetlenebilir:

Seifert (1973), Lyapunov’un ikinci metodunu kullanarak
t
X(t) = G(t, (1)) + [ K (t,5,x(s))ds
0

ile verilen vektor Volterra integro-diferansiyel denkleminin ¢ozlimlerinin kararlilik ve
asimptotik kararlilik durumlarini inceledi:

Burton (1982), asagida verilen skalar lineer olmayan
t
X'(t) = A(t) f(x(t)) +I B(t,s)g(x(s))ds
0

Volterra integro-diferansiyel denklemini ve bu denklemin 6zel durumlarini ele aldi. S6z
konusu denklemlerin sifir ¢oziimiiniin kararhiligini, tim ¢o6ziimlerin siirhiliging, snirh
cozlimlerin yakinsakligini ve ¢éztimlerin tiirevlerinin kare integrallenebilirligini garanti eden
ve yeter sartlar igeren sonuglari Lyapunov metodu yardimiyla inceledi. Konuyla alakal
dogrulayici 6rnekler verdi.

Burton ve Mahfoud (1983), asagidaki lineer Volterra integro-diferansiyel denklem

sistemlerini g6z oniine aldu:
t
X = AX(t) + j C(t,s)x(s)ds
0
Ve
t
ax_ AX(t) + j C(t—s)x(s)ds.
dt 0
Burton ve Mahfoud (1983), birinci denklemin ¢oziimlerinin karalilig i¢in gerek ve yeter
sartlar verdi. Ayrica, birinci denklemin ¢oziimlerinin kararlilik 6zellikleri arasinda bazi es deger
ifadeler elde etti. Yine, ikinci denklemin ¢dziimlerinin kararlilik ve sinirlilig1 igin gerek ve yeter
sartlar olusturdu. Ilave olarak, ikinci denklemin ¢dziimlerinin integrallenebilirligini, sifir
¢cOziimiiniin asimptotik kararligini, diizglin kararligini, ¢oziimlerin yakinsakligin1 ve konuyla
alakal1 bir¢cok benzer sonuglar elde etti. Elde ettikleri sonug¢larin uygulanabilirligini géstermek

icin konuyla alakali 6zel durumlar i¢in 6rnekler verdi.

Rama Mohana Rao ve Srinnivas (1983), asagidaki lineer skalar



X'(t) = f(t) +tja(t, s)x(s)ds

Volterra integro-diferansiyel denkleminin ¢6ziimlerinin ¢esitli niteliksel davranislarini inceledi.

Rama Mohana Rao ve Srinivas (1984), asagidaki lineer olmayan
t
X(t) = HX(®) + [ 9(t,s, X(s))ds
0

vektor Volterra integro-diferansiyel denklemini ve bu denklemin 6zel bir durumunu ele alarak,
ilgili bazi tamim ve sifir ¢oziimiiniin L°,(p>2) kararliligini Lyapunov-Razumikhin metodu

yardimiyla inceledi. Konuyla ilgili bir 6rnek verdi.
Rama Mohana Rao ve Srinivas (1985), asagidaki lineer vektor Volterra integro-
diferansiyel denkleminin ¢6ziimlerinin t — oo igin asimptotik davranislarini uygun doniistimler

yardimuiyla inceledi:
X'(t) = At)x(t) + j K(t,s)x(s)ds + F(t).

Wang (1985), asagidaki Volterra integro-diferansiyel denklemlerinin periyodik

¢coziimlerinin varligini inceledi:

y'=At)y+ j'C(t, s)y(s)ds+ f (t),

X'= A(t)x+ j C(t,s)x(s)ds + f (t)
ve
X'= A(t)x+TC(t, s)x(s)ds+ f (t).

Rama Mohana Rao ve Raghavendra (1987), asagidaki Volterra integro-diferansiyel

denklemlerinin ¢6ziimlerinin asimptotik kararliligini inceledi:
t
X'(t) = A(t)x(t) + I K(t,s)x(s)ds + f (t,x(t)).
0

Mahfoud (1987), asagidaki Volterra integro-diferansiyel denklemlerinin ¢oziimlerinin
diizgiin sinirliligini ve diizgiin kararliligini Lyapunov metodu ve parametrenin degisim yontemi

yardimiyla inceledi ve sonuglari dogrulayici 6rnek verdi:
t
X'(t) = At)x(t) + jC(t, s)x(s)ds + f (t)
0

ve



y'= Ay + [C(t,5)y(s)ds.

Murty ve ark. (1988), asagidaki Volterra integro-diferansiyel denkleminin ¢oziimlerinin

kararlilik ve asimptotik kararliligini inceledi:
t
X'(t) = X(t)B(t) + j X(s)K(t,s)ds + F(t).
0

Zhang (1990), asagidaki asagidaki Volterra integro-denklem sisteminin ¢oziimlerinin

asimptotik davraniglarini Lyapunov fonksiyoneli yardimiyla inceledi:
t
X(t) = AQ)X(t) + [C(t, 5)x(s)ds.
0

An ve Jin (1996), asagidaki Volterra integro-diferansiyel denkleminin ¢dziimlerinin
kararlilik, kararsizlik, asimptotik kararlilik ve diizgiin kararliligin1 Lyapunov fonksiyoneli ve

uygun doniisiimler yardimiyla inceledi:
X(t) = AQX(t) + [ C(t,5)x(s)ds.
0

Yang ve Zhang (1996), uygun Lyapunov fonksiyonelleri inga ederek asagidaki VVolterra

integro-diferansiyel denklemlerinin ¢dztimlerinin kararliligini inceledi:
t
X'(t) = At)x(t) + _[ C(t,s)x(s)ds + p(t)
0
ve

X (t) = A)X(t) +jC(t,s)x(s)ds.

Xu (1998), asagida verilen Volterra integro-diferansiyel denkleminin ¢dziimlerinin

diizgiin asimptotik kararliligin1 Lyapunov fonksiyoneli yardimiyla inceledi:
t
X'=a(t)x+ I D(t,s)x(s)ds.

Furumochi ve Matsuoka (1999), asagidaki Volterra integro-denklem sisteminin
¢oziimlerinin kararlilik, smirlilik ve diizglin sinirliligini uygun Lyapunov fonksiyon ve
fonksiyonelleri kullanarak, Lyapunov-Razumikhin metodu yardimiyla inceledi ve konu ile

ilgili 6rnekler verdi:
X'(t) =a(x(t)) +_t[C(t, s) f (x(s))ds.

Talpalaru (2000),



t
y'=fty)+[gts y(s)ds
0
ile verilen Volterra integro-diferansiyel denkleminin ¢6ziimlerinin asimptotik davranislarini
X'=f(t,x)
diferansiyel denkleminin ¢6ziimlerinin asimptotik davraniglarini yardimiyla arastirdu.

Wang (2000), asagidaki Volterra integro-diferansiyel denkleminin ¢6ziimlerinin

kararlilik ve asimptotik kararlilik inceledi:

% = At)x(t) + J;‘C(t, s)X(s)ds.

Raffoul (2007), asagidaki Volterra integro-diferansiyel denklemlerinin ¢oziimlerinin

diizgiin tistel asimptotik kararliliini inceledi:
t
X'(t) = o(t)x(t) + _[ B(t,s) f (s, x(s))ds + g(t, x(t)).
0

Becker (2009), asagidaki Volterra integro-diferansiyel denkleminin ¢6ziimlerinin
global asimptotik kararliligini ve integrallenebilirligini bir Lyapunov fonksiyonu yardima ile

inceledi ve konuyla alakali 6rnekler verdi:
t
X' =—a(t)x+ j b(t, s)x(s)ds.
0

Raffoul (2009), asagidaki Volterra integro vb. denklemlerinin ¢6ziimlerinin kararlilik

ve sinirliligini inceledi ve konu ile ilgili 6rnekler verdi:

X'(t) = o(t)X() +jB(t,s)x(s)ds +g(t)

X(t) = (t)x(t) +j B(t,s) @ (s)ds
ve
X'(t) = o (t)x3(t) +_t[ B(t, s)x% (s)ds.

Chang ve Wang (2011), asagida verilen lineer olmayan integro-diferansiyel denklem
sisteminin ¢oziimlerinin kararlilik ve diizgiin kararlilik durumlarimi inceledi ve konuyla ilgili

ornekler verdi:

X(t) = AQ)X(t) +jC(t,s)x(s)ds+ f(t,x(t)), f(t,0)=0.



Adivar ve Raffoul (2012), asagidaki sabit gecikmeli Volterra integro-diferansiyel

denkleminin ¢éztimlerinin iistel kararliligin1 ve kararsizligin1 Lyapunov yontemi yardimiyla ele

aldi:
X(t) = pE)x(t) - [ a(t,s)x(s)ds.

Raffoul (2013), asagidaki gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denklemlerinin
¢Ozlimlerinin iistel kararliligimi ve kararsizligini Lyapunov fonksiyonelleri yardimiyla yeter

sartlar verdi:

t

X(t) =- [ a(t,s)g(x(s))ds.

t-r
Tung (2016), asagidaki Volterra integro-diferansiyel denkleminin ¢éziimlerinin global
kararlilik, global asimptotik kararlilik, integrallenebilirlik ve kare integrallenebilirligini

inceledi konuyla alakali bir 6rnek verdi:
t
X'(t) =-a(t)h(x(t)) + j b(t,s)g(x(s))ds.
0

Raffoul ve Rai (2016), asagida bulunan Volterra integro-diferansiyel denkleminin
¢oziimlerinin kararliligini, Gstel kararlihigimi ve kare integrallenebilirligini Lyapunov metodu

yardimiyla ele aldt:
t
X'(t) = Px(t) + j C(t,s)g(x(s))ds, —o<s<t.

Graef ve ark. (2016), asagidaki c¢oklu gecikmeli Volterra integro-diferansiyel
denkleminin  ¢oziimlerinin  smirlillk,  kararlilik, global asimptotik  kararligini,
integrallenebilirligini ve Kkare integrallenebilirligini  Lyapunov fonksiyoneli yardimiyla
inceledi:

n t
X'(t) =—a(t)x(t) + Z I b. (t,s) f,(x(s))ds.
i=1 t-7
El- Hajji (2019), asagidaki Volterra integro-diferansiyel denkleminin ¢dziimlerinin

kararliligini, asimptotik kararliligini ve sinirliligini Lyapunov fonksiyoneli yardimiyla inceledi:

X'(t) = A(t)x(t) + B(t) + jC(t, s) f (x(s))ds + g(x(t)).



2. MATERYAL VE YONTEM

Matematik literatiirii incelendiginde, diferansiyel denklemler, gecikmeli diferansiyel
denklemler, integral denklemler, integro-diferansiyel denklemler, vb. denklemlerin
¢coziimlerinin varlig1 ve tekligi, bu denklemlerin ¢ézlimlerinin karalilik, sinirlilik, kararsizlik,
integrallenebilirlik vb. davraniglariyla ile ilgili bir¢ok bilimsel ¢alismanin mevcut oldugu ve
halen bu kavramlar hakkinda yogun bi¢imde ¢aligmalarin yapildig1 goriilmektedir.

Bu tezde, tezin kaynaklar kisminda yer alan ve yukarida belirtilen denklem tiirlerinin
genelde ¢oziimlerinin niteliksel davraniglar ile ilgili olan mevcut makaleler, bu makalelerdeki
ilgili denklemler, kitaplar, bu kitaplardaki ilgili denklemler, vb. ile birlikte, bu kaynaklarin
iceriginde yer alan ve tez konusu ile ilgili olan temel bilgiler, temel teoremler, lemmalar,
esitsizlikler, vb. bu tezin materyali olarak ele alinmaktadir.

Ayrica, bu tezde yontem olarak ise, bazi esitsizlik teknikleri, integro-diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimlerinin belirtilen niteliksel davraniglarii incelemede yaygin olarak
kullanilmakta olan Lyapunov’un dogrudan (ikinci) metodu ve Lyapunov-Razumikhin metodu

(yontemi) kullanilmaktadir.






3. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, tez konusu ile ilgili, daha sonraki boliimlerde kullanilabilecek ve temel
bilgi niteliginde olan bazi tanimlar ve teoremler verilecektir.

Simdi
x(t) = f(t)+ j B(t,s)x(s)ds (3.1)

integral denklemini g6z oniine alalim.

Burada, xeR", f:[0,a) —>R" siirekli bir fonksiyon ve B(t,s), nxn-boyutlu bir
matris fonksiyonu olup, bu matris fonksiyonu 0<s<t< «a, a <o igin siireklidir. Burada,
B(t,s) fonksiyonuna g¢ekirdek adi verilir. Eger B(t,s) =D(t —s) ise, denkleme konvoliisyon

(convolution) tipinde bir integral denklemi adi verilir (Burton, 2005).

Simdi ise, birinci mertebeden lineer
t
X'(t) = A(t)x(t) +jC(t, s)x(s)ds + F(t) (3.2)
0

Volterra integro-diferansiyel denklemini (VIDD) géz 6niine alalim.
Burada, F:[0,&) > R" siirekli bir fonksiyon, A(t) ve C(t,s), nxn-boyutlu birer
matris fonksiyonu olup, bu fonksiyonlar sirasiyla [0,a) ve 0<s<t<q araliklarinda

stireklidir (Burton, 2005).
Simdi, (3.2) VIDD’ni (3.1) tipinde bir integral denklemine doniistiirerek, her iki

denkleme de varlik ve teklik teoremlerinin ayn1 anda uygulanabilecegi ifade edilecektir.

(3.2) VIDD’mi igin siirekli bir ¢ baslangig fonksiyonu ¢:[0,t,]—R" ile verilsin.
(3.2) VIDD’mi i¢in ¢6ziim kavrami asagidaki sekilde ifade edilmektedir:

(3.2) VIDD’nin ¢dziimii [t,,T) araliginda siirekli ve tiirevlenebilir bir X(t)

fonksiyonudur dyle ki 0<t <t icin X(t) = ¢(t) ve
X'(t) = A(t)x(t) +TC(t, S)p(s)ds + F(t) + _I[C(t, s)x(s)ds
0 i

dir.

y(t) =x(t+t,) doniisiimiinii goz 6niine alalim. Bu doniisiim yardimiyla, tiirev alinip,
ilgili bagimntilar (3.2) VIDD’de yerine birakildiginda
Y1) =X(t+1) = At +1t,)y(t)
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+TC(t0 +1,5)@(s)ds + F(t+1,)

+t+f0 C(t, +t,s)x(s)ds

ty

= At +1t,)y(t) + jC(to +t,5+1,)y(s)ds

+TC(t0 +t,8)g(s)ds + F(t+t,)
elde edilir. Bu denklem ise,
y'®) = A®)Y(R) + [C(t5)y(s)ds + F(b),

bi¢iminde bir integro-diferansiyel denklem olarak ifade edilebilir. Son olarak elde edilen
VIDD’nin (3.2) VIDD mi ile aym tipten oldugu kolaylikla gdriilebilir. Ayrica, y(t) = X(t+t,)
ve X(t) = #(t) olmasi nedeniyle

Y(0) = X(t,) = (t,)

oldugu agiktir. Yukarida gegen son integro-diferansiyel denkleminin 0 ‘dan t‘ye integrali

alindiginda,
y(t) = g(t,) + jﬂ(s) y(s)ds + j F(s)ds +ﬁc‘: (u,s)y(s)dsdu (3.3)
elde edilir.

(3.3) VIDD’nde iki katli integraldeki integrallerin siras1 degistirilir ise, kolaylikla (3.1)
denklemi bi¢iminde bir integral denklem elde edilir. Boylece, géz Oniine alinan integro-
diferansiyel denklemi i¢in siirekli bir baglangi¢ fonksiyonu verilmek kaydiyla, varlik ve teklik
teoremi, ayni anda hem integral hem de integro-diferansiyel denklemleri i¢in uygulanabilir
(Burton, 2005).

Teorem 3.1 O<a <o olmak iizere, f:[0,a) —>R" siirekli bir fonksiyon ve B(t,s) ise
0<s<t< a araliginda siirekli fonksiyonlarin nxn-boyutlu bir matrisi olsun. Bu takdirde,
0<T <« ise,0zaman [0,T] araliginda (3.1) integral denkleminin bir tek X(t) ¢6ziimii vardir
(Burton, 2005).

Simdi ise (3.2) VIDD ve bu denkleme F(t) =0 igin karsilik gelen



11

X'= A(t)x+jC(t,s)x(s)ds (3.4)

VIDD’ni géz 6niine alalim. (3.2) VIDD’'mi igin X(0) =X, baslangi¢ sart1 verilsin. (3.2)

VIDD’nin 0°dan t’ye integrali alindiginda
t t tu
X(t) = %, + [ F(s)ds + [ A(s)x(s)ds + [ [ C(u,$)x(s)dsdu
0 0 00

elde edilir. Yukaridaki denklemde son terimdeki ¢ift katli integralde, integrallerin sirasini

degistirilir ve
t
f(t) =%+ [F(s)ds
0

alinir ise, bu takdirde (3.2) VIDD bigiminde bir integral denklem elde edilir. Eger F(t)=0
almir ise bu takdirde f(t) =X, olur.
Teorem 3.2 t €[0,cr) olmak iizere, yukaridaki kabuller altinda, (3.2) ve (3.4) VIDD’lerini
g0z Oniine alalim.
(@) Her birx, igin 0<t<a araliginda (3.2) VIDD’nin bir X(t) ¢dziimii vardir ve bu
¢oziim x(0) =X, sartin1 saglar.
(b) x(t) ve Xx,(t) ifadeleri (3.2) VIDD’nin iki ¢dziimii ise, X (t)-X,(t) ifadeside (3.4)
VIDD’nin bir ¢oziimiidiir.
(€) x(t) ve x,(t) (3.4) VIDD’nin iki ¢oziimii ve C,C, keyfi sabitler olmak iizere, bu
¢oziimlerin ¢X, (t) +C,X,(t) lineer kombinasyonu da (3.4) VIDD’nin bir ¢dziimiidiir.
(d) [0,)’ da (3.4) VIDD’nin n tane lineer bagimsiz ¢oziimii vardir. Bu ¢dziimlerden
herhangi biri [0,«) araligi tizerinde digerlerinin bir lineer kombinasyonu olarak ifade
edilebilir (Burton, 2005).
Uyari 3.1 Yeniden, (3.4) VIDD mini g6z 6niine alalim. Bu denklem igin ¢:[0,t,] — R" siirekli
bir baslangi¢ fonksiyonu ise, bu takdirde Xx(t,#) ifadesi bu denklemin [t,,c0) araliginda bir
¢Oziimiini temsil eder. Cogu kez bu ¢oziim X(t,t,, #) veya x(t) ile gosterilmektedir. Agikga,
X(t) =0 (3.4) VIDD nin bir ¢dziimiidiir (Burton, 2005).
Simdi ise (3.4) VIDD’ nin sifir ¢dziimiine ait kararlilik ve ¢oziimlerin siirli olmasina

ait tanim ve teoremler verilecektir.
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Tanim 3.1 Eger Ve >0 ve Vi, >0 i¢in 30 =0(t,,&) > 0 sayisi vardir dyle ki, [0,t,]araliginda
|¢5(t)| <0 iken Vt>t, igin |X(t, ¢)| <& ise, bu takdirde (3.4) VIDD’nin sifir ¢dziimiine
Lyapunov kararlidir denir. Eger J, t, ’dan bagimsiz, yani yalnizca ¢ ’na bagli ise, bu takdirde
(3.4) VIDD’nin sifir ¢dziimiine diizgiin kararlidir denir (Burton, 2005).

Tanim 3.2 (3.4) VIDD’nin sifir ¢oziimii kararli ve Vt, >0 igin 35 >0 vardir 8yle ki [0,t,]
arahglnda|¢(t)| < 0 oldugunda t-— oo igin |X(t, ¢)| — 0 ise, bu takdirde (3.4) VIDD nin sifir

¢ozlimiine asimptotik kararli denir (Burton, 2005).

Tanmim 3.3 Sayet (3.4) VIDD’nin sifir ¢oziimii diizgiin kararli ve bir 77 >0 sayis1 vardir dyle
ki, Ve >0 saystigin 3T >0 sayis1 bulunabilir oyle ki t, >0 olmak iizere, [0,t,] araliginda
|p(t)|<n iken Vt=t, +T icin |X(t,4)|<e& ise, bu takdirde (3.4) VIDD’nin sifir ¢oziimiine
diizgiin asimptotik kararlidir denir (Burton, 2005).

Tanim 3.4 X(t,t,,¢), (3.4) VIDD’nin herhangi bir ¢dziimii olsun. Eger bu ¢oziim WVt >t, icin

[t to, )] < C (¢ t)

esitsizligini saglar ise, bu takdirde X(t,t,,¢) ¢oziimine smirhdir denir. Burada
C:R xR >R R =[0,0), fonksiyonu, t, ve ¢’e bagl bir sabit fonksiyondur. ¢ ise
siirekli siurlt bir baglangig fonksiyonudur. Eger C, t,’dan bagimsiz ise (3.4) VIDD’nin

coziimleri diizgilin sinirlidir ( Raffoul, 2004).
Simdi ise

%: F(t, ), X(t,) =X, (3.5)

baslangic deger problemini géz oOniine alalm. Burada Xe@R" ve teR" D, R"de agik

baglantili bir ciimle, 0 € D olmak tizere, F(t, x) fonksiyonunun $R* x D boélgesinde (t,X)’e

gore siirekli oldugu ve F(t,0) =0 varsayilmaktadir.
Tanim 3.5 D,R"’ nin agik bir alt kiimesi ve (@,b), R’de bir aralik olmak {izere,
F:(ab)xD—R" bir fonksiyonu verilsin. Eger (t, X,) noktasinin bir N komsulugu var ve
her (t,x),(t,X,) €N i¢in

[F(tx) = Ftx)] < Klx = x|
olacak sekilde bir K pozitif sabiti varsa, F fonksiyonuna (t,,%,) noktasinda X’e gore

Lipschitz sartin1 sagliyor denir (Burton, 1985).
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Uyart 3.2 Yukaridaki (3.5) baslangic deger probleminde F fonksiyonunun siirekli olmast,
verilen denklemin en az bir ¢oziime sahip olmasi i¢in yeter sarttir. Lipschitz sartinin saglanmasi
ise, ¢oziimlerin tekligi igin yine yeter sarttir (Ahmad ve Rao, 1999).
Tanim 3.6 Q, R"’de acik bir ciimle ve 0€Q olmak iizere V:Qc R" — R fonksiyonu
verilsin. Eger V(0) =0 ve VxeQ (x=0) icin,

1) V(x)>0iseV fonksiyonuna Q ciimlesi lizerinde pozitif tanimlidir denir,

i) V(xX) >0 ise V fonksiyonuna € ciimlesi iizerinde pozitif yari tanimlidir denir,

1) V(x) <0 ise V fonksiyonuna Q ciimlesi tizerinde negatif tanimlidir denir,

iv) V(x) <0ise V fonksiyonuna Q ciimlesi iizerinde negatif yar1 tanimlidir denir (Hsu,
2013).
Tanim 3.7 D, R"’de agik baglantili bir ciimle, 0eD ve F(t,0)=0 olmak iizere

V :[t,,0) x D —[0,00) fonksiyonu birinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip olsun. Eger

her (t,X) €[t,,0)xD i¢in

%V(t, X) =V (t, X) =%(t, x)+%(t, X)F(t, X) +...+%(t, X)F. (t,X) <0

ise, V ’ ye (3.5) baslangi¢ deger problemi i¢in bir Lyapunov fonksiyonu denir (Burton, 2005).
Teorem 3.3 V(t,x), 0<t<oo ve |[X|<H bélgesinde tammli ve agagidaki sartlari saglayan bir
Lyapunov fonksiyonu olsun:

i  V(0)=0

(i)  a(lx|)<V(t,x), burada a(r)eCIP dir. (CIP; siirekli, artan ve pozitif taniml
fonksiyonlarin sinifidir)

(i)  V(t,x)<0.
Bu takdirde (3.5) baslangi¢ deger probleminin X(t) =0 ¢6ziimii kararhidir (Yoshizawa, 1966).
Teorem 3.4 Teorem 3.3’deki (ii) sart1 a(|x|) <V (t,x) <b(|x|) ile degistirilirse, (3.5)’deki
denklemin x(t)=0 ¢6ziimi diizgiin kararlidir. Burada a(r) eCIP ve b(r)eCIP’ dir,
(Yoshizawa, 1966).
Teorem 3.5 Teorem 3.4’deki sartlar altinda eger V (t,X) <—c(|x|) ve F(t,x) sl ise, bu
takdirde (3.5) baslangi¢ deger probleminin X(t) =0 ¢6ziimii asimptotik kararlidir. Burada,
c(r), [0, H] tizerinde siirekli ve pozitif tanimhidir (Yoshizawa, 1966).

Simdi, P(0,0)=0 ve Q(0,0) =0 olmak iizere
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dx dy _
E - P(X’ y)’ dt - Q(X, y)

iki boyutlu otonom sistemini goz oniine alalim. Burada, P ve Q fonksiyonlari bagli olduklari
degiskenlere gore siirekli olduklari varsayilmaktadir. Ayrica, (X,Yy)=(0,0) noktasinin bu
sisteminin izole edilmis bir kritik noktas1 oldugu varsayilmaktadir. Yani, (0,0) noktasinin bir
komsulugunda verilen sistemin (0,0) noktasindan bagka bir kritik noktasinin olmadigi

varsayillmaktadir (Ross, 1974), (Boyce ve Diprima, 1997).

Yukarida verilen sistem iki boyutlu oldugundan, genelligi bozmaksizin, amaca yonelik
olarak yukaridaki sistem igin Lyapunov fonksiyonu olarak V(X,y) = x* +y® alinabilir. ¢>0
bir sabit olmak iizere, Xy — diizleminde V (X, y) = X* + y*> =C bigiminde egri ailesini goz 6niine
alalim. ¢ =0 i¢in verilen egri ailesi X=0 ve y =0 noktasina indirgenir. Eger 0 < ¢, <C, aliir
ise, bu takdirde V(x,y) = x*+ y* =c, egrisi orijini iginde bulundurur ve V (X, y) = X* + y* =c,
egrisinin i¢inde kalir (bkz. Sekil 1.).

Simdi 6zel olarak, yukarida verilen iki boyutlu diferansiyel denklem sistemi igin

Lyapunov kararlilik ve asimptotik kararlilik teoremlerinin bir agiklamasi ifade edilecektir.
Bunun i¢in V(X,y) = X* +y* =C kapal egrisi icerisinde baslayan bir ydriingenin bu egrinin
disina ¢ikamayacagi gosterilecektir. Boyle bir durumda ¢6ziimiin kararli oldugu, sayet ilgili
yoriinge orijine yaklasir ise, ¢oziim asimptotik kararl olur.

Yukarida verilen V(X,y)=X°+Yy*=c Lyapunov fonksiyonunun pozitif taniml
oldugu ve bu fonksiyon i¢in alt ve iist sinirlarin kolaylikla bulunabilecegi agiktir.

Bilindigi tizere

WX y) =V, (% y)i+V,(x,y)]
vektorii V' fonksiyonunun gradient vektorii olup, bu vektor V(X,y)=Xx*+Yy>=cC egrisine
normal vektordiir. S6z konusu olan vektoriin yonii ise disa dogrudur.

X=¢(t), y=w(t) ifadesi yukarida verile iki boyutlu sisteminin bir ¢6ziimii olsun.
TA)=d@®)i+y/'(t)] ise x=¢(t), y=w(t) c¢oziimiine karsilik gelen yoriingeye her bir
noktasinda teget olan bir vektoridiir. Burada, i ve j iki boyutlu uzayda birim koordinat
vektorleridir. X, =¢(t,), Y, =w/(t,) noktasi ise, s6z konusu yoriinge ile V(X,y)=x*+y*=cC
kapali egrisinin kesisim noktasi olsun. Bu durumda ¢'(t) =P(x,V,), ¥'(t) =Q(X,, y,) olur.

Buna bagl olarak,
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V(% ¥2) =V, (% ) (1) + Vy (%, y)w (1)

=V, (0 )T +V, (%, Y1) S (1) 1+ () 1]

=WV (%, )T (1)
elde edilir. Yukaridaki esitligin sag tarafi iki vektdriin i¢ garpimidir. Yani, V (X, y,) tiirevi
VV(x,Y,) gradient vektorii ve T(t) teget vektdriiniin i¢ carpimdir. Ote yandan, a,b
vektorler olmak iizere (a,b)=|al|b|coséd oldugu bilinmektedir. Vektdrlerin boyu pozitif
oldugundan, V (x,,Y,) <0 olmasi igin teget vektdr ile normal vektdr arasindaki agiim 90° ile
270° arasinda olmasi gerekir. Bu durumda ise, y®riingenin hareket yoniiniin gemberin igine
dogru veya ydriingenin gember egrisine teget olmasim gerekir. Ayrica, V (X, Y,) <0 esitsizligi
X* +y? =C cemberi igindeki ydriingelerin ¢cemberin disina ¢ikamayacagini gosterir. Sonug
olarak, V (x,,y,) <O ise, orijine yeterince yakin baslayan ydriingeler orijine yaklagir. Bu durum

orijinin asimptotik kararli olmasini gerektirir. Verilen bu yorum, bir anlamda Lyapunov’un
kararlilik ve asimptotik kararlilik teoremlerin geometrik olarak yorumlanmasidir (Boyce ve

Diprima, 1997).

o ¥i
Ax W =c
L ‘;’
. ~._\ {.’f'] . }fl :|
x=9(f) )
v =t Y
y=wi N db(), dy(y), o
¥ iy N A
Vix, y)i- Vg, 39) §-VVix, y )
al (D
Sekil 3.1 Lyapunov kararlilik teoreminin geometrik yorumu.
Simdi, asagida verilen otonom ve gecikmeli
x=F(x), X, =x(t+6), —-r<6<0, t=0 (3.6)

diferansiyel denklem sistemini géz 6niine alalim.
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Burada, F(0)=0 olmak iizere, F:C, — R" siirekli bir doniisim ve bu doniisiimiin
kapali ve siirli ctimleleri R" ’de smurli ciimlelere gotiirdiigii varsayilmaktadir. r >0 olmak
tizere C=C([-r,0],'R") gosterimi ise  ¢@:[-r,0] >R" seklinde tanimlanan siirekli
fonksiyonlarmn uzayim temsil etmektedir. C, ise C uzayinda agik H yuvarmi temsil
etmektedir, oyle ki C,, == {qﬁeC([—r,O],SR”) |4l <H} olarak tanimlanir. Eger ¢ €C,, ve
t>0 ise, butakdirde WVt >t, icin (3.6) gecikmeli diferansiyel denklem sisteminin [t,,t, + )
acik araliginda en az bir siirekli X(t,t,,¢) ¢oziimii vardir. Eger bir B C,, kapali ciimlesi var
ve ¢Oziim B’de kalir ise, bu takdirde ax=o0 olur. || semboli R"’de ki uygun bir normu
|X| =max,.;,|%| ile tammlar. C(t) ={¢:[t —,t] - R"|¢sureklidir} ve ¢ ozel olarak C(t)
*de ¢yi gostersin ve ||¢(t)] =max,.;.,|¢(t)| olsun (Burton, 2005).

Lemma 3.1 F(0)=0, V(0)=0 olmak tizere V, C, =C ciimlesi tizerinde taniml siirekli

bir fonksiyon olsun. ilave olarak, u(0) =0 olmak iizere, u(s), 0<s <oo icin negatif olmayan
siirekli bir fonksiyon ve S—o0 igin  U(S) >ocolsun. Eger, ¢C olmak iizere
u(|¢(0)|) <V (4), V(4) =0 ve V() <0 ise, 0 zaman (3.6) denkleminin sifir ¢oziimii kararlidir.
Eger Z={p<C, :V(4)=0}, yani Z ciimlesinde en genis invaryant ciimlesi Q ={0} ise, bu
takdirde (3.6) denkleminin sifir ¢oziimii asimptotik kararlidir (Hale, 1977).
Simdi, asagida verilen otonom olmayan gecikmeli

X'=G(t,X), % =x(t+6),-r<6<0,t>0 (3.7)
diferansiyel denklem sistemini gbz ontine alalim.

Burada, G(t,0)=0 olmak iizere G:C,, —>R" siirekli bir doniigim ve G ’nin kapali

ve sinirh ciimleleri R"’de siirlt ciimlelere gotiirdiigii varsayilmaktadir. r>0 olmak iizere

(C.|-|) ¢:[-r,0] = R" seklinde tanimlanan siirekli bir fonksiyonlarin ~supremum normu ile
tanimli  bir Banach wuzayr olsun. C,, C’de agk H yuvannt oyle ki
C, = {¢eC([—r,0],SR") |4 <H} ile tammlanir. S, ||¢|| > H olacak sekilde ¢ e C ’lerden
olusan ciimle olsun. H yeterince biiyiik olmak iizere |#(0)|>H seklindeki ¢eC  tiim

fonksiyonlarin ciimlesi S™ ile gdsterilsin (Burton, 2005).
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Tanim 3.8 W(0) =0 s >0 igin W(S) >0 olmak tizere W : R" — R" seklinde taniml1 artan bir
fonksiyona wedge denir. i pozitif bir tam say1 olmak iizere asagida verilen teoremlerde

wedgeler W veya W, ile gosterilmektedir (Burton, 2005).

Tanim 3.9 0 € D olmak iizere D, R"’de agik bir ciimle olsun. V (t,0) =0 ve W, wedge olmak
iizere V(t,x)>W,(]x)) ise bu takdirde V :[0,00)x D —[0,00) fonksiyonuna pozitif tanimli
denir. Eger bir W, wedgesi var ise Oyle ki V'(t,x) W, (|x|) ise bu takdirde
V :[0,0) x D —[0,00) fonksiyonuna azalandir denir (Burton, 2005).

Teorem 3.6 D<o, X:[a,t] > R" siirekli ve sinirli bir fonksiyonu olmak tizere V(t,X,)
tiirevlenebilir bir fonksiyoneli olsun. Asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim:

(AD V (t,0) =0, W, (|x(t)) <V (t,x), (burada, W,(r) wedge’dir),

(A2)V(t,x)<0. (Burada verilen fonksiyonun tiirevi (3.7) diferansiyel denklem sistemi

boyunca alinmaktadir.)

Bu takdirde, (3.7) denkleminin sifir ¢6ziimii kararhidir (Burton, 2005).

Teorem 3.7 Bir dnceki teoremde verilen V (t,X,) Lyapunov fonksiyonelinin agagidaki sartlart
sagladigini kabul edelim:

(B1) W, ([¢0))) <V (t, ¢) <W, (|¢]), (burada, W,(r) ve W,(r) wedge’dir),

(B2) V(t,¢) <0.

Bu takdirde, (3.7) denkleminin sifir ¢6ziimii diizgiin kararlidir (Burton, 2005).

Teorem 3.8 Her teR" ve ¢peS° i¢in V(t,X,) Lyapunov fonksiyonelinin asagidaki sartlart
sagladigin1 varsayalim:

(C1) a(lg(0)) <V (t,¢) <b,(¢(0)]) +b.(|¢])

olup, burada, a(r),b(r),b,(r)eCl’ler r>H igin pozitif birer fonksiyon, (CI siirekli artan
fonksiyonlar ailesi), r—oo igin a(r),b,(r),b,(r) —oo’dur.

(C2) V(t,¢) <0.

Bu takdirde, (3.7) denkleminin ¢oziimleri diizgiin sinirhdir (Yoshizawa, 1966).






4. LINEER OLMAYAN BiR VIDD SISTEMI ICIN COZUMLERIN NIiTELIiKSEL
ANALIZI

Seifert (1973), yaptig1 ¢alismanin uygulamasmi gostermek icin asagidaki lineer

olmayan
X'(t) = —Ax(t) + _t[ K(t,s,x(s))ds (4.1)

VIDD sistemini ele aldi. Bu denklem sisteminin sifir ¢dziimiiniin kararliligmi gdstermek icin

asagidaki sartlar1 olusturdu.
A. Varsayimlar

Asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim:

(A1) A reel elemanl, 6z degerleri negatif reel kisimli Nx N boyutlu bir matris, 0 <s <t <oo
ve XeNR" olmak iizere, K ¢ekirdegi ise (S,t,X) birlesenlerine gore siirekli N— boyutlu bir

vektor olsun. Ayrica, L4 Ve O pozitif sabitler olmak lizere K ¢ekirdegi

jK(t, s, X(s))ds

s,usup|x(s)|

<s<t

esitsizligini saglasin. Burada x(s) fonksiyonu 0 <s <t araliginda siirekli ve |X(S)| < p sartin

saglamaktadir.

n 1
(A2) B, pozitif tanimli, simetrik ve reel elemanli bir matris, B = (b ).|B| = (Z (bif ))?  olmak
I

lizere,

BA+A'B=-I

saglansin. Burada |, NxnN boyutlu birim matris, B matrisinin 6z degerleri ise
A% (%, x) = (Bx,X) = A% (X, X)
esitsizligini saglar. Burada, X e R" ve A, A sayilari ise B matrisinin sirasiyla en biiyiik ve en

kiiclik 6z degerlerine karsilik gelmektedir.

Seifert (1973), yukarida verilen sartlara bagli olarak asagidaki kararlilik teoremini
ispatladi.



Teorem 4.1 (A1) ve (A2) sartlarmna ilave olarak 2|B}|flA <1 esitsizligi saglanir ise, bu takdirde

yukarida verilen (4.1) VIDD sisteminin sifir ¢6ziimii kararlidir.

Seifert (1973), Teorem 4.1’in ispatinda,
V (t,x) =V (x) =(xB,x)

ile verilen kuadratik Lyapunov fonksiyonundan yararlanmistir. Burada, Seifert’in yaptigi
caligmanin ayrintilar1 verilmeyecektir.
Simdi ise

%:f(t,xt),teJ,J:[—z-,oo),tztOZO (4.2)

gecikmeli diferansiyel denklem sistemini X(t, +S) = #(s), s €[—7,0], baslangi¢ fonksiyonu ile
birlikte g6z oOniine alahm. Burada, xe®R", f(t,0)=0, f(t,¢) eI xC([-7,0],R"),
x(t;) =#(0) olup ve 7 pozitif sabiti bir gecikme sabitidir. Her ¢eC([—z,0],R") igin ||
veya |||| Euclid normlarini sirasiyla,

Ix[= sup |x(t+9)|
to—7<s<ty

veya

loll, = sue o)
to—7<8<ty

seklinde gosterilecektir.

f(t,0)=0 oldugu icin @#=0 baslangic fonksiyonu olmak iizere, (4.2) gecikmeli
diferansiyel denklem sistemi X(t) =0 ¢6ziimiine sahiptir.

(4.2) gecikmeli diferansiyel denklem sisteminin (t,,#,) € R* xC([-7,0],'R")  olmak
tizere, bir  x(t) = x(t,t,,4) € C'([t,,0), R") ¢dziimiine sahip olmasi i¢in, f fonksiyonunun
stirekli ve X, ’ye gore Lipshitz sartim1 sagladigi kabul edilmektedir.

Lemma 4.1 (Hale (1977), Zhou ve Egorov (2016)) V(t,x) siirekli bir Lyapunov fonksiyonu,

(s)>s

u,v,w—R" —N" siirekli artan pozitif taniml fonksiyonlar, s> 0 igin q olmak iizere

asagidaki sartlar1 saglandigini varsayalim:

Vs e[—7,0],V (t+s, x(t+5)) <qV (t, x(t))

oldugunda VxeR",VteJ igin
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u(x)) <V (t, x) <v(x|),
%V (t, ) <—a(|X|)

dir. Bu takdirde (4.2) denkleminin sifir ¢6ziimii global diizgiin asimptotik kararhdir.
Bu boliimde, Seifert (1973) ¢alismasindan esinlenerek ilk olarak asagida verilen lineer

olmayan VIDD sistemi g6z 6niine alinmaktadir:

X'(t) = —F (t, x() (1) +j K(t,s, x(s))ds, t >, >0. (4.3)

Burada, teR", R =[0,0),xeR",FeC(RxR",R") ve 0<s<t olmak iizere
K(t,s,X) e C(R" xR xR",R") veK(t,s,X)=0<>x=0 "di.
Bu kisimda, (4.3) VIDD sistemi igin Lyapunov ydntemi yardimiyla c¢dziimlerin

asimptotik kararlilig1 ve diizgiin kararlilig1 incelenecektir.

4.1. (4.3) VIDD Sistemi icin Baz1 Kararhlik Sonuclar
A. Varsayimlar
(4.3) VIDD sistemi icin asagidaki sartlarin saglandigin kabul edelim:
(AD) F(t,x) fonksiyonu nxn-— boyutlu simetrik, pozitif tamimli ve bagh bulundugu

degiskenlere gore siirekli bir matris Oyle ki

F(t,0)=0, sup

(£, X)eR* xR

F(t,X)||<oo

ve F(t,X)’in A, 0z degerleriise VteR",R" =[0,00) ve VxeR" i¢in
f, 2 A(F(t,x) > f,, f, >0, f, >0, f,, f. eR,(1=12,..,n)
esitsizligini saglar.
(A2) f,, p ve [ pozitif sabitleri var dyle ki
Kt s. XN <D [

| £ (x(s))] < B|x(8)]
[ID.s)ds < ey (t), T||D(u,t)||du < a,(t)
ve

a(t) =1, —%j”D(t,s)” ds—%ﬁzT”D(u,t)”du > p



22

esitsizlikleri saglanir.

Burada,
fo =min{fy, T...s To)
olarak alinmaktadir. Ayrica, her teR™ ve VXe®R icinsirasiyla f,e4(t) ve a,(t) smurlive

negatif olmayan siirekli fonksiyonlardir.
Teorem 4.2 Eger (Al) ve (A2) sartlar1 saglanir ise, bu takdirde (4.3) VIDD sisteminin sifir

¢Ozliimii asimptotik kararlidir.

1spat
Wt X(0) =5 (X0 X0) o] 1D, 9)] f (x(s)| cuds

ile tanimlanan W =W/ (t, x(t)) Lyapunov fonksiyonelini ele alalim. Burada o daha sonra ispat

icinde amaca yonelik olarak secilecek pozitif bir sabittir.
Kolaylikla,
W (t,0)=0

ve
W (L, X(t) > %||x(t)||2 (4.4)

oldugu goriilebilir. Bu nedenle, W Lyapunov fonksiyonelinin pozitif tanimli oldugu agiktir. W
Lyapunov fonksiyonelinin t bagimsiz degiskenine gore tiirevi hesaplandiginda

d 1, 1 ,
aW(t, x(1)) =E<X (), x(t)) +E<x(t), X'(t))

+o D] | F @) du—c D s)] | f(x(s)| ds
t 0
== Z(FAXOXO,XO)~ 3 (XO, FEXOXW)

+%<x(t), I K(ts, x(s))ds> +%<i K (t,s,x(s))ds, x(t)>

+o-T||D(u,t)|| | (x@®)|"du o j IDE9)| || f (@) ds

elde edilir. Simdi ise,
f, 2 A(FE,x)=>f,;, f, >0,i=12,..,n,
olmas1 nedeniyle

fo =min{fy, fy..... f5,)
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alinabilir. Bu durumda (Al) ve (A2) sartlari kullanildiginda

e 0) <~ 1o +||x(t)||.|:||K(t,s, X()|ds
+of IOl [ (O du oD |1 s
<1 1[I 9] 1o
+ofIP O] [ (O du oD |1 s
<o+ I 9 1 F ] o 1
+ofIP ] [ (O du oD | s
=l +5 1D IF e s
+%I||D(t, 9| IO ds +a°f|| DY | () du
ofIpes) If oo e
I +%;|;||D(t,s)|| [f (x| ds
31D MO ds s |0 1xOf

t
—o[|D(t.9)| [ f (x()[ ds
0
elde edilir. o—:% olsun. Bu durumda (A2) sart1 kullanildiginda,

d > 1 2
FWEXO) <= [xO +5 ! ID(,s)|| [x@®)| ds

1,7 2
#5710l IO

17 1,7 2
- [ ! [Pt 9)] ds—2 5 ! |D@, ] dul|x(®)|
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<— p|x@|f <0
elde edilir. Bu sonug (4.3) VIDD nin sifir ¢dziimiiniin kararli oldugunu gosterir.
Simdi ise
1, ={(t%): %Wl(t, x(t) =0}
ile tanimli climleyi gz Oniine alalim. LaSalle’s degismezlik prensibi (invariance principle)

(bkz. (Reissig ve ark, 1974)) ilkesini uygularsak (t,x)el, olmasi i¢in ||x||2=0 olmasi

gerektigini gézlemleriz.

X" =0 (%, %, %) =(0,0,..,0) olmalidir. Bu esitlik ve (4.3) VIDD

Dolayisiyla,
sistemi birlikte ele alindiginda, K(t,s,x)=0<>x=0 olmasi nedeniyle Xx=0 elde edilir. Bu

takdirde, |, igerisindeki en bilyiik degismeyen kiime (invariant set), (t,0) €l ‘dir. Boylece,

S
(4.3)’lin sifir ¢ozlimiiniin asimptotik kararli oldugu sonucuna varabiliriz. Bu sonu¢ Teorem
4.2'nin ispatin1 tamamlar.

Simdi ise, (4.3) VIDD sisteminin ¢oziimlerinin diizgiin kararlihig: ile ilgili bir sonug

verilecektir.
B. Varsayimlar

Asagidaki sartlar saglansin:
(A3) p>0,A>0 ve y>0 reel sabitler olmak iizere

[K(t,s, x(s))| <D s)| | fx(s))].
[ xsDl< 8 IxG):
[IDt.s)|ds < e (1),

t

S

[1D(u.9)fduds = A <os
t

o

olsun. Burada, her t € R i¢in ¢(t) siirekli, negatif olmayan, smirl bir fonksiyon ve

o(t) = f,— A [|D(t.s)| ds >y

dir.
Teorem 4.3 Eger (Al) ve (A3) sartlar1 saglanir ise, bu takdirde (4.3) VIDD sisteminin sifir

¢cOziimii diizgiin kararlidir.



25

ispat x e R" ve|X| herhangi bir norm olsun. C ise
el = sup [(t)
-7<8<t,
olmak tlizere
¢:[-r,t,] >R"

seklinde tanimli siirekli fonksiyonlarin bir Banach uzayini temsil etsin.
X(t) = x(t,t,,#), (4.3) VIDD sisteminin [-z,00) aralig1 iizerinde bir ¢oziimii olsun dyle
Ki [—r,t,] aralig1 iizerinde x(t) =g(t), t, >0 dir. Burada, ¢ € C[-7,t,] olup, ¢ bir baslangig

fonksiyonudur. Bu teoremin ispatinda bir dnceki teoremin ispatinda kullanilan Lyapunov

fonksiyoneli kullanilacaktir. W(t,x(.)) Lyapunov fonksiyoneli azalan oldugu i¢in (4.4)’den

%“x(t)”2 <W (t, x(1)) <W (t,, #(t,))

yazilabilir. Ote yandan,

ty oo
W (t;, (t,)) = §||¢(to)||2 +o | [|D@,9)| |f (#(s))| duds
0t

I oo
<2 +op” [ 1D, )4 duds

0t

1 2 2 %%
s§[1+ 20p3 ]||¢5||to !{[”D(u,s)”duds

1
_ §[1+ ZO',BZA]||¢|L20
elde edilir. Bdoylece,
x| <[L+ 20;6’2A]||¢||t20

elde edilir.

Buna bagli olarak, her ¢ >0, i¢in, en az bir & —[ ! jf pozitif bir sabit sayis1

J1+208%A )2
vardir dyle ki (4.3) VIDD’nin herhangi bir ¢dziimii igin, her te[-z,t,] icin ||¢(t)||<5
oldugunda

V=t [x(tt, g < (J1+20°A)S < &
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esitsizligi saglamr. Bu durumda & sabiti t,’dan bagimsiz oldugu i¢in (4.3) VIDD’nin
X(t)=0 ¢oziimiiniin diizgiin kararli oldugu sonucuna varilir. Boylece istenilen sonucu elde

etmis oluruz. Buna bagli olarak Teoremin ispat1 tamamlanmis oluruz.
4.2 (4.5) Sabit Gecikmeli VIDD Sistemi icin Kararlihk Sonuclar

Simdi ise, bu kisimda sabit gecikmeli
t
X (1) ==FExO)x®) + [ K(t,s,x(s))ds, t-7>0 (4.5)
t—r

VIDD sistemi ele almacaktir.
Burada, teR", R =[0,0),xeR",F eC(RxNR",R") ve 0<s<t olmak iizere
K(t,s,X) e C(RxRxR",R") ve K(t,5,x) =0<>x=0 ’dir.
Ayrica, (4.5) VIDD sistemi igin t, >0, t e[-7,00), 7 pozitif bir sabit (sabit gecikme),
0 c[-7,01, X(t;) = #(0), ¢ < C([—7,0], 9t
olmak tizere X(t, +6) =¢(0) baslangic fonksiyonu almmmaktadir.

(4.5) VIDD sistemi ile (4.3) VIDD sistemi ¢ok benzer olmasina ragmen (4.5) VIDD
sistemi agikca sabit bir gecikme igermektedir. Ayrica, (4.3) VIDD sisteminde ¢dziimlerin
kararliligt  Lyapunov’un ikinci metodu yardimiyla uygun bir Lyapunov fonksiyoneli
kullanilarak sonuglar ispat edilmektedir. Bu kisimda ise Lyapunov-Razumikhin metodu
yardimla uygun bir Lyapunov fonksiyonu segilerek c¢oziimlerin global diizgiin asimptotik
kararliligi, kare integrallenebilirligi ve t—>o0 i¢in ¢ozliimlerin sinirliligr incelenecektir.
Literatiirde edinilen bilgilere gore sabit gecikmeli bir integro-diferansiyel denklem i¢in
Lyapunov-Razumikhin metodu ilk kez burada uygulanmaktadir.

Burada, (4.5) VIDD sistemi igin t, > 0,t e[—7,00), 7 pozitif bir sabit (sabit gecikme),
6 e[-2,0], x(t;) = #(0),¢ € C([-7,0],R")
olmak tizere X(t, +6) =¢(6) baslangig fonksiyonu alinmaktadir.
Burada, teR", R =[0,0),xeR",FeC(RxR",R") ve 0<s<t olmak iizere
K(t,s,X) e C(R" xR xR",R") veK(t,s,X)=0<x=0 "di.
C. Varsayimlar

Asagidaki sartlar saglansin:
(A4) pB,o ve A pozitif sabitleri var dyle ki
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[K (s, x(s))| <D s)| | f(x(s))
[ (x(s)] < Blx(G)]

t t
[ ID(t.9)] ds <0, [||D(t,s)] ds <+
t—7 0
ve
1 5 1t
90 =1~ 5 t£||D(t,s)|| ds—§£||D(t,s)|| ds> A

dir.
Teorem 4.4 Eger (Al) ve (A4) sartlari saglanir ise, bu takdirde (4.5) VIDD nin sifir ¢oziimii

global olarak diizgiin asimptotik kararli, ilave olarak bu diferansiyel denklem sisteminin tiim

¢ozlimleri kare integrallenebilirdir, yani, X(t)||2 € ’[0,00) ve t oo igin ¢oziimler smirlidir.

Burada L°[0,c0) gosterimi [0,00) araliginda Lebesgue anlaminda kare integrallenebilir

fonksiyonlarin uzayidir.

Ispat Bu teoremin ispatinda Lyapunov-Razumikhin metodunda yararlanilacaktir.

Simdi ise, W, =W, (t, x(t)) olmak lizere

1 1
Wt x(D) = (), xO) = ZxO
Lyapunov fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda,
W, (t,0)=0

ve
%”x(t)”z <W,(t, X(t)) < g||x(t)||
yazilabilir. Bu yiizden, W, Lyapunov fonksiyonunun pozitif tanimli oldugu agiktir.

Simdi (t,,¢,) € R xC([-7,0],*R) bir baslangi¢ fonksiyonunu ve t>t, noktasini goz
ontine alalim oyle ki Vse[-7,0], i¢in W, (t+Ss, x(t+5)) <W,(t,x(t)) , yani se[-z,0], icin
[Ix(t+ S)||2 < ||X(t)||2 olsun. x(t) =x(t,t,,¢#), (4.5) VIDD sisteminin igin bir ¢dziimii olsun dyle
ki O0e[-7,0], icin x(t; +6) =¢,(6) olsun.

Bu adimda ise, (4.5) VIDD nin ¢dziimleri boyunca, W, Lyapunov fonksiyonunun tiirevi

alindiginda

d 1, 1 '
awl(t, x(1)) :§<X (©), x(t)>+5<x(t), X'(t))
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_ —%<F(t, X)), X(1)) —%<x(t), F (¢ x(©)x(0))

t t
+1<x(t), ] K(t,s,x(s))ds> +1<x(t), | K(t,s,x(s))ds>
2 t—7 2 t-7
elde edilir. (AL), (A4) sartlar1 ve elemanter esitsizlikler yardimiyla

S (6x0) <~ @ +]@] [ K s, x(©)ds

<=T x| +[x®] [ [DE.9)] | f (x(s)]ds

<— £, [x®) % [ D) 1] f I +x0[f1cs

2> 1 2
=—f[xOF +5 [ IDEs)] [f (x| os
1 2
+§t.|;||D(t,s)|| Ix@)|” ds
<~ fo oI +34° [ ID.9)] <o ds

1 2
+3 1P X0l os “9

elde edilir.

Simdi ise,
t
[ID@s)] |xs)[ ds
t—7

integralini goz Oniine alalim.

Bu integrale s—t=¢ doniisimiini uygulayalim. Bu durumda, ds=d¢& olur. Bu
yizden S=t—7 igin &=—7 elde edilir. Benzer bicimde S=t icinise £ =0 olur. Dolayisiyla

yukaridaki integralden

[ID@.s)| [x@) ds= [[D(t.t+&)] [x(t+&)[ ds

< [Ipttt+&)] xol de
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=[x® [|D@t+¢)| de

=x®|” [ ID(t.s)] ds 4.7)

elde edilir.

Simdi ise (4.7) esitsizligini (4.6) esitsizliginde yerine yazdigimizda

d 2 1 2 2 b 1 2t
W XO) <= O +5 47 [xO) l||D(t,s)|| ds +Zx(0) ! |D(t,5)| ds

1,0 1 2
=-[f-35 | L||D(t,s)|| ds—> ! |D(t, 9)| dsT|x()|

<—o|x@)| <0

elde edilir. Bu durumda (4.5) VIDD sisteminin sifir ¢dziimii global diizgiin asimptotik kararli
oldugu goriiliir.

Simdi son esitsizligin 0’dan t’ ye integralini alirsak
t
WL (t, X(1)) =W, (0, X(0)) < o[ | x(s)| s
0

elde ederiz. Yukaridaki incelemeden W,(t, x(t)) - nin pozitif tanimli ve azalan bir fonksiyon

oldugu bilinmektedir. Boylece

W,(0,(0)) = x| =Ly, L, >0, L, e R

olarak kabul edilebilir. Bu durumda
t
a'[||x(s)||2ds <W, (0, x(0)) —W, (t, x(t)) <W,(0,x(0)) = L,
0
oldugu aciktir. Yukaridaki esitsizliklerin bir sonucu olarak,

[Ixs)fds <o,

yazilabilir. Boylece, ||X('[)||2 € L’[0,00) olur. Yani, (4.5) VIDD sisteminin ¢oziimleri kare

integrallenebilirdir.

Son olarak, ¢oziimlerin t — oo i¢in sinirl oldugunu gosterelim.

d

G (LX) < —o|x(t)|* <0

oldugundan
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%Wl(t, x(t)) <0

oldugu agiktir. Son esitsizligin O ’dan t ’ ye integrali alirsak

W (t,X(6) <W,(0.X(0)) = L,

elde ederiz.
%||x(t)||2 <W(t, X(1))
olmasi nedeniyle
%||x(t)||2 <W, (t, X(t) <W, (0, X(0)) = L,

elde ederiz. Buna bagli olarak,

Ixt)| <2k, vt=t,

sonucuna varilir. Bu durumda t — oo igin (4.5) VIDD sisteminin tiim ¢dziimleri sinirl oldugu
goriiliir. Bu sonuglar Teorem 4.4’iin ispatini tamamlar.

Ornek 4.1 Asagidaki lineer olmayan VIDD sistemini gz &niine alalim:

1 1

9+
[x{j__ 1+exp(t) + X7 + x5 (xlj
X5 94+ 1 X,

1 2 2
1+exp(t) + X +X,

exp(—2t +s) "2 % (8) £ %(5)

t 1 2
o | + X12(S) s (49
0 2exp(~2t +5) Sin /%’ (sz + X5 (3)
1+ x5(S)
Burada t>0 ve [le = (Xl(t)j = X(t) = x e R* "dir.
o) (%(t)
(4.8) VIDD sistemini (4.3) VIDD sistemi ile karsilagtiralim:
9+1+ex (t)l+ 24 x2 !
Rt %)= PR TR .
1 + >
1+exp(t) + X +X;

ve
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exp(—2t +s) Y21~ 23 X (5)+ % (5)

1+x(s)

2exp(_2t + ) VK () + X (5)

1+ %2(s)

K(t,s,x(s)) =

yazilabilir. Bazi1 basit elemanter iglemler yardimiyla, asagidaki ifadeler elde edilebilir:

1

9Jrl+exp(t)+xf+x2 !

”F(th:UXZ)”: ? 1

1 9+ —

1+exp(t) + X, +X;
sup  [|F(t, %) <22 <oo,
(t,x)eR* xR?
A(F(t, %, %)) =8+ !
%o 1+exp(t) + x2 +x2'
1

A (F(t,%,%,)) =10+

1+exp(t) + x>+ x5’

1

fo =88+ ey SAF X))
ﬂi(F(t’Xl’XZ)):lo+1+exp(t)+xf+x§ <11=f1,,
f, =8,
8< fy < A(F(,x) < f, <11 (1=12).

exp(—2t +s) Y227 Xl;(s) er X (5)

IK(t,s,x(s))] = _ ”12(3) :
2exp(—2t +5) SIVX (52)+X2 )
1+%5(S)

<exp(-2t+ s)m +2exp(—2t +5) ‘sin m ‘
< exp(—2t +S)\[X2(5) + X (5) + 2exp(=2t +5)\ X (5) + X2 ()
<3exp(—2t +5)X2(s) + X2 (5)

=[Pty [ (x(s)l.

Burada

ID(t,s)|| =3exp(-2t +s), 0<s<t,
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ID(u,t)| =3exp(-2u+t), 0<t<u,

[T (x,(8), %, ()| =X (5) +%:(5) =[[x(s)], B=1

dir. Buradan integral alindiginda,

_t[|| D(t,s)|ds = 3j exp(—2t +s)ds = 3 [exp(-t) —exp(-2t)] = &, (t),

j |D(u,1)] du =3[ exp(-2u +t)du = gexp(—t) = a,(t)
t t
elde edilir. Elde edilen bu bagintilar yardimiyla

1 1 ,%
a(t) = fO—E!”D(t,s)” ds—= /3 !||D(u,t)||du

3 3 3
= 8—Zexp(—t) + = exp(—2t) — = exp(~t
= exp(—1) + S exp(-20) S exp(-1)

3 3
>8—-———=—=5=p>0
22 ~

sonucuna ulagilir. Bdylece Teorem 4.2°nin sartlarinin saglandigi goriiliir. Buna bagh olarak

(4.8) VIDD sisteminin sifir ¢6ziimii asimptotik kararlidir.

Simdi ise ayni sistemin sifir ¢ézlimiiniin diizgiin kararli oldugunu gdsterelim:

|D(u,s)| =3exp(-2u +s), 0<s<u,

ty o ty o
_[ _[ [D(u, s)|duds =3 j I exp(—2u + s)duds = g[exp(3to) —exp(2t,)]=A <o, t, >0,

0ty 0t

o(t) =T, — B°[|D(t,9)| ds

=8-3 exp(-t) +3exp(-2t) >8—-3 exp(-t) >5=0
yazilabilir. Bu nedenle Teorem 4.3’iin sart1 saglanir. Boylece (4.8) VIDD sisteminin sifir

¢cOziimii diizgiin kararlidir.
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T T
x1(0)=-1
- = :x1(0)=-0.25
—=—=x1(0)=1
1| 1 1
1 1.5 2 2.5

time(s)

Sekil 4.1 (4.8) VIDD sisteminin X (t) ¢dziimiiniin ydriingelerinin davramslari.

] x2(0)=-1
0.8 %‘ - = x2(0)=-0.25
—=—=x2(0)=1
0.6 —I\ =
1 )
\
04r

[} -
\

-1 ! | ! I

0 0.5 1 1.5 2
time(s)

2.5

Sekil 4.2 (4.8) VIDD sisteminin X, (t) ¢dziimiiniin yoriingelerinin davranislari.
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Ornek 4.2 Asagidaki lineer olmayan gecikmeli VIDD sistemini géz éniine alalim:

1 1

9+
(x{j__ 1+exp(t) + X2 +x2 [xlj
X5 94+ 1 X,

1 2 2
1+exp(t) + X +X,

. | exp(=2t +5) fo(s) +%(5)

+J‘ 1+%7(s)

1 2exp(_2t + S)sinwle(s) +X%2(s)

1+ %2(s)

ds. (4.9)

X

2

Burada t—1>0, =1 sabit gecikme ve

j = X(t) = x e R? dur.

(4.9) VIDD sistemi ile (4.5) VIDD sistemini karsilastirdigimizda F(t,X) matrisi 6rnek

4.1’de verilmektedir. Ilave olarak,

exp(—2t +s) - X (5) +%(5)

j K(t,s, (s))ds = j _1+X122(S) s
o i 2exp(—2t+S)Sln . 1X1+()S(2(J;)X 2%

yazilabilir. Ornek 4.1’e benzer olarak

ID(t,s)| =3exp(-2t +s), 0<s<t,

j|| D(t,s)|ds = 3j exp(—2t +s)ds = 3 [exp(-t) —exp(—2t)] < +o,

j |ID(t, )| ds = 3;[ exp(=2t +5s) ds = 3exp(—t) —exp(-t —1)] < +oo,

t-r

90 = f, —% # [ |D(t.9)] ds —% [IDt.9) os
3 3
=8- E[EXP(—t) —exp(-t-1]- 5 [exp(—t) —exp(-2t)]
3 3 3 3
=8- 2 exp(-t) + 2 exp(-t-1) — 2 exp(-t) + Eexp(—2t)

=8-— gexp(—t) — g exp(-t)>5=41
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elde edilir. Boylece, Teorem 4.4’{in sart1 saglandig1 goriiliir. Bu ise (4.9) VIDD sisteminin
sifir ¢dziimiiniin global olarak diizgiin asimptotik kararli oldugu gésterir. Ilave olarak (4.9)

VIDD sisteminin tiim ¢dziimleri t —>oo igin sinirhidir ve kare integrallenebilirdir.

e X1(0)=-1
— — 'x1(0)=-0.25
—=—=x1(0)=1

time(s)

Sekil 4.3 (4.9) VIDD sisteminin x (t) ¢oziimiiniin yoriingelerinin davraniglari.
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x2(0)=-1
x2(0)=-0.25
—=—=x2(0)=1

b
0.8 '\|
\

0.6

04 r

x2(t)

-0.2 T

04 F |

06 1

-0.8 1

time(s)
Sekil 4.4 (4.9) VIDD sisteminin X, (t) ¢dziimiiniin yoriingelerinin davranislari.

Sonug

Seifert (1973) ¢alismasinin sonuglart ile bu bolimde elde edilen sonuglari

karsilastirilacaktir:

1°) (4.3) VIDD sistemi ve t —7 =0 igin (4.5) VIDD sistemi (4.1) VIDD sisteminin daha
genel halleridir. Gergekten, (4.3) VIDD sisteminde F(t,x) = A ve (4.5) VIDD sisteminde ise
F{t,xX)=At—7z=0 alindiginda bu durum kolaylikla goriilebilir. Literatiirde yapilan

incelemeler sonucunda bu béliimde ele alinan (4.3) VIDD ve (4.5) VIDD sistemleri ve bu

sistemlere ait problemlerinin yeni incelendigi goriilmektedir.
2°) Seifert (1973), (4.1) VIDD sisteminin sadece sifir ¢dziimiiniin kararligini inceledi. Bu

boliimde kararlilia ilaveten (4.3) ve (4.5) sistemlerinin ¢oziimlerinin asimptotik kararliligi,
global diizgiin asimptotik kararliligi, integrallenebilirligi ve t—>oo0 i¢in ise ¢Oziimlerin

siirlilig1 incelenmektedir.
3°) Seifert (1973), Teorem 4.1’in ispatinda asagidaki kuadratik fonksiyonu kullandi:
V(x) =(xB, X).

Ancak, bu boliimde Teorem 4.2, 4.3 ve 4.4’iin ispatlarinda sirasiyla asagidaki Lyapunov-

fonksiyon ve fonksiyoneller kullanilmaktadir:
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W=l +o ! T”D(u, )| || (<N cuds

Ve

1
W, (t, X) :§||x||2.

Aslinda Teorem 4.1 deki kararlilik sonucuyla Teorem 4.2 deki asimptotik kararlilik sonuglari
baglantilidir. Sdyle ki asimptotik kararlilik, kararliligi saglar fakat tersinin dogru olmasi
gerektirmez. Bu yiizden Teorem 4.2’nin sonucu, Teorem 4.1’in sonucunu gerektirir. Fakat tersi
dogru degildir. Secifert (1973), Teorem 4.1’in ispatinda V Lyapunov fonksiyonu
kullanilmasina ragmen Teorem 4.2 nin ispatinda W Lyapunov fonksiyoneli kullanilmustir.

4°) Teorem 4.4in ispatinda Lyapunov-Razumikhin metodu kullanilmaktadir. Literatiirde
yapilan incelemelerde, bu tiir calismalarda Lyapunov’un ikinci metodu kullanilmasina ragmen
burada, uygulamasi ¢ok daha kolay olan Lyapunov-Razumikhin metodu kullanilmistir. Ayrica,

bu yontemin kullanilmasi daha az kisitlayici sartlarin olusturulmasina yardimci olmustur.

5°) Seifert (1973), caligmasindaki (4.1) VIDD sisteminin K ¢ekirdegi

< usupX(o)

j'K(t,s, X(s))ds

esitsizligini saglamak zorundadir. Burada,  x(s), 0<s<t araliginda stirekli ve
|X(S)| < p,p>0"drr. Yani, x(s), 0<s<t araliginda siirekli ve sinirli olmak zorundadir.

Ayrica, @ <1’dir. Bu sartlarlar, Teorem 4.2, Teorem 4.3 ve Teorem 4.4 sartlarindan daha

kisitlayicidir. Bu nedenle, yukarida verilen teoremler Seifret’in sonuglarindan daha az

kisitlayict sartlara sahiptir.
6°) Seifert (1973), calismasinda sonuglarini agiklayici 6rnek bulunmamaktadir. Ancak bu

boliimdeki sonuglari agiklayici iki 6rnek grafikleriyle beraber verildi.






5. SABIT GECIKMELI BiR VIDD SISTEMININ COZUMLERININ NITELIKSEL
DAVRANISLARI

Wang (1998), asagidaki lineer

X'(t) = A(t)x(t) + jC(t, s)x(s)ds (5.1)

VIDD sistemini ele aldi. Burada teR", yani 0<t<oo,xeR",n>1 ve 0<s<t<ow igin
At) = (a;(1)n, Ve C(t,s)=(C;(t,s)),.,, strasiyla NxN— boyutlu siirekli matrislerdir.
Wang (1998), (5.1) VIDD’in sifir ¢6ziimiiniin kararlilik ve asimptotik kararlilig1 ile
ilgili iki sonug ispatladi ve bu sonuclar yeter sartlar icermektedir. Arastirmact sonuglarin
uygulanabilirligini gdstermek igin bir érnek verdi. lgili sonuglara bakildiginda sonuglarin ¢ok
sade bir bigimde oldugu ve uygulanabilirliklerinin miimkiin oldugu gozlemlenebilir.
Bu boliimde yukaridaki calismadan esinlenerek, asagidaki sabit gecikmeli lineer

olmayan

X'(t)=Alt)x+ jC(t, S, X(8))G(s, x(s))ds + H(t, x, x(t — 7)) (5.2)

VIDD sistemi ele alinacaktir. Burada teR", R" =[0,0), XxeR", n>1,0<s<t<oo Ve

xeR" igin Alt) =(a;t)),, ve C(t,s,x)=(C;(t,s,X)),.,, NxN—boyutlusiirekli matrisler,

C(t,5,00=0 ve G(5,00=0 olmak tizere G:RxR" >NR" ve H:RxRKR xR ->R"
stirekli fonksiyonlardir.

X(t) =x(t,t,,4), [t,—7,B), B>0, araligiiizerinde (5.2) VIDD siteminin bir ¢dziimii
olsun dyle ki [t,—7,t,], aralig: tizerinde X(t) =#(t) ’dir. Burada ¢:[t,—7,t,] >R" siirekli
bir baslangi¢ fonksiyonudur.

Bu béliimde, H(.)=0 igin (5.2) VIDD sisteminin sifir ¢dziimiiniin asimptotik ve
diizgiin kararhiligii ve H(.)=#0 icin ise, bu denklem siteminin ¢dzlimlerinin

integrallenebilirliligi ve smirliligt incelenmektedir. Uygun bir Lyapunov fonksiyoneli
tanimlanarak, (5.2) VIDD sisteminin ¢dziimlerinin s6z konusu olan niteliksel davranislari
arastirilacaktir.

(5.1) VIDD ve (5.2) VIDD Kkarsilastirildiginda, (5.1) VIDD lineer bir denklemdir.
Ancak, (5.2) VIDD sabit gecikmeli lineer olmayan denklem sistemidir. Dolayisiyla, bu
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calismanin katkisi lineer (5.1) VIDD’den lineer olmayan gecikmeli (5.2) VIDD’ye yapilan bir
genelleme ve yeniliktir.

Bu béliimde sirasiyla, H(.)=0 iken (5.2) VIDD’nin sifir ¢dziimiiniin kararlihigini,
asimptotik kararlilig1 ve diizgiin kararliligin1 ve H(.)#0 iken lineer olmayan (5.2) VIDD
sisteminin ¢Oziimlerinin siirliligmi ve integrallenebilirligini garanti eden yeter sartlar
olusturulacaktir. (5.2) VIDD sisteminin sifir ¢oziimiin diizgiin kararliligi, ¢oziimlerin
integrallenebilirligi ve smirliligi, bu ¢alismanin konuya ve literatiire ikinci katkisidir. Bu
sonuglar Wang’1in sonuglarina ilave sonuglardir.

Ayrica, eger C(t,s,x(s))=C(t,s), G(s,x(s))=x(s), H(t,x(),x(t—7))=0 olarak
segilirse (5.2) VIDD, (5.1) VIDD’e indirgenir.

Ayrica, asagida verilecek hipotezlerimizin dogrulugunu ve uygulanabilirligini
netlestirmek icin iki somut 6rnek verilecektir. Ele alinan denklemdeki fonksiyonlarin 6zel
secimi i¢in, MATLAB-Simulink kullanilarak, ¢dzlimlerinin yoriingelerinin davranislari agikca
gosterilecektir.

Bu caligma boyunca, X(t) yerine soz edilmeksizin X kullanilmaktadir.

xeR" ve A, nxn— tipinde bir matris olmak lizere X ve A ’nin normlar sirasiyla

||X|| = (;MU ve ||A|| = @%(;‘&J U ile tanimlanmaktadir.

5.1. (5.2) VIDD Sisteminin Coziimlerin Kararhlk ve integrallenebilirligi

H(t, x,x(t—7))=0 olsun.

A. Varsayimlar

Asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim:

a(t) = max{a; (1) + > [a O
< i1 j#i
olsun.
(A) a pozitif bir sabit olmak tizere
|Gt )] < e[x]
dir.
(A2) a ve 9, pozitif sabitleri vardir dyle ki
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et x)] < KB, [IK b du <eo
ve
a@®)+a[[K@uy]du< -4

dir.

Teorem 5.1 Eger (Al) ve (A2) sartlar1 saglanir ise, bu takdirde (5.2) VIDD sisteminin sifir
¢oziimii asimptotik kararlidir. Ayrica, (5.2) VIDD sisteminin tiim ¢ziimleri integrallenebilirdir
yani, x(t)eL'[0,c0) olur. Burada L‘[0,00) ifadesi [0,00) araliginda Lebesgue anlaminda
integrallenebilir fonksiyonlarin bir uzayidir.

Ispat Bir W, =W, (t,x(.)) Lyapunov fonksiyonelini
t

W, =[x+ [ [|C(u, s, x(sP]du G (s, x(s))|ds (5.3)
0t

ile tanimlayalim. Burada,  W,(t,X(.)) Lyapunov fonksiyonelinin pozitif tanimli oldugu

asikardir. Gergekten,

W, (t,0) =0, W, (t, x(.)) = ||X||
yazilabilir. (5.3) ile verilen W,(t,X(.)), Lyapunov fonksiyonelinin (5.2) VIDD siteminin

coziimleri boyunca zaman tiirevini alindiginda

%Wj (t,x()) = ix{(t)sgn X (t+0) +||G(t, x(t))||T||C(u,t, X(t))[ du

~ [l s, @] [Gs x(s)|ds (5.4)
elde edilir. Buradan,

sgn %, (t+0)x/(t) <a; (1) x|+ Zn:,‘aﬂ ®)] x|

i=1, j=i
t n
+ j >'|C;(t.s.x(s))| [G, (s, x(s))lds
0 Jj=L
oldugu agiktir.
Bu esitsizlik yardimiyla

> 59 % -+ 00X < XT3, O+ Y [a, 0] [+ [ e, €.5.X6))| 6, x)t]
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<a®)|x®)]+ [t s, x| |G(s. x(s))|ds (5.5)

elde edilir.
Benzer sekilde (5.4) ve (5.5) esitsizliklerinden, kolaylikla

S (6 x0) <a® X0+ I [ s x(sN][Gls, x(s)]ds
+||G(t,x(t))||T||C(u,t,x(t))||du
flet.s Ko [ xeNs
=a(t)|x®|[+|G(t, x(t))||]o||C(u,t, X(t))[ du
S[a(t)+a0_!g||C(u,t, x| dul[x)|

<[a®) + o[ [K WO dul x|

< -6, |x@)|
elde edilir.
W, (t, X(.)) = |[X|| esitsizligini g6z dniine alindiginda son esitsizlikten

%W; (t, x()) < —5W, (t, x())

yazilabilir.
Bu esitsizligin t, dan t’ye integrali alinirsa,
Wt X)) WL (G, 60,) eXp(=8,(t—t,)), 21,
bulunur. W, Lyapunov fonksiyoneli pozitif tanimli oldugundan, son esitsizlik W, Lyapunov
fonksiyonelin azalan oldugunu yani
WLt x()) <Wi(to, #(5)), 121,

oldugunu gosterir.

Boylece
”X(t’ t0 ) ¢)” SWl (t' X()) SVvl(tm ¢()) eXp(_é‘l(t _to))1 t=> t0

olur. Buna bagl olarak
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[X(t.to, )] WL (1, 4()) eXP(=5, (t 1)), t=t,

yazilabilir.

t —> oo iken son esitsizligin limiti alinirsa
|t )] < W . it ) eXp(-6,t ~1,), t21,
esitsizliginden
imix(, o )]0

sonucuna ulasilabilir.
Yukaridaki elde edilen sonuglar (5.2) VIDD sisteminin sifir ¢dziimiiniin asimptotik

kararliliginin ispatin1 tamamlar.

d

W XO) <=8 x)

olmasi nedeniyle t, ’dan t’ye integrali alinirsa, bu esitsizligin
Wi (t, () =W (&, (t)) < —51].||X(S)||0|S
[
elde edilir. Buradan, W,(t, x(.)) W, (t,, #(t,)), t >t,, oldugundan
51j||x(s)||ds <W, (t,, (t,)) —W,(E, x(.)) W, (t,, #(t,))

elde edilir. W, (t, X(\)) pozitif tanimli oldugundan
W, (t,, #(t,)) =My, M, >0, M, e R
almabilir. Buna bagli olarak

8, [ IX(S)ds <W, (t, 6(t;)) =M

ty

olup

j [X(s)|ds < &M,
to

sonucuna varilir. Bu ise (5.2) VIDD sisteminin ¢dziimlerinin integrallenebilir oldugunu
gosterir. Boylece Teorem 5.1°1n ispat1 tamamlanir.

Uyar1 5.1 (A1) ve (A2) sartlar1 (5.2) VIDD sisteminin sifir ¢oziimiiniin kararliligin1 garanti

eder.
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B. Varsayimlar
Asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim.

(A3)  ak k,0, pozitif sabitler ve a(t) siirekli bir fonksiyon olmak iizere asagidaki

esitsizliklerin saglandigini kabul edelim;

[Cu.t,x®)] <Kty [K . t)|du <,
t

o >1, k()] |AQ)]
ve

a(t) + ke[| K (u, ) du <=5,

t

dir.
Teorem 5.2 Eger (Al)—(A3) sartlar1 saglanir ise, bu takdirde (5.2) VIDD sisteminin sifir
¢oziimii asimptotik kararhidir. ilave olarak (5.2) VIDD sisteminin tiim ¢oziimleri ve bu
¢oziimlerin tiirevleri integrallenebilirdir yani, X(t) e L'[0,00) ve X'(t) € L'[0,00) olur. Burada

L'[0,00) uzay1 [0,00) araliginda tiim Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlarin bir uzayidir.

Ispat (5.2) VIDD sisteminden kolaylikla
n n ot
1< Ja O] x|+ []C; t.s.x())] G (s, x(s))]ds
j=1 i=lo
yazilabilir. Buna bagl olarak

S x| <[AD] [xO]+ [Ic.s x| xEds

t
<[A®| [xO+ea[[KEs)]IxE)ds
0
elde edilir. Bu sonuclar 1181inda

p@l=[> %

< i|x{(t)|

<||A®)| [|x@)| +I||C(t, s, X(8))]|G(s, x(s))|ds
oldugu goriiliir. Son esitsizliklerden,
AW [x®)] < [Ic. s, xNIGs, x(s)|ds - [x )]

oldugu agiktir. Simdi ise
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ks >1 ka2 |AW)
esitsizligi goz ontline alindiginda
k; >1,k,a(t) < —||A(t)||

oldugu goriiliir. Buna bagh olarak
k.a(t)[x®)| < i”C(t, s, X(9))|[|G (s, x(s)pds — | x'(®)|
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik ise K pozitif sabiti ile carpildiginda
kksa(t)[|x(t)| < kI”C(t, s, X(s))||[G(s, x(s)|pds — k| X'(t)||, k >0
yazilir. Boylece
kkaa(t) [ x(®)| < kai” K(t,s)|[x(s)[ds — k|x'(t)||

elde edilir. Burada

k -1
4k,

k= >0

verilmektedir.

Simdi ise bir W, =W, (t,x(.)) Lyapunov fonksiyonelini

W, = (L ki) ] + K, | T||C(u,s, x(s))|du |G (s, x(s))| ds (5.6)

ile tanimlayalim.

C(u,s,0) =0 ve G(s,0) =0 hipotezlerinden kolaylikla

W, (t,0)=0, W, (t,x(.)) = 1+ kk3)||X||, k>0, k; >0, k, k;eR
yazilir. Simdi ise (5.6) ile verilen W, (t,X(.)) Lyapunov fonksiyonelinin (5.2) VIDD sisteminin

¢oziimleri boyunca tiirevi alinirsa,

S, (€ X0) = (@K X X Osn (t+0)

et xO) et x@)du

K Jle.s. x| [G(s x(s)ds

elde edilir. Boylece bu esitsizlikle, Teorem 5.2 nin sart1 ve
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kksa(t) [x(t)] < kf||C(t, s, X(s))[ |G (s, x(s)[)ds —k | x'(t)|

Ve

k -1

1+ 2Kk, — 0Ove k= >0
+2kk, —k, <0 v K

3

esitsizlikleri yardimiyla

%W; (t,X() < (@+kk;)[a(t) |x ()] + IIIC(L 5, X(5))[|G(s, x(s)) ]
K, ||G(t,x(t))||otf||C(u,t,x(t))||du
—klinca,s, x| GG x@)s
<a(t)[x)|+k, |G(t, x(t))||I||C(u,t, X(t))[ du
L+ 2Kk, —ki)IMC(t,s, X(s))| |G (s, x(s))ds —k[x'®)]

g[a(t)+klaT”K(u,t)||du]||x(t)||—k||x’(t)||

<=6, |x®) -k [x )|

sonucu elde edilir. Bu sonug, yani

%w; (t,X()) <3, x|~k X O]

esitsizligi (5.2) VIDD sisteminin sifir ¢oziimiiniin asimptotik kararli olmasin1 gerektirir.

Ayrica, bu sonug, W, (t, X(.)) 'nin azalan bir fonksiyonel oldugunu gosterir.

Simdi ise bir 6nceki esitsizligin. t,’dan t ‘ye integrali alinirsa,
t t
W, (£, X() =W, (t, 6(t)) <=6, [[x(s)]ds — k [[[x'(s)] ds
fo )

elde edilir. Bu son esitsizlik ise

8, Ix(sYds-+ [ X ()] ds <V, b 60,)) W XC) W, Gy (1)
t t

olarak diizenlenebilir. Simdi ise

W, (ty, #(t,)) = Ky, Ky > 0,K, e R
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olsun. Bu takdirde,

j IX(s)|ds < &K,
f

ve

j||x'(s)||ds <k™K,

to
yazilabilir. Boylece (5.2) VIDD sisteminin tiim ¢dziimleri ve bu ¢dziimlerin tiirevleri
integrallenebilirdir yani, x(t) e L'[0,00) ve X'(t) e L'[0,00) olur. Bu ise Teorem 5.2’nin ispatt
tamamlanir.

Uyar1 5.2 (Al) ve (A3) sartlar1 altinda, (5.2) VIDD sisteminin sifir ¢dziimii kararhidir.

C. Varsayimlar

(A4 Ly,a ve & pozitif sabitleri vardir dyle ki asagidaki
IC(u,t, (@) <K (u, 1), T||K(u,t)||du <o, TT”K(U,S)”dudS <L,
t 0
ve
a0+ a[[K(U.Odu <5,
t

esitsizlikleri saglanir.

Teorem 5.3 Eger (Al) ve (A4) sartlari saglanir ise, bu takdirde (5.2) VIDD sisteminin sifir

¢cozliimii diizgiin kararlidir.
Ispat Teorem 5.1’in ispat1 15181nda, (5.2) VIDD sisteminin sifir ¢dziimiiniin kararli oldugunu
kolaylikla gosterilebilir. Simdi ise (5.2) VIDD sisteminin sifir ¢dziimiiniin diizgiin kararliligini

gosterelim.

xeR" ve |x| ise herhangi bir norm ve C ise l#], = sup |A(t) olmak iizere ile
0 to—rst<ty

¢:[t,—7,t,] > R" taniml siirekli fonksiyonlarinin bir Banach uzayi olsun.
X(t) = x(t,t,, @) ifadesi [t,—7, ), >0, araliginda (5.2) VIDD sisteminin bir ¢dziimii olsun
oyle ki teft,—7,t,], t, 20, olmak tizere x(t) =¢(t) dir. Burada ¢ bir baslangi¢ fonksiyonu

ve ¢eClt,—7,t,]. Bunabagli olarak, W,(t, x(.)) Lyapunov fonksiyoneli azalan oldugundan,

(5.3) Lyapunov fonksiyoneli ve (A4) hipotezinden
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[X(t.t, )| S WL (L, X()) <Wi (t, 4(t))

ty o0
<|p(t)]|+ | [Cu,s. #(t,))du |G (s, 4t )] ds

0t

ty oo

< ()| + j j 1K (u, s)dul|#(s)| ds

01,

<(L+aly)[é()
elde edilir.

(5.2) VIDD sisteminin sifir ¢oziimii kararli oldugundan, kararlihk taninu

1
1+al,

kullanildiginda Ve >0 igin bir 5:( jg sabiti secilebilir oyle ki te[t,—7,t]

telt,—z.t] icin ||p(t)| <5 iken Vt>t, icin

IX(t,t, )] < (1+ aLO)5S§

elde edilir. Buradaki o sabitinin t, ’dan bagimsiz oldugundan yani sadece O sabiti & 'nabagl

oldugundan (5.2) VIDD sisteminin sifir ¢dziimii diizgiin kararli oldugu sonucuna varabiliriz.

Boylece teoremin ispati tamamlanir.

D. Varsayimlar

Asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim.

(A5) L,k ve 8, pozitif sabitleri olmak iizere
[IC(u,t, x@)| <K (u,b)],

I
[ JIk @ 9lulps)ds <L,

01,

ve
a(t)+ka j |K(u,b)|du<-5,
t

esitsizlikleri saglanir.
Teorem 5.4 Eger (Al) ve (A5) sartlari saglanirsa, bu takdirde (5.2) VIDD sisteminin sifir

¢cOziimii diizgiin kararlidir.
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Ispat Teorem 5.4’{in ispat1, Teorem 5.3’iin ispatina benzer oldugu i¢in ispatin detaylarini

burada verilmeyecektir.

Ornek 5.1 (5.2) VIDD sisteminin &zel bir hali olarak, asagidaki lineer olmayan
% ) (1-5exp(2t) exp(3t) X
x, ) | 1+exp(2t) —2exp(t)—exp(3t) )\ x,

+j- exp(—2t +s—x2(s) — X5 (s)) 0
exp(—2t +s—x2(s)—x5(s))sins  2exp(—2t+s—x(s) —X>(s))

0

(5.7)
(145" +X5(5)) " %,(5)

){(1+ s*+ Xf(S))lxl(S)JOIS

2) (%)

X(t) = x(t,t,, @) ifadesi [t,—7,00) araliginda (5.7) VIDD sisteminin bir ¢8ziimii olsun

VIDD’yi géz 6niine alalim. Burada, t>0 ve (Xij = (Xl(t)j =X(t) = x € R* "dur.

dyle ki te[t,—7,t,] icin x(t) =4(t) olsun. Burada ¢:[t,—7,t,]— R siirekli bir baglangig
fonksiyonudur. ¢eC[0,t,] olmak iizere |¢|to =sup{lg(t)|:0<t<t,}  normu olarak

tanimlanmaktadir.

Bu denklemi (5.7) VIDD ve (5.2) VIDD sistemleri ile karsilastiralim. Bu takdirde,

At) = 1-5exp(2t) exp(3t)
| 1+exp(2t) —2exp(t) —exp(3t) )’
Clt,s, X(S)) = exp(—2t +s—x(s) — X3 (5)) 0
a exp(—2t +s—x2(s) —x2(s))sins  2exp(—2t +s—X2(s) — x2(s))
ve
0,

G(5. X(s)) = 1+ sX JES);l (s)

1+s* +X2(s)

elde ederiz. Ayrica,

a(t) =maxia, 0+ Y [a,0f

i=1, j#i

= max{l—5exp(2t) +1+exp(2t), —2exp(t) —exp(3t) +exp(3t)}
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=max{2—4exp(2t), —2exp(t)}
=-2exp(t)

Ve

IC(t.s. x(s))||=

exp(—2t +s—x2(s) — X5(s)) 0
exp(—2t +s—x7(s) = X5 (s))sins  2exp(—2t+s—x>(S) — X5(8))

= max{exp(—2t + s — X/ () — X; (5)) +exp(=2t — x; (s) — X; (s)) |sin s,
2exp(—=2t +s—x7(s) —x2(s))}
= 2exp(—2t +5— X2 (s) — X5 (s))} < 2exp(-2t +5)
oldugu kolaylikla gériilebilir. Buna bagli olarak
IC(t,s, x(s))|| < 2exp(-2t + ) =||K(t,s)]|

oldugu agiktir. Burada,

K(ts) = ( exp(—2t +5s) 0 ]

exp(—2t+s)sins  2exp(-2t+s) )’
|K(t,9)|=2exp(-2t+s), 0<s<t,

|K(u,t)]|=2exp(-2u+t), 0<t<u,
T|| K(u,t)[du= 2](3 exp(—2u +t)du = exp(-t) <1,

yani,

[IK @ D)du<i<e,
t

%,(8)
1+s8* + % (s)
X, (S)
1+8% +X2(s)

(s, X)) - <o), =1,

a(t) + aT” K (u,t)]|du =—2exp(t) + exp(-t)

dir. F fonksiyonu
F(t) =—2exp(t) +exp(-t), t =0
olarak tanimlansin. F fonksiyonunun tiirevi alinir ise
F'(t) =—2exp(t) —exp(-t) <0

olur. ilave olarak,
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F(t) =—2exp(t) +exp(-t) <-1, t>0

oldugu aciktir. Ayrica, yukaridaki bagintilar1 géz 6niine aldigimizda
a(t) + aI|| K(u,t)[ du =—2exp(t) +exp(-t) <—1=—0,
t

elde edilir. Bu durumda, Teorem 5.1’ in tiim hipotezleri saglandig1 goriiliir, yani (Al) ve (A2)

saglanir. Bdylece (5.7) VIDD sisteminin sifir ¢dziimiiniin asimptotik olarak kararli oldugu

sonucuna varabiliriz. {lave olarak, (5.7) VIDD sisteminin tiim ¢dziimleri integrallenebilir, yani,
X(t) € L0, 0).
Ayrica

O e ST

0 0 o
I|| K (u,s)|duds = 2”exp(—2u +s)duds =0<1=L,
t 00

elde edilir. Dolayisiyla, Teorem 5.3'in (AL) ve (A4) hipotezlerini sagladigi goriiliir. Boylece,
(5.7) VIDD sisteminin sifir ¢éziimii diizgiin kararli olur.
Sonug olarak, verilen (5.7) VIDD i¢in Teorem 5.2 ve Teorem 5.4’iin tiim hipotezlerinin

saglandig1 gosterilebilir. Burada ilgili islemlerin detaylar1 verilmeyecektir.

—x, (1, x,(0)=2
—x, (1), %,(0)=-2

I

9 | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6 1.8 2

time (s)

Sekil 5.1 (5.7) VIDD sisteminin ¢dziimlerinin ydriingelerinin davranislar x, (0) =—2,
X,(0) =—-2.
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15 2145y

x(t)
I

05+ §

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 1.8 2
time (s)

Sekil 5.2 (5.7) VIDD sisteminin ¢oziimlerinin ydriingelerinin davramslari, X, (0) = 2,
X, (0) =-2.

5.2. Coziimlerin Sinirhihg:

H(t, x,x(t—7)) =0 olsun.
D. Varsayimlar
(AB) [H(t,x), xt—2))| <|pt)||X|

esitsizligi saglanir. Burada, P siirekli bir fonksiyon ve bu fonksiyon |p(t)| € L'[0,) igin yani,

T| p(s)|ds < oo

sart1 saglanir. Burada L'[0,00) sembolii [0,0) araliginda Lebesgue anlaminda integrallenebilir

fonksiyonlarin uzayidir.

Teorem 5.5 (A1), (A2) ve (AB) hipotezleri saglanir ise, bu takdirde (5.2) VIDD sisteminin
tiim ¢Oziimleri t — oo icin siirhidir.
Ispat Bu teoremin ispatinda (5.3) ile verilen W, =W, (t,x(.)) Lyapunov fonksiyoneli

kullanilacaktir. W, Lyapunov fonksiyonelinin, (5.2) VIDD sisteminin ¢dziimleri boyunca
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tiirevi alindiginda, H(t, X, x(t—7)) #0, olmasi nedeni ile (Al), (A2) ve (A6) hipotezleri
dikkate alindiginda

S (. x0) < PO < PO X()

elde edilir. Son esitsizligin t; ’dan t’ye integrali alindiginda,

Wt X(1) Wt 4, ) expI ] (S Wit ) expl 5]
t f

bulunur. Simdi ise
W, (t,,4(t,)) =M,, M, >0,M, € R,
ve
X[ < Wi (t, x()),

mevcut olan esitsizliklerinden,

X Wt X(0)) < M, exp(] p(s)ds) = M,

yazilabilir. Burada M, = MOJ p(s)ds,M, >0,M, e R ’dir.

t
Boylece,
ol <m,
elde edilir. Bunun sonucu olarakta (5.2) VIDD sisteminin tiim ¢dziimlerinin t — o0 igin smirh
oldugu sonucuna varilir.
Teorem 5.6 (AlL), (A3) ve (A6) hipotezleri saglanir ise, bu takdirde t —>oo igin (5.2) VIDD
sisteminin tiim ¢oziimleri sinirhdir.

Ispat Bu teoremin ispat1 Teorem 5.3'{in ispatina benzer oldugu igin burada verilmeyecektir.

Ornek 5.2 Ornek 5.1°deki (5.7) VIDD sistemini H (t, X(t), X(t —7)) 20 ve

H(t, x(t), X(t—7)) = {(1+t2 + X2 (t=1) + X2 (t —1)) " sin /X2 (t) + x§(t)}
2L+ + () + x5 () (% (=D +x,(t-1))

olmak tizere
X | (1-5exp(2t) exp(3t) X
x, ) 1+exp(2t) —2exp(t)—exp(3t) )\ x,

+j exp(—2t +s—xZ(s) — X (s)) 0
L exp(=2t +s—x(s) —x5(s))sins  2exp(—2t +s—x2(s)—X2(s))
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{(1+ $?+ xf(s»%(s)} d

(B HO) A O
+[(1+t2 -1+ X2 (t-1) sinXEM) + X2 (t)] 68)
@+ + X7 (1) + 5 (1)) 2] x (D)%, (1) |

X

X

g0z Oniine alalim. Burada t >0 ve X =( j e R dir.

Bu durumda,

IH (X0, (- < — 22 OO

1+t2 + X7 (t =1 + X5 (t-1)

A AORRA0

1+t2

2

<
1+t2

[ =[p®I[x]
elde edilir. [0,00), araliginda |p(t)| fonksiyonunun integrali alindiginda

s

1+¢° ' 4

J1p(s) s =]

elde edilir. Boylece, |p(t)| e L'(0,0) oldugu agiktir.
Buna bagli olarak (Al), (A2) ve (A6) hipotezlerinin ve Teorem 5.5’in saglandigi

goriiliir. Bu nedenle, verilen (5.8) VIDD sisteminin tiim ¢dziimlerinin t — oo igin smirli oldugu
sonucuna varilir.
Benzer bigimde, Teorem 5.6’nin tiim hipotezlerinin verilen VIDD sistemi i¢in saglandigini

gosterebilir. Burada, ilgili islemlerin detaylar1 verilmeyecektir.
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1

—x, (), x,(1)=-312

R |

—X, (1), x,(1)=-3/2

14

15
time (s)

1.6

Sekil 5.3 (5.8) VIDD sisteminin ¢dziimlerinin yoriingelerinin davramslari, X (1) = —g,

Xz(l):_g-

0.9

0.8

04
0.3
0.2

0.1

—X, (1), x,(1)=1

—x, (0, x,(1)=1

14

1:5

time (s)

1.6

Sekil 5.4 (5.8) VIDD sisteminin ¢oziimlerinin ydriingelerinin davramslari, X, (0) =1,

X,(0)=1.
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Sonug

Wang (1998) lineer gecikmesiz (5.1) VIDD’ni ele aldi. Bu denklemin ¢dziimleri igin
kararlilik ve asimptotik kararliligi ile ilgili iki teorem ispatladi. Biz ise bu boliimde sabit
gecikmeli lineer olmayan (5.2) VIDD’mini ele aldik ve Wang (1998)’in sonuglarina ilave
olarak (5.2) VIDD ni sifir ¢dziimiiniin kararlili1, asimptotik karaliligi, diizgiin karalilig1 ve
t — o i¢in tiim ¢oziimlerinin smirliligr ile ilgili alt1 teorem ispatladi. Bu teoremleri ispatlamak
icin yeni bir Lyapunov fonksiyoneli tanimlandi. Ayrica bu tiir teoremlerin ispatlamasinda
literatiirde genel olarak kullanilan Gronwall esitsizligi burada kullanilmadi. Elde edilen
sonuglarin uygulanabilirligini gostermek icin iki 6rnek verildi ve bu Orneklerin grafikleri

cizildi.



6. SABIT GECIKMELI SKALER BIiR VIDD iCiIN COZUMLERIN NITELIKSEL
ANALIZLERI

Xu (1998), sonsuz gecikmeli,
t
X' =a(t)x+ j D(t,s)x(s)ds (6.1)

skaler lineer VIDD’ nin sifir ¢oziimiiniin diizgiin asimptotik kararliligin1 Lyapunov’un ikinci
metodu yardimiyla inceledi. Konuyla ilgili yeter sartlar i¢eren bir teorem ispatladi.
Bu boliimde Xu (1998) ve ilgili literatiirdeki ¢alismalar dikkate alinarak asagida verilen lineer

olmayan sabit gecikmeli birinci mertebeden VIDD’ mi ele alinmaktadir:

t

X'(t) =—a(t)g, (t, x(1) + j D(t,s)g,(s, x(s))ds + f (t, x(t)), (6.2)

t-r

X(t, + ) = ,(6), 0 €[~7,01, X(t;) = (0), ¢h, € C([—7,0], R).

Burada, xeR, R=(—0,0),7>0,7eR, a(t):R" —>(0,0), g,:R" xR ->NR, g,(t,0)=0,

R =[0,0), g,, f BxR>NR ,0,(5,00=0, ve DeC(R xR ,N), s<t, sirekli

fonksiyonlardir. Ayrica, g, fonksiyonu tiirevlenebilirdir. Bu kabuller altinda (6.2) VIDD’mi
f (t,x(t)) =0 olmak kaydiyla x(t)=0 ¢ozliimiine sahip olur.

Simdi X degiskenine gore siirekli tlirevlenebilir bir g, fonksiyonunu asagidaki sekilde

tanimlayalim:
gl (:(1 X) . X# 0
9 (t,x) =
agl(t10) , X = 0
OX

Béylece, VIDD (6.2) asagidaki
t
X'(t) =—a(t)g, (t, X)X+ j D(t,s)g,(s, x(s))ds + f (t, x),t > t,
t—r

seklinde diizenlenebilir.

Burada, gosterimde kolaylik olmasi agisindan X, X(t) ’yi temsil eder.

(6.1) VIDD’ nin lineer oldugu goriilmektedir. Ancak bizim denklemimiz olan (6.2) VIDD
lineer degildir. Bu, lineer durumdan lineer olmayan duruma dogru bir gelismedir. Yukaridaki
integralin alt sinirindaki —o  yerine amaca yonelik olarak t—7 alinmaktadir. Bu durumda

sonsuz gecikme yerine sinirli ve sabit gecikme alinmaktadir. Verilen integrallerin alt sinirlar
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dikkate alinmadiginda (6.2) VIDD’ nin (6.1) VIDD’yi kapsadig1 goriilebilir. Gergekten, bu
durum da g,(t,X)=—X%, 9,(5,x(s))=x(s) ve f(t,x(t))=0, oldugunda (6.2) VIDD, Xu
(1998) tarafindan incelenen (6.1) VIDD’ye indirgenir. S6z konusu bu ¢alisma ile ilgili
literatiire bir katki saglanmaktadir.

Xu (1998), sonsuz gecikmeli skaler lineer (6.1) VIDD'nin sifir ¢dziimiiniin sadece diizgiin
asimptotik kararliligimi ¢alismistir. Bununla birlikte, burada yapilacak olan c¢alisma ile
¢Oziimlerin diizgiin asimptotik kararliligina ek olarak, uygun bir Lyapunov fonksiyonu yardimi
ile ¢cozlimiin smirliligmi ve kare integrallenebilirligi incelenecektir. Burada elde edilecek
sonuglar bu konu ile ilgili literatiire bir katki olarak diisiiniilebilir. Sonug olarak buradaki
sonuglarin elde etmek icin genelde kullanilan Gronwall esitsizligi kullanilmamaktadir. Bu
esitsizligin kullanilmamasinin avantaji ise ek olarak gelebilecek kisitlayici bazi sartlar
olmaksizin ilgili sonuglarin elde edilmesidir. Belirtilmelidir ki Xu (1998)’den farkli olarak
cok basit bir Lyapunov fonksiyonu alinarak Razumikhin metodu yardimiyla buradaki sonuglar
ispatlanacaktir. Razumikhin metodu literatiirde bu tiir problemlerin incelenmesinde nadiren
kullanilmaktadir. Burada uygun Lyapunov fonksiyoneli yerine basit bir Lyapunov fonksiyonu
kullanim1 ve Razumikhin metodundan etkin bir sekilde faydalanilmasi bir bakima ¢alismanin
Xu (1998)’den farkini gosterir.

Herhangi bir t, >0 ve ¢ €[t, —7,t,], i¢in, 4 baslangic fonksiyonu, X(t) =X(t,t,,4) , (—o0,0)
da lineer olmayan (6.2) VIDD’nin bir ¢éziimii olsun dyle ki [t, —7,t,] araliginda x(t) = ¢(t) ’
dir.

Burada, [t,—7,t,] ve [t,,0) araliginda tiim reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin kiimesi

sirastyla  C[t, —7,t,] ve Clt,,o0) ile gosterilmektedir.

Varsayalim ki ¢ e C[t, —7,t,], i¢in,|@|, :=sup{l¢(t)|:t, -z <t <t,} olsun.

6.1 Coziimlerin Niteliksel Analizi

(6.2) denkleminde f(t,x)=0 alalim. Lineer olmayan (6.2) VIDD’ nin ¢dziimlerinin niteliksel

davranislari i¢in bazi1 varsayimlar asagida verilmektedir.

A. Varsayimlar

(Al) a, pozitif bir sabit olmak iizere VteR" ve VXeR igcin,

gz(t,O) =0, |gz(tu X)| < Oy |X|
dir.
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t
(A2) j |D(t,s)|ds < oo
t-7
ve k, pozitif sabit olmak lizere VteR',VXeR icin

2a(t)g, (t,x) —(L+ ) j ID(t,s)|ds >k,

t-7v

dir.
Ik olarak f(t,x)=0 kabulii i¢in yukardaki sartlar altinda lineer olmayan (6.2) VIDD’ nin sifir

¢Oziimii i¢in diizgiin asimptotik kararlilik ve tiim c¢oziimleri i¢in ise smirlilik ve kare
integrallenebilirligi i¢in yeter sartlar iceren asagidaki teorem verilmektedir.
Teorem 6.1 Eger (Al) Ve (A2) sartlari saglanir ise, bu takdirde (6.2) VIDD’ nin sifir ¢dziimii

diizgiin asimptotik kararlidir ve t — o0 igin tiim ¢6ziimleri sinirh ve kare integrallenebilirdir.
Ispat Bir V =V(t,x) Lyapunov fonksiyonu olarak

V(t,x) =X
tanimlayalim. Burada, V (t,X) pozitif tanimli ve siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyondur.
Acikea,

V(t,0)=0
Ve

V =V(t,x) >k,x*, 0<k, <1, k, eR

yazilabilir. (6.2) VIDD’ nin ¢éziimleri boyunca V. Lyapunov fonksiyonunun tiirevi alinirsa,

V = 2xx' = 2x[-a(t) g, (t, X)X + j D(t,s)d,(s, x(s))ds]

=-2a(1),(t, ¥’ (1) +2x(t) | D, 9)g, (5 x(5)ds

t—r

elde edilebilir. Buradan, 2|mn|<m’+n’ eitsizligi yardimiyla

V <= [2a(t)g, (t,)1X (1) + 2| [ |D(t,5)][9,(s, X(s))|ds

< [2a(t)g, (t, ¥)IX* + I |D(t, s)|[X* (1) + 93 (s, x(s))]ds

elde edilir. (Al) sart1, yani

|gz(t’ X)| < a0|X|

esitsizligi kullanildiginda
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V <—[2a(t)g,(t, x) - j |D(t, s)|ds]x* (t) +exg j |D(t,s)| X*(s)ds]

tor tor
elde edilir. Simdi ise gelecek olan adim i¢in Razumikhin metodunu (Hristova ve Tung, 2019)
yani
V(t+s,x(t+5)) <V(t,x(t)), Vs €[-7,0)
ifadesini ve buna bagl olarak da
[X(t+S)] <[X), Vs e[-7,0)
esitsizligini goz Oniine alalim. Yukaridaki son integrale s—t=¢ donilisiimii uygulayalim. Bu

durumda,

0

V <—[2a(t)g,(t,x)— j |D(t, s)|ds]x?(t) +a§j|D(t,t+§)|x2(t+§)d§

t—r -7

t 0
< [2a(t)g,(t,X) - [ |D(t,5)|dsIx*(t) +ag [[D(t.t +&)[X*(t)dé
t-r -7
yazilabilir. Tekrar benzer bicimde son integrale t+ <& =S doniisiimii uygulandiginda
t
V <-[2a(t)g,(t, x) — (L+a3) [ |D(t,3)|ds]x*(t)
==

elde edilir. (A2) sart1 yardimu ile, yani

j|D(t,s)|ds<w

t-r

ve
2a(t)g, (t, X) —(L+ ) j ID(t,s)|ds >k,

esitsizlikleri dikkate alindiginda,
V <—kx°
elde edilir.

Bu esitsizlik lineer olmayan (6.2) VIDD’nin sifir ¢dziimiiniin kararli oldugunu gosterir.
Simdi,
I ={x:V(t,x) =0}
ile tanimli ctimleyi goz 6niine alalim. Eger LaSalle’in degismezlik ilkesini uygulanir ise (bkz.
Reissing), X el olmast Xx=0 esitligini gerektirir. Bu noktadan hareket ile Xx=0 ve lineer

olmayan (6.2) VIDD birlikte gz dniine alindiginda f (t,x) =0 olmasi nedeniile X =0 ifadesi
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(6.2) VIDD’de yerine birakildiginda bu denklemden yeniden X =0 olmasi gerektigi sonucunua
vartlir. Bu sonug ise | ’de kapsanan icerdigi en genis degismezlik (invariant) ciimlesinin 0
yani Oel; oldugu sonucuna varilir. Dolayisiyla, lineer olmayan (6.2) VIDD'nin sifir

¢Ozlimiiniin asimptotik kararli oldugu sonucuna varilir. Bu sonug ise Teorem 6.1'in ispatini

tamamlar.
Simdi ise ¢oziimlerin kare integrallenebilir oldugunu gosterelim. V <0 oldugu aciktir. Bu
esitsizligin  t,’ dan t’ye integrali alimirsa WVt >t;, i¢in
V(t, x(t)) <V (t,, x(t,))
esitsizligi elde edilir.
V(t,0)=0
ve X(t,) = O iken
V(t,, X(t,)) = X°(t,) =K, >0,K, e R
oldugu agiktir. Yukaridaki esitsizlikler g6z 6niinde bulunduruldugunda
koX* <V (t, x(1)) =K,
elde edilir. Buna bagh olarak
X()] < ko Ky, VE= 1,

sonucuna vartlir. Bu durumda, lineer olmayan (6.2) VIDD’nin t — o0 i¢in tiim ¢dziimlerinin
sinirli oldugu sonucuna varilir.

Ote yandan, V < -k x* esitsizliginin t, ’dan t’ye integrali alindiginda
t
V (t X() <V (t, X(t)) —k, [ X*(s)ds
t

elde edilir. Bu esitsizlikten

k1j‘ X2(s)ds <V (t, x(t)) + klj' X2(s)ds <V (t,, X(t,)) = K,
to f

yazilabilir. Sonug olarak

[X*(s)ds < k'K, <o

f
X € L’[0,00) oldugu kolaylikla gdzlemlenir. Bu sonug ile Teorem 6.1’in ispatin1 tamamlanir.
Simdi ise f(t,x)#0 oldugunu varsayalim.
Bir sonraki teoremde f(t,x) #0 oldugunda, lineer olmayan (6.2) VIDD’nin t —> o0 igin tiim

cozlimlerin sinirlt oldugunu gosterecegiz.
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B. Varsayimlar

(A3) Bir h siirekli fonksiyonu vardir 6yle ki
1
[£t0] <2 )X

ve t >t igin |h(t)| integrallenebilir yani

o0

[In(s)lds < o
t

dir.

Teorem 6.2 Eger (Al) ve (A3) sartlar1 saglanir ise, bu takdirde t—oo i¢in lineer olmayan

(6.2) VIDD’nin tiim ¢6ziimleri sinirlidir.
Ispat Teorem 6.2’nin (Al)—(A3) varsayimlar: saglanir ise, bu takdirde verilen Lyapunov
fonksiyonunun tiirevi f (t, x) = O1igin
V(t, x) <2f (t, X)X
< |h(t)| X2
<|h()|V (& x), V(t,x) =0
seklinde diizenlenebilir. Bu esitsizlige bagli olarak
dv (t,x)

msz|h(t)|dt

olur. Son esitsizligin t,’dan t’ye integrallenir ise

V (t, x(t)) <V (t,, X(t,)) exp[ J. Ih(s)ds]
o
elde edilir. Bu durumda,
V(6 X(1) < X (t) exp([|h(s)ids)

elde edilir.

T|h(s)| ds < oo

i
olmasi nedeniyle

T|h(s)|ds =h, <o

)

alinabilir. Boylece,
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(1) exp([ (S)ds) =K,

olur. Bu sonuglara bagli olarak ise
X2(t) <V (t,x() <K
esitsizligi yazilabilir. Boylece, t — oo i¢in
x| <VK
elde edilir. Bu durumda Teorem 6.2 nin ispat1 tamamlanir.

Ormnek 6.1 Asagidaki birinci mertebeden lineer olmayan VIDD’yi gdz 6niine alalim.

sin x(s)

———>ds, t>1 6.3
20+5% +X*(S) (6:3)

i 1 |
X' ==101x—-sinXx+— | exp(—(t—s
100 ] #P(t=9)

Burada (6.3) VIDD ile (6.2) VIDD karsilastirildiginda asagidaki ifadeler ve sonuglar elde
edilir:
a(t) =1 g,(t,x) =100x +sinx,z =1,

g (6, X) = 101+$>1oo x %0,

D(t,s) = %exp( (t—y9)), t=s,

b 1 1 1
| :[|D(t, s)|ds = mtLexp(—(t —s))ds =7 (1-2) <1<,

|sin x| - ||
20+s?2+ x> 20+s?+x®> 20

9,(t,0)=0,/g,(t, )| =

ve

2a(t)g, (t, X) - L+a) j |D(t,9)|ds

t-r

1

>50-(1 ex t —s))dsds
(+400 100~[ p(=(t=s3))
>50—-(1+—)—(@1-=
(+4oo)1oo( )
50 401 4 1)
40000 e
~49.9=p>0.

Simdi,
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v(t,xX)==

Lyapunov fonksiyonunu tanimlayalim. Bu Lyapunov fonksiyonunun lineer olmayan (6.3)

VIDD’ nin ¢6ziimleri boyunca tiirevi almirsa,

sin x(s)

d : I
—V(t, X) = —101x% — xsin x +— x(t) | exp(—(t—s
g V() = 7101 —xsinx -+ 250 [ exp(-(t-9) 555 s

elde edilir. Yukarida verilen bagintilar ve islemler yardimiyla

|sin x(s)|

d 1 F
—V(t, X S—:I.OOX2 —(Xx(t exp(—(t—8)) ———————
dt (t.%) +100| ()Ul P(=( ))20+sz+x2(s)

<-100x? +T100 |x(t) tj‘lexp(—(t —s))[sin x(s)|ds
<-100x2 + %OO |x(t)| tJ:exp(—(t —5))|x(s)|ds
<100X2 + j 2|x(t)||x(s)|ds

1000 7,
<100%% 4+~ j [ () + X2(s)]ds

1000 2,

—[1oo—m]x (t)+m j x2(s)ds

1 t
<—(99,999)x?(t) + —— | x*(s)ds
( ) ()+1000t£ (s)

esitsizligi elde edilir. Razumikhin metodu goz oniine alindiginda, ilgili ydontemden dolay:
v(t+s, X(t+5)) < V(t, x(t)), Vs € [-7,0)

olmas1 nedeniyle
%[x(t L) < %[x(t)]z, Vs e[~7,0)

oldugu goriiliir.

_t[ X?(s)ds

t-1

integraline s—t =¢ doniisiimii uygulandiginda

—v(t x) < — (99,999)x2 O+ 1555 jx(t+.»;)d§
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2 1 0 2
<- (99,999 (1) + - jl x2(t)d&

1.5
=~ [(99,999) ~ = 1€ ()

=—(98,999)x*(t) <0 (6.4)
sonucuna varilir. Elde edilen esitsizlik ve Lyapunov fonksiyonunun pozitif tanimli olmasi
nedeniyle, lineer olmayan (6.3) VIDD nin sifir ¢dziimiiniin asimptotik kararli oldugu sonucuna
varilir. Ayn1 zamanda, diizglin asimptotik kararlidir.

Gergekten son esitsizlikten,
%v(t, X(t)) < —(98.999)x*(t) = —(49,4995)v(t, X(t))
yazilabilir. Buradan t, ’dan t’ye bu esitsizligin integrali alinirsa,
V(EX0) < V(L 60,) eXpI—(49,4995) t ~ )], =1,
elde edilir.
1
O0<k <3 olsun ve

V(to, #(t)) =Ko, Ko >0,k € R

alalim. Bu durumda, verilen Lyapunov fonksiyonu ve son islemle géz oniine alindiginda
K[X( b, @) <V(EX()) < Vit $(t,)) eXpI—(49, 4995)(t —, )], t>t,

elde edilir. Kolaylikla

IX(t,ty, #)] < \Jkok ™ exp[—(49,4995)(t —t,)], t >,

oldugu goriiliir. Son esitsizligin t — oo i¢in limiti alinirsa,

lim|x(t,t, #)| < limkk " exp(—p(t —t,)) =0

elde edilir. Boylece,

!Lrpo|x(t,t0,¢)| =0
olur. Boylece (6.2) VIDD nin sifir ¢dziimiiniin asimptotik kararlili oldugunu sonucuna varilir.
Ayrica, lineer olmayan (6.3) VIDD nin sifir ¢éziimiiniin de ayn1 sekilde asimptotik kararl
oldugu gosterilebilir.
Ayrica, bu sonuglara ek olarak, v(t,x(.)) Lyapunov fonksiyonu azalan oldugu bilinmektedir.

(6.4) ifadesinin t,’ dan t- ye integrali alinir ise
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V(t X()) = V(. (1)) < —p | X (s)ds

olur. Bu esitsizlik yeniden diizenlenir ve verilen Vv(t,x(.)) Lyapunov fonksiyonunun azalan

oldugu dikkate alinir ise

[ X (s)ds < p (1, () — p V(L X())
f

< p_lv(t0,¢(t0)) = kop_l
yazilabilir. Bu durumda,
[x*(s)ds < pk, <0
o

sonucuna kolaylikla varilabilir. Bu nedenle lineer olmayan (6.3) VIDD’nin tiim ¢dziimleri kare

integrallenebilirdir.

—x(t), x(1)=2
—x(t), x()=1
5k —x(t), x(1)=1_]
- —x(t), x(1)=2
l -
05 a
® O
0.5 S
4 B
LS =
2 1 1 I I I
1 1.01 1.02 1.03 1.04 1.05 1.06 1.07 1.08 1.09 1.1

time(s)

Sekil 6.1 (6.3) VIDD’nin =1 i¢in X(t) ¢dziimiiniin ydriingelerinin davranislari.



67

y(t)

I 0 102 103 1 105 1.66 107 108 109 L1
time(s)

Sekil 6.2 (6.3) VIDD’nin z=1 igin X(t) ¢dziimiiniin X'(t) = y(t) tiirevinin ydriingelerinin
davranislari.
Uyar Ilgili literatiirde, gerek adi diferansiyel denklemler, gerekse fonksiyonel diferansiyel
denklemler, integral ve integro diferansiyel denklemlerin ¢dztiimlerinin niteliksel davraniglarina
ait sonuglar yani ¢oziimlerin kararlilik, kararsizlik, yakinsaklik, ¢oziimlerin global varlik,
sirlilik, vb. gibi niteliksel davraniglart ile ilgili sonuglara bakildiginda, bu davranislar
incelemek i¢in ilgili denklemleri ¢6zmeksizin Lyapunov’un ikinci ydnteminin etkin bir
bigimde kullanildig1 ancak Razumikhin metodunun pek kullanilmadigi kolaylikla goriilebilir.
Lyapunov yonteminin kullanilmasi sirasinda uygun bir Lyapunov fonksiyon veya
fonksiyonelinin tanimlanmas1 veya inga edilmesi gerekmektedir. Bu fonksiyon veya
fonksiyonelinin pozitif tanimli olmasi, karalilik sonuglart i¢in ise tiirevinin negatif veya negatif
yar1 tanimli olmasi, karasizlik i¢in ise tiirevin pozitif veya pozitif yar1 tanimli olmasi gereKir.
Sayet inceleme altindaki denklemin tiirline gore uygun bir fonksiyon veya fonksiyonel
kullanilir ise denklemi ¢ozmeksizin séz konusu olan denklemin ¢oziimlerinin niteliksel
davraniglar1 hakkinda bilgi sahibi olunabilir. Literatiirdeki sonuglarin genelinde ispatlarda
Gronwall esitsizliginin kullanildig1 fakat Razumikhin metodunun kullanilmadig: goriilebilir.
Buradaki calismada verilen denklem gecikmeli olmasina ragmen Lyapunov fonksiyoneli yerine
Lyapunov fonksiyonu kullanildi. Ayrica, tiim sonuglarin ispatinda Gronwall esitsizligi

kullanilmadan ispatlar yapildi. ilave olarak Razumikhin metodunun kullanilmasi sonuglarin
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elde edilmesinde olumlu bir etki saglamis oldu. Bir bakima burada elde edilen sonuglar
literatiirde gecen ilgili sonuclarin daha az kisitlayici sartlar altinda elde edilmesine imkan
vermektedir. Bu durum ise gerek Lyapunov fonksiyonunun burada ¢ok sade secilmesi ve
gerekse Razumikhin metodunun kullanilmasimin olumlu katkisindan kaynaklanmaktadir. Bu
ise yapilan ¢alismanin 6nemini sergilemektedir.

Sonug

1°) Xu (1998)’in ¢aligmasindaki (6.1) VIDD’ mi lineer olup ve bir forma sahiptir. Ancak,
bu calismadaki (6.2) VIDD’mi lineer olmayip ii¢ tane lineer olmayan terim icermektedir. Bu
calisma ile lineer olan bir VIDD’den lineer olmayan bir VIDD ye gecis soz konusudur.

2°) Bu calismada, (6.1) VIDD’mindeki integralin alt smmri olan —oo yerine t—r
alinmaktadir. Eger —oo alt sinir1 dikkate alinmaz ise (6.2) VIDD’minin (6.1) VIDD’mini
igerdigi agiktir. Aslinda, (6.2) VIDDde g, (t,X) ==X, g,(s,X(s))=x(s) ve f(t,x)=0, alnir
ise (6.2) VIDD’mi (6.1) VIDD’mine indirgenir.

) Xu (1998), calismasinda (6.1) VIDD’minin ¢dziimlerinin diizgiin asimptotik
kararliligini inceledi. Bu ¢alismada ise ¢oziimlerin diizgiin asimptotik kararliliginin yani sira,
coziimlerin t — oo i¢in siirliligr ve integrallenebilirligi incelendi. Bu ¢alismada kullanilan
Lyapunov fonksiyonu, Xu’nun ¢aligmasinda kullanilan fonksiyonelden tamamen farklidir.

4°) Burada teoremlerin ispatinda Lyapunov-Razumikhin metodu kullanildi. Literatiirde
yapilan aragtirmalara gore pozitif tam sayr mertebeli integro-diferansiyel denklemler ve
gecikmeli integro-diferansiyel denklemlerinin ¢6ziimlerinin niteliksel ~davraniglarinin
incelenmesinde Lyapunov-Razumikhin metodunun kullanilmadigi goriilmektedir. Bu
calisgmada Lyapunov-Razumikhin metodu kullanilarak ispatlarin yapilmasi, bir bakima
caligmanin yeniligini ve literatiire olan katkisin1 gostermektedir.

5°) Literatiirde yapilan caligmalara bakildiginda, ¢éziimlerin simrliligmi ispatlamada
genel anlamda Gronwall esitsizliginin kullanildig1 goriilmektedir. Bu ¢alismada, ¢oziimlerin
siurliligini gostermek igin yapilan ispatlarda Gronwall esitsizligi kullanilmadi. Bu durum ise
¢oziimlerin sinirliligini géstermede olusturulacak sartlarin daha az kisitlayict olmasi 6nciilitk
yapmaktadir.

6°) Xu (1998) calismasinda verdigi ornekte c¢oziimlerin yoriingesel hareketlerini
gostermemektedir. Ancak bu calismada verilen 6rnege ilave olarak ¢oziimlerin yoriingelerinin

davranislar1 grafik ile gosterildi.



7. GECIKMELI SKALER BIR VIDD ICIN COZUMLERIN NITELIKSEL
ANALIZLERI

Raffoul ve Rai (2016), asagidaki

X(t)=Px(t)+ [ C(t,5)g(x(s))ds (7.1)

sonsuz gecikmeli lineer olmayan VIDD’yi ele aldilar. Burada t,Xxe%®R,R=(—0,0) Ve

—0<Ss<t<o olmakiizere C:R?> >R ve g:R— N siirekli fonksiyonlardir. P ise pozitif

yada negatif bir reel sabittir. Raffoul ve Rai (2016), uygun bir Lyapunov-Krasovskii
fonksiyoneli kullanarak (7.1) denkleminin ¢Ozlimlerinin kararliligi, diizgiin kararliligi ve
integrallenebilirligi i¢in bazi yeter sartlar olusturdu. Bu boliimde Raffoul ve Rai (2016)’nin
sonuclar1 dikkate almarak asagidaki verilen sonsuz gecikmeli lineer olmayan VIDD’yi ele

alinacaktir:

X(t)=-a()x+] C(t,s)g(s x(s))ds. (7.2)

Burada VX eR,R=(—o0,0) ve VteR igin a(.) siirekli bir fonksiyondur. C(.) ve g(.)

fonksiyonlar1 ise —00<S<{ <00 olmak lizere, bagl bulunduklar1 degiskenlere gore siirekli

fonksiyonlardir ve g(s,0) =0 ’dir. Bu kabuller altinda verilen (7.2) VIDD’nin X(t)=0 sifir

¢oziimiine sahip oldugu agiktir. Ayrica, (7.2) VIDD’deki fonksiyonlarm bu denklemin
cozlimlerinin varligini ve tekligini saglamak i¢in yeterince diizgilin fonksiyonlar oldugu kabul
edilmektedir. (7.1) ve (7.2) denklemlerini karsilastirdigimizda (7.2) denkleminin (7.1)

denklemini kapsadig1 goriliir.

Gergekten, a(t)=P,PeR ve g(t,x) sadece X’e bagimli olsun. O zaman (7.2)
denklemi (7.1) denklemine indirgenir. Bu ¢alismanin amaci Raffoul ve Rai’nin sonuglarini

genellestirmek ve daha az kisitlayicr sartlar altinda elde etmektir.

@ € (R, N) siirekli bir fonksiyon olmak iizere, bu fonksiyonun normu
|l =suplo(s)
seR

ile gosterilsin.
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E, = (—oo,t,] baslangig araligi ve v/ : E, >R ise sirekli ve siirh bir basglangi¢ fonksiyonu

oldugu varsayilmaktadir.

w €C((—o,1,],R), t, >0, olmak iizere ¥ siirekli bir baslangi¢ fonksiyonu ve X(t,t,,i) (7.2)

VIDD’nin bir ¢6ziimii olsun.
Ats)=[ "Cu+s,s)du, (t-5>0)

olarak tanimlansin. Bu durumda, (7.2) VIDD asagidaki sekilde yazilabilir:
K() =—a©x- ALDIEXO) + = [ ALS)g(sX(S)ds

7.1 (7.2) VIDD’nin Céziimlerinin Karalihg

A. Varsayimlar
Bu kisim boyunca asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim:

(A1) A, A, pozitif reel sayilar, 4, < 4, olmak lizere Vt,xeR i¢in
X <xg(t, x), (x=0),
lg(t, x)| < 4|, (x#0)
ve
Vt €[0,00) igin A(t,t) >0 ’dir.
(A2) y,p pozitif reel sayilar olmak iizere
a(t)+2A )4, — A (DA - 747 [ A Hidu = p,
(a®+D)[" |At,s)|ds—y <0,
1-4[ |At.5)|ds >0

ve
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[ 1A, Bldu <o
dir.

Teorem 7.1 Eger (Al) ve (A2) sartlar saglanir ise, bu takdirde (7.2) VIDD nin sifir ¢dziimii

kararl ve diizglin kararlidir.

Ispat V (t) =V (t,X) olmak iizere

V) =(x-[ Ats)g(s.x(s)ds)* + 7| [7|AU2)]g?(z,x(2))dudz (7.3)

Lyapunov fonksiyoneli tanimlansin. V(t) ’nin pozitif tanimli oldugu agiktir. Simdi, (7.2)

VIDD’nin ¢6ziimleri boyunca (7.3) fonksiyonelinin tiirevi hesaplanir ise
V() =20x-[" Ats)g(s, X(s)ds)(a(t)x— At DY (E, X(D)
wr[7|AWD g3 x@)du—y [ |A2)| 0%z x(2)dz

= —2a(t) ~2A(t, X9 (6 X(1) +22Ox[ A(t,$)g(s X())ds
A DX9 (6 XO)[ At S)g(s, x(s)ds+ 7 [ | AU, D| g7t X(D)du

[ |At.2)|9*(z x(@)dz (7.4)

elde edilir. Bu esitsizlikteki ti¢lincii terim i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulandiginda
2
2a()x[A,8)g(s X(5)ds < (V)X +a(t)[ [ At x(s))ds}
1 1 2
— a(t)X’ +a(t)[ [* ¢S [ACS)] 95, x(6) ds}

<a(t)¢ +a®)] |ALs)ds[" |AS)|g%(s x(s)ds (7.5)

oldugu goriiliir. Benzer bi¢gimde dordiincii terim i¢in de ayni islemler uygulandiginda,
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2A(t, t)g(t, x(1)) j_too A(t,s)g(s, x(s))ds < A%(t,t)g?(t, x(t)) + U_tm A(t,s)g(s, x(s))ds}

<A DX+ AL S)|ds[ AS) (s x(s))ds (7.6)

elde edilir. (7.5) ve (7.6) esitsizlikleri (7.4)’de yerine yazilir (A2) sart1 kullanilir ise

V'(t) s-[a(t)+2A(t,t)/112 S AL °O|A(u,t)|du}x2

+[(a(t)+l) [* |At9)ds— yJ[ j;|A(t,s)|g2(s,x(s))ds}

2
<—p|x| (7.7)
elde edilir. Bu sonug ise (7.2) VIDD nin sifir ¢dziimiiniin kararli oldugunu gésterir.

Simdi ise (7.2) VIDD nin sifir ¢dziimiiniin diizgiin kararl oldugunu gésterelim. Verilen

denklemin sifir ¢oziimii kararli oldugundan kararlilik tanimi kullanildiginda V& >0 igin en az

bir 6 > 0 sayis1 bulunabilir 6yle ki [(// €E, —>R: ] < 5] oldugunda |x(t,t), w| < & olur. (7.7)
de V'(t) <0 oldugundan dolay1, t>t, icin V fonksiyoneli azalandir. Eger bu esitsizligin t,

’dan t ’ye integralini alinir ve (7.3) ile verilen V' Lyapunov Krasovskii fonksiyoneli goz 6niine

alinir ise,

V(X <V (6, v (L))

(v~ At © [ +r[" [ A v @)dude
< [|!//(to)| + ZJ;J A(t, S)| 1,//(S)ds:|2 + ijifﬂA(u, z)|l//2(z)dud2
<& ([1+ ﬂij_tw|A(t, S)IdsT + 97 J‘w j:| A(u, z)|dudzj

elde edilir.

L2 = (1+ A _[_Z|A(t0, s)|ds)2 + A%y J'_i L w|A(u, z)dudz
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olsun. Buna bagli olarak,
V(t, x) < 5212 (7.8)

elde edilir. (7.3)’ten
V() > (x— [* At9)g(sX(6) ds)2

j

2(|x|—‘ [ At.s)g(s. () ds

yazilabilir. Bu esitsizliklerden,
x(®)|<sL+[" |At.s)]|a(s x(9)]ds

elde edilir.

X(t)| < & oldugundan (AL) sartini kullanarak her t >t, icin,
x| <SL+e[ |Ats)ds
elde edilir. Bundan dolay1 eger
5<£(1—ﬂi_|'t |At s)|ds)
L ol

olarak segilir ise

x(t)| <&

sonucuna ulagilir. (A2) kabulii dikkate alinir ise 1—/11‘[t |At,s)|ds >0 elde edilir. Bdylece &

sayisina ait esitsizligin gecerli oldugu goriiliir. Bu sonuglar ise verilen denkleminin sifir

¢ozlimiiniin diizgiin kararli oldugunu gosterir.

Asagida verilecek olan teoremde (7.2) VIDD’nin her X ¢dziimiiniin karesinin mutlak degerinin

kare integrallenebilir oldugunu, yani

|X(t)|2 € L[to,oo]’ t, € E,
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saglandig1 gosterilecektir.
Teorem 7.2 Eger Teorem 7.1°in (Al) ve (A2) sartlari saglanir ise, o zaman (7.2) denkleminin

tim ¢ozliimlerinin mutlak degeri kare integrallenebilirdir, yani |X(t)|2 € L[t,, ], t, € E, dir.

Ispat (Al) ve (A2) sartlarma bagli olarak (7.2) VIDD’nin sifir ¢dziimiiniin kararli oldugu

bilinmektedir. Ayrica, bir dnceki teoremde verilen ¢ sayisi igin
|X(t,t0,(//| <1

secilebilir. Bilindigi iizere, V fonksiyonelini azalandir. (7.7) esitsizliginin 1, ’dan t’ye

integralini alindiginda, (7.3) kullanildiginda

p[ Ix(s)fds < p[| [x(©)ds +V (. ¥) <K, K =V (t,X(t) >0

elde edilir. Buna bagl olarak t — o0 igin J;DO|X(S)|2dS < p 'K <o esitsizligine ulasilir.
0
Boylece, teoremin ispati tamamlanmis olur.

Simdi ise a(t) =0 olarak kabul edelim.

B. Varsayimlar

Asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim:

(A3)
2A(t, 1) A, + A (L, 1) A7 —yﬂfT|A(u,t)|du > p,
j|A(t, s)lds—y <0,
1-4 j'|A(t, s)|ds >0
ve

T|A(u,t)|du < o,
0
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Teorem 7.3 (Al) ve (A3) sartlarinin saglandigim kabul edelim. Bu durumda (7.2) VIDD’nin

sifir ¢coziimii kararli ve ¢éziimlerinin kare integrallenebilirdir. Yani,
|X(t)|2 e L(t,,©),t, € E,

dir.

Ispat (Al) ve (A3) sartlarimi kullanilarak kolayca bu teoremin ispati tamamlanabilir. Bu
nedenle bu teoremin ispat1 burada verilmeyecektir.
Simdi bir sonraki teoremde kullanilmak iizere, kolaylik olmasi1 agisindan

t

J = [|As)lds (7.9)

alalim.

Teorem 7.4 (Al) ve (A2) sartlarina ilave olarak bir pozitif R sabitinin var oldugunu

j T|A(u, z)dudz< R (7.10)

—oo t

sartinin saglandigini kabul edelim. Bu takdirde (7.2) VIDD nin sifir ¢oziimii diizgiin kararlidir.

Ispat Bu teoremi ispatlamak icin Teorem 7.1°de tammlanan V Lyapunov fonksiyonelini
kullanacagiz. Teorem 7.3’lin sartlarin1 g6z Oniine alindiginda, Cauchy-Schwartz esitsizligi ve

(7.9) esitligi kullanildiginda,

V(t) = x2(t) + ( j A(t,8)g(s, x(s))ds)? — 2x(t) j A(t,s)g(s, x(s))ds

wr [ JiAw, 2107 2, x(2)dudz

—oo t

<2x%(t) + 2 [|A(t.9)| [|At.5)|g° (s, x(s))ds + » | T|A(u, 2)|92(z, x(z))dudz

—o t

<2X2(t) +242] j|A(t, S)|x? (s)ds + yA .t[ T|A(u, 2)|x? (z)dudz (7.11)

—o t
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elde edilir. C(ij_\t/ <0 oldugu bilinmektedir. V(t) azalan bir fonksiyonel oldugu i¢in son

esitsizligin t, ’dan t ’ye integrali alindiginda
V() <V(t,), Vit

esitsizligi elde edilir. E_ =(—o0,t;] araliginda x(t) =¢(t) oldugu i¢in

(x— j A(t,s)g(s, x(s))ds)? <V (t) <V (t,)
— ¢+ (| AL 9)9(s,(s))ds)’
~26(0) [ At 5)g(s,4(s))ds

47| [IAU.2)g? @ p(@)dudz

—o0 tO

yazilabilir. Bu durumda (Al) sartive [¢(t)|<J esitsizliginden

(X — tj{A(t,s)g(s, x(s))ds)? <62 Jr(th|A(t,s)|ds)2ﬂf52 +5° +(th|A(t,s)|ds)Zﬂf52

ty o
+ 9+ 067 I I|A(u, z)|dudz

—o0 tO

=26? +221252(T |A(t,s)|ds)? + y5° 4} ]Q T|A(u, z)|dudz

—0 t0
=0°(2+24%3° +yA/R)
elde edilir.

e>0 ve t, eE sabitleri verilsin, >0, 0<o <& olsun dyle ki

J@+2223% + AIR)S < 61~ A4J)
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esitsizligi saglansin. Ayrica

x— [ At,5)g(s x(s))ds > ¥ - [|A(t,s)|a (s x(s))ds

>|x|— 4, I|A(t, s)||x(s)|ds

yazilabilir. Buna bagli olarak,

vt>t, icin [X(t) <& olduguiddia edilmektedir. Ayrica Vu e (—o0,t,) igin |x(u)| <&

oldugu bilinmektedir.

Eger bu iddia dogru degil ise, bu durumda bir t=t* sayis1 vardir dyle ki ‘X(t*)‘ =& Ve

t, <s<t” icin |X(S)| < ¢ olur. Bu bilgiler 1s18inda
t
el-20)=e(l— 4, j |A(t,s)|ds)

<[x(t") - A4 [|A",s)|x(s)ds

<[x(t") = 4 [|AE",s)|g(s, x(s)lds

<IX(t") -4 tjA(t”‘,s)g(s, X(s))ds

<J@2+2223% +A7R)S

yazilabilir. Bu ise bir ¢eliskidir. Yani, yukaridaki iddia dogru degildir. Bu sonu¢ Teorem 7.4’{in

ispatin1 tamamlar.

Ornek 7.1 Asagidaki lineer olmayan VIDD’yi g6z 6niine alalim

dx 1 b -1 sin® x(s) +sin’s+1
—=—(4+ X— X(S
dt ( 1+t2) I G)

16(t s +1)? 6 )as (712

—00

(7.12) ile (7.2) VIDD ile karsilastirildiginda asagidaki bagintilar elde edilir:



Ve

son esitlige bagl olarak da

olarak elde edilir. Ilave olarak,

ve

t o

—o t
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1
at) =4+——,
® 1+t°

X(sin® x +sin’t +1)

g(t,X)Z 6 '

2

g(t,0)=0, xg(t, x) >%, x #0,

1 1

A= % %
1

|g(t,X)|SE|X|,

-1

CtS) = et _ss"

1

C(U+S’S):16(u_—+1)“

1
AL =2 =svay

At 1) :%

t

: 3
Jt.|A(u,t)|du :%, jw|A(t,s)|ds -2

I J.|A(u,z)|dudz= j. T;dudz

4u—z+1)°
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t
= J‘ %dz
2 At-z+1)

00

3
2
elde edilir. Ayrica, kolaylikla
w(t) =a(t) + 2A(t, 1), — A2 (6 ) A2 — 742 [| A, )| du
t

1 1 1 3

=4+ e N Y
1+ 12 64 16
24+i—i—7/i
12 64 16
3
~4,067 —y—
Y16
oldugu goriiliir.
y =3 olsun. Bu durumda
ut)=>35=p

elde ederiz. Boylece Teorem 7.1, Teorem 7.2, Teorem 7.3 ve Teorem 7.4’ilin tiim sartlari
saglanmis olur. Buna bagli olarak goz Oniine alinan gecikmeli diferansiyel denklemin sifir
¢cozimi kararli, diizgiin kararli, tim ¢oziimlerin karalerinin mutlak degeri integrallenebilir ve

¢Oztimler sinirhidir.
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x(0)=-1
- = = x(0)=-0.25
——— = x(0)=1

0.8

06F N

04 N\ i

02+ N .

0.2 n
04+ J
06 -

08 A

-1 | | | | I | | | |

0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
time(s)

Sekil 7.1 (7.12) VIDD sisteminin X(t) ¢dziimiiniin ydriingelerinin davranislari.

Sonug

Raffoul ve Rai (2016) lineer olmayan sonsuz gecikmeli (7.1) VIDD’mini ele aldi. Bu
denklemin ¢oziimlerinin kararlihigi, diizgiin kararliligi ve integrallenebilirligi ile ilgili ii¢
teorem ispatladi. Bu boliimde sonsuz gecikmeli lineer olmayan (7.2) VIDD’mi ele alind1 ve bu
denklemin ¢oziimlerinin kararlilik, diizgiin kararlilik ve integrallenebilirligi ile ilgili dort
teorem ispatlandi. Raffoul ve Rai (2016)’nin sonuglari, yeni bir Lyapunov- Krasovskii
fonksiyoneli tanimlanarak daha az kisitlayici sartlar altinda elde edildi. Elden edilen sonuglarin

uygulanabilirligini gostermek i¢in bir 6rnek ve grafigi verildi.



8. SABIT GECIKMELI LINEER OLMAYAN BIR VOLTERRA INTEGRO-
DIFERANSIYEL DENKLEM SISTEMININ COZUMLERININ BAZI NIiTELIKSEL
DAVRANISLARI iCiN YETER SARTLAR

Modern bilim ve teknolojinin gelismesiyle birlikte, fonksiyonel diferansiyel
denklemler kontrol teorisi, mithendislik, fizik, tip, matematiksel biyoloji, ekonomi ve benzeri
alanlarda uygulamalarda kullanilabilen ¢ok 6nemli matematiksel modeller haline geldi. Bu
tezin literatiir kismindaki kaynaklara bakildiginda bu hususlar kolaylikla gézlemlenebilir.

Wang ve ark. (1992), asagidaki sabit katsayili lineer Volterra integro-diferansiyel

denklem sistemini goz oniine ald.

X =X X, +j[C11(t, 8)%,(8) +...4+ Cy, (1, 8) %, (s)Ids + , (D),

X =a, X +..+a,X + .t[[Cnl(t, S)X,(S) +...+C,, (t,5)X,(s)]ds + f,(t). (8.1)

Burada, teR" =[0,), x, €, a;, i,]=12,..,n, reel sabitler, 0<t<oo igin f(t)

stirekli fonksiyonlar ve 0<s <t <oo igin C;(t,s) ’ler ise siirekli birer fonksiyondur.

Wang ve ark. (1992), sirastyla  f,(t)=0 ve f(t)#0 igin (7.1) VIDD sisteminin
¢oziimlerinin diizgiin sinirliligr ve kararliligr hakkinda bazi sonuglar elde etti. Bu ¢alisma ile
Wang ve ark. (1992), Burton (1985)’de gegen baz1 VIDD sistemlerinin ¢dziimlerinin niteliksel
davranislari ile ilgili bazi teoremleri daha kisitlayici sartlar altinda ispatladilar.

Wang ve ark. (1992) ¢alismasindan hareketle asagidaki lineer olmayan sabit gecikmeli

Volterra integro-diferansiyel denklem sistemini ele alinmaktadir:

X(8) = a, )Py (%) + .+ 8, R, (6) + [ [Ciy(t,5)%,(8) +... + Cyo (£, )%, (5)]dls

0 (6% X)),
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X3 (6) = 8 O 00) + o5 (O, (%) + [ [Coa (6, 8)X,(8) ++..+ Cpr (5%, (5)]dls

T

+0, (X, X)), (8.2)

Burada te R, R* =[0,0), X, X,,.... X, € R, q; (1), fi(t) ve Cy(t,s), i,j=12...n,
sirastyla 0<t<oo ve 0<s<t<oo icin siirekli fonksiyonlardir. Ayrica, h(0)=0,x =0 i¢in
h(x)=0  olmak iizere, her te R" ve X,X,,...,X, €R, i¢in h ’ler siirekli tiirevlenebilir
fonksiyonlar ve g, ’ler ise bagli bulunduklar1 degiskenlere gore siirekli fonksiyonlardir. h ve

g, fonksiyonlart1 X, X,,..., X, birlesenlerine gore Lipschitz sartin1 sagladigi kabul

edilmektedir. Boylece (8.2) VIDD sisteminin ¢dziimlerin varligi ve tekligi garanti edilir.

f, 1=12,...,n, olmak iizere

hi (Xi) X £ O
fi (Xi) = X; y
H(0), x=0

ile fonksiyonlarin bir sinifin1 tanimlayalim. Bu durumda, bu tanim goz 6niine alindiginda, lineer

olmayan (8.2) VIDD sistemi asagidaki sekilde ifade edilebilir:
t
X1, = all(t) fl(Xl)Xl +o.t aln (t) fn (Xn)Xn + I [Cll(ti S)Xl(s) t...t Cln (t! S)Xn (S)]dS
t-7

0, (0 X0 X)),

Xr,1 = e\u(t) fl(xl)xl +"'+ann (t) fn(Xn)Xn + J. [Cnl(tis)xl(s)+"'+cnn(t! S)Xn(s)]dS

+0,(t, X, %), (8.3)
B =diag[h,,b,,....b.],b >0,

B =min{b}, B, =max{b},i=12,..,n

ve

”BX”:bl|xl|+b2|x2|+"'+bn|Xn|
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olarak tanimlansin. Bu tanimlamalar bagh olarak
B, x| <[[Bx]| < B, x|

esitsizligi yazilabilir.

X(t) =x(t,t,,¢) ifadesi [t,—7,t,] aralig1 iizerinde X(t)=¢(t), ¢:[t,—7,t,] >R"
siirekli bir baslangi¢ fonksiyonu (8.2) VIDD sisteminin bir ¢dziimii olsun.

Bu boliimde iki uygun Lyapunov fonksiyoneli tanimlanarak (8.2) VIDD sisteminin sifir
¢coziimiinlin kararlilik, asimptotik kararlilik, diizgiin kararlilik 6zellikleri ve sifirdan farkli
cozlimlerin ise integrallenebilirlik ve sinirlilig1 incelenecektir.

(8.2) VIDD sistemi ile Wang ve ark. (1992) tarafindan incelenen (8.1) sistemi
karsilastirildiginda (8.1) VIDD sisteminin lineer oldugu, buna karsilik olarak (8.2) VIDD
sisteminin lineer olmadig1 ve hem de sabit gecikmeli oldugu goriiliir. Boylece, Wang ve ark.
(1992) tarafindan incelenen denklem sistemi yerine lineer olmayan ve gecikmeli bir VIDD
sistemi alinarak arastirilmaktadir. Bu durum ise buradaki ¢alismanin ilgili literatiire katkisini
acikca gostermektedir. Ilaveten, Wang ve ark. (1992) (8.1) VIDD sisteminin sifir ¢dziimiiniin
kararlilik, diizgiin kararlilik ve asimptotik kararliligini inceledi. Bu kavramlara ilaveten burada
cozlimlerin integrallenebilirligi ve t — oo igin ise sinirlilig1 incelenmektedir.

Eger (8.2) VIDD sisteminde h(x)=X, g, (t,X,....x.)=f.(t) ve t—z yerine 0 alimr
ise, bu takdirde (8.2) VIDD sistemi (8.1) VIDD sistemine indirgenir. Bu ise (8.2) VIDD
sisteminin (8.1) VIDD sistemini kapsadigini gosterir. Bu bilgiler ise buradaki sonuglarin Wang
ve ark. (1992) c¢alismasina katkisini gosterir.

Bu bolimdeki sonuglart elde etmek i¢in Wang ve ark. (1992) kullandig1 Lyapunov
fonksiyonelinden farkli bir Lyapunov fonksiyoneli kullanilarak 1ilgili sonuglar elde
edilmektedir. Yeni bir Lyapunov fonksiyonelinin tanimlanmasi, s6z konusu ¢alismaya ve ilgili

literatiire bir katki olarak goz 6niine alinmaktadir. Kisalik olmasi agisindan burada x(t) yerine

ihtiya¢ duyuldugunda X alinmaktadir.

8.1. (8.2) VIDD sisteminin ¢éziimlerin kararlih@ ve integrallenebilirligi

A. Varsayimlar

Asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim:



84

n

(A) buaii(t)fi(xi)"'_ z bjaji(t)fi(xi)g_ 0 1=12,...,n.

=L35=#0)

Burada, b,b,,....b, ve ¢, pozitif reel sabitlerdir.

(A2) §,,K,B, pozitif sabitler ve K—B, >0 olmak iizere
-5,+K L ", t)]|exp(u(u —t))du < —uB,,

esitsizligi saglanir.

(A3) L pozitif bir sabit olmak {izere
t
[JIc.s)|exp(u(u—t))duds < L <oo
0t

Cozlimlerin asimptotik kararliligi igin
gi (t, Xj_l'--1 Xn) EO, | =1,2,..., n
alalim.

Teorem 8.1 Eger (Al)—(A3) hipotezleri saglanirsa, bu takdirde (8.2) VIDD sisteminin sifir
¢Ozliimii asimptotik kararhdir.

Ispat V, =V, (t, x(.)) olmak iizere
V, = Zn:b, %]+ KIT”C(U, s)||exp(z(u —t))dul[x(s)| ds (8.4)

Lyapunov fonksiyonelini tanimlayalim. Burada x>0, ¢z € R, u <t dir.

Agikea, V,(t,x(.)) Lyapunov fonksiyonelini pozitif tanimli ve
V,(t,0) =0, V,(t, x(.)) = D _b;|x] (8.5)
i=1

saglandig1 kolaylikla gortilebilir.
(8.4) ile verilen V,(t,x(.)) Lyapunov fonksiyonelinin (8.2) VIDD sisteminin ¢dziimleri

boyunca tiirevi aliip ve (Al) ve (A2) sartlart kullanildiginda,
dy . oy
avl (t’ X()) = Zbi X; (t) sgn X (t + O)
i=1

+K ]I .t explu(u—t)dulx@)] - K [|Ct.s)] [x(s)|ds

—uK I T||C(u, s)||exp(z(u —t))du||x(s)|ds



85

t—r \_i=1

=h sgn xl(t+0){2a“(t)f (X)X + J. (ch](t S)X; (s)ﬂ

+..+h sgnx, (t+0)[2am(t)f (X,)X; +j(sz(t S)X; (s)ﬂ s

t—r \ J=1

+K [ 7ICu.t)] exp(u(u—t))dulx()] - K j IC(E.9)| [x(s)|ds

—,uIZ_[T”C(u, s)||exp(—z(u —t))du | x(s)[ds

<hay, (t) f,(x) x| + by, () 5 (%)%, + ...+ byay, (t) f, ()], |
oAb (1) £00) Xy +byan, () T, (6 ) X |+ ba,, (©) £, (%) [,

+hy j max|C,; (t, s)‘(Z‘x (s)] ds

1<j<n

+...4 Db, j max
FTJSJ

x|C, (t,S)‘(Zn:‘Xj (s)‘]ds
+Kf||C(u,t)|| exp(u(u—t))du||x(t)]| - KI||C(t, s)|| [[x(s)[ds

—uK j T||C(u, s)||exp(z(u —t))du||x(s)|ds

<[ba, (1) +b,a,, (t) +...+b,a,, (O] f,(x) x|
+ba,, (t) +b,a,, (t) +...+ba., ()] f,(x,) |X2|
+..+[ba, (t) +b,a,, (1) +..+ba, (O, (x,)[x,]

e (mocSe, 0 | Shkco s
K e Dlesp(uta-0ps]-Kflce ) ok

—uK | T||C(u, s)|| exp(u(u —1)) [dux(s)|ds

=3 {b-ayi(t) L0+ Y ba,mf(x )}MI +B, [ [Ct.s)] [x)os

i=L(j=1)
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+K [ 7IC .t explu(u—t)dulx@)] - K [|C(t.9)] [x(s)|ds

—uK j T||C(u, s)||exp(z(u —t))du||x(s)|ds
<& — K] [C(u,t)] exp(u(u-t)du]|x®)|

~(K-B,) [ICt.9)] |x(s)|ds

—uK I T||C(u, s)||exp(z(u —t))du||x(s)|ds

elde edilir. Burada
—5,+K L "I, t)|exp(u(u—t)du<-uB, ve K-B,>0

olmasi nedeniyle

%Vj (t, x()) <—uB, ||x(t)||—yKﬁ||C(u, s)||exp(—ze(u —t))du |x(s)[ds

<~ B -2K | [[C(u, 9 explaatu~1) [dux(s)]es

=Ny (t,X()

bulunur. Boylece
%v; (t, x()) < -V, (t, x())

oldugu, yani
d

TV Ex()=<0

sonucuna varilir.

(8.6)

(8.7)

Yukarida yapilan incelemeler dikkate alindiginda verilen diferansiyel denklem

sisteminin sifir ¢oziimiiniin kararli oldugu sonucuna kolaylikla varilabilir.

Burada ki kararlilik sonucuna asagidaki sekilde de varilabilir. Simdi, bunun i¢in son

esitsizligin t, ’dan t’ye integrali alinirsa,

VI(6, X()) Vi (&, 4())

bulunur.
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X(t) = Xx(t,t,,#) VIDD (8.2)'nin bir ¢dziimii olsun &yle ki [t,—7,t,] araliginda
X(t) = (t) ’ dir. Burada t;>0 igin ¢ siirekli bir baslangi¢ fonksiyonu, yani ¢ € C[t, —7,1,]
dir. |¢|t0 =sup{lp(t)|:t, —7<t<t} ve |¢5|tO <5 olsun. Béylece V,(t,x(.)) Lyapunov
fonksiyoneli azalan oldugundan, (8.4), (8.7) ve (A3) sartindan
B, [x(t,to, )| < Vi (t x()) <Vi (o, 4())

ty oo
=[B(t,)]+ K | [IC(u, 5)| exp(u(u—t,))dullg(s)]| ds
0t

ty o
<B,5+Kd | [|IC(u, s)| exp(u(u—t,))duds
0ty

<(B,+KL)S
esitsizligine ulasilir. Eger

PO S
(B, +KL)B,

secilir ise bu takdirde
[x(t.t, 8)| < &
olur. Son esitsizlik ve (8.5) ile verilen esitsizlik (8.2) VIDD’nin sifir ¢dziimiiniin diizgiin

kararli olmasin1 saglar.

Simdi (8.7) den
%v; (t, X()) < £V, (t, X())

oldugu agiktir. Bu esitsizligin t, ’dan t’ye integrali alinirsa

Vit X)) <V, (o B0 eXp(—t—t)), t21,

elde edilir. Boylece
B (1t )] < [BX(E b, )] VAt X()) <V, (t, 40 eXP(-2et ), t 21,
yazilabilir. Buna bagli olarak da
B [X(t, ty, #)] Vi (ty, () eXP(-palt 1)), t21,
olur. Bu durumda,
B lim]x(t.t, )] < imV, (t, () exp(-au(t—,)) =0, t>t,
elde edilir. Sonug olarak

(. )] =0
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bulunur. Bu sonug (8.2) VIDD sisteminin sifir ¢dziimiin asimptotik kararli oldugunu gosterir.
Gergekten, (8.6) esitsizliginden

%v; (t, X(.)) < —u||BX| (8.8)

yazilabilir. Simdi ise
d
s ={(t.%): At x(©) =0}

ile tanimli climleyi g6z oniine alalim. LaSalle’s degismezlik prensibi dikkate alindiginda bkz.

(Reissig ve ark, 1974) (t,x) €l ise bu takdirde z pozitif bir sabit oldugundan ||Bx|=0
olmalidir. b #0, b, #0,...,.b, #0 ve ||BX|| :Zn:bi |Xi| olarak tanimlandiginda || BX|| =0 olmasi
i=1l

i¢in gerek ve yeter sart X, =X, =...=X, =0 olmasidir. Buna bagl olarak X, =X, =...=X, =0
degerleri (8.2) VIDD sisteminde yerine yazildiginda h (x)=0 elde edilir. h (0)=0 ve x, #0
iken  h(x)#=0 oldugundan h(x)=0 ancak ve ancak x, =0 olmasidir. Boylece,
X =X =..=X,=0, yani X=0 olur. O halde I igerisindeki en biiyiik degismez (invariant)
ciimle (t,0) € I, dir. Dolayistyla, (8.2) VIDD 'nin sifir ¢8ziimiiniin asimptotik kararl oldugu

sonucuna varilir.

Teorem 8.2 Eger (Al)—(A3) sartlar1 saglanirsa, bu takdirde (8.2) VIDD’nin sifir ¢oziimii

diizglin kararli olur.

Ispat (8.2) VIDD 'nin sifir ¢dziimiiniin diizgiin kararliligim gdstermek igin, Teorem 8. 1°de
verilen V, =V, (t,x(.)) Lyapunov fonksiyoneli kullanilacaktir.

Teorem 8.1°de yer alan yukaridaki islemler dikkate alindiginda
By [x(t,to, )| < Vi (t x(.)) <Vi(to, 4())

ty
<B, 4(t,)] + K | [|Cu. )| exp(u(u—t,))dullg(s)] ds

S ey 8

ty oo
<B,5+ IZ5”||C(U, s)| exp(u(u —t,))duds
0

< B, |4(t)]|+ KL |4}
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elde ederiz. Boylece verilen her bir £>0, sayisi igin pozitif bir ¢ = L_ £ sabiti
B,+KL )2
bulunabilir  &yle ki (8.2) VIDD’nin herhangi bir ¢oziimii igin [|p(t)]|<J,te[t, —7,t,],

oldugunda

B [x(t )] < (B, + KL)3 < 22
yani

et < <a €21)

olur. Buradan agiktir ki & sabiti t,’dan bagimsizdir. Bu durumda, (8.2) VIDD’ nin x(t)=0

¢cozlimiiniin diizgilin kararli oldugu sonucuna varilir.

Teorem 8.3 Eger (Al)—(A3) sartlari saglanir ise, bu takdirde (8.2) VIDD siteminin tiim
coziimleri integrallenebilirdir.

Ispat Bu teoremin ispatinda Teorem 8.1 ve 8.2’nin ispatlarinda kullanilan V, =V, (t, x(.))

Lyapunov fonksiyoneli kullanilacaktir. Simdi (8.8) esitsizligini ele alalim. Buna bagli olarak

S (LX) <48 A 69)
esitsizligi elde edilir. (8.9) ‘un t,’dan t ‘ye integrali aliirsa
Vit () ~Vi(to, 9(t)) < —u BJHX(S)IIdS
o
elde edilir. V,(.) fonksiyoneli azalan oldugundan
/JBJIIX(S)IIOIS <V (to, #(t)) - Va8, x()) < Vi (. #(t)
t

yazilabilir.
Vl(to'¢(to)) =B, B, >0,B, eR

olsun. Bu takdirde t —> oo igin
[lIx(s)Js < 2B, "B,
o

bulunur. Béylece Teorem 8.3’iin ispat1 tamamlanir.
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8.3. Coziimlerin simirhihgi

Simdi ise (8.2) sisteminde

0,(t, %, X,)#0,...., 9, (t, %,.., X, ) =0

olsun. Asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim.
B. Varsayimlar
n n
(Ad) [[F (& x@)]= 2] it %)< 2 [ O]+ + [,
i-1

i1
=[a®] x|
dir. Burada q siirekli skaler bir fonksiyon Oyle ki ||q|| e L'(0,), yani

[la@lds <o

dir.
Teorem 8.4 Eger (Al)—(A4) sartlari saglanirsa, bu takdirde (8.2) VIDD ‘nin tiim ¢dziimleri

t — oo i¢in stnirhidir.

Ispat Yukarida kullanilan V, =V,(t,x()) Lyapunov fonksiyonelinden tekrar ele alalim.
V,(t, x(.))=V,(t) olsun. te[t,—7,t],t, =0 igin le@)] < B,B,>0,B €R oldugunu kabul

edelim. Bu durumda

Vy(ty) =[Bo)]+ K | [Cu.9)explutu—t)au )]s
0t

ty o0
< B, |¢(to)|+ KB, | [ |C(u,s)exp(z(u—t,))duds

01,

< B, ||¢(t,)]|+ KBL =B,

esitsizlikleri yazilabilir. Teorem 8.4’lin sartlar1 dikkate alindiginda V1 fonksiyoneli (8.2)

sistemi boyunca tiirevi alindiginda
V(1) <=V, (0) + B, ()] |X]
<(-p+ BB, Ja®PVi(t)

elde edilir. Bu esitsizligin t,’dan t’ye integrali hesaplanirsa,

Vi (1) < Vi () exp(—4(t —t,)) exp(B; B, [ a(s)|)ds
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<V, (t,) exp(B,"B, [ |}a(s)|)ds
<V, (1) exp(B;B, [ a(s)cs

elde edilir.  [|g(s)jds <o oldugundan [|q(s)|ds =B, <o0, B, >0, B, R almabilir. Bu
0 0

durumda
V,(t) < B, exp(B;'B,B,) =K
yazilabilir. Boylece t — o0 igin
B, |[X(t,t,, #)| <|Bx(t,t,, 9)|| < Vi (1) <K

sonucuna varabiliriz. Bu nedenle (7.2) VIDD ‘nin tiim ¢dziimleri t — oo iken sinirli olur.

Sonug

Teorem 8.4’tn ispatinda Gronwall esitsizliginin  kullanilmasma  ihtiyag
duyulmamaktadir. Ancak ilgili literatiire bakildiginda ¢éztimlerin sinirliligr ile ilgili sonuglar
elde etmede Lyapunov fonksiyonlar: ya da fonksiyonelleri kullanildiginda hemen hemen biitiin
caligmalarda Gronwall esitsizliginin de kullanildigi goriilebilir. Bu ¢alismada Gronwall
esitsizliginin kullanilmamasi bir bakima ilgili literatiirde ki sonuclarin daha az kisitlayici sartlar
altinda elde edilmesidir.

Bu béliimde lineer olmayan VIDD sitemlerinin bir sinifi géz oniine alinmaktadir.
Cozimlerin kararlilik, asimptotik kararlilik, diizgiin kararlilik, integrallenebilirlik ve t — oo
icin ¢ozlimlerin smirlili@ i¢in yeni yeterli kosullar olusturulmaktadir. Yeni bir Lyapunov
fonksiyoneli insa edilerek bu kavramlarla ilgili dort yeni teorem ispatlanmaktadir. Coziimlerin
sinirliligr ile ilgili yapilan ispatta Gronwall esitsizligi kullanilmamaktadir. Ayrica bu bolimdeki
sonuglar literatiirdeki birgok sonucu genellemekte ve gelistirmektedir. {lave olarak ¢oziimlerin

icin t — oo smirlilig1 ve integrallenebilirligi ile alakali iki ilave sonug verilmektedir.






9. DEGISKEN GECIiKMELI BiR ViDD SISTEMIi iCiN COZUMLERIN NiTELIiKSEL
ANALIZLERI

Du (1995), asagidaki lineer degisken gecikmeli VIDD ele aldi:

X'(t) = AX + Bx(t — z(t)) j C(t,s)x(s)ds. (9.1)

t—7(t)
Burada, xeR"teR", R =[0,0), 7(t) >0, tiirevlenebilir degisken gecikme

fonksiyonu, A=(g;),.,n=1 ve B=(b;),, sabit matrislerdir ve C(t,s)=(C;(t,s)),, ise

nxnt
0<s<t < i¢in NxN—tipinde siirekli bir matristir.

Du (1995), (9.1) VIDD denkleminin sifir ¢dziimiiniin asimptotik kararliligini
ispatlamak icin yeni bir Lyapunov fonksiyoneli insa etti ve bu fonksiyonel yardimiyla yeter
sartlar igeren bir teorem ispatladi.

Bu béliimde, (9.1) VIDD’den esinlenerek asagidaki lineer olmayan

% = A(t)x + Bx(t —z(t)) tj C(t,s)F(x(s))ds +Q(t, x) (9.2)
t—7(t)

VIDD sistemi ele alinmaktadir.

Bu denklemde teR, N =(0,0), xeR", n=1, At) = (g; (1)),.., ve
C(t,s) =(C;(t,8)),., matrisleri —z(t,)<0<s<t<oo olmak iizere, siirekli matrisler ve
B=(0)pn  NxN-— sabit bir matris, F:R" >R", (FO0)=0) ve Q:R xR" >N
stirekli fonksiyonlardir.

X({t) =x(t,t,,4), (9.2) VIDD’nin bir ¢dziimii olsun dyle ki; [t,—z(t,),t,],t, >0
araliginda Xx(t) =¢(t) ’ dir. Burada, ¢:[t, —7(t,),t,] > R" siirekli bir baglangi¢ fonksiyonudur.

Bu béliimde, Q(t,x)=0 alinarak (9.2) VIDD sisteminin sifir ¢dziimiin diizgiin

asimptotik kararliligi, ¢oziimlerinin integrallenebilirligi ve smirliligi incelenecektir. Ilave
olarak, bir sonraki adimda ise, Q(t,X)#0 icin lineer olmayan (9.2) VIDD sisteminin
¢oziimlerinin t —oo0 i¢in sinirli olmasi incelenecektir. Bu boliimiin amacina ulasmak i¢in,
lineer olmayan (9.2) VIDD sistemi i¢in anlamli sonuglar veren bir Lyapunov fonksiyoneli
tanimlanmaktadir.

Bu boliimde elde edilecek sonuclarin ilgili literatiire katkilar1 su sekilde aciklanabilir:
(9.1) VIDD sisteminin lineer oldugu aciktir. Bununla beraber, (9.2) VIDD sistemi lineer
degildir. Yani, (9.2) VIDD’ mi, (9.1) VIDD sistemini hem kapsar ve gelistirir. Bu nedenle,
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burada (9.1) VIDD’mi ile ilgili sonuglar lineer durumdan lineer olmayan (9.2) VIDD sistemi
icin gelistirilmekte ve genellenmektedir.

flave olarak, Du (1995), lineer (9.1) VIDD’minin in sifir ¢ziimiiniin asimptotik
kararliligin1 inceledi. Bu boliimde ¢oziimlerin bu niteliksel 6zelligine ilave olarak, lineer
olmayan (9.2) VIDD’nin ¢dziimlerinin integrallenebilirligi ve smirliligimni incelenmektedir. Bu
kavramlarin incelenmesi, Du ‘nun ¢aligmasina ek katkilardir.

Son olarak, Du 'nun varsayimlarini saglayan 6zel hi¢bir 6rnek vermemistir. Bu
makalede, sonuglarin uygulanabilirligini dogrulayan 6zel bir 6rnek sunuyoruz. Bu 6rnek de
yine bu calismanin Du ve ilgili literatiire bir katkisidir.

Simdi, asagida verilen otonom olmayan fonksiyonel diferansiyel denklemini ele alalim:
x=F(t,x). (9.3)
Burada, F:(—0,0)xC —>R", F(t,0) =0, seklinde taniml siirekli bir fonksiyondur. r >0 bir
sabit olmak tizere, C=C([-r,0], R") ifadesi @:[-r,0] >R" seklinde tammli siirekli

fonksiyonlarmn bir uzayim gostermektedir. Her a>0,t,>0 ve xeC([t,—r,t,+a], R")

olmak tizere —r <0<0 ve t>t, i¢in x, = X(t+6) olarak tanimlanmaktadir.

X = (X, Xp,-ery X.) €R" 0lSUN. X ‘in normu ||X||:(Zn:|xl|j ile tamimlansi. A, NxN—
i=1

tipinde bir matris olsun. ||A| normu, ||A||:max(zn:‘aij0 seklinde tanimlanir. Bu bolim
i1

<Kj<n

caligsma boyunca X(t) yerine bazen X yazilacaktir.

Herhangi bir g C fonksiyonu i¢in,
Il = sup. 16O =19O)

ve
C,={p:9cCve|d|, <H <}

olarak tanimlansin.

Bu boliimde (9.2) VIDD’mindeki katsayr fonksiyonlarinin ilgili denklemin
coziimlerinin varlik ve tekligini saglayacak sekilde verildigi varsayilmaktadir. Yani katsayi
fonksiyonlarin hem stirekli ve hem de Lipschitz sartin1 sagladig: kabul edilmektedir.

V(t,0) =0 olmak tizere

V(t,¢): R xC,, > R", R =[0,00)
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t ve ¢ ’ye gore siirekli bir fonksiyonel olsun. Ayrica, %V (t,x(.)), (9.3) VIDD’nin herhangi

bir x(t) ¢6ziimii boyunca V (t, X(.)) ’nin tiirevini gostersin.
Teorem 9.1 Asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim:

(BY) V(t,¢) fonksiyoneli, ¢’ye gore yerel Lipschitz kosulunu saglar, yani, her kompakt

ScR" ve y>t, icin pozitif bir K, sabiti vardir dyle ki; her te[t,y] ve
X,y eC([t,—r,t,],S) icin,
VX~V (& YO) K [x=Y],

esitsizligi saglansin.
(B2) Zz(t,¢)fonksiyoneli, t’ye gore tek tarafli yerel Lipschitz kosulunu saglar. Yani,
0<t, <t, <oo’yi saglayan herhangi t, ve t, sayilar i¢in, pozitif bir K sabiti vardir, dyle ki
¢ C, icin,

Z(t,, )~ 2(t,) <K(t,~1)
esitsizligi saglanir. Burada, Z:9R" xC,;, — R" siirekli bir fonksiyondur.
(B3) ax(s), w(S),m(S) ve ay(S) wedge fonksiyonlar: vardir 6yle ki; teR*™ ve x €C, i¢in,

o(|¢O)]) +Z(t. #) <V (t.4) < i (|¢(O)]) + Z (¢, 4),
Z(t,9) < ,(|¢,.)

ve

V(t, () <~y ()]

kabulleri saglanir. Bu takdirde, (9.3) fonksiyonel diferansiyel denkleminin sifir ¢6ziimii diizgiin

asimptotik kararlidir.
9.1. (9.2) VIDD’nin Céziimlerinin Niteliksel Davramslari

(9.2) VIDD’minde, Q(t,x)=0 alalim.

A. Varsayimlar
Asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim:

(AD) y,k, ve L pozitif sabitler olmak iizere

[F )< 7[x)].
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[FOO=FM] <k x=]

ve

Vs <t icin [|C(u,s)|du<L<c,
t
(A2) d,,0,n, 1 ve B, pozitif sabitleri vardir 6yle ki;

da®+ Y da,0<-6, i=12...n,

J=1, j=i

5—Wj||c:(u,t)|| du > 7,
t

ut-rO)[Jcut-r@)]du> 4,8

ve

u—p,>0burada g, =max{d.}, i=12,..,n

Teorem 9.2 Eger (Al) ve (A2) sartlart saglanir ise,

0<z(t) < (1—M)+ 7(0)
yL

esitsizligi saglanmak kaydiyla (9.2) VIDD’ nin sifir ¢dziimii, diizgiin asimptotik kararli olur.
Ayrica, aym sartlar altinda (9.2) VIDD’nin tiim g¢dziimleri integrallenebilirdir, yani;
X(t) € L'[0,0) *dir. Burada L'[0,00) uzayr [0,00) arahii iizereinde Lebesgue anlaminda

integrallenebilir fonksiyonlarin uzayidir. Ayrica, (9.2) VIDD’nin tiim ¢oziimleri smirhidir.

Ispat V =V (t,x(.)) Lyapunov fonksiyonelini

t o
V=[Dx|+4 | [l s)du|Fixs)ds (9.4)
t-z(t) t
olarak tanimlanmaktadir. Burada, D=diag[d,,...,d,] olmak iizere i=12,..,n icin d; >0
ve u>0, ueR ’dir.
Boylece V(t,x(.)) Lyapunov fonksiyonelinin, pozitif tanimli oldugu agiktir. Gergekten
V (t,0) =0,V (t,x(.) >||Dx|

sartlarinin sagladig1 goriilmektedir. Ayrica, verilen teoremin sartlarina bagli olarak

V (tx() =V (& y() <] DX - [Dy] |
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vl | Jlcw ulF )] -|F (s snios

t—z(t) t

<Zd X =il +k, [ JIcu9launlxs)]-lye)ds

t—z(t) t

<A ik, | lew.syaul)-ly)s

t—r(t) t

< B |Ix—y|+ ko Lz (t) max ||x(s)—y(s)|

t—r(t)<s<t

< (B, + poLe*) sup [x(s)-y(S)]

<K sup ||x(s)-y(s)|

t—r*<s<t
esitsizligi elde edilir. Burada, K = 3, + 1k L7*, f, =max{d,} ve * —( £l ”]+ 7(0) *dur.

Boylece, V(t,x(.)) Lyapunov fonksiyonelinin X’e gore lokal Lipschitz sartin1 sagladigini
sOyleyebiliriz.
=min{d.},i=12,...,n
ve
Z(t,x() = u j j IC(u,s)|dul|F (x(s))| ds
t—z(t) t

olsun. Teoremin sartlarina bagl olarak

BoIX|+Z(t x() SV (&, x() < By ||X]+ Z (¢, x())

Z(t,x() = u j T||C(u,s)||du||F(x(s))||dss ul j [x(s)|ds

t—z(t) t t—z(t)

< plz(t) max ||x(s)|

t—z(t)<s<t

<ur* L”X(s)“[t—r*,t] '

2,0-20 =4 | [lcuolulFee)ds—g | [lcus)du|Fxs))|ds

t-7() L, t-r(t)t

t—7(t) oo

=i j T||C(u,s)||du||F(x(s))||ds+y [ Jlc,s)dulFxs))|ds

t,—7(t) t, Loy
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tz—T(tz) 0 tz—T(tz) 00

ny j _[||C(u,s)||du||F(x(s))||ds—y j I||C(u,s)||du||F(x(s))||ds

t-r() 4 t—r(t) 4

th—7(ty))

< yf T||C(u,s)||du||F(x(s))||ds— # [ [llcw s)dulF(x(s))|ds

b t-r(t) 4

< #ﬁllC(U’ s)du|F (x(s))] ds < M/'—j”X(S)”dS <uyLM(t, —t,)

by 9

elde edilir. Burada

M = sup |[x(s)| ve O<t, <t, <o

t<ss<t,
dir.
Boylece, V(t,x(.)) Lyapunov fonksiyoneli ve (9.2) VIDD’nin ¢dziimleri boyunca t

bagimsiz degiskenine gore tiirevi alindiginda,

%V*(t, x(.)) = idix{(t) sgn x; (t +0) +/,z||F(x(t))||T||C(u,t)||du
- - @) [Fx(t - )] JJCust = (@) o

—u [ Cs)] [F(x(s)|ds (9.5)

t—z(t)

bulunur. (AL) ve (A2) sartlari kullanildiginda,

> d,sonx (t+0X® < X Tda O+ > dj[a,0)] x|

j=L j#i

B S| -+ | Sdlc, @) |F ]

=1l j= t—z(t) J=1

S_Zn:[dian(t)|xi| +_Zn: dj‘aji(t)‘ X1 +5, ||B|| ||X(t—r(t))||

j=1, j=#

4, [ lc@s)| [Fes)os

t—z(t)

<=5[x|+ B, 8] [x(t-z(®)]
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+8, | |cts)||F(x(s)ds (9.6)
t—z(t)

elde edilir. (9.5) ve (9.6) ifadeleri birlikte goz 6niine alindiginda kolaylikla,

d. . K
% t,x() <—[6 -y ! ICu,t)]dul|X]
- w7 () [F(x(t (&) T||C(u,t —z(t))[ du

HA,[B] Ixt=z®) - | [cs) [Fx(s)ls

t—z(t)

5 [ le@s) [Fixs)as

t—z(t)

< [N [low vl dullx|
= [,U(l—f'(t))TIIC(U.t — ()| du— By " |B|1||F (x(t —z(t)))|

_y j IC(t.s)| [Fx(s)|ds +5, j IC(Es)| [|F(x(s))|ds

t—z(t) t—z(t)

esitsizliginin saglandig goriilir. 4= S, olsun. Bu takdirde, bir dnceki esitsizlikten

d,,. f
GO —w!llC(u.t)lldU]IIXII

- [/l(l—f'(t))TllC(U,t —z(1))[[du— By |BJI|F (x(t — ()] (9.7)
t

esitsizligine varilir. Boylece (Al) ve (A2) sartlari ve (9.7) esitsizligi yardimiyla,

SV xO) <-nl]
sonucuna varilir. Bu son esitsizligin t;’dan t’ye integrallendiginde,

V,(t, X()) =V, (t, (L)) < _njux(s)llds, t>t,
fo

elde edilir. Bu esitsizlikten

7[[X()ds <V, (t, #(t,)) ~Va t, X()) <Vt 4(2,))

esitsizligine ulasilir. Buna bagli olarak,
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IX)lds <V, X() <7 Vit $8)
to

esitsizligi elde edilir.
™V, (t,, 4(t,)) = A, A >0, A R olsun.
Burada A €R, A, >0 ’dir. Bu takdirde, son esitsizlikten,

_T||x(s)||ds <A <®

oldugu goriiliir. Dolayisiyla, (9.2) VIDD’nin tiim ¢dziimlerinin
integrallenebilir oldugu sonucuna varilir.

Simdi ise (9.2) VIDD nin ¢6ziimlerinin sinirli oldugunu gosterelim.

Yukaridaki incelemeler sonucunda,

%wa, x(.)) <0

oldugu agiktir. Bu esitsizligin t,’dan t’ye integrali alindiginda
V,(t, x()) -V, (t, #(t,)) <0, Vt>t,
esitsizligi elde edilir.
O halde
B X <[ x| < V4t x() < Vi (L, é(t,))
esitsizligi yazilabilir.
BV, (t,,4(t,) =B, B, >0, B,eR
olsun. Buradan

o] <, ¥tz

[t,,0) araliginda

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik ise (9.2) VIDD’nin tiim ¢dziimlerinin smirli oldugu

sonucuna vazilir . Teorem 9.1’in ispati tamamlanmais olur.

Uyar1 9.1 (Al) ve (A2) sartlar1 saglandig1 takdirde, (9.2) VIDD nin sifir ¢6ziimii hem kararli

hem de diizgiin kararhdir.

(9.2) VIDD minde , Q(t,x) =0 olsun.

Ornek 9.1 Asagidaki lineer olmayan sistemi goz dniine alalim:
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(4)_(—3—6%(—20 —exp(-31) j[xi} gt 0 ) %(t-47
) L —ena)  3-6ep(-30)(x) L0 8 (k-4

. J‘- exp(=2t +5s) 0 47'sin x,(s) ds
Jilexp(-2t+s)sins  exp(-t+s+ 471 +2exp(=2t+5) )| 47 sinx,(s) )
3

1 1 X\ (x@® ) 254;
Burada, tZZ’ T(t)_Z’ 7'(t)=0, ve (ij—(xz(t)j—X(t)—Xem dir

Eger, (9.8) VIDD sistemi ile (9.2) VIDD sistemini karsilastirdigimizda

—3—-6exp(-2t)  —exp(-3t)
—exp(-3t)  —-3-6exp(-3t)

1
B 8 0 1
0 8!

(an(t) a, (t)}

AY :( an) ay()

exp(—2t+5s) 0
Q(t,s) = y o
exp(—2t+s)sins exp(-t+s+47)+2exp(—2t+5s)
ve
47'sin x,(s)
Fx)=| o
47"sin x,(S)
elde ederiz.
D= 10 I
=0 1 olsun.
Bu durumda,

d=d,=8=8=u=1

~ 47 sin x,(s) 1 1.
IF(x(s))| = (4‘lsin y (s)] =7 [sinx, (s)]+ 2 Isin X, ()|
<2 ix O+ = 1K) 7 =7

|[F(x(s))-F(y(s))| = (4_1[5"1 X (s)—sin y;(s)] }H

47[sinx,(s) —sin y,(s)]

1,. . 1. .
:Z|sm X, () —sin yl(s)|+z|sm X, (s)—sin y,(s)|

(9.8)
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COS(Xl(s)+yl(s)]sin(xl(s)—yl(s)j‘
2 2

Cos(x (8)+ yz(s)j (xz(s) ~Y,(5) )‘
2 2 2

< A% (S) = Y1 (S)] +[%, () = Y, (S)[]

)

=4 x(9) - YO ky ==

elde ederiz.

Boylece,

d.a, (t)+ Z d; |a; )|

j=1, j=i

=a,(t)+ Z la; ()| <—o

E

= a,(t)+a,(t) =—3—6exp(-2t) —exp(-3t) < -3=-5

ve
=a,,(t)+a,(t) =—-3—-6exp(-3t) —exp(-3t) <-3=—0
elde ederiz.
Simdi ise
1
Bll==
I8l =
olsun.
Bu durumda,
exp(—2t+s 0
ot ) -mx| Yoy ||/ 2720 .
Icj<2 exp(—2t+s)sins exp(-t+s+47)+2exp(—2t+5s)

= max{exp(—2t +s) +exp(—2t +s)[sin s|, exp(—t +s+47") +2exp(-2t+5)}
=exp(—t+s+47")+2exp(-2t +s), 0<4* +s<t,

[(u, s)|| =exp(—u+s+47")+2exp(-2u+s), 0< 4 +s<u,
I 1€2(u, s)||du = I exp(-u+s+4"1)du +ZI exp(—2u +s)du
t t t

=exp(-t+s+471)+exp(-2t+s)<2=L <o, 0<4'+s<t,

[Q(u,t)| =exp(-u+t+47")+2exp(-2u+t), 0< 47+t <u,
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I 1€2(u, 1) du = j exp(-u+t+4)du+ 2J'exp(—2u +1)du
t t t

=exp(4™) +exp(-t) <2< oo,

S— ny”Q(u, t)| du =3—-4"[exp(4™) +exp(-t)] >1=7,
|Qu, t—z(1))|| = HQ(u,t —%)H =exp(-u+t), 0<t<u,

e, — (o) = fexp(-u +du =150,

=1>0,

4 1

By (B =4|B|= 3= 7

u-r )|t du=1>2 = 4B

p—p,=1-1=0

s Ao

Boylece, Teorem 9.2’nin tiim sartlar1 saglanmis olur. Bu nedenle (9.8) VIDD sisteminin

ve

elde ederiz.

sifir ¢oziimii X(t) =0 igin diizglin asimptotik kararlidir ve sifirdan farkli ¢éziimleri sinirli ve

integrallenebilirdir.
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- = x1(1/4)=1
— == x1(1/4)=0.75
— x1(1/4)=-1

_15 | |
0 5 10

t(s)

15

Sekil 9.1 (9.8) VIDD sisteminin X (t) ¢oziimiiniin ydriingelerinin davramslari.

2 T T T T
== x2(1/4)=1
———= X2(1/4)=0.75
151 —_— x2(1/4)=-1

X2(t)

_15 | | | |
0 5 10 15 20

t(s)

25 30

Sekil 9.2 (9.8) VIDD sisteminin X,(t) ¢dziimiiniin ydriingelerinin davranislari.

Simdi ise (9.2) VIDD’ minde Q(t,X) =0 alalim.

B. Varsayimlar
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Asagidaki sartlarinin saglandigini kabul edelim.
(A3) Sirekli negatif olmayan bir q(t) fonksiyonu vardir 6yle ki

[la@ldt <o
b

olmak tizere
[QCt x®)] <|a®)[|x®]
esitsizligi saglanir.
Teorem 9.3 Eger (Al)—(A3) sartlari saglanir ise, bu takdirde (9.2) VIDD’ nin tiim ¢dziimleri

t > oo i¢in smirhdir.

Ispat V (t,x(.)) Lyapunov fonksiyoneli, (9.2) VIDD ve (Al)—(A3) sartlar1 yardimiyla,

%v*(t, X(-)) < =[]+ Qe X))

< =77{x]+lac®)[x|
<A la@V . x)

esitsizlikleri elde edilir. Son esitsizlik t,’dan t’ye integrallendiginde,
V(6 X() <V (t, 4(t,) exp(B. [a(s))ds
ty

esitsizligi bulunur. Burada,

o0

V (b, #(t)) exp(B; [ a(s))ds =K, >0, K, e R

t
alalim.
Boylece t — oo i¢in asagidaki esitsizlige ulasilir:

[x®] < 87K,
Boylece, Teorem 9.3’ iin ispati tamamlanmais olur.
Uyar1 9.2 Teorem 9.2 nin ispatinda Gronwall esitsizligi kullanilmadan t — oo iken ¢6ziimlerin
siirliligr elde edilmektedir. Gronwall esitsizliginin kullanilmamasi bir anlamda literatiirdeki
ilgili ¢aligmalardaki sartlarin hafifletilmesi avantajini saglar. Ayrica, ilgili ¢aligmalardaki
Gronwall esitsizliginin gerekmedigi sonucuna varilir.

Ornek 9.2 Q(t, x) #0 icin lineer olmayan VIDD sistemini géz oniine alalim:
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(xl’ ) ~ (—3— 6exp(—2t)  —exp(-3t) j(Xl j .\ 8t 0\ x(t-4"

) | —exp(-3)  -3-6exp(-3) \x,) (0 8" )\x(t-4"
L exp(=2t+s) 0 47'sin x,(s) d

+tI1 (exp(—Zt +s)sins  exp(—t+s+4")+2exp(—2t + s)) 47'sin x,(s)

2t

1+t +x;

N X
2tX,

1+t + x5

(9.9)

X, (1)
X (t)

(9.9) VIDD sistemi ile (9.2) VIDD sistemini karsilastirdigimizda Ornek 9.1°deki A(t),

Burada, tz%, r(t):%, 7'(t)=0, ve [f]:[ )=X(’[)=XG§RZ dir.

2

B, Q(t,s) F(x(s)) veD fonksiyonlari1 elde ederiz. Burada Teorem 9.2 sartlarinin

saglanmas1 gerekmez.

Bu durumda,

2tx,
1+t +x

2tx,
1+t*+ X%

Qt,x) =

elde ederiz.

X

X,

Burada, t >0 ve x:[ JeiRz > dir.

Ayrica

2tx,
T+th x| 2ty . 2t|x,|
2tx, 1+t*+x 1+t*+ x5
1+t + x5

[Qct x| =

_ 2% . 2t|x,| 2t

>~ - = t '
T T2+l =lal

dir.
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Burada,

2t
] =7 ve [x| Pl =[]

dir.

|p(t)| fonksiyonunun [0,00) araliginda integralini aldigimizda,

T ° T2t T
E[I q(t)|dt —!Iq(t)ldt —!mdt 2 <0

elde ederiz. Boylece, Teorem 9.3’{in tiim sartlar1 saglanmis olur. Bu durumda t — 0 igin (9.9)
VIDD sisteminin ¢oziimleri simirlidur.

2 T T
- = x1(1/4)=1
n — === x1(1/4)=0.75
1.5 x1(1/4)=-1
|
‘ _
b
U 4
J
15 : -
0 5 10 15
t(s)

Sekil 9.3 (9.9) VIDD sisteminin X, (t) ¢dziimiiniin ydriingelerinin davranislari.
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- = x2(1/4)=1
—==—= x2(1/4)=0.75
x2(1/4)=-1

X2(t)

-1.5 : !
0 5 10 15

t(s)

Sekil 9.4 (9.9) VIDD sisteminin X, (t) ¢dziimiiniin ydriingelerinin davranislari.

Sonug

Bu béliimde, Du (1995) tarafindan incelenen lineer VIDD sistemi ve bu sistemin bazi
niteliksel davranislar i¢in yeter sartlar iceren sonuglar gz oniinde bulundurularak, ilgili lineer
VIDD sistemi yerine lineer olmayan degisken gecikmeli bir VIDD sistemi ele alindi. Bu
sistemin sifir ¢oziimiinlin kararlilik, asimptotik kararlik ve c¢oziimlerinin ise smirlilig
incelenmistir. Elde edilen sonuglarin uygulanabilirligini gosteren agiklayict bir ornekler
verilmistir. MATLAB-Simulink yardimi ile verilen 6rneklerin ¢oziimlerin ydriingelerinin

hareketleri gosterilmistir.



10. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde farkli formda Volterra integro-diferansiyel denklemler ele alindi. Ele alinan
denklem modellerinin bir kismi skaler formda, bir kismi vektér formunda ve bir kismi ise sistem
formunda skaler olarak ifade edilmektedir. Ayrica, bu denklemler, yerine gore, sabit gecikmeli,
degisken gecikmeli, sonsuz gecikmeli ve gecikmesiz olarak verilmektedir. Burada ¢alisilan
denklemler, literatiirde ¢alisilmis bulunan denklemlerden farkli forma sahiptir.

Bu tezde Du (1995), Raffoul ve Rai (2016), Seifert (1973), Wang (1998), Wang ve ark.
(1992) ve Xu (1998) c¢alismalar1 ve bu tezin literatiiriindeki kaynaklardan esinlenerek ele
alman denklemlerin, ¢oziimlerinin karalilik, siirlilik, integrallenebilirlik vb. davraniglari
incelendi. Tezdeki yeni sonuglart ispatlamak i¢in Lyapunov’un ikinci (dogrudan) metodu ve
Lyapunov- Razumikhin metodu olmak iizere iki farkli yontem kullanildi. Bu yontemlerin temel
ve ortak Ozelligi, incelenen denklemlerin ¢oziimlerinin yapilar1 hakkinda onceden bir bilgi
sahibi olmaksizin, bu yontemlerin kullanimi ile ¢dziimlerin davranislarini belirleyebilmektir.
Bu yontemlerden birincisi kullanilirken,  yeni Lyapunov-Krasovskii fonksiyonelleri
tanimlanarak ispatlar yapildi. Tezin diger boliimlerinde ise Lyapunov- Razumikhin metodu
(yontemi) kullanildi. Literatiirde yapilan goézlemlere gore, bu metodun ilk defa tamsayi
mertebeli sabit gecikmeli bir integro diferansiyel denklemin ¢dziimlerinin niteliksel
davraniglarini incelmede kullanildigr goriilmektedir. Ayrica, bu yontemin sonuglara ulagsmada
son derece etkin oldugu goriilmektedir. Burada, ¢oziimlerin sinirlilik ve integrallenebilirligi ile
ilgili sonuglarda, Gronwall esitsizligi kullanilmadi. Bu olumlu durum, ispatlarda kullanilan
Lyapunov-Krasovskii fonksiyonellerinin yapisindan kaynaklanmaktadir. Bu esitsizligin
kullanilmamasi sonuglarda daha hafifletici sartlarin gelmesine yol acabilmektedir. Bir denklem
sistemi harig, ele alinan tiim denklemlere ait niteliksel sonuglar1 6zelde dogrulayict ve bu
sonuglarin uygulanabilirligini gosteren ornekler verilip, ¢oziimlerin davraniglarini belirleyen
grafikler verildi.

Sonug olarak, bu tezde ele alinan denklem modelleri ve onlarin ¢éziimlerinin niteliksel
davranislar fizik, miihendislik, vb. bir ¢ok alanda uygulamalara sahiptir. Bu nedenle, bu tezde
ele alian problemlerin ilgili literatiire katkilarinin olabilecegi diisiiniilmektedir. Ayrica yeni
problemler olarak, c¢alisilan denklemlerin kesir basamakli matematiksel modellerinin
¢oziimlerinin s6z konusu olan ve farkli niteliksel davraniglar1 ¢alisilabilir. Yontem olarak ise,
sabit nokta metodu, lineer modeller i¢in Laplace donilisiimii, perturbe yontemler, doniisiim ve

esitsizlik teknikleri, niimerik yaklagimlar, vb. diisiiniilebilir.
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