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SIMGELER ve KISALTMALAR

Semboller

i

u(x),u(t)

P, (x)

y(x), y(©)

g(x) fonksiyonun X, diigiimiindeki degeri
Sebeke adimi

Sebeke nokta indisleri

Adjoint operator

Siirekli problemin ¢oziimii

N. dereceden polinom

Y akinsama katsayis1

Iterasyon adimi

Diiglim noktalar1

Fark probleminin ¢6ziimii

Vil



1. GIRIS

Bir¢ok fiziksel ve mekanik siireglerin adi diferansiyel denklemlerle ifade edildigi iyi
bilinmektedir. Bir diferansiyel denklemin bazi kosullara bagl ¢6zliimii s6z konusu ise

bu tiir problemlere sinir deger problemi ya da baslangi¢ deger problemi denir.

Sinir deger problemleri, akigskanlar mekaniginde sinir tabaka teorisi, teorik fizik,
mihendislik, kontrol ve optimizasyon teorisi gibi uygulamali matematigin farkl
alanlarinda yaygin olarak kullanilmalidir. (Keller, 1976; Sewell, 2005; Faires and
Burden, 2002). Sinir deger probleminin analitik ¢6ziimii her zaman miimkiin
olmadigindan, problemi ¢oziimii i¢in kullanigh ve yakinsak sayisal yontemler biiyiik
onem tasir. Cesitli niimerik teknikler arasinda, 6zellikle akiskanlar dinamiginde sinir
deger problemlerini ¢6zmek icin atesleme yontemi yaygin olarak kullanilmaktadir
(Amirali ve Amirali, 2018; Palekar, 2007; Jones, 1993; Wang, 2013). Lineer atesleme
yonteminde smir deger problemi, baslangi¢ deger problemlerine doniistiiriilir. Daha
sonra, bu baglangi¢c deger problemlerine uygun kararli ve yakinsaklik 6zelliklerine sahip

sayisal yontemler uygulanir.

Cok sayida arastirmaci, lineer olmayan smir deger problemlerini ¢éziimil igin de
atesleme yontemini genis Olciide aragtirmistir. Jones, (1933)’de dordiincii mertebeden
sinir deger problemlerinin 6zdegerlerini elde etmek i¢in atesleme yontemini arastirdi.
Palekar, (2007) iki noktali sinir deger probleminin niimerik ¢liziimii i¢in atesleme
metodunu kullandi. Wang vd. (2013)’te ikinci mertebeden ¢ok noktali integral sinir

deger problemine atesleme metodunu uyguladi.

Lineer olmayan sinir deger problemi i¢in atesleme yontemi, lineer atesleme metoduna
benzer olmakla birlikte buradaki ¢oziim lineer baglangic deger problemlerinin
kombinasyonu seklinde ifade edilememektedir. Bu nedenle, sayisal yontemin yan1 sira
cesitli iterasyon yontemlerini (Newton-Raphson, Kirigler vb.) kullanma zorunlulugu
ortaya c¢ikmaktadir. Ayrica baslangic yakinsamanin iyi bir se¢imi biiyilk Onem

tasimaktadir.

Son yillarda, sonlu fark sinir deger problemleri i¢in lineer atesleme metoduna benzer

faktorizasyon yontemleri kullanilmistir. Bu ¢alismalarda ikinci mertebeden sonlu fark



simir deger problemi, birinci mertebeden sonlu fark denklemleri icin baslangic deger
problemlerine doniistiiriilmektedir. Farkli siir kosullarina sahip bu tiirden ¢aligmalar
(Samarskii, 2001; Amiraliyev ve Cakir, 2002; Cakir ve Amiraliyev, 2010; Cakir ve
Amiraliyev, 2007)tarafindan yapilmistir.

Bu calisma 4 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde giris ve kaynak Ozetleri
verilmistir. Ikinci boliimde tezde kullanilan genel bilgiler ve temel kavramlar yer
almaktadir. Calismanin {i¢ilincii boliimiinde ikinci mertebeden ve birinci, ikinci, ti¢ilincii
tip sinir sartlar1 igeren diferansiyel sinir deger problemi igin lineer atesleme metodu ele
alinmistir. Bu bolimde ayrica ikinci mertebeden sonlu fark sinir deger problemi i¢in
faktorizasyon metodu incelenmis ve kararlilik ozellikleri tespit edilmistir ve lineer
olmayan problemler i¢in atesleme metodu ve baslangi¢ yakinsamanin iyilestirilmesi i¢in
iteratif algoritmalar verilmis olup ayrica baslangic deger problemlerini ¢6zmek igin
iteratif formiiller ele alinmistir. BOlim sonunda ise test problemleri {izerinde
destekleyici niimerik sonuglar verilmistir. Dordiincii boliim ise verilen problemlere ait

sonug ve Oneriler yer almaktadir.



2. TEMEL BIiLGILER

2.1. Adi Diferansiyel Denklem I¢in Sinir Deger Problemi

Bir¢ok fiziksel ve mekanik siireglerin adi diferansiyel denklemlerle ifade edildigi iyi

bilinmektedir. Cok sik karsilasilan sinir-deger problemleri asagidaki sekilde yazilabilir.
u' =f(x,uu'), 0<x<1 (2.1)
a;u'(0) + B1u(0) = uy, au’' (1) + Bru(1) = p, (2.2)

Burada a;,B; p; (i = 1,2) ler a? + BZ # 0(i = 1,2)olacak sekilde verilmis sayilar, f ise
belirli bir fonksiyondur. a; = 0(i = 1,2) hali birinci tip siur sartlar1 §; = 0(i = 1,2)
ikinci tip sinir sartlari; a; # 0, 8; # 0(i = 1,2) hali ise ti¢iincti tip sinir sartlar1 adini

alir.(Amirali vd., 2018)
2.2. Dordiincii Dereceden Runge-Kutta Formiilii

Asagidaki baslangic-deger problemini verilsin:

u' = f(x,u), 0<x<1 (2.3)
u(0) =a (2.9)
Burada f(x,u),{0<x <1, — oo < u < oo} bolgesinde tanimli siirekli reel bir
fonksiyon, a ise reel bir sayidir. [0,1] araliginda {x; =ih,i =0,1,2........,N;h =

1/N} diizgiin sebekesini kuralim. Uygulamalarda sik¢a kullanilan dordiincii dereceden

Runge-Kutta formiilii asagidaki sekildedir.

Yo=2a (2.5)
h h
Ki=f(xuy), K, =f (xi toyit ;K1) (2.6)
h h
Ky =f(xi+59+2K;), Ko=f(x+hy +hK;) (27)
Virr =Yi+ 2Ky + 2K, + 2K + K,),  i=01,.N—1. (2.8)

(Amirali vd., 2018)



2.3. Newton-Raphson ve Kirisler Yontemleri

Newton-Raphson metodunun tegetler metodu olarak da bilindigini belirtelim.f (x) = 0
denklemi basit reel x, kokiine sahip, yani f(x,) = 0 ve f'(x,) # 0 olsun. Ayrica f(x)
fonksiyonunun, x, kokiiniin belli bir js(x,) komsulugunda ikinci mertebeye kadar
stirekli tiirevlere sahip oldugunu kabul edelim. f(x) = 0 denklemine uygun Newton-
Raphson yaklagimlari asagidaki gibidir:

_ f(xn_1)
f(xn_1) ’

Xp = Xp—1 =12,.. (2.9)

X, baslangi¢ yaklagiminin J;(x.)’e ait olmasi gerekir. (2.9) siirecine sabit nokta

iterasyon siirecinin 6zel bir hali gibi bakilabilir. Fakat ileride goriilecegi gibi, genel

durumdan farkli olarak, (2.9) iterasyon siireci daha yiiksek yakinsama hizina sahiptir.

y=f(xy

Sekil 2.1. Newton-Raphson metodunun geometrik yorumu
Matematiksel olarak Newton-Raphson metodundaki x,, yaklagimi
f(x) = PL(x) = f(xp-1) + (X = Xp-1)f (Xy-1) = 0

lineer denkleminin kokii gibi anlasilabilir. Geometrik olarak ise, x, yaklasimi,
(Xn_l,f(Xn_l)) noktasindan f(x)’in grafigine c¢izilen tegetin x ekseni ile kesisme

noktasinin apsisidir.

Newton-Raphson metodunun hata degerlendirilmesi asagidaki gibidir:



|Xps1 — Xo| < Mo 1%, — %% < @27 L%, — X, (2.10)
2m1
Burada
q="2tlay, (2.11)
0<my = min|f'(x)]|, M; =max|f"(X)|, xo€js(x.).
js(xs) jo(x:)

x, kokii civarinda f(x) fonksiyonunun birinci ve ikinci tiirevlerinin isaret degistirmedigi
durumlarda Newton-Raphson yaklagimlart monotonluk &zelligine sahip olup, baslangic
yakinsamanin se¢imi de kolaylasmaktadir. Daha somut olarak, asagidaki o6zellik

dogrudur:

Teorem 2.1. [ab] araliginda f(x) =0 denklemi bir tek x. kokiine sahip ve

f(x) eC?[a,b] olsun.
Eger

£(x)>0, f"(x)>0, xe[a,b] (2.12)
veya

f(x)<0, £(x) <0, xe[a,b] (2.13)

ise, bu durumda x,=b igin (2.9) siirecinin belirdigi {x,} yaklasgimlari monoton
azalandir ve X.’a yakinsar.
Eger

f'(x)>0, f"(x) <0, xe[a,b] (2.14)

veya
f'(x)<0, f"(x)>0, xe[a,b] (2.15)

ise, bu durumda x, =a igin (2.9) siirecinin belirdigi {x,} yaklasimlari monoton artandir

Ve X ’a yakinsar.



Kirigler Metodu, eger (2.9) siirecinde f(X) ’in X, , noktasindaki tiirev degerini geri fark
tiireviyle (boliinmiis farkla) degistirirsek,

f (Xn—l) —f (Xn—2)

f'(X,.1) =
Xoa — X2

kirisler metodu denilen asagidaki iterasyon siirecini elde ederiz:

Xnq — Xp_ X0 (X)) = X4 F(X,_
Xn:Xn—l_f(anl) n-1 n-2 — *n=2 (nl) n-1 (nz)

_ , n=23.. (2.16)
f (Xn—l) - f (Xn—z) f (Xn—l) - f (n—Z)

Bu metot Newton-Raphson metodundan farkli olarak iki adimlidir: X, ’in hesaplanmasi
icin X,; Ve X,, degerlerinin bilinmesi gerekir, dolayisiyla siirecin islemesi i¢in
X, veX; baslangic degerleri bilinmelidir. X, yaklasimi aynen Newton-Raphson
metodunda oldugu gibi, 6rnegin, f(x,)f"(X,) >0 olacak sekilde segilebilir. X, yaklagimi

ise x; € J5(X) ve f(x,)f(x)<0 olacak sekilde se¢ilmelidir.

Matematiksel olarak yorumlayacak olursak, (2.16) siireci x, yaklagimi (X, , f(X,4)) ve
(Xp_2» T(X,_)) noktalarma gore kurulan lineer interpolasyon polinomunun kokiidiir.
Geometrik agidan yorumlarsak, X, yaklasimi (X4, f(X,4)) ve (X, f(X,_2))

noktalarindan gecen dogru ile x ekseninin kesisme noktasinin apsisidir.

Kirigler metodunun hatasi i¢in asagidaki degerlendirme dogru olacaktir:

X1 = X =O(|(xn —x*)(xn,l—x*)).

n+

Dolayistyla, kirisler metodunun hata hizinin Newton-Raphson metodunun hata hizina
yakin, fakat biraz daha diisiik oldugu sdylenebilir ki, bu da genelde Orneklerle tespit
edilmektedir. (Amirali vd., 2018)



F=Jx

Sekil 2.2. Kirisler metodunun geometrik yorumu

Problem 2.2. f(x)=x-e* =0 denkleminin [0,1] aralifindaki kokiiniin bulunmas: igin

Newton-Raphson ve kirigler metotlarinin uygulama sonuclari agagida verilmistir:

Uygun Newton-Raphson iterasyon siireci su sekildedir:

Xna — g

— , n=12,....
1+e ™t

Xy = Xq—

Elde edilen sonuglar asagidaki tabloda gosterilmistir.

Tablo 2.1. 2.Adima kadar olusan sonuglar

n X, f(xp)

0 0,550000 -0,026950
1 0,567090 -0,000084
2 0,567143 4.55%10"

Tablodan,
|XZ - X1| = 5,3 X 10_5
oldugu goriilmektedir.

Simdi ise uygun Kirisler metodunu ele alirsak bu durumda



(Xn-1—Xn-2)(Xp-1 —€71) . n=23,...

Xy = Xpq —
N e x, e
n-1 n-2

xO = 0,55, xl = 0,575

siirecine uygun tigiincii adima kadar olusan sonuglar su sekildedir.

Tablo 2.2. 3.Adima kadar olusan sonuglar

n X, f(x,)

0 0,55 -0,026950
1 0,575 0,012295

2 0,567168 0,000038

3 0,567143 5,28x10°8

Tablolardan goriildiigii tizere Newton-Raphson metodu Kirisler metoduna gore az

miktarda iyilesme géstermektedir bu da teorik bilgilerle uyumludur. (Amirali vd., 2018)



3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1.ikinci Mertebeden Lineer Denklemler i¢in Atesleme Metodu

Siir-deger problemlerinin ¢éziimii i¢in uygulanan cgesitli yontemler bulunmaktadir.
Bunlara sonlu farklar, sonlu elemanlar, collocation vb. metotlar1 6rnektir. Ele aldigimiz

atesleme metodu ise farkli bir alternatif olusturmaktadir.

3.1.1. Lineer Atesleme Metodu

Bu durumda simir-deger probleminin ¢éziimii iki ardisik baslangic deger probleminin

¢oziimiine gelmektedir. Once
Lu:=u +a()u’ +b(x)u=f(x), 0<x<1, (3.1)

u(0) = pyu(l) = py (3.2)

problemini ele alalim.(3.1)-(3.2) probleminin ¢6ziimiiniin varligin1 kabul ederek, bu

¢Oziimiin nasil bulunabilecegini inceleyelim.

u'(0) bilinmeyenine A diyelim: u'(0) = A. v(x) ve w(x) swrasiyla asagidaki

problemlerin ¢éziimleri olsun:

Lv=f(x),0<x<1 (3.3)
2(0) = uyv'(0) = 0,

Iw=00<x<1, (3.4)
w(0) =0,w'(0) = 1.

Bu durumda
u(x) = v(x) + Aw(x) (3.5)

fonksiyonun, (3.1) denklemini ve (3.2;)sinir kosulunu sagladigi agiktir. (3.2, )sartindan

yararlanilirsa



A — #Z_U(Z) (36)

w(l)

bulunur. (3)-(6) algoritmasina (1)-(2) probleminin ¢oziimiine yonelik atesleme metodu

denir. Ayrica, (1)-(2) problemi tek ¢6ziime sahip oldugu i¢in w(1) # 0 olacaktir.
Daha genel
aiu'(0) + f1u(0) = py, azu’(1) + fou(l) = p, (3.7)

sinir kosullart s6z konusu olursa, (3.1) ve (3.7) problemi igin atesleme siireci

yukaridakine benzer olarak
ulx) =vx) + Aw(x)
Lv=f(x),0<x<1
v(0) = vy, v'(0) = v}
Lw=0,0<x<1
w(0) = wo,w'(0) = wp

ty — [axv' (1) + Bv(D)]

A=
wa,w'(1) + Bow(l)
seklinde yazilabilir.
Burada
ai,a; # 0ise , —By + artuy, a # 0ise
Vo = -1 . UO = .
Bi 1y a4 #0 ise 0 ,a; # 0 ise
Wo = —ay, wo = By

10



Problem 3.1. Atesleme metodunu
u—u=x-2 0<x<Llu()=2ul)=1
probleminin ¢éziimiine uygulayalim. Coziim algoritmasini yazalim:
v —v=x-2, v(0) =2,v'(0) =0, (3.8)
w —w=0, w(0)=2w(0)=1, (3.9)
A=1-v(1)/w(l)
u(x) =v(x) + Aw(x)

(3.8) ve (3.9) problemlerinin ¢dziimlerinin bulunmasi i¢in h = 0.1 i¢in klasik Runge-
Kutta metodu uygulanmistir. Hesaplanan degerler A = —1 oldugunu gostermektedir.

Bulunan sonuglarin bazilar1 asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 3.1.Bulunan sonuglar

X; 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
v; 2,00133583  2,01075198  2,03665301  2,0881051 2,1751999
w; 0,20133583  0,41075194  0,63665301  0,8881051 1,1751999

u(x;) 1,80000000  1,60000000  1,40000000  1,20000000  1,0000000

Problem 3.2.

U+ x+Du' —2u=10—-xHDe™ (0<x<1) u@=-1: ul)=0

siir deger problemini atesleme metoduyla ¢oziiniiz.

Coziim. Atesleme metodu yuvarlatma hatalarina karsi duyarli oldugundan 4.mertebe

Runge-Kutta yonteminin kullanilmast uygundur. Uygun v ve w fonksiyon degerleri ve

-1,5091
0,7546

kesin ¢oziim degerleri Tablo 3.2. de verilmistir. yu, = 0 oldugunda A = —

"dir. Problemin kesin ¢oziimii ise u = (x — 1)e ™ “dir.

11



Tablo 3.2. v ve w fonksiyon degerleri ve kesin ¢6ziim degerleri

X v w u
0,0 -1,0000 0,0000 -1,0000
0,1 -1,0050 0,0953 -0,8144
0,2 -1,0201 0,1825 -0,6550
0,3 -1,0452 0,2633 -0,5156
04 -1,0806 0,3392 -0,4022
0,5 -1,1263 0,4115 -0,3033
0,6 -1,1824 0,4814 -0,2195
0,7 -1,2488 0,5499 -0,1490
0,8 -1,3254 0,6178 -0,0899
0,9 -1,4123 0,6858 -0,0407
1,0 -1,5091 0,7545 0,0000

Problem 3.3. Kesin ¢6ziimii u(x) = sin(x) olan
u' = 400u — 401 sin(x),
u(0) = 0, (3.10)
u(l) =sinl,

problemine atesleme metodu uygulanmistir. Probleme uygun birinci mertebeden sistem

icin baslangi¢ deger problemi asagidaki sekilde olacaktir.
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u' =v, u(0) =0,
v’ =400u — 401 sin(x) v(0) =p8. (3.11)

(3.11) problemi g, =3 ve B, =2 Dbaslangic degerleri kullanilarak iki defa
¢ozilmistir. Daha sonra sekant formiilii 4 ondalik basamaga kadar dogru 5 = 1.0
dogru degerler vermistir. (u(x) = sin(x), u'(0) = 1 oldugundan dolay1) (3.11)
problemi tam olarak 1’ e esit f degeriyle ¢oziildiigli zaman, baslangi¢ deger ¢oziicii,
IVPRK i¢in hata toleransi kiigiik ayarlanmis olsa bile (1,sin(1)) hedef noktayr 100
faktor ile kagirdi. Aksi yonde bir ateslemenin, f degerinin u(1) = sin(1),u'(1) =
baslangic degerleri i¢in diferansiyel denklemin ¢6ziimiiniin u(0) = 0 olacak sekilde

secilmesiyle de ayni derecede basarisiz oldugu goriildii.

Problemi anlamak i¢in (3.11)’in analitik ¢oziimiiniin

(,8 _ 1)[82036 i e—ZOx]
40

ug(x) = + sin(x)

oldugunu belirtelim, dyle ki,

(ﬁ_l)[eZOx_e—zo]
40

R(B) = up(1) —sin(1) = =12x107(8—1).

R(B) fonksiyonun S =1 kokii yakininda dik oldugunu sdylemek yetersiz olur.
PBagisindaki ¢ok kiiglik bir yanliglik ug (1)’in hedefi biiyiik bir farkla kagirmasina neden
olur. B tam olarak 1’e ayarlanmis olsa bile, baslangi¢ deger ¢oziicii tarafindan verilen
kiiclik ve kagmilmaz hatalar x = 1°de biiylik oranda biiyiitiiliir. Bu nedenle atesleme
metodu fB’nin dogru bir sekilde belirlenmesine izin vermesine ragmen, bu parametre 0
ile 1 arasindaki ¢oziimiin seklini ongérmede sayisal olarak ise yaramaz. Bu tiir bir
zorluk hi¢ de nadir degildir ve neden “basit” atesleme metotlarinin genel deger
problemleri i¢in dnerilmedigini gdstermektedir. Burada ki zorluk acikca e2%* teriminin
homojen ¢dziimiindeki varligidir. (Tersine atesleme e ~2%* terimi ile bir soruna sahiptir).
Ancak bu terimler, (3.10)’1 ¢c6zmek i¢in sonlu farklar yontemi kullanildiginda herhangi

bir zorluk yaratmamuistir.
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3.1.2. ikinci Mertebeden Fark Denklemi i¢in Faktorizasyon Metodu

Bu metot ikinci mertebeden fark deger probleminin ¢ézliimiiniin ii¢ tane birinci

mertebeden fark baglangic-deger problemine indirgeme yoluyla elde edilmesi

yontemidir.

Genelde ii¢ kdsegenli matrise sahip Ay = f lineer denklemler sisteminin ¢oziimii i¢in
genis bicimde uygulanan bir algoritmadir, dyle ki buradaki A= (a;)matrisinde esas

kosegen ve ona komsu iki kosegen  haric biitiin  elemanlar sifirdir

(@; =0 j>i+1ve j<i-1igin). Boyle sistemler bizim daha dnce karsilagtigimiz
AYia—CiYi +BiYiy =-F,1=12..N-1 (3.12)
Yo =Kiyr + 4, Yy =KoYna + 4, (3.13)

seklinde yazilabilirler. Incelemis oldugumuz ii¢c noktal: fark siir-deger problemlerinin
¢ogunlugu bu smifa girer. Kk, =k, =0hali birinci tip diferansiyel sinir sartinin

karsihigidir. (3.12)-(3.13) sistemine uygun kare matris

seklindedir ve boyutu N +1 ’dir. Birinci tip siir sartlari durumunda ((3.5)-(3.6)

sistemi) boyut N —1 olacaktir.

Simdi de faktorizasyon metoduna uygun islem formiillerinin bulunmasina gegelim.
(3.12)-(3.13)’in ¢oziimiinii

Yi =i Yisa + fiyg, 1=0L..N -1 (3.14)

seklinde arayalim, buradaki ¢;, B, ’ler simdilik belirsiz katsayilardir. O halde
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Yia =Y, + B =i (@i Yi + Bia) + Bi =0, Yig + (2 By + ), 1212, N =1 olur. Bu

denklemde yerine yazilirsa
[2i1(Ac; —C)+ B, i + fia(A; —=C)+ A +F, =0, i=12,..,N -1 elde edilir.
Buradan

(Ao, —C)+B, =0, B (Ac; -C))+AB +F =0

veya

Bi _ A|ﬂ| +Fi . 3
Can ﬂ”l_Ci—aiAi’ i=12,..N-1 (3.15)

i =

bulunur. ¢;,f;’lerin (3.15) formiilleri ile hesaplanabilmesi i¢in ¢, baslangig

degerlerinin bilinmesi gerekir. (3.111)’in (3.12)’nini =0 durumuna denkliginden
a =k, p=m (3.16)

oldugu tespit edilir. (3.13)-(3.14) siirecine ileri (diiz) kovma denir. «;, f; kovma
katsayilar1 bulunduktan sonra (3.12) formiiliinden Y, 'nin bulunmasi islemine ge¢ilir. Bu

isleme baglamak i¢in Yy ’nin bilinmesi gerekir ve bu deger
Yn =Ko¥na+ i Yna =anYn + By

bagintilarindan bulunur ve bdylece ters kovma siireci

_ kBt

- 1-k,o, (3.17)
yj :aj+1yj+l+ﬂj+l7 J =N _1’ N _2""’0

Yn

seklinde olur. (3.15)-(3.17) algoritmalarina, (3.12)-(3.13) sistemine uygun kovma

metodu denir.

Not3.4. Goriildiigii gibi faktorizasyon (kovma) metodu, (3.13) ve (3.15) formiillerinde

paydalar sifirdan farkli oldugu zaman uygulanabilir:
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Ci—oA#0,i=12..N-1,
1-kyay #0.
Bunlarin saglanmasi i¢in yeterli sartlarin
A #0, B, =0, [C|>|A]+]B,| ,i=12..,N-1,

ki <1, [|kp|<1

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

oldugunu gosterelim. Once (3.20), (3.21) kosullart dahilinde|e;|<1(i=12,...N -1)

oldugunu gosterelim. Timevarim yoOnteminden yararlanirsak, i=1

icin (3.16),

(3.21)°den || =|k|<1 olur. |o;|<loldugunu kabul edelim ve bu durumda |o;,|<1

oldugunu gosterelim.
Ci —ai A= [Ci[ o A 2[Ci| | A = [Bi]

ve (38)’e gore |C; —o; A| >0, yani (3.18) saglanir. Ayrica, (3.22)’e gore

=<1
" |Ci_aiAi|

oldugunu gbriiriiz. Bdylece || <1 i=12,..,N oldugunu gostermis olduk.

Daha sonra (3.212)’den ve |ay|<1 olmasindan yararlanirsak
[L—kaon | =1=|Ko|ay | =1-|k,| >0,

olur, bagka bir ifadeyle, (3.19) sart1 da saglanir.

(3.21) sartinin daha genel
ko<1, s=12 [k|+[k,|<2

veya
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k<1 s=12 3, |C;|>|A|+[By]
sartiyla degistirilebilecegini belirtelim.

Ayrica |o;|<1 kosulu kovma siirecinin kararhligni temin etmektedir. Bu da islem

stirecinde yapilan yuvarlama hatalarinin kesinlik kaybina veya tasmaya ugramayacagi

anlamina gelir. Gergekten de, Y; ,, "in belli bir & ,; hatasiyla hesaplanmis olsun:

Yipr = Yigus T Oipuas
o halde, bir sonraki adim igin

Yi, = %igaYig1 + it (3.23)
yerine

Yiy = Aigsa (Vi1 + 1) + By (3.24)
hesaplanacaktir. (3.23) ve (3.24)’den

Si, =VYi, — Vi, = % :10i 1
ve
o

<16

io | = |Fig+1 |5i0+l ig+1

elde edilir, yani hata artmaz.

Ornek 3.5.
—Uu"+2u=x%, 0<x<?2

u(0)=0, u(2)=1

siir-deger problemi igin sonlu fark semasimi yazimiz.(h=0,5) ve faktorizasyon

algoritmasin1 kullanarak bu fark probleminin ¢éziimiinii bulunuz.

Coziim. Uygun fark semasi1 asagidaki sekilde olacaktir:
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_Yitr = 2Yi + Vi
(0,5)2

+2y;=x, =123

Yo=0 y,=1

burada x; = 0,5i,i = 0,1,2,3,4. Semay1 asagidaki sekilde diizenleyelim:
-AY,+Cy,-By.,,=F,1=123,

burada

A =B, =4, C, =10, F, =x.

Simdi bu katsayilara gore (3.18)-(3.20) formiillerini kullanmaya baglayalim:

a;=0,B=4=0

L S N
= a4, 10

I = 0,47619
= —aA, 10—4(04)

__ MV i — 0,49412
T —aA; 10— 4(0,47619)
ve

ABL+F 05

= LT 0,05

B2 C,—a;4; 10
ABy +F,  4(0,5) + 1
ﬁg_ Zﬂz 2_ ( ) =O,14286

CC,—a,A, 10-—4(04)

_ A3z +F;  4(0,14286) + 1,5
* T C;—azA; 10 — 4(0,47619)

= 0,25588.

Boylece, fark semasinin ¢ozliimii i¢in asagidaki degerleri bulunur.
ya=1

VY3 = a4ys + B4 = 0,49412 + 0,25588 = 0,75000

Yy, = azys + f3 = 0,47619 x 0,75 + 0,14286 = 0,50000

Y1 =ayy, + B, =0,4x%x0,54 0,05 =0,25000.
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3.2.Lineer Olmayan Denklemler i¢in Atesleme Metodu

3.2.1. Giris

Lineer olmayan ateslemede baslangi¢ deger problemine indirgeme siirecinde, ayrica tek

adiml fark yontemleri ve iterasyon yontemleri kullanilmaktadir.

Bu kisimda
u = flx,uu'), 0<x<1, (3.25)
u(0) = pg,u(l) = py, (3.26)

problemini ele alalim. f(x,u, u")fonksiyonu (3.25)-(3.26) probleminin bir tek

¢Oziimiinii varligin1 saglayacak sekilde bir fonksiyondur.

Bilinmeyen u’ degerini A ile gosterelim.u’(0) = A4
u =fluu) 0<x<i1 (3.27)
u(0) = uq,u(0) = A

problemi de A’nin keyfi degerleri igin bir tek ¢6ziime sahip olacaktir ve bu ¢ézliimiin A
parametresine bagli bir fonksiyon olacag agiktir: u(x, A).Bu aileden 4 y1 (9,) smir

sartin1 saglayacak sekilde secelim: u(1,1) = py. u(1, 1) = (A1) dersek,

YA —p, =0 (3.28)

Seklinde bir skaler denklemi ¢6zmemiz gerekecektir. (3.28) denklemi genelde degisik
yaklasik yontemlerle ¢oziilmektedir. Ornegin, (3.28)’in sol tarafindan degisik isaretlere
sahip olacak sekilde herhangi bir A, degerinden baslanarak (3.27) probleminin ¢6ziimii
icin u({’, Xno_l),u(& Ano) degerleri bulunur. Bu aranan A’nin (Ano_l,Kno) araliginda

oldugunu gosterir. Cevabi kesinlestirmek icin kirisler siireci

Ang—Ang-
Angs1 = Ay = [Phay) = o] g 2 (3.29)
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Seklinde yazilabilir. Ayrica, baslangig Aydegeri (3.28)’in kokiine yakin seg¢ilmis ise,
(3.29) siireci hizli yakinsakliga sahip olacaktir. Eger f(x,u,u") fonksiyonu ikinci ve

liglincii arglimanlarina gore lineer ise, ¥(A)A’ya gore lineer bir ifade olacaktir.
Problem 3.6. Lineer olmayan
u =1+uu,u0) =1,u0.6) =2,

problemine bakalim. Uygun (1) fonksiyonu A * ya gore lineer olmayacaktir. A igin

baslangi¢ degerleri olarak A, = % ~ 1.67, A; = 0.8 alinmistir. Sonraki degerler

(3.29) esitliginden hesaplanmistir. Baslangig-deger probleminin ¢6ziimii igin h = 0.01

adimina gore klasik Runge-Kutta metodu kullanilmistir.

Tablo 3.3.Runge-Kutta metodu ile bulunan sonuglar

An u(0,6; 1) V(4n) — 12
1,67 2,879 0,879
038 0,955 -0,045
0,842 1,9957 -0,0043
0,846437 2,000113 0,000113

3.2.2. Atesleme Metodu ile Tlgili Temel Kavramlar

Cok kullanislt olan bu yontem ikinci mertebe diferansiyel denklemlerin sinir deger
problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilir. Atesleme metodunun genel diisiincesi basit
oldugu gibi yontemin programlanmasi da basittir. YOntemin yakinsamasi garanti
edilemez buna karsin yontem yakinsar ise c¢ok kullanisli bir yontemdir. Atesleme

metodu i¢in:
u" =fx,u,u’) a<x<b u(a) =y u(b) = u, (3.30)

Seklinde verilen ikinci mertebe diferansiyel denklemin smir deger problemini goz

Oniine alalim. Verilen atesleme metodunda,
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u" =f(x,u,u’) a<x<b u(a) =y u'(b) =C; (3.31)

seklinde baglangi¢ deger problemine gevrilir. Burada C; degeri tahmini olarak segilen
bir baglangi¢ degeridir. Bu baslangi¢ deger problemi ¢oziilerek u(b) degeri hesaplanir
ve u(b) = u, olacak sekilde C; degeri degistirilerek ¢6ziim bulunur. C6ziim bir deneme
yanilma yontemidir. Coziim sekil 3.1 de gorildiigii gibi A noktasinda egrinin egimini
degistirerek egrinin B noktasindan ge¢mesini saglamaktir. Bu nedenle atesleme metodu
ad1 verilmektedir. Problemin sayisal ¢oziimiinde detaylar diferansiyel denklemin lineer

olup olmamasina gore degismektedir.

VA ALY
C
T2 4
¢ 4 A B
B "
¥
§
_________________—_ )
a —> H—*’L’ gl
b X Cl C'3 (

Sekil 3.1. y degerinin C’ ye gore dogrusal degisikligi

3.2.2.1.Lineer Olmayan Problemlerde Atesleme Metodu

Cy degeri i¢cin u(b) =y, ’i elde edilsin. Ikinci denemede C, degeri i¢in u(b) = y;’i
elde edilsin. y degerinin C’ ye gore sekil 3.1 goriildigi gibi dogrusal degisikligini kabul
edelim. Bu durumda (Cy,y;) ve (C,,y,) noktasi verilen y(C) dogrusunun denklemi

Y=r2 — ﬂ — Y2—V1 _
Y2—71 C2—Cq - 14 Cy—Cq (C CZ) + V2 (332)

seklindedir. Ugiincii atista p, degerini elde edebilmek igin y(C) dogrusunun

denkleminde y yerine u, ve C yerine C; konuldugunda
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_ "N . — GG
Uz = €0y (CG3=C)+y, » (C3=0( I—

(2 — #2) (3.33)

bulunur. C; ile atis yapildiginda y4 elde edilsin. Bu kez (Cs,y3) ile (C,,y,) arasinda
interpolasyon yapilarak devam edildiginde k inci atis i¢in C), degeri

Cp = Cpoq — 2202 —y)  (k=345..) (3.34)

Yk-1"Yk-2

olarak bulunur. Bu sekilde devam edildiginde islem yakinsar ise sonug elde edilir.
Denklem dogrusal veya dogrusala yakin ise iyi sonug¢ verir. Lineer olmayan

denklemlerde iyi sonug¢ alinmayabilir.

Yukarida yapilan islem, g(C) = u(b:C) — u, denkleminin koklerini bolim 2 de
anlatilan kiris yontemi ile bulma iglemidir. g(C) = 0 denkleminin kokleri Newton-
Raphson yontemi ile bulunmak istendiginde

_ _ 9(Cx_1) _
Ce= Comy — 7280 (k=12,.) (3.35)

bagintist kullanilmalidir. Burada problem analitik olarak bilinmeyen bir  g(C)
fonksiyonunun tiirevinin bulunmasidir. Bunun i¢in (3.31) verilen ifadelerin ayni

zamanda C’ ye bagli oldugunu belirtmek i¢in
u'(x:C) = flx,ulx,C),u'(x,C)],a <x < bu(a:C) =y, u'(a:C) = u, (3.36)
seklinde yazalim. Bu ifadelerin C’ye gore tiirevleri alindiginda a < x < b’ de

ou'" _of _of dx , of ou , of ou’ ou(a:C) _

ou'(a:0) _
ac ~ ac  ax'ac ' du'ac  au' " ac’ ac -

0, ac

1 (3.37)

bulunur. C ve x degiskenleri birbirinden bagimsiz olduklarinda dx/dC ifadesi sifir

olacagindan yukarida verilen bagmntilar

ou'’ of du | of a_u’ du(a:C) _ ou'(a:0)

ac ~ ou'ac  ou'’ ac ac 0, ac 1 (3.38)
seklinde yazilir. z(x: C) = du/9dC tanimi yapildiginda

"o__ 6_f a_f 1 . _ I( . _
z'="z2+ 5.2 z(a:C) =0 z'(a:C) =1 (3.39)
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seklinde bir baslangic deger problemi elde edilir. g(C) = u(b: c) — u, oldugundan
dg/dC = du(b:C)/dC “dir. Dolayisiyla (3.35) bagintis1 asagida verildigi gibi yazilir.

_ _ u(b:Cr—1)—po
C, = Cr_q 2(b:Cr—1v) (3.40)

Burada goriildiigii gibi atesleme yonteminde, Newton-Raphson yontemi kullanildiginda
her bir adimda (3.31) ve (3.39) ile verilen iki baslangi¢ deger probleminin ¢6ziilmesi

gerekmektedir.

Atesleme yontemi lineer ve lineer olmayan problemlerde, yuvarlatma hatalarina karsi
genelde hassastir. Yontem uygulanirken yuvarlatma hatalar1 biiyliyor ise atesleme
yontemi tersten, yani son noktay1 baslangi¢ noktasi olarak, uygulanabilir. Bu durumda

da yuvarlatma hatalar1 etken ise yontemi degistirmek gerekir.

Excel gibi elektronik tablolardan yararlandiginda yukarida anlatilan ardisik yaklagimlar
tablonun “hedef ara” komutu ile kolay bir sekilde yaptirmak miimkiindiir. Bu duruma

ait bir 6rnek, problem 3.7 de verilmistir.

Problem 3.7.

u'=ud—uu (1A<x<2) u(l)= % ve u(2) = % simir  deger  problemini
atesleme yoOntemini ¢Ozilinliz. Problemi c¢ozerken egrinin baslangigtaki egimini
belirleyen C sabitini:a)Kirisler yontemiyle b)Newton-Raphson yontemiyle c)Elektronik

tablolarin 6zelligini kullanarak bulunuz.

Coziim. Verilen problemdeki ikinci mertebeden diferansiyel denklem iki tane birinci
mertebeden diferansiyel denkleme indirgenen Runge-Kutta yontemiyle g¢oziilecektir.
u = u(x) egrisi baslangigtaki egimi C olsun. Problem asagida verilen baslangi¢ deger

problemine indirgenir.

u; = u, u(l) =

u, = ud —ugu, u,(1) =C
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Yukarida verilen C degeri u,(2) =§ sartindan bulunacaktir. Bunun icin C degeri

degistirilerek u,(2) degeri hesaplanacak ve bu degeri % yapan C degeri ve bu hale ait

egri problemin ¢oziimiidiir.

a)C; = 1 alinarak, problemin 4.mertebe Runge-Kutta yontemiyle ¢6ziimii tablo 3.4 de

verilmistir.

Tablo 3.4. Problemin Runge-Kutta yontemiyle ¢6ziimiine ait sonuglar

X kqq k12 k21 k2 k31 k32 ky1 ky Uy Uz

1,0 0,5000 1,0000
1,1 1000 -0,375 0,981 -0,373 0,981 -0,373 0,963 -0,362 0,5981 0,9628
1,2 0,963 -0,362 0,945 -0,341 0,946 -0,342 0,929 -0,311 0,6927 0,9289
1,3 0,929 -0,311 0,913 -0,271 0,915 -0,273 0,902 -0,225 0,7841 0,9018
14 0902 -0,225 0,891 -0,168 0,893 -0,171 0,885 -0,106 0,8734 0,8850
15 0,885 -0,107 0,880 -0,034 0,883 -0,038 0,881 0,042 0,9616 0,8815
16 0,881 0,042 0,834 0,129 0,888 0,124 0,894 0,220 1,0502 0,8942
1,7 0894 0,219 0,905 0,322 0,910 0,317 0,926 0,430 1,1411 0,9263
1,8 0926 0,429 0,948 0,549 0,954 0545 0,981 0,677 1,2362 0,9812
19 0981 0676 1,015 0,819 1,022 0,816 1063 0,975 1,3382 1,0633
20 1063 0974 1,112 1,246 1,121 1,146 1,178 1,342 14500 1,1783

Yukaridaki tabloda goriildiigii gibi u4(2) = 1,4500 ‘dir. €, = 0,5 alindiginda u,(2) =
0,9971 bulunur. Bu iki deger kullanilarak (3.34) formiili yardimiyla C; = 0,2328
olarak elde edilir. C; degeri kullanilarak u,(2) = 0,3488 elde edilir. Son bulunan iki
deger yardimiyla (3.34)’den C, = 0,2503 olarak elde edilir. C, kullanilarak u,(2) =
0,3331 elde edilir. Yine son iki deger yardimiyla C5 = —0,2500 elde edilir ve Cs
yardimiyla da u,(2) = 0,3333 bulunur. Sonraki islemlerde sonu¢ degismemektedir. C;
ve u; degerlerinin toplu sonuglar tablo 3.5 de verilmistir. Sonugta bulunan egrinin x;

noktalarindaki degerleri ¢) sikkindaki tablo 3.8 de verilmistir.
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Tablo 3.5 C; ve u; degerlerinin sonuglari

k 1 2 3 4 5
Cr 1,0000 0,5000 -0,2328 0,2503 -0,2500
Uy 1,4500 0,9971 0,3488 0,3331 0,33333

Problemin kesin ¢éziimii u = ﬁ olup C = u'(2) = —0,2500 “dur.

b) Newton-Raphson yonteminin kullanilmasi igin gerekli ikinci baslangig deger
problemi asagida verilmistir.
af  of

n o _ _J r— 2 _ o _ ! — ! —
z _6u2+6u’z Bu* —u')z—uz z(1)=0 z'(1) =1

yukarida verilen ikinci mertebeden baslangi¢c deger problemi
Z] =7y z,(1)=0
z; = (3uf —upx)zy — w2, 7,(1) =1

Seklinde iki tane 1.mertebeden baglangi¢ deger problemine indirgenir. Bu problemdeki
7, Ve z, degerleri y; ve y, ile birlikte bulunacaktir. C; = 1 alindiginda tablo 3.4 “deki
degerler yardimiyla z; ve z, degerlerinin Runge-Kutta yontemiyle bulunusu asagida

tablo 3.6 da verilmistir.
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Tablo 3.6. z; ve z; degerlerinin Runge-Kutta yontemiyle bulunusu

xi  kqg ki kz1 k> k31 k3, ky1 ky Z Z3

1,0 0,0000 1,0000
1,1 1,000 -0,500 0,975 -0,550 0,973 -0,549 0,945 -0,597 0,0973 0,9451
1,2 0945 -0,555 0,917 -0,579 0,916 -0,578 0,887 -0,601 0,1890 0,8872
13 0887 -0,518 0,861 -0,517 0,861 -0,517 0,836 -0,513 0,2751 0,8356
1,4 0836 -0,39%6 0,816 -0,370 0,817 -0,371 0,799 -0,343 0,3568 0,7986
15 0,799 -0,197 0,789 -0,149 0,791 -0,150 0,784 -0,100 0,4358 0,7837
16 0,784 0071 0,787 0139 0,791 0,138 0,798 0,210 0,5148 0,7977
1,7 0,798 0405 0,818 0495 0,822 0495 0,847 0,591 0,5969 0,8473
1,8 0847 0812 0,888 0928 0,894 0931 0,940 1,060 0,6861 0,9404
19 0940 1310 1,006 1,464 1,014 0473 1,088 1,650 0,7872 1,0877
20 1,088 1,937 1,185 2,152 1,195 2,170 1,305 2,425 0,9064 1,3044

Yukarida verilen tabloda z(2,C;) = 0,9064 ve tablo (4.2) de u(2,C,) = 1,4500 “dir.
Uy = % oldugundan, (3.40) yardimiyla C, = —0,2320 bulunur. Bu deger kullanilarak u,

ve u, degerleri tekrar hesaplanir. Hesaplanan u; ve u, degerleri yardimiyla z; ve z,
degerleri hesaplandiktan sonra C3 = —0,2505 olarak bulunur. Daha sonraki yaklasimda
ise C, =—0,2500 olarak bulunur. Sonraki adimda C; degeri degismemektedir.

Sonuglar tablo halinde 3.7 de verilmistir.
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Tablo 3.7. Bulunan degerler yardimiyla elde edilen sonuglar

k 1 2 3 4
C 1,000 -0,2320 -0,2505 -0,2500
u(b) 1,4500 0,3496 0,3329 0,3333
g(©) 1,1166 0,0162 -0,0004 0,0000
g©)/dc 0,9064 0,8784 0,8798 0,8797

c) Excel programinda “hedef ara” komutu ile C degeri hesaplanabilir. Tablo 3.4 de
oldugu gibi u,(1) = 1,0000 alindiktan sonra (u,(1) olarak baska deger de alinabilir)
hedef ara komutu ile u,(2) = 0,33 olacak sekilde u,(1) degerinin bulunmasi istenir.

Bu durumda ¢6ziim asagida tablo 3.8 de verilmistir.

Tablo 3.8. Son olarak elde edilen sonuglar

x;i  kia k12 k21 k2 k31 ks k41 ky LS 1 Uz

1,0 0,5000 -0,2500
1,1 -0,250 0,250 -0,238 0,232 -0,238 0,238 -0,227 0,216 0,4762 -0,2268
1,2 -0,227 0,216 -0,216 0,201 -0,217 0,202 -0,207 0,188 0,4545 -0,2066
1,3 -0,207 0,188 -0,197 0,175 -0,198 0,176 -0,189 0,164 0,4348 -0,1890
14 -0,189 0,164 -0,181 0,154 -0,181 0,154 -0,174 0,145 0,4167 -0,1736
15 -0,174 0,245 -0,166 0,136 -0,167 0,136 -0,160 0,128 0,4000 -0,1600
16 -0,160 0,128 -0,154 0,120 -0,154 0,121 -0,148 0,114 0,3846 -0,1479
1,7 -0,148 0,114 -0,142 0,207 -0,243 0,208 -0,137 0,102 0,3704 -0,1372
1,8 -0,137 0,202 -0,132 0,096 -0,132 0,096 -0,128 0,091 0,3571 -0,1276
19 -0,128 0,091 -0,123 0,086 -0,123 0,086 -0,119 0,082 0,3448 -0,1189
20 -0,119 0,082 -0,115 0,078 -0,115 0,078 -0,111 0,074 0,3333 -0,1111
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3.2.3. Daha lyi Baslangi¢ Yaklasimh Etkili ve Kesin Atesleme Yontemi

Sinir deger problemlerinin ¢6zlimii i¢in atesleme metodu kullanilarak daha iyi baslangic
yakinsamanin elde edilmesi i¢in iyilestirilmis algoritmalar sunulmustur. Her bir sinir
deger problemi bir denklem sistemi olarak, yani bilinmeyen bir baslangi¢ kosuluyla
baslangi¢ deger problemleri olarak yeniden diizenlenir. Daha sonra denklemler sistemi
yeni gelistirilen atesleme metodu kullanilarak ¢6ziilmektedir. Bu ¢alisma, terminal
kosullaria hizli bir sekilde yaklagmak icin klasik Newton yontemine gore daha etkili
baslangi¢ yakinsama algoritmalar1 &nermektedir. lyilestirilmis baslangig degerler
kullanarak atesleme metodunun verimliligini ve kesinligini artirdik. Onerilen teknik,
farklt lineer olmayan yiiksek mertebeden smir deger problemlerinin ¢dziimiine
uygulandi. Sonuglar, onerilen yontemin MATLAB 'da kullanilan yerlesik fonksiyonlara

kiyasla daha verimli ve dogru oldugunu géstermektedir.

3.2.3.1.Gelistirilmis Atesleme Yontemi

Lineer olmayan bir ikinci dereceden sinir deger problemini diisiinelim:
u" = f(x,u,u’),a < x < b igin burada u(a) = a ve u(b) = S. (3.41)
Bir sinir deger problemini

y' =z, z' = f(x,y,z)u(a) = aveu(b) = B. (3.42)
olarak diizenlenebilir.

Daha sonra, bir sinir deger problemi, x = b'deki sinir kosulu degistirilmesiyle asagidaki

baslangi¢ deger problemine doniistiirtiliir.
u' =z, z'=f(x,u,z)u(a) =aveu'(a) =t. (3.43)
Daha sonra t = t;, parametresi

]11_)1’210 u(b, ty) = u(b) =B, (3.44)
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(3.44) kosulunu saglayacak sekilde segilir, burada u(x,t;), t = t; (3.43) baslangig
deger probleminin ¢6ziimii olup u(x) ise (3.41) denkleminin ¢6ziimiidir. Smir deger
probleminin (bkz.3.41) ¢oziimiinii temsil eder. u(b, ty)B’ya yeterince yakin degilse,
baslangicta t = t, parametresi ile hedefi vurmaya baslariz, u(b, t,) hedef 8’1 vurmaya
yetecek kadar yaklasana kadar, baska bir yiikseklik segiyoruz yani t;. Genelde Newton
yontemi veya sekant yontemi, bir sinir deger probleminin ¢éziimii i¢in ilk yakinsamanin

se¢ilmesinde kullanilir.

(3.43) baslangi¢ deger problemi ¢oziimii olarak ¢6ziimiin hem x hem t’ye bagh

oldugunu vurgulamaktadir.
u(x,t) = f(x,u(x, t),u'(x, t)),a < x < b i¢in
burada
u(a,t) = aveu'(a,t) =t. (3.45)

Hedefi bulmak i¢in 6rnegin S gibi, baz1 yiliksek dereceli algoritmalar kullanilir. Bunun

igin % (b, ty) ‘1 hesapliyoruz. 3.45 denklemi t’ye gore diferansiyel ise

z"(x,t) = fue,u,u)z(x, t) + f (e, u,u')z' (x,t), a <x < bigin (3.46)
burada
z(a,t) =0vez'(at)=1 (3.47)

Simdi, her bir iterasyon i¢in (denklem 3.43 ve 3.46) iki baslangi¢ degeri probleminin
coziimii gereklidir. (3.46) denkleminden z(b,t;) degeri elde edilecek ve sonraki alt
bolimde sag smir sartina yani u(b) = f hizli bir sekilde ulasmak igin t; dizisini

bulmak i¢in kullanilacaktir.

3.2.3.2.Baslangi¢ Yakinsamanin lIyilestirilmesi I¢in Iteratif Algoritmalar

Son yillarda, lineer olmayan denklemlerin ¢6ziimii i¢in birkag yiiksek dereceden iteratif
yontemler gelistirilmistir (3.51-3.53) Bu yontemler, ¢esitli tekniklere, 6rnegin Taylor
serisine, ayrigtirma yontemine, varyasyonel iteratif teknigine, homotopi pertiirbasyon

yontemine ve kuadratiir formiiliine dayanmaktadir. Cesitli aragtirmacilar bu teknikleri,
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daha yiiksek dereceli yakinsama elde etmek igin bazi “bir ve iki adimli iteratif

yontemler” gelistirmek i¢in kullandilar.

Bu makale, Newton ve sekant yOntemlerini uygulamak yerine iki veya ii¢ adim
yonteminin kullanilmasini énermektedir. Onerilen algoritmalar, geleneksel yontemlerle
karsilagtirildiginda hizli yakinsama oldugunu kanitlamaktadir. Bir sonraki boliimde,
uygulanan algoritmalar sunuldu ve siir deger problemlerinin sonuglarini karsilagtirmak

icin Newton yontemi kullanilmistir.
Algoritma 3.8. Newton Metodu
Verilen bir t, i¢in, tq, t,, ...hesapliyoruz, yle ki

u(b,typ)-p
tiv1 = b — z(b—,ktk) (3.48)

Algoritma 3.9.

Verilen bir t, igin, tq, t,, ...hesapliyoruz, yle ki

_ . [uso-Bllulb.r)-B]
bt = e ot -Bl-2y w5 (349)
U(b, tk) _ﬁ u(b’rk) _ﬁ
burada Tk:tk—z(b—tk), ve Sk:rk—w.

Burada, y kontrol parametresi olup 0'dan farkli olmalidir. Ayrica, y payday: daha biiyiik

yapacak sekilde secilmelidir. Algoritma 3.9, altinci altinci dereceden kesinlige sahiptir.
Algoritma 3.10
Verilen bir t, i¢in, tq, t,, ...hesapliyoruz, dyle ki

2[u(b,tr)—p]
— 3.50
z(b,ti) 14/ [2(b, )12 +4p3[2(b i) - B13 ( )

ter1 = g

Burada p € R,payday1 daha biiyiikk yapmak igin se¢ilmelidir. Ayrica [u(t;) — Blile

payni isarete sahip olmalidir. Algoritma 3.10 ikinci dereceden kesinlige sahiptir.

Algoritma 3.11.
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Verilen bir t, igin, t4, t,, ...hesapliyoruz, dyle ki

— _ [y(b,sk)-Blub,rr)-B]
fert = Sk z(b, 1) [u(b,ri)=Bl-y((ulb,r)-Bl-2[ulb,sp)-L1) ’ (3.51)
burada 71, =t, — M ve S, =1, — u(b,m) — B
o z(b,ti) ' oK z(b,1)

Burada, y paydayr daha biiylik yapacak sekilde secilmeli ve O'dan farkli olmalidir.

(3.11) algoritmasi dordiincii dereceden kesinlige sahiptir.

3.2.3.3.Baslangi¢c Deger Problemlerini Cézmek Icin Iteratif Formiil

Cesitli iteratif formiiller 6rn., Euler metodu ve Runge-Kutta metodu baslangi¢ deger
problemlerinin ¢oziimii i¢in kullanilabilir. Bu ¢alismada, (3.43) ve (3.46) denklemlerde
verilen baslangic deger problemleri, Taylor serisi yaklasimi kullanilarak Onerilen,

iteratif formiil ile ¢oziilmiistiir.
Yne1 = Yn + 3 (ko + ey + ke3), (3.52)
Xn+1 = Xp + R,

Burada,

ko = f(xn + yn)'
h h
ki, = f(xn +E:yn +Ek0>:

n = 0,1,2,3 l(;ln, kz = f(xn + h, Yn + hkl) .

Onerilen yontem, sonraki béliimde lineer ve lineer olmayan sinir deger problemlerini

¢ozmek i¢in uygulanacaktir.

3.2.3.4 Niimerik Test Problemleri

Bu boliim, esas olarak akiskan dinamiginde ortaya ¢ikan {i¢ lineer olmayan sinir deger
probleminden  olugmaktadir. Test problemlerinde, baslangic  yakinsamanin
giincellenmesi i¢in Onerilen algoritmalarla baslangic deger problemlerini ¢ézmek ig¢in

onerilen iteratif formiil uygulanir.
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Problem 3.12. Blasius Denklemi

Blasius denklemi, benzerlik donilisiimiinii kullanarak sinir tabaka akislari igin {inli

Navier-Stokes denklemlerinden tiiretilmistir.

Denklem asagidaki gibi ifade edilmektedir.

f" =@+ f). () =0, f(0)=0,f'(0) =0wve f'() =1 (3.53)

(3.53) problemi baslangic deger problemine dontstiirdiikten sonra, f'(o0) = 1

kosulunu saglayan f''(0) = t (baslangi¢ yakinsama) goz oniinde bulunduruyoruz.

Blasius denkleminin ¢6ziimiinii bulmak ig¢in, yanif'(c0) = 1 bolgesi keyfi sekilde

f'(10) = 1 ile sinirlandirilmustir.

Ik baslangi¢ yakinsama t, = 0,332 olarak alinmstir. ilk atesleme ydntemi iterasyonlari
tamamlanmasindan sonra, baslangiglar1 almak igin 3.8-3.11 algoritmalari uygulandi. Tk

t; baslangi¢ yakinsamalar asagidaki sekildedir.
Algoritma 3.8, t; = 0,4617497568 degerini verir,
Algoritma 3.9, t; = 0,4695996403degerini verir,
Algoritma 3.10, t; = 0,4613020362 degerini verir,
Algoritma 3.11, t; = 0,4696004256 degerini verir.

Yukarida belirtilen baslangi¢ degerleri kullanarak, problemin ¢6ziimii i¢in 6nceki

boliimde sunulan teknik uygulanir.

Goreceli yiizde hatasi, asagida verilen formiil kullanilarak hesaplanmaistir:

mutlak hata

Goreceli yiizde hatast = X %100 (3.54)

kesin ¢oziim

Algoritma 3.8 ve algoritma 3.9 ilk iterasyonda hedefi vurmadigindan, siireci tekrarladik
ve bir sonraki baslangici elde ettik. Algoritma 3.8 ve algoritma 3.10 ‘dan elde edilen
yeni baslangic degerleri sirasiyla t, = 0,4696015437 ve t, = 0,4696002883 'tiir.

Giincellenmis baslangi¢ degerlerini kullandiktan sonra (t, olarak adlandirilan), atesleme
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metodu hedefe yaklasir, yani f'(10) = 1, algoritma 3.9 ve 3.11’in bir iterasyon hedefe
vururken, algoritma 3.8 ve 3.10 iki iterasyondan s6z edebiliriz. Bu nedenle, algoritma
3.9 ve 3.11’in smur deger problemlerini ¢ozmek icin atesleme metodunda ilk
yakinsamada bulunmak icin daha uygun algoritmalar oldugu kanitlanmistir. Bu
sonuglara dayanarak daha iyi baglangi¢ yaklagimi algoritmalar1 iceren atesleme

metodunun az zaman igerisinde daha kesin sonuglar verdigi goriildii.

Ornek 3.13. Falkner-Skan denklemi

Asagidaki sekilde ifade edilen iinlii Falkner-Skan denklemini ele alalim:

frHffr =7+, f(0)=0,f(0) =0ve f'(0) =1 (3.55)

(3.50) denklemi baslangic deger problemine doniistirdiikten sonra, f'(o0) = 1
kosulunu yerine getiren f''(0) = t(ilk baslangi¢ deger) bagintisini ele aliyoruz.

Falkner-Skan denkleminin ¢oziimiinii bulmak igin, problemin alani keyfi olarak

f'(10) = 1 ile sirlandirilmstir.

Ik baslangic degeri t, = 1,2247448713910larak almmistir. Atesleme yonteminin
birinci iterasyonun tamamlanmasindan sonra, bir sonraki t; yakinsamasimi elde etmek

icin 3.8-3.11 algoritmalarini uyguladik.

Algoritma 3.8, t; = 1,23350588 degerini verir,
Algoritma 3.9, t; = 1,23258786 degerini verir,
Algoritma 3.10, t; = 1,23350543 degerini verir,
Algoritma 3.11, t; = 1,232587955 degerini verir.

Yukarida belirtilen baslangi¢ degerleri kullanarak, problemin ¢6ziimii i¢in Onceki
boliimde sunulan teknik uygulandi. Onerilen algoritma 3.9 ve algoritma 3.11
kullanilarak, sonuglar hedefe (sag sinir) algoritma 3.8 (Newton yontemi) ve algoritma

3.10 ile karsilastirildiginda daha kesin bir sekilde yaklagmistir.
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Bu nedenle algoritma 3.9 ve algoritma 3.11 daha kesin ve etkilidir. Algoritma 3.8 ve
algoritma 3.10 ilk iterasyonda hedefe ulasmadigindan, siireci tekrar ettik ve bir sonraki
baslangiglar t, ve tselde edildi. Algoritma 3.8 ve algoritma 3.10'dan elde edilen yeni
degerler sirasiyla t; = 1,232587638ve t; = 1,232587601 ‘dir. Giincellenen baslangig
degerlerini kullandiktan sonra (t3 olarak adlandirilan), atesleme yontemi hedefe
yaklasti, yani f'(10) = 1’ e hizlica yaklasti. Algoritmalar 3.9 ve 3.11 hedefleri bir
iterasyonda vururken algoritma 3.8 ve 3.10 tekrar iki iterasyon aldi. Boylece, algoritma
3.8 ve 3.10, algoritma 3.9 ve algoritma 3.11'e kiyasla daha fazla hesaplama siiresi
gerektirir. Bu sonuglara dayanarak, algoritma 3.9 ve 3.11’in sinir deger problemlerinin
¢coziimill icin atesleme yonteminde ilk degerlerin elde edilmesi i¢in daha uygun

algoritmalar oldugu kanitlanmistir.
Ornek 4.7. Hidromanyetik akiskan problemi
Asagidaki hidromanyetik sivi problemini ele alalim,
f"Hff"=f—=f?=0, f(0)=0,f(0)=0vef'(0) =0 (3.56)

(3.56) denklemini baslangic deger problemine doniistirdiikten sonra, f'(o) =
0 kosulunu saglayan f"(0) = t (ilk baslangi¢ deger) degerini aliyoruz.

Problemi ¢6zmek igin bolge f'(10) = 0 seklinde sinirlandirildi.

[lk baslangic degeri t, = —1,42 olarak alimmgstir. Atesleme yonteminin ilk
iterasyonunun tamamlanmasindan sonra, bir sonraki t; degeri bulabilmek i¢in 3.8-3.11
algoritmalar1 uyguladik. Coziim kesin bir sekilde yakinsaklik gostermedi. Boylece, t,’i
iyilestirmek icin tekrar 3.8-3.11 algoritmalar1 kullandik. Ikinci adimdan sonra, asagidaki

yeni baglangi¢ degerlerini elde ettik.

Algoritma 3.8, t, = —1,414200017 degerini verir,
Algoritma 3.9, t, = —1,414213560 degerini verir,
Algoritma 3.10, t, = —1,414200061 degerini verir,

Algoritma 3.11, t, = —1,414213566 degerini verir.
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Algoritma 3.8 ve algoritma 3.10 iki iterasyonda hedefe ulagsmadigindan siireci
tekrarladik ve bir sonraki degerleri (yani t; ve t,) elde edildi. Algoritma 3.8 ve
algoritma 3.10'dan elde edilen yeni baslangi¢ degerleri sirastyla t, = —1,414213559ve
t, = —1,414213563’tir. Giincellenen baslangic degerlerini kullandiktan sonra ( t,
olarak adlandirilan), atesleme yontemi hedefe ulasti, yani f'(10) =0 oldu. Algoritma
3.8 ve 3.10 hedefe ulasma da dort iterasyon gerektirirken, algoritma 3.9 ve 3.11 ise iki
iterasyon gerektigini belirtelim. Bu nedenle, algoritmalar 3.9 ve 3.11'in sinir deger
probleminin ¢oziimii i¢in atesleme yonteminde ilk degerleri elde etmek i¢in optimum

algoritmalar olarak kanitlanmistir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, lineer ve lineer olmayan sinir deger problemleri ¢ézmek igin kullanilan
atesleme metodu ele alindi. Lineer problem durumunda smir deger problemi iki lineer
baslangi¢ deger problemi seklinde ifade edildi. Olusan baslangic deger problemlerinin
¢Oziimii i¢in dordiincii dereceden Runge-Kutta metodu kullanilarak sayisal sonuglar
elde edildi. Lineer olmayan problem durumunda ise dordiincii dereceden Runge-Kutta
yonteminin yani sira Kirigler yontemini kullanarak sayisal sonuglar bulundu. Tezin son
kisminda smir deger problemlerinin ¢oziimii icin kullanilan Atesleme metodu ile
birlikte baslangig yaklagimlarin iyilestirilmesi i¢in algoritmalar sunuldu. Tezde
kullanilan bazi yontemler farkli tip sinir sartlari igeren sinir deger problemi iginde

kullanilabilir.
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