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Bu çalışmada, Falcon tarafından verilen k–Lucas dizisinin 
,{ }k nL  Catalan dönüşümünün 

𝐶𝐿𝑘,𝑛 tanımı verildi.  k–Lucas dizisinin 
,{ }k nL  Catalan dönüşümünün 𝐶𝐿𝑘,𝑛 geren 

fonksiyonu elde edildi. Ayrıca, 𝐶𝐿𝑘,𝑛 dönüşümü, alt üçgen matris olan Catalan matrisi C 

ile n × 1 tipindeki kL matrisinin çarpımı olarak yazıldı. Hankel fonksiyonu kullanılarak 

𝐶𝐿𝑘,𝑛 ler ile oluşturulan matrislerin determinantları hesaplandı. 
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,{ }k nL  series 

given by Falcon was explained. The 𝐶𝐿𝑘,𝑛 generating function of Catalan transformation 

of k-Lucas 
,{ }k nL  series was ensued. And also, 𝐶𝐿𝑘,𝑛 transformation was written as the 

multiplying of Catalan matris C which is the lower triangular matris, and the 𝐿𝑘 matris of 
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SİMGELER ve KISALTMALAR 

 

∑

∞

𝑛=0

: Sınırları 0’dan ∞’a giden toplam sembolü 

det(𝐴): A matrisinin determinantı 

     ║║: Tam değer  

𝜎: Sigma 

𝜙: Fi 

𝐶𝑛: 𝑛. Catalan Sayısı 

𝐹𝑛: 𝑛. Fibonacci Sayısı 

𝐿𝑛: 𝑛. Lucas Sayısı 

𝐹𝑘,𝑛: 𝑛. 𝑘 – Fibonacci Sayısı 

𝐿𝑘,𝑛: 𝑛. 𝑘 – Lucas Sayısı 

𝐶𝐹𝑘: Catalan 𝑘 – Fibonacci Polinomu 

𝐶𝐿𝑘: Catalan 𝑘 – Lucas Polinomu 

𝐶𝐹𝑘,𝑛: 𝑛. Catalan 𝑘 – Fibonacci Sayısı 

𝐶𝐿𝑘,𝑛: 𝑛. Catalan 𝑘 – Lucas Sayısı 
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1. GİRİŞ 

1.1. Fibonacci Sayıları 

Tanım 1.1.1. Her bir terimi, kendinden önceki iki terimin toplamı olarak ifade edilen 

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,... sayılarının dizisi Fibonacci dizisi olarak bilinir. Bu sayıların 

her birine Fibonacci Sayıları denir ve 𝑛. Fibonacci Sayısı 𝐹𝑛 ile gösterilir. 

Bu sayı dizisi aşağıdaki tavsan probleminden yola çıkarak ortaya çıkmıştır. 

1.1.1. Tavşan Problemi  

Biri dişi, biri erkek olan yeni doğmuş iki tavsan olduğunu farz edelim; 

1) Her çiftin olgun olması için bir ayın geçtiği, 

2) 2.aydan sonra, her çiftin, her ay bir çift doğurduğu, 

3) Yıl boyunca hiçbir tavşanın ölmediği, 

şartları altında bir yılda doğan tavşan çiftlerinin sayısını bulalım (Yosma, 2008). 

İlk tavsan çiftinin 1 Ocak’ta doğduğunu farz edelim. Bu ilk tavsan çiftinin olgunlaşması 

bir ay alır. Bu yüzden 1 Şubat’ta, hâlâ, yalnız bir çift vardır. 1 Mart’ta bu tavsan çifti iki 

aylıktır. Ve yeni bir çift doğururlar. Toplamda iki çift olur. Bu şekilde devam ederek, 1 

Nisan’da 3 çift olacak, 1 Mayıs’ta 5 çift olacak ve böylece aşağıdaki tablo oluşacaktır: 

Tablo 1.1. Aylara göre tavşan çiftlerinin sayıları 

Çiftlerin 

Sayısı 
Ocak Şubat Mart  Nisan Mayıs Haziran Temmuz Ağustos 

Bebekler 1 0 1 1 2 3 5 8 

Yetişkinler 0 1 1 2 3 5 8 13 

Toplam 1 1 2 3 5 8 13 21 
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1.1.2. Rekürans Belirleme 

 

𝐹1 = 𝐹2 = 1       (Başlangıç Koşulları) 

𝑛 ≥ 3 ise   𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2    (Rekürans Bağıntısı) 

Tablo 1.1.; yetişkin çiftler, bebek çiftler ve toplam çiftler arasında birkaç ilginç bağıntı 

olduğunu gösterir. Bu bağıntıları görmek için, 𝑛. aydaki yetişkin çiftlerin sayısını 𝐴𝑛, 

bebek çiftlerin sayısını ise 𝐵𝑛 ile gösterelim. Burada 𝑛 ≥  1 dir. Başlangıç koşulları; 

𝐴1 = 0 ve 𝐴2 = 1 = 𝐵1 

dir. 

𝑛 ≥  3 olduğunu varsayalım: 

𝑛. aydaki her yetişkin çift, yeni (bebek) bir çift doğuracağı için, n. aydaki bebek çiftlerin 

sayısı, bundan önceki yetişkin çiftlerin sayısına eşittir. 

(
𝑛. 𝑎𝑦𝑑𝑎𝑘𝑖 𝑦𝑒𝑡𝑖ş𝑘𝑖𝑛
ç𝑖𝑓𝑡𝑙𝑒𝑟𝑖𝑛 𝑠𝑎𝑦𝚤𝑠𝚤

) = (
(𝑛 − 1). 𝑎𝑦𝑑𝑎𝑘𝑖 𝑦𝑒𝑡𝑖ş𝑘𝑖𝑛

ç𝑖𝑓𝑡𝑙𝑒𝑟𝑖𝑛 𝑠𝑎𝑦𝚤𝑠𝚤
) + (

(𝑛 − 1). 𝑎𝑦𝑑𝑎𝑘𝑖 𝑏𝑒𝑏𝑒𝑘
ç𝑖𝑓𝑡𝑙𝑒𝑟𝑖𝑛 𝑠𝑎𝑦𝚤𝑠𝚤

) 

 

Yani; 

𝐴 = 𝐴𝑛−1 + 𝐵𝑛−1    𝑛 ≥ 3 

veya 

𝐴 = 𝐴𝑛−1 + 𝐴𝑛−2    𝑛 ≥ 3 

Bundan böyle 𝐴𝑛, Fibonacci Rekürans Bağıntısına karşılık gelecek. Burada 

 𝐴2 = 1 = 𝐴3 dir. Sonuç olarak  

𝐹𝑛 = 𝐴𝑛+1                                 𝑛 ≥ 1 
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dir. 

(
𝑛. 𝑎𝑦𝑑𝑎𝑘𝑖 ç𝑖𝑓𝑡𝑙𝑒𝑟𝑖𝑛

𝑡𝑜𝑝𝑙𝑎𝑚 𝑠𝑎𝑦𝚤𝑠𝚤
) = (

𝑛. 𝑎𝑦𝑑𝑎𝑘𝑖 𝑦𝑒𝑡𝑖ş𝑘𝑖𝑛
ç𝑖𝑓𝑡𝑙𝑒𝑟𝑖𝑛 𝑠𝑎𝑦𝚤𝑠𝚤

) + (
𝑛. 𝑎𝑦𝑑𝑎𝑘𝑖 𝑏𝑒𝑏𝑒𝑘
ç𝑖𝑓𝑡𝑙𝑒𝑟𝑖𝑛 𝑠𝑎𝑦𝚤𝑠𝚤

) 

olduğuna dikkat edilmelidir. Yani; 

𝑛 ≥ 3 𝑖ç𝑖𝑛 𝐹𝑛 = 𝐴𝑛 + 𝐵𝑛 

dir. Bundan böyle; 

𝑛 ≥ 3 𝑖ç𝑖𝑛 𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2 

dir. Burada n = 2 olduğunda 𝐹2 = 𝐹1 + 𝐹0 dır. Ve 𝐹2 = 1 = 𝐹1 olduğundan 1 = 1 + 𝐹0 

ise 𝐹0 = 0 olur. 

 

1.1.3. Fibonacci Sayıları ile İlgili Özdeşlikler  

 
Bu çalışma için kullanılan özdeşlikler aşağıda verilmiştir (Atalay, 2013). 

 

1) (Cassini’s Formülü) 

𝐹𝑛−1. 𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛
2 = (−1)𝑛         𝑛 ≥ 1 

 

2) (Fibonacci Binet Formülü) 𝛼 > 0 𝑣𝑒 𝛽 < 0 olmak üzere 

𝐹𝑛 =
𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

𝑎 − 𝛽
         𝑛 ≥ 1 

3)  

𝐹𝑛 + 𝐹𝑛−2 =
𝐹2𝑛−2

𝐹𝑛−1
 

 

4) (d’Ocagne Özdeşliği) 

𝐹𝑚. 𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛. 𝐹𝑚+1 = (−1)𝑛𝐹𝑚−𝑛 

 

5) (Honsberger Formülü) 

𝐹𝑛+𝑚 = 𝐹𝑛+1𝐹𝑚 + 𝐹𝑛𝐹𝑚−1 
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1.2. Lucas Sayıları 

Fibonacci rekürans bağıntısı kullanılarak, farklı başlangıç koşulları altında, yeni sayı 

dizileri elde edilebilir. Bu sayı dizilerinden biri de Lucas sayı dizileridir. 

Tanım 1.2.1. 𝐿𝑛, Lucas sayıları; 

{
𝐿𝑛 = 𝐿𝑛−1 + 𝐿𝑛−2

𝐿0 = 2, 𝐿1 = 1
, 𝑛 = 2, 3, … 

şeklinde tanımlanır. Lucas sayıları için Binet Formülü; 

𝐿𝑛 = 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛, 𝑛 = 0, 1, … 

şeklinde verilir. Daha sonra Lucas sayıları ile Fibonacci sayılarının 

𝐿𝑛 = 𝐹𝑛 + 𝐹𝑛−2 =
𝐹2𝑛−2

𝐹𝑛−1
 

formülü ile bağlantılı olduğunu görülür. 

Bu bölümde yararlanacağımız bazı özdeşlikler aşağıda verilmiştir. 

1) 𝑛 ≥ 2 𝑖ç𝑖𝑛 𝐿𝑛+1
2 − 𝐿𝑛

2 = 𝐿𝑛−1𝐿𝑛+2 

2) 𝐿𝑛
2 − 𝐿𝑛+1𝐿𝑛−1 = 5. (−1)𝑛 

3) 𝐿𝑛
2 = 𝐿2𝑛 + 2. (−1)𝑛 

1.3. Fibonacci Sayıları ile Lucas Sayıları Arasındaki Özdeşlikler 

1) 𝑛 > 1 𝑖ç𝑖𝑛 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛+1 = 𝐿𝑛 

2) 𝑛 > 2 𝑖ç𝑖𝑛 𝐹𝑛+2 − 𝐹𝑛−2 = 𝐿𝑛 

3) 𝐿𝑛+1 + 𝐿𝑛−1 = 5𝐹𝑛 

4) 𝐹2𝑛 = 𝐹𝑛𝐿𝑛 

5) 5𝐹𝑛
2 = 𝐿𝑛

2 − 4(−1)𝑛 

6) 𝑚 > 𝑛 olmak üzere, 2𝐹𝑚+𝑛 = 𝐹𝑚𝐿𝑛 + 𝐹𝑛𝐿𝑚 
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1.4. Anten Geometrisi  

Daha önce incelenmiş olan ağaç antenler genel olarak Şekil 1’de gösterildiği gibi kapalı 

dal geometrisine sahiptirler. Bir sonraki dal uzunluğu öncekinin iki katı olan fraktal ağaç 

antenler ise Şekil 1a’da verilmekte ve D antenler olarak adlandırılmışlardır. Dal 

uzunlukları Fibonacci sayı dizisine göre değişen antenler Fibonacci fraktal ağaç antenleri 

olarak Şekil 1b’de gösterilmekte ve bu antenler F antenleri olarak adlandırılmışlardır. Dal 

uzunlukları, değiştirilmiş Fibonacci dizisine göre uyarlanan ağaç antenler ise 𝐹𝑚  anteni 

olarak adlandırılırlar. 

Aynı dal uzunluğuna sahip antenlerin geometrilerinin rezonans frekansına etkisini 

anlayabilmek için birbiri ardına sıralanan dalların sağa ve sola 30° açı yaparak 

oluşturduğu yeni uyarlanan ağaç antenler, aynı şekilde adlandırılmış açık geometriye 

sahip antenlerdir. Bu yolla uyarlanan D antenleri Şekil 2’de ve F antenleri ise Şekil 3’te 

verilmektedir. 𝐹𝑚 anteninin geometrisi ise düşük iterasyonlar da F anteninden biraz 

değişkenlik göstermekle beraber iterasyon sayısı arttıkça iki anten birbirine oldukça 

benzer hale gelmektedir (Özbakış ve Kuştepeli, 2004). 

 

Şekil 1. Fraktal ağaç antenlerin dördüncü iterasyonları a) D anteni b) F anteni 
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Şekil 2. D anteninin geometrisi 

 

Şekil 3. F anteninin geometrisi 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



7 
 

 
2. KAYNAK ÖZETLERİ 

Son yıllarda Fibonacci, Lucas ve Catalan ile ilgili aşağıda özetleri verilen çalışmalar 

yapılmıştır.  

Atalay vd. (2013) tarafından Fibonacci sayılarının yeni bir ailesi olan 𝑘 −Fibonacci ve 

𝑘 −Lucas ailelerini elde etmiş ve çeşitli teoremler ve özdeşlikler verilmiştir. 

Ekici (2013) Binom katsayılarını ve binom katsayılarının özelliklerini kullanarak Catalan 

sayılarının özelliklerini incelemiş ve Catalan Matrisleri üzerinde durulmuştur. 

Bilgici vd. (2017) çalışmalarında 𝑘 −Fibonacci ve 𝑘 −Lucas kuaterniyonları ve geren 

fonksiyonlarını, 

{𝐹𝑛}𝑛=0,
∞  {𝐿𝑛}𝑛=0 

∞  altında 

∑ 𝐹𝑛𝑥𝑛 =
𝑥

1 − 𝑥 − 𝑥2

∞

𝑛=0

 

∑𝐿𝑛𝑥𝑛 =
2 − 𝑥

1 − 𝑥 − 𝑥2

∞

𝑛=0

 

vermişlerdir. 

Taşçı ve Kılıç (2004) çalışmalarında Lucas sayılarında matris temsillerini vermişlerdir.  

Rekürans bağıntısı, 

𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2, 𝑛 ≥ 3, 𝐹1 = 1 𝑣𝑒 𝐹2 = 1 

[
𝐹𝑛

𝐹𝑛+1
] = 𝐴𝑛 [

0
1
]. 

Burada, 

𝐴 = [
0 1
1 1

] 
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dır. 

Kalman (1982) Generalized Fibonacci Numbers isimli çalışmasında bunun özel bir dizi 

olduğunu belirtti. 

Lineer kombinasyonları, 

𝑎𝑛+𝑘 = 𝑐0𝑎𝑛 + 𝑐1𝑎𝑛−1 + ⋯+ 𝑐𝑘−1𝑎𝑛+𝑘−1 

𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑘−1 sabitleri reel sayılardır. Kalman da genelleştirilmiş matris dizileri elde 

etmiştir.  

Yukarıdaki 𝑘 dizileri, 𝑘 −Fibonacci dizilerinden olacak şekilde, 

𝑛 > 0 ve 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 için 

𝑔𝑛
𝑖 = ∑𝑐𝑗𝑔𝑛−𝑗

𝑖

𝑘

𝑗=1

 

1 − 𝑘 ≤ 𝑛 ≤ 0; 

𝑔𝑛
𝑖 = {

1, 𝑒ğ𝑒𝑟 𝑖 = 1 − 𝑛
0, 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎

 

𝑐𝑗 ,   1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘,   𝑔𝑛
𝑖  nin n. terimleri  

[
 
 
 

  𝑔𝑛+1
𝑖

  𝑔𝑛
𝑖

⋮
  𝑔𝑛−𝑘+2

𝑖 ]
 
 
 

= 𝐴

[
 
 
 

  𝑔𝑛
𝑖

  𝑔𝑛−1
𝑖

⋮
  𝑔𝑛−𝑘+1

𝑖 ]
 
 
 

 

verilmiştir. 

Özkan ve Dervişoğlu (2012) Modüler aritmetikte Catalan Sayıları asal sayılar için 

incelemişler ve onunla ilgili bazı teoremler vermişlerdir. Ayrıca, 𝑝 asal sayı olmak üzere, 

𝑚𝑜𝑑𝑝, 𝑚𝑜𝑑𝑝2, 𝑚𝑜𝑑𝑝3 için Catalan Sayılarla ilgili teoremleri vermişlerdir. 

Sayı dizileri ve onların polinomları ile ilgili birçok çalışma yapılmıştır.  
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Özkan vd. (2017) Lucas sayıları ve yeni Fibonacci dizi ailesi arasındaki bazı bağıntıları 

vermişlerdir. Ayrıca onlar k-Lucas sayılarının yeni bir ailesini tanımlamışlardır. Ve bu 

dizinin özelliklerini vermişlerdir.  

Özkan vd. (2018) yeni bir 2-Fibonacci polinomları tanımladılar. Onlar 2-Fibonacci 

polinomlarının katsayıları ile Pascal üçgeni arasındaki bağıntıyı verdiler. Ayrıca bu 

polinomların bazı özelliklerini ifade ettiler. Bu polinomların türevlerini de çalışmalarında 

vermişlerdir. 

Barry (2005) makalesinde ki Hankel dönüşümünde Catalan sayıları kullanılarak; 

𝐴 = {𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … } ve Hankel determinantı {ℎ0, ℎ1, ℎ2, … } 

𝐴𝑛 = {𝑎𝑛}𝑛∈𝑁0
→  ℎ = {ℎ𝑛}𝑛∈𝑁0

 

ℎ𝑛 = |

𝑎0 𝑎1 … 𝑎𝑛
𝑎1 𝑎2 … 𝑎𝑛+1

⋮
𝑎𝑛

⋮
𝑎𝑛+1

⋮
𝑎𝑛+2

⋮
𝑎2𝑛

| 

ve Catalan sayıları L parametresiyle 𝑎0 = 𝐿 + 1  

𝑎𝑛 = 𝑎𝑛(𝐿) = 𝐶(𝑛; 𝐿) + 𝐶(𝑛 + 1, 𝐿)           (𝑛 ∈ 𝑁) 

𝐶(𝑛; 𝐿) = 𝑇(2𝑛, 𝑛; 𝐿) − 𝑇(2𝑛, 𝑛 − 1; 𝐿) 

𝑇(𝑛, 𝑘; 𝐿) = ∑ (
𝑘
𝑗
) (

𝑛 − 𝑘
𝑗

) 𝐿𝑗

𝑛−𝑘

𝑗=0

 

şeklinde belirtmiştir. 

Bala (2017) yılındaki makalesinde, 

𝐴(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + … 

geren fonksiyonu olan bir sayı dizisinde Barry (2005)’nin verdiği 
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𝐴(𝑥𝐶(𝑥)) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + (𝑎1 + 𝑎2)𝑥
2 + (2𝑎1 + 2𝑎2 + 𝑎3)𝑥

3

+ (5𝑎1 + 5𝑎2 + 2𝑎3 + 𝑎4)𝑥
4 + ⋯ 

Catalan dönüşümünü uygulayarak 

[
 
 
 
 
 
 
1
1
1
1
1

⋮

 

1
1
2
5

⋮

 
1
2
5

⋮

 1
3

⋮

 
1

⋮

  

⋱ ]
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
𝑎0

𝑎1

𝑎2
𝑎3

𝑎4

⋮ ]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 

𝑎0

𝑎1

𝑎1 + 𝑎2

2𝑎1 + 2𝑎2 + 𝑎3

5𝑎1 + 5𝑎2 + 3𝑎3 + 𝑎4

⋮ ]
 
 
 
 
 
 

 

yukarıda sol tarafta verilen alt üçgen matrisin, Catalan dizisi olduğu durumda, bu 

dizilimin Bell tarafından verilen bir yarı grup olan Riorda grubunun bir elemanı olduğunu 

belirtmiştir. 
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3. KURAMSAL TEMELLER 

Teorem 3.1. 𝑛 ≥ 1 ve 𝑄 = [
1 1
1 0

] matrisi verilsin. Bu takdirde, 

𝑄𝑛 = [
𝐹𝑛+1 𝐹𝑛

𝐹𝑛 𝐹𝑛−1
] 

dir (Koshy, 2001). 

İspat: İspatı 𝑛 üzerinden tümevarımla verelim. 

𝑛 =  1 için,  

𝑄1 = [
𝐹2 𝐹1

𝐹1 𝐹0
] = [

1 1
1 0

] = 𝑄 

𝑛 =  1 için iddia doğrudur. 

𝑛 =  𝑘 için iddia doğru olsun. O halde,  

𝑄𝑘 = [
𝐹𝑘+1 𝐹𝑘

𝐹𝑘 𝐹𝑘−1
] 

dir. Bu takdirde; 

𝑄𝑘+1 = 𝑄𝑘𝑄1 = [
𝐹𝑘+1 𝐹𝑘

𝐹𝑘 𝐹𝑘−1
] [

1 1
1 0

] 

𝑛 =  𝑘 + 1 için, 

𝑄𝑘+1 = [
𝐹𝑘+1 + 𝐹𝑘 𝐹𝑘+1

𝐹𝑘 + 𝐹𝑘−1 𝐹𝑘
] 

 = [
𝐹𝑘+2 𝐹𝑘+1

𝐹𝑘+1 𝐹𝑘
] 

olup, ispat tamamlanır. 

Teorem 3.2. 𝑛 ≥ 1 olsun. Bu takdirde, 

𝐹𝑛−1𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛
2 = (−1)𝑛 
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dir (Koshy, 2001). 

İspat: |𝑄| = (−1) ve |𝑄𝑛| = (−1)𝑛 dir. Teorem 3.2’den 

|𝑄𝑛| = 𝐹𝑛−1𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛
2 

dir. 

Teorem 3.3. (Cassini Formülü) 

𝐹𝑛−1𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛
2 = (−1)𝑛   𝑛 ≥ 1 

eşitliği mevcuttur. 

İspat: Bir önceki teoreme göre, 𝐴 = (
1 1
1 0

) ise det(𝐴) = −1’dir. 

Ayrıca 

(−1)𝑛 = (det (𝐴))𝑛 = det(𝐴𝑛) = |
𝐹𝑛+1 𝐹𝑛

𝐹𝑛 𝐹𝑛−1
| 

olduğundan 

𝐹𝑛−1𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛
2 = (−1)𝑛 

bulunur. 
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4. MATERYAL VE YÖNTEM 

𝑘 −Fibonacci sayıları, Fibonacci sayılarının yeni bir genelleştirilmesi olup Falcon ve 

Plaza tarafından geliştirilmiştir. Bu kısımda 𝑘 −Fibonacci sayıları konusunda 

yararlandığımız tanım ve özdeşlikleri ele alacağız. 

4.1. k –Fibonacci sayılar 

Tanım 4.1.1. k–Fibonacci sayısı; her  𝑘 > 0 reel sayısı için 𝐹𝑘,0 = 0 ve 𝐹𝑘,1 = 1 olmak 

üzere  

𝐹𝑘,𝑛+1 = 𝑘𝐹𝑘,𝑛 + 𝐹𝑘,𝑛−1, 𝑛 ≥ 1 

şeklinde tanımlanır ve  {𝐹𝑘,𝑛}
𝑛∈𝑁

ile gösterilir. 

Burada 𝑘 = 1 için bilinen Fibonacci dizilerini, 𝑘 = 2 için Pell dizilerini elde edilir. 

𝑘 −Fibonacci sayılarının karakteristik kökleri 𝜎1 ve 𝜎2 olmak üzere, 

𝜎2 = 𝑘𝜎 + 1 

rekürans bağıntısıyla, 

𝐹𝑘,𝑛 =
𝜎1

𝑛 − 𝜎2
𝑛

𝜎1 − 𝜎2
 

olur. 

Burada karakteristik kökler, 

𝜎1 =
𝑘 + √𝑘2 + 4

2
 

𝜎2 =
𝑘 − √𝑘2 + 4

2
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𝐹𝑘,𝑛 =
𝜎𝑛 − (−𝜎)−𝑛

𝜎 − 𝜎−1
 . 

İki terimin limitleri 

lim
𝑛→∞

𝐹𝑘,𝑛+𝑟

𝐹𝑘,𝑛
= 𝜎𝑟 

dir. 

Teorem 4.1.2. 𝑘 –Lucas ve 𝑘 –Fibonacci sayıları arasında 

𝐿𝑘,𝑛 = 𝐹𝑘,𝑛−1 + 𝐹𝑘,𝑛+1, 𝑛 ≥ 1 

 bağıntısı vardır (Koshy, 2001). 

İspat: Eğer 𝑛 =  1’den 

𝐹𝑘,0 + 𝐹𝑘,2 = 𝑘 = 𝐿𝑘,1 

𝑛 –  1’e kadar formülün doğru olduğunu varsayalım. 

         𝐿𝑘,𝑛−2 = 𝐹𝑘,𝑛−3 + 𝐹𝑘,𝑛−1  𝑣𝑒 

𝐿𝑘,𝑛−1 = 𝐹𝑘,𝑛−2 + 𝐹𝑘,𝑛 

       𝐿𝑘,𝑛 = 𝑘. 𝐿𝑘,𝑛−1 + 𝐿𝑘,𝑛−2 = 𝑘. (𝐹𝑘,𝑛−2 + 𝐹𝑘,𝑛) + 𝐹𝑘,𝑛−3 + 𝐹𝑘,𝑛−1 

(𝑘𝐹𝑘,𝑛−2 + 𝐹𝑘,𝑛−3) + (𝑘𝐹𝑘,𝑛 + 𝐹𝑘,𝑛−1) = 𝐹𝑘,𝑛−1 + 𝐹𝑘,𝑛+1 

Teorem 4.1.3.  𝑛, 𝑟 ≥ 0 olmak üzere aşağıdaki eşitlik vardır (Koshy, 2001). 

 𝐿𝑘,𝑛. 𝐿𝑘,𝑛+𝑟 = 𝐿𝑘,2𝑛+𝑟 + (−1)𝑛𝐿𝑘,𝑟 . 

İspat: 

𝑟 = 0,    

 𝐿𝑘,𝑛
2 = (𝜎𝑘

𝑛 + (−𝜎𝑘)
−𝑛)2 
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                         = 𝜎𝑘
2𝑛 + (−𝜎𝑘)

−2𝑛 + 2(−1)𝑛 

        = 𝐿𝑘,2𝑛 + (−1)𝑛𝐿𝑘,0 

doğru olduğunu kabul edelim. 

𝑟 − 1 için; 

  𝐿𝑘,𝑛. 𝐿𝑘,𝑛+𝑟−1 = 𝐿𝑘,2𝑛+𝑟−1 + (−1)𝑛𝐿𝑘,𝑟−1 

     𝐿𝑘,𝑛. 𝐿𝑘,𝑛+𝑟 = 𝐿𝑘,𝑛 + (𝑘. 𝐿𝑘,𝑛+𝑟−1 + 𝐿𝑘,𝑛+𝑟−2) 

   = 𝑘. (𝐿𝑘,2𝑛+𝑟−1 + (−1)𝑛𝐿𝑘,𝑟−1) + 𝐿𝑘,2𝑛+𝑟−2 + (−1)𝑛𝐿𝑘,𝑟−2 

= 𝑘. (𝐿𝑘,2𝑛+𝑟−1 + 𝐿𝑘,2𝑛+𝑟−2) + (−1)𝑛(𝑘. 𝐿𝑘,𝑟−1 + 𝐿𝑘,𝑟−2) 

= 𝐿𝑘,2𝑛+𝑟 + (−1)𝑛𝐿𝑘,𝑟 

Özel durumlar 

Eğer 𝑟 = 0, 𝐿𝑘,2𝑛 = 𝐿𝑘,𝑛
2 + 2(−1)𝑛+1 

𝑟 = 1,    

𝐿𝑘,𝑛. 𝐿𝑘,𝑛+1 = 𝐿𝑘,2𝑛+1 + 𝑘(−1)𝑛 

ve  

𝐿𝑘,2𝑛+1 = 𝐿𝑘,𝑛. 𝐿𝑘,𝑛+1 + 𝑘(−1)𝑛+1 

Eğer 𝑘 = 1 olursa Lucas sayılarda  

𝐿2𝑛+1 = 𝐿𝑛𝐿𝑛+1 + (−1)𝑛+1 

Eğer 𝑟 = 𝑛 olursa 

𝐿𝑘,3𝑛 = 𝐿𝑘,𝑛(𝐿𝑘,𝑛
2 + 3(−1)𝑛+1) 

 



16 
 

Özel denklemi 𝑘 =  1 için altın oran yani 

ø =
1 + √5

2
 

verir. 

𝑘 – Fibonacci sayılarının genel terimleri, 

𝐹𝑘,𝑛 =
1

2𝑛−1
∑ (

𝑛
2𝑖 + 1

) 𝑘𝑛−2𝑖−1(𝑘2 + 4)𝑖

⌊
𝑛−1
2

⌋

𝑖=0

 

veya 

𝐹𝑘,𝑛 = ∑ (
𝑛 − 1 − 𝑖

𝑖
) 𝑘𝑛−2𝑖−1

⌊
𝑛−1
2

⌋

𝑖=0

 

bağıntılarıyla elde edilir. 

Özdeşlikler: 

1) (Falcon ve Plaza) 

𝐹𝑘,𝑛−𝑟𝐹𝑘,𝑛+𝑟 − 𝐹𝑛,𝑟
2 = (−1)𝑛−𝑟+1𝐹𝑘,𝑟

2  

 

2) (Falcon ve Plaza) 

𝐹𝑘,𝑟+𝑠 = 𝐹𝑘,𝑟+1𝐹𝑘,𝑠 + 𝐹𝑘,𝑟𝐹𝑘,𝑠−1 

 

3) (Falcon ve Plaza) 

𝐹𝑘,𝑚𝐹𝑘,𝑛+1 − 𝐹𝑘,𝑚+1𝐹𝑘,𝑛 = (−1)𝑛𝐹𝑘,𝑚−𝑛 

 

4)  

𝐹𝑘,𝑛−1 + 𝐹𝑘,𝑛+1 =
𝐹𝑘,2𝑛

𝐹𝑘,𝑛
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5)  

𝐹𝑘,2𝑛 = ∑(
𝑛
𝑖
) 𝑘𝑖𝐹𝑘,𝑖

𝑛

𝑖=0

 

6) (Falcon ve Plaza) 

𝐹𝑘,𝑛
2 − 𝐹𝑘,𝑛−1𝐹𝑘,𝑛+1 = (−1)𝑛+1 

4.2. 𝒌 – Lucas Sayıları 

Bu bölümde 𝑘 −Lucas sayılarını kullanarak 𝑘 −Lucas polinomları elde edildi ve 

𝑘 −Lucas polinomların rekürans bağıntısı yardımıyla Binet formülleri verildi. 

Tanım 4.2.1. Her  𝑘 > 0 reel sayısı için k–Lucas sayıları;    𝐿𝑘,0 = 2 ve 𝐿𝑘,1 = 𝑘 olmak 

üzere  

𝐿𝑘,𝑛+1 = 𝑘𝐿𝑘,𝑛 + 𝐿𝑘,𝑛−1 

şeklinde tanımlanır ve {𝐿𝑘,𝑛}
𝑛∈𝑁

 ile gösterilir. 

𝑘 – Lucas sayılarının formülleri karakteristik denklemi, 

𝑟2 − 𝑘𝑟 − 1 = 0 

ve 𝑟1 > 𝑟2 olmak üzere denklemin kökleri; 

𝑟1 =
𝑘 + √𝑘2 + 4

2
         𝑟2 =

𝑘 − √𝑘2 + 4

2
 

olur. Burada  

𝑟1 + 𝑟2 = 𝑘, 𝑟1𝑟2 = −1 

𝑟1 − 𝑟2 = √𝑘2 + 4 

𝑟1
2 + 𝑟2

2 = 𝑘2 + 2 

dir. 
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𝐿𝑘,𝑛+1 = 𝑘𝐿𝑘,𝑛 + 𝐿𝑘,𝑛−1,     𝑛 ≥ 1 

bağıntısıyla, 

𝐿𝑘,0 = 2 

𝐿𝑘,1 = 𝑘 

𝐿𝑘,2 = 𝑘𝐿𝑘,1 + 𝐿𝑘,0 = 𝑘2 + 2 

𝐿𝑘,3 = 𝑘𝐿𝑘,2 + 𝐿𝑘,1 = 𝑘(𝑘2 + 2) + 1 = 𝑘3 + 3𝑘 

𝐿𝑘,4 = 𝑘𝐿𝑘,3 + 𝐿𝑘,2 = 𝑘(𝑘3 + 3𝑘) + 𝑘2 + 2 

𝐿𝑘,4 = 𝑘4 + 4𝑘2 + 2 

𝐿𝑘,5 = 𝑘𝐿𝑘,4 + 𝐿𝑘,3 = 𝑘(𝑘4 + 4𝑘2 + 2) + 𝑘3 + 3𝑘 

𝐿𝑘,5 = 𝑘5 + 5𝑘3 + 5𝑘 

𝐿𝑘,6 = 𝑘𝐿𝑘,5 + 𝐿𝑘,4 = 𝑘(𝑘5 + 5𝑘3 + 5𝑘) + 𝑘4 + 4𝑘2 + 2 

𝐿𝑘,6 = 𝑘6 + 6𝑘4 + 9𝑘2 + 2 

𝐿𝑘,7 = 𝑘𝐿𝑘,6 + 𝐿𝑘,5 

        = 𝑘(𝑘6 + 6𝑘4 + 9𝑘2 + 2) + 𝑘5 + 5𝑘3 + 5𝑘 

        = 𝑘7 + 7𝑘5 + 14𝑘3 + 7𝑘 

polinomları bulunur (Falcon, 2011). 

Teorem 4.2.1. 𝑘 – Lucas dizileri  

𝐿𝑘,𝑛 = 𝜎𝑘
𝑛 + (−𝜎𝑘)

−𝑛 𝑣𝑒  𝜎𝑘 =
𝑘 + √𝑘2 + 4

2
 

 bağıntıları ile elde edilir. 

İspat: Karakteristik denklemi 
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𝑟2 − 𝑘𝑟 − 1 = 0 

çözümleri, 

𝜎𝑘 =
𝑘 + √𝑘2 + 4

2
 𝑣𝑒 𝜎𝑘

′ =
𝑘 − √𝑘2 + 4

2
 

𝐿𝑘,𝑛 = 𝑐1𝜎𝑘
𝑛 + 𝑐2𝜎𝑘

𝑛 

𝑛 =  0 için 𝐿𝑘,0 = 2 ve n = 1 için 𝐿𝑘,1 = 𝑘 ve 𝑐1 = 𝑐2 = 1 elde ederiz ve sonunda 𝜎𝑘𝜎𝑘
′ =

−1 olduğundan, 

𝜎𝑘
′ = −

1

𝜎𝑘
    𝐿𝑘,𝑛 = 𝜎𝑘

𝑛 + (−𝜎𝑘)
−𝑛 

bulunur (Falcon, 2011). 

4.3. Catalan Sayılar 

Catalan sayılar, 

𝐶𝑛 =
1

𝑛 + 1
(
2𝑛
𝑛

) 

formülü ve Catalan geren fonksiyonu 

𝐶(𝑥) =
1 − √1 − 4𝑥

2𝑥
 

ile elde edilmiştir. Daha sonra 𝑛 =  0, 1, 2, … için Catalan sayılarını 

𝐶𝑛+1

𝐶𝑛
=

2(2𝑛 + 1)

2𝑛
 

{1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796,… } 

şeklinde elde edilmiştir (Falcon, 2013). 
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4.4. 𝒌 – Fibonacci Sayılarında Catalan Dönüşümü 

Falcon (2013), daha sonra 𝑘 – Fibonacci sayılarda Catalan dönüşümü uygulayıp, 𝐶𝐹𝑘 

polinomlarını elde etmiştir. 

𝐶𝐹𝑘,𝑛 = ∑
𝑖

2𝑛 − 𝑖
(
2𝑛 − 𝑖
𝑛 − 𝑖

)

𝑛

𝑖=0

𝐹𝑘,𝑖, 𝑛 ≥ 1 

dönüşümü ile 

𝐶𝐹𝑘,1 = ∑
𝑖

2 − 𝑖
(
2 − 𝑖
1 − 𝑖

)

1

1

𝐹𝑘,𝑖 = 1 

𝐶𝐹𝑘,2 = ∑
𝑖

4 − 𝑖
(
4 − 𝑖
2 − 𝑖

)

2

1

𝐹𝑘,𝑖 = 𝑘 + 1 

       𝐶𝐹𝑘,3 = ∑
𝑖

6 − 𝑖
(
6 − 𝑖
3 − 𝑖

)

3

1

𝐹𝑘,𝑖 = 𝑘2 + 2𝑘 + 3 

𝐶𝐹𝑘,4 = 𝑘3 + 3𝑘2 + 7𝑘 + 8 

𝐶𝐹𝑘,5 = 𝑘4 + 4𝑘3 + 12𝑘2 + 22𝑘 + 24 

𝐶𝐹𝑘,6 = 𝑘5 + 5𝑘4 + 18𝑘3 + 43𝑘2 + 73𝑘 + 75 

Bu denklemleri 𝑛 𝑥 1 türünde alt üçgen matris şeklinde belirtip, 

[
 
 
 
 
 
 
 
𝐶𝐹𝑘,1

𝐶𝐹𝑘,2

𝐶𝐹𝑘,3

𝐶𝐹𝑘,4

𝐶𝐹𝑘,5

𝐶𝐹𝑘,6

⋮ ]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
1
1
2
5
14
42
⋮

 

1
2
5
14
42
⋮

 
1
3
9
28
⋮

 1
4
14
⋮

 
1
5
⋮

 

1
⋮ ]
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
𝐹𝑘,1

𝐹𝑘,2

𝐹𝑘,3

𝐹𝑘,4

𝐹𝑘,5

𝐹𝑘,6

⋮ ]
 
 
 
 
 
 

 

𝐶 matrisinin elemanları tekrarlama ilişkisini doğrular ve 𝐶 matrisinin 1. ve 2. sütunları 

Catalan sayılarından oluşmaktadır. 
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4.5. k–Fibonacci Fonksiyonun Catalan Dönüşümünün Geren Fonksiyonu  

𝑓𝑘(𝑥) =
𝑥

1 − 𝑘𝑥 − 𝑥2
 

olmak üzere, Catalan sayıların geren fonksiyonu  

𝐶(𝑥) =
1 − √1 − 4𝑥

2𝑥
 

ve Catalan sayıların formülü 

𝐶𝑛 =
(2𝑛)!

(𝑛 + 1)! 𝑛!
 . 

burada 𝐶(𝑥) Catalan sayı dizisinin geren fonksiyonu olduğu ispatlanmış ve 𝐴(𝑥) geren 

fonksiyonunun görüntüsü altında 𝐴(𝑥 ∗ 𝐶(𝑥)) bir geren fonksiyon olduğu ispatlanmıştır.  

Sonuç olarak 𝑘 – Fibonacci sayıların Catalan dönüşümünün geren fonksiyonu  

𝐶𝑓𝑘(𝑥) = 𝑓𝑘(𝑥 ∗ 𝐶(𝑥)) =
1 − √1 − 4𝑥

1 − 𝑘 + (𝑘 + 1)√1 − 4𝑥 + 2𝑥
 

elde edilmiştir (Falcon, 2013). 

4.6. k–Fibonacci Dizisinin Catalan dönüşümü için Hankel Fonksiyonu 

𝐴 = {𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 …} sayıları reel sayılar olmak üzere  

𝐻𝑛 = ||

𝑎0

𝑎1

𝑎2
𝑎3

⋮

 𝑎1 
 𝑎2

 𝑎3
 𝑎4

⋮

 

𝑎2

𝑎3

𝑎4 
𝑎5

⋮

𝑎3

 𝑎4

𝑎5
𝑎6

⋮

 …
…
…
…
⋱

|| 

yani, 𝐻𝑛 = Det[𝑎𝑖+𝑖−2] sayı dizisinin determinantına Hankel fonksiyonu denir.  

A, 𝑛𝑥𝑛 türünde matris, Hankel determinantının bir alt determinantıdır. 

𝑘 – Fibonacci sayılarına Catalan dönüşümü uygulayıp bulunan 𝐶𝐹𝑘 polinomları Hankel 

determinantına tabi tutulursa; 



22 
 

𝐻𝐶𝐹1 = 𝐷𝑒𝑡[1] = 1 

𝐻𝐶𝐹2 = |
1 𝑘 + 1

𝑘 + 1 𝑘2 + 2𝑘 + 3
| = 2 

𝐻𝐶𝐹3 = |
1 𝑘 + 1 𝑘2 + 2𝑘 + 3

𝑘 + 1 𝑘2 + 2𝑘 + 3 𝑘3 + 3𝑘2 + 7𝑘 + 8
𝑘2 + 2𝑘 + 3 𝑘3 + 3𝑘2 + 7𝑘 + 8 𝑘4 + 4𝑘3 + 12𝑘2 + 22𝑘 + 24

| = 5 

elde edilir (Falcon, 2013). 

Teorem 4.6.1.  𝑘 – Fibonacci sayıların Catalan dönüşümünün Hankel dönüşümü 

Fibonacci sayılarını iki kısıma ayırır (Falcon, 2013). 

𝑘 ∈ 𝑁 olmak üzere, 

{𝐻𝐶𝐹𝑘,𝑛} = {𝐹2𝑛+1} 

dir. 

İspat: 𝐻𝑛 ≠ 0 olduğundan dolayı 𝐻𝑛 tekil olmayan matris, 𝐿𝑛  ve 𝑈𝑛matrislerinin 

𝐿𝑛. 𝑈𝑛 

çarpımı olarak yazılabilir. Sırasıyla 

 𝐿𝑛 alt üçgen matris ve köşegeni  

{1, 1, 1, … } 

ve birinci sütunu  

{𝐶𝐹1, 𝐶𝐹2, 𝐶𝐹3, … } 

dir. 𝑈𝑛 ise üst üçgen matristir. Matrisin ilk satırı da   

{𝐶𝐹1, 𝐶𝐹2, 𝐶𝐹3, } 

dir ve esas köşegeni  
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{1,
2

1
,
5

2
,
13

5
,
34

13
, … } 

dir. 

𝐻𝑛 = 𝐷𝑒𝑡(𝐿𝑛). Det(𝑈𝑛) = Det(𝑈𝑛) 

= 𝑎11. 𝑎22 …𝑎𝑛𝑛 

determinantına eşittir. Yani, 

{𝐻𝐶𝐹𝑘,𝑛} =  {𝐹2𝑛+1} 

dir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



24 
 

5. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu bölümde k-Lucas dizilerde Catalan dönüşümü tanımlanıp Catalan k-Lucas polinomları 

elde edildi. Daha sonra bulunan Catalan k-Lucas polinomların matris gösterimi yapıldı. 

Catalan k-Lucas sayıların Geren fonksiyonu elde edildi. Catalan k-Lucas polinomları 

Hankel determinantına tabi tutularak değerleri hesaplandı. 

5.1. 𝒌 – Lucas Dizilerinde Catalan Dönüşümü  

Tanım 5.1.1. 𝑛 ≥ 1 ve 𝑘 > 0 olmak üzere 

𝐶𝐿𝑘,𝑛 = ∑
𝑖

2𝑛 − 𝑖
(
2𝑛 − 𝑖
𝑛 − 𝑖

)

𝑛

𝑖=0

𝐿𝑘,𝑖 

eşitliğine k–Lucas dizilerinde Catalan dönüşümü denir. 

Yukarıdaki tanımı kullanarak; 

𝐶𝐿𝑘,1 = ∑
𝑖

2 − 𝑖
(
2 − 𝑖
1 − 𝑖

)

1

𝑖=1

𝐿𝑘,𝑖 = 1𝐿𝑘,1 = 𝑘                                                                          

𝐶𝐿𝑘,2 = ∑
𝑖

4 − 𝑖
(
4 − 𝑖
2 − 𝑖

)

2

𝑖=1

𝐿𝑘,𝑖 =
1

3
(
3
1
) 𝐿𝑘,1 + (

2
0
) 𝐿𝑘,2 = 𝑘2 + 𝑘 + 2                              

𝐶𝐿𝑘,3 = ∑
𝑖

6 − 𝑖
(
6 − 𝑖
3 − 𝑖

)

3

𝑖=1

𝐿𝑘,𝑖 =
1

5
(
5
2
) 𝐿𝑘,1 +

2

4
(
4
1
) 𝐿𝑘,2 +

3

3
(
3
0
) 𝐿𝑘,3                            

          =
1

5
10. 𝑘 +

2

4
. 4. (𝑘2 + 2) +

3

3
. 1(𝑘3 + 3𝑘) = 𝑘3 + 2𝑘2 + 5𝑘 + 4             

𝐶𝐿𝑘,4 = ∑
𝑖

8 − 𝑖
(
8 − 𝑖
4 − 𝑖

)

4

𝑖=1

𝐿𝑘,𝑖 =
1

7
(
7
3
) 𝐿𝑘,1 +

2

6
(
6
2
) 𝐿𝑘,2 +

3

5
(
5
1
) 𝐿𝑘,3 +

4

4
(
4
0
) 𝐿𝑘,4   

      =
1

7
. 35. 𝑘 +

2

6
. 15. (𝑘2 + 2) +

3

5
. 5(𝑘3 + 3𝑘) +

4

4
. 1. (𝑘4 + 4𝑘2 + 2) 

            = 𝑘4 + 3𝑘3 + 9𝑘2 + 14𝑘 + 12                                                                                  
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𝐶𝐿𝑘,5 = ∑
𝑖

10 − 𝑖
(
10 − 𝑖
5 − 𝑖

)

5

𝑖=1

𝐿𝑘,𝑖 

          =
1

9
(
9
4
) 𝐿𝑘,1 +

2

8
(
8
3
) 𝐿𝑘,2 +

3

7
(
7
2
) 𝐿𝑘,3 +

4

6
(
6
1
) 𝐿𝑘,4 +

5

5
(
5
0
) 𝐿𝑘,5 

        =
1

9
. 126. 𝑘 +

2

8
. 56. (𝑘2 + 2) +

3

7
. 21(𝑘3 + 3𝑘) +

4

6
. 6. (𝑘4 + 4𝑘2 + 2)

+
5

5
. 1. (𝑘5 + 5𝑘3 + 5𝑘) 

           = 𝑘5 + 4𝑘4 + 14𝑘3 + 30𝑘2 + 46𝑘 + 36 

𝐶𝐿𝑘,6 = ∑
𝑖

12 − 𝑖
(
12 − 𝑖
6 − 𝑖

)

6

𝑖=1

𝐿𝑘,𝑖 

          =
1

11
(
11
5

) 𝐿𝑘,1 +
2

10
(
10
4

) 𝐿𝑘,2 +
3

9
(
9
3
) 𝐿𝑘,3 +

4

8
(
8
2
) 𝐿𝑘,4 +

5

7
(
7
1
) 𝐿𝑘,5 +

6

6
(
6
0
) 𝐿𝑘,6 

     =
1

11
. 462. 𝑘 +

2

10
. 210. (𝑘2 + 2) +

3

9
. 84(𝑘3 + 3𝑘) +

4

8
. 28. (𝑘4 + 4𝑘2 + 2)

+
5

7
. 7. (𝑘5 + 5𝑘3 + 5𝑘) +

6

6
. 1. (𝑘6 + 6𝑘4 + 9𝑘2 + 2) 

         = 𝑘6 + 5𝑘5 + 20𝑘4 + 53𝑘3 + 107𝑘2 + 151𝑘 + 114 

𝐶𝐿𝑘,7 = ∑
𝑖

14 − 𝑖
(
14 − 𝑖
7 − 𝑖

)

7

𝑖=1

𝐿𝑘,𝑖 

 =
1

13
(
13
6

) 𝐿𝑘,1 +
2

12
(
12
5

) 𝐿𝑘,2 +
3

11
(
11
4

) 𝐿𝑘,3 +
4

10
(
10
3

) 𝐿𝑘,4 +
5

9
(
9
2
) 𝐿𝑘,5

+
6

8
(
8
1
) 𝐿𝑘,6 +

7

7
(
7
0
) 𝐿𝑘,7 
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        = 132. 𝑘 +
792

6
. (𝑘2 + 2) +

3

11
. 330(𝑘3 + 3𝑘) +

4

10
. 120. (𝑘4 + 4𝑘2 + 2)

+
5

9
. 36. (𝑘5 + 5𝑘3 + 5𝑘) +

6

8
. 8. (𝑘6 + 6𝑘4 + 9𝑘2 + 2)

+
7

7
. 1. (𝑘7 + 7𝑘5 + 14𝑘3 + 7𝑘)   

         = 𝑘7 + 6𝑘6 + 27𝑘5 + 84𝑘4 + 204𝑘3 + 378𝑘2 + 509𝑘 + 372 

polinomları elde edilir. 

Elde edilen  𝐶𝐿𝑘,𝑛 polinomlarını 𝐶 alt üçgen matrisi ve 𝑛 𝑥 1 boyutlu 𝐿𝑘 matrisinin 

çarpımı olarak yazılabilir. 

[
 
 
 
 
𝐶𝐿𝑘,1

𝐶𝐿𝑘,2

𝐶𝐿𝑘,3

𝐶𝐿𝑘,4

⋮ ]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
1
1
2
5
⋮

 
1
2
5
⋮

1
5
⋮

3
⋮

 …
…
…
…
⋱ ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝐿𝑘,1

𝐿𝑘,2

𝐿𝑘,3

𝐿𝑘,4

⋮ ]
 
 
 
 

 

Yani; 

[
 
 
 
 

𝑘
𝑘2 + 𝑘 + 2

𝑘3 + 2𝑘2 + 5𝑘 + 4
𝑘4 + 3𝑘3 + 9𝑘2 + 14𝑘 + 12

⋮ ]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
1
1
2
5
⋮

 
1
2
5
⋮

1
5
⋮

3
⋮

 …
…
…
…
⋱ ]

 
 
 
 

[
 
 
 
 

𝑘
𝑘2 + 2
𝑘3 + 3𝑘

𝑘4 + 4𝑘2 + 2
⋮ ]

 
 
 
 

 

eşitliği elde edilir. 

5.2. 𝒌 – Lucas Sayılarında Catalan Dönüşümünün Geren Fonksiyonu 

Wilf (1994) tarafından 𝑘 – Lucas geren fonksiyonu kullanılarak Catalan geren fonksiyonu 

𝐿𝑘(𝑥) = 𝐿𝑘,0 + 𝐿𝑘,1𝑥 + 𝐿𝑘,2𝑥
2 + ⋯+ 𝐿𝑘,𝑛𝑥𝑛 + ⋯ 

𝑘. 𝑥. 𝐿𝑘(𝑥) = 𝑘. 𝐿𝑘,0𝑥 + 𝑘. 𝐿𝑘,1𝑥
2 + 𝑘. 𝐿𝑘,2𝑥

3 + ⋯+ 𝑘. 𝐿𝑘,𝑛𝑥𝑛+1 + ⋯ 

𝑥2. 𝐿𝑘(𝑥) = 𝐿𝑘,0𝑥
2 + 𝐿𝑘,1𝑥

3 + 𝐿𝑘,2𝑥
4 + ⋯+ 𝐿𝑘,𝑛𝑥𝑛+2 + ⋯ 

(1 − 𝑘𝑥 − 𝑥2)𝐿𝑘(𝑥) = 2 − 𝑘𝑥 
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𝐿𝑘(𝑥) =
2 − 𝑘𝑥

1 − 𝑘𝑥 − 𝑥2
 

şeklinde elde edilmiştir. 

Catalan fonksiyonlarının geren fonksiyonu; 

Larcombe ve Wilson (2001) 

𝐺(𝑥) =
1 − √1 − 4𝑥

2𝑥
             

𝐺(𝑥) = ∑ 𝑐𝑚𝑥𝑚                 

∞

𝑚=0

 

∑ 𝑐𝑚+1𝑥
𝑚+1 − 𝑥 ∑ ∑ 𝑐𝑘𝑐𝑚−𝑘𝑥

𝑚

𝑚

𝑘=0

∞

𝑚=0

                 

∞

𝑚=0

 

𝑐0 = 1 için, 

𝐺(𝑥) − 1 = 𝑥𝐺2(𝑥)                        

𝐺(𝑥) =
1

2𝑥
(1 ± √1 − 4𝑥)                     

𝐺(𝑥) = 1 + 𝑥 + 2𝑥2 + 5𝑥3 + 14𝑥4 + ⋯ 

 şeklinde elde edilmiş.  

Yukarıdaki bilgilerden hareketle sonuç olarak; 

k-Lucas sayılarında Catalan dönüşümünün geren fonksiyonunu, k-Lucas geren 

fonksiyonunu Catalan fonksiyonunun görüntüsü altında yazılarak  

𝐶𝐿𝑘(𝑥) = 𝐿𝑘(𝑥 ∗ 𝐶(𝑥)) =
4 − 𝑘 + 𝑘. √1 − 4𝑥

1 + 2𝑥 − 𝑘 + (𝑘 + 1)√1 − 4𝑥
 

elde edilir. 
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5.3. 𝒌 – Lucas Dizisinin Catalan dönüşümü için Hankel Fonksiyonu 

İlk altı 𝐶𝐿𝑘  polinomu için Hankel fonksiyonunu uygularsak 

𝐻𝐶𝐿1 = 𝐷𝑒𝑡[𝑘] = 𝑘 

𝐻𝐶𝐿2 = | 𝑘 𝑘2 + 𝑘 + 2
𝑘2 + 𝑘 + 2 𝑘3 + 2𝑘2 + 5𝑘 + 4

| = −4 

ve 

𝐻𝐶𝐿3

= |
𝑘 𝑘2 + 𝑘 + 2 𝑘3 + 2𝑘2 + 5𝑘 + 4

𝑘2 + 𝑘 + 2 𝑘3 + 2𝑘2 + 5𝑘 + 4 𝑘4 + 3𝑘3 + 9𝑘2 + 14𝑘 + 12
𝑘3 + 2𝑘2 + 5𝑘 + 4 𝑘4 + 3𝑘3 + 9𝑘2 + 14𝑘 + 12 𝑘5 + 4𝑘4 + 14𝑘3 + 30𝑘2 + 46𝑘 + 36

|

= 𝑘3 − 4𝑘2 − 8𝑘 − 16 

determinant değerleri elde edilir. 
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6. SONUÇ, TARTIŞMA VE ÖNERİLER 

Bu çalışmada, Falcon tarafından verilen k–Lucas dizisinin ,{ }k nL  Catalan dönüşümünün 

𝐶𝐿𝑘,𝑛 tanımı verildi.  k–Lucas dizisinin ,{ }k nL  Catalan dönüşümünün 𝐶𝐿𝑘,𝑛 geren 

fonksiyonu elde edildi. Ayrıca, 𝐶𝐿𝑘,𝑛 dönüşümü, alt üçgen matris olan Catalan matrisi C 

ile n × 1 tipindeki 
kL matrisinin çarpımı olarak yazıldı. Hankel fonksiyonu kullanılarak 

𝐶𝐿𝑘,𝑛 ler ile oluşturulan matrislerin determinantları hesaplandı. Ancak bulunan 

determinant değerlerinin genelleştirilemediği görüldü. 

Bu çalışma incelendiği takdirde Pell ve Pell – Lucas sayıları ve Jacobsthal sayılarında 

Catalan ve Hankel dönüşümlerinin belli özellikleri bulunabilir. 

k – Lucas Dizisinin Catalan dönüşümü için Hankel Fonksiyonu ile elde edilen 

determinant değerlerini bir dizi olarak göz önüne alındığında uygun k değerleri için 

bilinen herhangi bir sayı dizisine karşılık gelip gelmediği araştırılabilir. 
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