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Danisman: Prof. Dr. Gabil AMIRALI

Bu ¢alismada, siir-deger problemlerinin ¢dziim metotlarindan birisi olan, sinir-deger
probleminin integral denkleme doniistiiriilmesi Ve ¢6ziimii tizerinde duruldu. Bu tiir
problemler i¢in Oncelikle Green fonksiyonu olusturuldu. Daha sonra sinir-deger
problemi, Green fonksiyonu yardimiyla integral denkleme doniistiiriilerek ¢oziildii.

Son olarak kullanilan metot 6rnekler iizerinde uygulanarak test edildi.
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In this study, the transformation and solution of the boundary-value problem, which is
one of the solution methods of the boundary-value problems, to the integral equation
is emphasized. For such problems, the Green function was created first. Then, the
boundary-value problem was solved by converting to the integral equation with the

help of Green's function. Finally, the method used was tested on the samples.
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1. GIRIS

Bilinmeyen bir u(x) fonksiyonun integral isareti altinda bulundugu denklemler olarak

tanimlanan integral denklemler, uygulamali matematik, matematiksel fizik ve
miithendislikte, bir¢ok problemin ¢oziimiinde 19. vyiizyilin baslarindan itibaren
incelenmeye ve lizerinde arastirmalar yapilmaya baslanilmis bir konudur. Abel’in 1823
yilinda, mekanik bir problemi inceledigi sirada ilk defa integral denkleme rastladigi ve
mekanik problemlerinin genel formiilii olan integral denklemi ortaya koydugu
bilinmektedir. Fakat integral denklem terimi ilk kez 1888 yilinda De Bois Reymond
tarafindan kullanilmistir. Volterra’nin 1884 yilinda integral denklemler {izerinde
calismaya basladigi, ancak ilk ciddi calismalar1 1896 yilinda yapmustir. Integral
siirlarindan birinin X degiskeni oldugu lineer integrallerle ilgili ¢alismalar Volterra
tarafindan yapilmistir. Volterra integral denklemi tanimi ilk kez 1908 yilinda Lalesco
tarafindan verilmistir. Integral sinirlarinin sabit oldugu integral denklemler ilgili ilk
caligma ise, Eric Ivan Fredholm tarafindan 1900 yilinda yapilmistir. Onceleri, rastgele
ve sistematik olmayan bir sekilde yapilan ¢aligsmalar, teknolojinin gelismesine paralel
olarak bu yiizyilin sonuna dogru daha diizenli ve bilimsel yontemler uygulanarak
yapilmaya ve birtakim sonuglar alinmaya baslanilmigtir (Bocher, 1913; Wazvaz 1997,
Green 1969; Jerri 1999).

Diferansiyel denklemler ile integral denklemler arasinda siki bir iligki vardir. Diferansiyel
denklemler, tek baslarina degil, baslangic ve sinir sartlar1 denilen ilave sartlar ile anlam
kazanir. Integral denklemler ise, diferansiyel denklemlerin aksine ilave sart

gerekmeksizin bir problemin tam tanimini verebilirler.

Diferansiyel denklemlerin ¢ok genis bir uygulama alanina sahip olmasi bu iliski
sayesinde integral denklemlerin de fizik, modern miihendisligin ve diger alanlarin
problemlerinin ¢oziimiinde daha ¢ok kullanilmaya baslanmis ve 6nemi gittikce artmaistir.
Integral denklemlerin kullanildig1 bazi alanlar; aerodinamik, akustik, jeofizik, elektrik ve
manyetizma, biyoloji, popiilasyon genetigi, mekanik, termoelastikiyet, dalgalarin
kirmimi, radyasyon, kimyasal reaktor teorisi, elektromanyetik teorisi, gazlarin kinetik
teorisi, kuantum mekanigi, 1s1ma, 1s1 transferi, optimazisyon ve diger fiziksel alanlardir
(Bloom 1980; Kopeikin vd., 1984; Holmaker 1993; Yue vd., 1995; Biiyiikaksoy vd.,
1995; Ray ve Sahu 2013).



Diferansiyel denklemlerin sinir deger problemleri ile integral denklemler arasindaki
bagintinin tesis edilebilmesi i¢in uygulamali bilimlerde ¢ok sik kullanilan problemler
igerisinde Green fonksiyonu kavrami ayrica bir 6nem arz etmektedir. Genel olarak L

diferansiyel operatorii, U’da bulunmasi istenen fonksiyon ve f ’de verilmis fonksiyon

olmak lizere

Lu=f

denklemini ele alalim. L operatorii tizerindeki uygun kosullar altinda baslangi¢ ve sinir
kosullarina bagli olarak da bir integral denklem biciminde ifade edilebilir. u

fonksiyonunun ¢6ziim oldugu bu integral denklem Green fonksiyonunu igerir.

Green fonksiyonu ile ilgili ilk ¢alisma Green (1828) tarafindan yapilmistir. Bu fonksiyona
Green kendi adin1 vermemistir. Ancak daha sonra Riemann (1826-1866) bu fonksiyonlari
“Green fonksiyonlart” olarak adlandirmigtir. Smir deger problemleri igeren adi
diferansiyel denklemler i¢in Green fonksiyonu uygulamalari, Burkhardt (1861-1914)
calismasi ile baglamistir (Duffy, 2001).

Sinir deger problemlerinin integral denklemler metodu ile ¢oziimiinii iceren pek cok
orijinal arastirma makalesi ve kitap bulunmaktadir (Tricomi, 1955; Schwank, 1963;
Roach, 1970; Hsiao ve Maccamy, 1973; Krasnov vd., 1976; Saranen ve Vainikko, 2002;
Collins, 2006; Altin, 2011; Kokli, 2018).

Bu tezin amaci sinir deger problemlerinin ¢oziimlerinin elde edilmesinde karsilasilan
Green fonksiyonunun tanimlanarak problemi integral denklemlere doniistiiriip ¢ozmektir.
Green fonksiyonu bilindigi takdirde problemin ¢dztiimii bir integral denklem ile kolayca
yazilabilmektedir. Bu amacla tezde diferansiyel denklemlere iliskin smir-deger

problemleri i¢in Green fonksiyonu, irdelenmistir.

Bu caligsma, bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde giris ve literatiir bildirisleri
verilmistir. fkinci boliimde bu ¢alismada kullanilan bazi tanim ve teoremler verilmistir.
Ugiincii béliimde sinir deger problemlerinin Green fonksiyonu yardimiyla integral
denklemlere doOniistiiriilmesi, olusturulan integral denklemin ¢6ziimii {izerinde
durulmustur. Dordiincii boliimde ise sunulan metot problemler {izerinde uygulanarak test

edilmistir. Calismanin 5. boliimiinde ise bazi sonu¢ ve Oneriler verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bolim, diferansiyel denklemler ve integral denklemler ile ilgili temel olusturacak bazi

tanim, kavram ve teorilerden olugsmaktadir.

2.1. Diferansiyel Denklemler

Tamm 2.1.1. Bir y= f(x) fonksiyonunun, X bagimsiz degiskeni, y bagimli degiskeni

ve bunun sonlu herhangi bir mertebeye kadar tiirevleri arasindaki bagintiya diferansiyel

denklem denir.

Bu tanima gore, bir diferansiyel denklemin genel ifadesi

dy d?y d’y d"y
F(x,y,—, , =0 2.1
(x.y dx dx* " dx® dx") 1)
veya
F(X, y1 yl’ y”1 ym, " y(n)) =0 (22)

seklindedir. Bazi durumlarda, bir diferansiyel denklem, tiirev operatorii kullanilarak da

ifade edilmektedir.

Tanim 2.1.2. a,(x) =0 ve ay(x),a(x),...,a,(x) ve b(x) | <R araliginda tanimli ve

stirekli stirekli fonksiyonlar ve b(x) = 0olmak iizere,

3, ()Y” +a, ()Y +...+a,,(x)y+a,(x)y =b(x) (2.3)

denklemine n. mertebeden lineer homojen olmayan diferansiyel denklem denir. Eger,

b(x) =0 ise (2.3) denklemine n. mertebeden lineer homojen diferansiyel denklem denir.
(2.3) denkleminde, a,(x) katsayilarinin sabit olmasi halinde denklem sabit katsayili,

a,(x) lerin degisken katsayili olmasi halinde ise degisken katsayili denklem adini alir.

Tamm 2.1.3. a,(x),a,(x) ve a,(x) eC[a,b] ve b(x) | <R araliginda taniml ve siirekli

stirekli fonksiyonlar ve a,(X) # 0 olmak {izere,



8, (X)y"+a,(x)y'+a,(x)y =b(x) (2.4)
denklemine, x e (a,b) i¢in
B,(Y) = a,,y(@) + a,¥'(a) + B,y (0) + B,y () = 1, (2.5)
B, (Y) = @, Y(8) + a,¥'(8) + B, Y (b) + B, Y'(b) = 7, (2.6)
siir kosullart ile bir sinir-deger problemi denir.

(2.5)-(2.6) ile verilen siur kosullar1 en genel halde olup 5, =/,=0 ve a, =a,, =0
ise sinir kosullart ayrik siir kosullart adini alir. Eger o, = 5, =0 ve a,, =, =0 ve
7,=7,=0 ise smr kosullari periyodik olarak adlandirilir. Ote yandan

o, =P =P,=0,=0=,=0 olmast halinde s6z konusu smir Kkosullart
y(a) = A, y'(a) = 22 seklinde baslangic kosuluna doniisiir. Yukarida verilmis olan B,
1 Oy

ve B, simir operatorleri lineerdir.

Sinir-deger problemlerinin ¢dziimiinde dnce 2. mertebeden diferansiyel denklemin genel
¢Oziimii bulunur. Genel ¢oziimdeki keyfi sabitler, sinir kosullarin1 saglayacak sekilde
belirlenir. Boylece siir-deger probleminin ¢oziimii hem diferansiyel denklemi hem de

siir kosullarimi saglar.

Tamim 2.1.4. Homojen sinir-deger problemlerinin daima y(x) =0 ¢0ziimii vardir. Bu

¢oziime denklemin asikar (trivial) ¢6ziimii denir. Denklemin eger sifirdan farkh

(y(x) #0) ¢coziimleri var ise bu ¢oziimlere ise asikar olmayan ¢oziimler ad1 verilir.

Tamm 2.1.5. n tane fonksiyonun birbirinden lineer bagimsiz olmalarinin gerek ve yeter
sartt, Wronskian determinanti denilen asagidaki determinantin sifirdan farkli olmasidir.

Bu determinantin sonucuna Wronskian denir.

Fonksiyonlar, vy, (X), Y, (x),...y,(X) olmak iizere,



yl y2 yn
A A

W=, #0 (2.7)
Ty

ise, ¥,(X),Y,(x),...y,(X) fonksiyonlar1 lineer bagimsizdirlar.

(2.4) denkleminin ¢dziimleri olan Y, :[a, b] —>Rve y, :[a,b] — R fonksiyonlar1 [a,b]
araliginda tiirevlenebilir fonksiyonlar ise V Xe[a, b] icin y, ve Yy, fonksiyonlarinin

Wronskian’t W(y,,y,) :[a,b] >R,

V(%) ¥,(%)

W (y,, ,)(X) =
(53 Yi(x)  y5(X)

= ¥, (X) Y5 () = y1(X) ¥, (%) (2.8)

seklinde tanimlidir (Aksoy, 2004).

Tanim?2.1.6. [a,b] araliginda tanimli y,,Y,,..., Y, fonksiyonlar: i¢in en az biri sifirdan

farkli olan c,,C,,...,C, reel sayilar verildiginde
CY, +CY, +...+CY, =0 (2.9)

esitligi saglaniyorsa VY,,Y,,...,Yy, fonksiyonlari lineer bagimli fonksiyonlar denir. Eger
C.,C,,...,C, katsayilarinin hepsi sifir oldugunda saglaniyorsa y,,Y,,..., ¥, fonksiyonlar

lineer bagimsizdir.

Tamm 2.1.7. f(x) ve g(x) bir | araliginda reel degerli ve integrallenebilen herhangi

iki fonksiyon olsun. Eger, < f, g)ig carpimi i¢in,

(f ,g):j f(X)g()r(x)dx =0 (2.10)

saglaniyor ise f ve g fonksiyonlarma | araliginda r(x) >0 agirlik fonksiyonuna gore

ortogonaldir denir. | araligi sonlu ya da sonsuz olabilir. Ayrica sonlu | araliginin



uclarindan biri ya da her ikisi a¢ik veya kapali olabilir. (2.10)’da f = g alindiginda f nin

normu

1
2
||f||{ | fz(x)r(x)dx} (2.11)
|
olarak tanimlanir (Altin, 2011).

Tanim 2.1.8. Belirli bir kiime iizerinde tamiml1 f ve g fonksiyonlari ve « ve S skalerleri

igin,
L(af + p9)=alLf + pLg (2.12)
kosulunu saglayan L operatdriine lineer operatdr denir.

Tamim 2.1.9. Ac R, f:A— Rbir fonksiyon ve a e Aolsun.

f fonksiyonu a noktasinda siireklidir denir < her & > Qigin en az bir 6 > 0 vardir 6yle ki
x—al<s=|f(x)-f(a)<e (2.13)

Tanim 2.1.10. [a,b] araliginda tanimli reel degerli bir f fonksiyonu olsun. Ve >0
verildiginde |x—y|<§ kosulunu saglayan Vx,ye[a,b] icin |f(x)—f(y)|<g olacak
bicimde 35=5(¢)>0 bulunabilirse, f fonksiyonuna [a,b] araliginda diizgiin

sureklidir denir.

Tanim 2.1.11. Bos olmayan bir fonksiyonlar kiimesi X olmak iizere f : X - F, neN
seklinde fonksiyonlar olsun.
i) Eger Vxe Xigin f (x) — f(x) oluyorsayani ¥xe X ve &>0igin IN = N(X,¢)

varsa ve Vne Nigin |fn(x)— f(x)| < ¢ oluyorsa (f,) fonksiyonlar dizisi f ’ye noktasal

yakinsar denir.



ii) Ve eOigin AN = N(¢) varsa Vx e X ve ¥n> N igin |f, (x) - f (x)| < & oluyorsa (f,)

fonksiyonlar dizisi f 'ye diizgiin yakinsar denir.

Tamm 2.1.12. VaeNigin f :E—R olmak iizere {f,} fonksiyon dizisi verilsin.

=" f, olarak alindiginda S,:E — R bigiminde E iizerinde tanimlanan bir {S,}
k=1

fonksiyonlar1 dizisi elde edilir ki
Iimz fk(x):Z f (X) = f(X) (2.14)
i3 k=1

olur. Bu durumda {f,} fonksiyon dizisinin x noktasinda olusturdugu reel say1 serisi

yakinsak olur ve toplam f (x) ’dir.

Bir E kiimesinde tammli { f,} fonksiyon dizisinin {S} kismi toplamlar dizisi diizdiin

yakinsak ise { fn} fonksiyon dizisinin olusturdugu fonksiyon serisi diizgiin yakinsak olur.

Tanim 2.1.13. [a,b] araliginda tanimli f (x) fonksiyonunun,

F()=Y cuh(x) a<x<b (2.15)

bigiminde ¢ (X), (n=1,2,...) ortonormal fonksiyonlarin serisine acilabildigi diisiiniiliirse,

bu durumda s6z konusu serilere ortonormal seriler denir.

Tamim 2.1.14. A bir parametre olmak iizere

ai(x) +a (X)—+[a3(x)+/1] =0 (2.16)

lineer diferansiyel denklemi verilsin ve eger, (2.16) denkleminde

p(x)=exp{ } q09 =2 pe, s(x)= P (2.17)
,(x) &, (x)

doniistimleri yapilirsa,



i(pd—yj+(q+/1s)y20 (2.18)
dx\  dx

Sturm-Liouville denklemi elde edilir. Bu denklem

d d
L=—| p— 2.19
i ( p dxj +q (2.19)
operatorili yardimiyla
L{y]+As(x)y =0 (2.20)

seklinde yazilabilir. Burada p,qVve sreel degerli fonksiyonlardir ve ¢oziimlerin varligini
garanti edebilmek i¢in, [a, b] araliginda qve s nin siirekli, p ninise tiirevlenebilir oldugu

kabul edilmektedir.

Tanim 2.1.15. p(x) ve s(x) fonksiyonlar [a,b] araliginda pozitif iseler, (2.18) Sturm-
Liouville denklemine [a,b] de diizgiindiir denir. Bir diizgiin Sturm- Liouville denklemi,

verilen bir Ai¢in [a,b] araliginda iki lineer bagimsiz ¢oziime sahiptir.

Tanim 2.1.16. (2.20) Sturm- Liouville denklemi, a < x <b olmak tizere,

{aiy(a) +a,y'(a)=0 (2.21)

by (b)+b,y'(b) =0

olarak verilen sinir kosullarini saglayan ¢ozliimiiniin bulunmasina Sturm-Liouville sinir

deger problemi denir. Burada a,,a, ve bj,b, ler reel sabitler olup a’+a,>#0 ve

b?+b,”> =0 dir.

Tamm 2.1.17. Bir Sturm-Liouville sistemi i¢in asikdr olmayan g¢oziimler veren A

degerlerine 6zdeger ve bu 6zdegere karsilik gelen ¢coziimlere de 6zfonksiyon adi verilir.

Tamm 2.1.18. n. mertebeden homojen olmayan lineer diferansiyel denklem

3, ()Y +a,(y" () +...+a,, (Y () +a,(x) y(X) = f(x) (2.22)



olmak tizere,

d" dnt d
L= +8——+..+a _,—+a 2.23
a'O an ai dxnfl n-1 dX n ( )
tiirev operatorii i¢in Ly = f denklemindeki L adjoint operatori,
U= L@y + (08 @y s iay (2.24)
dx" % dx"? ay)t " '

seklindedir. Eger L =L ise L’ ye self-adjoint operator denir. Burada a, fonksiyonu, a,
fonksiyonunun kompleks eslenegidir. Her bir a, fonksiyonu k. mertebeden siirekli

tirevlenebilir, uve Vv fonksiyonlar1 da herhangi bir aralikta n.mertebeden siirekli

tiirevlenebilir ise bu durumda Lagrange 6zdesliginden,

VLU-U L*v:diB[u,v] (2.25)
X

yazilabilir. Buradaki B[u,v] bilineer formu,

B[u,v]:zn_; sz_;l(—l)"uk(amvyi) (2.26)
j20,k=0

olarak tanimhdir. Eger L ikinci mertebeden bir diferansiyel operatorii ise,

VLu—-ul'v= di[uaiv +U'a,V —u(a,v)] (2.27)
X

=u"a,V +u'aV +u[-a,V" +(-2a, +a, )V + (-a; +a,)V]
seklini alir. Bu ifade L operatdrii icin Lagrange 6zdesligi olarak bilinir.

Teorem 2.1.19. (Lagrange 6zdesligi): u,v e C?[a,b] olsun. Bu durumda
d
uL[v]-vL[u] :d—(pW [u,v]) (2.28)
X

esitligi saglanir. Burada, W [u,v] =uv'-u'v, uve V’nin Wronskianidir (Maunch, 2004).
9



Tanim 2.1.20. [a, b] araliginda (2.28) esitliginin her iki tarafin integralini alarak

J'(uL[v]—vL[u])dx =((p(x)W [u,v]) : (2.29)

elde edilir. Lagrange 6zdesliginin bir sonucu olan (2.29) esitligine Green Ozdesligi denir
(Maunch, 2004).

Tanim 2.1.21.
0, x=0
o(x) :{ (2.30)
0, x=0
bi¢iminde tanimlanan fonksiyona Dirac-Delta fonksiyonu denir. Burada

Té(x)dx:l (2.31)

ve ¢(x) test fonksiyonu olmak iizere,

[ #098(x)dx = $(0) (2.32)
olur (Roach, 1970).
Tanim 2.1.22.
H={" %70 233
(X)_{o, x<0 (2.33)

seklinde ifade edilen Heaviside birim fonksiyonu, Dirac delta fonksiyonunun integralidir.

#(x) test fonksiyonu olmak iizere

T H'(x)p(x)dx = —T H (x)¢'(x)dx (2.34)

= Tqﬁ'(x)dx

10



= ¢(x)
olur ki buradan sonug
H'(x) = 5(x) (2.35)

elde edilir (Roach, 1970).
2.2. Integral Denklemler ve Siiflandiriimasi

Abir parametre olmak iizere, u(x) bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda

kullanilmastyla olusan
B(x)
u(x) =)+ 4 o, K u(tdt (2.36)

seklindeki denkleme integral denklem denir. Burada K(x,t), ¢ekirdek fonksiyonudur.
a(x) ve B(x) integral sinirlaridir. Integral denklemler, gekirdek fonksiyonun dzellikleri,

bilinmeyen fonksiyonun denklemdeki bulunus sekli ve integral sinirlarina gore gesitli
sekillerde siniflandirilabilirler. En sik kullanilan integral denklemler Volterra ve
Fredholm integral denklemleri olmak iizere iki ana sinifa ayrilir. Integral denklemler,
homojen veya homojen olmayan ve lineer veya lineer olmayan olarak siniflandirilirlar.

Bazi pratik problemlerde tekil denklemlerle de karsilagilmaktadir.

Genel olarak, baslangig-deger problemleri Volterra integral denklemi ile, sinir-deger
problemi ise, Fredholm integral denklemi ile iliskilidir. Once Volterra integral

denklemlerini, sonra da Fredholm integral denklemlerini tanitalim.

Tamm 2.2.1. Homojen olmayan lineer Volterra integral denklemi
u(x) = f(x)+ A j K (x,)u(t)dt (2.37)
homojen lineer Volterra integral denklemi,
u(x) = A j K (x, u(t)dt (2.38)

lineer olmayan Volterra integral denklemi,
11



u(x) = f(x)+ A j K (x, t)u" (t)dt (2.39)

seklinde tanimlanir.

Ayrica, integral denklemler, yapilarina gore birinci ve ikinci ¢esit denklemler olarak da

ifade edilir.

Ikinci cesit Volterra integral denklemi
u(x) = f(x) + ;tj K (x, u(t)dt (2.40)
birinci ¢esit Volterra integral denklemi
0=f(X)+A j K (x, u(t)dt (2.41)
seklinde tanimlanir (Collins, 2006).
Tamm 2.2.2. Homojen olmayan lineer Fredholm integral denklemi,
u(0) = F(x)+ 4] K(xu(t)et (2.42)
homojen lineer Fredholm integral denklemi,
u(x) =2 K(x,hu(tdt (2.43)
lineer olmayan Fredholm integral denklemi,
u(¥) = £(x)+ 4] K(x tu" et (2.44)

seklinde tanimlanir.

Ayrica, integral denklemler, yapilarina gore birinci ve ikinci ¢esit denklemler olarak da

ifade edilir.

Ikinci cesit Fredholm integral denklemi,

12



u(x) = £ () +A[ K(x,Hu(t)et (2.45)
Birinci ¢esit Fredholm integral denklemi,
0=f(x)+2] K(x.u(t)dt (2.46)
seklinde tanimlanir (Collins, 2006).
2.2.1.  Tekil ve tekil olmayan integral denklemler

Eger integral denklemde K(x,t) fonksiyonu verilen belli bir aralikta taniml ve siirekli
ise, tekil olmayan integral denklem denir. K(x,t) fonksiyonu verilen belli bir aralikta
stirekli degilse, tekil integral denklem denir. Bir tekil integral denklemi sonsuz sinirlarla
bir integral olarak tanimlanir veya integralin ¢ekirdegi araliktaki belirli bir noktada

siirsiz oldugunda tekil integral olarak adlandirilir. 0 < a <1 olmak iizere,

f0=| (X“_(tt))a dt (2.47)

integral denkleminde  x =t siireksizlik noktast oldugundan verilen integral tekil

integraldir.
2.3. Integral Denklemlerle Diferansiyel Denklemler Arasindaki liski

Baslangic-deger problemi Volterra tipindeki bir integral denkleme dontistiiriilebilecegi

gibi, siir-deger problemi de Fredholm integral denklemine doniistiirtilebilir.

2.3.1. Diferansiyel denklemlerin integral denklemlere doniistiiriilmesi

y© +a,(x)y" +a,0y"? +..+a, , (¥)y+a,(x)y = f(X) (2.48)
diferansiyel denkleminin

y(0)=a,, Y(0)=a,,..., y"P(0)=c, , baslangi¢ sartlarim saglayan ¢oziimii integral

denklemler yardimiyla yazalim.
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Once, y™ icin

Y —u(x)

seklindeki doniisiim yazilabilir. Buradan,

IO (;jx(z:(nlljdx I u(x)dx

d nfly

X
ot o u(x)dx+c, ,

yazilir. Benzer sekilde art arda integre edilirse, ikinci, tiglincii ve n. integralden sonra,

on %( 3:(:_2/ j dx = on (on u(x)dx+c,_, )dx

dn Y J. I u(x)dxdx +c, J dx+c, ,
dn 2
o _[ I u(x)dxdx+c, ,Xx+c, ,

dn3

J‘.H‘u(x)dxdxdx+ cn X2 H+C, X+C,

y(X)=I0X---(n)...j u(x)dx.. dXJrLCn X X"? +..CX+C,

1
o i

elde edilir. Burada n katl integral



bi¢imindeki notasyon kullanilmigtir. Yani, integraller arasindaki (n), katlilik mertebesini

gostermektedir.

Yukaridaki ifadeler, (2.48)’de yerine yazilir ve gerekli diizenlemelerden sonra,
u() = [T K u(t)dt = F(x)

bi¢imindeki, ikinci ¢esit Volterra integral denklemi elde edilir. Boylece (2.48) denklemi
Volterra integral denklemine doniisiir (Koklii, 2018).

Teorem 2.3.1. u siirekli bir fonksiyon olmak iizere,

t)n -1

J; -0 [ ucat.ot= [} Ly -

YUyt (2.49)

dir (Aksoy, 1998).

2.3.2. Integral denklemin diferansiyel denkleme doniistiiriilmesi

Eger, a:R—>R b:R— R siirekli diferansiyellenebilir, f : R? > Rve isiirekli ise, o

OX
Zaman
jx(jb”f( t)dt)_ F(x, b(x))——f(x a(x )) jb((:))%t (2.50)

esitligi yazilir. Bu esitlik Leibnitz Formiilii olarak bilinir (Collins, 2006).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Adi Diferansiyel Denklemler icin Green Fonksiyonunun Olusturulmasi
Py (X), P,(X),..., P,(X) fonksiyonlar [a,b] araliginda siirekli ve p,(X) =0 olmak iizere,

L[Y]= P ()Y + p(X)y"™" +...4+ p,(X)y =0 (3.1)

seklinde n.mertebeden bir diferansiyel denklemini gbz dniine alalim. Sinir kosullarimiz

ise (k=1,2...,n) olmak iizere,

V() =, y(@) +y'(@) +... o5y (@) + B y(0) + Ay (0) +..+ Y (D) (32)

ile verilmektedir; burada y'(a),..., y" ™ (a), y(b), y'(b),..., y" ™ (b) ’nin fonksiyonu olan

V,,...,V, ler lineer bagimsiz formlardir.

(3.1)-(3.2) ile verilen homojen simir deger probleminin Yy(X)=0 trivial(asikar)

¢Oziimiinden baska bir ¢6ziim olmadigini varsayarsak asagidaki tanim gegerlidir.

Tamim 3.1. (3.1) -(3.2) sinir deger probleminin Green fonksiyonu olan G(x,t), a<t<b

olmak iizere herhangi bir t i¢in insa edilmis bulunan ve asagidaki 6zellikleri gergekleyen

bir fonksiyondur (Krasnov vd., 1976).
Ozellikler

1) G(x,t) fonksiyonu a<t<b araliginda siireklidir ve X’e gore ilk n—2 mertebeden

surekli turevleri vardir.

2) X’e gore (n—1). mertebeden tiirevinin X =t noktasinda birinci ¢esit bir siireksizligi

vardir ve sigrama miktari

kadardir; bir baska deyisle:

Po (X
oG ey 1 (33)
aXn_l x=t+0 aXn_l x=t-0 Po (X)
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3) [a,t) ve (t,b] araliklariin ikisinde de G(x,t) fonksiyonu x ‘in bir fonksiyonu olarak

diisiiniilecektir ve (3.1) denkleminin bir ¢dziimii olacaktir.
L[G]=0 (3.4)
4) G(x,t) fonksiyonu (3.2) sinir kosullarini saglar.
Vi [G]=0 (k=12,..,n) (3.5)

Teorem 3.2. (3.1) ve (3.2) smur deger probleminin y(x) =0 asikar ¢6ziimiinden baska
¢oziimii yoksa L operatoriiniin G(X,t) gibi bir ve yalniz bir tane Green fonksiyonu vardir

(Krasnov vd., 1976).

Ispat: L[y]:O denkleminin lineer bagimsiz ¢oztimleri Y, (X), ¥, (X),..., ¥, (x) olsun. Bu
takdirde (3) ozelligine gore G(x,t) bilinmeyen fonksiyonun [a,t) ve (t,b] araliklart

tizerinde asagidaki formda bir gosterilimi s6z konusu olmalidir:
a<x<t i¢in G(x,t) = ay,(X)+a,y,(X)+...+a,y,(x)
t<x<b i¢in G(x,t) = by, (X)+b,y,(X)+...+b,y,(X)

burada a,a,,...,a,,b,b,,...,b, biyiklikleri t degiskeninin fonksiyonudur. G(x,t)

fonksiyonunun ve x’e gore ilk n—2 mertebeden tiirevlerinin X =t noktasinda siirekli

olma 6zelliginden yaralanarak,

[blyl(t)++bnyn(t)]_[a1y1(t)++anyn(t)] 0

[0y, () +...+by ()] -[ayi ) +...+a,y, ()] =0

(B2 ) +..+by, "2 1) ]-[a "2 ) +...+a,y," (1) ]=0

17



bagintilar1 olusturulabilir. (3.3) kosulu

1
Po (1)

(b, " P )+ 40y, " () [~ [ 3y " )+ 2,y () | =

formunu alir. ¢, (t)=b,(t)—a (t) (k=12,..,n) koyalim. Bunun sonucu olarak c,(t)

cinsinden yazilmis asagidaki lineer denklem sistemini elde ederiz.

C Y, () +C,y, () +...+C y, () =0

Clyll 0+ C2y2' ©+...+ Cnyn' (t)=0

(3.6)

V"2 M) +c,y, P M)+ +c,y, P (t) =0

1
Po (1)

oy, ") +c,y, ") .. +Cy, ") =

(3.6) sisteminin determinantt W (y,,V,,...,¥,) Wronskiyeninin x=t noktasindaki
degerine esittir ve bu nedenle sifirdan farklidir. Bu nedenle (3.6) sistemi c,(t)

(k =1,2,...,n) fonksiyonlarin tek tiirlii olarak belirler. a, (t) ve b, (t)

fonksiyonlarini belirlemek igin (3.2) sinir kosulundan yararlanalim. V, (y) ’yi su formda

yazalim:
V() = A(y) +Bc(y) 3.7)
burada
AY) = y(@+ay' (@) +..+a "y (@)
B, (¥) = B.y(®) + By (0) +..+ £ y" ™ (b)
dir. (3.5) kosulundan

Vi(G) =a A (V) +a,A(Y,) +-.. +a,A(Y,) + BB (y,) +...
18



+ank(yn) (k=1121;n)
elde edilir. a, =b, —c, oldugu dikkate alinarak

(b, —c) A (Y1) + (b, —=C) A (Y,) +...+ (B, = C, ) A (Y,) + B, (¥1) +b,B, (y,) +
.+bB.(y,)=0 (k=12,..,n)
ve (3.7) esitligi kullanilarak

bV, (V) +bV, (¥,) +...+ BV, (¥,) = A (Y) +CA(Y,) +...+
ALY, (k=12,..,n) (3.8)

bulunur. (3.8) sisteminin b, b,,..,b, cinsinden lineer bir sistemdir. Sistemin determinanti

V,,V,,...,V, formlarmin lineer olma varsayiminin bir sonucu olarak sifirdan farklidir.

Vity)) Vi(y,) o VA(Y,)

Vo) Vo(¥a) e Va(¥a)| (3.9)

Vn(yl) Vn(y2) Vn(yn)
Sonug olarak (3.8) denklem sisteminin b, (t),b, (t),...,b, (t) tiiriinden bir tek ¢6ziimii vardir
ve a (t)=Db (t)—c,(t) olmasi nedeniyle a,(t) (k=12,..,n) ler de tek tiirlii olarak

belirlenmis olacaktir. Boylece G(x,t) Green fonksiyonunun varligi ve tekligi

kanitlanmis, ¢oziimii verecek bir yontem gelistirilmis olur.

Teorem 3.3. (3.1) ve (3.2) smir deger problemi self-adjoint ise Green fonksiyonu

simetriktir:

G(x,t) =G(t, x)
tersi de dogrudur.
Ispat: a<t<zy<bigin

G =G(x,t)
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H=G(x,7)
Green Fonksiyonlarini ele alalim. L operatorii self-adjoint oldugu igin

d

GL[H]-HL[6]- -

[p(H'G~HG")]

Lagrange Ozdesligi saglanir. G ve H Green Fonksiyonu oldugu i¢in homojen

denklemini saglar. Yani;
L[G]zO ve L[H]:O

dir.

[a,t], [t,7] ve [,b] araliklart iizerinden integral alinirsa,
[P(HG—HG")], +[p(HG ~HG] +[p(HG - HG")] =0
dir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
pOGE [ H'(t,n—H'(t",n) |+ pOH (7| G ) -G'(t",1) ]
+p()GE D[ H @ m) —H'(7".m) [+ peDH @) [G' (7", ) -G'(7 1) |

PG| H'Gr.m) —H'(n".7) ]

3.1.1. 1dkinci mertebeden diferansiyel denklemler i¢in Green fonksiyonunun

olusturulmasi

y(@) =0, y(b)=0 (3.10)

sinir kosullarina sahip,
[ p(x)y’]’ +q(x)y =0, xe[a,b]= p(x)=0, p(x) eC¥[a,b] (3.11)

20



formuna sahip ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemin Green fonksiyonunu

olugturalim. y,(x) in (3.11) denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu ve

y,(@)=0, y,(@=a=0 (3.12)

baslangi¢c kosullarini sagladigini varsayalim. Genel olarak bu ¢oziimiin ikinci sinir

kosulunu saglamasi1 gerekmez, bu nedenle

y,(b)#0

oldugunu varsayalim. C, keyfi bir sabit olmak iizere C,y,(x) seklindeki fonksiyonlar

(3.11) denkleminin ¢éztimleridir ve
y(@)=0

kosulunu gergekler. (3.11) in sifirdan farkli y,(X) ¢ozlimiinii de benzeri yoldan buluruz

ve bu ¢oziim
y,(b)=0

kosulunu gergekler. Bu kosul, C, keyfi bir sabit olmak iizere C,y,(X) ailesinin tim

¢ozlimleri tarafindan gergeklenir. (3.10) -(3.11) probleminin

Cy(x), asx<t

(3.13)
C,y,(x), t<x<b

G(x,t):{

formunda olmak iizere Green fonksiyonunu arayacagiz ve C,,C, sabitlerini, G(x,t)

fonksiyonunun t’nin sabit degerleri i¢in X ’e gore siirekli, 6zellikle X =t noktasinda

stirekli, yani

C1y1 (t) = Cz Y, (t)

ve G'(x,t) fonksiyonun x =t noktasinda > ye esit bir sigramaya sahip, yani

1
p(t)

C,y;()—Cy;(t) =

21
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olmasin saglayacak tarzda belirleyecegiz:

Son iki denklemi

_C1y1(t) + Cz Y, (t) =0

: : 1 (3.14)
—Cyi()+C,y, (1) = —
nO+Cy.0="15

formunda yazalim. (3.14) sisteminin determinanti, (3.11) denkleminin lineer bagimsiz

y,(X) ve y,(X) ¢oziimlerinin X =t noktasinda hesaplanan W [yl(x), Y, (X)] =W (x)

Wronskian determinantidir ve bu nedenle sifirdan farklidir:
W(t)=0

ve (3.14) sisteminden C, ve C, ¢oziiliirse

= Y, (t) Y AQ) (3.15)
P(OW (1) pP(OW (1)

bulunur. C, ve C, nin bu degerleri (3.13) de yerine yazilirsa

MICINZ 1L

Sx) POVO (3.16)
PAVNAC) t<x<b
pOW@E)

elde edilir.

(3.11) denkleminin y,(x) vey,(X) ¢oziimleri, Yy,(b)#0olmas1 varsayimin bir sonucu

olarak lineer bagimsizdirlar.

Gergekten Y, (X) ile lineer bagimli olan biitiin ¢dztimler C,y,(x) formundadir ve sonug
itibariyle C, # 0 i¢in X =b noktasinda sifir olmazlar; fakat bizim se¢imimizin bir sonucu
olarak soz konusu noktada Y, (x) sifir olmaktadir.

Ikinci mertebeden
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Y+ P (X)Y'(X)+ p,(X)y(x) =0 (3.17)
formunda olan ve
y@=A, y(b)=B (3.18)

siir kosullarina sahip bir denklem i¢in sinir deger problemi, yukarida ele alinan problem

(3.10)-(3.11) sistemine su tarzda dontistiiriliir:

[ prxax

a-) (3.17) lineer denklemi p(x) =e ile ¢arpilarak (3.11)’a indirgenir.

(g(x) igin p(X)p,(x) i almaliyiz.)

b-) (3.18) smur kosulu, lineer

z(x)=y(x)—§ (x—2)— A

degisken donitisimii yardimiyla (3.10) smir kosullarina indirgenir. Bu degisken

doniisiimii (3.17) nin lineerligini korur, fakat (3.11)’den farkl olarak L[z]= f(x) gibi

homojen olmayan bir denklem elde edilir. Burada

B-A B-A
f(X)Z{A+ (X—a)}Q(X)——D(X)
b b-a
dir. Bununla birlikte L[Z] =0, z(a) = z(b) =0 homojen siir deger problemi i¢in Green
teoremini uygulayabilir ve bu da (3.10)-(3.11) ile biitiiniiyle ¢akigir (Krasnov vd., 1976).
Ornek 3.4.
y'(x)=0 (3.19)

denklemi i¢in sinir kosullari

{y(O) =y'(0)=0 (3.20)

yQ)=y'®)=0
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seklinde verilen problemin Green fonksiyonunu olusturalim.

Once (3.19)-(3.20) sinir deger probleminin yalmizca asikir ¢dziimiiniin var oldugu

gosterilmelidir. (3.19) denklemi i¢in ¢oziimlerin temel sistemi
V() =1, y,()=x,y;(x)=x*, y,(x) =X’ (3.21)
dir. Dolayisiyla genel ¢6ziim A, B,C ve D sabit biiyiikliikler olmak iizere,
y(X) = A+ Bx+Cx*+Dx®

dir. (3.20) kosullart A, B,C ve D sabitlerini bulmamizi saglayacak su bagintilarin

olusmasini miimkiin kilar.
y(0)=A=0,
y'(0)=B =0,
yQ=A+B+C+D=0
y=B+2C+3D=0

ve buradan A=B=C=D=0 bulunur. Sonug itibariyle (3.19)-(3.20)’nin yalnizca
y(x) =0 gibi bir asikar ¢6ziimii vardir. Onun i¢in bir tek G(x,t) Green fonksiyonu insa

edilebilir.

(3.21) ¢Oziimlerin temel sistemini kullanarak G(x,t) fonksiyonunu asagidaki gibi

olusturulabilir.
G(x,t)=a.l+a,x+a,x*+a,x> , 0<x<t (3.22)
G(x,t) =b.1+b,.x+b,x* +b,x* , t<x<1l (3.23)

burada a, a,, a, a,, b ,b, ,b,, b, biiyikliikleri, t’nin heniiz bilinmeyen
fonksiyonlaridir. ¢, (t)=b (t)—a (t) (k=12,3,4) koyallm ve lineer denklem

sistemini ¢, (t) fonksiyonlarini bulma amaciyla asagidaki sekilde yazilir.
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¢ +Ct+ct’+c,t’ =0,

C, +C.2t+c,.3t* =0, (3.24)
c;.2+¢,.6t=0,
c,.6=1

(3.24) sistemi ¢oziilerek,

o) =-ct . Ot
(3.25)

O=-3t . 6O-=

bulunur. Green fonksiyonunun gergekledigi Tanim 3.1. (4) 6zelligi kullanildiginda,

G(x,t) 'nin asagidaki bagintilar1 gergekledigi goriiliir.

G(0,t)=0, G'(0,t)=0
G(Lt)=0, G'(Lt)=0

Bu bagmtilar, problem i¢in asagidaki formda ortaya cikar.

a =0
a,=0
(3.26)
b +b,+b,+b, =0
b, +2b, +3b, =0
¢, =b, —a, (k=12,34) bagintisini kullanarak (3.25) ve (3.26)’ dan
1
=0, b =-=t°
a,=0, b=—7
a, =0, bZ::Et2
2 (3.27)
a3=3t—t2+lt3 b, =1 ¢
2 2 7 2
a, __1.1pe —Etg, b, _lplp
6 2 3 2 3
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bulunur. a, a,,,,b, tin (3.27)’den bulunan degerleri (3.22) ve (3.23)’de yerine yazilarak

Green fonksiyonu olusturulmus olur.

(lt—t2 +%t3)x2 —[%—%tz +%t3jx3, 0<x<t
G(x,t)=

—1t3+3t2x+ 1t3—t2 X% + lt2—1t3 X3, t<x<1
6 2 2 2 3

Bu ifade de

G(x,t) = LIRS t? - ESE I t*, t<x<1
2 2 6 2 3

formunda yazilabilir. Burada G(x,t)=G(t,x) oldugu, yani Green fonksiyonunun

simetrik oldugu goriilmektedir. (3.19)-(3.20) sinir deger probleminin self-adjoint olmasi

durumunda Green fonksiyonunun simetrik olacagi gortiliir.

3.2. Smmr Deger Problemlerinin Coziimiinde integral Denklemlerin Kullanilmasi

L[y]= po (Y™ () + P, ()Y () +veeeet P (1) y(X) = £ (X) (3.28)
seklinde homojen olmayan bir diferansiyel denklem ve
Vi(y)=0, V,(y)=0,...,V,(y)=0 (3.29)
Sinir kosullar1 verilmis olsun.
y@), y'@),.... y" @), yb), y'®)...., y"(b)

cinsinden ifade edilmis olan, V,, V,,....,V, lineer formlarinin lineer bagimsiz oldugunu

varsayacagiz.

Teorem 3.5. Eger G(x,t), L[y] =0,V,(y)=0, (k=12,..,n)  homojen sinir deger

probleminin bir ¢éziimii ise (3.28) ve (3.29) siir deger probleminin ¢oziimii

ﬂ@:ﬁeanfmm (3.30)

formiilii ile verilir (Krasnov vd., 1976).
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Ornek 3.6. Asagidaki smir deger problemini ele alarak, onu bir integral denkleme
dontistiirerek ¢ozelim.

y'(X) - y(x) =X (3.31)
y(0)=0, y(@)=0 (3.32)
Coziim:

a) Once homojen smir deger problemi icin Green fonksiyonunun olup olmadigini
arastiralim.

y'(x)-y(x)=0 (3.33)
y(0)=0, y(1)=0 (3.34)

vi(x)=¢e* ve y,(x)=e* fonksiyonlar (3.33) in bir ¢oziimiidiir. Dolayisiyla bu

denklemin genel ¢oziimii
y (X)=Ae* +Be™

ile verilecektir. (3.32) nin sinir kosulu ancak ve ancak A=B=0 vyani, y(x) =0 olmasi

durumunda gergeklenir. Bunun anlami Green fonksiyonunun mevcut olmasidir.

b) (3.33) ve (3.34) sinir deger probleminin Green foksiyonu;

sinh(t-1)sinh x

sinh1 sxst
GO = sinhtsinh(xD) ¢ < x <1 (3:35)
sinhl

c) Green fonksiyonu verildigine gore (3.31) ve (3.32) sinir deger probleminin ¢dzimiinii

y(x) = j:c;(x,t)tdt (3.36)

formu seklinde yazabiliriz. Integral arahigimi iki kisma aymrir ve (3.35) Green
fonksiyonunu (3.36)’da yerine yazarsak,

sinhtsinh(x—l)+dt N 1sinh(t —1)sinh x
sinhl ) X sinhl

tdt

yo) =

sinh x
sinh1

_ sinh(x-1)
sinhl

[[‘tsinhtdt + [[tsinh(t ~1)dt (3.37)
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buluruz. Buradaki integraller hesaplanirsa,

joxtsinhtdt = X cosh x —sinh x

[ tsinn(t-1)dt =1- xcosh(x~1) +sinh(x~1)

olur. Buna gore ¢6ziimi,

sinh(x—-1) . sinh x .
X) = ————Z| xcosh x —sinh x 1—xcosh(x—1) +sinh(x -1
(x) sinh1 [ ]+sinh1[ ( )+ ( )]
_sinhx
sinh1

seklinde bulunur. Burada sinh(a+b) =sinha.coshb=+cosha.sinhb formiiliinden ve

sinh X fonksiyonunun tek olma 6zelliginden yararlanildi. Dogrudan yerine yazildiginda,

sinh x
= —X

X) =
y() sinh1

fonksiyonun (3.31) denklemini sagladigi ve (3.32) smir deger kosullarimi sagladigi
goriiliir.

3.3. Bir Parametre Iceren Smr Deger Problemlerinin Integral Denklemlere

Doniistiiriilmesi

L[y]=2y+h(x) (3.38)
V,(y)=0 (k=12,...,n) (3.39)

tipinde sinir deger problemini ele alalim; burada

L[y]= po(y® () + ()Y (%) +...+ P, (X) Y(X)

V.(Y) =, y@)+a Ly @) +..+ Py (a)

HAYD)+ LAY D)+t BOY I (0)  (k=12,....1)
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dir; V,,V,,...,V, ler lineer bagimsiz formlar, h(x) bilinen bir fonksiyon, A ise sayisal bir

parametredir

h(x) =0 ise
L[y]:/ly,vk(y)zo (k=12,....,n) (3.40)

homojen smir deger problemi olusur.

Tamm 3.7. A ’nm (3.40) simir deger probleminin asikar olmayan y(x) ¢oziimlerinin

var olmasina olanak tanityan degerlerine (3.40)’ nin 6zdegerleri denir.

Teorem 3.8.
L[y]:O V.(y)=0 (k=12,..,n) (3.41)

simir deger probleminin  G(x,t) Green fonksiyonu varsa, (3.38)-(3.39) sinir deger

problemi
y(0) = £ (x)+ 2] G(xhy(B)dt (3.42)
Fredholm integral denklemine denktir; burada
b
f(x)= j G(x,t)h(t)dt
dir. Ozellikle (3.40) sinir deger problemi
V00 = 2, G0yt (3.43)

seklindeki homojen integral denkleme denktir (Koklii, 2018).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Test Problemi

Asagidaki sinir deger problemini ele alarak, onu bir integral denkleme doniistiirerek
¢Ozelim.

y'(X)+ Ay =X (4.1)

y(0) =0, y(%j -0 (4.2)

Coziim:

y"(x)=0, y(0)= y(g) -0

seklindeki homojen problemin G(x,t) Green fonksiyonunu bulalim

y"(x)=0 denkleminin y(0)=0, y(%):O kosullarin1 saglayan lineer bagimsiz

coziimleri sirastyla y,(X) =X ve y,(X)=x— z oldugu igin,

GO R
(1) = PW (1)

%)y, (%)

pOW )

(4.3)
t<x<

z
2
formunda bir Green fonksiyonu arayacagiz. Burada

Vs
t t——
W(t) = 2|=

z
1 1 2

dir. Dolayisiyla,



olacaktir. Bu buldugumuz Green fonksiyonu bir integral denklemin ¢ekirdegidir ve y(x)

icin asagidaki integral denklemi elde ederiz.

y(x) = f(x)-2 IEG(x,t)y(t)dt

Burada

3

(0= [2GxDtdt= | (——1} e[ (__1jxtdt-%_7;_:

dir. Boylece (4.1) -(4.2) sinir deger problemi asagidaki integral denkleme indirilmis olur.

3

X
y(x)+ij G(x, t)y(t)dt—E—Z—Ar (4.4)
3 72_2
y(X )———z—ﬂ G(X t)y(t)dt

elde edilir.

4.2. Test Problemi

Asagidaki sinir deger problemini ele alarak, onu bir integral denkleme doniistiirerek
¢Ozelim.

y'+y=-1, O<x<% (4.5)
¥(0)=0, ¥(7)=0 (4.6)
Coziim:
Ly]=y"+y=0

homojen denkleminin genel ¢6ziimii y(Xx) = Acos X+ Bsin x olup asikar ¢6ziimden baska
¢Oziimii yoktur. O halde Green fonksiyonu olusturabilir. y(0) =0 kosulunu saglayan

¢ozimi

y,(X)=sinx, 0<x<t
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ve ayni denklemin y(%) =0 kosulunu saglayan ¢6ziimii

y,(X) =cosx, t<x£%

dir. y,ve y,’nin Wronskian determinanti

sint  cost

W () =

cost —sint
olup, p(x)=1’den dolay1 pW =-1 dir. Green fonksiyonu

—sinxcost, 0<x<t

G(x,t) = y T
—cosxsint, t< XSE

olur. Boylece verilen problemin ¢oziimii

y(X) = jfcs(x,t) f (t)dt = j:e(x,t) f (t)dt + j}e(x,t) f (t)dt

- oncos xsintdt +Fsin X cos tdt

=sinX+cosx—1 4.7)

dir. (4.7) fonksiyonunun (4.5) denklemini sagladigi ve (4.6) siir deger kosullarini yerine

getirdigi kolayca gortiliir.
4.3. Test Problemi

Asagidaki sinir deger problemini ele alarak, onu bir integral denkleme doniistiirerek
¢Ozelim.

y'+y=—Ff(x) , 0<x<1 (4.8)

y(0)=0, y()=0 (4.9)
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Coziim:
L[y]=y"+y=0 homojen denkleminin genel ¢dziimii
y(x) = Acos x+ Bsin x

dir. Bu ¢oziimiin verilen sinir sartlarini saglamasi i¢in A= B =0 olmas1 gerekir. O halde

sisteme karsilik gelen homojen problem sadece y=0 asikar ¢oziime sahiptir. Green

fonksiyonunu elde etmek i¢in
y,(X) =sinx ,
Y, (X) =sin(x —1) = cos1sin x —sin1cos x
alinirsa, y,(0)=0 ve y,(1) =0 olup, y, ve y,’nin Wronskian determinanti

sint sin(t-1)|

=sinl
cost cos(t—1)

W (t) =

olup p(x)=1den dolayr pW =sinl dir. Green fonksiyonu

sin xsin(t —1) O<x<t
Gt =, St o
sintsin(x—1)
——— = t<x<1
sinl

olur. Boylece aranilan ¢6ziim

1
wn=LGu@fmm
de G(x,t) yerine konularak elde edilir. Ozel olarak f(x)=1 alinirsa

sin(x—1) —sin x
sinl

y(x) = +1 (4.10)

bulunur. (4.10) fonksiyonunun (4.8) denklemini sagladigi ve (4.9) sinir deger kosullarini

yerine getirdigi kolayca goriiliir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu calismada uygulamali matematikte, matematiksel fizikte, mithendislikte ve bir¢cok
alanda karsilasilan siir deger problemlerinin Green fonksiyonu araciligi ile integral
denklemlere doniistiiriilmesi ve olusturulan integral denklemin ¢6ziimii tizerinde duruldu.
Bu metot ii¢ test problemine uygulandi ve bulunan ¢éziimlerin sinir deger problemlerini
sagladig1 goriildii. Test problemlerinden de goriilecegi lizere Green fonksiyonu bilindigi
taktirde problemin ¢oziimi integral denklem ile kolayca bulunabilir. O halde ¢6ziimiin

bulunmasi i¢in esas problem Green fonksiyonunun tanimlanmasidir.

Fizigin temel denklemlerinin birgogunun adi veya kismi diferansiyel denklemler seklinde
oldugu goz Oniinde bulundurulursa, sinir deger problemleri ile integral denklemler
arasindaki bagmtinin ortaya konmasi zaruret halini almaktadir. Boylece bir fizik
probleminin integral denklemle ifade edilmesi, problemin ¢6ziimiinde bizlere kolaylik

saglayacaktir.
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