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OZET

Yiksek Lisans Tezi

OZDEGER-OZVEKTOR PROBLEMLERI iCiN ITERASYON
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DENKLEMLERI

Sennur TOPCU

Erzincan Binali Yildirim Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisu
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Gabil AMIRALI

Bu calismada, Ozdeger-Ozvektdr problemleri igin bazi iterasyon metodlarinin
yakinsaklik 6zellikleri ve Dejenere Cekirdekli Fredholm Integral Denklemleri igin
¢oziim yontemlerinin incelenmesi ele alinmustir. Oncelikle Ozdeger-Ozvektor
problemleri icin hata payi sifira yakin olan uygun yaklasik (iterasyon) ¢oziim
metotlar1 belirlenerek, uygulanabilirligi gosterilmistir. Daha sonra Dejenere
Cekirdekli Fredholm Integral Denklemleri igin ¢dziim yontemleri incelenerek

ornekler lizerinde niimerik sonuglarin teorik sonuglarla uyumlu oldugu gosterilmistir.

2019, 42 Sayfa
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ABSTRACT

Master Thesis

ITERATIVE METHODS FOR EIGENVALUE-EIGENVECTOR PROBLEMS
AND DEGENERATE FREDHOLM INTEGRAL EQUATIONS

Sennur TOPCU

Erzincan Binali Yildirim University
Institute of School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Gabil AMIRALI

In this study, the usage of some iteration methods for eigenvalue-eigenvector
problems and the investigation of the solution methods for the degenerated Fredholm
integral equations are researched. First,the suitable approximation (iteration) solution
methods with a margin of error close to zero of the eigenvalue-eigenvector problems
were determined and their applicability was shown. Then, the solution methods for
the Fredholm integral equations with degenerated kernel were examined and it was
shown that the numerical results of the examples were consistent with the theoretical

results.
2019, 42 Pages
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1. GIRIS ve LITERATUR BILGILERI

Bilinmeyen fonksiyonun, integral isareti altinda oldugu denklemlere integral denklemler
denir. GUnimuizde, 6zellikle fizik ve miihendislik uygulamalarinda integral denklemler
ile sikca karsilasilir. Integral denklemin ¢oziilmesi; aranan fonksiyonun bir noktadaki
degerinin, o fonksiyonun biitiin uzay lizerinden integralini igeren ifadeler cinsinden
bulunmasi demektir. Dolayisiyla biitiin - uzay T{izerinden integral alinmasi
gerektirdiklerinden, ¢ozilmesi cok zor evrensel denklemlerdir (Kadalbajoo, M. K. and
Patidar, K. C. 2002; Lin, T. 2010; O’Malley, R. E. 1991; Nayfeh, A. H. 1973).

Integral denklemlere ilk olarak 1782 yilinda Laplace’m lineer fark denklemleri ve
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde kullandigi integral doniisiimlerde, daha sonra
1822 yilinda Fourier’in ortaya koydugu o6zel integral doniistimlerin inversiyon
denklemlerinde rastlanmaktadir. Ancak, integral denklemlerin ortaya ¢ikmasina asil
sebep olan Abel’in 1823 yilinda karsilastigi bir fizik problemidir. Bu problem, lineer
integral denkleme indirgenmis ve yine Abel tarafindan 1826 yilinda ¢6ziimlenmistir. Bu
tip denklemlerin integral denklem olarak adlandirilmasi ise, Du Bois Reymond’un 1888

yilinda yayinlanan bir ¢aligmasinda énerdigi anlagilmaktadir (Bocher, M. 1913).

Sonraki yillarda, integral denklem sistemleri ve uygulamalari bir¢ok farkli alanda
yapilan caligmalar ile karsimiza ¢ikmaktadir. Bunlardan bazilarim1 asagidaki sekilde

Ozetlememiz mimkunddr.

Ekici tarafindan 2010 yilinda yapilan “Lineer Singiler Ve Singiiler Olmayan integral
Denklemlerin Yaklasik Coziimleri Uzerine Bir Calisma: Fracture Mekanik” baslikl
Yiiksek lisans tez caligmasinda integral denklemlerinin tipleri ve siniflandirilmasina yer
verilmistir. Fredholm ve Volterra integral denklemleri i¢in analitik ¢6ziim yontemleri
verilmis ve her biri 6rneklerle agiklanmistir. Ayrica, integral denklemlerinin niimerik
cozimleri tizerine odaklanilmis ve 2. tip singiler integral denklemlerin uygulama

problemlerine yer verilmistir (Ekici, M. 2010).

Kopeikin veShishkin1984 yilinda yaptiklar1 “Kararli Termoelastisite Denklemlerinin

Genel Coziimiiniin integral Formu” baslikli ¢calismasinda integral denklem sistemlerini



termoelastikiyet alanina uygulamis ve sonuglarini ifade etmislerdir (Kopeikin, I.D. and
Shishkin, V.P., 1984).

Holmaker, 1993 yilinda yaptigi “Karaciger Zonlarinin Olusumunu Tanimlayan Bir
Integro-Diferansiyel Denklem Sisteminin Sabit Bir Coziimii I¢cin Global Asimptotik
Stabilite” baglikli caligmasinda integral denklem sistemlerini biyoloji alanina uygulamis

ve sonuglarini ifade etmistir (Holmaker, K.,1993).

Yue ve Selvadurai 1995 yilinda yaptiklar1 “Sivi doymus bir poroelastik ortama gomiilii
sert disk igerme mekanigi” baslikli ¢alismasinda integral denklem sistemlerini mekanik
alanina uygulamis ve sonuglarini ifade etmislerdir (Yue, Z. Q. and Selvadurai, A. P. S.
1995).

Biiylikaksoy ve Alkumru tarafindan 1995 yilinda yapilan “Diizlem dalgalarin yumusak /
sert bir serit ile ¢oklu kiriimi” baglikli ¢alismada integral denklem sistemleri dalgalarin
kirinimi alanina uygulanmis ve sonuglari ortaya konulmustur (Biiyiikaksoy, A. ve

Alkumru, A. 1995).

Integral denklem sistemleri yukarida ifade edildigi gibi elektromanyetik teori,
termoelastikiyet, biyoloji, mekanik ve dalgalarin kirmimi gibi birgok farkli miihendislik
ve temel bilim alanlarinda karsimiza ¢ikmasina ragmen bunlarin ¢6ziimi igin
belirlenmis genel bir yontem yoktur. Bu nedenle giiniimizde halen bu tip sistemlerin
yaklagik ¢Ozlimlerinin bulunmasina ihtiyag duyulmakta ve bu alan aragtirmacilar

tarafindan ilgi gérmektedir.

Bu tez calismasinda uygulamali matematikte ve bilim dallarinin degisik alanlarinda
kullanilan 6zdeger-6zvektor problemleri icin iterasyon yontemleri ve dejenere olmus
Fredholm integral denklemleri i¢in farkli problemler ele alinmig ve ¢oziimi

gergeklestirilmistir.

Tez ¢alismas1t 4 ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde genel olarak giris ve
literatlir 6zetleri verilmistir. Calismanin ikinci béliminde temel bilgilere ve tanimlara
deginilmistir. Uglincii bélimde Arastirma bulgular1 bashigi altinda; 6zdeger-6zvektor
problemlerinin iterasyon metotlariyla ¢oziilebilirligi gosterilmis, ifade edilen bilgiler

dogrultusunda dejenere ¢ekirdekli Fredholm integral denklemlerin ¢oziimii arastirilmis
2



ve orneklerle yontemlerin uygulanabilirligi gosterilmistir. Son, dérdiincu bolimde ise

calismada elde edilen sonuglara ve onerilere yer verilmistir.



2. TEMEL TANIMLAR ve TEOREMLER

2.1. Matris Normu

Tamm 2.1: M, , nxn tipindeki kare matrislerin kimesi olsun. VA ,Be M, icin,

n,n
l:M,, >R
seklinde tanimlanan fonksiyon:
) A0
ii) ”A” =0« A=0( A sifir matrisi)
i) VaeR icin [aA|=|a|A].
iv)  |A+B|<[A|+[B].

v [AB]<[AllE]-

sartlarini sagliyorsa, || fonksiyonuna, Nx N matrisler kiimesinde tanimli matris normu

denir.

Bilinen ve en ¢ok kullanilan matris normlar1 asagidaki gibidir:

1) |Al,= Ezlg)n((zn”auo matrisin maksimum siitun normu,
==\ io
n
2) ||A||m = rlgalx(z |aij |] matrisin maksimum satir normu,
<I<n i,j=l
n
3) Al = Z|aij| matrisin /, normu,
=

1/2 1/2
4) | A, :(Z|aij|2) =[z O-iZ(A)j matrisin Euclidean veya /, normu,

ij=1 i,j=1



n 1p n 1Up
5) A, :(Z|aij|pj :(z aip(A)j matrisin ¢ , normu,
i1

i,j=1

6) |A|,= NS matrisin spektral normu,
(A" : AT Amatrisinin en biiyiik 6zdegeri).

2.2. Lineer Bagimsizhk

Tamm 2.2 E= {x(l),x(z),...,x(")} vektorler kiimesi olsun.

clx(l) +CZX(2) +...+CkX(k) =0 denklemi yalnizca C.Cyy..s Gy sabitlerinin sifir olmasi

durumunda saglaniyorsa E kiimesi lineer bagimsizdir denir. Denklemi saglayan 3 C,# 0

sabiti varsa kiime lineer bagimlidir denir.

XM sifir vektérii olmak lizere, XM >nin katsayis1 olan C;# 0 i¢in de denklem

saglanacagindan, sifir vektorii igeren tim vektor kiimeleri lineer bagimlidir.

Ornek2.1.  X®=(1,2)", X® =(-1,3)" vektorlerinin IR? de lineer bagimsiz olup

olmadigini aragtiriniz.

Cozum: cXW+c,XP =0 igin
¢, 2)" +c,(-1,3)" =(0,0)
(¢, 2¢) +(=¢,,3c,) =(0,0)

c,—-¢c,=0 ve 2¢+3c,=0
€, =C, 5¢,=0



Olur. Buradan ¢, =c, =0 elde edilir. O halde X®, X® vektérleri IR*de lineer
bagimsizdir.
2.3. Ozdegerler ve Ozvektorler
Tamm 2.3.
AX = AX (2.1)

Ozdeger probleminin ¢dziimii {x, A} ikilisidir. Burada A=(a;) nxn matris,
X = (X, gy X, )T #0 Ve A sayisal parametredir. Bu durumda A’ya ozdeger, x’e ise

bu 6zdegere uygun 6zvektor denir (Amirali, G. and Amirali, 1. 2018).

AX=AX igcin
Ax-Ax=0
(A—A41,)x=0 elde edilir. (2.2)

(A—Al,) ifadesinin matris gosterimi:

T P
a'21 8‘22_/1 a2n
(A-Al)=| T (2.3)
L dyy dy, a'nn_/l_

seklindedir. Bu matrisin determinantina A matrisinin karakteristik polinomu denir.
X #0igin

P(1) = Det(A-4l ) =0 (2.4)



olmalidir. Bu denklemin kokleri bize A ’y1, yani A matrisinin 6zdegerlerini; her bir 4

icin elde edilen x vektorleri de A matrisinin 6zvektorlerini verir.

P(1) karakteristik polinomunun koklerinin bulunmasi, yiiksek boyutlu matrislerde
olduk¢a zordur. Bu sebeple daha c¢ok yaklagik metotlar ile yapilan ¢oziimler tercih

edilmektedir.

2.3.1. Bazi1 Matris Tiirleri

i)  Eger V(i),V(j)E{V(l),V(Z),-..,V(”)} olmak iizere, (v ,v), =0,
iLj=12..,n;i=] ise {v(l),v(z),...,v(”)} vektorler  kiimesine

ortogonaldir denir. Daha agik bir ifadeyle vektorler kimesinin tim

elemanlar ikiserli olarak birbirine diktir.

ii) Vv(i)e{v(l),v(z),...,v(”)} olmak Uzere ||v(i)||2:1 Ci=12,..,n ise,

{v(l),v(z),...,v(”)} kiimesi ortonormaldir denir. Diger bir ifadeyle, kiimenin

tiim elemanlar1 birim uzunluga sahiptir.

Yukarida kullanilan (v®,v(?), ve ”V(i)”2 ifadelerinin agilimlari

(X1 y)z = Z XY ”X”§ = (X1 X)z (2.5)
i=1

seklindedir.

iii) Pt =P sartini saglayan P, nxn tipindeki kare matris ortogonal matristir.



Her elamani asal kosegene gore simetrik olan karesel matrise simetrik

matris denir

Determinanti  sifir  olan karesel matrislere singuler(tekil) matris,

determinanti sifir olmayan karesel matrislere de regiler matris denir.

2.3.2. Benzer Matrisler

Eger B=S"AS olacak sekilde singiiler olmayan S matrisi varsa, bu durumda A ve B

matrislerine benzer matrisler denir.

Benzer matrisler aym 6zdegerlere sahiptir. Ayrica, eger X vektdrl B matrisinin 4

ozdegerine karsilik gelen 6zvektori ise, SX vektorli A matrisinin bu 6zdegere karsilik

gelen 6zvektorudir.

Lemma 2.1.

A keyfi nxn matris, T, esas kdsegen elemanlart A matrisinin 6zdegerleri
olan Gst tiggen matris olsun. Bu durumda;

T=U"AU (2.6)

olacak sekilde singiiler olmayan U matrisi vardir. Buradan,

det(A)=A4 -4, A, (2.7)

oldugu agiktir.

A nxn simetrik matris, D ise A matrisinin 6zdegerlerinden olusan kdsegen
matris olsun. Bu durumda 6yle ortogonal P matrisi bulunur ki

D=P'AP=PTAP (2.8)

olur.



i) P matrisinin n tane situnu; simetrik A nxn matrisi igin, n 6zvektorden
olusan ortogonal kiime olusturur.

Iv)  Simetrik matrisin 6zdegerleri reeldir.

v)  Simetrik Anxn matrisi ancak ve ancak O6zdegerleri pozitif ise pozitif
tanimlidir.

2.4.  Integral Denklemlerin Yapilarina Gore Simiflandiriimasi

Integral denklemler, yapilarina gore ii¢ sinifa ayrilir. Tanimlarda bilinmeyen fonksiyon
u(x), cekirdek fonksiyonu da K(x,t)ile ifade edilmistir.

2.4.1. 1. Tip integral Denklemler

f(x)= T K(x,t)u(t)dt (2.9
ve
f(x)= p(x)+'t|lK(x,t)u(t)dt (2.10)

seklindeki integral denklemlere I. tip integral denklemler denir. Bu tip denklemlerde

bilinmeyen fonksiyon sadece integral icinde mevcuttur. Burada f(x) ve p(x)

fonksiyonlar1 bilinen fonksiyonlardir.

f (x) — p(x) = h(x) olsun. Bu ifade (2.9) de yerine yazilirsa, (2.10) denklemi de

(2.9) denklemine doniigmiis olur.

5
X% = j (X +t)u(t)dt (2.11)
1



ve

5/3
e = j 5txu(t)dt (2.12)
1

ifadeleri 1. tip integral denklemlere 6rnektir.

2.4.1 1l. Tip integral Denklemler

u(x)= .T K(x,t)u(t)dt (2.13)
ve
u(x) = f(x) +j‘ K(x,t)u(t)dt (2.14)

seklindeki integral denklemler ise Il. tip integral denklemler smifina girmektedir.

Gorildigi gibi, bilinmeyen u(X) fonksiyonu integralin hem i¢inde hem de disinda

bulunmaktadir.
2
u(x) = j e¥tu(t)dt (2.15)
0
ve
7
u(x) =2(x+3)%+ j cos(x +t)u(t)dt (2.16)

12

ifadeleri de II. tip integral denklemlere drnektir.

10



2.4.2 111 Tip Integral Denklemler

I11. tip integral denklemler ise I. ve Il. tip integral denklemlerinin genellestirilmis hali

olan
b
f(X).u(x) = p(x)+ j K (x,t)u(t)dt (2.17)
seklindedir. Ornegin;
x2u(x) =e**+ j sin(x+t)u(t)dt (2.18)
0

denklemi Il1. cins bir integral denklemdir. Buradan I. ve Il. cinsintegral denklemlerin,

II1. cins integral denklemlerin birer 6zel hali oldugu gérilmektedir.

2.5. Volterra ve Fredholm Integral Denklemleri

Yapilarina bakilmaksizin, integral sinirlarinin sabit ya da degisken olmasina baglh

olarak da siniflandirilirlar.

f(x)= T K (x,t)u(t)dt (2.19)
u(x)= f(x)+.XfK(x,t)u(t)dt (2.20)
f (x).u(x) = p(x) +T K (x,t)u(t)dt (2.21)

seklindeki integralin {ist sinir1 degisken olan denklemlere Volterra Integral Denklemleri

denir. Eger integralin her iki sinir1 da sabit ise denklemler:

11



f(x)= .T K(x,t)u(t)dt (2.22)
u(x) = f(x)+j‘K(x,t)u(t)dt (2.23)

f(X)u(x) = p(x)+ j' K (x,t)u(t)dt (2.24)

sekline déniisiir. Bu tip integral denklemlere ise Fredholm Integral denklemler denir

(EKici, M. 2010).

X
u(x) :5x+3jex+t u(t)dt  denklemi bir Volterra integral Denklemi
0

1
u(x) =5x+ Sjex+‘ u(t)dt  denklemi ise Fredholm integral Denklemidir.
0
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Ozdegerler ve Ozvektorlerin Bulunmasi I¢in Iterasyon Yontemleri

Matematik, fizik, mekanik, muhendislik ve bir¢ok baska alanda sik¢a matrisin 6zdeger
ve dzvektdrlerinin bulunmasi problemleri ile karsilasilmaktadir. Bu sebeple Ozdeger ve
Ozvektor problemlerinin miimkiinse kesin sonuglarla, miimkiin degilse en az hatayla

¢ozllmesi oldukga 6nemlidir.

Iterasyon metotlar1 genelde kismi problem denilen problemin ¢dziimii i¢in uygulanur.
Bu durumda bir veya birka¢ 6zdeger ve onlara karsilik gelen 6zvektorler hesaplanir. Biz
burada kuvvet metodu denilen metodun iki farkli sekli lizerinde duracagiz. Metot,
genelde bastan modiilce en biiylik olan birkag 6zdegerin ve onlara karsilik gelen

0zvektorlerin bulunmasi i¢in kullanilir.

3.1.1. Kuvvet Yontemi

Anxn matrisi A, 4,,...,4, ozdegerlerine ve onlara karsilik gelen lineer bagimsiz
{x(l),x(z) ..... x(“)} Ozvektorlerine sahip olsun (Omegin, eger A matrisinin 6zdegerleri

birbirinden farklt veya A matrisi simetrik ise). Ayrica, A matrisinin bir 6zdegerinin

modiilce digerlerinden bilyik olsun :

A > |22 2] 2. 2|2, . 3.1)

Keyfi y©@ =(y@,y ..,y vektoriinden baslayarak,

y(l) — Ay(o) ,
y(z) — Ay(l) — Azy(o) ,
.................................. (3.2)
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ardistk vektorleri yazildiginda K’nin biiytik degerleri igin y(") ’larin  davraniglarinmi

anlamak i¢in baslangig y‘o) vektorinln 6zvektorlere gore a¢ilimi yazilacak olursa ;

YO =, xD +a,x? +.. + ax™ (3.3)

Ax® = 2k x® (k>0,i=12,...,n) oldugu icin (3.3)’den,

y® = AyO = g XD + @, g xP 4+ o A XD

= Ao + () X+t (1) X™] (3.4)

bagintisi elde edilir. Eger o, # 0 ise, (3.3)’den k’nin biiyiik degerleri i¢in

1
X® x Ly 35
a A y (3:5)

yaklasik esitligi yazilabilir. Genellikle C, y® (C, =sbt.) bicimindeki herhangi bir

vektor, yoniine gore XY dzvektoriine yakin olacaktir. A1 6zdegerini bulmak icin (3.4)

esitligini bilesenlerine gore yazmak uygun olacaktir.

y®© =y yo YTk =01,...

X(l) (X(l) X(l) ’Xr(]i))T’ i:1,2,...,n (3'6)

oldugu dikkate alinirsa, (3.4)’den

14



)= Bl Bl et B By =) =12 6

bagintilar1 elde edilir. Buradan ise

Ty
Yo BukT + Bojds ot By

YVii= 7 0 Hi =1 (3.8)

k-1
J (3.9)

bagintis1 yazilabilir. Boylece k’nin yeterince biiyiik degerlerinde 4, 6zdegerinin

bulunmast i¢in

e o
iﬁﬁ,lﬁjﬁn (3.10)

]

yaklagik formiilii elde edilir. Eger dzdeger probleminin belli bir £ >0 Kkesinligi ile

¢6zUmi istenirse, bu durumda prosesin nereye kadar devam ettirilecegi

15



0yl

i _ 71
X D k| <€ (3.11)
i%] i Yi

sart1 ile kontrol edilebilir.

Eger A matrisi simetrik ise, bu durumda 6zdegerler reeldir ve 6zvektorlerden

olusan ortonormal baz bulunur. Bagka bir deyisle, {X(l),x(z),...,x(”)} dzvektorlerinin

ortonormal olduklar1 diisiiniilebilir:

12
x| :[Zn:|x§”|zj -1 P12 612
=i

Bu durumda X ézvektoriiniin yaklagik degeri i¢in

W - y( |
] o

formiila kullanilabilir.

A matrisinin (3.1) sartin1 saglayan A, 6zdegerini ve buna karsilik gelen x® 6zvektori

yaklasik olarak bulmak i¢in (3.2), (3.10), (3.5) veya A matrisinin simetrik oldugu
durumda (3.1.2), (3.5), (3.10) formiilleri kullanilacaktir.

Bundan sonraki agiklamalarda A matrisinin simetrik oldugu kabul edilecektir.

16



3.1.2. Simetrik Matris

Simetrik matris durumunda daha hizli sonuca gétiiren iterasyon siirecinden yararlanmak

mimkunddr. (3.4) bagintisindan ve 6zvektorlerin ortonormalliginden

(y®, ¥y =g A2 + a2 A2 +..+ a2 A (3.14)
ve

(YD, Y1) = A% v 25+t a2 @19

n
esitlikleri elde edilir. Burada (v,w) = (v,w), = ZViWi iki vektoriin skaler carpimudir.
=

(3.14) ve (3.15)’den

(k) (k)
Caran “OU%

2k-1
J (3.16)

olur. Dolayisiyla simetrik matris durumunda mutlak degerce en biiyiik 6zdegerin

bulunmasi i¢in

N (y(k)’ y(k))
%NW (3.17)

formalt uygulanabilir. Burada y(k)’lar keyfi y(o) vektoriinden baslanarak (3.2)

kuraliyla hesaplanir.

17



Ornek 3.1.

2 -1 0 0
A:—l 2 -1 0
0 -1 2 -1
0 0 -1 2

matrisini ele alalim. A matrisi {i¢ kdsegenli, simetrik ve pozitif tanimli matristir. Bu tip

matrislerin nxn genel hali i¢in 6zdeger ve ortonormal 6zvektorlerin agik sekli bellidir:

7
2(n+1)

. =4sin? =2 1—cosLi :
A ( n+1)

X . -NT
(i) _ > i 7T 5 o 27l 7 i N1 -
xW =1 -2 sin——, J-2-sin—=——, ..., \J-2-sin—— | , i=1,2,...,n.
( n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

Buradan, en biiylik 6zdegerin (6zdegerler pozitiftir)
A, =2 1-cosZL | = 2(1+ COSL)
n+1 n+1

ve buna ait 6zvektorin

.
2
0 _| [Fen AN 27N = . N7
xW = JZsin——, \J-&sin="—, ..., \J-&sin——
L S B A | E " 4l

oldugu goriilmektedir. n=4 igin
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Jy= 2(1+ cos%) ~ 2(1+0.8090) = 3.618034,

;
x4 :(\/%sinz, —\/%sinz—”, \/%sinz—”,—\/%sinzj
5 5 5 5
~(0.371748, —0.601501, 0.601501, —0.371748)T

olacaktir.

y@ =(1,-1, 1,-1)" alinarak (3.1.7) formiilii uygulandiginda sekizinci adimda

J1=1,2,3,4 degerleri igin sirasiyla asagidaki sonuglar elde edilir:
3,61702 ; 3,61842 ; 3,61842 ; 3,61702

Bu cevaplarin her birinin hatasi hem (3.11)’le, hem de A’nin kesin cevabiyla

kiyaslandiginda 1072’yi asmadigi goriiliir. Bu 6zdegere uygun ortonormal 6zvektor ise

x* ~ y8 =(0.37182, - 0.60147, 0.60147, — 0.37182)"

seklinde bulunur.

Eger k=8 icin bu defa (3.17) formiilii kullanilirsa, en biiyiik dzdeger icin daha kesin

cevap bulunur.

J,~3.61804

olur ve uygun hatanin 107 ile smirli oldugu gériiliir.

Not 3.1.|4|>1 icin ||y(")||2 — 0,k — o0 oldugundan, belli bir k’dan sonra bilgisayarda

tasma olay1 ile karsilasilacak ve silire¢ duracaktir. Ayrica |ll|<1 icin Hy("’H—>O
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oldugundan belli bir k’dan sonra Yy®) =0 olacaktir. Bu olumsuzluklari 6nlemek

amactyla (3.2), (3.10) ve (3.13) formiilleri asagidakine denk sekilde kullanilabilirler:

wlk) = AycD YO ey olmak  uzere y® =Ciw(k)  k=12,..
k

¢, : W' nin mutlak degerce en biiyiik bileseni (birkag tane ise, birincisi)

()
a0 =20 1< j<n (3.18)
ygkfl) 1= J = '
Ayk-DY
(veya ﬂazﬂq(k):( y(k'l))J" y® :iAy(H) ,k=1)
Yi Cy
(k)
@ Y
T -

(3.17) formali ise

(W(k) ,W(k)) (A y(k—l) A y(k—l))

A (WO, yED) ™ (A yED oD (3.20)

wk) = A y®D -yl = Ci Ay*Y k=12 ... seklinde kullanilabilir.
k

C» Ay(k_l) vektoriiniin mutlak degerce en biiyiik bilesenidir. Ornegin, (3.18)

esitliginin dogrulugu

_ 1 _ 1 R
Wl = AykD o 2 ApkD = AR @

Ci1 Ci1Crp "G
20



1 o (3.21)
GGG
yev o Lyen a1 o (3.22)
Crs Ca C1Ca G

bagintilarindan ¢ikar.

Not 3.2. Iterasyon siirecini agiklarken, (3.3) esitliginde o, #0 oldugu kabul edilmisti.

Eger oy =0 olursa herhangi bir sikinti olmayacaktir, ¢iinkii yuvarlamalar sonucu X, ’li

terim er veya gec ortaya ¢ikacak ve iterasyon sayisi arttikca bu terim digerlerine gore

tistlinliik saglayacaktir.

Ornek 3.2. (3.20) formiiliinii kullanarak

24 08 3.3
A=/08 14 17
33 1.7 0.6

matrisinin birinci 6zdegerinin bes basamak kesinligi ile bulunmasi i¢in: y(® =(1,1,1)"
baslangi¢ vektoriinden baslayarak bulunan uygun islem sonuglar1 Tablo 1.’de

verilmisgtir.
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Tablo 1. y®=(1,1,1)" baslangic vektdrinden baslayarak bulunan uygun islem

sonugclari
k yl(k) yék) yék) (Ay(k) ’ Ay(k)) (Ay(k) ’ y(k)) /11
0 1 1 1 88.82 16.0
5.5512
1 1 0.6 0.8615 65.7881 11.7530
5.5975
2 1 0.5425 0.8452 62.9617 11.2454
5.5989
3 1 0.5329 0.8411 62.4241 11.1493
5.5989

seklindedir. Cevap 4, =5.5989 olacaktir.

3.1.3. Kath Ozdegerler

A’in r katli kok olmast 4, = A, =---= A, ve ayrica
] = =] > P 2 ] 22 ) (3.23)

sartinin saglanmas1 durumunda da (3.10) ve (3.17) formullerine benzer formdillerin

dogrulugu kolayca ispatlanabilir:

y(k) 1 k-1
ﬁ = jil. + O —rid y (324)
]
(y(k) ’ y(k)) A 2k-1
e =4+ 0| | (3.25)
(y(k) ' y(k 1)) A
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4 katli kokiine karsilik y tane lineer bagimsiz 6zvektor bulunacaktir. (3.13) formulu

bunlarin sadece bir tanesini hesaplamaya imkan saglar. Diger 6zvektorlerin bulunmasi

i¢in baslangic y(® vektoriiniin degistirilmesi gerekmektedir.

===

A matrisinin dzdegerleri A, =...= 4 i rep

ve

r+l =

A

> r+p+1

4| =-

> 2[4, (3.26)

r+p

seklinde olsun. Bu durumda (3.18) ve (3.20) formulleri 4 ve A

..y Ozdegerlerinin

bulunmasi i¢in kullanilamaz, fakat bu durumda 4, 6zdegerinin bulunmasi i¢in

y(j2k+2) 2 r+p+l 3
=k +0

y{ 2

(3.27)
y(2k+1) 2k
2 r+p+1
+0

(k) ’11

% A

esitlikleri dogru olacaktir. Boylece, (3.23) durumunda da mutlak degerce en biiyiik
ozdeger, iterasyon siireci kullanilarak bulunabilir. y®) +4p&® ve y® -7 KD
vektorleri ise uygun olarak, A, ve —A 0zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorlerin
yaklasik ifadeleri olacaktir. Ayrica, I' ve p veya bunlardan bir tanesi birden buyikse,
diger oOzvektorlerin  bulunmasi i¢in baglangic  y©@  vektoriiniin  degistirilmesi

gerekmektedir.

3.1.4. Diger Ozdeger ve Ozvektorlerin Bulunmasi

Eger simetrik A matrisi i¢in 4, ve x® bulunmus ise, sonraki 0zdeger ve 6zvektorlerin
hesaplanmasi i¢in degisik yontemler uygulanabilir. Bunlardan ikisi asagidaki gibidir.
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a) 4 ve X® bulunduktan sonra A matrisi yerine

A = A= 2xO (xO)T (3.28)

Matrisi ele alinsin, burada x® (x®)" ifadesi nx1 matrisinin 1x n matrisiyle ¢arpimi
olarak anlagilacaktir ve dolayisiyla sonu¢ bir nxn matrisi olacaktir. A1 matrisi

simetrik ve ayrica A matrisinin 6zvektorleri ortonormal oldugundan ((x®)" x® =1)

Ax(l) = Ax(l) _ﬂlx(l) (X(l) )T X(l)

= Ax® - 2x® =0 (3.29)

oldugu kolayca goriilmektedir. Diger taraftan, (xV)" x® =0 (i >1) oldugu igin

AX® = AxD — 2 x® (xDYT xO

= AxD = 2x0 [i=23,..,n
(3.30)

esitligi saglanir. Bu ise sunu gostermektedir: A1 matrisinin 6zdegerleri ve 6zvektorleri,

A harig, A matrisinin 6zdegerleri ve 6zvektorleri ile aymidir. A1 matrisinin birinci

0zdegeri sifir ve buna karsilik gelen 6zvektor x®

olur. Yukarida ag¢iklanan iterasyon
siireci A1 matrisine uygulanarak A, 6zdegeri ve buna uygun X 6zvektérii bulunabilir.
Daha sonra (3.28) kurali ile A1 matrisi, ama aslinda yeni A2 matrisi olusturulur ve
iterasyon siireci sonucu A, 6zdegeri ve X® 6zvektorii bulunabilir vs. Boylece, her
adimda boyut indirgeme yapilarak (her adimda bir 6zdeger daha sifira indirgenir) isleme

devam edilebilir.
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Ornek 3.3.

A=

Alw Ao
Ao »w

simetrik matrisi A, =2 6zdegerine ve buna karsilik gelen normalize edilmis

x® —

Sl b

Ozvektorine sahiptir. Bu durumda,

I
Bl B
.

i 1
N2 |1 1) 4
A=A-2| (f’ f)—{_;
J2 4

olur. A1 matrisinin birinci 6zdegeri sifir, ikinci 6zdegeri ise A matrisininki ile aynidir.

Bu iterasyon yontemi kullanilarak bulunabilir.

b) 4 ve x¥ bulunsun. Keyfi v vektérii alarak

y=v—(v,x®)x® (3.31)

vektoriiniin olusturulmasi i¢in asagidaki adimlar izlenir:
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(X(l) , y) — (V, X(l)) _ (V, X(l))(x(l) ’ X(l))

:(V’X(l))_(v’x(l)) =0 (3.32)

oldugundan, y vektorii x®°

e ortogonaldir ve dolayisiyla 6zvektorlere gore acilimi

y = a,X? +ax® +.. 4+ o, x (3.33)
seklinde olur. Buradan

vy = Ay =, AXP + @, AXO + 4 o, 28X (3.34)

yazilabilir. Boylece, eger |22| > |/1,| (i=3,...,n)ise, 4, ve X ¢ karsilik

y(k) ~ az/lz(k)x(z) ’
y ) (3.35)

formdiilleri bulunur. ikinci adimda

z=v—(v,xD)x® —(v,x@)x®@ (3.36)

baslangi¢ vektoriinden yola ¢ikarak A, ve x® bulunabilir vs. Fakat, sunu da belirtelim

ki, iterasyon siirecinde yuvarlama islemleri sonucu mutlak degerce biiylik 6zdegerlere
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karsilik gelen 6zvektorlerin bilesenleri ortaya gikacaktir ve bu nedenle zaman zaman bu

bilesenlerin (3.31), (3.36) ve benzeri formullerle yok edilmesi gerekecektir.

3.1.5. iterasyon Siire¢lerinin Hizlandirilmasi

Eger verilen problemin ¢ézlimii istenen belli bir kesinlikle iterasyon siireci kullanilarak
hesaplanirsa, bu durumda, bilindigi gibi, iterasyon sayisi baglangi¢ yaklagiminin
secimine ve metodun tipine baglh olacaktir. Pratikte, bazen istenen kesinlige ulagmak
icin ¢ok sayida iterasyon gergeklestirmek gerekebilir. Bu sayiyr azaltmak i¢in de
hizlandirma formiillerinden yararlanilabilir. Basta iterasyon formiilii ile birkac tane
iterasyon hesaplanir ve daha sonra uygun hizlandirma formiilii kullanilarak daha

tyilestirilmis cevap bulunur.

1) Verilen A matrisi reel, simetrik ve bunun mutlak degerce en biiyiik 6zdegeri tek olsun

((3.2) sart1 saglanir). (3.17)’den K — o durumunda

k (k+1)
gi_zﬂ(kwc(%) ,C=sbt. , A=y [yl (3.37)
bagintisi yazilabilir. Buradan,

A=A =q4-29), a=", (3.38)

esitligi kolayca cikar. (3.37)’dan yararlanarak,

(k+1) (k)
im0 -

oldugu goriilebilir. (3.38)"de
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/fii(k+1) _ﬂl(k)

gq= 200709 (3.40)
aliirsa, 4,’in hesaplanmasi i¢in asagidaki formiil elde edilir:
1
A QA = A+ T A0 (34)

(3.41) formulline Aitken Ekstrapolasyon formull adi verilir. Aitken formiili ayni

zamanda her adimdaki hatay1 degerlendirmeye de imkan saglar:

Ay — 20D z%[%kﬂ) ~ 207, (3.42)

buradaki q sayisi (3.40)’dan hesaplanir.

Not 3.3. (3.41) formuld, (3.17) formiiliiniin iyilestirilmesi i¢in de kullanilabilir, bu
durumda (3.41)’de

k+1) (k)
(k) _ (y o ) )(/k) ) (3.43)
(y™,y™)

doniistimii yapilacaktir.
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Ornek 3.4.
-7 13 -16
A= 13 -10 13
-16 13 -7
matrisi icin
y® =(1,-0.8, 0.9)

almip, (3.10) formiilii kullanilarak A4, igin

2® ~ 3599013,
29 ~-36.00245,
2" ~-35.99939

yaklagimlart bulunur. Boylece
A — 4 230610, A© — 4O =-1.232.102

olur. (3.41), (3.40) Aitken formuli A1 i¢in daha kesin cevabi verecektir:

. 9 @56
A0+ 0 A0

—0.248
1+0.248

=-35.99939 + 0.00306

= —35.99939—0.00061
=-36

(A matrisinin 6zdegerleri 4, =-36, 4, =9 ve 1, =3 seklindedir).
i) Ikinci olarak, (3.42) formiiliine karsilik gelen hizlandirma formiiliinii bulmak icin
Ax=D (3.44)

lineer cebirsel denklem sisteminde
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xt = Bx™ +d

(3.45)

Jacobi iterasyon sureci kullanilsin. B matrisi sade bir yapiya, yani n tane lineer bagimsiz

O0zvektore sahip olsun ve modiilce en biiyiik 6zdegeri reel ve tek olsun. x® —x©

vektorinin B matrisinin 6zvektorlerine gore agilimi

X —xO =d,z +d,z, +....+d,z

seklindedir. O halde

x® —x =B (x® —x@)=d AWz, +d, A0z, +...+d, 2z,

ve
) k k k

x—x00 =" (xtrst) — ersdy i d,z, + L d,z, +..+=—"—d,z,
“ 1-4 1- 4, 11

olur. Buradan k’nin yeterince biiyiik degerleri 1¢in

XD _x®)  gkd 7,

yaklagik esitlikleri yazilabilir. Boylece

R = x0 1 (xeD _y00y
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seklindeki vektoriin X® ve x®** e gére (3.44)’lin x kesin kokiine daha yakin olacagini
beklemek daha uygun olacaktir (41, B matrisinin birinci 6zdegeridir, genelde onun

yaklagik 4, degerinin belli oldugu diisiiniilebilir). Gergekten de, (3.49)’a gore

x—x® =0(4) (3.52)
oldugu halde
X—X=0(L) (3.53)

olacagi kolayca ispatlanabilir, dolayisiyla X vektorl X kesin ¢6ziimii i¢in iyilestirilmis

bir yaklasik deger olur.

Eger A, 6zdegeri 1’e yakin ise (3.45) yerine

1
R =x® 4= (xkrp) _x (&) >1 3.54
v ) (p>1) (354)

formiilii kullanilabilir. Ayrica, metot 4 ’in katli kok oldugu durumda da kullaniglidur.
Not 3.4. Eger J, 6zdegeri belli degilse, X*)nin iyilestirilmesi i¢in

k1) y (k-1 K))2
XD — ()
X6 _ o) D

% = x0 - AXOAXED (AZx (D) =

=y +ﬁAxfk> (3.55)
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g =Ax® ] AxED (Ax®) = x(kD) _ x (k)Y (3.56)

formiilii kullanilabilir. (3.37) formilli 4, 6zdegerinin iyilestirilmesi i¢in sunulan (3.41)

Aitken formiiliiniin benzeridir ve ayni yolla (3.49) ve (3.50)’1 kullanarak ¢ikarilabilir.

(3.55) formult, x® ozvektoriine uygun (3.13) formiilii ile bulunan cevabi iyilestirmek
icin de kullanilabilir.
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3.2. Dejenere Cekirdekli Integral Denklemler

Ikinci cesit Fredholm Integral denkleminin K(x,t) cekirdegi, yalmzca x’e bagl
Pr (x) ve yalnmzca t’ye bagh g, (t) fonksiyonlarinin ¢arpimindan olusan terimlerin

toplamindan ibaret ise, yani:
K(x,1) =2 p(x) 6 (t) (3.57)
k=1

ise bu denklem, Dejenere Cekirdekli Integral Denklem olarak adlandirilir.

pr(x) ve q,(t) (k=1,2,....,n) , a<x, t<b arahgmnda siirekli ve lineer

bagimsiz verilmis fonksiyonlar olsun. (1) dejenere ¢ekirdegine sahip
bl n
u() -4 [z pk(x)qk(t)}u(t) dt = f (x) (3.58)

integral denklemi asagidaki sekilde ¢oziiliir.

(3.58) denkleminde u(x) yalniz birakilirsa,

n b
u() = f()+2Y" p (%) [a(t) u®t (3.59)
k=1 2
seklinde bir denklem elde edilir. Burada;

qu(t) u(t)dt=C, (k=12,...,n) (3.60)
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olarak tanimlanarak (3.59) da yerine yazilirsa, (3.59) denklemi
u(x)=f()+1>.C, p(x) (3.61)
k=1

formuna dontisecektir. u(x) bilinmedigi igin, C;, ‘lar da bilinmeyen sabitlerdir.

Bu yapilan diizenlemeler sonucunda, dejenere ¢ekirdekli Fredholm Integral Denklemi
¢cozme problemi Cj, sabitlerini bulma problemine indirgenmis olacaktir. (3.61) ifadesini

(3.58) denkleminde yerine yazarak bazi diizenlemeler yapilirsa

n

b n
Z{Cm 3 I Upy (t)[ f()+1> C,p, (t)Jdt}pm(x) =0 (3.62)

m=1

elde edilir. B,, (x) (m = 1,2, ...,n) fonksiyonlari lineer bagimsiz oldugundan

o —Tqma){f(t)Mick P, (t)} dt) = 0 (3.69)
p k=1
veya
Co =AY Ce[ PO a0t = [, ) ) (364

b
bulunur. Daha kisa bir ifade elde edebilmek icin Pen = I p, (1) g, (t)dt
a

b
f, = Iqm (t) f(t)dt seklinde tanimlanarak yerine yazilirsa,
a
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Co =AY Py = fn (m=12,..,n) (3.65)

k=1

Ifadesi elde edilir. u(x) fonksiyonunun (3.61) ile verilen degeri (3.60) denkleminde

yerine yazilarak daha acik bir ifade olan;

(1_/1311)(:1_/131202_ _/IainCn = fl’
-1a,C +(1-1a,,)C,— .. -1a,C, = f,, (3.66)
-Aa,C —-1a,C,— -+ +(1-1a,)C,= f,

ifadesi elde edilir. Burada n bilinmeyenli n adet lineer denklem vardir. Bu denklem

sisteminden faydalanarak Cj, sabitleri bulunabilir.

Bu denklem sisteminin determinanti:

1-4a, -da, - -Aa,
- 1-2 e =4
s(p)=| i %ar (3.67)
-Aa, —Aa, - 1l-Aa,

seklindedir. Determinantin sifirdan farkli olmast durumunda sistemin Cj,C,, ..., C,
sabitlerini tek tur olarak belirleyen bir ¢oziimii vardir ve asagidaki Cramer

formullerinden elde edilir.

1-Aay - —Aay g fl_ﬂ“aikﬂ e —Aay,
—Aa, - —Aa, ,f,—Ja e —Ja
R N Aorz Tk 2| (k=12,...,n). (3.68)
A e
_ﬁ“anl e _ﬁ“ank—l fn - ﬁ“ank+1 e 1= lann



(3.61) integral denkleminde u(x) fonksiyonu, u(x):]‘(x)jL/IZn:Ck p, () seklinde
k=1

tanimlanmisti. Burada bilinmeyen C;, sabitleri (3.68) formullerinden elde edilir.

3.3. Ornekler

Ornek 3.5

2 T
u(x) = ;/1 ICOS(X +t)u(t) dt dejenere cekirdekli integral denkleminin
0
0zdegerleri ve bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorlerini arastiriniz.
Cozum:

Burada trigonometrik fonksiyonlarin toplam formiillerinden olan

cos(x+t) =cosx cost—sin X sint agilimi yerine yazilarak denklem diizenlenirse ,

u(x) = 2 Acos xJ' cost u(t)dt _2 Asin xjsint u(t)dt (3.69)
7T 0 7T 0
Elde edilir. Burada,

o = .fcost u(t)dt
0]

° (3.70)
B = jsint u(t)dt
0
seklinde @ ve F tamimlanirsa denklem
u(x) = 2 Al cos X — sin X] (3.71)
T
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sekline doniisiir. u(x)’in (3.71) deki degeri (3.70) de yerine yazilirsa,

B=-Ap (3.72)

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin 6zdegerlerini hesaplayabilmek igin

A =0 esitliginin ¢6zulmesi gerekir:

1-4 O
=0 i —A%= .
‘ 0 1+/1‘ ise, 1-A4°=0 olur

Buradan A, =1 ve A, =-1 bulunur.

A, =1 degeri (3.72) de yerine yazilirsa, a=a ve [ =-/L ifadelerini elde edilir.
Buradan, @« =« ve [ =0 olarak bulunur. Bulunan bu degerler (3.71) denkleminde

yerine yazilirsa, denklemin A, =1 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii
2
U, (X) =— acos x (3.73)
T

olarak hesaplanir. Aymi sekilde A, =—1 degeri denklem sisteminde yerine yazilarak
¢6ziim yapilirsace =0 ve f=—/ bulunur. Bu degerler de (3.71) denkleminde yerine

yazilirsa, denklemin A, =—1 6zdegerine karsilik gelen 6zvektori;
2 .
u,(x) == Bsin x (3.74)
Vs

olarak hesaplanmis olur.
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Ornek 3.6.
1
u(x)—A I(xt —2x?)u(t)dt =0  dejenere cekirdekli integral denkleminin
0
0zdegerlerini ve bu 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorlerini arastiriniz.

Cozum:

u(x)—A4 j(xt —2x2)u(t)dt =0 (3.75)

denkleminde

1
o= jt(a/lt—zmtz) dt
0

L= _l[(aﬁt—Zﬂ}ttz)dt (3.76)

seklinde yazarak integral alma islemleri gergeklestirilirse,

1 1
=Zagl-=p1
a 3a 2,8
1 2
= Zagl-= 3.77
p zal Sﬂxl ( )

seklinde bir denklem sistemi olusur. (3.77) denklem sistemi dlizenlenecek olursa,

AL A
(1—§)a + E'B =0
(D + 1+ Z)p=0 (3.78)
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elde edilir Elde edilen bu denklem sisteminin 6z degerlerini bulabilmek i¢in A=0

esitligi ¢oziiliirse;

A A
3 2 |_g ise (6+4)2=0 olur.
A

- 1+=
2 3

Buradan da A =-6 bulunur. Bulunan A =—-6 0&zdegeri denklem sisteminde yerine

yazilirsa, iki denklemden de a— f =0esitligi elde edilir. Burada a=pf=c=0 ,

¢ € R olarak tanimlanacak olursa,
u(x) =c(x—2x?) (3.79)

olarak A =—6 0zdegerine karsilik gelen 6zvektoru hesaplanmis olur.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu calismada Dejenere Cekirdekli Fredholm Integral Denklemlerinin ¢dziimii
incelenmistir. Bunun i¢in matematik, fizik, mekanik, muhendislik ve bir¢ok baska
alanda sikga karsilagilan 6zdeger ve Ozvektdr problemlerine uygulanan iterasyon
yontemleri kullanilmistir. Ozdeger-Ozvektor Problemlerinin iterasyon yontemleriyle
¢ozimiinde; bastan modiilce en biiyiik olan birkag 6zdegerin ve onlara karsilik gelen
Ozvektorlerin bulunmasi seklinde ilerleyen Kuvvet Metodu uygulanmistir. C6zim
stirecinde her adimda boyut indirgeme yapilarak (her adimda bir 6zdeger sifira
indirgenir) isleme devam edilmistir. Minimum hatayla sonuca ulagilmasi amaglanmistir.
Daha sonra Dejenere Cekirdekli Fredholm Integral Denklemlerinin ¢dziimii arastirilmis
ve orneklerle yontemlerin uygulanabilirligi gosterilmistir. Burada amag 6zellikle fizik
ve miihendislik alanlarinda karsilagilan ve ¢6ziimii olduk¢a zor olan integral

denklemlerinin ¢oziilmesine katkida bulunmaktir.
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