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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

PARAMETREYE BAGLI BASALNGIC KATI iCEREN DiFERANSIYEL
PROBLEMLERIN SONLU FARK COZUMLERI

Giilsim YURUCUOGLU

Erzincan Binali Yildirim Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Mustafa KUDU

Bu tez ¢alismasinda, parametreye bagl singiiler perturbe olmus ¢dziim fonksiyonuna
gore lineer ve integral smir sart1 iceren lineer olmayan diferansiyel denklemlerin
sonlu farklar yontemiyle niimerik ¢oziimleri incelenmistir. Bu problemler ig¢in
niimerik metod verilmeden Once singular perturbe 6zellikli problemlerin 6zellikleri
incelenmistir. Lineer problem i¢in sonlu fark semasi diizgiin sebeke lizerinde iistel
katsayili baz fonksiyonlarmdan, kalan terimleri integral seklinde olan ve agirhik
fonksiyonu igeren kuadratiir formiillerinden yararlanilarak kurulmustur. Lineer
olmayan integral sinir sartli problem i¢in ise Bakhvalov sebekesi lizerinde parcali
sabit baz fonksiyonlar1 ve kalan terimleri integral seklinde olan interpolasyon
kuadratiir formiillerinden yararlanilarak kurulmustur.

Linecer ve linecer olmayan problemlerinin fark semalarmin & perturbasyon
parametresinden bagimsiz, ayrik normda birinci mertebeden diizgiin yakinsakligi
incelenmistir. Son olarak sonlu fark metodunun etkinligi i¢in etkili ve uygun birer
¢ozlim algoritmasi ve teoriyi destekleyen niimerik sonuglar da verilmistir.

2019, 51 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Bakhvalov sebekesi, Integral smir sarti, Parametreye bagh
problem



ABSTRACT

Master Thesis

FINITE DIFFERENCE SOLUTIONS OF PARAMETERIZED
DIFFERENTIAL PROBLEMS WITH INITIAL LAYER

Giilsim YURUCUOGLU

Erzincan Binali Yildirim University
Institute of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Asist. Prof. Dr. Mustafa KUDU

In this thesis, numerical solutions of nonlinear differential equations with linear and
integral boundary conditions according to the parameterized singularly perturbed
solution function are examined by using finite difference method. Before
introducing a numerical method for these problems, the characteristics of singular
perturbation problems were investigated. The finite difference scheme for linear
problem is established by using the base functions of exponential coefficients on
the uniform mesh and the quadrature formulas with weight functions and integral
remainder terms. For nonlinear integral boundary conditional problems, it is
established by using interpolation quadrature formulas with partial constant base
functions on a Bakhvalov mesh and integral remainder terms.

In the discrete norm, the first order uniform convergence of difference schemes of
the linear and nonlinear problems, independent of the perturbation parameter, was
investigated. Finally, an effective and appropriate solution algorithm for the
efficiency of the finite difference method and numerical results supporting the
theory are given.

2019, 51 Pages

Keywords: Bakhvalov mesh, Integral boundary condition, Parameterized problem
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1.GIRIS

Uygulamali bilimler (Fizik, biyoloji, kimya, tibbi ve miihendislik vb.) de ve reel
diinyada karsilagilan pek c¢ok fiziksel olay, matematiksel olarak, diferansiyel
denklemlerin degisik tipleriyle iligkili olan singular perturbe problemlerle tanimlanir.
Singular perturbe o6zellikli problemler; akiskanlar mekanigi, akiskanlar dinamigi,
aerodinamik, plazma dinamik, manyetik dinamik, aritilmig gaz dinamik, kiitlenin
hareketi, plastik, kimyasal-reaktor teori, osinografi, meteoroloji, yayma teori, reaksiyon-
difuzyon stiregleri, atmosferik kirlilik, 151k yayan dalgalar, plazmadaki elektron plazma
dalgalari, iletisim hatlari, elektrik akimi, iyon akustik dalgalar1 vb. gibi g¢esitli modern
karmagik siireglerin  modellenmesinde ortaya ¢ikmaktadir. Bu degisik olaylari
tanimlayan matematiksel modeller, fiziksel kiiclik bir parametre igerir ve bu
parametrenin etkisinin kii¢iik bir dar bolgede bagimli degiskenin bagimsiz degiskene
gore ani degisimini inceler. Parametrenin ¢ok kiiciik degerlerinde bagimli degiskenin
ani degisim gosterdigi bolgeye baslangi¢ veya smir kat1 bolgesi denir (Doolan vd. 1980;
O’ Malley, 1991; Nayfeh, 1993; Kevorkian ve Cole, 1996; Farrel vd. 2000; Roos vd.
2008).

Smir kat1 kavramm ilk olarak 1904'te Heidelberg'deki Ugiincii Uluslararasi
Matematikgiler Kongresi'nde sunulan yedi sayfalik bir raporda Prandtl (1905) tarafindan
tamimlanmistir. Daha sonra bu terim, Friedrichs ve Wasow (1946)’un New York
Universitesi'nde dogrusal olmayan titresimlerle ilgili bir seminerde sundugu ¢alismasini
takiben daha genel hali olan “singular pertiirbasyon” terimi olarak literatiire girmistir.
Singiiler pertiirbasyon problemlerinin ¢dziimleri tipik olarak baslangi¢ veya smir katlar1

igerir.

Kaydedelim ki, sinir kath(singular perturbe olmus) problemlere ilgi yaklasik olarak
yirminci yiizyilin baglarinda asimptotik acilimlarla baglamig, 1960°l1 yillarin
ortalarindan beri, niimerik yontemler ile singular perturbe problemlere ilgi giderek daha
dikkat ¢ceken hale gelmistir. Bu konuda daha genis ve agiklayici bilgi, Kadalbajoo ve
Reddy (1989), Kadalbajoo ve Padidar (2002), Kumar vd. (2007), Kadalbajoo ve Gupta
(2010) ve Gupta ve Kumar (2012) ve survey g¢alismalarinda yer almaktadir. Bu konu

simdilerde uygulamali matematik ve ¢esitli miihendislik alanlarinda calisan bir ¢ok



matematik¢inin arastirma konusu olmustur. Niimerik ve asimptotik ¢dziim yontemleri

singliler pertiirbasyon problemlerin ¢dziimiinde kullanilan baslica iki yaklagimdir.

Niimerik yontemler, belirli bir problem hakkinda nicel bilgi saglamaya c¢aligirken,
asimptotik yontemler, bir problem ailesinin niteliksel davranisini inceler. Bu alanda ¢ok
sayida arastirma kitabi yayimlanmistir. Bunlar ya asimptotik yaklagim (Bellman, R.
(1964); O’Malley (1991); Nayfeh (1993); Kevorkian vd. (1996)) ya da niimerik
yaklasim (Doolan vd. (1980); Farrel vd. (2000); Roos vd. (2008); Linf (2010),
Miller vd. (2012); Sigamani vd. (2015); Amirali ve Amiraliyeva (2018)) ile konuyu ele

almiglardir.

Bu tiir problemler matematiksel ifadeyle, yiiksek mertebeli tiirevler iceren terimlerinin
katsayilarinin  kiigiik pozitif bir ¢ ile ¢arpilmis problemler olarak adlandirilir.
Parametrenin kiiciik degerleri icin boyle problemlerin ¢dziimleri, tanim bdlgesinin
baslangi¢ veya sinir katlar1 denilen ince gegis katlarinda ¢ok hizli ve oldukga diizensiz
degisirken, diger bolgelerde ise yavas ve diizenli degisir. Bu diizensizlik singiiler
pertiirbe problemlerin ¢6zlimiiniin sinirsiz tiirevlere sahip olmasina neden olur. Bu
nedenle de klasik niimerik yontemlerin kararsizliklar1 nedeniyle uygulanmasi imkansiz
olur. Boylece singular pertiirbe olmus problemlerin isleyisinde ciddi zorluklar ortaya
cikar. Bu oOzellikler niimerik ¢6ziimde de Kkendini gosterir (Doolan vd., 1980;
O’Riordan ve Stynes, 1987; Farrel vd., 2000; Roos vd. 2008; Linf3, 2010, Miller vd.
2012; Sigamani vd. 2015; Amirali ve Amiraliyev, 2018). Ciinkii sema adimlarinin
kiiciilmesiyle yaklasik ¢oziim kesin ¢6ziimden iraksar. Dolayisiyla “singuler pertiirbe”
olmus problemler i¢in, bu Ozellikleri dikkate alabilecek 6zgii niimerik metotlarin

kurulmas1 biiyiik 6nem tagimaktadir.

Baslangi¢c kat1 iceren baslangig-deger probleminin ¢oziimiiniin niimerik metodlarla
incelenmesi pek ¢ok aragtirmaci tarafindan incelenmistir. Doolan vd. (1980), Sigamani,
V. vd. (2015) baslangi¢ ve smir kati i¢eren problemler i¢in diizgiin sebekede
pertiirbasyon parametresine gore diizgiin yakinsak iistel katsayili fark semalarmi
incelemislerdir. Shishkina ve Shishkin (2018) de baslangi¢ deger problemi igin pargalt

diizgiin sebeke tlizerinde sonlu fark semasmnin diizgiin yakisaklig1 incelenmistir.



Bellman (1964), Robert (1982), O’ Malley (1991) ve Nayfeh (1993) singiiler pertiirbe
olmus smir-deger problemleri i¢in smir deger tekniklerini gelistirmisler ve bazi 6zel
durumlar1 i¢in problemlerin analitik ve yaklasik ¢oziimlerini incelemislerdir.

Singtiler pertiirbe 6zellikli adi ve kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiiniin
varlig1 ve tekligi, asimptotik ve analitik durumlar1 iizerindeki ¢aligmalar ise Kassoy
(1982); Schmisser ve Wiess (1986); Kadalbajoo ve Reddy (1989); O’ Malley (1991)

tarafindan yapilmistir.

Parametreye bagli sinir-deger problemlerin singiiler perturbe olmamis durumlar1 bir ¢ok
arastirmact tarafindan incelenmistir. Bu tiir problemler ekzotermik ve izotermal
kimyasal tepkimeleri, kararli durum sicaklik dagilimlarini, bir parametre ile bir
diferansiyel denkleme yol acan iki yaymn bagl kiitlesinin salinimini agiklayan fiziksel

kimya ve fizikte ortaya ¢ikar(Na, 1979; Lui vd., 2001; Pomantale, 1976).

Parametreye bagli smir-deger problemlerinin ¢éziimiiniin varhigi ve tekligi tizerindeki
caligmalar, Pomentale (1976), Jankowski (1993, 2002, 2003) ve Feckan (1994)
tarafindan yapilmistir. Parametreye bagli problemlerin analitik-yaklagik iterasyon
¢oziim metotlar1 gibi 6zellikleri, Jankowski ve Lakshmikantham (1997), Duru ve Giille
(1998), Abd-Elateef Kamar (1999, 2002) ve Lui ve McRae (2001) tarafindan
incelenmistir. Son yillarda bir¢ok arastirmaci parameteye bagli problemlerin singiiler
perturbasyon durumlar1 i¢in degisik niimerik yontemleri sunmustur. Parametreye bagli
singiiler perturbe Ozellikli iki nokta sinir deger probleminin ¢6zimii i¢in diizglin
yakinsak sonlu fark semalar1 Amiraliyev vd. (2004, 2006); Cen (2008); Xie vd. (2008);
Amiraliyeva vd. (2009); Wang vd. (2010); Das (2015); Shakti ve Mohapatra (2015);

Kumar ve Kumar (2017)’ de ele alinmustir.

Amiraliyev vd. ( 2005-2006), Shakti (2015), Kumar vd. (2017) benzer bir problemi
¢ozmek igin sinir kati teknigini kullanmiglardir. Xie vd. (2008); Wang vd. (2010) ve
Tirkyilmazoglu (2009) da analitik yaklasik ¢oziim i¢in homotopi analiz teknigine
dayanan bir metodoloji sunmuslardir. Analitik yaklasik ¢6zliim i¢in homotopi analiz
teknigine dayali bir metodoloji ise Xie vd. (2008); Wang vd. (2010) ve Tiirkyilmazoglu

(2009) tarafindan sunulmustur.



Ayrica, integral sinir sarth lineer olmayan diferansiyel denklemlerin, uygulamali
bilimlerde, 6rnegin, 1s1 transferi, kimya miithendisligi uygulamalari, yer alt1 su akis1 gibi
bir ¢ok uygulamasmin oldugu bilinmektedir (Cannon, 1968; lokin, 1977; Nicoud vd.,
2002). integral smnir sart: iceren sinir defer problemleri birgok yazar tarafindan
calisilmistir (Samoilenko ve Martynyuk, 1991; Jankowski, 2002; Ahmad vd., 2005;
Amiraliyev vd. 2007; Cakir ve Amiraliyev, 2007; Cen ve Cai, 2008; Kudu ve
Amiraliyev, 2015; Cakir, 2016). Boyle problemlerin singiiler perturbe olmamis
durumlar1 i¢in varlik ve tekligi ile ilgili 6zellikleri Samoilenko vd. (1991); Jankowski
(2002) ve Ahmad (2005) tarafindan incelenmistir. Son zamanlarda bu tiirden
problemlerin singiiler perturbasyon durumlari i¢in sonlu fark yontemi ile kurulmus fark
semalarmim diizgiin yakinsaklig: ile ilgili caligmalar Amiraliyev vd. (2007); Cakir ve
Amiraliyev (2007); Cen ve Cai (2008); Kudu ve Amiraliyev (2015); Cakir (2016)

tarafindan incelenmistir.

Amiraliyev vd. (2007)'da Shishkin sebekesi iizerinde integral smir sarth problem i¢in
sonlu bir fark semas1 gelistirmis ve yontemin logaritmik bir faktor disinda neredeyse
birinci dereceden yakinsak oldugu gosterilmistir. Cen ve Cai (2008) ayni problem igin
Shishkin sebekesi tizerinde bir hibrid fark semas1 olusturmus ve fark semasmnin ikinci
dereceden yakmsak oldugunu gostermistir. Ikinci mertebeden integral sinir sarth
singiiler perturbe diferansiyel denklemler ile ilgili niimerik ¢calismalar Cakir vd. (2007);
Cakir (2016); Kudu vd. (2016) tarafindan yapilmistir.  Son yillarda, literatiir
taramalarindan gorildigi kadariyla, hem kontrol parametresi hem de integral kosulu
iceren singiiler perturbe sinir deger probleminin niimerik ¢6ziimii ilk olarak Kudu

(2018); Kudu vd. (2018) tarafindan incelenmistir.

Bu tezin amaci; asagidaki parametreye bagli singiiler perturbe olmus ¢6ziim
fonksiyonuna gore lineer ve integral sinir sarti igeren lineer olmayan diferansiyel

denklemlerin sonlu farklar yontemiyle niimerik ¢6ziimleri incelemektir.
Bu tez ¢alismasi bes béliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, konuyla ilgili giris ve literatiir bildirigleri yer almaktadir.



Ikinci boliimde tez calismasinda kullanilan genel tamim ve teoremler dzet olarak

verilmistir.

Calismanm tgiincli boliimiiniin ilk kisminda asagidaki birinci mertebeden parametreye
bagli singular perturbe 6zellikli ¢6ziim fonksiyonuna gore lineer olan
eu'(x)+a(x)u(x) = f(x, 1), (1.1)
u(0)=A, u()=B (1.2)

problemi incelenmistir. Burada & e(0,1] perturbasyon parametresi, A  kontrol

parametresi, A ve B  verilmis sabitlerdir. a(x) ve f(x,A) sirasiyla é:[o,f] ve

QxR Ttzerinde yeterince siirekli diferansiyellenebilir fonksiyon olsun ve ayrica

a(x)2a >0, Q=[0,1],

(1.3)

O<m < il <M, <o, QxR.

{u(t), A} CT0,(]xR ¢ifti (1.1)-(1.2) probleminin ¢6ziimiidiir. Bu varsaymmlar altinda
(2.1)-(1.2) probleminin bir tek u(x) ¢oziimii vardir. ¢ <1 igin, u(x) fonksiyonu genel
olarak x=0 komsulugunda O(¢) genisliginde bir baslangi¢ katina sahiptir(Amiraliyev
vd., 2004).

Once, (1.1)-(1.2) probleminin, fark semasmm hatasinin degerlendirilmesinde ve

yakmsakliginin incelenmesinde gerekli olan, u(x)¢6ziimii i¢in bazi asimptotik

esitsizlikler verilmistir. Daha sonra diizgiin sebeke {lizerinde sonlu fark semasi ise, iistel
baz fonksiyonlarindan, kalan terimleri integral seklinde olan ve agirlik fonksiyonlari
iceren integral kuadratur formiillerinden yararlanilarak kurulmus ve fark semasinin
ayrik maksimum normda birinci dereceden € —diizglin yakinsaklig1 incelenmistir. Bu
metot, Surla (1988); Miller ve Carrol (1990); Selvakumar (1994); Amiraliyev ve
Memedov (1995) ; Amiraliyev vd. (2004)’de kullanilan metoda benzerdir.

Ugiincii boliimiin ikinci kisminda integral smnir sartl prametreye bagl singular pertube

ozellikli birinci mertebeden lineer olmayan

su'®+ fuA), teQ=(0T),T>0, (1.4)



M®+}K@M@WB=A, (1.5)

u(T)=B (1.6)

problemi incelenmistir. Burada &e(0,1] perturbasyon parametresi, A  kontrol

parametresi, A ve B verilmis sabitlerdir. K(t,u) ve f(t,u,1) sirasiyla Q=0Qu (t=0)

ve Qx R? iizerinde yeterince siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar ve ayrica

O<a£ﬂ£a*<oo, (1.7)
ou
0<mlSiSMl<oo, (1.8)
‘%(x,u,i) <N, <o, i=0,1 (1.9)
0< X ki co, (1.10)
ou

sartlar1 saglanir. Burada m;, M,, «, a’, K've N, (i =0,1) sonlu sabitlerdir.

Yukardaki sartlar altinda {u(t), A}eC[0,T]xR ¢ifti  (1.4)-(1.6)  probleminin
¢coziimidiir. Bu varsayimlar altinda (1.4)-(1.6) probleminin bit tek u(t) ¢6ziimii vardir.
0<e<<<1 igin, u(t) fonksiyonu genel olarak t =0 komsulugunda O(¢) genisliginde

bir baslangi¢ katina sahiptir(Amirali vd., 2018; Kudu, 2018).

Once, (1.4)-(1.6) problemleminin fark semasinin hatasmin degerlendirilmesinde ve
yakinsakliginin incelenmesinde gerekli olan, problemin U(X) ¢oziimii baz1 asimptotik
esitsizlikler verilmistir. Daha sonra fark semasi ise, Bakhvalov sebekesi ilizerinde
parcali sabit baz fonksiyonlar1 ve kalan terimleri integral seklinde olan interpolasyon
kuadratur formiillerinden yararlanarak kurulmus ve fark semasinin ayrik maksimum
prensibine gore O(N*)kesinlikli diizgiin yakmsakliga sahip oldugu incelenmistir.
Ayrica, bu fark problemlerinin gerceklestirilmesi i¢in uygun birer iterasyon siireci de
incelenmistir. Buna benzer teknikler Bakhvalov (1969);  Amilaliyev (1988);
Amiraliyev vd. (2006); Kudu (2018)’de kullanilmistir.



Dordiincii  boliimde elde edilen teorik sonucglart destekleyen niimerik oOrnekler

degerlendirilmistir.

Besinci boliimde ise sonug ve Oneriler verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde ¢alismada kullanilacak bazi tanim ve teoremler verilmektedir.

2.1. Regiiler ve Singiiler Pertiirbe Problemleri

Matemetikte “singular pertiirbe” terimi genellikle, P. ile belirtilen, kiicik £>0

&

parametresine bagli problemler ailesi i¢in kullanilir. £ =0 oldugunda P, indirgenmis

problem olur. Biz burada uygun varsayimlar altinda P, ¢ozimi ve P, ¢dzlimi

&

arasindaki iliskiyi inceleyecegiz.

P. pertiirbe problemi, bir adi diferansiyel denklem veya baslangic veya sinir katiyla
birlikte verilen bir diferansiyel denklem sisteminden olusabilir. Boylece, P. problemi

genellikle

du
Pl f(x,u,&)

&

(2.1)
uygun baslangig, sinir veya karisik sartlar

seklinde yazilabilir. Burada, ¢ kii¢iik pozitif perturbasyon parametresi, u ve f n-

boyutlu vektor fonksiyonlari, X verilen aralikta bir sayisal degiskendir.

Eger £—0 iken, biitiin aralikta X bagmmsiz degiskenine gore, u,(x) ¢Oziimii,
indirgenmis problemin ¢oziimii olan uy(x)’e diizglin yakmsiyorsa (2.1) pertiirbe

problemi regular pertiirbe problem olarak adlandirilir. Regular pertiirbe problemlerinin

¢cOziimii, ¢ 'un artan pozitif kuvvetlerine gore seriye agilabilir.

Eger u, (X) , Uy(x) ‘ye X ‘nin tim arahgmnda degil sadece bir kisminda yakinsar ve

boylece u¢ noktalarda “smnir katlar1" veya baslangic noktasinda “baslangic kat1”
meydana gelirse bu tiir problemler singular pertiirbe problem olarak adlandirilir.
Singular pertiirbe problemlerinin ¢ézlimii, ¢ ’un artan pozitif kuvvetlerine gore seriye

acilamaz, ancak sinir veya baslangic kat fonksiyonlar1 seklinde ifade edilir.

Bu durumu géstermek i¢in iki 6rnek verelim.



Ornek 2.1.1. &> 0 kiiciik parametre olmak iizere,

du

——eu=0, xe[0,1]
P 4 dx (2.2)
u,(0)=1,
problemini ele alalim.
Bu problemin tam ¢6ziimii,
u,(x) =e™. (2.3)

Diger taraftane =0 icin P. problemi

W0, xe[01]
P, { dx (2.4)
Uy (0)=1,

seklindeki P, indirgenmis problemine doniisiir. Gorildigi gibi P, denkleminin
mertebesi P, ile ayn1 mertebeden oldugundan u, (0) =1 baslangig sartmmn gereksiz hale
geldigi goriiliir. Yani, (2.4)lin ¢6zimi
Uy (x)=1
seklindedir. Buradan [0,1] araliginda & —0 iken
u, (x) =e” > u,(x) =1. (2.5)

diizglin yakimnsar. Bdylece bu problemin regular pertiirbe problem oldugu goriliir.

Ayrica, (2.3) ¢ozlimii baglangi¢ sartini saglar ve ¢ ’un artan pozitif kuvvetlerine gore

2 3
&
u,(x)=e” =1+ ex+—x"+—x’+...
2 3

seklindeki seriye agilabilir. Ayrica, [0,1] arahgindaki keyfi bir X, noktasi igin
Iglm(xﬂxrgoug(x)) = Iglgg(xﬂmoe’ )=10<x<Xy, X €[0,1],

tekrarli limitleri esit oldugundan verilen problem regiilar perturbe olmus problemdir.

Ornek 2.1.2.

sy 0, xe[0,1]
P4 dx (2.6)

&

u,(0)=1,

(2.6) probleminin tam ¢ozliimii,



u,=e* 2.7)
seklindedir.

Diger taraftane =0 icin P. problemi

. {u =0, xe[0,1]

o (0)=1 (2.8)

seklindeki P, indirgenmis problemine doniisiir. Gorildigi gibi P, denkleminin
mertebesi P.ile ayn1 mertebeden olmadigindan u, (0)=1 baslangi¢ sartnin gereksiz
hale gelmistir. Yani, (2.8)’in ¢ozlimii,

Uy(x)=0

X

olur. Dolayisiyla, £ -0 iken [0,1] araliginda, u_ e ¢oziimii U, =0 ¢Oziimiine

diizgilin yakinsamaz.

X

Burada, e ¢ fonksiyonu baslangi¢ kat fonksiyonu ve X=0 baslangi¢ katidir. Ayrica,
[0,1] arahigindaki keyfi bir X,noktasi igin

lim(_lim u,(x)) =lim( lim e ©)=0, 0<Xx<X,, X, €[0,1]
>0 x—=>%>0 0 x>%>0
olur. Ancak, x=0 i¢in

lim(lim u_ (x)) = lim( lim e ty=1

e—>0 x—0" £—0 x—>x—0"

i, ()= e ) =0
tekrarli limitleri esit olmadigindan verilen problem singiiler perturbe olmus problemdir.
Boyle esitsizlikler singiiler pertiirbe ozellikli problemlere 06zgii bir Ozelliktir ve
baslangi¢ veya smir katinin varliginin belirtisidir. & parametresinin ¢ok kiiclik [
degerleri i¢in
Xx=0 noktast civarinda ¢oziimiin hizli bir sekilde degistigi asagidaki grafikten

gortilmektedir.
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0 0.5 1
Sekil 2.1. Ornek 2.1.2°deki problemin ¢dziimiiniin ¢ *na gore degisimi
2.2. Baslangic Kat1 ve Sinir Kati

Baslangi¢ kat1 ve smir kat1 varligi problemin singiiler pertiirbe oldugunun kanitidir.
Singiiler pertiirbe problemin ¢oziimiiniin ani hizli degisebildigi herhangi bir siir veya
baslangi¢c noktasinin bir komsuluguna, o noktanin smir veya baslangi¢ kati denir. Sinir
kat1 digindaki iistel bicimli kiiciik degerlere sahip fonksiyona ise sinir veya baslangic

kat1 fonksiyonu denir (Amirali ve Amirali, 2018).

2.3. Ortalama Deger Teoremi

Bir f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve (a,b) acik araliginda tiirevlenebilir ise

f(@-f(b) .
“ap O

olacak sekilde en az bir Cc e (a, b) vardir(Fikhtengol’ts,1973).

2.4. Diferansiyel Esitlikler

f(x,4) ve a(x) ,[O,f] kapali araliginda siirekli fonksiyon oldugu kabul edilsin.

Verilen (1.1)-(1.2) ve (1.4)-(1.6) problemlerinin u(x) ¢6ziimiine asagidaki formiillerle

ulagilmistir:

“Llae)de X —EIa(r)dr

u(x) =u(0)e +1jf(§,;t)e Tode (2.9)
80

11



Lageyae 1 Lagr

u(x) =u(0)e If(é‘,i)egx dé& (2.10)

gX

2.5. Baz1 interpolasyon Kuadratur Formiilleri

Fark semalarinin kurulmasinda ve degerlendirilmesinde asagida verilen, kalan terimleri
integral biciminde olan ve agirlik fonksiyonu iceren interpolasyon kuadratur formiilleri

kullanilacaktir (Amiraliyev ve Mamedov, 1995; Amiraliyev, 1998).

(F1) Formu:

b

[ () f (x)x { | p(x)dx}{af (b) +(L-0o) f (a)}

b
+f(a; b)j(x—x("))p(x)dx+ R(f) (2.11)
Burada o -reel parametre, p(x) € C[a,b] agirlik fonksiyonu,
b b
R(f)= Ipr(X)j fMEK, ,(x,6)dE n=1 veya?2

K (x,.8)=T,(x=&)-(b-a) " (x-a)(b-¢&)° s=0.1

f(a;b)=—f(bt)):;(a) ,

T.(A)=A°/s!, 1=0,T,(1)=0, A1<0 .

X =ob+(1-0)a,

(F1) formunda verilen ikinci terim bazi durumlarda kalan terime dahil olur.

(F2) Formu:
]1 p(x) f'(x)dx = f (a; b).b[ p(x)dx+ R(f) (2.12)
R(f)= —i dxp '(x)i fOEK, L (x E)deE, n=1 veya 2.

(F1) ve (F2) formlarinda ayn1 K, ,(X,&) fonksiyonu kullanilmaktadir.

[ PO (x)dx = f(aT”)) [ pOOdx+R(f) (2.13)

12



(1) = [dxp(0] £(K7(x, A2 +(n-DF (@) (x—222) p(xyck, n=Lveya2

a+b a+b

K (x.£) =TS(X—§)—T5(T—§)+(b—a)s(b—§)(7—§),s=0,1

2.6. Siirekli Problem i¢in Maksimum Prensibi

Eger v(x) eC'[0,¢], Lv(x)=0,(0<x</), v(0)>0 sartlari1 saglayan bir fonksiyon
ise, 0 zaman v(x) >0,(0< x < /() olur (Amirali vd. 2018).

2.7. Sebeke ve Sebeke Fonksiyonu

[a,b] kapali araliginin sonlu sayida noktadan olusan pargalanisina sebeke denir. Bu
sebekede tanimlanan fonksiyona ise sebeke fonksiyonu denir.
i)Diizgiin olmayan sebeke

[a,b] araliginda tanimlanan

on ={X1a=X) <X <X, <...<Xyy <Xy =b}
ayrik noktalar kiimesine [a, b] araliginda diizglin olmayan sebeke denir. X, noktalarina

ise diigiim noktalari veya sebeke digiimleri denir. h =X —X_, sebeke adimlaridir. w
sebekesinde tanimlanan f(x) fonksiyonuna sebeke fonksiyonu denir ve f, seklinde

gosterilir.

ii)Diizgiin sebeke
[a, b] araliginda tanimlanan diigiimlerin esit aralikli olmasiyla olusan
®, = {Xi =ih; i=0,12,..,Nveh= b&—a} sebekesine [a,b] araligindaki diizgiin

sebeke denir. Buradaki h sabitine de sebeke adimi denir.

13



2.8.Fark Tiirevleri

[a,b] araligindaki y(x) fonksiyonunun diizgiin sebekede fark tiirevleri asagidadir

(Samarskii, 2001):

DY, = % ifadesine birinci mertebeden ileri fark tiirevi denilmektedir.
i)y, = % ifadesine birinci mertebeden geri fark tiirevi denilmektedir.
i)y, = % ifadesine birinci mertebeden merkezi fark tiirevi denilmektedir.

Geri fark tiirevi olan 'y, ile ileri fark tiirevi olan vy, ; h—0 oldugunda u(x,) ye 0(h)

hiziyla yaklasir. Oysaki merkezi fark tiirevi olan y. h—0 oldugunda u'(x;) ye 0(h?)

hiziyla yaklasir.

Yxi— yi,i r Vi — ZYi +VYia

™ e ifadesine de ikinci mertebeden fark tiirevi

iV) y;x,i =

denilmektedir.

ikinci mertebeden fark tiirevi olan y., h—0 oldugunda u'(x) ye 0(h?) hiziyla

yaklasir(Samarskii,2001).

2.9. Birinci Mertebe Fark Denklemleri

p, ve q; belli tam argiimanli fonksiyonlar ve y, = p;y,, +0, 1=12,... seklinde olan

birinci mertebeden fark denkleminin ¢oziimii,

{10 ([l 1.

i= j=i+l
seklindedir.

2.10. Sonlu Fark Yontemi

Verilen diferansiyel denklemdeki tiirevler yerine belli bir sebekede iizerinde fark
tiirevleri konularak elde edilen ve diferansiyel denklemi lineer bir cebirsel denklemler

sistemine doniistiirerek gerekli ¢oziimiin elde edilmesini saglayan islemler siirecine

14



sonlu farklar yontemi denir. Bu sistemin ¢dziimiinden, ¢oziim fonksiyonunun ayrik
noktalardaki degerlerine ulagilarak niimerik bir ¢oziim elde edilir. Kisaca, belli bir

sebekede tanimlanmis fonksiyonun degerleri bulunmaktadir(Samarskii, 2001).

2.11. Ayrik Maksimum Prensibi

Herhangi bir v(x) sebeke fonksiyonu i¢in, Vv;(0)>0 ve 1<i<N igin

(v (% )= 0 esitsizlikleri saglaniyorsa, o zaman her i, (1<i<N) i¢in v(x)>0 olur.

Ispat: i’ V(Xi*):miniv(xi) sartin1 saglayan bir nokta olsun ve kabul edelim ki
Lemma dogru olmasm. O zaman V(Xi,,)<0 olur. Hipotezden i"#0 ve
v(x.)=v(x.,)<0elde edilir. Buradan

V(X.,)—V(X.

a(xi* )v(xi,,) < a(xi* )v(xi*) <0,

bulunur ki, bu ise Lemmanin hipotezi ile geligir. Boylece, kabuliimiiz yanlis olup

Lemma ispatlanmis olur.

2.12. Yakinsakhik ve Diizgiin Yakinsakhk

u, verilen probleminin kesin ¢0ziimii vey ’de iizerinde calisilan sebekedeki bu
probleme uygun fark probleminin ¢6ziimii olsun. z=y—u ise fark probleminin hatasi

veya hata fonksiyonu olarak tanimlansm. O zaman ||. |, s6z konusu sebekedeki herhangi

bir norm olmak iizere,
h—0 iken ||z|, =|y—uf, >0

ise bu durumda fark probleminin ¢6ziimii verilen problemin ¢odziimiine yakinsaktir.
Ayrica yeterince kii¢iik h sabitleri i¢in

h — 0iken ||y—u||l <ChP®, p>0,
ise bu durumda yaklasik ¢6zliim kesin ¢oziime O(h ”) hiziyla yakmsar veya yaklagik

¢cOzim O(hp) kesinligine sahiptir denir. C, h ve & ’dan bagimsiz sabit ise 0 zaman

yaklagik ¢6ziim kesin ¢oziime ¢ ' a gore diizglin yakinsaktir denir (Samarskii, 2001).
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2.13. Fark Semasimin Kararhhg:

L, ve |, on da tamimlanan fark operatorleri, 6,2, belli sebeke baslangic veri

fonksiyonlar1 olmak iizere, verilen herhangi bir diferansiyel probleme karsilik gelen

fark semasi,

L, (y)=6, xeaw, (2.14)

L (y)=D,, xey, (2.15)
seklinde ve baglangi¢ veri fonksiyonlarindaki kiigiik On Ve O perturbelerin  ¢oziimii
yolsun. Eger, h’a bagl olmayan C, ve C, sabitleri varsa; yeteri kadar kiigiik
h<h, i¢in

Fsl scp-al el
esitsizligi saglanirsa, o zaman (2.14)- (2.15) fark semasi sag tarafa ve smir(veya
baslangi¢) sartima gore kararlidir denir. Buradal| | .| [,.| |, herhangi sebeke

normlaridir (Samarskii, 2001). Yani kararlilik, fark semasmin ¢ozliimiiniin baslangic

veri fonksiyonlarina siirekli ve h ‘a gore diizgiin bi¢imli baglidir.
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3.MATERYAL VE YONTEM

3.1. Parametreye Bagh Coziim Fonksiyonuna Gore Lineer Problemin
Coziimiiniin Baz1 Ozellikleri

Bu boliimde, ilk 6nce (1.1)-(1.2) birinci mertebeden singiiler pertiirbe olmus sinir-deger
probleminin fark semasinmn hatasinin degerlendirilmesinde ve yakimsakliginin

incelenmesinde gerekli olan, u(x) ¢oziimii i¢in baz1 asimptotik esitsizlikler verilmistir.

Daha sonra diizgiin sebeke tizerinde sonlu fark semasi ise iistel baz fonksiyonlarindan,
kalan terimleri integral seklinde olan ve agirlik fonksiyonlar: iceren integral kuadratiir
formiillerinden yararlanilarak kurulmus ve fark semasinin ayrik maksimum normda

birinci dereceden ¢ —diizgiin yakinsaklig1 incelenmistir.

3.1.1. (1.1)-(1.2) Probleminin kesin ¢oziimii icin asimptotik degerlendirmeler

Lemma 3.1: (1.1)-(1.2) probleminin ¢6ziimii {u(x),ﬂ} asagidaki esitsizlikleri saglar:

14 <c,, (3.1)
Jul, <c., 3.2)
burada
a*

C, =

ml(l—exp(— a*l))qA|+|B|)+ m;*|F|. ,
G =|A+a ||, +ca™,  (F(x)=f(x, 0))

ve her x € Qicin |l| <Gy, |u| <c, ve |8f /8t| < C sartlar1 altinda

u’(x)‘sC{1+1exp(—a—Xj}, xe Q. (3.3)
£ £
Ispat: (1.1) denkleminde f(x,4) fonksiyonunal’ya gére ortalama deger teoremi
uygulanr,

f(x,A)=f(x0)+ zaf(’;i) =2, 0<y <],
ve

of (x,4) )
b —
()=
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denirse, (1.1) denklemi
eu'(x)+a(x)u(x) = Ab(x) + F(x) (3.4)
seklinde homojen olmayan lineer bir denklem olur. (3.4) denklemine (2.9) ve (2.10)

formiilleri uygulanirsa,

Lagnan 2 % ~Ha(r)dr Hagyae
u(x)=u(0e ** +;Ib(n)e T+ = jF(n)e " dy (3.5)
0
Yaman 46 Magar Haterar
u()=u(fes == [bm)e” n——Jme dz (3.6)

elde edilir

(3.5) ve (3.6) den A ¢ekilirse,

~Lam)dy

u(O)e °°
f; a(r)dr ja( Ydr
Jbone , dn+jbone dr

/1=—

0 %fa(n)dn
u(l)e®:

+
- a(r)dr 7ja( )dr
dn+ j b(n)es  dn

{ [beme =

(T) ja 7)dr

Tdn+jef (17,0)e"" dn]

Df(n O)e 1

1 X *;fa(f)
bume~
¢ 0

(3.7)
! (r)dr
dr+ j b(n)e* dn}

(3.7)’nin sag tarafindaki terimleri ayri ayri degerlendirelim. Once  (3.7)’nin sag

tarafindaki birinci terimi igin,

~awnn
u(0)e *° y u(o)|
X 1% - v 1% 17
1 - la(n)de Ia( )dz m - lan)de =fa(r)dr
!jb(n)e , 77+J.b(77)e dn} {je T dp e dn}
€ 0 & 0 X
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u)

<

m & o
“Llaleer D +ate(es —e¢)
&

al

esitsizligi yazilir. Bu esitsizlikte £<1 igin e ¢ —1>e* —1>0 oldugu dikkate alinirsa,

Lfatmay
u(0)e “° u(o)| u(o)]
Ya(ryd ¢ 17 < al < a’'m (eal l) (38)
X -=Ja(r)dr =la(r)dr _ — -
i[fb(n)e o d77+fb(77)e‘” 77} a'my(e ~1) '
0 X

olur. (3.7)’nin sag tarafindaki ikinci terim i¢in benzer degerlendirmeler yapilirsa,

Hatpay
u(0)e®x y lu(e)|
18X 0 17 - 1¢ , 1t
11 % ~la()de ¢ “Ja(e)dr m. | % - [a()de ¢ - la(@)de
=| [bGme = dn+[bee dn || Tt e dpefe T dy
2 0 X 4 0 X
ju(o)|

m al(x-n)  at a’(x-1)
Ll@)tee ¢ —e )+(@)Tel-e ¢ )
&

ju(o)| < ()| (3.9)

a't A Al
m@)ta-e «) METETET)

elde edilir.

Son olarak, (3.7)’nin sag tarafindaki {i¢iincii terime integraller i¢in ortalama teoremi

uygulanirsa,
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1 7; fa(r)dr Ia( iz ]
- Ib(ﬂ)e ' d77+J.b(77)e dzy
&
| faar Ia( yar |
-~ Ib(ﬂ)e ' d77+J.b(77)e dz
"F"c[o(] . ja(f)df ! g[a(r)dr
— '! d77+JX‘e dn
<
) m, | a(e)de £ a@ydr
L & d £x d
& _!e 77+_!e n

< mfl||F||C[o,e]

elde edilir. Buradan, (3.8), (3..9) ve (3.10) esitsizlikleri (3.7)’de yerine yazilirsa,

|2 < mytco| Al +my ey B+ m1*1||F||Cw] (3.11)
olur. Boylece (3.1) esitsizligi ispatlanmis oldu.
Simdi (3.2)’nin dogrulugunu gdsterelim. (3.5)’den
Hamdn | A] % - Ja()dr ~a(ar
ux)|<[u(@)fe “ g [lb@le = dp+= j Femle = dn
0
<|u(@|e ¢ +a™@-e < )(F|. +]2M),) (3.12)

olur. Buradan, (3.11) esitsizligini (3.12)’de dikkate alwrsak, (3.2)’nin dogrulugu

gosterilmis olur.

Son olarak ise, (3.3) esitsizligini

|u(0)| <C, 05_1(||F||Oo +|ﬂ| M,) <C oldugu dikkate alinirsa,

degerlendirelim. (3.12)’nin X’e tiirevi ve

ax

_ox _oX - 1
weol< Zu@le < +%e < (@[], +M) sCl+—e )

elde edilir. Boylece (3.3) esitsizligi ispatlanmis olur.
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3.1.2. (1.1)-(1.2) Probleminin fark semasimin kurulmasi

(1.1)-(1.2) probleminin fark semasmimn kurulmast igin [0, /] arahgindaki diizgiin sebeke
w,={x =ih, i1=0,1..N ;h=(/N}, @, =@, U{x=0,(}

seklinde olsun. (1.1) denkleminin (X ,,X)aralhiginda integrali alinirsa, asagidaki

0zdeslik elde edilir:
207 [ LuGOd (dx = 770 | F004(0dx, i=1.2,..N (3.13)
burada,
B
g(x)=e ¢ , 1=12,...,N,
o 1-e ™ h
z=h" [ g(0dx= . p==
X1 aip &

seklindedir. ¢ (x) baz fonksiyonu olup,

—ep'(X)+ad(x) =0, X , <X<X

(3.14)
¢(Xi) =1
probleminin ¢6éziimiidiir. (3.13) 6zdesligi daha acik bir sekilde yazilirsa,
zihe [ U ()@ (9dx+ 1™ [ au(x)e (dx = zh™ [ f(x, g, (x)dx
olur. Buradan,
. Xi . 4 X ~
xih e _[ u'(X)e; (x)dx +a; z;h ™ | u(x)e; (X)dx =f (x;, 2) = R; (3.15)
yazilir. Burada R, kalan terimi,
Ry =217 [ [a00-a0) k00w, (90 70 [[F0.2) - 16 22}y 0 (3.16)

X| -1 X| -1

bi¢cimindedir.

Daha sonra, (3.15)’nin solundaki birinci integrale (F2) formu, ikinci integrale (F1)
formu (X _,,X) arahginda p(x)=¢(x), f(x)=u(x) ve o=1 almarak ve (3.14)

bagintis1 goz 6niinde bulundurulursa,

21



X; X;

zih e [ 0 (g (9dx+a; i (0, ()¢

Xi-1 Xi1

=gll+ y;htae™ I(x— Xi @i (X)X fUg i +ayu; (3.17)

Xi

elde edilir. (3.15) ve (3.17)’den
lLu =&0u,; +au, = f(x,)-R ,i=1..,N, (3.18)
u=A , u,=B (3.19)

olur. Burada @ , yapilan islemler sonucu

6, =1+ zhae™ | (-1 )p()dx=—22_ewe, oD (3.20)
. 1-e* £

lel
olarak bulunur.

Boylece, (3.18)’de R; ihmal edilirse, (1.1) problemi ic¢in, asagidaki fark semasi
yazilabilir.

Ly, =&6ul, +au = f(x,A") ,i=1.,N-1, (3.21)

u=A , u,=B. (3.22)

3.1.3. Yakinsakhk ve hata degerlendirmesi

Bu kisimda, (3.21)-(3.22) fark semasmmn &’a gore birinci derecen O(h)diizgiin

yakmsak oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in 6ncelikle gerekli olan asagidaki Lemma’ lar

verilecektir.

Yaklasik ¢Oziimiin hatasmin degerlendirilmesi i¢cin

z'=u"—u, 0<i<N, g" =A"-A1 hata fonksiyonlar olsun. Bu durumda, (3.18)-
(3.19) ve (3.21)-(3.22)’den

.z, =662 +az! = f(x, 1"+ ) - f(x,A)+R ,i=1..,N, (3.23)

=0 , z =0 (3.24)

yazilir. Burada R;kalan terimi (3.16)’da tanimlanmustir.

Lemma 3.2. (3.16) ifadesi i¢in asagidaki degerlendirme dogrudur.
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|Rj|<Ch,i=1..N. (3.25)

Ispat: R kalan terimi R, =R® + R® olarak yazilabilir. Burada, R® ve R®?,

RP=zm*fmurawmwm%me (3.26)
R = zih™ j [ (%, 2) = f (%, 2)p; (x)clx (3.27)
bi¢imindedir.
Ik 6nce (3.26)nin
‘Ri‘l)‘ <C;h

oldugu gosterilecek. Buradan,

R®| < zih ™ [la00—a0x)utlgs (x
yazilir. Ortalama deger teoreminden,

la(x) —a(x)| =[a' ()] x - x|

la(x) — a(x;)| < r[r(1)iaé>]<|a'(xi )|[Qf§<i]|x - Xi

olur. [max]|x—xi| <h ve rEna>]<|a'(xi )| < C, oldugundan,
Xi_1:% 0,/

la()—a(x;)|<Cih X <m <X (3.28)

elde edilir. Lemma 3.1°e gore |u(x)|<C, yazilabileceginden ve y;h™ J. @i (X)dx =1
oldugundan,

‘Ri(l)‘gcoclh (3.29)
yazilir. Simdi (3.27)’nin

‘Ri“)‘ < N;h
oldugunu gosterelim. Aciktir ki

‘RF)‘ < zh j |0, 2) = f (x| ().

Ortalama Deger Teoreminden,
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of
|f(Xi1ﬂ“)_ f(Xv/,{)| :‘_(nivﬂ')|xi _X|
OX
[T (xi,4)— f(x, )| < maxﬁ(x,/‘i) max |X; — |
: [0,41|OX [Xi_1. %1 :
of o
azilir. max [x—x|<h Vve max|—(x;,1) < N; oldugundan,
y [XH'Xi]| || [0./] 6x( i ) 1 g
[T (i, A) = f ()| <Nsh, iy <p<x,i=1..N (3.30)

olur. (3.27) ve (3.30)’dan ve ayrica, y,h™ jgoi (x)dx =1 oldugundan,

Xi1

R®|<Nyh (3.31)
yazilir. Boylece, (3.29) ve (3.31)’den ise,
IRi| S‘Ri(l)‘+‘Ri(2)‘
<CyC;h+N;jh

elde edilir. Buradan, (3.25)’in dogrulugu agiktir.

Lemma 3.3. (3.23)-(3.24) problemi i¢in asagidaki degerlendirmeler dogrudur.

| < R].,,, (3.32)

7"

Ispat: (3.33) esitsizligi (3.32)’ye bagh oldugundan, once  (3.32) esitsizliginin

+a’!|R|

i 639

C(an) c[o,(] C(an)

dogrulugu gosterilmistir. Bunun i¢in, (3.23) bagmtisindan Ortalama Deger Teoremine
gore,

0z, +az =bu"+R (3.34)
esitligi yazilabilir. Burada

of
b =—(x,A+"),0<y<1.
. (,M(. i) 4

(3.34)’iin agik ifadesi
h &0, h v hb i hR;

Z. =1 7
' g0 +ha g0, +ha &6 +ha

bi¢iminde birinci dereceden bir fark denklemi elde edilir. Birinci mertebeden bu fark

denklemini z'’ye gore ¢ozer ve z =0 siur sart1 kullamlirsa,
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i hb i
Zih = ﬂhkz‘f Z Qi

&0, +hak = +hak

denklemi elde edilir. Burada

-1 80, +h;a;

i =N icin, z} =0 oldugu dikkate alinirsa

N h R
z Kk 'k QNk
N ka3 &6, +ha
=78 hb
z Kk Mk QNk

elde edilir. Kolayca goriilebilir ki, keyfi j’ler i¢in, &6, +ha; >0 oldugundan,

N
AL s
J I S -

hmlz;Qik

= g0, +ha,

&b, +ha

esitsizligini yazabilir. Buradan, lemma3.1’in ispatia benzer sekilde (3.32) esitsizligi

| < m IR,

seklinde elde edilir.

Simdi ise, z'’nin degerlendirmesine gecildiginde, kolayca goriilebilir ki,
(2" = SHiZ;i+a.iZih,1SiS N fark operatdrii icin, ayrik maksimum prensibi

uygulanirsa,

1., <o (Mu]u'|+[RL...,)

esitsizligine ulasilir, bu da (3.32) esitligi ile birlikte (3.33)’{ verir.
Simdi Lemma 3.2 ve Lemma 3.3 ‘iin sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1. {u(x), /1} (1.1)-(1.2) probleminin ¢oziimii ve { u', A }de (3.21)-(3.22)’nin

¢Oziimii olsun. Bu durumda,
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p—zﬂscn (3.35)

Hu—uh

<Ch (3.36)

0,0y

hata esitsizlikleri dogrudur.

Ispat. Lemma 3.2. nin direkt olarak (3.32) ve (3.33)’de dikkate alinmasiyla (3.37) ve
(3.38)’in O(h) oldugu kolayca goriiliir.
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3.2. Parametreye Bagh integral Smmir Sarth Problemin Coziimii

Bu kisimda, once, (1.4)-(1.6) problemleminin fark semasmin hatasinin
degerlendirilmesinde ve yakinsakligmnin incelenmesinde gerekli olan, problemin

u(x) ¢oziimii baz1 asimptotik esitsizlikler verilmistir. Daha sonra fark semasi ise,

Bakhvalov sebekesi tizerinde pargali sabit baz fonksiyonlar1 ve kalan terimleri integral

seklinde olan interpolasyon kuadratur formiillerinden yararlanarak kurulmus ve fark
semasmin ayrik maksimum prensibine gére O(N')kesinlikli diizgiin yakinsakliga

sahip oldugu incelenmistir.

3.2.1. (1.4)-(1.6) Probleminin kesin ¢oziimii i¢in asimptotik degerlendirmeler

Lemma 3.4. (1.4)-(1.6) probleminin{u(t),l} coziimi icin asagidaki esitsizlikler

saglanir:
14| <, (3.37)
lul. <c, (3.38)
burada,
Al [Bla*(1-K*T
cwsz{;ﬁ_L+J |1feﬁﬁ )+”FL},FG)=f(LQOL

q=A+a4a+K*DmFL+%MJ

ve her te[0,T]i¢in |ﬂ| <Gy, |u| <c, ve |8f /6t| < C sartlar1 altinda

|wuﬂsc%+5€f} (3.39)
&

Ispat: (1.4) denklemini yeniden diizenleyelim. Bunun igin f (t,u, A) fonksiyonu icin

ortalama deger teoreminden gelen
F(t,u,A) = £(6,0,0)+ 2 (t,u, u+ 21,0, 7)1
ou oA

bagntisi (1.4)’de yerine yazilirsa yeni denklem
eu'(t) +a(t)u(t) = F(t) + Ab(t) (3.40)

seklinde yazilir.
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Burada F(t)= f(t,0,0) , a(t):ﬂ(t,a,z) ve b(t) =—i(t,a,1) Su=pu, A=y4
ou oA

(0O<y<1) ortalama deger teoreminden gelen degerlerdir.

Once (3.37) esitsizligini ispat edelim. A degerini bulmak icin (3.40) denklemi (2.10)

esitligine gore

.
Hamas 1T fja(n)dn agan

u(t) =Be" ——IF(r)e‘ dr+—Ib(r)e‘ dr (3.41)

seklinde yazilir. (3.41) ¢oziimii (1.5) integral sinir sartinda yerine yazilirsa,

0
fja(r)dr jfa(n) n =[a(m)dn fja(r)dr

Be’ ——jF(r)eo dr+Z J.b(r)eg df+jK(so)ds+Bjc(s)es ds

T T
Hawnan

17 T *fatndn
——jc(s) jF(r)es dr lds+2Z jc(s) jb(r)es dr |ds=A
¢ 0 S
oK . .
bulunur. Burada , K(t,u(t)) = K(t,0)+c(t)u(t) , c(t) :a—(t,u) , U=yu seklindedir.
u
Buradan A degeri ¢ekilirse,

A—]'K(S,O)ds
A=

T T
=[a@mdn *fatnan

jb(r)eg dr+= jb(r)[jc(s)es ds]dz

T T
Laydr T 1_[a(r)dr
&

Be®™  + Bjc(s)egs ds

0

—Ia( )dn f_[a(ﬂ)dn

—jb(r)e“ dr+= jb(r)[jc(s)es ds]dz

7Ta(77)d7] *Ta(ﬂ)d’?

—jF(r)e° dr+— jF(r)[jc(s)es ds]dz

+ (3.42)
7ja(,,> f_fa(rz)dn

ijb(r)eg° dr+t jb(f)[jc(s)es ds]dz
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elde edilir.

Simdi, (3.42)’nin sag tarafindaki sirayla iiglincii, ikinci ve birinci terimleri c(t) >0

olmak iizere degerlendirelim. integraller igin ortalama deger teoreminden

T agan T T atan
LF@e™  dr+l[F@Ifc)e”  dslde
£ : i M S <m*|F|. (3.43)
17 Hatar 4T T *fawnan
= [b(r)e" dr-+4—Jb(r)[jc(s)e : dsldr
¢ 0 3 0 S
ga(r)dr T %]'a(r)df
Be° + Bjc(s)e : ds
0
T M T T l}aw)dn
Lb@e™  dr+ [b@[[cs)e”  dsldr
3 0 3 0 S
gfa )dé
B|(1+K'T)e"™ Bl(1+K'T Bl(1+K'T
_ [BI¢ 1}) B¢ ) _rmLJ%‘%l e;T)' (3.44)
T A a(n)dn N1 A s -
mlgflj‘e 3 dé ml(a' ) (1 e )
0
Simdi ise, £ <1 degerleri i¢in (3.42)’nin sag tarafindaki birinci terim igin
T
A—IK@ﬂms
0
T Hagryan T T Tagryan
Lb@e™  dr+ [b@f[cs)e”  dsldr
3 0 & 0 S
T T
‘A—jK@pms czA—IK@ﬁms
< 0 < 0 (3.45)

T
gj—.a(n)dn ml(ea _1)

0

)
Lib@e™  de
¢C"0

degerlendirmesi elde edilir. Boylece, (3.42) bagintis1 ve (3.43)-(3.45) ifadelerinden

(3.37)’nin dogrulugu gosterilmis olur.

(3.40) esitsizliginin ispatt: (3.41) lineer diferansiyel denkleminin
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_éta(s)ds t ga('i)dﬂ
u(t) =u(0)e +—I®(r)eT ds, ®(t)=F(t)-Ab(t)
&

0
seklindeki ¢oziimiinden ve bu ¢ozlimiin (1.3) integral sinir sartinda yerine yazilmasiyla
u(0) asagidaki sekilde yazilir:
T s ~fatpn
A-Lfe)[o@e T drlds
u(0)=—=0 0

—éia(r)dr

-
1+ I c(s)e ® ds
0

te[0,T] i¢in c(t) negatif olmayan bir fonksiyon oldugundan

1 S
——|a(n)dn

A-ilc(s)[i@(r)e 2 d]ds

15
—=|a(m)dn

1 T S 5.‘.
<|A += ! c(s)[ ! D(r)e dz]ds

uf=

N
ayar
&

.
1+Ic(s)e 0 ds
0

as

.
4N+§K%FL+M§Qaﬂﬁa—eems
0

<|A+a ' KT(|F| +Mc,) (3.46)
degerlendirmesi yazilir. Buradan da maksimum prensibine gore,

Jul. <|u@)|+a*(|F| —bAM,) <|u(0)|+a*(|F||, +|2

M,)

esitsizligi de (3.38) ve (3.46) dikkate alinarak (3.39) esitsizligi ispatlanmis olur.

(3.41) esitsizligini ispatlamak i¢in oncelikle |u '(0)

"1 degerlendirelim:

(3.41) denkleminden ve (3.38)’den

[F(0)-a(0u(0)-b(0)4| _C
- €

|u'(0)| < (3.47)

oldugu agiktir.

Simdi de (3.41) ifadesinin tiirevi alinirsa,
ev'(t) = p(t)v(t) = g(t) (3.48)

elde edilir ve burada
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v=u', p(t):gf—u(t,u(t),/l) ve g(t):%(t,u(t),ﬂ).
p(t)=a >0 ve |g(t)|<C oldugundan (3.42) ve (3.43)’den v(t) igin

t t
“Lla(s)ds t 1Ja(n)dﬂ

v(t) =v(0)e “° +—J’g(s)e‘gs ds
3 0

C _at t  a(t-s)
vt)|<=e ¢ +—Ie ¢ ds
& £y

at at

<Cevicioe)
&

yazilabilir. Bu da (3.39)’un dogrulugunu gosterir.

3.2.2. (1.4)-(1.6) Problemi icin fark semasimin kurulmasi

Bu kisimda (1.4)-(1.6) problem igin pargali diizgiin sebekede fark semas1 kurulacaktir.

[0,T] iizerinde yer alan diizgiin sebeke,

w, ={t:0=t) <t <t, <..<t <t =T, h=t—t_}ve @, =0, U{t=0}

olsun.

[Ik olarak (1.4) denkleminin (t_,,t ) arahfmda integrali almirsa,:
h* [ Lug ()dx =0, i=1..,N (3.49)
0zdesligi elde edilir, Burada, ¢ (t) fonksiyonu
t) = 1, t,<t<t, (3.50)
w= 0, te(t,t) .

seklinde baz fonksiyonu olup (t ,,t.) araliginin karakteristik fonksiyonudur.

(3.49) 6zdesligi daha agik bir bi¢imde yazilirsa,

h'e j u (t)e (t)dt + h;lji f(t,u,A)e, (t)dt =0 (3.51)

tiyg tia

.0lur. Buradan, (3.51)’deki ifadenin sol tarafindaki ilk terimi igin,
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hi"lgj u (t)dt = eu;, (3.52)

tiy

olur. (3.51)’deki ifadenin sol tarafindaki ikinci terim igin,

h;ltj' F(tu, g (Ddt=h [[f(tu,4) - f (6, 2+ f(t,u, 2o 0t

tig tig

t|
i

- f(ti,ui,/1)+hl‘1JL[f(t,u,ﬁ)— f(t,,u;, 2)] @ ()t

tig

=f(t,u,A)+R (3.53)
yazilir. Burada R; kalan terimi

&

R = kll‘l]L[f(t,u,A)— f(t,u, D)]e0dt=h | dg[}% f (t,u(t),/l)dt]

g tiy f;

t|
=—h* j (t—ti_l)%f (t,u(t), A)dt (3.54)
Gy
seklindedir.
(3.52) ve (3.53)’den (1.4) denklemi i¢in fark semasi R. kalan terimi olmak iizere

su, + T (.U, A)+R =01<i <N, (3.55)

bi¢iminde yazilir.

Simdi ise, (1.2) integral siir sartinin fark semasini belirlemek i¢in birlesik dikdortgenin

sag kenar1 kullanarak
T N
u(0)+j K(s,u(s))ds =u, + > hK(t,u)+r
0 i=1
esitligi yazilabilir. Burada r kalan terim olup

r=-y j (t—ti_l)%(K(t,u(t))dt. (3.56)

=1y

seklinde yazilir. Sonug olarak, integral sartmin fark semasi

u0+ZN:hiK(ti,ui)+r=A (3.57)

i=1
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olarak elde edilir. (3.55) ve (3.57) da verilen R ve r kalan terimleri ihmal edilirse

(1.4)-(1.6) problem igin

gu. + f(t,u",A")=01<i<N (3.58)
N

Up + Y hK(t,u'")=A, (3.59)
i=1

ul =B (3.60)

seklindeki yaklasik fark semasi elde edilir.

3.2.3 Sebekenin secimi ve Bakhvalov sebekesi

(3.58)-(3.60) deki fark semasmin, ¢ -diizglin yakinsamasi i¢in uygun bir @, sebekesi

iizerinde Bakhvalov sebekeyi kullanacagiz. Bu sebeke sinir kati civarinda yogunlasan

Ozel diizgiin olmayan bir sebekedir. (3.47)’ de verilen esitsizlige gore u(t), t=0’da

als |In g| genigliginde sinir katina sahiptir.
.| T 4
o =min E,a 8||n8| (3.61)

olmak iizere, [0,T] araligi, [0,0] ve [o,T] seklinde iki alt arahiga bdlinerek [0,T]

araliginda uygun @ sebekesi elde edilmistir.

[0,0'] aralig1 sinir katr i¢erisindedir ve burada sik adimli bir sebeke kullanilacaktir.
[O',T] aralig1 ise ¢Ozlimiin diizglin kismmi icermektedir. Bu aralikta kaba bir sebeke

kullanilmistir. Sebekeye karsilik gelen t, noktalari,

o<T/2iset =—a‘lgln[1—(1—5)%],i =0,..,N/2

t. €[0,0]: T o (3.62)
o=T/2ise t =—a’elnl-(L—exp(-Z)) 21,i=0,...N /2
2¢° N
te[o, Tt =o+({—-N/2)hi=N/2+1...,N,h=2(T )/ N (3.63)

bigimindedir (Bakhvalov, 1969).

Burada, genelligi bozmadan N ¢ift kabul edilmistir. (3.62)-(3.63) ile verilen o 06zel

sebekesi @ olarak tanimlanmustir.

33



3.2.4. Hata degerlendirmesi

N

Metodun yakimsakligmi incelemek i¢in z' =uM —u, 0<i<N, g"=A"-21 hata

fonksiyonlar1 olsun. O zaman fark probleminin ¢éziimii
N N N H
gqj+fa“q,2,)—fa“u“ﬂ):RplglgN,
N
zy + > hK(,u +yz')-r=0,
i=1

z) =0,

seklinde yazilir. Burada R ve r(3.55) ve (3.56) de verilen kesin hatalaridur.

Yaklasik ¢6ziimiin hatas1 degerlendirilmeden 6nce birinci mertebeden
Yi =GYi,+e,1<i<N
seklindeki fark denklemi asagidaki formlarda ifade edilebilir:

Yi = Y.Q; +Z(Pk(@i—k
k=1

ve
1 - 1
Vi =YQyi— Z 2. Q.
k=i+1
burada,
Lk=i
Qi = H q,1<k<i-1
/=k+1

(3.67) ve (3.68) bagmtilar1 i’ ye gore indiiksiyonla kolayca dogrulanabilir.

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

Lemma 3.5: (3.64)-(3.66) probleminin ¢oziimii i¢in asagidaki degerlendirmeler

saglanir:

| <ch
22| <Ir|+[e]., By ("M, +[R[.)
2" <]z [+ & (M| "] +[R], ) 1<i <N -1,

burada
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B, - >0

o E +ah
1,/=N
Qe =TT —f—1<ren-1.
=1 € +ach,
Ispat: (3.64) denkleminden,
ez, +az =bu" +R,1<i<N-1 (3.72)

denklemi yazilabilir. Burada
a; :ﬂ(ti’ui +rz, A+,
ou

b =—%(ti,ui+7ZiN,/1+%UN),0<7<1-

(3.72) ’den
MN__E N h.b, N hR, '
e+ah, e+ah  e+ah,

seklinde birinci mertebeden fark denklemi elde edilir.

Bu denklem (3.68) un kullanilmasi ve (3.66) sinir sartinmn yerine yazilmasiyla z' e

gore

ety Mg 3 MR (373)

k|+18+ak k=i+1 +ak
denklemi elde edilir.
(3.65) integral sinir sart1 (3.73) da yerine yazilirsa

N r

ILI =
ZNZ hDb, +ZhK ZNZ hb o

&+ah,

x
N
)
+
)
=
=

N N
ak @ kZ:: Zk: +ah Q.
N Y hpb, _
I 2 e, &

a &+tah =] g+ah,

(3.74)

olur.
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Simdi (3.74)’iin sag tarafindaki terimleri ayr1 ayr1 degerlendirelim. ilk terim igin

r

k=1g+akh K& e +ah

@1

*

Ifl . @

o mp.Saspy mEp) -l

r| a’|r|

<

N
m>y.
k=1

olur. Burada p, =ah, /& ve p, =min p, oldugundan

8+ah

r
zN: D, Zh " Z 7 sc|r|. (3.75)
ia &+ah k sk € +ah

oldugunu gostermek zor degildir.

Ikinci terim iginse
N N
z;lih R
k=1 s=k+1 .

i hkbt k Zh K, i hb, o1 <Rl (879
k=1ngakh Sque+ah,

oldugu agiktir.

(3.75) ve (3.76) esitsizlikleri (3.74)’ de dikkate alindiginda (3.69) elde edilir. Simdi z,

degerlendirmesini yapalim. (3.67)’nin (3.73) de yerine kullanilmasiyla
ZiN:Zngi—i_:u Z c+a h Qix Z

yazilir. Buradan (3.58)'in kullanilmasiyla da

+8.k

N k
r->» hK
e ;k k(ﬂ Zg+ath( Z +ah Qv
S =
1+Z:hkck(@k
k=1
Boylece
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N h, b, N h|R
sl {32, 3 ML, |
= Al
N . h[
<l T (M IR S e
= (4

(3.70)’in dogrulugu agiktir.

Son olarak, L"z “'_gz +az]

1<i<N fark operatorii igin maksimum prensibi
uygulanir ve (3.72)’e gore (3.71) ‘nin dogrulugu gosterilmis olur.

Lemma 3.6. R ve r hata fonksiyonlari i¢in asagidaki esitsizlikler dogrudur:
IR <CN7, (3.77)

0,0y

r|<CN (3.79)

Ispat: Ilk once (3.77) esitsizligini ispatlayalim. R, i¢in t -t =h, |of /ot|<C ve

|of /ou|<C  olmak iizere , (3.55) ifadesinin agik ifadesinden

(t,u(t),A) +ﬂ(t, u(t), A)u (t)dt
ou

" of
RI<h?|@t-t )|—
Ri<h’ [ e-tl5

<Ch™* tj (t—-t_)dt+Ch™ ] (t—t_)|u')|dt

tia tiyg

elde edilir.
Bu esitsizlik (3.39) ile birlikte

;
[R|=<C {h{l whe [t —ti_l)e‘““fdt} A1<i<N (3.79)

tiy

yazilabilir.

Simdi (3.79) seklinde yeniden diizenlenen R, kalan terimini [0,o0], [, T] araliklar

iizerinde ayr1 ayr1 degerlendirelim:
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- T . . _ .
Once o <— durumu dikkate alindiginda o =a"¢|Ing| olur. Smur katinin disinda ise

[0,T] araliginda (3.39)’a gore ‘u'(t)‘SC (veya &'’ <1 ) ve ayrica h =h olur.

Boylece (3.79) dan
IR|<2C(T-o)N!i=N/2+1,..,N. (3.80)

yazilir.
Diger yandan (3.39) ile [0,0] smur katli bolgesinde (3.79) esitsizligi
_atiy ot
|Ri|$C{hi+al(e ¢ +e f)},izl,...,N/Z. (3.81)
esitsizligine doniisiir.

<2a7'(1-g)N™

ve
_atiy o
e ¢ +e ¢ =2(1-g)N™
oldugundan
IR|<4aCNi=1,...,N/2. (3.82)
elde edilir.

Simdi ise o=T/2 durumu goéz Oniine alindiginda TE=—aa"18|ln ¢| olur. Bundan

dolay1 x. €[0,0] i¢in yukaridaki sik adimli sebeke bolgesindeki gibi ele alinacaktir.

t €[o,T] i¢cin h= 2(t—0) T oldugundan
N N
Yo at AT pat
max [le cdt<nlez <2 - 2¢'a'CN*,
N/2<i<N £ Fad aT

i-1
yazilir.

(3.79) ifadesinden,

|Ri|gc(T+ijN1,i=N/2+1,...,N, (3.83)
ea
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olur ve (3.83) ile birlikte
|R|<CN™
elde edilir. (3.80), (3.81) ve (3.82) esitsizlikleri ile birlikte (3.77)’nin ispati

tamamlanmis olur. Simdi (3.56)’da verilen r kalan terimini degerlendirelim.

t—t,=h, LS %T <C olmak tizere ve (3.56)’nn ag¢ik ifadesinden
oK aK :
r< -t t)| |dt
4 thjll : 1|( o)

yazilir. Bu esitsizlik (3.10) ile birlikte
N t —at
<cdh j@+ eg] (3.84)
=y
esitsizligine dontisiir. (3.84)’den (3.78)’in saglandig1 asagidaki gibidir:
N2 N G 1
r|<th j(u e - jdt+C > hf(1+ e - jdt
£

i=N/2+1 ¢

B N/2 b 1 _at
<CINT Y h [ 1+=e ¢ [dt
i=1 &

tig

i=1

N/2
SC(N‘1+Zhij£CN‘1

Teorem 3.2: Sirayla {u(t),/l} ve {uN,iN} , @, sebekesi lizerinde kesin ve ayrik

coziimleri olsun. O zaman asagidaki esitsizlikler saglanir:
[A-a"|<CeN,
Hu —u® H <CN™

©,@y

Ispat: Bu teoremin ispat1 dnceki lemalarin birlesimi ile elde edilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde, tigiincti bolimde (1.1)-(1.2) ve (1.4)-(1.6) problemleri i¢in verilen teorik
sonuglart dogrulayan bir niimerik ¢0ziim algoritmast  ve teorik sonuglarmin
dogrulugunu test etmek i¢in somut 6rnekler verilip sonuglar tablolar halinde verilmistir.

Simdi de sundugumuz metodu agiklama niteliginde birka¢ niimerik sonug verelim.

4.1. (1.1)-(1.2) Problemi icin Coziim Algoritmasi ve Niimerik Sonuclar

a)(3.21)- (3.22) problemini asagidaki kuazilinearizasyon teknigini kullanarak ¢ozeriz:

g@iui”) +aiUi(n) =f (Xia/l(n_l))v 1<i<N, (4-1)

ul" = A, (4.2)

f(1LA"Y)-6,p"(B-ul:)-a,B

2 _ (1)
(af jo2)(1,4")

: (4.3)

A" n=12,.. i¢in verilmis baslangi¢ degerlerdir(basit olmasi i¢in U, ve A ilizerindeki

h ihmal edilmistir.). 20 baslangic degeri (3.1) sartina baglh olarak se¢ilmistir.

a) gu'(x)+l+1X2u(x)=21+sin%, 0<x<], (4.4)
u(0)=1 u(1)=0 (4.5)

problemini alalim.

(4.1)-(4.2)’de baslangi¢ deger olarak 2 =0,00039 alinmus ve durdurma kriteri
max ‘u(”) - u("’l)‘ <10°%; \W - ﬂ”f”\ <10°

seklinde belirlenmistir.

Ele ahnan problemin kesin ¢oziimii mevcut degildir. Bu nedenle, hatalar1
degerlendirmek ve hesaplanmis ¢ézliimdeki nlimerik yakinsama hizini belirlemek i¢in
cift sebeke yontemi kullanilmistir. Yani hesaplanmis ¢oziim ile iki defa daha siki olan
sebekedeki ¢oziim karsilastirilir. Bu yolla elde edilen hatalar ve yakinsama hizlart;

h

u; icin
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e;" =max|u’ —uy?|, p;" =In(ef" /e;")/In2

ve A" icin

e;" =[A"- 2", pi" =In(e;"/e;"?)/In2

seklindedir.

Tablo 4.1. (4.4)-(4.5) probleminin ¢dziimiinden elde edilen e’"maksimum hata ve

p:" yakinsama hizlari

4 h=1/8 h=1/16 h=1/32

10°° 0.00002235 0.00001069 0.00000566
1.064 1.064 1.028

10 0.00002235 0.00001069 0.00000571
1.064 1.064 1.014

10° 0.00002235 0.00001069 0.00000571
1.064 1.064 1.014

10° 0.00002235 0.00001069 0.00000571
1.064 1.064 1.014

107 0.00002235 0.00001069 0.00000571
1.064 1.064 1.014

10 0.00002235 0.00001069 0.00000571
1.064 1.064 1.014

10°° 0.00002235 0.00001069 0.00000571
1.064 1.064 1.014

107 0.00002235 0.00001069 0.00000571
1.064 1.064 1.014

10 0.00002235 0.00001069 0.00000571
1.064 1.064 1.014

10712 0.00002235 0.00001069 0.00000571
1.064 1.064 1.014

el" 0.00002235 0.00001069 0.00000571
o 1.064 1.064 1.014
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Tablo 4.2. (4.4)-(4.5) probleminin ¢6ziimiinden

p:" yakinsama hizi

elde edilen e?"maksimum hata ve

€ h=1/8 h=1/16 h=1/32
107 0.00000506 0.00000248 0.00000122
1.028 1.028 1.028
107 0.00000506 0.00000248 0.00000123
1.027 1.027 1.014
107 0.00000506 0.00000248 0.00000123
1.027 1.027 1.014
10°° 0.00000506 0.00000248 0.00000123
1.027 1.027 1.014
107 0.00000506 0.00000248 0.00000123
1.027 1.027 1.014
1078 0.00000506 0.00000248 0.00000123
1.027 1.027 1.014
10°° 0.00000506 0.00000248 0.00000123
1.027 1.027 1.014
1071 0.00000506 0.00000248 0.00000123
1.027 1.027 1.014
1071 0.00000506 0.00000248 0.00000123
1.027 1.027 1.014
10722 0.00000506 0.00000248 0.00000123
1.027 1.027 1.014
e 0.00000506 0.00000248 0.00000123
p:" 1.027 1.027 1.014

Tablo 4.1 ve Tablo4.2; ¢ift sebeke prensibi lizerinde, ¢ ve h’mn farkli degerleri i¢in
baz1 niimerik sonuclar igermektedir. Burada ortaya c¢ikan sonug, niimerik ¢dziimiin
¢ pertiirbasyon parametresine gore birinci dereceden diizglin yakinsak oldugu

goriilmiistiir Bu da Teorem 3.1 ile verilen teorik sonuglarla uyumludur.
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4.2. (1.4)-(1.6) Problemi icin Coziim Algoritmasi ve Niimerik Sonuclar

a)Lineer olmayan (3.58)-(3.60) problemini ¢6zmek i¢in asagidaki iterasyon kuazi-

lineerizasyon iterasyon metodu kullanilmistir:

(B—U(N”__ll))p,;“r f (T, B, z(”‘”)

20 _ 40 , (4.6)
of /az(T, B, zf”‘”)
_ N-1
ugn) = A-K(ty ’U(Nn 1))hNB— _Zl hiK(ti,ui(nfl)). (4.7)
i=
n-1 m\ -1 n-1 n
m _ (0 (u'( )_u‘(‘{)p‘ +f(xi' " ))

i i - _ J
of /au(xi, ui(n l), ﬂ(n))+pi_1 (4.8)
i=12,..,N-1 n=1 2, ..

Burada p, =h /&2 ve u®(@L<i<N -1) baslangig iterasyon verileridir (u(()”) = A).

a) eu'(x)+2u—e’ +x*+ A+tanh(A+x)=0, 0<x<l (4.9)
1 1

u©)+- j eu(s)ds =1, (4.10)
0

u(L) =0 (4.12)

problemini ele alalim. Burada, (4.6) (4.8) iterasyon siirecinin hesaplanmasi
(0)

icin o = 2 alinmis ve A0 = -0.5, u, :1—ti2 baslangic degerler olmak iizere, durdurma
Kriteri ise

AN <10

maxju{" —u"| <10°;
seklinde belirlenmistir.
Ele alnan problemin kesin ¢6ziimii mevcut degildir. Bu nedenle, hatalari
degerlendirmek ve hesaplanmis ¢6ziimdeki deneysel yakinsama hizin1 belirlemek i¢in

cift sebeke yontemini kullaniriz. Yani hesaplanmis ¢6ziim ile iki defa daha siki olan

sebekedeki ¢oziim karsilastirilir. Bu yolla elde edilen hatalar ve yakinsama hizlari;
u' icin
ec™ =max|u/M —ag®™|, po =In(el™ /6% )/In2

ve A" icin ise,
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seklindedir.

e = | =272 pi =In(e™ /e ) /In2

Tablo 4.3. (4.9)-(4.11) probleminin ¢6ziimiinden elde edilen ve @, Bakhvalov sebekesi

tizerinde e’" maksimum hata ve p:" yakinsama hizlari

& N =64 N =128 N =256 N =512 N =1024

20 0.00464342 0.00249526  0.00128984  0.00065893  0.00033245
0.896 0.952 0.969 0.987

27 0.00692191 0.00372224 0.00192142 0.00065782  0.00033143
0.895 0.954 0.974 0.989

28 0.00460314 0.00247876  0.00128398 0.00065412  0.00032979
0.893 0.949 0.973 0.988

22 0.00460181 0.00247290 0.00128183 0.00065348 0.00032947
0.896 0.948 0.972 0.988

216 0.00460557 0.00247492  0.00128110 0.00065175 0.00032837
0.896 0.950 0.975 0.989

e 0.00464342  0.00372224  0.00128984 0.00065893  0.00033245

pN 0.895 0.954 0.969 0.987
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Tablo 4.4 . (4.9)-(4.11) probleminin ¢dzlimiinden elde edilen ve @, Bakhvalov sebekesi

tizerinde e." maksimum hata ve po" yakinsama hizlari

€ N =64 N =128 N =256 N =512 N =1024

20 0.00749478  0.00402193 0.00204612 0.00102448 0.00051242
0.898 0.975 0.998 1.000

27 0.00742715 0.00399393 0.00203893 0.00102159 0.00051114
0.895 0.970 0.997 0.999

28 0.00723501 0.00391767 0.00202090 0.00101748 0.00051051
0.885 0.955 0.990 0.995

22 0.0070768 0.00385598 0.00200291 0.00102333 0.00051019
0.876 0.945 0.983 0.990

21 0.00692575  0.00379203 0.00198065 0.00100764  0.00050909
0.869 0.937 0.975 0.985

et 0.00749478  0.00402193 0.00204612 0.00102448 0.00313856

piN 0.898 0.975 0.998 1.000

Tablo 4.3 ve Tablo 4.4; ¢ift sebeke prensibi tizerinde, & ve N ’nin farkli degerleri igin
bazi niimerik sonuclar icermektedir. Burada ortaya ¢ikan sonug, niimerik ¢oziimiin
& pertiirbasyon parametresine gore birinci dereceden diizglin yakinsak oldugu

goriilmiistiir. Bu da Teorem 3.2 ile verilen teorik sonuglarla uyumludur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda uygulamali (fizik, kimya, biyoloji, tip, miihendislik vb. gibi)
bilimlerde gecen bazi fiziksel olaylarda ortaya ¢ikan parametreye bagli singiiler perturbe
olmus ¢oziim fonksiyonuna gore lineer ve integral sinir sart1 igeren lineer olmayan
diferansiyel denklemlerin sonlu farklar yontemiyle niimerik ¢oziimleri incelemektir. Bu
problemler i¢cin asimptotik acilimlar yoluyla yaklasik ¢oziimlerin incelenmesi, belirli
kesinlige sahip fark semalarmin kurulmasi, hatalarmin degerlendirilip ¢ ’a gore diizgiin
yakinsakligmin  belirlenmesi amaglanmistir.  Ayrica, bu fark problemlerinin

gerceklestirilmesi i¢in uygun birer iterasyon siireci de incelenmistir.

Bu tezde 6nce, (1.1)-(1.2) probleminin, fark semasmm hatasinin degerlendirilmesinde
ve yakinsakliginin incelenmesinde gerekli olan, U(X) ¢6ziimii i¢in bazi asimptotik
esitsizlikler verilmistir. Daha sonra diizgiin sebeke {izerinde sonlu fark semasi ise, iistel
baz fonksiyonlarindan, kalan terimleri integral seklinde olan ve agirlik fonksiyonlari
iceren integral kuadratur formiillerinden yararlanilarak kurulmus ve fark semasinin
ayrik maksimum normda birinci dereceden & —diizgiin yakinsakligi incelenmistir. Bu
metot, Surla (1988), Miller ve Carrol (1990), Selvakumar (1994), Amiraliyev ve
Memedov (1995) ve Amiraliyev ve vd (2004)’de kullanilan metoda benzerdir. Ayrica,
sunulan metodun etkinligini gérmek i¢in alinan teorik sonuglar bir 6rnek iizerinde test
edilmis ve elde edilen niimerik sonuglarin teorik sonuglar1 ispatlar niteliktedir. Bu
sonuglar Uicin Tablo 4.1°de Aigin Tablo 4.2’de & parametresinin &¢=10",
i=34,56,7,8,910,11,12 ve h’m h=1/81/16,1/32 degerleri igin siraylau igin

Tablo 4.1’de Aig¢in Tablo 4.2°de verilmistir.

Daha sonra, (1.4)-(1.6) problemlerinin fark semasinin hatasinin degerlendirilmesinde ve

yakimsakliginin incelenmesinde gerekli olan, problemin u(x) ¢6ziimii bazi asimptotik

esitsizlikler verilmistir. Daha sonra fark semasi ise, Bakhvalov sebekesi iizerinde
pargali sabit baz fonksiyonlar1 ve kalan terimleri integral seklinde olan interpolasyon

kuadratur formiillerinden yararlanarak kurulmus ve fark semasinin ayrik maksimum
prensibine gére O(N ) kesinlikli diizgiin yakinsakliga sahip oldugu incelenmistir. Buna

benzer teknikler Amilaliyev (1988), Bakhvalov (1969), Amiraliyev vd. (2006) ve Kudu,
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(2018)’de kullanilmistir. Ayrica, sunulan metodun etkinligini gérmek i¢in alinan teorik
sonuglar bir Ornek lizerinde test edilmis ve elde edilen niimerik sonuglarin teorik

sonuglar1 ispatlar niteliktedir. Bu sonuglar U i¢in Tablo 4.3°’de Ai¢in Tablo 4.4’de &
parametresinin £=2", i=0,4,81216; ve N’'m N =64,128,256,512,1024

degerleri i¢in verilmistir.

Bu calismada sunulan niimerik ¢oziimlerin, incelenen problemlerle ilgili daha ileri

calismalara alt yap1 olusturacagi beklenmektedir.
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