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OZET

Yiksek Lisans Tezi

BIRINCI VE iKiNCi MERTEBEDEN SINGULER PERTURBE OZELLIKLI
PROBLEMLER iCiN ASIMPTOTIiK VE NUMERIK COZUMLER

Pinar KURNAZ
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Fen Bilimleri Enstitlsu
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Mustafa KUDU

Bu ¢alismada, singler pertlrbe 6zellikli birinci mertebeden baslangi¢ deger problemi
icin O(g) ve 0(52) tipi ve ikinci mertebeden sinir deger problemi igin O(\/; ) ve

O(g) tipi asimptotik agilimlar ele alinmistir. Bu agihimlar i¢ ve dig sinir kat

fonksiyonlar1 icermektedir. Maksimum prensibi kullanilarak ac¢ilimlarin kalan
terimlerinin  yakinsama hizlar1 degerlendirilmistir. Ayrica ¢galigmada ikinci
mertebeden self adjoint sinir deger problemi i¢in ¢ -diizglin yakinsak fark semasi
kurulmus ve kesin ¢oziime yakinsama hizi degerlendirilmistir. Bunun dncesinde fark
semasimin kurulmasinda ve incelenmesinde yararlanilan asimptotik esitsizlikler
belirlenmistir. Boliim sonlarinda teoriyi destekleyici niimerik 6rnekler verilmistir.

2019, 69 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Asimptotik agilim, baslangi¢c deger problemi, baslangi¢ kati,
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ASIMPTOTIC AND NUMERICAL SOLUTIONS FOR FIRST AND SECOND
ORDER SINGULARLY PERTURBED PROBLEMS
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Supervisor: Assist. Prof. Dr. Mustafa KUDU

In this study, O(e) and O(gz) type asymptotic expansions for the first order
singularly perturbed initial value problem and O(JE) and O(g) type asymptotic

expansions for second order singularly perturbed boundary value problem have been
considered. These expansions contain inner and outer layer functions. The
convergence rates of the remainder terms of the expansions were evaluated using the
maximum principle. In addition, in the study, the &-uniform convergent difference
scheme and its rate of convergence for the second order self adjoint boundary value
problem was analyzed. The asymptotic estimates used in establishing and analyzing
the difference scheme were determined before this. At the end of each section,
numerical examples supporting the theory are given.
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1. GIRIS

Reel dinyadaki pek ¢ok énemli doga olayinin degisik parametrelere ani degisiklikler
gosteren olaylarin matematik modeli, diferansiyel problemlerin degisik tipleri ile
irtibatli olan pertiirbe 6zellikli problemlerle formiile edilir. Perturbasyon (Reguler ve
Singiiler Pertlirbasyon) teorisinin, matematikte ve uygulamali bilimlerde 6nemli bir yeri
vardir. Ornegin, bu tip problemler, yiiksek Reynold sayili sivi akisi siireglerinde,
kimyasal reaktor teorisi, hareketli ortamlarda elektromanyetik alan problemi, elektro-
analitik kimyada, nehir sebekelerinde su kalitesi problemleri, biiylik Peclet sayili
konvektif 1s1 tasima problemi, iletken cihaz modellemesinde difizyon denklemi,
opsiyon fiyatlamasinin finansal modellenmesi, yeralti rezervuarlarindan petrol ¢ikarimi
simiilasyonu, plaka ve kabuk teorisi, atmosferik kirlilik, yeralt1 suyu tasimacilig1 vb.
gibi degisik fiziksel olaylarin matematik modeli olarak ortaya cikmaktadir. Bu
modeller, perturbasyon parametresi olarak bilinen kiiglk bir parametre icerir. En yiksek
mertebeden tiirevlerin katsayilarinin kiiclik parametreli olan matematiksel modele
singiiler pertube problemi denir. Bu problemlerin ¢éziimlerinin 6zelligi; perturbasyon
parametresi olarak adlandirilan & ’un ¢ok kii¢iikk degerleri i¢in tanim bolgesinin bazi
boliimlerinde diizensiz davraniglar gostermesidir. Yani ¢oziimlerin tanim bdlgesinin
baslangi¢ ve smir katlar1 denilen ince gegis bolgelerinde ¢ok hizli ve oldukga dlizensiz
degisirken, diger bolgelerde ise yavas ve diizenli degisir Bu diizensizlik singiiler
pertirbe problemlerin ¢dzimunin incelenmesinde ciddi zorluklarin ortaya ¢ikmasina
neden olmaktadir. Yani, bu alanlarda ¢oziimiin tlrevleri smirsiz olur. Cok kiiclik
parametre degerleri icin ¢oziimiin ani ve ¢ok hizli degisiklik gosterdigi bolgeye sinir

kat1 bolgesi denir (Doolan vd., 1980; Amirali vd., 2018).

Kisaca, “’singuler pertiirbe’” olmus problemler i¢in, asimptotik ve niimerik metotlarin
sistematik bicimde incelenmesinin baslangici, ¢ok da uzak olmayan gegmise dayanir ve
su an i¢in pek cok orijinal arastirma makalesi ve arastirma kitabt bulunmaktadir
(Bellman, R., 1964; Bender vd., 1978; Doolan vd., 1980; Kadalbajoo vd., 1989;
Kadalbajoo vd., 2002; Kumar vd., 2007; Kadalbajoo vd., 2010 ve Gupta vd., 2012; O’
Malley, 1991; Nayfeh, 1993; Kevorkian vd., 1996; Farrel vd., 2000; Roos vd., 2008;
LinR, 2009; Miller vd., 2012; Sigamani vd., 2015; Amirali ve Amiraliyeva, 2018).



Baslangig-deger problemlerin ¢6zimi igin pek cok arastirmaci tarafindan degisik
niimerik metotlar sunulmustur. Diizgiin sebekede {izerinde, iistel katsayili fark
semalarinin yakinsakligi Doolan vd. (1980), Sigamani, V. vd. (2015) tarafindan
incelenmistir. Shishkina ve Shishkin (2018)’ de Cauchy problemi igin parcali diizgiin

sebeke lizerinde sonlu fark semasinin diizgiin yakinsaklig1 incelenmistir.

Singular perturbe 6zellikli sinir-deger problemlerinin ¢6ziimii i¢in gelistirilen baslangig-
deger teknikleri yardimiyla analitik-yaklasik ¢6ziimlerinin bazi  6zelliklerinin
incelenmesi Bellman (1964), Robert (1982), O’ Malley (1991) ve Nayfeh (1993) ve
¢ozlimleninin varlik-teklik, asimptotik ve analitik-yaklagik durumlarinin incelenmesi
ise, Kassoy (1982), Schmisser ve Wiess (1986), Kadalbajoo ve Reddy (1989), O’
Malley (1991) tarafindan yapilmustir.

Literatirde smir kat1 igeren sinir-deger problemlerinin & perturbasyon parametresine
gore diizgiin yakinsak olan pek ¢ok degisik niimerik yontem gelistirilmistir (Ascher
vd.,1988; Farrel vd., 2000; Bawa, 2007; Roos vd., 2008; Clavero vd., 2009; Shishkin ve
Shishkina, 2009; LinR, 2009; Bawa ve Clavero, 2010; Miller vd., 2012; Khuri ve Sayfy,
2014; Sigamani vd., 2015; Ali vd., 2018).

Genel olarak, sinir kati igeren sinir-deger problemlerinin niimerik ¢6zUma igin U¢ temel
yaklasim vardir. Bunlar; sonlu fark yontemleri, sonlu elemanlar yontemleri ve spline

collacasyon yontemleridir.

Sonlu farklar metodu ile ilgili ¢alismalar (Amiraliyev,1988; Miller ve Carrol, 1990;
Selvakumar, 1994; Amiraliyev ve Mamedov, 1995; Amirali ve Amiraliyeva, 2018)
tarafindan, sonlu elemanlar yontemi ile ilgili caligmalar (O’Riorden ve Stynes, 1987;
Roos vd., 2008; Lubuma ve Patidar, 2009; Linf3, 2009; Miller vd., 2012) tarafindan
yapilmistir. Ve spline collacasyon yontemleri kullanilarak olusturulan fark semalar1 ve
onlarin diizglin yakinsakliklari ile ilgili baz1 &zellikleri (Surla, 1988; Kadalbajoo ve
Aggarwal, 2005; Natesan ve Bawa, 2007; Rao ve Kumar, 2010; Lin8 ve Radojev, 2016;
Lodhi ve Mishra, 2017) tarafindan incelenmistir.



Bu ¢alisma, bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris ve literatiir bildirisleri boliimiidiir.

Ikinci boliimde gerekli 6n bilgiler ve notasyonlar verilmistir.

Uclincii bélimde 6nce, birinci mertebeden lineer singular perturbe 6zelllikli

Lu=eu'(x)+a(x)u(x) = f(x),0<x<I,
u(0)=A,

baslangi¢c-deger problemi ii¢ alt baslikta incelenmistir.

Burada ¢ kiicik pozitif parametre, a(x)>a>0 , f(x) yeterince dlzgiin

fonksiyonlar ve A verilmis sabittir. Diizgiinliik derecesi yeri geldigince

somutlastirilacaktir ve her durumda (3.1)-(3.2) probleminin bir tek ¢6ziime sahip oldugu

kabul edilecektir. Problemin u(x) ¢éziimii genel olarak, x=0 noktasi civarinda O(¢)
genigliginde bir baslangi¢ katina sahiptir (O’ Malley,1991; Sigamani, V. vd. 2015;
Amirali, G. vd., 2018).

Birinci alt basglikta, problemin once, u(x) ¢06zUmu icin bazi asimptotik esitsizlikler
verilmis ve O(g) ve 0(82) tipi asimptotik agilimlar yoluyla yaklasik problemin

¢Oziimii incelenmistir. Ikinci alt baslikta, problemin sonlu fark semas1 kurulmus, Uginci

alt baglikta problemin yaklasim hatasi degerlendirilmis ve yaklasim hizinin O(h)

oldugu gosterilmistir.
Daordiinci alt bolimde ikinci mertebeden singular perturbe dzellikli

Lu=—esu"(x)+a(x)u(x) = f(x), 0<x<I,
u(0)=A, u(l)=B8,

self-adjoint sinir-deger problemi {i¢ alt baslikta incelenmistir. Burada, O< &[] 1 kuglk

parametredir. a(x) >a>0, f (X) yeteri kadar diizglin fonksiyonlardir. A, B verilmis

sabitlerdir. (3.69)-(3.70) probleminin ¢éziimi genel olarak, x=0 ve x =1 noktalari



civarinda olmak iizere O(\/E ) genisliginde iki sinir katina sahiptir (O’ Malley, 1991,

Sigamani, V. vd. 2015; Amirali, G. vd., 2018).
Ilk olarak, problemin u(x) ¢6zimi icin baz1 asimptotik esitsizlikler verilmis ve
problemin O(e) ve O(\/;) tipi asimptotik acilimlar yoluyla yaklagik ¢oziimii

incelenmistir. Ikinci olarak, problemin sonlu fark semasi kurulmus, Ugiincii olarak
problemin yaklasim hatas1 degerlendirilmis ve yaklasim hizinin sirayla O(h) ve O(h?)

oldugu gosterilmistir.
Dordiincii boliimde asimptotik ve niimerik ¢oziimler i¢in drnekler verilmistir.

Besinci bolimde elde edilen sonuglar degerlendirilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Temel Tanim ve Teoremler
2.1.1. Reguler ve singuler pertirbe ( baslangi¢ / simir kati) problemi

P. problemi, kicik &>0 perturbasyon parametresine bagli bir problem olsun. Bu
problemin u, (x) ¢6zimiinin L(u,&) =0 denklemi ile belirlendigi kabul edilsin. Bu tiir
problemlere perturbe olmus problem denir. &=0durumundaki, P, probleminin
¢oziimii, diger bir ifadeyle L(u,,0)=0 bagmtisi ile tanimlanan problemin ¢6ziimii U,

olsun. P, problemine; P, problemine uygun indirgenmis problem denir.

Simdi bazi kabuller altinda P, ve P. problemlerinin ¢ozlmlerinin baz1 6zelliklerini

inceleyelim. P, problemi, baslangig-deger veya sinir-degerler ile beraber

P.: 3_u = f(x,u,&), baslangig,sinir veya karisik kosullar
X

bi¢giminde tanimlanabilir.

Eger, P, problemi ile P. problemi ayni tip ve mertebeye sahipse, ayrica, her iki

problemin de bir tek ¢6zimu varsa, P. problemine Reguler Perturbe Problem denir.

Aksi durumda ise, Singtiler Perturbe Problem denir.

Kisaca, Regiiler Perturbe Problem; tanim bolgesindeki tiim X ’ler i¢in, & —0 iken,

u, (X) > Uy(x) olacaktir. Eger, tamm bolgesindeki tiim X ’ler igin degilde sadece

bazilar1 i¢in u, (Xx) —u,(x) oluyorsa, bdyle problemler singiiler perturbe problemlerdir.

Boyle problemlerin ¢ozimleri, &’ gore seriye agilamaz, ancak baslangi¢ veya sinir kati

denilen fonksiyonlarin bilesimi olarak yazilabilir.
Bu durumlar asagida verilen 6rneklerle aciklayalim.

Ornek 2.1.1. Kesin ¢6ziimil,



u,(x)=e** (2.1)

seklinde olan perturbe olmus problem

du

P.: d—+gu=0, u,(0)=1,0<x<1 (2.2)
X
ile verilmis olsun. £ =0 igin
~du
0.&:0,U (O):l,OSXSl (23)

indirgenmis problemi elde edilir. Buradan agiktir ki, (2.1) ile (2.3) problemleri ayni

mertebedendir ve u, (0)=1 baslangig sartin1 saglayan, P, probleminin bir tek ¢6zimd,
Uy (x)=1

biciminde oldugundan (2.2) problemi regiler perturbe problemdir. Yani baslangi¢ sartt

gereksiz olmadi.

Ornek 2.1.2. Kesin ¢zimil,

X

u(x)=e* (2.4)

seklinde olan perturbe olmus problem

Pg:gg—quu:O, u,(0)=1,0<x<1 (2.5)
X

ile verilsin. £=0 igin

P, 1Uy(x)=0,u, (0)=1, 0<x<1 (2.6)

indirgenmis problemi elde edilir. Buradan agiktir ki, (2.5) ile (2.6) problemleri aym

mertebeden olmadigindan ve u,(0)=1 baslangig sartim saglayan, P, probleminin bir

tek u,(x)=0¢0zimil var olmadigindan, (2.5) problemi singuler perturbe problemdir.



X

Yani u (0)=1 baslangic sarti gereksiz oldu. e ¢ fonksiyonu baslangic kat

fonksiyonudur. x =0 noktasi civarinda da baslangi¢ kat1 vardir.

& parametresinin ¢ok Kiglk degerleri igin X =0 noktas1 civarinda ¢6ziimiin hizli bir

sekilde degistigi asagidaki grafikten goriilmektedir.

0 0.5 1
Sekil 2.1. Ornek 2.1.2°deki problemin ¢éziiminiin & un baz1 degerleri igin grafik

Simdi, ikinci mertebeden singiiler pertiirbe 6zellikli sinir deger problemine bir 6rnek

verelim.

Ornek 2.1.3. Kesin ¢ozimii

inh[ 1% sinh| =
U(X):1+ sinhh([ﬁj)sin:%/f) :1+Ul(X)+U2(X) @0

seklinde olan perturbe olmus problem

2

d<u
p EW—U-F].—O,XE[O,].],

&

(2.8)
u(0)=0,u(1)=2.

ile verilmis olsun. £=0 igin



. {uo(x) =1, xe[0,1] 2.9)

U, (0)=0,u,(1)=2

seklindeki indirgenmis problemi elde edilir. Buradan agiktir ki, (2.8) problemi ile (2.9)

probleminin mertebesi P, fakli oldugundan u,(0)=0, u,(1)=2 smir sartlar: gereksiz

hale gelmistir. Yani, (2.9)’un ¢6zimd,

Uy (x)=1 (2.10)

olur.

& —0 iken, [5,1-5] araliginda (O<5<%) (2.8) ¢ozuimii (2.10) ¢ozilimiine diizgiin

yakinsar fakat [0,1] araliginda (2.10) ¢oziimiine diizgiin yakinsamaz. x=0 ve x=1 ug

noktalarinda diizgiin olmayan yakinsama meydana gelir (Sekil 2.2).

(2.8)’de u,(X) ¢dziimiin sol taraf sir kati davranisini, u,(X) de sag taraf siur kati

davranisini ifade eder. Tiirev alinirsa,

esitligi ile ifade edilirse, u;(x)= O[ 1

NE

j sinir katindadir ve smir kati disinda diizgiin

stirhidir. Ornegin x yerine 1 alinirsa,



-1
, 1 2e'e
U (1) == T )

“1 et

—>0 (&—0igin)

-1
elde edilir, x =0 civar hari¢ (e¥* cok hizli sifira gidiyor). Verdigimiz bu drnek birincisi

X =0 noktasi, digeri ise, X =1noktasi civarinda olmak (zere, O(\/; ) genisliginde iki

siir katina sahiptir.  Sinir katlar1 i¢inde ¢o6ztim sinirh, fakat ¢oziimiin tiirevleri

simirsizdir (¢ —>0igin).  Ornegin, u/(x)’de  x vyerine e  yazarsak
e e-2
1 e's 4o

elde ederiz. Bu ifade x =0 civarinda smirsizdir.

levre®
Ve oE

0 f
x 1

Sekil 2.2. Ornek 2.1.3.°deki problemde ¢ =0,03 icin u(x,&) ¢ozimil

Yukardaki 6rneklerden ve grafiklerden de agiktir ki, &’un kiiglik degerlerinde tanim
bolgesinin bazi kisimlarinda ¢6ziim ¢ok hizli degisim gostermektedir. Cozimun ani ve
cok hizli degistigi herhangi bir baslangi¢ ve sinir noktasinin herhangi bir komsuluguna

baslangi¢ veya sinir kat1 denir (Amirali ve Amirali, 2018).

2.1.2. Numerik integralleme formulleri

Diizgiin sebeke tlizerinde fark semasi kurmak igin gelecek bolimlerde ihtiya¢ duyulan
Niimerik Integralleme formdiilleri ve notasyonlar verilecektir(Amiraliyev ve Mamedov,
1995; Amiraliyev, 1998).



b

J p(x)f(x)dx:ﬁ p(x)dX}{cf<b)+(1-o>f(a)}+f(a;b)f (X )pO)dx+R(D (2.12)

a a

p(x) C[a,b] potansiyel fonksiyon ve o-reel parametre olmak tizere,
b b
R(D=[dxp() [T (©K,,(x.£)dE, feC",n=1 veya 2

K, (x.&)=T,(x-§)-(b-a) " (x-a)(b-§)°, s=0,1
x© =6b+(1-0)a, f(a;b)=(f(b)-f(a))/(b-a)

A/sl, A=0

K O“):{ T.00=0, A<0.

Bazi1 durumlarda, (2.11)’deki ikinci terim kalan terime dahil edilerek kullanilir.

j p(X)f (x)dx :f(a;b)Jti p(x)dx+R(f) (2.12)

a

R(H=-[dxp') [P (&K, (x,£)dE, feC",n=1 veya 2

(2.11) ve (2.12) formlarinda kullanilan ayn1 K (X, &) fonksiyonun bazi 6zellikleri

Ko (887K, (b,6)=0,
K, @) =K, (b,5)=K, (x,a)=K, (x,b)=0,

K, (%,8)=K, (&),
0 _ 9 X.E)=- X
52 KKK 8), <Ky Ko 5

seklindedir.
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2.1.3. Diferansiyelleme formalu

Asimptotik degerlendirmelerde cogu zaman asagidaki diferansiyelleme formuliinden

yararlanilir:

9'(X) = 0 ()~ | Ko (,X)0"(€)dE, 9 €C? @y <x<ar (2.13)

)

burada

2.1.4. Duzgun sebeke ve sebeke fonksiyonu

[0,1] kapali araliginda taniml
, ={xi =ih; 1=0,1,2,..,Nveh :ﬁ}

ayrk noktalar kiimesine [0,1] araliginda diizgiin sebeke denir. X, noktalarina ise

sebeke noktalar1 veya diiglimleri denir. Burada X, € @, elemanlar1, sebekenin diigiim

noktalarini; h ise sebekenin adimini gostermektedir. Diizgiin veya diizgiin olmayan

sebekede tanimlanmis s :S(Xi) fonksiyonuna X diigim noktalarindaki sebeke

fonksiyonu denir (Samarskii, 2001).

2.1.5. Surekli ve diizgiin sebeke normlarimin fark benzeri

[O,I] araliginda tanimli s(x) fonksiyonu i¢in maksimum norm

sl =1..cto1y =lSlcrory = mexsf

0<x<l

11



seklinde tanimlanir.

a) Diizgiin sebeke tizerinde tanimli maksimum norm

[sl.. 2, = maxsi

b) Diizgiin sebeke Uzerinde tanimli L, normu

s

N-1
1,0, = hZ:J|S|| '
seklinde tanimlanir(Samarskii, 2001).

2.1.6. Duzgun sebekede birinci ve ikinci mertebeden niimerik turevler

[0,1] araligindaki s(x) sebeke fonksiyonunun tiirevleri igin niimerik tirevler

(Samarskii, 2001):

a) Birinci mertebeden sag ntimerik tiirev, s, ; = %’
b) Birinci mertebeden sol ntimerik tiirev, s, = S _hsi-l ,
c) Birinci mertebeden merkezi niimerik turev, s, :—S‘“Z_hsil ,
d) Ikinci mertebeden nimerik tirev, s =%
seklinde tanimlanir.
2.1.7. Gauss eliminasyon yontemi
Ayifl _Ci Yit Biyi+l = _Fi ) i =1,21---, N —1,
o=kt i I =t (2.14)
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Uc noktali fark semasi ii¢ kdsegenli bir sistemdir. Siir kosullarmi kullanarak asagida

ifade edilen Gauss Eliminasyon metodu ile bu sistemi ¢cézmek mimkindur.

Vi =t Yiut B, i=N-LN-2..0

yy =P 4_ka, #0)
1-k,a,

aa= b g =DATR oo N
C.—aA C-a

o=k, B=1(C —aA=0)
seklindedir. i =1,2,...,N -1 i¢in
A>0,B>0D =C,-A-B =0
sartlar1 altinda algoritmasi kararhidir.

Yine bu sartlar ile

{Ayi_l_ciyi"'Biym:_Fi’ i=12,.,N-],
Yo=t,  INTH (2.15)

probleminin keyfi F, s, 1, i¢in ¢oztiimii vardir ve tektir (Amirali ve Amirali, 2018).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Singiiler Pertiirbe Ozellikli Birinci Mertebeden Baslangic Deger Problemi

Bu bolumde, ilk 6nce asagida (3.1)-(3.2) ile verilen singler perttrbe 6zellikli Cauchy
probleminin u(x) ¢dzimd i¢in bazi asimptotik esitsizlikler verilmis ve problemin O ()
ve 0(52) tipi asimptotik agilimlar yardimiyla yaklasik ¢6ziimii incelenmis ve fark

semast olusturulmustur. Bu fark semast olusturulurken kalan terimi integral seklinde
olan ve baz fonksiyonu iceren niimerik integralleme formiilleri kullanilmustir. Yaklasik

fark ¢dztmunin kesin ¢ozime O(h) hiziyla yakinsak oldugu tespit edilmistir.

Bu ¢alismada, singiler perturbe olmus

Lu=eu'+a(x)u=f(x),0<x<lI, (3.1)

u(0)=A (32)

Cauchy problemi incelenmistir.

Burada ¢ kiiglk pozitif parametre, a(x)>a >0, f(x) yeterince diizgiin fonksiyonlar
ve A verilmis sabittir. Diizgiinliikk derecesi yeri geldigince somutlastirilacaktir ve her
durumda (3.1)-(3.2) probleminin bir tek ¢6ziime sahip oldugu kabul edilecektir. u(X)

¢coziimunin genel olarak, X =0noktas1 civarinda bir sinir kati1 vardir (O’ Malley,1991;
Sigamani, V. vd., 2015; Amirali, G. vd., 2018).

3.1.1. Perturbasyon parametresine gore asimptotik acilimlar

Bu kisimda, (3.1)-(3.2) probleminin ¢oziimii i¢in asimptotik agilim ve esitsizliginin
degerlendirmesinde kullanilan asagidaki lemmalar: ispatsiz verelim. Bu lemmalarin
ispatlart (O’ Malley,1991; Sigamani, V. vd., 2015; Amirali, G. vd., 2018) ‘deki

ispatlarla benzerdir.
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Lemma3.1.1(Maksimum Prensibi). v(x) € C'[0,1] fonksiyonu,
Lv(x) >0,(0<x<1),v(0) >0 sartlarin1 saglasin. O zaman v(x)>0,(0<x<I) olur

(Amirali vd., 2018; Doolan vd., 1980; Sigamani, V. vd., 2015).

Lemma 3.1.2. Her hangi bir v(x) e C*[0,1] fonksiyonu igin

IV(X)| <[v(0)| + " max

0<s<I

Lv(s)|, 0<x<I (3.3)

degerlendirmesi dogrudur (Amirali vd., 2018; Doolan vd., 1980; Sigamani, V. vd.,
2015).

Lemma 3.1.3. Eger a(x), f (x) e C*[0,1] ise, 0 zaman (3.1)-(3.2) probleminin ¢dzimii
icin

lu(x)|<C, 0<x<I;a(x), f(x)eC[0,1] ise (3.4)

aX

‘u(k)(x)‘gc(prike_a}k =0,1,2ise (3.5)
&

esitsizlikleri saglanir.

Ispat: Once (3.4)’uin dogrulugunu gosterelim. (3.1)-(3.2)’ye Lemma 3.1.2’yi

uygularsak,

-1
u(x)| <|Al+a @%|f(s)|

olur. Bu da (3.4) esitsizliginin dogrulugunu gosterir.

Simdi (3.5)” in ispatin1 verelim. k=0 ve k =1i¢in Lemma 3 (Amirali vd., 2018, s.286-
287), Teorem 2.1 (Doolan vd., 1980, s.7-8) ve Lemma 1.5 (Sigamani, V. vd., 2015, s.8)
de ispatlanmustir. (3.5)’in k = 2igin dogrulugunu gosterelim.

(3.1)’in ikinci tlirevi alinirsa
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W +a(X)w=g(x) (3.6)
burada w=u",(x) = £"(x)-2a’ (x)u’(x) -a"(x)u(x).
au"+a(x)u'+a’'(x)u=f'(x)
bagmtisindan

, C
u"(0)| < = (3.7)

oldugu goriiliir. Ayrica ¢(x) ifadesinden (3.5)’in k =1 durumu dikkate alindiginda,

|p(x)| < c[1+1eaexj (3.8)

&

yazilir. (3.6)’dan (3.7) ve (3.8) dikkate alinirsa,

X X
,Ea Ydé X 3 a(s)ds

( ~Ja
()<l (o) 4G T

0
_ax X e _a(xf)
S%e ¢ +Ej[1+1e H]e ¢ dé&
£ £ £

_ax _ax _ax
<—e ¢ +Catll-e ¢ [+—e ¢
& &

elde edilir. Buradan (3.5)’in k=2 i¢in dogrulugu goriiliir.

Lemma 3.1.3’de ele alinan asimptotik esitsizlikler, &£’ na gore iyilestirilemez olup,
uygun sayisal yontemlerin kurulmasi ve yakinsaklik 6zelliklerinin incelenmesinde
kullanilabilir. Asimptotik esitsizliklerin elde edilmesinde uygulanan yontem lineer

olmayan problemlere de uygulanabilir.
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3.1.1.1. O(¢) Tipi asimptotik acilim

Teorem 3.1.4. a, f eC*[0,1] ise (3.1)-(3.2) probleminin ¢dziimii i¢in asagidaki agilim

dogrudur.
u(X)=uy, (X)+v, (X)+R, (%), (3.9)
burada, a(x)u,(x)= f(x) indirgenmis problemin ¢dziimii, v, (x) fonksiyonu
eviy+a(0)v, =0 (3.10)
Vo (0)=A-u,(0) (3.11)
baglangi¢ deger probleminin ¢6zimu, R, ise (3.9) a¢iliminin kalan terimi olup
R|<Ce (312)

seklindedir.

Ispat: (3.9) agilimy, (3.1) denkleminde yerine yazilir ve (3.10) dikkate alinirsa
ely +a(x)u, +LR (x) = f (X)
olur. Buradan u,(x) indirgenmis problemin ¢6ziimii oldugundan
LR, (X)=w, (x) (3.13)
yazilir. Burada
v, (X)=—¢u, (x)+[a(0)-a(x)]v, (3.14)
(3.2), (3.9) ve (3.11)’den R_(x) i¢in baslangig sartimn

R,(0)=0 (3.15)
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olmasi gerektigi goriiliir. (3.10)-(3.11)’den v, (x) ’in acik ifadesi

a(0)x

Vo (X)=(A-u,(0))e ¢ (3.16)

seklindedir. Ayrica ortalama deger teoremine gore
a(0)-a(x) =xa'($), (0<&<x)

oldugundan

_a(0)x

v, (X)|<elu, (x)‘+|a'(§)|x‘A—u0 (O)e ¢

_a(0)x
<Clg+xe ¢

(3.17)

t
r a
esitsizligi yazilabilir. Burada, te™ <e 2 (t > 0)esitsizligi t = icin kullanilirsa,

a(0)x

v, (x)|<C [g +ga‘1(0)e_2€J =0(e)

(3.18)
olur. Buradan ve

R

&

L<at|vl, (3.19)
esitsizliginden (3.12)’nin dogrulugu agiktir.
3.1.1.2 O(£*) Tipi asimptotik agthm

Teorem 3.1.5. a, f eC*[0,1] ise (3.1)-(3.2) probleminin ¢éziimii igin asagidaki agilim

dogrudur.

u(X)=Uy(X)+V, (X)+eu, (X)+ev, (X)+ R, (X) (3.20)

burada u, (x),v, (X),u,(X),V;(x) sirasiyla asagidaki sekilde belirlenen fonksiyonlardur.
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a(x)u,(x)= f (x) (indirgenmis problem) (3.21)

a(x)uy (%) ==y’ (), (322)
&V (X)+a(x)Vo (x) =0, (3.23)
%(0)=A-U,(0), (324)
&v;(x)+a(x)v(x)=0, (3.25)
v,(0) =~ (0). (326)

R, (x) ise, (3.20) agilimimin kalan terimi olup

R, (x)|<Cé? (3.27)

seklindedir.

Ispat: (3.20) agilimimin sag tarafi (3.1)’de yerine yazilirsa,
Uy +a(X)u, +ev, +a(x)v,+&2u, +ea(x)u, +&%; +ea(x)v, + LR (x) = f (x)

olur. Bu esitlik yeniden diizenlenirse,

[a(x)u,— f (x)]+[gvo' +a(x)v0}+g[u0' +a(x)u1}+g[gvl' +a(x)vl}+52ul' +LR, (x)=0

yazilir ve (3.20), (3.21), (3.22) ve (3.23)’e g0re kare parantez icindeki ifadelerin
timiiniin sifira esit olduklar1 goriiliir. Ayrica buradan ve (3.2), (3.20), (3.24) ve (3.26)

esitliklerinden R_(x) kalan teriminin

LR, (x)=—&"u,, (3.28)

R,(0)=0 (3.29)
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baslangi¢-deger probleminin ¢oziimii oldugu agiktir.
O halde maksimum prensibine gore (3.28)-(3.29)’dan

R, (X)|<ae?|u, (3.30)

0

esitsizligi yazilir. Teoremin diizgiinlilk sartlar1 dahilinde ul' <C oldugundan

R, (x)igin (3.27) esitsizliginin saglandig1 kolayca goriiliir.

Teorem 3.1.6. a, f eC*[0,1] ise (3.1)-(3.2) probleminin ¢éziimii igin asagidaki agilim

dogrudur.
u(x) =y (X)+V, (X)+eu, (X)+ev, (X)+ R (X) (3.31)

burada u, (x),v, (X),u, (X),V;(x) sirasiyla asagidaki sekilde belirlenen fonksiyonlardur.

a(X)y (X) = f () (indirgenmis problem) (3.32)
a(x)u (x)=-uy (x), (3:33)
£v; (x)+a(0)v, (x) =0, (3.34)
v, (0)= A—u, (0), (3.35)
£Vl (x)+a(0)y, (x) = —xe ' (O)v (X)), (3.36)
v, (0) =y, (0). (3.37)

R, (x) ise, (3.31) agiliminin kalan terimi olup

R, (x)|<Cé? (3.38)

seklindedir.
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Ispat: (3.31) agilimimnin sag tarafi (3.1)’de yerine yazilirsa,
Uy +a(X)Uy +ev, +a(x)v, +&u, +ea(x)u, + & +ea(x)v, + LR, (x)= f (x)

2
olur. Bu esitlik a(x)=a(0)+xa'(0)+ X? a"(&) seklindeki Taylor formiilii kullanilarak

yeniden diizenlenirse,

[a(x)u, — f (x)]+[gv0' +a(0)v0}+g[uo' +a(x)ul}+g[gvl' +a(0)vl+xg‘1a'(0)vo}+z//g (x)
+LR,(x)=0
olur. Burada,

R e

Ayrica buradan ve (3.2), (3.31), (3.35) ve (3.37) esitliklerinden R, (x) kalan teriminin
LR, (X)=—,(X), (3.40)
R,(0)=0 (3.41)

baslangi¢-deger probleminin ¢6ziimii oldugu agiktir.

O halde maksimum prensibine goére

R, (X)| <atly, . (3.42)
esitsizligi yazilir. Teoremin diizgiinliik sartlar1 dahilinde
v, < Cée? (3.43)

oldugu asagidaki esitsizliklerden kolayca goriiliir:
a(x) )| & (x)
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_a(0)x _a(0)x _6a(0)x

2 2
%a"(é)v0 - X?a"(é)(A—uo(O))e ¢ |<Cx% © <Ceg%a?(0)e ° ,0<0<Ll.

(t‘e' <e”,0< 8 <1k >0esitsizligik =2 ve t = aO)x icin kullanildi)
&

_a(0)(x=<5)

[ew(@e < dg)

0

le[a(x) —a(0)]v;| <|exa '(g)(—ul(O)e’a(g)x _20
&

a(0)x

<la'(@)u,(0)|exe

a(0)x

+[a'()a'(O)(A-u, ()] x[ e * d&

a(0)x 3 a(0)x

<[a'(@)u, (0)]exe ¢ +|a'(§)a'(0)(A—u0(0))|%e‘ :

<Cég?

olur. Boylece (3.40) ve (3.42)’den (3.38)’in dogrulugu gosterilmis olur.

3.1.2. (3.1)-(3.2) Probleminin fark semasinin olusturulmasi
[0,1] arahiginda @, ={x =ih, i=0,1..N; h=1/N}, @, =@, u{x=0,1} dizgin

sebekesi verilsin ve

Zilhl]l Lu(x)¢ (x)dx =;{i1hl]l f(X)g(X)dx, i=12,..N (3.44)

0zdesligini ele alalim. Burada,

A
g(x)=e ¢, i=12..,N,
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o 1-e
2=h [ g(0dx= . p=
Xig ap

=y

seklindedir. ¢ (x) fonksiyonu

—eg'(X)+ap(x) =0, X, <X<X

So0) =1 (3.45)
probleminin ¢ozimuddr. (3.44) 6zdesligi daha agik bir sekilde yazilirsa,
Zilhlg]‘ u'(X)4 () dx + 7 '™ ]‘ a(Qu(x)4 ()dx =z, *h™ ] f ()¢ (X)dx
olur. Bu son ifade gerekli diizenlemelerden sonra;
;(i‘lh‘lgT u'(x)é (x)dx + x *h™ XI a(x )u(x)g dx +z,'h™ ] [a(x) —a(x;)]u(x)¢ (x)dx
:Zi‘lh‘lT f(x)d0Qdx + 7 h™ h [ f(x)—f(x)]4(x)dx
yazilir. Buradan
zithe ]' u'(X)é (x)dx+a, 7, th™ ]‘ u(x)g (x)dx=f, R, , (3.46)

elde edilir. Burada
R=x'h" I [a(x)—a(x)]u(x)¢ (x)dx+ 7 *h™ I [f()— f()]a(x)dx. (3.47)

(3.46)’deki birinci terime (2.12) formald, ikinci terime (2.11) formuld, (X ,,X)
araliginda p(X)=¢(x), f(X)=u(x) ve o=1 alinarak ve (3.45) bagintis1 goz 6niinde

bulundurularak uygulanirsa,
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;(;lh-lgT U000 (0dx = 5| LD U (6) j 4 (x)dx +R°
X — X N

Xi_1 i i-1

. -1l .p*
=el, + 7, heR

burada
=—j dxg(x) +j U'(&)Ky(x,&)dS
seklindedir.
a7 [ U0 =a,7h H | #00dx ju(x)+ j (x=%)4(x)dx +R”
—au +azhiu j (Xx—% )¢ ()dx +a,z *h 'R
Burada h

R™ = J' dxé (x) + I u'(&)Ky(x,&)de

Xiq

seklindedir. Buradan (3.45) denklemine gore integral 6zdesliklerinden yaralanirsak,

2h R +a, 7 th ' R™ = —y teh” j dxg(x) + j (€K, (x,&)dE

i1 Xia

rlah jdx¢5(x) +IU(§)K (x,£)dg

i1 Xiq

= 7'h j [~e4/(x) +ad (x)]dx =0

oldugu kolayca goriilebilir. Boylece
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Xi

rhre [ WO0d a7 [ u(o00dx

Xi1 Xia

=¢ {1+ rhtag™ Xj (X—x)é (x)dx} Ug; +3,U

X

bulunur. Burada 6, basit islemler sonucunda,

6, =1+ 77 8™ [ (x—x)g(x)dx= 20 e,
1_e PG

Xia

oldugu goriilebilir. (3.46) ve (3.48)’den

m,=e0u,, +au =f-R, i=12,.,N

17X, i?

U, =A
olur. (3.49)’daki R, ihmal edilirse, (3.1)-(3.2) problemi igin,
by, =e6yz;+ay, =1, i=12,...,N
Yo =A
fark semasi sunulabilir.

3.1.3. Yakinsaklik ve hata degerlendirmesi

M| =

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

Bu kisimda, (3.51)-(3.52) fark semasimn & parametresinden bagimsiz olarak O(h)

yakinsak oldugu gosterilmistir.

Yaklasik ¢oziimiin hatasinin degerlendirilmesi igin z =u— Yy hata fonksiyonu olsun. Bu

durumda, (3.49)-(3.50) ve (3.51)-(3.52)’den

l2,=€601,,+az,=-R, 1=12,..,N

1=X,1

z =0

25
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olur.

Lemma 3.1.7.(Ayrik Maksimum Prensibi): Belli bir sebekede tanimli z(x;)
fonksiyonu, z(0)>0 ve 1<i<N igin /¢, z(X )= Oesitsizliklerini sagliyorsa, her

i(L<i<N) icin z(x) > Oesitsizligi elde edilir.

Ispat: Aksini varsayarak lemmanin dogru olmadigim kabul edelim. Yani, her

i"(1<i<N) igin z(x.) =minz(x)olsun.. Bu durumda, z(x.) <O0olur ki, varsayimdan

hareketle i” # 0 ve z(x.)—z(X._,) <0 esitsizligine ulagilir. Boylece,

(2. = 2% ; 2% +a(x.)z(x.) <a(x.)z(x.) <0

elde edilir. Bu ise Lemmanin varsaymmi ile ¢eliski olusturur. Sonu¢ olarak,

varsayimimiz yanlis olup Lemma ispatlanmis olur.

Lemma 3.1.8. (3.51) — (3.52) fark semasinin ¢dziimii igin

[yl <]y (0))+a " max|f (x) (3.55)

esitsizligi vardir.

Ispat: (3.51) asagidaki formda yazilirsa
Ly, =¢6, M—i_aiyi =|:ﬂ+ai:| Yi _ﬁyi—l’ i=12,..,N
h P P

buradan vy, ¢ozimu cekilirse,

-2 £nY; + 4
6 +ap O +a

y. Yii,i=12,..,N
P

elde edilir. Keyfii’ler igin, 7 d >0 oldugundan, /¢,y operatori icin Lemma
i Ta0

3.1.7’nin dogrulugunu gosterir.
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(3.55) esitsizligini gostermek i¢in asagidaki yardimci fonksiyonu ele alalim;
v ey (O ] 4.
Bu fonksiyon igin
o =Y, +|y(0)|+a™ max f(x)[=0,
(==t +(%+ai —%]‘y(o)‘+(%+ai —%jal max f(x)=0, i=12..,N
sartlart saglanir. O halde
wi20,i=12,..,N

olur. Buradan keyfi i ’ler i¢in saglandigindan (3.55) esitsizligi

0<+y, +|y(0)+a™ max f(x),

£y, <|y(0))+a " max|f (x)

[yil <[y (0] +a™* max|f (x)
olarak elde edilir.
Lemma 3.1.9. (3.47)’deki R kalan terimi igin
|R|<Ch,i=1..,N. (3.56)
esitsizligi dugrudur.

Ispat: (3.47)’deki kalan terim R, =R® + R® seklinde ifade edilebilir. R® ve R®

sirayla agagidaki gibi yazilabilir:

RO = 770 | [a(0)—a0)Iu(04 ()dx (357)

i-1
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RE = 7 [ (1)~ 0] (0dx (358)

Simdi sirayla (3.57) ve (3.58) ‘in
IR®|<Ch ve [RP|<C,h

oldugunu gosterelim. (3.57)’den,

IR®| < *h j la(x) —a(x)||u(x)|4 (x)dx

Xiq

yazilabilir. Tirevler igin ortalama deger teoreminden ve max] |X—Xi|Sh ve

(%1%

rm]x |a'(x)|<C, oldugu dikkate alinirsa,
|a(x) _a(xi)| = |al(77i)| |X_ Xi|
la(x)—a(x)| < rBﬁ])(|a'(Xi)|[Tfi_(]|x_ X|

la()—a(x)[<Ch , x,<m <X (3.59)

bulunur. Lemma 3.1.3°den |u(x)|<C, yazilabileceginden ve Zi‘lh‘ljﬁ(x)dx:l

Xi1

oldugundan,
IR®|<C,Cih (3.60)

olur. Son olarak, (3.58)’den,

R|< 20 [ £ (%) - T (0] ()0

Xi1
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Tarevler icin ortalama deger teoreminden ve [max]|X—Xi|S h ve rRall]X Z—f(xi) <C,
X1, %; , X
oldugu dikkate alinirsa,
of
[£00)= 100]=(Z-(n) jx
X
| f(x)— f(x)|<max ﬂ(x) max |x; — X|
' 1 [ox | Deaxl'
[f(x)—f(X)|<C,h, x, <m<x,i=1..,N (3.61)
bulunur. (3.58) ve (3.61)’den ve ayrica, z,'h™ J. ¢ (x)dx =1 oldugundan,
IRP|<C,h (3.62)
yazilir. Boylece, (3.60) ve (3.62)’den ise,
@ (2
IR |<|R®|+|R®|<C,Cih+Ch<Ch (3.63)

elde edilir. Buda Lemma 3.1.9’un ispatidir.

Yukaridaki Lemmalardan ¢ikan esas sonug asagidaki Teorem 3.1.10 ile ifade edilir.

Teorem 3.1.10. a(x), f(x)eC'[0,1] ise, (3.51)- (3.52) probleminin ¢dziimii diigim

noktalarinda (3.1)-(3.2) probleminin ¢oziimine &’a gore diizgiin yakinsaktir ve

yakinsama hiz1 O(h) bicimindedir:

max|y; —u(x;)| < Ch. (3.64)

1<i<N

Ispat. Kolayca goriilebilir ki, ¢v, fark operatdrii, maksimum prensibini saglar: /v, >0
(I<i<N) ve v,20 ise, v,20 (0<i<N) olur. Dolayisiyla, (3.3)’e benzer bir

esitsizlik saglanacaktir. Bu da,
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V| <|Vo|+ e max|ev], i=01,..,N (3.65)

1<i<N

seklindedir. z, =y, —u(x) hatasi,
lz,=R,,0<i<N, z,=0 (3.66)

fark problemini saglar. Burada R. yaklasim hatasi (3.47) bagintisiyla belirlenmistir.

(3.65) esitsizligini (3.66)’ya uygularsak,

-1
@i%|zi|3a max R (3.67)
Ayrica, (3.4)’e gore |u(x)| <C ve dolayisiyla
max|R | <Ch (3.68)
I<i<N

oldugu da agiktir. (3.67) ve (3.68) esitsizliklerinden (3.64)’tin dogrulugu gosterilmis

olur.

3.2. Singiiler Pertiirbe Ozellikli Tkinci Mertebeden Lineer Simir Deger Problemi

Bu kisimda,
Lu(x)=—eu"(x)+a(x)u(x)= f(x), O<x<I (3.69)
u(0)=A u(l)=B (3.70)

iki noktali singiiler pertiirbe Ozellikli sinir deger problemini ele alalim. Burada,

O<el 1 kiglik parametredir. a(x)>a>0 ,f(x) yeteri kadar dizgin
fonksiyonlardir. A, B verilmis sabitlerdir. (3.69)-(3.70) problemi genel olarak, x=0 ve

X =1 noktalar1 civarinda olmak Uzere O(«/; ) genisliginde iki sinir katina sahiptir

(Malley,1991; Amirali, G. vd., 2018).
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(3.69)-(3.70) problemi icin ilk 6nce, u(x) ¢6zimi icin bazi asimptotik esitsizlikler
verilmis ve problemin O(¢) ve O(«/;) tipi asimptotik agilimlar yoluyla yaklasik

¢Oziimii incelenmis ve fark semasi olusturulmustur. Bu fark semasi olusturulurken kalan
terimi integral seklinde olan ve baz fonksiyonu igeren nimerik integralleme formilleri

kullantimustir. Yaklasik fark ¢6zimintn kesin ¢ézime O(h) hiziyla yakisak oldugu

tespit edilmistir

3.2.1. Perturbasyon parametresine gore asimptotik acilimlar

Bu kisimda, (3.69)-(3.70) probleminin ¢6zimiinde kullanilan asimptotik esitsizlikler

icin asagidaki Lemmalar verelim.

Lemma 3.2.1 (Maximum prensibi). Varsayalim ki v(x), v(x) eC[0,1]nC*(0,1) ,
Lv(x)>0 (0<x<I1), v(0)>0, v(I) >0 esitsizliklerini saglayan fonksiyondur. Bu

durumda v(x) >0 (0<x <) olur.

Ispat: Oyle bir x, ve x, noktalar1 vardir ki v(x,)=0, v(x)=0, v(X) <0 (X, <X<X,)

olur. Bu takdirde oyle bir & € (x,, x,) noktas1 bulunur ki,

V"(f) — V(Xl) B ZV((XO + X1) / 2) +V(Xo) >0
((Xl - Xo) / 2)2

olur. Buradan ve v(&) <0 oldugundan Lv(&) <0 olur. Bu ise Lemma’nin hipotezi ile

celigir.

Lemma 3.2.2. Herhangi, v(x) e C[0,I]~C?(0,1), fonksiyonu igin
Vo)< V)| +[v)|+ ™ rorla<>|(|Lv(s)|, 0<x<lI (3.71)

degerlendirmesi dogrudur.
Ispat: Bu esitsizligin gosterimi icin

v (x) = max {VO)[, (D[} +a* max|Lv(s)| £ v(x), 0< x <I
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bariyer fonksiyonu denilen yardimc1 fonksiyonu alinsin.

x=0 igin, max{|v(0)|,|v(|)|}ZV(O)oldugundan,
w*(0) = max {[v(O)]Jv([} + & max|Lv(s)| +-v(0),

> ot max

0<s<I

Lv(s)|,

>0.

x =1 igin, max {[v(0)|,v(1)|} = v(I) oldugundan,
v (1) = max {vO)|.v()|} + rorli)l(|Lv(s)| +v(l),

> o max|Lv(s)|,

0<s<I
>0.

Buradan (3.69)-(3.70) problemine L operatori uygulandiginda;

14

Ly*(x)= —5(1//i (X)) +ay (x),

= igv;f(x)+§@i>f

Lv (s)|+amax{v(0)].]v(1)]} £v(x),

= J_er(x)+3max
o 0<s<I

Lv(s)|+amax{|v(0)|,|v(|)|}

yazilir. Burada 2 max|Lv (s )‘ > Lv(x) oldugundan

o 0ss<I
> amax {|v(0)].)v(1)[} =0

olur. O halde Maksimum Prensibine gore y*(x)>0 elde edilir. Bu da (3.71)’in

dogrulugunu gosterir.
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Lemma 3.2.3. (3.69)-(3.70) probleminin ¢6ziimii i¢in asagidaki degerlendirmeler

saglanir.

lu()|<C, 0<x<I;a(x), f(x)eC[0,l], ise; (3.72)

1 Nax  Ja(-x)
u'(x)|<Cil+—=|e ¥ +e ¥ [L, 0<x<I;a(x), f(x)eC'[0,1],ise.  (3.73)
Je
Ispat: Once, (3.72)’nin dogrulugunu gosterelim. (3.69)-(3.70)’e Lemma 3.2.2’yi
uygularsak,

lu(x)| <|A+|B|+a ™ max| f (s)|

0<s<lI
olur. Bu da (3.72)’nin saglanmasi demektir.

Simdi, (3.73)’tin dogrulugunu gosterelim. (3.69) denkleminden u”(x) *i cekilirse,
[/ 1
u"(x)=—=[f () -a(x)u(x)] 0<x<lI
&

yazilir. Buradan,

u”(x)|s%|f(x)—a(x)u(x)|s% (3.74)

elde edilir.

(3.69) denkleminden tiirev alinir ve u’(x) =V, (x) denilirse asagidaki problem elde

edilir:
—&vg (X)+a(x)Vv, (X) =g (x) = f'(x)—a’(x)u(x) (3.75)
u'(0)=v,(0)=0, u'(l) =v, (1) (3.76)

burada ¢(x) icin
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#(x)= f'(x)—a'(xu(x) <C, (3.77)

degerlendirmesi elde edilir.

Simdi,

u'(0)|ve |u'(l)|sayilarim sirasiyla  degerlendirelim. Bunun icin (2.13)

formiiliinde,
g(x)=u(x),x=0,,=0,¢4 =&

degerlerini kullanip (3.72) ve (3.74)’1 dikkate alirsak |u’(0)| icin,

Je

A () dgs—= (3.78)

0 (c:

elde edilir. Ayni sekilde (2.13) formuliinde,
g(x)=u(x),x=1, =1 —«/E,al =

alinirsa,

u'(l)|icin,

u'(l)]< I ‘+ j ‘u”(f)daf‘s\/_ (3.79)

elde edilir.

Bu degerlendirmelerden sonra (3.75)-(3.76) lineer probleminin ¢ozimunu
Vo (X) =V, (X)+V, (X)
seklinde arayalim.

Burada sirasiyla v, (x)ve v, (x)fonksiyonlari,
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(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

problemlerinin ¢ézimuaddr.  Maksimum prensibine goére (3.80)-(3.81) probleminin

v, (x) gdziimii igin,

v,(x)|<C

elde edilir. Ayni sekilde (3.82)-(3.83) probleminin v,(x) c¢ozimine maksimum

prensibi uygulanirsa,
v2 () < 0(x)
seklinde yazilabilir.

Burada 6(x), a(x)>a >0 olmak zere,

—£6"(X)+af(x)=0

‘VO(O)‘I:G Ve _e Ve ]-F‘VO(I)‘{G\EG\E

% &
eV 1o e
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seklindedir. Buradan, (3.86)’da yapilan bazi diizenlemelerden sonra

o[ o
O(x)s—=|e ¥ +e ¥
&

esitsizligi yazilabilir. Sonug olarak,

u ()| = o (x)] = ()] v (x)

<
o[ o e
<C+ eV 4o

1 L/;X _‘/;(1_)()
<Cll+——|e ¥ e ¢
Je

bulunur. Boylece (3.73) esitsizligi ispatlanir. Bu da Lemma (3.2.3)’Un ispatini

R

tamamlar.

3211 O(JZ) Tipi asimptotik acilim

Teorem 3.2.4. a, f eC*[0,1] ise (3.69)-(3.70) probleminin ¢dziimii igin asagidaki

acilim dogrudur.
u(X)=Uy(X)+Vy (X)+w, (Xx)+R,(x) (3.87)

burada u, (x),V, (x) ve w, (x) asagidaki sekilde belirlenen fonksiyonlardir.

a(x)u, (x)=f(x), (3.88)
—eVy +a(0)v, =0,v,(0) = A—u,(0),v, (1)=0, (3.89)
—ewy +a(l)w, =0,w, (0)=0,w, (1)=B—u,(I) (3.90)

burada R, (X) agilimm kalan terimi olup,
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R, (x)|<CVe (3.91)

seklindedir.

ispat: (3.87) acilimi (3.69)’da yerine yazilirsa,
—ely +a(x)u,—ev, +a(x)v,—ew, +a(x)w, + LR, (x)=f(x)
olur. Bu esitlik (3.88) dikkate alindiginda
—eU, —e&v, +a(X)Vv,—ew, +a(x)w, +LR, (x)=0
seklinde yazilir. Bu bagintiyr u(0), u(1) smir degerlerine gore su sekilde dizenleyelim;
—ev, +a(0)v,—ew," +a(l)w, +y, (X)+LR (x)=0 (3.92)
burada
v, (x)=—¢u," +[a(x)-a(0)]v, +[a(x)-a(l) |w, (3.93)
(3.92)°de (3.89)-(3.90) dikkate alindiginda R, (x) kalan terimi
LR, (X)=—w,(x), 0<x<I (3.94)
R,(0)=R.(1)=0 (3.95)
elde edilir. (3.94)-(3.95)’e maksimum prensibinin uygulanmasi sonucu
R ()[<a ],

elde edilir.

(3.93) agik ifadesinden yararlanarak y, (x)’in asimptotik degerlendirmesini yapalim.
Bunu once, [a(x)-a(0)]v, terimi igin yapahm. (3.93)’deki Uglincii terim benzer

sekilde yapilabilir. (3.89)’dan
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(0= (At Smhr('
smh\/jl

oldugu agiktir.

smh4/ (I
‘[a(x ]v‘ x|a ||v|<Cx|A U,
smh,/ I
&

L0
Laep" °

@, @,
<Cx|A-u,(0)|e F <Cxe ‘/7 .

=Cx|A-u,(0)le

i a(o0
Burada, te™' <e 2 (t>0)esitsizligi t = X, /Q i¢in kullanildiginda
£

[a(0)-a(0Ju]<C(a(0) 5 <z
olur.

Ayrica (3.93)’Un birinci terimi igin de &£ <1 oldugundan

<Ce<C+e

olur. Boylece teoremin ispat1 tamamlanur.

3.2.1.2 O(¢) Tipi asimptotik agilim

Teorem 3.25. a, f eC*[0,1] ise (3.69)-(3.70) probleminin ¢dziimii igin asagidaki

acilim dogrudur.
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u(x)=uy (x)+eu, (x)+V, (X)+ W, (x) + e [ v (x)+wy (X) ]+ R, (X)  (3.96)

burada u, (x),v; (x) ve w,(x) (i =1,2) asagidaki sekilde belirlenen fonksiyonlardur;

a(x)uy(x)=f(x), (3.97)

a(x)ul(x):\/Zug(x), (3.98)

—evy +a(0)v, =0,v,(0) = A—u,(0),v, (1)=0, (3.99)
—ew, +a(l)w, =0,w, (0)=0,w, (1) =B—u,(l), (3.100)
—ev/+a(0)y, = —Xg_%a'(o)v0 (%), (0)=-u,(0),v,(1)=0, (3.101)

1

—ew,” +a(l)w, =(1-x)e 2a'(1)w, (x),w, (0)=0,w; (1)=-u,(1). (3.102)

R, (x) ise agilimin kalan terimi olup

R, (x)|<Ce (3.103)

seklindedir.

Ispat: (3.96)’nin sag tarafi (3.69)’da yerine yazilirsa,

—el, +a(x)u, —evfeu/ +\/;a(x)u1 — &V +a(X)Vo —eW,' +a(x)w,

—eev” +ea(x)v, —evew +ea(x)w + LR, (x) = f (x).
(3.97) ve (3.98) esitlikleri dikkate alinirsa, bu esitlik,

—evy" +a(x)v, —ew, +a(x)w, — ey,

+\/Za(x)v1 —efew” +\/;a(x)w1 +LR,(x)=0

(3.104)

esitligine doniisiir.
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Bu esitlikteki v, ve W, ‘i katsayilari olan a(x)’in sirayla x=0ve X =I noktalarinda

ikinci mertebeden, v, ve W,’in katsayilarindaki a(x)’in sirayla x=0ve x=I

noktalarinda birinci mertebeden

a(x)=a(0)+xa'(¢;)
a(x)=a(l)+(x-1)a'(&)

seklindeki Taylor agilimlari (3.104)’de yerine yazilirsa,

-1

[—gvo" + a(O)vo} + [—gwo" +a(l )WOJ +/e [—gvl" +a(0)v, +xe2a’'(0)v,

-1

" {_gwl" +a(|)w1+(x—l)g2a’(|)w0}+y/£(x)+ LR, (x)=0

esitligi yazilir. Burada,

v (=5 (g )+ )

a"(&,)w, +\/Zxa’(§3)v1 +\/;(x—l)a’(§4)w1 (3.105)

seklindedir. (3.99)-(3.102) esitlikleri dikkate alindiginda kare parantez igindeki

ifadelerin tiimii sifir oldugundan

LR, (X)=-w,(X) (3.106)
olur. Ayrica (3.70) ve (3.97)-(3.102)’ye gore
R,(0)=R,(I)=0 (3.107)
oldugu agiktir. Maksimum prensibine gore (3.106)-(3.107)’nin ¢6zimd icin

R, ()| <.l (3.108)
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esitsizligi dogru olur. v; ve W; (i=1,2)’lerin agik ifadeleri dikkate alinarak

lv.].. <Ce

oldugu kolayca goriiliir.

Simdi, (3.105)’in sagindaki terimleri ayr1 ayri degerlendirelim. Once birinci terimin

degerlendirilmesinde t‘e™ <e™”,0<@<1, k>0 esitsizligi k=2 ve t=x a0 icin
&g
kullanilirsa,
X2 2 . a(0) o a(0) o a(0)
?a"(cf)vo = ?a"(f)(A—uo (0))e V¢ [<Cxe V¢ <Cza™(0)e '° <Ce(3.109)

esitsizligi yazilir. Benzer degerlendirme ikinci terim i¢in yapilirsa

(x=1)

2

a"(&)w,|<Ce (3.110)

oldugu kolayca goriiliir. Ugiincii terimin degerlendirmesine gecmeden 6nce (3.101)

probleminin ¢ézimdindn,

v, = v +v®

seklinde oldugunu kabul edelim. Burada v®ve v{? sirayla

(3.111)

—ev"+a(0)v, =—xe 2a'(0)v, (x), (3.112)

problemlerinin ¢ozimleridir. (3.111)’in agik ifadesi,
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v,V =—u, (0)e ' ¢ N
l-e V¢

seklindedir. v ’e maksimum prensibi uygulanirsa,

Nro S O,

V| <|-u (0))e ¥ * —<[u (0)fe V¢ (3.113)

1— e_zjioI

elde edilir. (3.112)’ye maksimum prensibi uygulanirsa, benzer sekilde

1

v®|= —Xg%a’(o)vo(x) <Cxe 2|, (X)) (3.114)

esitsizligi yazilir. Uciincii terimin degerlendirmesi igin

[Nexa'(&)v|=[Vexa' (&) +u)| < Jex

&l (& WP+ exfar (&) w7

esitsizligi yazilir. Bu esitsizlikteki v icin te™ <e™? ve v@icin, t’e" <e " (0<0<1)

a(0)

esitsizlikleri t = x,|—= i¢in kullanilirsa,
£

Vexal () u|=Noxa' (&) " + )
<Vexfa' (&) |+ Vexfar (&)
<exfa'(&)|MP|+Vex[a' (&)

_ fﬂx _ /ﬂx
Cex|u, (0)fe V¢ +Cx?e V¢
t

<Csa(0)|u,(0)le 2+Cza™(0)e™

<Ce (3.115)

olur. Benzer degerlendirmeler dordiincii terim i¢in yapilirsa,

Ve (x-1)a'(g,)w|<Ce (3.116)
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oldugu kolayca goriiliir.

Boylece (3.109), (3.110), (3.115) ve (3.116)’dan (3.103)’iin dogrulugu gosterilmis olur.

3.2.2. (3.69)-(3.70) Probleminin fark semasinin kurulmasi

[01] araliginda, @ ={x=ih,i=12.,N-1; h=I/N}, & =, U{x=01} dizgin
sebekesini ele alalim. Fark semasiin kurulmasi siireci i¢in ilk olarak (3.69)

denkleminin(x,_,,x,,) araliginda integralini alarak baslayalim.

;(i‘lh‘lxir Lu(x)¢ (x)dx = ;(i‘lh‘lm1 f ()¢ (x)dx ,i=12,..N-1, (3.117)

Xiq Xi1

burada,

4= h_lx‘f 4 ()dx = f sinh 7, (x=%,) 4 . f sinh 7, (%, —X) . | _ 2tanh(h/2)
' g sinhy,h sinhy,h 7h

Vi :\/M’
&

bicimindedir ve ¢ (x) asagidaki bicimde belirlenmis baz fonksiyonlaridir:

i1 Xi1

49 (x) = sinh %/i (x=x_,) X <x<x
sinh y,h
¢.(x) =142 (x) = sinh %’i(x”l =% L X <X< X,
sinh y,h
0 y XE (X35 %,)-

Kolayca gorulebilir ki, 4@ (x) ve ¢”(x) fonksiyonlar1 sirasiyla asagidaki problemlerin

cozimleridir:

—ed"(X)+ad(x)=0, X_; <X<X

¢(Xi,1) =0 y ¢(Xi) =1 (3118)
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—¢"(X)+ad(X) =0, X, <X <X,

#(x) =1 ¢(x,)=0. (3.119)

(3.117) bagintis1 asagidaki sekilde yazilirsa:

;(ilhlxr —gu”(x)yﬁ,(x)dx+;(ilh1XiJ:1u(x)a(x)¢i,(x)dx = Zilhlx_ir f (X)g (X)dx, i=L,N-1

(3.120)

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa;

7t _|.1 —su"(X)¢ (X)dx + z*h™ iAa(xi)u(x)¢i,(x)dx+;gi‘1h‘1 iJﬁ[a(x)—a(xi ) Ju(x)é, (x)dx

X X1 i1

— )+ 2 [ [F 00~ F(x)]400dx

elde edilir. Bu esitlikteki ilk terime kismi integrasyon uygulanirsa,

7™ [ 4 (0u'(0dx+ 780 [ u(dg(gdx=f,-R, i=IN-1 (3.121)

olur. Burada

Xii1

R=x'h" i|:1[a(x)—a(xi)]u(x)gi,(x)dx+;(i‘1h‘1 I [f(x)-f(X)]a(x)dx  (3.122)

X

seklindedir. (3.121)’deki integrallerin her biri (X ,,X) ve (X, X;,,) araliklar iizerinde

integrallerin toplami olarak yazilirsa,

e [ 4 (ou (a7 e | 4w (xdx

i-1

+ 7 "ah™ J 4% (Qu(x)dx +zrlaih‘le¢.<2>'(x)u(x)dx

Xi1 i

—f-R, i=LN-1 (3.123)
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elde edilir. Sol taraftaki integrallere sirasiyla birinci ve ikincisine (2.12) formald,
tguncl ve dordincistine (2.11) formali (X, %) icin o=1 ve (X,X,,) icin c=0

alinarak uygulanirsa,

e - e u, + 7 e u(x) | Y 00dx+ 7k, [ (x-x )4 (dx

Xiq Xiq

srahu() [ 42 0dc zah M, [ (x-x )42 0d+RO +R® = R, (3.124)

elde edilir. Buradan, R®ve R® kalan terimlerinde (3.118)- (3.119) denklemleri

dikkate alnirsa, R® =0ve R® =0oldugu asagidaki sekilde kolayca gorebilir:

X

R® :;{ilghl_xf dxg(x) + [ U'(E)K, (x,&)dé

X1 Xi1

_Ziilaihil¢i (X) j u'(&)K, (X,f)df

=7 [ [~ed00+ag(9]dx =0

Xi_s

Xis1

R® :;{i‘lgh‘lT dxg'(x) + I U'(§)K, (x,&)dg

X

~ 2N 00 [ WK, (x,€)de

X

=—y'h™ [ [—£4"(X) + a4 (X)]dx =0.

X

(3.124)’de gerekli islemler yapilirsa,

2ot [ 8 w0+ 2™ | u(xg (o

=gy {lrac™ I ¢ (X)(x—x. )dx }um Jrai;(il{h1T¢i(x)dx}ui

X1

=—c6uU, ., +au,. (3.125)

P XX, 0
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esitligi elde edilir. Burada,

0=yt {1+ ac’ _X[ A& (X)(X — X, )dx }s;{il {1—aiglxir B2 (X)(x — %, )dx }

Xi1

katsayis1 basit iglemler sonucu

a p’ —
4sinh®(\Ja, p/2) P ( )

olarak hesaplanir. (3.121)’e geri doner ve (3.125) dikkate alinirsa,

u=—-c6uy+au=f-R, 1=12..,N-1 (3.127)
seklinde yazilir.
(3.127)’de R, kalan terimi ihmal edilirse, (3.69)-(3.70) problemi icin,
by, =—e0y,;+ay, =%, 1=1L2,..,N-1 (3.128)
y,=A, y,=B (3.129)

fark semas1 elde edilir. Burada & katsayist (3.126) formillyle verilmistir.
(3.128)- (3.129) bagintilar1 Y,,V,,..., Yy, lere gore lineer cebirsel denklemler sistemi

olusturur.

3.2.3. Yakinsaklik ve hata degerlendirmesi
Bu alt bélimde, (3.128)- (3.129) fark semasinin & parametresinden bagimsiz olarak

O(h)ve O(h?) yakmsak oldugu gosterilmistir.

Lemma 3.2.6 (Ayrik maksimum prensibi). Belli bir sebekede tammh v(X;)
fonksiyonu, v,(0)>0 ,v,(1)>0 ve her 1<i<N-1 igin ¢,v(x )= Oesitsizliklerini

sagliyorsa, her i, (1<i <N) icin v(x )= 0 esitsizligi dogrudur.
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Ispat: Aksini varsayarak lemmanin dogru olmadigini kabul edelim. Yani tiimi* ’ler igin

V(Xi*)=miniv(xi) ve V(X*)<0 oldugu varsayilsm. i ¢{0,N}, V(Xi)SV(Xi*H) :

v(x)< V(Xi,,fl) oldugu agiktir. Boylece

CV, ==&V, +a.v,,

XX

(Vi*+1 -V ) + (Vi*—l Ve )

==& h2

+a.v, < 0

elde edilir. Bu ise Lemmanin varsayimi ile ¢eliski olusturur. Sonug olarak V(Xi* ) >0ve

tim i (1<i<N)’lericin v(x)>0olur.
Lemma 3.2.7. Egerv,, Vv, =V, =0 olacak sekilde bir sebeke fonksiyonu ise, 0 zaman

|vi|$a’1]2%xl|£hvi|, 0<i<N
it

esitsizligi vardir.
Ispat: Bunun dogrulugunu gostermek icin, yardimei fonksiyon olarak,

T |
v =a JLni;'ﬂl>§1|,€hvi|irvi

seklindeki bariyer fonksiyonu tanimlayalim.
Burada w “(0) icin

v (0)=a" glé,l\,)flwhvi [£v(0)za™ ]Q;a,\“)fl|€hvi| 20

ve i “(I) icin

v (l)=a™ @%1|thi|iV(|)2 a’lénig%l|£hvi| >0
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olur.
Ayrica,

Ly =a™ max [Lv|+lv > max|lLv|+]v >
hl//l ]SiSN—l| h || h™i ]SiSN—1|IhVI| IhVI O

elde edilir.

Lemma 3.2.6 (ayrik maksimum prensibi) *den y,* >0 elde edilir.

Lemma 3.2.8. (3.122)’deki R hata terimi igin.

|R|<Ch,i=1..,N. (3.130)
esitsizligi dogrudur.
Ispat: Bu Lemmanin ispatt Lemma 3.1.9 ile benzerdir.

Yukaridaki Lemmalardan ¢ikan esas sonug asagidaki Teorem 3.2.9 ile ifade edilir.

Teorem 3.2.9. a(x), f(x)eC'[0,1] sarti altinda (3.128)- (3.129) fark probleminin

¢cozumi, @,’de (3.69)-(3.70) problemlerinin ¢ozlimine &’a gore diizgiin yakinsaktir.

Hata icin,
||y—u||c(@) <Ch (3.131)

degerlendirmesi dogrudur.

Ispat: z=y—u dersek, (3.127), (3.128)- (3.129)’a gore, hata asagidaki sinir-deger

problemini saglar
lz,=R ,i=LN-1, z,=2,=0, (3.132)

burada R. yaklasim hatasi (3.122) formiiliiyle belirlenmistir.
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Keyfi h ve ¢ igin, /v, fark operatdrii icin ayrik maksimum prensibinin dogrulugu
kolayca gosterilebilir (Lemma 3.2.6). /v, >0, (i=12,..,N-1), v,>0,v, >0 ise,

v, >0, i=0,1,...,N olur. Bunu (3.132) problemine uygularsak,
2l s, < @ IRl (3.133)
esitsizligi bulunur. Ayrica R, i¢in (3.122) formultnden
IR|<Ch, i=12.,N-1 (3.134)

oldugu agiktir. (3.133) ve (3.134)’den teoremin ispati tamamlanir.

Not. (3.128)- (3.129) fark problemi bir tek ¢dziime sahiptir. Gercekten maksimum

prensibine gore uygun, homojen

ty;=0,i=LN-1, y,=Yy,=0

sisteminin sadece sifir ¢oziimii olur. Bilindigi gibi bu da lineer denklemler sistemi igin,

bir tek ¢oziimiin varligiin gerekli ve yeter sartidir.
Teorem 3.2.10. Eger a(x), f(x) eC*[0,1] ve

a'(0)=a'(l)=0 (3.135)
ise bu durumda (3.128)- (3.129) fark semasinin yakinsama hiz1 O(h?) bigimindedir:

||y—u||c(m <Ch?. (3.136)

ispat: Once (3.122) ile verilen kalan terimi R, = R® + R®  seklinde ifade edilebilir.

R® ve R® sirayla asagidaki gibi yazilabilir:

R = 77%h [ [0 - a(x)]u00d 09
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R = 70 [ [£06)— (0] (k.

Xi1

Simdi ise, oncelikli olarak |[R®|<Ch*=0(h’), i=1N -1 oldugunu gosterelim.

Bunun igin
fX)-F(x)=(x=x)f '(xi)+% (&), &e(x, X)),
T - x)8 000 -0 (3.137)

Xia

esitliklerini dikkate alirsak,

R® =—yh™f'(x) j (X=X, )¢ (x)dx —% 2ih™ j (x=%)* £"(& ()¢ (x)dx

_ _% 7 =1 £7(E 00N (0K

elde edilir. Buradan

1 L , Xis1 h2 )
‘Ri(Z)‘SEZi e max |f (X)|x£¢'(X)dX == max [£7(x)

olur. Boylece,
[R®|=0(h*), i=L,N-1. (3.138)
olur.
Simdi ise,
[R®[=0(h?), i=LN -1, (3.139)

oldugunu gosterelim.
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(X_Xi)2

a(x)—a(x) = (x—x)a'(x) +Ta”(§i)’ & € (%, X)
ve
u(x) =u(x)+(x=x)u'(m), m €(x,x)

bagmtilar1 R® ’in ifadesinde yerine yazilirsa,

RO = 7 | [0 - a04)]u( ()
= 200 [ (XA 000 70 [ (%785 (U ()

= R0 [ (%) 090+ 778 () [ (x=x)°u T, () ()

#2207 [ (o) (A (00K

— 7 a06) [ (6= %) G, 00) (¥
(3.140)
#2270 (G (UO0A (0

olur. [|a"(x)]ro; <C» Julleo; SC Ve s6z konusu aralikta  [x—x[ <h? oldugundan,

(3.140)’1n sag tarafindaki ikinci terim,
%;{i‘lh‘lj (x—=x)*a"(E () u(X)g (x)dx [<Ch?, i=12,..,N-1 (3.141)

esitsizligini saglar. Birinci terimi degerlendirmek i¢in Lemma 3.2.3’den

51



1 ,\/j?fm Ja’sﬁ—zm
u'(n)£C{l+—e ¥¢ +—e ¢
|u'()| 7 N

<Cll+—e ¥ y —e¢ ¥ L 1<i<N-1

Je Je
esitsizligini (3.140)’1n birinci teriminde yerine yazarsak,

<czn )] | (x-x)d 000

778 () || (=)0, 00) ()

i-1

X; «}GIX-,
1 i+l _ i-1
+—=Cythta'(x X=X 2¢ x)e V¢ dx
[ z| | ( |)|X:[1( |) |( )

Xy 7"/‘?(|7Xi+l)
e 2 )] [ (x=x)’a(0e Fdx (3.142)
\/; Xi1

elde edilir. (3.142)’nin sag tarafindaki birinci terimin O(h?) oldugu kolayca goriilebilir.

ikinci terimin ise, a'(0)=0 sartindan ve te'<e"? (t>0) esitsizliginden

yararlanirsak,

X1 )/;Xi-l
2R (%) [ (x=%)’¢ (e ¥ dx

1
—C
\/E X1

_ Q/EXHXM
a'(EG)xe * [ (x=x)"4()dx

X i_lh_l

1
<—C
Je

x4 Jaxiy

X - X X, -

scthT;e e sclhzx—'-'T;e Ve
i-1

i Q/;XH
sClhzﬁe 2 <Ch?i>1
|_
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oldugu gorilir. (3.142)’nin sagindaki tgilincii terim igin a'(l)=0 sartindan
yararlanarak, benzer yolla O(h?) bigiminde oldugu goriilebilir (i < N —1icgin). Béylece,
(3.139) esitligi i=2,3,...,N -2 igin ispatlanmis oldu. i =1 icin ise (i=N -1 durumu

benzer yolla ispatlanir).

a0 -a(x) = (x-x)a'x) + E 2 g, g ex,0

u(x) =u(x,)+ [u'(&)dé
X
bagitilarindan yararlanirsak,

RY = 77" a () [ (x— xl)[ [ued é}mx)dx
Xo X0

#2257 | (- 1) G OO (0K (3,143
X

olur. (3.143)’iin sag tarafindaki ikinci terimin O(h?*) oldugu (3.141)’den goriliir.
Birinci terimi ise a'(0)=0 sartindan ve Lemma 3.2.3’ten yararlanirsak, soyle

degerlendirebiliriz:

wih a0 [ (x- xl){ [ U'(é)dé}ﬁl(x)dx

X % 1 ex _Na(-x)
s|a'(x1)|hj lu'(x)|dx <Cxhla"(7)| j 1+T(e ¢ +e ¥ ldx
Xo Xo 3

Xy _Nax _2yah
sClhz{h+%.[e ﬁdx}sclhz{m(ﬁ)-l(l—e 4 )}=0(h2)
X0

ve boylece
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IR¥|=0(h?), [RY,|=0(h?)
oldugu da ispatlanmis olur. Yani (3.139) saglanir.
Son olarak,
R = R_(l) + R_(Z)
esitliginde (3.138) ve (3.139) dikkate alinirsa,

IRl,,., <ch

C(ay)

oldugu goriiliir. Bundan ve (3.133)’den Teorem ispatlanmis olur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Burada, bir 6nceki boliimde ele alinan (3.1)-(3.2) ve (3.69)-(3.70) problemleri icin elde
edilen asimptotik degerlendirmeler ve numerik ¢ozimlerin teorik sonuglarinin

dogrulugunu test etmek i¢in somut 6rnekler verilip sonuglar tablo halinde sunulmustur.
4.1.(3.1)-(3.2) Probleminin O(¢) ve O(&*) Asimptotik Coztimleri igin Ornek
eu'+(1+x)u=—gsinx+(1+x)cosx, 0<x<1, (4.1)
u(0)=2 (4.2)

baslangi¢c-deger probleminin ¢ozliimii,

_X(x+2)
u(x)=e 2 +cosx (4.3)

seklindedir.
Teorem 3.1.4’¢ gore (4.1)-(4.2) probleminin O(&) asimptotik agtlimi,
() _
ug” (X) =g (X)+Vq (X) (4.4)

seklinde verilsin. Burada, a(x)=1+Xx, f(x)=—-¢esinx+(1+x)cosx olmak (zere,

U, (X) indirgenmis problemin ¢éziimi,
Uy (X): Uy (X) =cosx
seklindedir. v, (X) sinir kat1 fonksiyonu olmak tizere,

Vo(x):ev'+a(0)v=0=ev'+v=0
v(0)=A-u,(0) =v(0)=1

probleminin ¢ézim,
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Vo(x)=e ¢

seklindedir. u,(x),V,(x) (4.4)’de yerine yazilirsa,

X

ul (x)=cosx+e ¢
asimptotik ¢ozimda elde edilir.
Teorem 3.1.5%¢ gore (4.1)-(4.2) problemi igin 0(52) asimptotik a¢ilimi,
U2 (X) = Uy (X) +Vy (X)+ &fu, (X)+v, (X)] (4.5)
seklinde verilsin. Burada, a(x)=1+x, f (x)=—-¢esinx+(1+x)cosx olmak izere,

Vo (X):ev+(@+x)v=0
v(0)=A-u,(0)=1

probleminin ¢ézimdi

1 2
VO (X) _ e—;(x+x 12)
seklindedir. Ayrica Ul(X) :
~U, (X) sinx
b (%)t (%) = a0(>(<) - 1+x

seklinde bulunur.

Vv, (X):ev+ @+ x)v=0
v(0)=-u,(0)=0

probleminin ¢6zimu



olarak bulunur. u, (x),V,(x), u(x)Vve v;(x) (4.5)’de yerine yazilirsa,

1 2 M

oatr2)  gsinx

u?(x)=cosx+e * +
+X

asimptotik ¢ozimda elde edilir.
Teorem 3.1.6’ya gore (4.1)-(4.2) problemi icin 0(32) asimptotik acilimi,

U (X) =y (X) +V, (X) +&lu, (X)+v; (X)] (4.6)
seklinde verilsin. Burada, a(x)=1+x, f(x)=-¢esinx+(1+x)cosx olmak izere,

Vo(x):ev'+a(0)v=0=ev'+v=0
v(0)=A-u,(0) =v(0)=1

probleminin ¢ézimdi

olur. Ayrica u, () ,

Uy (X) _sinx
a(x) 1+x

u, (x):u, (x)=

seklinde hesaplanir.

v (x):ev' (x)+a(0)v (x)=—xe"a'(0)v, (x)= &V’ (X)+v (x):—ge :

v(0)=-u,(0) =v(0)=0

probleminin ¢6zimi
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olur. uy(x),Vvy(x), U (x)Vve v, (x) (4.6)’da yerine yazilirsa,

X

gsinx x* X

—1(x+x2/2)
. ;
1+x

U (x)=cosx+e

2&
asimptotik ¢ozimda elde edilir.

(4.1)-(4.2) probleminin bazi degerler i¢in asimptotik ve uygun mutlak hata degerleri
Tablo 4.1 ve Tablo 4.2’de verilmistir.

Tablo 4.1. (4.1)-(4.2) Probleminin Asimptotik C6ziimiinden Elde Edilen Degerler

£=10"?

o S T T Y I YT

0.1 1.0000260 1.0000439 1.7910° 1.0000419 1.5910° 1.0000192 0.6810°
0.2 0.9999939 0.9999939 0 1.0000230 2.9110° 1.0000230 2.9110°
0.3 0.9999863 0.9999863 0 1.0000266 4.0310° 1.0000266 4.0310°
0.4 0.9999756 0.9999756 O 1.0000255 4.9910° 1.0000255 4.9910°
0.5 0.9999619 0.9999619 O 1.0000201 5.8210° 1.0000201 5.8210°
0.6 0.9999452 0.9999452 O 1.0000106 6.5410° 1.0000106 6.5410°
0.7 0.9999254 0.9999254 O 0.9999972 7.1810° 0.9999972 7.1810°
0.8 0.9999025 0.9999025 O 0.9999801 7.7610> 0.9999801 7.7610°
0.9 0.9998766 0.9998766 O 0.9999593 8.2710° 0.9999593 8.2710°
1 0.9998477 0.9998477 O 0.9999350 8.7310° 0.9999350 8.7310°
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Tablo 4.2. (4.1)-(4.2) Probleminin Asimptotik C6ziimiinden Elde Edilen Degerler

£=10"°

X u u ‘u —u u? ‘u —u? u® ‘u —u®
0.1 0.9999985 1.0000439 4.5410° 1.0000001 1.610° 1.0000001 1.610°
0.2 0.9999939 0.9999939 0 0.9999968 2.910° 1.0000230 2.910°
0.3 0.9999863 0.9999863 0 0.9999903 4.10° 1.0000266 4.10°

0.4 0.9999756 0.9999756 O 0.9999806 5.10° 1.0000255 5.10°

0.5 0.9999619 0.9999619 O 0.9999677 5.810° 1.0000201 5.810°
0.6 0.9999452 0.9999452 0 0.9999517 6.510° 1.0000106 6.510°
0.7 0.9999254 0.9999254 0 0.9999326 7.210° 0.9999972 7.210°
0.8 0.9999025 0.9999025 0 0.9999103 7.810° 0.9999801 7.810°
0.9 0.9998766 0.9998766 O 0.9998849 8.3 10° 0.9999593 8.310°
1 0.9998477 0.9998477 O 0.9998564 8.7310° 0.9999350 8.7310°

Sonug olarak, birinci mertebeden lineer singiiler pertiitbe 6zellikli baslangic deger
probleminin sinir kat fonksiyonuna gore birinci ve ikinci dereceden asimptotik
acilimlar incelendi. & parametresinin kiiciik degerleri i¢in bu agilimlar analitik yaklasik

¢cozlimler olarak da kullanilabilir. Bu anlamda eger a(x) integrallenebilir bir fonksiyon

ise, Teorem 3.1.5°dekKi uff) acilimi, Teorem 3.1.6°daki u®

» ‘e gore daha iyl sonug

vermektedir. Aksi takdirde Teorem 3.1.6 pratik yonden daha kullanighidir.
4.2. (3.1)-(3.2) Probleminin Niimerik Céziimii icin Ornek

(4.1)-(4.2) probleminde;

1+x
Me”’(l*x‘), p=E olmak izere,

a =1+, f,=—esinx +(1+x)cosx, gizl—e’p(l“i) .

(4.1)-(4.2) probleminin fark semasi,

y,=¢0 %+(1+Xi)yi =—¢esinx +(1+x)cosx, i=12,..,N

y0:2
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seklindedir.

(4.1)-(4.2) probleminin bazi degerler iginy, yaklasik ¢oziimleri ve uygun mutlak hata

degerleri Tablo 4.3’de verilmistir.

Tablo 4.3. (4.1)-(4.2) probleminin niimerik ¢6ziimiinden elde edilen degerler

(g=m4) (g=m4) (g=m4)
X

Yi |U_yi| Yi |U_yi| Yi |U_yi|
0.1 0.9999931  3.2910° 0.9999968 1.710° 0.9999983  2.10~°
0.2 0.9999648  2.9110° 0.9999909 3.010° 0.9999936  3.10°
0.3 0.9999460  4.0310° 0.9999822 4.110° 0.9999859  4.107
0.4 0.9999257 449 10° 0.9999706 5010° 0.9999751 5.10°
0.5 0.9999037 5.8210° 0.9999561 5.810° 0.9999613 6.10”
0.6 0.9998797 6.5510° 0.9999386 6.610° 0.9999445  7.107
0.7 0.9998535  7.1910° 0.9999181  7.310° 0.9999247  7.10~°
0.8 0.9998249 7.76 10°  0.9998947 7.810° 0.9999017 8.107
0.9 0.9997939  8.2710° 0.9998683 8.310° 0.9998758 8.10°
1 0.9997604 873 10° 0.9998389 8810° 0.9998468 9.10°

Sonug olarak , &£ ’nun degerleri kiigiildiikge kesin ¢oziim ile yaklasik ¢oziimiin birbirine
yaklastigi, x degerleri 1°e yaklastiginda ise |u - yi| farkinin bliytidiigii gériilmektedir.

4.3. (3.69)-(3.70) Probleminin O(\/;) Asimptotik Coziimii I¢in Ornek

Bu kisimda, (3.69)-(3.70) probleminin ¢dzimi igin Teorem 3.2.4°de verilen asimptotik

acilim i¢in teorik sonuclarin dogrulugunu gosteren asagidaki drnegi verelim;

—eU"+U=—cos’ (7x)—2¢ex” cos(2zx), 0< x <1 4.7

u(0)=u(@) =0 (4.8)

probleminin ¢6zimd,
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X x—1

e el

u(x) = =————~—cos’ (7x)
1+e V¢
seklindedir.
(4.7)-(4.8) problemi icin
U, (X) = Uy (X)+Vo (X)+wy (X) (4.9)

f (x)=—cos?(zx)—2¢ex® cos(2xx),
A=0,B=0
olmak Uzere,
Uy (X) U, (X) = 1t(X):—cosz(;rx)—zfc;zzz cos(27x)
0 0 a(X)
Vo (X):—evg +a(0)v, =0, = —eVy +V, =0,

Vo (0)=A=U,(0),%,(1)=0  =v,(0)=—(1+2e7"),v,(1)=0

probleminin ¢ézimdi

sinh (1\;_)()
VO(X):(1+287Z'2) Slnh—f
Je
olur.
W, (X):—ewy +a(l)w, =0, = —eW, +W, =0,

W, (0)=0,w, (1)=B-uy (1) = w,(0)=0,w,(1)=—(1+2¢7°)
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probleminin ¢ozumu

) X
sinh—=
WO(X):(1+287Z'2) h—\{]_g
sinh —=

Je
olur.

Uy (X), Vo (X) Ve W, (x) (4.9)’da yerine yazilirsa,

. (L=-x) . X
sinh +sinh—
u, (X) =—cos’ (7x)— 2z cos (2zx) +(1+ 2e7° ) Je . Je
sinh—

Je

yaklagik asimptotik ¢6ziimii elde edilir.

(4.7)-(4.8) probleminin bazi degerler i¢in asimptotik ve uygun mutlak hata degerleri
Tablo 4.4’de verilmistir.
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Tablo 4.4. (4.7)- (4.8) Probleminin Asimptotik Coziimiinden Elde Edilen Degerler

& X u u, lu—u,|
0.1 -0.5365223 -0.6235783 8.70560. 107
0.2 -0.5188439 -0.5530623 3.42184. 107
10 0.3 -0.2947948 -0.2237902 710045, 107
0.4 -0.0746980 -0.0890999 1.44019. 107
0.5 0.0134752 0.2135272 200052, 107
0.1 -0.8621793 -0.8772147 1.50354. 107
0.2 -0.6527167 -0.6587911 6.07439. 107
0.3 -0.3454157 -0.3393146 6.10109. 10°°
107 0.4 -0.0954883 -0.0795188 1.59695. 107
0.5 0.271. 107 0.0197395 1.97392. 107
0.1 -0.9044631 -0.9060599 1.596845.10°
0.2 -0.6545085 -0.6551185 6.099729 107
10+ 0.3 -0.3454915 -0.3448815 6.099751 107
0.4 -0.0954915 -0.0938946 1.596933,107°
0.5 038510 0.197.10°” 1.97392.10°

Sonug olarak , & ’nun degerleri kiigiildiikge kesin ¢oziim ile asimptotik ¢oziimiin

birbirine yaklastigi,

u—u,| farkinin kiigiildiigii goriilmektedir.

4.4. (3.69)-(3.70) Probleminin Niimerik Coziimii I¢in Ornek

(4.7)-(4.8) probleminde;

2
a, =1, f, =—cos?(7x )—2ex?cos(2zx) 6 = &P . p=h/Je olmak
(7x) (27%) 6 4sinh?(\fa p/2) P

Uzere, (4.7)-(4.8) problemi igin olusturulan fark semasi,
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ty, =—£6 Wﬂ/i =—cos’ (X )—2ex’ cos(2zx), i=12,..,N-1

y0=yN=0

seklindedir. Buradan

ty, si—fiym—(%ﬂ] Y, +i—92‘ Yiy =08 (7 )+ 2en” cos(2zx ), i=12,..,N-1
Yo=Yy =0

yazilabilir. Burada

A =B :‘;—6, C, :(2}‘;& +1], F. =—cos®(7x )—2ex’ cos(2xX;),
My =, =0

seklindedir.
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5. SONUC ve ONERILER

Singller pertirbe 6zellikli problemler giris ve literatiir bildirilislerde bahsedildigi gibi

reel hayattaki pek ¢ok doga olayin1 modellemek iizere incelenmistir.

Bu calismada, singller pertiirbe 6zellikli birinci mertebeden baslangic deger problemi

icin O(g) ve 0(82) tipi ve ikinci mertebeden sinir deger problemi igin O(\/Z) ve

O(g) tipi asimptotik agilimlar yoluyla yaklasik ¢6ziimii incelenmistir. Bu agilimlar i¢
ve dis simnir kat fonksiyonlari icermektedir. Ayrica, nlimerik integralleme formilleri
yardimiyla g-diizglin yakinsak fark semasi kurulmus ve yaklasim hatalarn

degerlendirilmistir. Maksimum prensibi kullanilarak ag¢ilimlarin kalan terimlerinin

yakinsama hizlarinin (3.1)-(3.2) problemi icin O(h) oldugu ve (3.69)-(3.70) problemi
icin sirayla O(h) ve O(hz) oldugu gosterilmistir. Bunun oncesinde fark semasinin

kurulmasinda ve incelenmesinde yararlanilan asimptotik esitsizlikler belirlenmistir.

Daha sonra teoriyi destekleyici niimerik 6rnekler verilmistir.

(3.1)-(3.2) problemi icin verilen 6rneklerle asimptotik ¢ozimlerden elde edilen
sonuglar Tablo 4.1. ve Tablo 4.2.de, nlimerik ¢céziimden elde edilen sonuglar Tablo

4.3.’de verilmis ve teorik sonuglarla uyum iginde oldugu goriilmiistiir.

Bu c¢alismada ayrica (3.69)-(3.70) problemi icin verilen drnekle asimptotik ¢bzimden
elde edilen sonuglar Tablo 4.4.’de verilmis ve teorik sonuglarla uyum i¢inde oldugu

gOriilmiistiir.

Bu ¢alismada sunulan asimptotik ve niimerik metod incelenen problemlerle ilgili daha
karmasik ve lineer olmayan adi ve kismi diferansiyel denklemlere de uygulanabilecek

bir alt yap1 olusturacagi umulmaktadir.
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