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1. GIRIS ve LITERATUR BILDIRILERI

Singiiler pertiirbe 6zellikli problemler uygulamali matematigin ve matematiksel fizigin
pek ¢ok degisik alanlarinda kullanilmaktadir. Ornegin; akiskanlar mekanigi, akiskanlar
dinamigi, plazma dinamik, aerodinamik, manyetik dinamik, artilmis gaz dinamik,
kiitlenin hareketi, plastik, kimyasal-reaktor teori, osinografi, meteoroloji, yayma teorisi,
reaksiyon-difiizyon siiregleri, 151k yayan dalgalar, plazmadaki elektron plazma dalgalari,
iletisim hatlari, elektrik akimi, iyon akustik dalgalar1 ve diger fiziksel
modellendirilmesinde Kkarsilasilmistir (Kadalbajoo ve Patidar, 2002; Lins, 2010;
O’Malley, 1991; Nayfeh, 1973).

Matematiksel olarak bu tip problemler, en yiiksek mertebeden tiirevler igeren
terimlerinin katsayilarinin pozitif kiiclik bir parametre oldugu problemlerdir. Boyle
problemlerin ¢6ziimii, tanim bdlgesinin bazi kisimlarinda ¢ok hizli degisim
gostermektedir. Yani ¢6ziim, problemin tiiriine gore baslangi¢ veya sinir katlar1 olarak
bilinen ince gecis katlarinda hizli, diger yerlerde ise diizenli ve yavas degisir. Hizl
degisimin oldugu katlarda ise ¢Ozlimiin tiirevleri sinirsiz olur. Klasik niimerik
metotlarda, ¢6ziimiin tiirevi sonsuz olabilecegi icin, klasik fark semalarinin diizgiin
sebekelerdeki niimerik ¢oziimleri kesin ¢dziime genelde yakinsamaz. Bu yilizden so6z
konusu metotlarin kararsiz ya da iraksak olmalari nedeniyle uygulanmasi genelde
miimkiin olmamaktadir. Dolayisiyla kararli ve kiigiikk parametreye gore diizgiin
yakinsaklik 6zelligini tasiyan niimerik metotlarin kurulmasi onem tasir (Cai, 2001;

Doolan vd., 1980; Farrel vd., 2000; Miller vd., 2012; Roos vd., 2008).

Bu tezde uygulamali bilim dallarinin bir¢cok degisik alaninda kullanilan singiiler
pertiirbe Ozellikli diferansiyel denklemler icin integral sinir sarthi ve periyodik sinir-

deger problemleri ele alinmistir.

Bu g¢alisma 5 bolimden olusmaktadir. Birinci bolimde giris ve kaynak Ozetleri
verilmistir. Ikinci béliimde tezde kullanilan genel bilgiler yer almaktadir. Calismanin
ticlincii boliimiinde singiiler pertiirbe olmus integral sinir sarthi problem ele alinmis ve
uygun fark problemi i¢in yakinsama hizi incelenmistir. Dordiincii boliimde ise singiiler

pertiitbe olmus periyodik sinir-deger problemi icin niimerik metodun yakinsaklik
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ozelligi aragtirnlmistir. Besinci boliim ise incelenen problemlere ait sonug ve oneriler

icermektedir.



2. TEMEL BILGILER

Singiiler pertiirbe 6zellikli problemlere ilgi, yaklasik olarak yirminci yilizyilin baslarinda
baslamistir. Arastirmalar ilk agsamada asimptotik acilimlar iizerine yogunlasmistir
(O’Malley, 1991; Nayfeh, 1973). 1960’l1 yillardan sonraki donemlerde ise niimerik
yontemler {izerine ¢alismalar baslamis olup halen yogun sckilde devam etmektedir
(Amirali vd., 2018; Farrel vd., 2000; Miller vd., 2012).

2.1. Regiiler ve Singiiler Pertiirbe Olmus Problem

P., & >0 kiigiik parametresine bagl herhangi bir problem olsun. £ =0 durumunda P,
problemine, P, problemine uygun indirgenmis problem denir. Eger P, indirgenmis
problem ile P, problemi ayni tipten, ayni mertebeden ve her ikisi de bir tek ¢oziime

sahip iseler s6z konusu P, problemine regiiler pertiirbe olmus problem denir. Aksi

halde buna singiiler pertiirbe olmus problem denir (Amirali vd., 2018; Farrel vd., 2000;
Miller vd., 2012).

2.2. Baz1 Interpolasyon Kuadratiir Formiilleri

Fark semalarinin kurulmasi ve incelenmesinde asagida belirtilen bazi kuadratiir
formiilleri kullanilacaktir (Amiraliyev vd., 1995, 2002, 2003; Cakir vd., 2007, 2010;
Kudu vd., 2016).

Asagidaki interpolasyon kuadratiir formiilleri dogrudur:
b
j p(x)f(x)dx{j p(x)dx} {of (b)+(1—0)f (a)}+ f[ab] j x—x)p(x)dx+R () (2.2.1)
burada o - reel parametre, p(x) € Cla,b] agirlik fonksiyonu, f belirli fonksiyon ve
b b
R, (f)=[dxp()[ FP(HK, (x,£)dE, feC,n=1veya 2

kalan terimdir, burada

K (x &) =T, (x=&)-(b-a) " (x-a)(b-¢&)°, s=01
3



X7 =ob+(@1-0o)a, fla,b]=(f(b)-f(a))/(b—a),

T.(A)=21/s, 1>0;T,(1)=0, <0,
T p(x) f'(x)dx = f[a, b]} p(x)dx + R"(f) (2.2.2)
burada p eC'[a,b] ve

Ry () =—[dxp'()[ FP(OK, ,(x,&)dE, feC, n=1 veya 2.

(2.2.1) ve (2.2.2) formiillerinde aym1 K (x,&) fonksiyonunun bulundugunu belirtelim.

Ayrica,
Ko(@,6)=K,(b,5)=0,

Ki(a, &) =K, (b, &) =K,(x,a) = K,(x,b) =0,

Ky (%, &) = Ky (%),
9Ky (0,8 =Ko (%,8), 2K, (%, &) =Ky (£,%)
PE 1A 0t o)y o alh o\Ss

ve f (X) eC? [a, b] icin

Ra(f)= —T dxp(x)i%(x, £)Fr(eHs = —T dxp(x)i Ko (&, x)f "(£)de

a

olur.
2.3. Kesin Fark Semalari

Bu kisimda birinci ve ikinci mertebeden diferansiyel denklemler i¢in diizgiin

sebekede kesin fark semalar1 verilmektedir(Amirali vd., 2018; Samarskii, 2001).

Kesin fark semalar1 yontemi, verilerin diisiik diizgiinliikte olmasi veya
diferansiyel denklemin ¢6ziimiiniin kotii davranisli olmasi durumunda yakinsak fark

semalarinin kurulmasina imkan saglayan bir yaklasimdir. Bu yontemin, bu kisimdaki
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diferansiyel operatorlerin ve bu kisimda olmayan diferansiyel operatorlerin singiiler

pertiirbe olmus durumlarina yonelik uygulamalari ileriki kisimlarda ele alinacaktir.

Tamm. Eger verilmis sebekenin diigiim noktalarinda fark semasiin ¢oziimii uygun
diferansiyel problemin ¢6ziim degerleri ile ¢akisiyorsa, bu fark semasina kesin fark

semasi denir.
Birinci mertebeden adi diferansiyel denklem igin

Lu:=u"+a(xX)u= f(x), x>0,
u(0) =

baslangi¢-deger problemi verilmis olsun, burada a(x)ve f(x) siirekli fonksiyonlardir.

X, =ih,1=0,1,... digimleri kullamlarak kurulan uygun kesin fark semasi asagidaki

sekildedir:
E;UZXJ/:’— Au =F,i1=12,.. (2.3.1)
burada
B,=h" T«pi (X)dx +h ](x —x, Ja(x)o, (x)dx,
A =h" XIia(x)(pi (x)dx,
F=h [ (0, (x)ox
¢,(x) fonksiyonu ise
—¢'+a(X)p=0, X, <X<X (232)

(o(xi):l

baslangi¢-deger probleminin ¢6ziimii olup, agik ifadesi

- [aln)an
?; (X) =€



seklinde de yazilabilir.

(2.3.1)’in dogrulugunu géstermek igin

h™ J. Lu(X)p, (x)dx =h™ _[ f (X ), (x)dx

Xi-1 Xi-1

dzdesliginden ele alinir. (2.2.2) formiiliinii n =1, p(x) = @, (X) i¢in kullanirsak

h™ ] u'(X)e, (x)dx = ug, [h‘l ]1(/)i (x)dxj +RY,

(2.2.1) formiiliinii de =1, n=1ve p(x)= ¢, (X) i¢in kullanirsak

Xi

[ alu(el <x)dx=(hl Jao <x>dx]ui {h Tabo-x (X>dxj+ R

Xi—1 Xi—1 Xi—1

esitligini yazabiliriz. Ri(l) ve Ri(z) kalan terimlerinin ifadeleri asagidaki sekildedir:

Ri(l) =—h™ Xj dx@i’(x) Jlu’(é:)ho(x _5)_ hil(x B Xi—l)}j§’

i1 Xia

R ol ) [u (1 (e-)-h -, e

o, (X)’in (2.3.2)’nin ¢oziimii oldugunu dikkate aldigimizda Ri(l) + Ri(z) =0 ifadesinin
dogrulugunu, dolayisiyla (2.3.1) kesin semasinin dogrulugunu tespit etmis oluruz.

Ozellikler:

Xi

a) h ]L ?i (X)dX = ¢ (Xi—l)+ h I(Xi - X)(Di‘ (th

i-1 Xi-1

bagmtisi ve (2.3.2) dikkate alinirsa, B; katsayisinin

B =9 (Xi—l)

seklinde ifade edilebilecegi goriiliir.



b) a, f =sbt durumunda

_ —ah _ —ah
1-e F = f 1-e
ah ah

D (X): e_a(xi_X)f B, :e_ah’ A=a

—-ah

olur. Fark semasinin her iki tarafi [ J ifadesine boliindiikten sonra

ah
A +au; =f,i>1

elde edilir. Burada

seklindedir.

Ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem icin
u(O)z,uo, u(l)z,ul

sinir-deger problemi verilsin ve a(x)> 0, ¢(x)> 0 olsun.

®, = {Xi =ih, i=12,..,N=-1 h=I/ N} sebekesinde uygun kesin fark semas1 asagidaki
sekildedir:

—(Auy),, +Cu, =F, 1<i<N-1

Uy = Hy, Uy = 4y,

burada

A = [ 2ol (x— [, ~x)o (1)

i1 Xi—1

I ﬁ} {1- I S fc(f);of”' (£)d¢ |,

o, alx);

1



o (X) _ (/’i(l)(x)’ Xjig <X <X
I Q’i(Z)(X)' X <X <X

® 2

ve ¢, ¢ baz fonksiyonlar1 ise sirasiyla asagidaki simir-deger problemlerinin

¢Oziimleridir:

—(a(X)(p'), + C(X)(p =0, X4 <X<X;, ¢(Xi—1) =0, ("(Xi) 1
~(@(x)p) +e(x}p=0, x, <x <X, 9x)=1, p(x.,)=0.

Bu fark semasinin dogrulugu

h‘lxr Lu(x)¢, (x)dx = h‘lxr f(x)¢ (x)dx, 1<i<N-1

ozdesliginden yola ¢ikilarak (2.2.1) ve (2.2.2) formiillerinin (X ,, %) ve (X;,X.;)
alt araliklarinda uygun sekilde kullanilmasiyla ispatlanabilir.
Ozellikler:

a)acCl0,1] ise A katsayis

A= ha(xi—l)ﬂ(l), (%2)=—ha(x )¢.(_21) (%)

seklinde ifade edilebilir. Ayrica, ai_lgo.(l), (x,)=4a, (pi(z)' (x,) esitliginin dogrulugu da

I[(p. (NLp2(x)- A (X)L (x)kix = 0

0zdesliginden yola ¢ikilarak kanitlanabilir.

b) a,c, f =sbt durumunda



()< SV X)) - SVl =) Jela)

sinh(vh) sinh(vh)
A =a— vh , C :citanh(v—h), F = fitanh(v—hj
sinh(vh) vh 2 vh 2
. 2 vh) . e
olur. Fark semasinin her iki tarafi —htanh Y ifadesine boliiniirse
v
—6aug, ; +cu; = T
elde edilir, burada
9= vh?
4sinh? (vh/2)



3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. Singiiler Pertiirbe integral Simir Sarth Problem i¢in Sonlu Fark Yéntemi

Bu boliim, asagidaki integral sinir sarth singiiler pertiirbe olmus sinir-deger probleminin

sonlu fark yontemi ile ¢6zlimiinii igermektedir.

Lu=gu"+aa(x)u’ —b(x)u=f(x), 0<x<lI, (3.1.1)
u(0) = w1y, (3.1.2)
I_luzu(l)—flg(x)u(x)dx=yl, o<l <l <l. (3.1.3)

Burada ¢ kiiglik parametre, 1, ve g verilmis sabitler, a(x)>a >0, b(x)> g >0,
g(x) ve f(x), [01] araliginda yeteri kadar diizgiin fonksiyonlardir. (3.1) - (3.3)
probleminin ¢oziimii u(x), & 0’a yaklasirken X=0’da ve X=I’de iki sinir kati

icermektedir.
3.1.1. Siirekli Problem

Burada, (3.1.1) - (3.1.3) probleminin niimerik ¢dziimiiniin incelenmesi igin sonraKki

boliimlerde ihtiyag duyulan asimptotik degerlendirmeler ele alinmstir.

Lemma 3.1.1.1. u(x), (3.1.1) - (3.1.3) probleminin ¢dziimii ve a,b, f,geC'[0,1]

olsun. Ayrica

1- [*g(x)u, (x)dx = 0, (3.1.1.1)

olsun. Burada u,(x) asagidaki iki noktali sinir-deger probleminin ¢6ziimiidiir:
Lu, =0, O<x«<l, (3.1.1.2)

u,(0) =0, u () =1. (3.1.1.3)

10



Bu durumda

Jul, o, <C. (3.1.1.4)
1/ _cox  _alx
u'(x)| sC{1+—(e c e - j} (3.1.1.5)
&
olur, burada
11 2
¢ =7 /a2(0) +4b(0)) + a(0)]
1
(o =5 ,/az(l)+4b(l))—a(l)]
dir.
Ispat. u(l) = A olsun. O halde u(x) fonksiyonu
(3.1.1.6)

U(X) = U, (x) + Au, (X)

seklinde gosterilebilir. Burada U,(X) asagidaki iki noktali sinir-deger probleminin

¢Ozimudiir:
Lu, = f(x), 0<x<I, (3.1.1.7)
Uy (0) = 14, Uy (1) =0. (3.1.1.8)
Bu durumda (3.1.3) ve (3.1.6)’dan
L
.+ [ 9 (X)up ()l
A= d (3.1.1.9)

- J.Illg(x)ul(x)dx

bulunur.
Ik 6nce, (3.1.1.4)’lin dogrulugu gosterilir. Bunun igin asagidaki sekilde ifade edilen

maximum prensibi kullanilir: Herhangi bir

11



v(x)eC?[0,1] icin Lv(x)<0,0<x<I| ve v(0)=0, v(1)>0 olsun. Bu durumda

v(x)>0, O0<x<I olur.

Maximum prensibi kullanilarak u(x) fonksiyonunun & *a gore sinirli oldugu elde edilir:
ol o < BN N goy +lrto] <€

Benzer sekilde, maximum prensibi kullanilarak
o] oy <2

oldugu gosterilebilir. O zaman (3.1.1.4) sonucu hemen goriiliir:
..oy < Voll. oy + 1AL,

Boylece (3.1.1.4) degerlendirmesinin dogrulugu ispatlanmis olur.

Ayrica |u(|)| ‘nin & ’da dizgin smirlih@ kanitlandigindan, (3.1.1.5) degerlendirmesi

birinci tip sinir-deger problemine benzer sekilde elde edilebilir.

Not 1. (3.1.1.1)’in saglamasi i¢in gerekli kosul

1—.[|:|g(x)|dx >0.

12



3.1.2. Fark Semasinin Kurulmasi
[O,1] tizerindeki diizgilin sebeke @, olarak gosterilsin:
o, ={% =ih,i=0L..,N-L Nh=1}, @, =, u{x=0,I}.
Fark semasi
207 Lug (k= 70 [ £ () (9, 1=12,..,N -1

0zdesliginden asagidaki gibi olusturulur.

Burada {@, (X)}\;",

@ eﬂi,i(X*XH) _ej/z,i(xfxifl)
(Di (X) = A ih A ih ' Xi—l <X< Xi
e —-e-
A2, (Xi41=X) Ai (Xi41=X)
(2) e —-e"
% (X) =19 (X) = —Jpih Juih J Xi <X< Xi+1
e " —-e”
0 y XE (Xi—l7 Xi+1)7

formiilii ile verilen baz fonksiyonudur,

2y =057, +fa? + 4, | A, =05:7fa, — a7 + b |

Xis1 -1 — .
x = I o, (X)dx = %22 i/:;h uffﬁj)h sinh(%i“)sinh(%*)
Xi_1 G720 2

(3.1.2.1)

Ayrica ¢ (x) ve @?(x) fonksiyonlarinin sirasiyla asagidaki problemlerin ¢éziimleri

oldugunu belirtelim.

2 _n

ol —aep/ -bp =0 (X, <x<X), o(X45)=0 @(x%)=1

2 _n

e'gl—aep —bp, =0 (X <X<X,), @(%)=1 @ (%.,1) =0.

13
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(3.1.2.1) bagintis1 yeniden diizenlenirse

Xip1

x* -e*h? | ¢i'(x)u'<x>dx+eaih‘1xf w{(x)u%x)dx—bih‘lxrﬂ' (ulx)elx

X1 1 . (3124)
= fi -R
elde edilir. Burada
R, = x; e [Ta(x) ~a(x o, U () + %2 [[b(x,) ~b(x)] <

(3.1.2.5)

£ (U0 [T1(x) ~ £ (9, (U)K

bicimindedir. Her bir (X, ,,X) ve (X;,X,,) araliklar {izerinde (3.1.1.1) ve (3.1.1.2)
formiilleri kullanilir ve (3.1.2.2) - (3.1.2.3) de dikkate alinip
Xiy1 Xiyg

&’h™ [u"(x)g, (x)dx+ eaihlegoi ()u'()dx =B x [, (x)u(x)dx

= gzuix,i +é&a; (ﬂ(l,iui,i +Z2.iux,i)_biZiui _bi/ﬁ,iux,i _bi/uz,iux,i
=" {L+0.5he "a, (75 — 11,) ~ 0.50e ™ (1, — 1) My + 68 (1 — 6 "8 oy )u. —biz v

seklindeki kesin bagintiya ulasilir. Burada

X =h™ I(Di(l)(x)dx, Xoi = h™ I@i(z)(x)dxa

i-1

Hii = JL(X =X )¢i(l) (x)dx, Hoi = h™ I'r(x =X )¢i(2) (x)dx,

1

My = i + Mo U =u(x;),
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seklindedir.

Basit bir hesaplamayla

+4,)h
Cosh((ﬂil +;"2,|)

(=% )’
h 2

1+0'5h5_1ai (Zz,i _Zl,i) _0'5h‘9—2bi (ﬂz,i _/ul,i) = O-Sh(/ll,i _lz,i) .
Sin
1. -1 (ﬂm _ﬂ’Zi)Sinh((ﬂii +ﬂ’2i)h/2)
Xi—€ b=+ = ’ ’
(ﬂ'l,i +2’2,i)smh((ﬂ’1,i _ﬂ“z,i)hlz)

oldugu goriiliir.
O halde (3.1.2.4)’e geri dondiigiimiizde

lu, =£%6,u,; +eabu. —bu =f-R, i=12..,N-1, (3.1.2.6)

1 Xx,i i i i

6zdesligini elde ederiz. Burada

0 h?2,;4,; cosh((4,; + 4,;)h/2)
M 4sinh(4,,h/2)sinh(4,h/2)

o (3.1.2.7)
== 7 [+ coth(, 1/ 2)coth(2,,h/ 2)]
&

B hA,;4,,; sinh((4; + 4,;)h/2)
217 2( Ay + Ay;)Sinh(A,;h/2)sinh(2,,h/2)

bh (3.1.2.8)
=———/[coth(4;;h/2)coth(4,,h/2)]
2a.¢ ' ’

seklindedir. Simdi (3.1.1.3) sinir sart1 igin geriye bir yaklasim belirlemek kalir.

Xy, Ve Xy, sirasiyla l, ve I ’e en yakin sebeke noktalar1 olsun. Bunun igin

XNg XNy Iy

jg(x)u(x)dx = Ig(x)u(x)dx+ jg(x)u(x)dx+ Ig(x)u(x)dx

XNO XN1

15



ve

XNy

XNg 1=No\ x4

bagintilariyla baslanir. Burada

S(u) - Z( Tg(x)dx]{%},

i=No\ x4

r =Y [axg0 | U’(é){TO(X—é)—ﬂdf,

i=Nox;_y

To(s)=1 s=0; T,(s)=0, s<0
seklindedir. Sonug olarak,

Lu=u(l)-SUu) =4 +r,

olur. Burada
XNg [
= [ geou)dx+ [gu()dx+,
lo XNy
seklindedir.

J 90u(qax= iﬁg(x)dx}{éw(xmu(xi1»}+ﬁ,58(u>+ﬁ (31.29)

(3.1.2.10)

(3.1.2.11)

(3.1.2.12)

(3.2.12) ve (3.2.5)’de r ve R, ihmal edilirse (3.1) ve (3.3) yaklagimi igin asagidaki fark

semasi sunulabilir:
ly; Egzel,iyix,i +ea,tyy. —by,=f, 1<i<N-L
y(0) = Mo

Lyy =Yy —S(Y) = 14

(3.1.2.13)

(3.1.2.14)

(3.1.2.15)

burada 6,;, 6,; ve S(y) sirasiyla (3.1.2.7), (3.1.2.8) ve (3.1.2.9)’da verilmistir.
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3.1.3. Diizgiin Hata Degerlendirmesi

Simdi, (3.1.2.13) - (3.1.2.15) fark problemlerine donelim ve z; =Y; —U; olsun. Burada
Yi, (3.1.2.13) - (3.1.2.15)’in ¢6ziimii ve U;, X; sebeke noktasinda (3.1.1) - (3.1.3)’iin

¢ozliimiidiir. O zaman Z; hatasi i¢in (3.1.2.6) ve (3.1.2.12) dikkate alinarak
Iz, =R, (1=12.,N-1), z,=0, Lz, =r, (3.1.3.1)

elde edilir. Burada R; ve r kesme hatalari (3.2.5) ve (3.2.12)’de tanimlanmustir. Burada

Z; nin
2, =14 + A2, (3.1.3.2)

olarak ayristirilabildigini gormek kolaydir. Burada Z, ve Z;,(i=012,..,N-1)

sirastyla

IZ0i = Ri (I :112a---1 N _1)1 ZO,O = 01 ZO,N = 0’ (3133)
lz; =0 (i=12..,N-1), z,=0, z,,, =1 (3.1.3.4)

problemlerinin ¢éziimleridir ve

7o r*5) (3.1.3.5)
1-S(z,)
seklindedir.
Burada
1-S(z,)#0

oldugu varsayilir.
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Teorem. Lemma 3.1.1.1°in diizgiinliik kosullar1 ve (3.1.3.6) kosulu saglansin. U,
(3.1.1) - (3.1.3)’in ¢oziimii ve Y, (3.1.2.13) - (3.1.2.15)’in ¢6ziimii olsun. Lemma

3.1.1’in ayn1 kosullar1 altinda ¢ -diizgiin hata degerlendirmesi asagidaki gibi olur:

ly—ul. . <ch. (3.1.3.7)

0,0y

Ispat. Oncelikle (3.1.1)’in ¢oziimii i¢in

-1

I, ., <C(s7IRl.,, I 6138
degerlendirmesinin oldugunu gosterelim.
(3.1.3.2) bagntist

l2l.. 5 < HZ(O) Hooz)h +WHZ(D Hoc,Eh (3.1.3.9)
esitsizligini verir.
HZ(O) Hw _ "1degerlendirmek i¢in maximum prensibine gore

2], . <A7IRl. (3.1.3.10)

esitsizligi kullanilir.

Ayrica R; igin agik ifadesinden Lemma 3.1.1.1 kullanilarak

||R||M,)h <Ch

(3.1.3.11)
oldugu goriiliir.

(3.1.3.5) ve (3.1.3.6)’dan dolayr A ifadesi £’da diizgiin smirl olacaktir. r hatasi ile
ilgili (3.1.2.11)’den
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< iij:ildxm (X)U:,l u'(E)|Te(x = &) - %‘déf
+ LXN°
* i—zr:: J.X)'(Il

x max|g () [Ju'(x)|dx + O(h) < Ch

g(X)u(x)|dx + J'Xlim |9 (x)|u(x)]|dx < hmax|g(x)|

h
2

(3.1.3.12)

u'())

To(X—é)—%‘d§+0(h)S

elde edilir.

(3.1.3.8) degerlendirmesi (3.1.3.11) ve (3.1.3.12) ile birlikte ispat1 sonuglandirir.
3.1.4. Niimerik Sonuglar

Asagidaki problemin yaklasik ¢oziimiiniin hesaplanmasi i¢in (3.1.2.13) - (3.1.2.15)

semasi1 uygulanmistir:

2" + 2e(X+ DU — (X% = 2x + A)u =—(* +e*),
u(0)=1, u@ —chos xu(x)dx = 0.

Tablo 1. N =16 ve N =32 i¢in @, ’de maximum hata degerleri ve p yakinsama hiz1

& E. p
N =16 N =32

10 0,058045 0,023538 1,03

10°° 0,015304 0,007810 0,97

10°° 0,015304 0,007881 0,96

107 0,015304 0,007881 0,96
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E., @, sebekesindeki maximum hata degeridir: E_ = gna>§|yi —ui|.
<I<

Asagidaki gibi p deneysel diizgiin yakinsama hiz1 hesaplanir:
p=In(r"/r"?)/In2,
burada

r" = max

h/z‘
0O<i<N

Yih — Yai

dir.

Bu sonuglar, sunulan semanin deneysel yakinsama hizinin 6nemli derecede teorik

analizlerle uyumlu oldugunu gosterir.
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3.2 Singiiler Pertiirbe Sinir Deger Problemi I¢cin Niimerik Metodun Yakinsakhg

Bu kisim ikinci mertebeden kuazilineer diferansiyel denklem i¢in periyodik singiiler
pertiirbe sinir-deger problemi ile ilgilidir. Bu niimerik metot, ayrik maximum normda
birinci dereceden diizgiin yakinsaklik veren pargali diizgiin Shishkin tip sebeke {izerine

kuruldu. Teoriyi destekleyen niimerik sonuglar sunuldu.

3.2.1. ikinci Mertebeden Kuazilineer Diferansiyel Problem

Bu boéliimde
Lu=g?u"+aa(x)u’ - f(x,u)=0, 0<x<I, (3.2.1)
u(0) —u(l) =0, (3.2.2)
Lu=e(u'()-u'(0)=A (3.2.3)

lineer olmayan ikinci mertebeden singiiler pertiirbe periyodik sinir-deger problemi ele

alinmustir. Burada 0 < & <<1 pertiirbasyon parametresi ve A verilmis sabittir. a(x) >0
ve f(x,u) [0,1] ve [0,I]xR’de yeterince diizenli fonksiyonlar, ayrica a(0)=a(l),

f(0,u(0)) = f (I,u(l)) ve
0<ﬂsisﬁ* <o
ou

olsun.

(3.2.1) ve (3.2.3)’iin u ¢oziimii genel olarak X =0 ve X =1 yakininda bir sinir katina

sahiptir.
3.2.2. Kesin Céziimiin Ozellikleri

Burada sonraki kisimlarda ihtiya¢ duyulan (3.2.1) - (3.2.3) probleminin Kkesin

¢ozlimiiniin asimptotik degerlendirmelerini verecegiz.
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Lemma 3.2.2.1. a, f eC'[0,1] olsun. O zaman (3.2.1) - (3.2.3) probleminin u(x)

¢oziimii i¢in asagidaki degerlendirmeler dogrudur:

Jull<B71F|+ AA, (3221)

burada

u] =[u()],, B=c,coth(col/4), c,=a"+(@)? +48,

ar=maxa(x), F(x)=1(x0);

u'(x)| < C{L+ g-l(e’%x + e’ﬂZ(:X) )} 0<x<l, (3.2.2.2)

burada
1 = 0.5(\/m + a(O)) Ly = 0.5(\/m + a(l))

ve

(;i(x,u), x €[0,1] ve |U|SC igin sinirhidir.
X

Ispat. (3.2.1) denklemi

L.u = g?u”+ga(x)u’ —b(x)u

(3.2.2.3)
=F(x), O0<x«<l

formunda yeniden yazilabilir. Burada b(X):gf—u(X,gu), 0<<&<1  seklindedir.

Maximum prensibi kullanilirsa: L. ve L;; (3.2.2.3) ve (3.2.2) - (3.2.3)’de diferansiyel

operatorler olsun. Ayrica V(X) € C?[0,]olsun. Eger Lyv<0, Lv<0 O<x<I| ve

v(0) >0, v(I) >0 olursa, bu durumda v(x) >0, 0< x <1 olur.

22



3.2.3. Diskritizasyon ve Yakinsama
w,, , [0,1] lizerinde herhangi diizgiin olmayan sebeke olsun:
oy ={0<x <..<Xyy <l h=x—x}

Ve @, =w, Uix, =0,x, =1} olsun. Notasyonu basitlestirmek i¢in x,’de u(x)in bir
yakinsamasi y, olurken, herhangi v(x)fonksiyonu i¢in v, =v,(x) denir. Herhangi

sebeke fonksiyonu {v,} icin @, tzerinde asagidaki gosterimler kullanilir:

V.. = Vi _VI 1 Vv Vi+1 _VI
Xi h 1 Xi h !
i i+1
Vi,i_vm V'l_v
vV = LV, = i+ i 1
X, 2 fi
_ Vx,l Vx,i R = hi - h|+1
Vigi = y T T

ML, =IVI..., = poexivi|

Fark metodu olusturmak igin

|
;g;lh;lj Lug, (xX)dx=0,i=1,2,...N -1 (3.2.3.1)

0

integral 6zdesligi kullanilir.

NAL L. :
{(pi () }i:1 tistel baz fonksiyonlari
(/)i(l) (X), Xy <X<X;,

@, (X) = (oi(Z)(X)v Xj <X <X
Ol X¢& (Xi—l' Xi+l)'
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seklinde olup buradaki @P(X) ve @ (X) siasiyla asagida verilen problemlerin

¢Ozliimiidiir:

ep"—a,¢' =0,X_; <X<X,

go(xi—l) = O’ ¢(Xi) :1!

ep'—ap =0,X <X<X

i+11
o(x) =1 (x.,) =0.
(oi(l)(x) ve (Di(z)(X) fonksiyonlar1 agik bir sekilde ifade edilebilir:

8 (x=xi4)/ & -1
1 i
PP (x) = R a; #0, igin

l il e_ai (Xiu=X)/ e

(Di(Z) (X) = W

, & #0, i¢in

X=X
goi(l)(x) = h—"l, a, # 0, icin

X . —X ..
(oi(z)(x) =~ a #0, i¢cin

i+1
ve

2=t [, (0dx

Xi

= hi hi+
_ hil(l_eaihi/g +1_e—ai1hi+1/g j'ai #0

1 ,a=0 .

[X; ;s X;.1] alt araliginda agirlik fonksiyonu igeren ve kalan terimi integral seklinde olan

interpolasyon kuadratiir formiilleri (Amirali vd., 2018) kullanilarak asagidaki baginti

elde edilir.
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U +R =e*0uy +eau. —f(x,u)+R =0,i=12..N-1

(3.2.3.2)
burada
h,e¢ -1{+hjl-e ¢
ah, a =0
0 =1 2¢ ah _aih T (3.2.3.3)
h,e¢ -1|-h|l-e ¢
1, ,8,=0
ve lokal kesme hatasi
R, =—/lu,
=g [ a0 -a) ' (X =270 [Vdxe () 3544

[ S 1 UEOIKs, (x £)de
Xi_1 X

seklindedir. Burada

K;,i (X,f) :To(xa é:) _To (Xi - f),

1<i<N-1,
1L,A>0
T,(2) =
o(A) {Qz<a

(3.2.3) sinir sartinda bir yaklagim tanimlamak igin
4
J'O Lug,(x)dx =0

integral 6zdesligi kullamlir. Burada ¢,(X) iistel baz fonksiyonu

(0(()2) (x), Xe (XO7X1)!
®o(X) = (Dr(\ll) (x), X € (Xy_ps Xy)s
0, aksi halde,
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formuna sahiptir. Burada ¢{” (x) ve ¢{’(X) sirasiyla asagidaki problemin ¢oziimiidiir:

gy —aypy =0, X, <X<X,

¢O(XO) :11 q)(Xl) :O,
epy —aypy =0, Xng <X <Xy,
oy (Xy4) =0, o(xy) =1,

Yukaridaki gibi benzer sekilde asagidaki fark bagintis1 yazilabilir:

Coly = 20U, —0Pu, o )+ i, F(O,U,) = LA (3.2.3.5)
Burada
aghy /¢
o0 (9 = {00 (3.2.3.6)
1,a, =0
ayhs /e
oy #0
O (x) =4 N T (3.2.3.7)
la, =0
h
Ky = 1_er:110h1/g - eaNh3/3€ -1 (3238)
ve
r=eA—/yU,

— ¢ [T, - a0 (02 () [ 13y - a0l (0 () (32.3.9)

+ [TF Ou) = £.0,u) ]l 09+ [ [F(6u) = £ (1Luy ) ()

(3.2.3.2) ve (3.23.5)de r ve R, ihmal edilirse, (3.2.1) - (3.2.3) yaklasimi ig¢in

asagidaki fark semasi elde edilir.
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ly;=¢°6, Yui teay. —f(x,y;)=0, (3.2.3.10)

Yo~ Yy =0, (3.2.3.11)
CoYo =62 (05 Yan —05" Yyo) +5o T (0, Yo) = A (3.2.3.12)

burada 6,,6,0") ve x, sirasiyla (3.2.3.3), (3.2.3.6), (3.2.3.7) ve (3.2.3.8)’de

tamimlanmustir. e-diizgiin yakinsakliginin olmasi i¢in (3.2.3.10) - (3.2.3.12) fark semasi

icin [0,1] tlizerinde Shishkin sebeke kullanilmistir. N, 4’¢ boliinen bir tamsay1 olmak
tizere [0,0,] ve [l-o,,1] alt araliklarinin her birinde N/4 sayida ve [0,0,]
[0,.1 —0,] alt araliginda ise N/2 sayida esit aralikli diigiim noktalar1 olusturulur.

Burada sebekenin ince ve kalin kisimlarini ayiran gegis noktalart o, ve o,’yi
- I 71 - I 71
o, =min Z,yl einN¢, o, =min Z,yz einN¢,

alarak olusturulur. Burada g, ve u, Lemma 3.2.2.1°de verilmistir. Pratikte genellikle
o, <<I(i=12) seklindedir. Bu yiizden sebeke [|l—o,,I] ve [0,0,] iizerinde ince,
[o,,1 —0o,] tizerinde kalindir. Bu yiizden [0,0,], [oy,l-0,] ve [l—o,, 1] ayr ayn

h®, h® ve h® adim boyu ile gosterilirse,

()] ()
(h;zh)z%', h®<IN? k=13

IN?<h® <2IN7?

yazilabilir. Boylece
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Xizlh(l), izoala !%1
X =0+ (-1, i=2+1.,N;
Nl oy (- MO, =Bl N;
i~ 2 4 ’ = Thes N
4oy 2(1-0,-0y) 40,
h® :T’h(Z) =) h® =
olur. Oncelikle
02, +@az -bz, =R, i=12.N-1 (3.2.3.13)
,-1, =0, (3.2.3.14)
(02, ~097, .+ bykyz, =T, (3.2.3.15)

fark semasina karsilik gelen z;, =y, —U; yaklasik ¢6zlim hatas1 degerlendirilir.

Burada

5y pod

= % (O’ yo)’

seklindedir. Ortalama deger teoremi ile R, kesme hatasi ve I' igin isimlendirilen Y;, ¥,

noktalar sirasiyla (3.2.3.4) ve (3.2.3.9)’da tanimlanmistir. Ayrik maximum prensibi

kullanilarak
2], .. <B7R],., +(Br)r (3.2.3.16)
esitsizligi kolayca elde edilebilir.

Ayrica, R, hata fonksiyonu ve I igin ilk kismin varsayimlari altinda asagidaki

degerlendirmenin dogru oldugu gortiliir:

IR, <CNTInN, (3.2.3.17)

(k) |F[<CN*InN. (3.2.3.18)
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(3.2.3.17)’nin ispat1 ‘Cakir vd., 2010’ ¢alismalariyla benzerdir. Simdi r kalan terimi
degerlendirilirse, Lemma 3.2.2.1’in diizgiinliik sartlar1 altinda (3.2.3.9) a¢ik ifadesinden,
(3.2.3.18) ‘in sol tarafi igin

dx + j " |u’|dx}

u!

() Jr| < c{q +h, + LO

X ) _Ax XN A _H2X
sCh+h3+Igefdx+ ge ©dx
Xo

XN-1

<C{h +h,+h/e+h,/e},

yazilabilir. Boylece asagidaki temel yakisaklik sonucu verilebilir:

Teorem 3.2.3.1. (3.2.1) - (3.2.3)lin ¢6ziimii u(x) ve (3.2.3.10) - (3.2.3.12)’nin ¢6ziimi

y olsun. O zaman asagidaki hata degerlendirmesi dogrudur:

ly - u||w15N <CN7*InN.

3.2.4. Algoritma ve Niimerik Sonuclar

a) (3.2.3.10) - (3.2.3.12) lineer olmayan problemi ¢dzmek i¢in, sirasiyla asagidaki
iterasyon teknigi kullanilir.

£0y, + ey - (x, yf”‘”)—%(xi, Yy -y )=, (32.4.1)
-y =0, (3.2.4.2)
£y, -0y )+ Ko[ 10,y )+ % 0 yryo - yer )j A, (32.4.3)

n=12,...;y ve 1<i<N-1

verilir.

b) A=1 a(x):l—g,

29



f(x,u) =1+ x*+u+tanhu, 0<x<1.

Ozel problemi ele alinirsa, (3.2.4.1) - (3.2.4.3) algoritmas1 her bir n degeri icin
periyodik faktorizasyon siireci ile ¢ozllmiistiir. Baslangic degerler yi(o) =X —Xi2 ve

durma Kkriteri

max|y;"” - y{" | <10°°
seklindedir.

Kesin ¢06ziim bilinmemektedir. Hesaplanan ¢6ziimiimiizde hatalar1 ve deneysel
yakinsaklik hizlarini elde etmek igin ¢ift sebeke teknigi kullanilmistir. Yani nsayida
nokta i¢in elde edilen yaklagik ¢6ziim 2n sayida olan sebekedeki ¢oziim ile ortak

noktalarda karsilastirilir. Ilk adimda
=~ é&,2N

e; =max|y~" -y,
N

hatalar1 hesaplanir. Burada V‘g'zN

a)ZN :{Xilz =01,....,2N}
sebekesi lizerinde ayn1t metodun ¢éziimiidiir ve
a2 = (% +%,4)/2, 1=0,.,N-1
seklindedir. Daha sonra deneysel yakinsama hizi
PY = In(ef /e )/In 2

seklinde bulunur.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu caligmada fen bilimlerinde, miihendislikte, akiskanlar mekaniginde ve diger bircok
alanda karsilasilan bazi siireglerde singiiler pertiirbe 6zellikli diferansiyel denklemler
icin smir-deger problemlerinin sonlu fark metoduyla yaklasik niimerik sonuglar
incelendi. Singiiler pertiirbe 6zellikli diferansiyel denklemler, yiiksek tiirevler karsisinda
kiiciik bir pozitif parametrenin bulundugu problemler olarak bilinir. Bu problemlerin

¢ozimi igin, belirli kesinlige sahip fark semasimin kurulmasi, bu fark semasinin
hatasinin degerlendirilmesi, ¢’a gore diizgiin yakinsakhigimin p! ile yakinsaklik

hizinin belirlenmesi ve kararliliginin incelenmesi temel amagtir. Oncelikle pozitif kiigiik
bir parametreye bagli singiiler pertiirbe olmus integral sinir sartli problem ele alinarak
problemin ¢6ziimii i¢in fark semasi1 kuruldu. Daha sonra bu problemin asimptotik ve
yaklasik ¢ozlimleri incelendi ve iistel katsayili fark semasi kurularak ¢6ziim algoritmasi
arastirildi. Ele alinan singiiler pertlirbe olmus periyodik sinir-deger problemi igin ise
asimptotik degerlendirmeler yapildi, benzer metotlarda tstel fark semas: kuruldu.
Kurulan sema i¢in hata degerlendirmesi ve yakinsama o6zellikleri ele alindi. Somut bir
ornek tizerinde & ’un farkli degerleri icin elde edilen sonuglar tablo halinde verildi ve

onerilen semanin dogrulugu gosterildi.
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