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ÖZET 

Yüksek Lisans 

LEAVĠTT YOL CEBĠRLERĠNĠN ENDOMORFĠZMA HALKALARININ 

YEREL BĠRĠMLĠLĠK KOġULLARI  

ELĠF BAġAK TÜRKOĞLU 

Erzincan Binali Yıldırım Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

DanıĢman: Dr. Öğr. Üyesi Tufan ÖZDĠN 

  yönlü bir graf,   , herhangi bir cisim      ( )  katsayıları   cisminden alınan 

  grafının Leavitt yol cebirleri,        (  ) ise Leavitt yol cebirlerinin sağ 

modülleri üzerinden oluĢturulan birimli endomorfizma halkası olsun. Bu çalıĢmada 

sol düzgün yerel birimsel halkanın tanımı verilmiĢtir. Ayrıca,   sol ve sağ düzgün 

yerel birimsel halka ise   de düzgün yerel birimsel halka,   morfik ve görüntü-

projektif ise   da sol morfik,   sonlu- dik toplanan  halka ise   de sonlu dik toplanan 

halka oldukları ve son olarak da   değiĢim halkası ise   sonlu- dik toplanan halka ve 

  sonlu-dik toplanan halka ise   nin değiĢim halkası olması gerektiği kanıtlanmıĢtır.  

2021, 37 Sayfa  

Anahtar Kelimeler:  Birimsel Düzgün Halka, Düzgün halka, Endomorfizma halkası,   

Leavitt yol cebirleri. 

 

  



ii 

 

ABSTRACT 

Master Thesis 

LOCALLY UNIT CONDITIONS OF ENDOMORPHISIM RINGS OF LEAVITT 
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Department of Mathematics. 
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Let   be a directed graph,   any field,      ( )  coefficients are Leavitt path 

algebras taken from field,   of the graph   and      (  )  be the  endomorphism 

ring with units formed over the right modules of the Leavitt path algebras. In this study, 

the definition of the left locally unit regular ring is given. In addition, if   is a locally 

unit regular ring,   is a left and right regular local unit ring, if   is morphic and image-

projective,   is also a left morphic, if   is a directly finite ring,   is a directly finite 

ring. Finally, it has been proved that if the   exchange ring is   is a directly finite ring 

and   is a directly finite ring,   must be an exchange ring. 

2021, 37 Pages  

Keywords: Endomorhpsim Ring, Leavitt Path Algebras, Regular Ring, Unit Regular 

Ring. 
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SĠMGELER ve KISALTMALAR 
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    ( )     nin sağ sıfırlayıcısı (annihilator) 

CP(u) u köĢesini baz alan kapalı yolların kümesi 

CSP(u)   köĢesini baz alan bütün kapalı basit yolların kümesi 

  (Yönlü) Graf 

   Grafın köĢe kümesi 

   Grafın kenar kümesi 

  ( ) Katsayıları cisim üzerindeki Leavitt yol cebirleri 

   (  ) Leavitt yol cebirlerinin sağ modülleri üzerinden tanımlı endomorfizma 

halkası 

  Birimli    (  ) halkası 

   Ġdeal 

    DeğiĢmez Baz Sayısı 

      fonksiyonunun görüntü kümesi 

  Cisim 

       fonksiyonun çekirdek kümesi 

 ,     - Laurent polinom halkası 

  Modül 

  Alt modül 

 ( ) Birimsel elemanlar kümesi 

  Direkt toplam 
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1. GĠRĠġ 

  bir halka ve     ise tam sayılar olmak üzere   halkasından oluĢturulan serbest sol R- 

modül olarak eğer   
     

  olduğunda     oluyorsa   halkasına DeğiĢmez Baz 

Sayısı (IBN) özelliğine sahip halka denir. DeğiĢmeli halkalar, bölüm halkaları, zincir 

koĢuluna sahip olan halkalar değiĢmez baz sayısı özelliğini sağlamasına rağmen keyfi   

cismi üzerindeki   vektör uzayı üzerinden oluĢturulan        ( ) halkası için   

    olup       ( ) halkasının değiĢmez baz sayısı özelliğine sahip olmadığı 

kanıtlanmıĢtır. Bunun üzerine 1962 yılında W. G. Leavitt tarafından değiĢmez baz 

sayısı özelliğine sahip olmayan halkalar ve modüller incelenmiĢ ve  „Her       ve 

bir   cismi için     
       

   olacak biçimde bir   (   )  - cebri vardır‟ teoremi 

de ispatlanmıĢtır. Ayrıca Leavitt tarafından bir   cismi ve        için      

      ve ∑   
 
         olmak üzere *                + elemanları tarafından 

üretilen   (   ) birimli Leavitt     cebiri de tanımlanmıĢtır. 

 Ehrlich‟ in 1968 yılında yazmıĢ olduğu çalıĢmasında birimli von Neumann düzgün 

  halkasının bağımlı halka olduğunu elde etmiĢtir.  

Henriksen, 1973 yılında yazmıĢ olduğu çalıĢmasında bağımlı halkalarında düzenli halka 

olabileceğini göstermiĢtir.  

Ehrlich‟in 1976 yılında yazdığı çalıĢmasında ise herhangi bir birimli   halkasının  von 

Neumann düzgün halka olması için gerek ve yeter koĢulunun   halkasının sol morfik ve 

düzenli halka olması gerektiğini ispatlamıĢtır.  

Goodearl‟ ün 1979 yılında  “von Neumann Regular Ring” adlı çalıĢmasında von 

Neumann düzgün halkalarının genel özellikleri incelenmiĢtir.  

G. Abrams ve G. Aranda Pino tarafından 2005 yılında sıra sonlu graflar için katsayıları 

herhangi bir   cismi üzerindeki Leavitt yol cebri tanımı verilmiĢtir.  

 Ara, Moreno ve Pardo tarafından 2007 yılında yazılan “ Non Stable K-Theory for 

Graphs” adlı makalesinde ise   ( ) üzerinden sonlu üretilmiĢ projektif modüllerinin 

izomorfizma sınıflarının monoid  (  ( )) nin ideallerinin latisleri ile   ( ) nin 

dereceli ideallerinin latisleri arasında izomorfizmanın var olduğu gösterilmiĢtir.  

Abrams ve Pino‟ nun 2008 yılında ise yönlü bir    grafı üzerinde katsayıları herhangi 

bir   cisminden alınan Leavitt yol cebirleri   ( )  tanımlanmıĢtır. 
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 G. Aranda Pino ve K. M. Rangaswamy 2010 yılında herhangi bir Leavitt yol 

cebirlerinin düzenlilik koĢullarını inceleyip bu konu hakkında temel tanım ve teoremlere 

yer vermiĢlerdir.  

Gene Abrams ve Aranda Pino‟nun 2010 yılında yazdıkları “Chain Conditions of Leavitt 

Path Algebras “ adlı çalıĢmasında sıra sonlu graf üzerindeki Leavitt yol cebirlerinin 

Artinian ve Noetherian olma koĢulları incelenmiĢtir.  

Abrams ve Rangaswamy tarafından 2010 yılında ele alınan “Regularity Conditions for 

Arbitrary Leavitt Path Algebras” adlı çalıĢmasında devirli olmayan herhangi bir   grafı 

için   ( ) nin   cismi üzerindeki sonlu matris halkalarının sonlu dik toplamına 

izomorf olduğu gösterilmiĢtir.  

M. Tomforde, 2011 yılında katsayıları birimli ve değiĢmeli keyfi   halkasından alınan 

sıra-sonlu bir   grafı üzerindeki   ( ) Leavitt yol cebirlerini incelemiĢ ve   ( ) nin 

basit olabilmesi koĢullarını vermiĢtir. 

 H. Larki tarafından 2012 yılında   ( ) Leavitt yol cebirlerini sayılabilir graflara 

geniĢletilmiĢ; ayrıca   ( ) nin asal ve ilkel halka olması ile asal ve ilkel ideal yapıları 

karakterize edilmiĢtir. 

 G. Aranda Pino, K. M. Rangaswamy ve M. Siles Molina ise 2015 yılında Leavitt yol 

cebirlerinin endomorfizma halkalarını incelemiĢler; bu halkalarla ilgili genel tanım ve 

teoremlere yer vermiĢlerdir.  

 Bu tezde katsayıları keyfi   cismi üzerinde olan      ( ) olarak gösterdiğimiz 

Leavitt yol cebri ve Leavitt yol cebirlerinin sağ   ( ) modülleri üzerinden oluĢturulan 

  olarak adlandırılan endomorfizma halkası için,   düzgün yerel birimsel halka ise   

nin de düzenli yerel birimsel halka,   morfik ve görüntüleri projektif ise   nin sol 

morfik,   halka ise   ve son olarak   değiĢim halka ise   sonlu- dik toplanan halka ve 

  sonlu- dik toplanan halka   nin değiĢim halkası, oldukları gösterilmesi amaçlanmıĢtır. 

Bu tez beĢ bölümden oluĢmaktadır. GiriĢ bölümünden sonraki Kuramsal Temeller 

bölümünde tez çalıĢmasında kullanılacak olan temel tanım ve teoremlere, Leavitt 

cebirlerinin ve katsayıları cisim üzerindeki Leavitt yol cebirlerinin temel tanımları 

verilmiĢ, özellikleri incelenmiĢtir. Yöntem bölümünde Leavitt yol cebirlerinin 

endomorfizma halkaları ile ilgili tanım ve teoremlere yer verilmiĢtir. AraĢtırma 

Bulguları bölümünde ise sol düzgün yerel birimsel halkanın tanımı,   düzgün yerel 

birimsel halka olması durumunda elde edilen sonuçlar verilmiĢtir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER  

2.1. Halka ve Modül Teori 

Tanım 2.1.1.   boĢtan farklı bir küme ve     ile       üzerinde tanımlı iki ikili iĢlem 

olsun. AĢağıdaki Ģartlar sağlanıyorsa (     ) cebirsel yapısına halka denir.  

i. (   ) bir komutatif gruptur. 

ii.   kümesi, “.”iĢlemine göre birleĢme özelliğine sahiptir.          için; 

 

  (   )    (   )          (2.1) 

sağlanır. 

iii.   kümesinde     iĢleminin      iĢlemi üzerinde soldan ve sağdan dağılma 

özelliği vardır.          için; 

  (     )    (   )    (   )    (     )     (   )    (   )  (2.2) 

sağlanır. 

Bir   halkası üzerinde     iĢlemi değiĢmeli ise           için         ise   

halkasına değiĢmeli halka denir (Atiyah vd.; 1994). 

 Eğer her      için,             olacak Ģekilde       varsa   halkasına birimli 

halka denir. R bir halka     alt kümesi,   halkası üzerindeki ikili iĢlemlere göre bir 

halka ise   halkası   halkasının alt halkası olarak adlandırılır. I   R alt halkası      

koĢulu sağlanıyorsa sol ideali,       Ģartını sağlıyor ise sağ idealidir. Hem sol hem de 

sağ ideal olma Ģartları sağlanıyorsa ideallere iki yanlı ideal denir (Atiyah vd., 1994). 

Tanım 2.1.2. Birimli ve değiĢmeli   halkasının       elemanı için      ise 

x   elemanına   halkasının sıfır bölen elemanı denir ve   halkasının sıfırdan farklı 

sıfır bölen elemanı yoksa   halkası tamlık bölgesi olarak adlandırılır (Atiyah vd., 1994). 
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Tanım 2.1.3. DeğiĢmeli   halkasının       olacak biçimde     elemanına 

idempotent eleman denir (Matej, 2014). 

Tanım 2.1.4.   bir halka olsun. Eğer her   *      +    sonlu alt kümesi için, 

        olacak Ģekilde bir     idempotent elemanı varsa,   halkası yerel birimlere 

sahiptir denir. Yani, her      için            olacak Ģekilde bir       varsa, e 

elemanına   alt kümesi için birimsel elemanı denir (Abrams vd., 2017). 

Tanım 2.1.5.   halkası           olacak Ģekilde   sıfırdan farklı ortogonal 

idempotentlerin kümesini içeriyorsa yeterli idempotentlere sahiptir denir (Abrams vd., 

2017). 

Tanım 2.1.6.   bir halka ve *      + , (   ) toplamsal grubunun bir alt gruplar 

ailesi olmak üzere aĢağıdaki Ģartlar sağlanıyorsa   halkasına  -dereceli denir (Abrams 

vd., 2017). 

i) Her          için           

ii) Abelyan grup olarak,          dir 

Tanım 2.1.7.   birimli bir halka olmak üzere     için          olacak biçimde 

    mevcutsa   elemanına R halkasının birimsel elemanı denir ve   halkasının tüm 

birimsel elemanlarının kümesi   ( ) ile gösterilir (Ehrlich, 1968). 

Tanım 2.1.8.   bir halka olsun.     için         olacak biçimde bir      

mevcutsa   elemanına düzgün eleman denir.   halkasının her elemanı düzgün ise   

halkasına von Neumann düzgün halka denir (Goodearl, 1979). 

Tanım 2.1.9.   bir halka olmak üzere her      için         olacak Ģekilde birimsel 

      varsa,    elemanına düzgün birimsel eleman denir.   halkasının her elemanı 

düzgün birimsel eleman ise   halkasına düzgün birimsel halka denir (Ehrlich, 1968). 

Tanım 2.1.10.   bir halka ve        olmak üzere        iken        ise,   ye 

Dedekind sonlu halka denir (Lam, 2001). 

Önerme 2.1.1.   bir halka ve       olsun. Bu durumda aĢağıdakiler denktir. 

i.        (    ) olacak biçimde   
         vardır. 
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ii. (    )   (    )   halkasının Jacobson radikalinin elemanı olacak biçimde 

      ve          vardır. 

iii.           (    ) olacak Ģekilde   
          vardır. 

iv. (    )     (     ) olacak biçimde            vardır (Nicholson, 1977).  

Ġspat: ( )  (  )  Kabul edelim ki;        (    ) olacak Ģekilde   
         

mevcut olsun.       için       (    ) olması durumunda        (    ) 

     dir. Böylece     (    )(   )olup    (    )     için; (    )  

  (    )   ,   halkasının Jacobson radikalinin elemanıdır. 

(  )  (   )  Kabul edelim ki; (    )   (    )   ,   halkasının Jacobson 

radikalinin elemanı olacak biçimde     ve    
          olsun. (    )  

 (    )   halkasının Jacobson radikalinin elemanı   ((   )   (   ))    

 (   )    tersinir olup     için    (   (   ))       (   )     

 (   ) olacağından       (   ) olur. 

(   )  (  )  Kabul edelim ki;       (   )olacak biçimde            olsun. 

      (    )olduğundan        için       (   )    olup      

   için     (   )   olarak alınırsa;     (   ) (   )   (   ) elde 

edilir. 

(  )  ( )       (   ) olacak biçimde            mevcut olsun.        

    için      olduğundan           dir. O halde;        ve      (   ) 

için                (   )  (   )   (    ) elde edilir 

(Nicholson, 1977). 

Tanım 2.1.11.   bir halka olsun. Eğer   halkasındaki her halka Önerme 2.1.1. deki 

denklik Ģartlarından birini sağlıyor ise   ye sol değiĢim halkası denir. Ayrıca değiĢim 

halkaları sağ ve sol simetrik halkalar olduğundan bu halkalara değiĢim halkaları denir ( 

Nicholson, 1977). 

Teorem 2.1.1.   birimli olması gerekmeyen bir halka olsun.   halkasının değiĢim 

halkası olması için gerek ve yeter koĢul her     için             olacak 

Ģekilde  ,     ve        mevcut olmasıdır (Ara, 1997). 
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Tanım 2.1.12.   ve   iki halka ve       bir fonksiyon olsun. Eğer        için; 

i.  (   )   ( )   ( ) 

ii.  (  )   ( ) ( ) 

ise   fonksiyonuna,   den   ye bir halka homomorfizması denir. Eğer        ise 

  fonksiyonuna halka endomorfizması denir.   nin tüm endomorfizmalarının kümesi 

   ( ) ile gösterilir ve bu fonksiyonlarının toplama ile birleĢme iĢlemleriyle bir 

halkadır. Bu halkaya    nin endomorfizma halkası denir. (Lam, 1999). 

Tanım 2.1.13.    ve   iki halka ve       bir halka homomorfizmi olsun. 

    ( )  *     ( )    +  kümesine   fonksiyonunun çekirdeği denir 

(Hungerford, 2000). 

Tanım 2.1.14.   ve   iki halka ve       bir halka homomorfizmi olsun.   ( )  

* ( )    +    kümesine   halkasının   fonksiyonu altındaki resmi veya 

  fonksiyonunun görüntüsü denir (Hungerford, 2000).  

Tanım 2.1.15. Bir   halkası ve     tamsayıları için sol    modül olmak üzere 

  
     

  iken      oluyorsa   halkasına değiĢmez baz sayısına sahip halka denir 

ve IBN olarak gösterilir. (Lam,1999) 

Tanım 2.1.16.   bir halka ve (   ) bir toplamsal grup olsun. (   )     ile tanımlı 

      dönüĢümü her           ve           için aĢağıdaki Ģartları 

sağlarsa,   ye bir sağ  -modül denir ve    ile gösterilir. 

i. (     )          

ii.  (     )          

iii. (   )    (    ) (Matej, 2014). 

       modül tanımı da benzer Ģekilde yapılabilir.   halkası birimli bir halka olmak 

üzere her     için        Ģartı sağlanıyorsa   ye birimsel sağ  -modül denir.   

halkası toplamsal grup ve   halkası üzerindeki çarpma iĢlemi modül çarpımı olarak 

dikkate alındığında,   halkası kendi üzerinde hem sağ hem de  sol    modül olur 

(Matej, 2014). 
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Tanım 2.1.17.   bir halka,   bir sağ     modül ve  ,   nin boĢ olmayan bir alt 

kümesi olsun.  ,   nin toplamsal alt grubu olmak üzere her    , her     için 

     oluyorsa   ye   modülünün alt modülü denir ve     ile gösterilir (Matej, 

2014).  

Tanım 2.1.18.   bir          olsun.   *      + olacak Ģekilde bir      

mevcutsa    - modülüne devirli          denir ( Kasch,1982). 

Tanım 2.1.19.   bir sağ     modül olsun.     için     ( ) ile gösterilen 

*        + kümesine   nin sağ sıfırlayıcısı, benzer Ģekilde     için 

    ( ) ile gösterilen *        + kümesine   nin sol sıfırlayıcısı denir 

(Lam,1999). 

Tanım 2.1.20.    ve    sağ     modüller için        dönüĢümü 

i. Her         için  (     )   (  )   (  ) 

ii. Her     ve     için  (  )   ( )  

Ģartları sağlıyorsa   dönüĢümüne         homomorfizması denir (Matej, 2014). 

Tanım 2.1.21.   bir halka,   birimli ve değiĢmeli bir halka olmak üzere,   birimsel sağ 

   modül ve             için  (  )   (  )  (  )  ise   halkasına bir  -

cebir denir (Matej,2014). 

Tanım 2.1.22.   bir halka,  , bir    modül olsun.             nin   alt modülleri 

ve       için    (                )  * + oluyorsa           ,    

alt modülüne,     ,    alt modüllerinin direkt toplamı denir ve            

    ile gösterilir (Lam,1999). 

Tanım 2.1.23.   bir halka olsun.        olacak Ģekilde   halkası verilsin.  

          ,        ,        olacak Ģekilde toplamsal       alt grubu varsa   

halkasına   halkasının köĢe halkası denir (Lam, 2006). 

Teorem 2.1.2.   bir halka olsun.   idempotent olmak üzere   halkasının köĢe halkası , 

    biçimindedir (Lam, 2006). 
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Tanım 2.1.24.   bir modül olsun. Her       ( ) için eğer    ( ),   nin bir dik 

toplanan ise   modülüne çekirdek-direkt modül; eğer   ( ),   nin bir dik toplanan ise 

  modülüne görüntü-direkt modül denir (Nicholson ve Campos , 2005). 

Teorem 2.1.3.  Bir morfik modülünün çekirdek-direkt modül olması için gerek ve yeter 

koĢul görüntü-direkt olmasıdır (Nicholson ve Campos , 2005) . 

Önerme 2.1.2.  ,   halkası üzerinde bir sağ    modülü olsun.   modülünün her 

endomorfizmalarının hem görüntüsü hem de çekirdeği   nin dik toplananı ise   nin 

endomorfizma halkası von Neumann düzgün halkadır (Pino vd., 2015). 

Ġspat:   bir yönlü graf ve  ,   grafının içindeki sonlu olmayan bir graf olsun.   bir yol 

grafı olduğu için her     için  (  )     ve  (  )   (    ) olacak Ģekilde bir 

           dir. Ayrıca   kendisi üzerinden bir sağ    modül olduğundan 

  ( 
 

   
)    dik toplamı Ģeklinde yazılan     alt modülünü,     alt modülü için 

      dik toplamını ve son olarak da *         
         +   kümesi 

tarafından üretilen   ∑ (         
 )  

     olacak Ģekilde   nin bir alt modülünü 

alalım.    ,        ve      için          olarak yazılırsa       dır 

(Pino vd., 2015). 

Tanım 2.1.25.   bir halka olsun. Her bir       için         olacak Ģekilde 

      mevcut ise   halkasına bağımlı halka denir (Henriksen,1973) . 

 Tanım 2.1.26.   bir halka olsun. Eğer   nin her sonlu   alt kümesi ve   idempotenti 

için       oluyorsa   halkasına yerel birimsellere sahip halka denir (Abrams ve 

Rangaswamy, 2010). 

Tanım 2.1.27.   bir halka olsun.   halkasının her   elemanı için     idempotenti 

      ve  ,        elemanları           ve       olacak Ģekilde bir 

mevcut ise   halkasına birimsel halka denir. 

Tanım 2.1.28.   yerel birimlere sahip bir halka olsun. Her      ,   idempotenti ve   , 

  yerel tersleri için                    ve       oluyorsa   halkasına 

yerel birimli halka denir (Abrams ve Rangaswamy, 2010). 
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Tanım 2.1.29.   birimli bir halka olsun. Her  ,     için      olduğunda      

oluyorsa   halkasına sonlu dik toplanan halka denir (Vas, 2015). Bu tanım birimli 

olmayan fakat yerel birimsel elemanlara sahip   halkası için aĢağıdaki gibi ifade edilir. 

Tanım 2.1.30. Yerel birimsellere sahip bir   halkası ve her bir        için      

   ve         olacak biçimde     idempotenti için      olduğunda      

oluyorsa   halkasına sonlu-dik toplanan halka denir (Vas, 2015). 

Tanım 2.1.31.   sağ    modül ,      ( )   olsun.   nin yalnız tek herhangi bir 

elemanının   nin içindeki görüntüsü   nin dik toplananı ise   modülüne   Rickart 

(dual- Rickart) modül denir. (Lee ve Tariq, 2011). 

Teorem 2.1.3.   bir halka olsun.    modülünün  d- Rickart modül olması için gerek ve 

yeter koĢul   halkasının düzgün halka olmasıdır (Lee ve Tariq, 2011). 

Tanım 2.1.32.     modül endomorfizmasının elemanı olsun.         ( ) ve 

      ( ) ve    ( )     olacak Ģekilde      ( ) mevcutsa   nin   ,   

modül endomorfizmasına morfik denir. Eğer   modülünün her endomorfizması morfik 

ise   modülüne morfik modül denir.   bir halka ve     olsun. Eğer         

olmak üzere sağ çarpımları morfik endomorfizması ise   halkasına sol morfik denir. 

BaĢka bir deyiĢle,  
 

  
     ( ) dır. Eğer R halkasının her elemanı sol morfik (    sol 

morfik modül) ise   halkasına sol morfik halka denir (Nicholson ve Sanchez, 2005).  

Tanım 2.1.33.   bir halka olsun.   sonlu kümesi ve     modül olarak R   

izomorfizması için herhangi bir   sol  - modülünün              dik 

ayrıĢımları  verildiğinde     (      ) olması durumunda her zaman       ise 

  halkasına (sol) değiĢim halkası denir (Crowley ve J‟onnson,1980).  
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Tanım 2.1.34. Her            modül epimorfizması ve her          modül 

homomorfizması için aĢağıdaki (ġekil 2.1.) de görülen diyagram değiĢmeli olacak 

biçimde  ̅        modül homomorfizması mevcut ise  ‟ ya    projektif modül 

denir (Anderson ve Fuller,1992). 

 

ġekil 2.1. Projektif modül diyagramı (Anderson ve Fuller,1992) 

Tanım 2.1.35.   bir halka olsun. Eğer   halkasının her sağ(sol) esas ideali projektif 

   modül ise   halkasına sağ(sol) Rickart halka denir. Bir   halkası hem sağ hem de 

sol Rickart halka ise   halkasına Rickart halka denir (Maeda,1960). 

Teorem 2.1.4.   bir halka olsun.   halkası sağ(sol) Rickart halkadır ancak ve ancak 

  halkasının her elemanının sağ( sol) sıfırlayanı bir  ‟ nin idempotenti tarafından 

üretilir (Maeda,1960).  

Tanım 2.1.36.   bir halka,   bir sağ     modül ve       ( ) olsun. Her     

için     
 ( )      

 (   )     olacak biçimde         mevcutsa    modülüne 

Rickart modülü denir (Agayev vd.; 2012). 

2.2. Graf Teori 

Tanım 2.2.1.  Bir   grafı    ile gösterilen nokta kümeleri ile bu nokta kümelerini 

birbirine bağlayan ve    ile gösterilen, kenar adı verilen elemanlardan oluĢan kümeye 

denir ve      (     ) ile gösterilir (Raeburn, 2005). 

Tanım 2.2.2.   (         ) yönlü grafı,        kümeleri ve        

   dönüĢümlerinden oluĢur.    ‟ ın elemanlarına köĢeler     ‟ in elemanlarına ise 

kenarlar olarak tanımlanmaktadır. Herhangi bir      kenarı için  ( )‟ye   kenarının 

kaynağı ve  ( ) ye de   kenarının menzili adı verilmektedir (Abrams vd., 2017). 
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 Bir       kenarı ve        köĢeleri için  ( )    ve  ( )    ise   kenarının 

yayıcısı   köĢesi,   kenarının alıcısı w köĢesidir. Herhangi iki          kenarları için 

 (  )   (  ) oluyor ise       kenarlarına komĢu kenarlar denir (Abrams vd., 2017).  

Tanım 2.2.3. Bir   köĢesi için    ( ), kaynağı   olan kenarların kümesi ve    ( ) ise 

menzili olan kenarların kümesidir. Eğer bir   köĢesi herhangi bir kenar yaymıyorsa 

baĢka bir ifadeyle    ( )    ise   köĢesine batak,   köĢesi hiç kenar almıyor yani 

   ( )    durumunda ise   köĢesine kaynak denir (Abrams vd ., 2017). 

Örnek 2.2.1. AĢağıda verilen E grafında          ve    köĢeleri birer batak, u köĢesi 

ise kaynaktır ( ġekil 2.2.). 

    

 

ġekil 2.2. Yönlü graf (Abrams vd., 2017) 

Ayrıca,  (  )    , (  )    ,  (  )      (  )   (  ) ,    ( )  *        +  , 

   ( )    ,     (  )  *     + ,  
  (  )  *  +  ,  

  (  )  *  + ,  
  (  )    

   (  ) ,    (  )  *  + ,    (  )   ,    ( )  *  + ,    (  )   ,     (  )  

*  + dir (Abrams vd., 2017). 

Tanım 2.2.4. Bir grafta bir köĢe sonsuz kenar yayıyorsa yani bir    köĢesi 

için     ( )    ise bu   köĢesine sonsuz yayıcı denir. Graftaki bir    köĢesi batak 

veya sonsuz yayıcı ise bu köĢeye tekil köĢe, aksi durumda ise   köĢesine düzgün köĢe 

adı verilir. Bir   grafı sonsuz yayıcı içermiyorsa bu grafa sıralı sonlu graf denir 

(Abrams vd., 2017).  
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Örnek 2.2.2.  (ġekil 2.3.) de verilen   grafı için   köĢesine sonsuz kenar geldiğinden   

köĢesi sonsuz yayıcıdır ve dolayısıyla tekil köĢedir.   köĢesi ise sonlu kenar 

yaydığından düzgün köĢedir. Bu nedenle   grafı sonlu ve sıra sonlu olmayan bir graftır 

(Abrams vd., 2017). 

 :  

 

ġekil 2.3. Sıra sonlu graf (Abrams vd., 2017) 

Tanım 2.2.5. Bir   grafındaki                kenarları için  (  )   (    )  (  

           ) olacak Ģekilde oluĢturulan           dizisine yol denir. Burada 

 ( )   (  )  ve  ( )   (  ) dir. Bir   yolunun içerdiği kenar sayısı   yolunun 

uzunluğunu verir ve  ( ) ile gösterilir. Bir   yolunu oluĢturan kenar sayısı sonsuz 

sayıda ise   yoluna sonsuz uzunluklu yol denir. Bir   grafındaki tüm yolların kümesi 

    ( ) ile gösterilir. Ayrıca bir graftaki tüm köĢeler sıfır uzunluklu bir 

yoldur.     ( ) kümesinde     olmak üzere           ve           

yolları için   yoluna   yolunun baĢlangıç alt yolu adı verilir (Abrams vd., 2017). 

Tanım 2.2.6.   uzunluktaki bir           yolu için  ( )   ( )    oluyor ise   

yolu kapalı yol,   köĢesi de kapalı yolun bazı olarak adlandırılır ve   köĢesini baz alan 

kapalı yolların kümesi   ( ) ile gösterilir. Kapalı bir           yolu     iken 

   (  )    özelliğini sağlıyorsa   yolu   köĢesini baz alan kapalı basit yol denir ve   

köĢesini baz alan bütün kapalı basit yolların kümesi    ( ) ile gösterilir. Her kapalı 

basit yol bir kapalı yoldur (Abrams vd., 2017). 

Tanım 2.2.7.            yolu için  ( )   ( )    ve her bir     için  (  )  

 (  ) oluyorsa   yoluna   köĢesini baz alan döngü adı verilir. Döngü içermeyen grafa 

çevirimsiz graf veya diğer adıyla devirli olmayan graf denir . Bir           yolu 

için  ( )   (  ) (     )  ve       olacak biçimde bir      kenarı mevcutsa   

kenarına    yolunun çıkıĢı denir. (Abrams vd., 2017). 
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Tanım 2.2.8.  Bir   grafında her kapalı basit yol bir çıkıĢ içeriyorsa bu   grafı   

koĢulunu sağlıyor denir. Eğer   grafındaki tüm köĢeler ya hiçbir kapalı basit yolun bazı 

değil ya da birden fazla kapalı basit yolun bazı ise   grafı   koĢulunu sağlar. Bu 

durumda   koĢulunu sağlayan bir graf her zaman   koĢulunu da sağlar denir (Abrams 

vd; 2017). 

Örnek 2.2.3.   köĢeli sonlu satır graf için genellenirse yani (ġekil 2.4.) de görülen bir 

     grafı için,  

    

 

ġekil 2.4.   köĢeli satır sonlu grafı  (Abrams vd., 2017) 

    grafının köĢe kümesi    
  *       + , kenar kümesi    

  *       + ve her 

bir    (         ) için  (  )     ve  (  )       dir (Abrams vd., 2017). 

Örnek 2.2.4. (ġekil 2.5.) de görülen tek düğüm grafına göre   
  * + ,    

  * + ve  

 ( )     ( ) dir (Abrams vd; 2017). 

  : 

 

ġekil 2.5. Tek düğüm grafı (Abrams vd., 2017) 

Örnek 2.2.5. (ġekil 2.6.) da görülen tek bir   köĢesi ve     ile gösterilen   tane 

düğümden oluĢan   yapraklı gül grafına göre,    
  *       + ,    

  *       + 

ve her bir     (         ) için  (  )      (  ) dir (Abrams vd., 2017). 

 

ġekil 2.6.  - yapraklı gül grafı (Abrams vd., 2017) 
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2.3. Leavitt Cebiri 

Tanım 2.3.1.   herhangi bir cisim     herhangi bir tam sayı olsun. Bu durumda 

(   ) tipindeki Leavitt    cebiri   (   ) olarak gösterilir ve 

  〈                 〉 〈(∑     
 
 )                〉 olarak tanımlanır (Abrams vd., 

2017). 

2.4.Katsayıları Cisim Üzerindeki Leavitt Yol Cebirleri 

Tanım 2.4.1.   bir cisim ve   bir yönlü graf olacak biçimde   grafı üzerindeki yol    

cebiri aĢağıdaki bağıntılarla birlikte    ve    kümeleri tarafından üretilen yani  ,    

   -  olan bir  - cebiridir. 

(A1) Her        için,           , 

(A2) Her     için  ( )      ( ) 

Bu yol   cebiri  ( ) ile gösterilir (Abrams vd., 2017). 

Tanım  2.4.2.   (         ) bir yönlü graf olmak üzere, (  )  *  
     

  + kümesi ve   ,    dönüĢümleri,         ,         ,   (  
 )   (  ) ve   (  

 )  

 (  )  olmak üzere   ̂=(      (  )       ) ile tanımlanan grafa,   grafının 

geniĢletilmiĢ grafı denir.    reel kenarların kümesi, (  )  kümesi ise gölge kenarların 

kümesidir.         yolu için p* gölge yolu,      
    

  Ģeklindedir (Abrams vd., 

2017). 

Örnek 4.1.1. AĢağıda verilen   ̂ grafı geniĢletilmiĢ graftır (ġekil 2.7. ). 

 

ġekil 2.7. GeniĢletilmiĢ graf (Abrams , 2017) 
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Tanım 2.4.3.   bir cisim ve   keyfi bir graf olsun.   grafının Leavitt yol cebiri, 

katsayıları    cisminde olan,   ,    ve (  )  kümeleri tarafından üretilen yani   ,    

    (  ) - olan ve aĢağıdaki Ģartları sağlayan bir         dir. Bu   cebiri 

  ( ) ile gösterilir.  

(A1) Her          için             

(A2) Her      için   ( )      ( ) ve   ( )         ( )  

(CK1) Her           için    
        (  ) 

(CK2) Her düzgün      için   ∑    
*      ( )  +  

 ; *       + ortogonal idempotent çifti ve *     
      + kümesi ile (1) ile (4) 

koĢulları gerçekleyen bir K- cebiri ise bu durumda her      için  ( )     ve her 

     için  ( )     ve  (  )      olacak biçimde bir      ( )    cebir 

homomorfizması mevcuttur (Abrams vd., 2017). 

Tanım 2.4.4.   grafının Leavitt yol cebiri,   ̂geniĢletilmiĢ grafı üzerinde, Cuntz-Krieger 

bağıntıları olarak adlandıran (CK1) ve (CK2) bağıntılarını sağlayan bir yol   cebiridir 

(Abrams vd., 2017). 

Teorem 2.4.1.   bir graf ve     olsun. Leavitt yol cebirlerinden alınan (   ) elemanı 

bir idempotenttir. 

Ġspat: (CK1) koĢulundan, 

(   ) (   )   (   )     ( )             (2.3) 

sağladığı için Leavitt yol cebirlerinden alınan    elemanı bir idempotenttir ve   ( ) de 

köĢelerin kümesi de ortogonal idempotentlerin bir kümesini verir (Abrams vd., 2017).  
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Örnek 2.4.2. ġekil 2.8.‟ deki (CK1) ve (CK2) koĢullarını sağlayan Leavitt yol cebirine 

göre; 

 

ġekil 2.8. (CK1) ve (CK2) koĢullarını sağlayan Leavitt yol cebiri  (Abrams, 2017) 

Örnek 2.4.3. Katsayıları   cismi olan     tipindeki     ( )  matris cebiri için 

aĢağıdaki graf verilsin (ġekil 2.9.). Bu durumda,         ( ) matris cebirindeki    inci 

satır ve     inci sütun hariç diğer girdileri   olan birimsel matris olmak üzere 

     ( )       ( ),       ,     (   )  ve    
    (   ) olarak tanımlanan 

dönüĢüm ile    ( )     ( ) dir (Abrams vd., 2017). 

 : 

 

ġekil 2.9.     tipindeki matris cebri (Abrams vd., 2017) 

Örnek 2.4.4.  Tek düğümlü bir    grafı verilsin ve  ,     -  Laurent polinom halkası 

olsun (ġekil 2.10.). 

      

 

ġekil 2.10. Tek düğüm grafı (Abrams vd., 2017) 
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 Bu grafta yani (Bkz. ġekil 2.10.) da,     (    )   ,     - ,     ,      ve  

       olarak tanımlanan dönüĢüm ile    (    )   ,     - dir (Abrams vd., 2017). 

Örnek 2.4.5.        için     grafı  verilsin (ġekil 2.11.). 

 

ġekil 2.11.  -yapraklı gül grafı (Abrams vd., 2017) 

Bu grafta,     (    )    (   ),    ,       ve   
     ile tanımlanan 

dönüĢüm ile   (  )    (   ) dir (Abrams vd., 2017). 

Örnek 2.4.6. Sonlu olmayan saat grafı verilsin (ġekil 2.12). 

 

ġekil 2.12. Sonlu olmayan saat grafı (Abrams vd., 2017) 

   sonlu olmayan kenar yayan bir yayıcı köĢe,     
   ( ),   ( ) nin sayılabilir 

sonsuz kopyalarının dik toplamı ve     ∏    
 
       olsun. 

    (  )      
   ( )      fonksiyonu için  ( )     ,  (  )  (   ) ,  (  )  

(   )  ve  (  
 )  (   )  verilsin.  (   )   (  ) olacak biçimde herhangi bir    

kenarı için;  

 (   )   ( ) (  )     (   )  (   ) (   )  (   )   (  )  (2.4) 

Dolayısıyla   (  )      
   ( )      dir (Abrams vd., 2017). 

Önerme 2.4.1.   bir graf   herhangi bir cisim olsun.     ;          için   ( ) nin 

her bir elemanı      formundadır ve 
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i)     ve      için     veya 

ii)                              ,   ,       ve      olacak biçimde 

           
     

  Ģeklindedir.    ve  ,    köĢesinde   uzunluklu yollardır veya 

          ve             yollarından en az biri   dan büyük uzunluktadır 

(Abrams vd., 2017). 

Ġspat: Her          (  )  olacak biçimde         elemanını ele alalım.     

ise       için     (i) formunda,       veya    (  )  için ise     (ii) 

formundadır.  Her          (  )  olmak üzere              elemanındaki 

    için iki formdan biri Ģeklinde yazılabildiğini kabul edelim         olacak 

Ģekilde          elemanı üzerinden indirgeme bağıntısını kullanırsak; 

1. Durum:       için       olsun.            ise                (i) 

formunda yazılır.            ise             (  )         (  )
   veya 

       
  (  )  için        

      (  )  
        (  )

  
  olduğundan   (ii) 

formunda yazılır. 

2. Durum: Her          ve       için              
     

  olsun.   elemanı 

için aĢağıdaki durumlara bakacak olursak; 

2.1.       için         ve     olsun. Öyleyse     olmalı ve   

                 (   )        (ii) Ģeklinde yazılabilir. 

2.2.       için         ve     olsun.    
       

  (   )        (   )   
  

olduğundan         (   )          
     

  (ii) formunda yazılır. 

2.3. Kabul edelim ki;       için         ve     olsun. Bu durumda,     

olmalıdır ve              (ii) Ģeklinde yazılır. 

2.4.       için         ve     olsun. (CK1) koĢulundan    
         

 (  ) dir. 

2.4.1.     ve     ise         
 (  ) (i) formunda yazılır. 

2.4.2.     ve     ise         
  (   )  (  )

        (ii) formunda yazılır. 
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2.4.3.     ise         
  (   

)  (  )
          

     
  (ii) Ģeklindedir. 

2.5.       için        
  ve     olsun. Bu durumda,     olur ve   

   (   )  (  )
         

  (ii) formunda yazılır. 

2.6.       için        
  ve     olsun.      (   

)  (  )
          

     
   

  (ii) 

formundadır (Abrams vd., 2017). 

Önerme 2.4.2.   bir graf olsun. 

i)    sonlu ve   tane köĢe içeriyorsa,   ( ) birimli bir  -cebiridir ve birimi  

  ∑   
 
    dir. 

ii)    sonsuz ise   ( ) yerel birimlere sahiptir (Abrams vd., 2017). 

Ġspat: (i);    sonlu olsun.  ∑   
 
    nin   ( )  için birim olduğunu gösterelim. Her 

      için (∑   
 
   )   ∑   

 
      ∑      

 
       ve her     

  için Leavitt  yol 

cebiri tanımındaki (A2) koĢulu  (∑   
 
   )   ( (∑   

 
    ) (  )       dir. Benzer 

olarak  (∑   
 
   )  

     
 dir.   ( ) Leavitt yol cebiri        (  )  tarafından 

üretildiğinden her       ( )  için (∑   
 
   )    ve  (∑   

 
   )    olduğu açıktır. 

Dolayısıyla ∑   
 
      ( )  nin birim elemanıdır. 

(ii);    köĢe kümesi sonsuz ve   *  +   
    ( ) nin sonlu bir alt kümesi olsun. 

Önerme 2.4.1. den her bir   
    

      ( ) ve   
    olmak üzere 

   ∑     
  ( )

   (  
 )  Ģeklinde yazabiliriz.    { (  

 )  (  
 )        ( )} 

    olarak 

tanımlansın ve   ∑      olsun. Bu durumda (i) de kullanılan yöntem ile her      

için            dır .   sonlu bir toplam ve idempotent olduğu için   kümesi için 

bir yerel birim üretir . Bu durumda   ,   ( ) nin yerel birim elemanıdır (Dangerfield, 

2011). 

Tanım 2.4.6.   bir graf ve         ( ) olsun. Bazı      olacak Ģekilde   

    ( ) varsa   yoluna   yolunun inital segmenti denir. Ayrıca    ( ) nin sıfır 

olmayan     ve     verildiğinde   yolunun   nin inital segmenti olması için gerek ve 

yeter koĢul (   )(    )    dır . 
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Teorem 2.4.2.    ( )     ( ) 
    

 dir. 

Ġspat: Her bir     ( ),        ve her         için;  

        
           

    ∑   ( )      ve her     (   ) için   ( )  

∑   ( )      dir.      için     ( )  ∑   ( )          olsun. O halde; en az 

bir        ( ) için      ∑             dir.   grafındaki köĢelerin kümesi 

  ( ) nin ortogonal idempotenti olduğu için    (  )  (∑            )    dır. 

Böylece   ( )     ( ) 
    

 eĢitliği sağlanır (Dangerfield, 2011). 

Teorem 2.4.3. Leavitt yol cebirleri aynı zamanda    dereceli cebir olma özelliğini 

sağlar (Abrams vd., 2017). 

Ġspat:       için   ( )   ( )    ( )    olduğunu göstereceğiz. 

              ,       
    ( )  ve       

    ( )  monomialleri için;  

 (   )   (  )    ve  (   )   (  )    olsun. (CK1) koĢulundan     

    
     

    dır. Farz edelim ,      olsun.  

1. Durum:  (  )   (  ) için,   
     (  ) olup        

  dir.  (  )   (  )  

(  ( (  ))  ( (  )   )      olup      ( )    dir. 

2. Durum:  (  )   (  ) ve    yolunun bir   alt yolu için        olsun. Bu durumda 

       
   

 dır.  (  )   (   )   (  )   (  )   ( )   (  )  ( (  )    (  )  

 (  ))  ( (  )    (  ))  ( (  )   (  ))      olup       ( )    dır. 

3. Durum:  (  )   (  )olsun. 2. Durum dan      ( )    dır. Son durumda eğer  

  ∑    
 
     

 
 
   ( )    ve   ∑    

 
     

 
 
   ( )    ise      ( )    

olur. O halde;   ( )   ( )    ( )    dir (Dangerfield, 2011). 

Önerme 2.4.3.   herhangi bir graf olsun.   ( )   mod kategorisinde   ( ) projektif 

modüldür. 

Ġspat: Teorem 2.4.2. den   ( )     ( ) 
    

 olarak yazılır ve       idempotenti için 

  ( ) yerel birimlere sahiptir. Her bir   ( )  dik toplanan   ( )   mod da projektif 
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modül olduğundan projektif modüllerin dik toplamları da projektiftir. Dolayısıyla 

  ( ) projektif modüldür (Dangerfield, 2011). 
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3.YÖNTEM 

3.1. Leavitt Yol Cebirlerinin Endomorfizma Halkaları 

Tanım 3.1.1.   herhangi bir graf,   herhangi bir cisim olsun ve       ( ) Leavitt yol 

cebiri verilsin. Birimli    (  ) halkasını    ile gösterelim. Bu durumda   yi    nin bir 

alt halkası olarak tanımlanabilir (Pino vd.,2015). Ayrıca,  

       (  ) 

                    (3.1)  

ve sıfırdan farklı olarak verilen     için        Ģartını sağlayan bir    

  idempotenti mevcuttur. Böylece         ( ) olduğundan  , bir halka 

monomorfizmasıdır. Burada       ,   ile soldan çarpma yani, her     için     

( )        ile tanımlanan bir sağ    modül homomorfizmasıdır (Pino vd., 2015). 

Önerme 3.1.1. Herhangi bir      ve      için        ( ) dir. Bunun sonucu 

olarak  ,   nin bir sol idealidir (Pino vd., 2015). 

Ġspat: Keyfi      için     ( )   (  )   ( )     ( )  olduğundan        ( ) 

dir. 

Önerme 3.1.2.   bir graf ve   keyfi bir cisim olsun. Bu durumda aĢağıdaki koĢullar 

denktir. 

i.    ( ) Leavitt yol cebiri devirli bir sol   modüldür. 

ii.    ( ) Leavitt yol cebiri devirli bir sol    ( )  modüldür. 

iii.   grafı sonlu sayıda köĢeye sahiptir (Pino vd., 2015).  

Ġspat: ( )  (  )     ( ) devirli sol   modül olsun.       ( ) için    ( )     ve 

      ( ) yerel birim elemanı için      yazılabilir.    ( ) , H nin sol ideali 

olduğundan    ( )             ( )  dir. O halde   ( ) aynı zamanda devirli 

sol    ( ) modüldür. 
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 (  )  ( )      ( ) Leavitt yol cebiri devirli bir sol    ( )  modül olsun.    ( ),   

halkasının sol ideali olduğundan       ( ) ve       ( ) yerel birim elemanı için, 

    ( )       ( )          olarak yazılabilir.      ( )‟ nin yerel birim elemanı 

olduğundan     ( )       ( )               elde edilir. O halde;    ( ) devirli 

sol   modül olur. 

(  )  (   );     ( ) devirli sol modül olsun. Bu durumda        ( )     ( )  olacak 

Ģekilde        ( ) dir. Buradan her     *     + için      0 olacak Ģekilde    

köĢeleri için;    {       } dir. Yani,   sonlu sayıda köĢeye sahiptir. 

(   )  (  )    sonlu sayıda köĢeye sahip yani     {       } olsun. Bu durumda  

   ( ) Leavitt yol cebiri birimlidir ve   ∑   
 
    birim elemanıdır. Burada    ( )   

   ( )  olur. Dolayısıyla     (E) devirli sol    (E) modüldür (Pino vd., 2015). 

Önerme 3.1.3. AĢağıda verilen Ģartlar birbirine denktir. 

i)  , değiĢim halkasıdır. 

ii)   , değiĢim halkasıdır (Pino vd., 2015). 

Ġspat:(  )  (  )  H bir değiĢim halkası ve     olsun.         ve         

                  olacak Ģekilde vardır.  ,   halkasının sol ideali olduğundan  

        ve dolayısıyla               dir. Eğer  ,         olacak Ģekilde 

ise       (  )   (  )           (  )     ( )          dir ve böylece   

elemanı yerine           ( )     yazılabilir. Dolayısıyla   değiĢim halkası olur. 

(   )  ( )    bir değiĢim halkası olsun.     aynı zamanda kendisi üzerinde bir modül 

olduğundan kendisi üzerinde oluĢturulan   endomorfizma halkası da değiĢim halkasıdır 

(Pino vd., 2015). 

Önerme 3.1.4. Keyfi   cismi ve   grafı için eğer   von Neumann düzgün halka ise   

de von Neumann düzgün halkadır (Pino vd., 2015). 

Ġspat:     olsun. H halkası von Neumann düzgün halka olduğundan         olacak 

Ģekilde      dır. Bir     idempotenti(yerel birim elemanı)         olacak 
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Ģekilde vardır. Önerme 3.1.1. den                    (  )     ( )        ( )    

elde edilir. Böylece     von Neumann düzgün halkadır (Pino vd., 2015). 

Teorem 3.1.1.   sıra sonlu graf ve   ise   nin  endomorfizma halkası olsun.   halkası 

von Neumann düzgün halka ise   , döngü içermeyen ve her sonsuz yolları batak ile 

biten bir graftır (Pino vd.,2015). 

Ġspat:   von Neumann düzgün halka olsun.   von Neumann düzgün halka olduğundan 

Önerme 3.1.2. den   de von Neumann düzgün halkadır.   von Neumann düzgün halka 

olduğundan   grafı devirli olmayan bir graftır. ġimdi,   grafı içindeki her sonsuz 

yolların batakla bittiğini gösterelim. Farz edelim ki;  ,     ( ) olacak Ģekilde batakla 

bitmeyen   grafının sonlu olmayan bir yolu olsun.   devirli olmayan bir graf 

olduğundan   yolu birçok çatallanan köĢelere sahip olur.     (  ),  (  )     ve CK1 

koĢulundan dolayı        olur. Herhangi bir   için,                       

dir. Aksi halde, bazı     için                       olur. O halde; CK1 

koĢulundan           dir. Burada          (  ) ve  (  )     olacak Ģekilde 

çatallanan bir kenardır. 

      
      

   
    

             
   

    
               (3.2) 

    
   

    
                  

                  (3.3) 

    
    olamayacağından çeliĢkidir. Böylece   grafının içindeki her sonlu olmayan 

yol grafları batakla biter (Pino vd., 2015). 

Sonuç 3.1.1   projektif sol  - modüldür (Pino vd., 2015). 

Ġspat:   ortogonal idempotentlerin kümesi tarafından üretilen bir cebirdir. Bu nedenle 

ortogonal idempotentlerin tanımından     
    

   yazılabilir.   devirli sol   modül 

olduğundan     idempotenti için       olacak Ģekilde   nin dik toplananı olarak 

yazılabilir ve    projektif olur. O halde   projektif sol    modüldür (Pino vd., 2015). 

Önerme 3.1.5.  , sonlu halka dik toplanan halka ise   grafının çıkıĢı yoktur. 
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Ġspat:   sonlu dik toplanan halka olduğundan   grafının içindeki   döngüsünün çıkıĢı 

   kenarı olsun.   döngü olduğundan bir   köĢesi için  ( )   ( )   ( )    olarak 

yazılabilir.  ( )    ,     (      )  ve CK2 koĢulundan       olduğundan 

         (      )    (      )  elde edilir. Fakat CK1 ile       

(   )     ve         (   )⏟
 

        yani      elde edilir ki bu   yolunun 

çıkıĢının    olmasıyla çeliĢir. Dolayısıyla   grafının çıkıĢı yoktur (Vas, 2015). 

Teorem 3.1.2.   grafı çıkıĢa sahip değilse   sonlu dik toplanan halkadır. 

Ġspat:   grafı çıkıĢa sahip olmadığında   sonlu dik toplanan halka olduğunu 

gösterelim.        ,     idempotenti ve           için      
  formundaki bazı    

ve    yolları elemanlarının sonlu  - lineer birleĢimleri olsun.   grafının    ve    

yollarının köĢe kümesi   ;    ve    yollarının kenar kümesi    olacak Ģekilde  ( ),   

grafının düzgün köĢelerin kümesi,    ( ) ve     *       
  ( )      + 

verilsin.   grafının çıkıĢı olmadığından   grafının bir döngüsü için   köĢesi    grafının 

yayıcı köĢesidir.  , düzgün köĢe olduğundan   
  ( )       dir. O halde,    

                  ve      olduğunda      dur. Bu durumda     ( )  

sonlu dik toplanan halkadır (Vas, 2015). 
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4.ARAġTIRMA BULGULARI 

4.1.Leavitt Yol Cebirlerinin Endomorfizna Halkalarının Yerel Birimlilik KoĢulları 

Bu bölümde   bir graf,   herhangi bir cisim olmak üzere katsayıları   cisminden alınan 

  grafının Leavitt yol cebiri     ( ) ve    de   nin sağ modülleri üzerinden 

tanımlanan endomorfizma halkası olarak gösterilecektir. 

Önerme 4.1.1.   sonlu olmayan bir graf olsun.  ,   de bir yerel birimsel eleman ve  , 

  de bir idempotent ise   ( ),   de yerel birimsel elemandır. 

Ġspat:   sonlu olmayan graf olduğundan   yerel birimsellere sahiptir ve     ın bir alt 

halkasıdır. Bu durumda herhangi bir     ve     idempotenti için         ve   

halkası için de   yerel birim eleman olduğundan      için            olarak 

yazılır.  

O halde Önerme 3.1.1. den ; 

                   ( )    ( )   

            (  )  (  )   (  )   (  )      ( ) 

    ( )                                ( )   

Teorem 4.1.1. Eğer   düzgün yerel birimsel halka ise   de yerel birimsel halkadır. 

Ayrıca   düzgün  halkadır. 

Ġspat:     alalım. Buradan      dır.   düzgün yerel birimsel halka olduğundan 

    idempotenti        ve          yerel tersleri          ve          

olacak Ģekilde vardır.       ( )    ( )  olacak Ģekilde     idempotenti seçelim. 

   ( ) deki   in yerine   ( )  yazarak; (  ( ) )  ( )    ( )    yani    

  ( )   ( ) elde ederiz. Ayrıca, 

  ( )   ( )    ( )    ( )   ( ) ve               ( )      (  )  

    ( )   tir.         olduğundan       olacak Ģekilde      vardır. Buradan, 

 ( )   ( )  ( )  ( ) ve dolayısıyla    ( )    ( )  ( )  ( )    ( )   ( )   ( )   
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yani   ( )    ( )   ( ) elde ederiz. Benzer Ģekilde,   ( )     ( )   ( )  bulunur. 

Dolayısıyla   düzgün yerel birimsel halkadır. 

Teorem 4.1.2. Eğer   yerel birimsel halka ise sıfırdan farklı her     idempotenti için 

    düzgün yerel birimseldir. 

Ġspat: Keyfi bir       alalım.   düzgün yerel birimsel halka olduğundan 

  idempotenti ve  ,    yerel tersleri                    ve       olacak 

Ģekilde vardır.      için        olduğundan       dir. Böylece         

dır. Ayrıca      ve      olduğundan             ve        elde 

ederiz.  

Bu durumda        için            olacak biçimde        vardır. O halde; 

        yazabiliriz.              ,           olsun. O halde     

idempotenti için; 

     (   )(   )      ⏟
 

       ⏟
 

            

    (   )(      )      ⏟
 

      (  )      (   )(   )         

        

          (      ) (   )        ⏟
 

       (   ) 

     (   )    (   )     (   )(   )               

          (   )      ⏟
 

        elde ederiz. Dolayısıyla     yerel birimsel 

halkadır. 

Teorem 4.1.3.   bağımlı halka ise   de bağımlıdır. 

Ġspat:   bağımlı halka ve       olsun.   bağımlı halka olduğundan ikisi birlikte sıfır 

olmayan       için           dır.   nin           ve           

eĢitliklerini sağlayan    ve    yerel birimselleri için; 
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     (  )   

              
     (  )   

olduğundan; 

            (  )     (  )   elde ederiz. Dolayısıyla    bağımlı halkadır. 

Ehrlich‟in yaptığı çalıĢmaya göre her düzgün   birimsel halkası bağımlı halkadır. ġimdi 

aĢağıda verilen teoremde bu durumu   ( ) için göstereceğiz. Fakat bu durumun tersi 

her zaman doğru değildir, yani Henriksen‟in yaptığı çalıĢmaya göre her bağımlı halka 

düzgün halka değildir. 

Teorem 4.1.4.   ( ) düzgün yerel birimsel halka ise   ( ) bağımlıdır. 

Ġspat:   ( ) düzgün yerel birimsel halka ve       ( )   ( ) nin yerel birimsellik 

koĢullarını sağlayan bazı elemanları olsun. Ayrıca   ( ) içindeki    yerel birimseli için 

eğer hem   nın hem de   nin   ( ) içindeki yerel tersleri mevcutsa        ve     

  olacak biçimde         ( ) vardır. Ayrıca      ve        olacak Ģekilde 

        olduğunu elde ederiz.   ( ) nin elemanlarından biri yerel terse sahip 

değilse ve yerel terse sahip olmayan elemanlarından birine   dersek yerel birimsellik 

koĢullarının tanımından          (    )    olarak yazabiliriz. 

ġimdi ise (    )    olduğunu gösterelim. Farz edelim ki; (    )    olsun. Bu 

durumda   düzgün yerel birimsel olduğundan          dur.  

           

(    )         

a ,   nin yerel terse sahip olmayan bir elemanı ve    nün yerel tersi   olduğundan 

                                                            (    )     

                                                     (    )    (    )        .  

                     olduğundan      olmasıyla çeliĢir. O halde 

  (    )    ve     için         dır. 



29 

 

Tanım 4.1.1.   yerel birimsellere sahip bir halka olsun. Eğer her      için     

  (    v),    (    ) ve       olacak Ģekilde     idempotenti ve sol(sağ) 

yerel      tersleri mevcutsa   halkasına sol(sağ) düzgün yerel birimsel halka denir. 

Teorem 4.1.5.  AĢağıda verilen koĢullar birbirine denktir. 

i)   sol düzgün yerel birimsel halkadır. 

ii)   düzgün ve       yollarının hepsi için       ise   ,   nin inital 

segmentidir. 

iii)   dual –Rickart modül ve       yolları için       ise  ,   nin inital 

segmentidir. 

Ġspat: (i)  (ii);   sol düzgün yerel birimsel halka olsun. Teorem 4.1.1. den   düzgün 

ve   de sol düzgün yerel birimsel halkadır. ġimdi        olmak üzere iki yolu alalım.  

O halde   yerel birimsel halka olduğundan              ve        olacak 

Ģekilde     idempotenti ve         yerel tersleri vardır. Eğer       ise bazı 

    için    ( ) dir. Ayrıca        olarak yazabildiğimiz için  ( )  

 (    ) dir. Böylece    (   )⏟    
  

   elde ederiz. Dolayısıyla     nin inital segmentidir. 

(ii)  (iii);   düzgün halka ise Teorem 4.1.1 den   de düzgün halkadır. 2011 yılında Lee 

ve Tariq tarafından yapılan çalıĢmaya göre bir halka üzerinden oluĢturulan modülün 

dual- Rickart modül olması için gerek ve yeter koĢulun halkanın düzgün halka 

olmasıdır. Bu durumda    düzgün halka ise   dual-Rickart modüldür ve   dual -Rickart 

modül olduğundan     için  ( )     nin dik toplananı olur. Bu nedenle  ( )     

olacak Ģekilde     idempotenti vardır. ġimdi     yolunu ele alalım.   dual-Rickart 

modül olduğundan  ( )   ( ) olacak Ģekilde     yolu vardır. O halde; 

 ( )   ( )   ( ( ))   ( ( ))  (  )⏟
  

( )   ( )     ( )  

olduğundan   nin inital segmenti   dir. 

(iii)  (i);   dual- Rickart modül olsun. Bu durumda      için  ( ),   nin dik 

toplananıdır. O halde  ( )     olacak biçimde     idempotenti vardır.     

alalım.  ( )   ( ) olacak Ģekilde      vardır. ġimdi; (  )( )   ( ( ))  
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 ( ( ))   ( )   ( ) ise      elde ederiz. Ayrıca   nin   gibi sol tersi ve      

olsun. Buradan       ⏟
 

    ve          dir. 

Teorem 4.1.6.   ( ) sol morfik ve düzgün halka ise   ( ) sol düzgün yerel birimsel 

halkadır. 

Ġspat:   ( )    sol morfik ve düzgün halka olsun. Bu durumda her     elemanları 

hem düzgün hem de morfiktir. Böylece      için       ve       ( ) ve    

   ( ) olacak Ģekilde     vardır.         alalım.   yerel birimsellere sahip 

halka olduğundan       olacak biçimde       idempotenti vardır. Ayrıca   sol yerel 

terse sahip eleman ise       olarak yazılır.  O halde; 

              (    )  ve         ( )     olarak bulunur. 

Dolayısıyla      elemanı için         elde ederiz. ġimdi        olacak Ģekilde 

 ‟nun sol yerel tersini        (    ) olarak alalım.  

    (   (    ))(     ) 

          (    )     (    )  

                             

         

elde ederiz. Dolayısıyla   sol düzgün yerel halkadır.  

Teorem 4.1.7.    ( ) morfik ve görüntü- projektif ise   sol morfiktir. 

Ġspat:   ( ) morfik ve görüntü-projektif olsun.   morfik olduğundan       ( )  ve  

      ( ) olacak biçimde       seçebiliriz.       olduğundan    

    ( ) dır. o halde; eğer        ( )  ise      olduğundan       ( )     

dır. Ayrıca   görüntü- projektif olduğundan       dır. Bu yüzden        ( ) dir. 

Benzer olarak         ( ) gösterilebilir. Sonuç olarak   sol morfiktir. 

Teorem 4.1.8.   sonlu-dik toplanan halka ise   ( ) de sonlu- dik toplanan halkadır. 
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Ġspat:       ( ) alalım.   sonlu dik toplanan halka olduğundan     idempotenti 

için,             ve            olacak Ģekilde        olduğunda        

dur.                  eĢitliklerini sağlayan bir     idempotenti için; 

           ⏟
 

                 ( )   

         ( )⏟      
                  

   (  )            ⏟
  

     ( )  ( )       ( ) 

      ⏟
  

  ( ) 

       ( )           ( ) dur. O halde        olduğundan        ( ) 

olarak elde ederiz. Benzer Ģekilde;  

           ⏟
 

                     (  )    ( )    ( )   

         (  )    ( )  ( )       ( ) 

olduğundan, 

       ( ) dur. O halde        ( ) olarak verildiğinde        ( ) olur.  

Ayrıca     ( )       ⏟
 

  ( )     ( )     ( )    ( ) elde ederiz.  

  sonlu-dik toplanan halka ise    nin düzgün yerel birimsel halka olduğu düĢünülebilir. 

Fakat bu düĢünce yanlıĢtır. Çünkü  ,     - değiĢmeli Leavitt yol cebiri sonlu-dik 

toplanan halkadır fakat düzgün von Neumann halkası değildir. 

Sonuç 4.1.1.    sonlu-dik toplanan halka ise   grafının çıkıĢı yoktur. 

Ġspat:   sonlu dik toplanan halka ise Teorem 4.1.8. gereğince   de dik toplanan 

halkadır. Önerme 3.1.5. gereğince de L dik toplanan halka ise E grafının çıkıĢı yoktur. 

Teorem 4.1.9.   değiĢim halkası ise   sonlu- dik toplanan halkadır. 
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Ġspat:    değiĢim halkası olsun. Önce   değiĢim halkası ise   nin de değiĢim halkası 

olduğunu gösterelim    değiĢim halkası olduğundan Önerme 3.1.3. den         

       olacak biçimde      ve       vardır. 

 ,   nin sol ideali olduğundan         ve             dir.     yerel 

birimi için         ,                olacak biçimde Önerme 3.1.1. den 

      ( )    olarak yazılır.  Dolayısıyla   değiĢim halkasıdır. 

ġimdi ise her       ve     idempotenti için                 ve      

verildiğinde      olduğunu gösterelim.   değiĢim halkası olduğundan       ve 

    idempotenti için             olarak yazılabilir. Bu durumda 

                  ⏟
    

                

Ayrıca değiĢim halkaları simetrik olduğundan; 

                   (   )    (  )⏟
 

 (  )         dur. 

Teorem 4.1.10.   sonlu- dik toplanan halka ise   değiĢim halkasıdır. 

Ġspat:   sonlu- dik toplanan halka olsun.       ve     idempotenti      

          ve      verildiğinde      olacak biçimde vardır. Herhangi bir 

    için           olarak alırsak ,             ve             

elde edilir. Böylece,   değiĢim halkasıdır. 

Sonuç 4.1.2.  AĢağıda verilen koĢullar birbirine denktir. 

i.  , değiĢim halkasıdır. 

ii.   ( ), değiĢim halkasıdır.  

iii.   ( ), sonlu- dik toplanan halkasıdır. 

iv.   grafı çıkıĢa sahip değildir. 

Ġspat:( )  (  ); Önerme 3.1.3. den  , değiĢim halkası ise   ( ) de değiĢim 

halkasıdır ve   ( ), değiĢim halkası ise  , değiĢim halkasıdır. 
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 (   )  (  )  ( )  Teorem 4.1.10. dan   ( ), sonlu- dik toplanan halkası ise   ( ), 

değiĢim halkasıdır. Önerme 3.1.3. den de;   ( ), değiĢim halkası ise  , değiĢim 

halkasıdır. 

  ( )  (  )  (   )  Önerme 3.1.3. den  , değiĢim halkası ise   ( ), değiĢim 

halkasıdır. Teorem 4.1.9 dan   ( ), değiĢim halkası ise   ( ), sonlu- dik toplanan 

halkasıdır. 

 (   )  (  )  Sonuç 4.1.1. den   ( ), sonlu- dik toplanan halkası ise   grafı çıkıĢa 

sahip değildir. 

 (  )  (   )  Sonuç 4.1.1. den   ( ), sonlu- dik toplanan halkası ise   grafı çıkıĢa 

sahip değildir. Teorem 3.1.2. den   grafının çıkıĢı yoksa   ( ), sonlu- dik toplanan 

halkasıdır.
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5.SONUÇLAR 

Katsayıları keyfi bir cisim üzerinde olan Leavitt yol cebirlerinin temel özellikleri 

incelenmiĢ ve      ( ) olarak gösterdiğimiz Leavitt yol cebirlerinin sağ   

modülleri üzerinden   olarak adlandırdığımız birimli bir endomorfizma halkası elde 

edilmiĢtir. Bu tezde sol düzgün yerel birimsel halkanın tanımı verilmiĢtir. Ayrıca,   

düzgün yerel birimsel halka ise   de düzgün yerel birimsel halka,   morfik ve 

görüntü-projektif ise   halkası sol morfik,   sonlu- dik toplanan  halka ise   de 

sonlu dik toplanan  halka olduğu gösterilmiĢtir. Son olarak   değiĢim halkası ise   

sonlu- dik toplanan halka ve   sonlu-dik toplanan halka ise   nin değiĢim halkası 

olduğu ispatlanmıĢtır. Bu tez çalıĢmasında elde ettiğimiz sonuçlar, Vas‟ ın ve 

Akalın‟ın 2012 yılında yaptığı çalıĢmada Noetherian Leavitt yol cebirleri temiz 

(clean) modüldür. Noetherian Leavitt yol cebirlerinin temiz (clean) modül olması 

için gerek ve yeter koĢul Noetherian Leavitt yol cebirleri üzerinden oluĢturulan 

endomorfizma halkalarının temiz halka olmasıdır. Her temiz halka değiĢim halkası 

olduğundan oluĢturulan endomorfizma halkası değiĢim halkası ve eğer değiĢim 

halkası ise    nin sonlu dik toplanan halkasının olup olmadığına dair yapılan veya 

yapılacak olan çalıĢmaların araĢtırılmasına imkan verebilir.   
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