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E yonli bir graf, K , herhangi bir cisim L = Lg(E) katsayilar1 K cisminden alinan
E grafinin Leavitt yol cebirleri, H := End(L;) ise Leavitt yol cebirlerinin sag
modilleri tizerinden olusturulan birimli endomorfizma halkas: olsun. Bu ¢alismada
sol diizgiin yerel birimsel halkanin tanimi verilmistir. Ayrica, H sol ve sag diizgiin
yerel birimsel halka ise L de diizgiin yerel birimsel halka, L morfik ve goriintii-
projektif ise H da sol morfik, H sonlu- dik toplanan halka ise L de sonlu dik toplanan
halka olduklar1 ve son olarak da H degisim halkasi ise L sonlu- dik toplanan halka ve
L sonlu-dik toplanan halka ise L nin degisim halkasi olmas1 gerektigi kanitlanmstir.
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Let E be a directed graph, K any field, L = Lx(E) coefficients are Leavitt path
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SIMGELER ve KISALTMALAR

Simgeler

ann, (M) M nin sag sifirlayicis1 (annihilator)
CP(u) U kOsesini baz alan kapali yollarin kiimesi
CSP(u) u kosesini baz alan biitiin kapali basit yollarin kiimesi
E (Yonli) Graf
E° Grafin kdse kiimesi
E? Grafin kenar kiimesi
Lx(E)  Katsayilari cisim tizerindeki Leavitt yol cebirleri

End(L;) Leavitt yol cebirlerinin sag modilleri ilizerinden tanimli endomorfizma

halkasi
H Birimli End(L;) halkasi
I Ideal

IBN Degismez Baz Sayisi
Imf f fonksiyonunun goriintii kiimesi
K Cisim
Kerf f fonksiyonun ¢ekirdek kiimesi
K[x;x~'] Laurent polinom halkasi
M Modiil
N Alt modiil
U(R) Birimsel elemanlar kiimesi
4>, Direkt toplam

Vi



1. GIRIS

R bir halka ve m, n ise tam sayilar olmak iizere R halkasindan olusturulan serbest sol R-
modiil olarak eger R™ = R™ oldugunda m = n oluyorsa R halkasina Degismez Baz
Sayist (IBN) 6zelligine sahip halka denir. Degismeli halkalar, b6liim halkalari, zincir
kosuluna sahip olan halkalar degismez baz sayis1 6zelligini saglamasina ragmen keyfi K
cismi iizerindeki V' vektdr uzay: iizerinden olusturulan R: = Endg (V) halkasi i¢in R =
R @ R olup R = Endg (V) halkasinin degismez baz sayisi ozelligine sahip olmadig:
kanitlanmigtir. Bunun iizerine 1962 yilinda W. G. Leavitt tarafindan degismez baz
sayis1 0zelligine sahip olmayan halkalar ve modiiller incelenmis ve ‘Her m <n € N ve
bir K cismi i¢in @2, R =@]-, R olacak bi¢imde bir L (m, n) K- cebri vardir’ teoremi
de ispatlanmistir. Ayrica Leavitt tarafindan bir K cismi ve Vi,j €N i¢in x;y; =
8;ijlp ve XiL 1 y; x; = 1z olmak iizere {X;,X;'**,Xp,¥1*,yn} elemanlar tarafindan
tiretilen Lk (1, n) birimli Leavitt K — cebiri de tanimlanmuastr.

Ehrlich’ in 1968 yilinda yazmis oldugu calismasinda birimli von Neumann diizgiin
R halkasinin bagimli halka oldugunu elde etmistir.

Henriksen, 1973 yilinda yazmis oldugu ¢alismasinda bagimli halkalarinda diizenli halka
olabilecegini gostermistir.

Ehrlich’in 1976 yilinda yazdig1 ¢alismasinda ise herhangi bir birimli R halkasinin von
Neumann diizgiin halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosulunun R halkasinin sol morfik ve
diizenli halka olmas1 gerektigini ispatlamistir.

Goodearl’ iin 1979 yilinda “von Neumann Regular Ring” adli ¢alismasinda von
Neumann diizgiin halkalarinin genel 6zellikleri incelenmistir.

G. Abrams ve G. Aranda Pino tarafindan 2005 yilinda sira sonlu graflar i¢in katsayilar
herhangi bir K cismi tizerindeki Leavitt yol cebri tanimi verilmistir.

Ara, Moreno ve Pardo tarafindan 2007 yilinda yazilan “ Non Stable K-Theory for
Graphs” adli makalesinde ise Lg(E) lizerinden sonlu tretilmis projektif modiillerinin
izomorfizma siniflarinin monoid V(Lg(E)) nin ideallerinin latisleri ile Lg(E) nin
dereceli ideallerinin latisleri arasinda izomorfizmanin var oldugu gosterilmistir.

Abrams ve Pino’ nun 2008 yilinda ise yonlii bir E grafi lizerinde katsayilar1 herhangi

bir K cisminden alinan Leavitt yol cebirleri Ly (E) tanimlanmistir.



G. Aranda Pino ve K. M. Rangaswamy 2010 yilinda herhangi bir Leavitt yol
cebirlerinin diizenlilik kosullarini inceleyip bu konu hakkinda temel tanim ve teoremlere
yer vermislerdir.

Gene Abrams ve Aranda Pino’nun 2010 yilinda yazdiklar1 “Chain Conditions of Leavitt
Path Algebras “ adli ¢alismasinda sira sonlu graf lizerindeki Leavitt yol cebirlerinin
Artinian ve Noetherian olma kosullar1 incelenmistir.

Abrams ve Rangaswamy tarafindan 2010 yilinda ele alinan “Regularity Conditions for
Arbitrary Leavitt Path Algebras” adl1 ¢aligmasinda devirli olmayan herhangi bir E grafi
icin Lg(E) nin K cismi lzerindeki sonlu matris halkalarmin sonlu dik toplamina
izomorf oldugu gosterilmistir.

M. Tomforde, 2011 yilinda katsayilar1 birimli ve degismeli keyfi R halkasindan alinan
sira-sonlu bir E grafi lizerindeki Lz (E) Leavitt yol cebirlerini incelemis ve Lz (E) nin
basit olabilmesi kosullarini vermistir.

H. Larki tarafindan 2012 yilinda Lg(E) Leavitt yol cebirlerini sayilabilir graflara
genisletilmis; ayrica Li (E) nin asal ve ilkel halka olmasi ile asal ve ilkel ideal yapilari
karakterize edilmistir.

G. Aranda Pino, K. M. Rangaswamy ve M. Siles Molina ise 2015 yilinda Leavitt yol
cebirlerinin endomorfizma halkalarin1 incelemisler; bu halkalarla ilgili genel tanim ve
teoremlere yer vermislerdir.

Bu tezde katsayilar1 keyfi K cismi iizerinde olan L := Lk (E) olarak gosterdigimiz
Leavitt yol cebri ve Leavitt yol cebirlerinin sag Ly (E) modiilleri iizerinden olusturulan
H olarak adlandirilan endomorfizma halkasi i¢in, H diizgiin yerel birimsel halka ise L
nin de diizenli yerel birimsel halka, L morfik ve goriintiileri projektif ise H nin sol
morfik, H halka ise L ve son olarak H degisim halka ise L sonlu- dik toplanan halka ve
L sonlu- dik toplanan halka L nin degisim halkasi, olduklar1 gosterilmesi amaglanmistir.
Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Giris boliimiinden sonraki Kuramsal Temeller
boliimiinde tez calismasinda kullanilacak olan temel tanim ve teoremlere, Leavitt
cebirlerinin ve katsayilari cisim iizerindeki Leavitt yol cebirlerinin temel tanimlar
verilmis, Ozellikleri incelenmistir. Yontem boliimiinde Leavitt yol cebirlerinin
endomorfizma halkalar1 ile ilgili tanim ve teoremlere yer verilmistir. Arastirma
Bulgular1 bolimiinde ise sol diizgiin yerel birimsel halkanin tanimi, H diizgiin yerel

birimsel halka olmas1 durumunda elde edilen sonuglar verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Halka ve Modiil Teori

Tamim 2.1.1. R bostan farkli bir kiime ve “ + ” ile “.” R iizerinde taniml1 iki ikili islem

olsun. Asagidaki sartlar saglaniyorsa (R, +,.) cebirsel yapisina halka denir.

i. (R,+) bir komutatif gruptur.

(T34

ii. R kiimesi, “.”islemine gore birlesme 6zelligine sahiptir. Va, b, ¢ € R i¢in;

a.(b.c) = (a.b).c (2.1)

saglanir.

“w »n

lii. R kimesinde “.”isleminin “+” islemi iizerinde soldan ve sagdan dagilma

ozelligi vardir. Va, b, ¢ € R igin;
a.(b + ¢) = (a.b) + (a.c)ve(a + b).c = (a.c) + (b.c) (2.2)

saglanir.

“o »n

Bir R halkasi iizerinde
halkasina degismeli halka denir (Atiyah vd.; 1994).

islemi degismeli ise Va,b,c € R igin a.b = b.a ise R

Eger hera € R icin, 1z.a = a. 1z = a olacak sekilde 15 € R varsa R halkasina birimli
halka denir. R bir halka S € R alt kiimesi, R halkasi tizerindeki ikili iglemlere gore bir
halka ise S halkas1 R halkasinin alt halkasi olarak adlandirilir. | € R alt halkas1 RI € |
kosulu saglaniyorsa sol ideali, IR < [ sartin1 sagliyor ise sag idealidir. Hem sol hem de

sag ideal olma sartlar1 saglaniyorsa ideallere iki yanli ideal denir (Atiyah vd., 1994).

Tammm 2.1.2. Birimli ve degismeli R halkasinin 0 # y € R elemani igin xy = 0 ise
XE R elemanina R halkasinin sifir bolen elemani denir ve R halkasinin sifirdan farkl

sifir bolen elemani yoksa R halkasi tamlik bolgesi olarak adlandirilir (Atiyah vd., 1994).



Tammm 2.1.3. Degismeli R halkasinin x? = x olacak bicimde x € R elemanma

idempotent eleman denir (Matej, 2014).

Tamim 2.1.4. R bir halka olsun. Eger her X = {x; ....x,} € R sonlu alt kiimesi igin,
X C eRe olacak sekilde bir e € R idempotent elemant varsa, R halkasi yerel birimlere
sahiptir denir. Yani, her x; € X i¢in x;e = x; = ex; olacak sckilde bir e € R varsa, e

elemanina X alt kiimesi i¢in birimsel elemani denir (Abrams vd., 2017).

Tammm 2.1.5.R halkasi xR =@.cx Re olacak sekilde e sifirdan farkli ortogonal

idempotentlerin kiimesini igeriyorsa yeterli idempotentlere sahiptir denir (Abrams vd.,
2017).

Tanmm 2.1.6. R bir halka ve {R,:n € Z} , (R, +) toplamsal grubunun bir alt gruplar
ailesi olmak tizere asagidaki sartlar saglaniyorsa R halkasina Z-dereceli denir (Abrams
vd., 2017).

i) Herm, n € Zi¢in R,,R,, € Ry

i) Abelyan grup olarak, R =@,,cz R, dir

Tamm 2.1.7. R birimli bir halka olmak {lizere r € R i¢in rs = 1z = sr olacak bi¢imde
s € R mevcutsa r elemanina R halkasinin birimsel eleman: denir ve R halkasinin tiim

birimsel elemanlarinin kiimesi U (R) ile gosterilir (Ehrlich, 1968).

Tammm 2.1.8. R bir halka olsun. a € R i¢in a = aba olacak bigimde bir b € R
mevcutsa a elemanma diizglin eleman denir. R halkasinin her elemani diizgiin ise R

halkasina von Neumann diizgiin halka denir (Goodearl, 1979).

Tamim 2.1.9. R bir halka olmak iizere her x € R i¢in x = xux olacak sekilde birimsel
u € R varsa, x elemanima diizgiin birimsel eleman denir. R halkasinin her elemani

diizgiin birimsel eleman ise R halkasina diizgiin birimsel halka denir (Ehrlich, 1968).

Tamm 2.1.10. R bir halka ve a,b € R olmak tizere ab = 1 iken ba = 1 ise, R ye
Dedekind sonlu halka denir (Lam, 2001).

Onerme 2.1.1. R bir halkave x € R olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.

i. e—x € R(x —x?) olacak bicimde e? = e € R vardur.
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ii. (1— e)—c(1 —x),R halkasinin Jacobson radikalinin eleman1 olacak bi¢imde
c € Rvee? = e € Rx vardrr.

iii. R = Re + R(1— x)olacak sekilde e? = e € Rx vardur.

iv. (1— e) € R(1 — x) olacak bicimde e = e € Rx vardir (Nicholson, 1977).

Ispat: (i) = (ii); Kabul edelim ki; e —x € R(x — x?) olacak sekilde e? = e € R
mevcut olsun. ¥ € R i¢in e — x = r(x — x?) olmast durumunda e = x + r(x — x?)
€ Rx dir. Boylece 1—e=(1—-rx)(1—x)olupc= (1—rx) € R igin; (1 — e) —

c(1 — x) = 0, R halkasinin Jacobson radikalinin elemanidir.

(i) = (iii); Kabul edelim ki; (1 —e)—c(1 —x) =0, R halkasinin Jacobson
radikalinin eleman1 olacak bicimde c ER ve e? = e € Rx olsun. (1— e) —
c¢(1 — x) R halkasmin Jacobson radikalinin eleman1 1 — ((1 —e)—c(1- x)) =e+
c(1—x) €R tersinirolup u € R i¢in 1 = u(e +c(1- x)) =ue +uc(l—x) € Re +

R(1 — x) olacagindan R = Re + R(1 — x) olur.

(iii) = (iv); Kabul edelim ki; R = Re + R(1 — x)olacak bigimde e> = e € Rx olsun.
R =Re+ R(1—x)oldugundan t,s €R i¢cin 1=te+s(1—x)€ERolup f2=f€
Rx i¢in f = e+ (1 —e)te olarak almirsa; 1 — f = (1 —e)s(1 —x) € R(1 —x) elde

edilir.

(iv) = (i); 1 — e € R(1 — x) olacak bigimde e? = e € Rx mevcut olsun. e? = e €
Rx i¢in Rx < R oldugundan e? = e € R dir. O halde; e € Rx ve 1 —e € R(1 — x)
icin e—x=e—x+ex+ex=e(l—x)—(1—e)x €R(x—x?) elde edilir
(Nicholson, 1977).

Tamim 2.1.11. R bir halka olsun. Eger R halkasindaki her halka Onerme 2.1.1. deki
denklik sartlarindan birini sagliyor ise R ye sol degisim halkas: denir. Ayrica degisim

halkalar1 sag ve sol simetrik halkalar oldugundan bu halkalara degisim halkalar1 denir (
Nicholson, 1977).

Teorem 2.1.1. R birimli olmas1 gerekmeyen bir halka olsun. R halkasinin degisim
halkast olmasi igin gerek ve yeter kosul her x € X i¢in e = rx = s + x — sx olacak

sekilde , s € R ve e2 = e € R mevcut olmasidir (Ara, 1997).



Tamim 2.1.12. R ve S iki halka ve f: R — S bir fonksiyon olsun. Eger Va, b € R i¢in;

i. fa+b)=f(a)+f(b)
ii.  f(ab) = f(a)f(b)

ise f fonksiyonuna, R den S ye bir halka homomorfizmasi denir. Eger f:R — R ise
f fonksiyonuna halka endomorfizmasi denir. R nin tiim endomorfizmalarinin kiimesi
End(R) ile gosterilir ve bu fonksiyonlarinin toplama ile birlesme islemleriyle bir

halkadir. Bu halkaya R nin endomorfizma halkasi denir. (Lam, 1999).

Tanim 2.1.13. R ve S iki halka ve f:R — S bir halka homomorfizmi olsun.
Ker(f):={r € R: f(r) = 05} kiimesine f fonksiyonunun cekirdegi denir
(Hungerford, 2000).

Tanmm 2.1.14. R ve S iki halka ve f: R — S bir halka homomorfizmi olsun. Im(f): =
{f(r):r e R} €S kimesine R halkasmin f fonksiyonu altindaki resmi veya

f fonksiyonunun goriintiisii denir (Hungerford, 2000).

Tammm 2.1.15. Bir R halkast ve m,n tamsayilart i¢in sol R —modiil olmak iizere
R™ = R™ iken m = n oluyorsa R halkasina degismez baz sayisina sahip halka denir

ve IBN olarak gosterilir. (Lam,1999)

Tamim 2.1.16. R bir halka ve (M, +) bir toplamsal grup olsun. (m, n) — mr ile tanimh
M XR - M donisimii her r,r,7, € R ve m,m;,m, € M icin asagidaki sartlar

saglarsa, M ye bir sag R-modiil denir ve My ile gosterilir.

. (my +myr =myr+myr
ii. m(y+nr)=mr+mn

iii.  (mry)r, = m(ryry) (Matej, 2014).

Sol R — modiil tanim1 da benzer sekilde yapilabilir. R halkasi birimli bir halka olmak
tizere her m € M igin m. 1z = m sart1 saglaniyorsa M ye birimsel sag R-modiil denir. R
halkas1 toplamsal grup ve R halkasi {lizerindeki ¢arpma islemi modiil ¢arpimi olarak
dikkate alindiginda, R halkasi kendi iizerinde hem sag hem de sol R — modiil olur
(Matej, 2014).



Tamim 2.1.17. R bir halka, M bir sag R — modiil ve N, M nin bos olmayan bir alt
kiimesi olsun. N, M nin toplamsal alt grubu olmak {izere her r € R, her n € N i¢in
nr € N oluyorsa N ye M modiiliiniin alt modiilii denir ve N < M ile gosterilir (Matej,
2014).

Tammm 2.1.18. M bir R — modul olsun. M = {ra:r € R} olacak sekilde bira € M

mevcutsa M R- modiiliine devirli R — modiil denir ( Kasch,1982).

Tanmmm 2.1.19. M bir sa§ R — modil olsun.m € M igin ann, (M) ile gosterilen
{r € Rimr = 0} kiimesine M nin sag sifirlayicisi, benzer sekilde m € M i¢in
ann,.(M) ile gosterilen {r € R:rm = 0} kiimesine M nin sol sifirlayicis1 denir

(Lam,1999).
Tanim 2.1.20. My ve Ni sag R — modiiller i¢cin f : M — N doniisiimii

i. Hermy,m, €M igin f(m; + my) = f(my) + f(my,)
ii. Herme Mver € Rigin f(mr) = f(m)r

sartlar1 sagliyorsa f doniisiimiine R — modiil homomorfizmasi denir (Matej, 2014).

Tamm 2.1.21. A bir halka, R birimli ve degismeli bir halka olmak {izere, A birimsel sag
R — modiil ve Va,b € A,Vr € R i¢in (ab)r = a(br) = (ar)b ise A halkasina bir R-
cebir denir (Matej,2014).

Tamim 2.1.22. R bir halka, M, bir R — modiil olsun. Ny N, ---, N,. M nin R alt modiilleri
vel <i<rigin N;n(Ny + - N;_y + Nj;1 ---N,.) = {0} oluyorsa N; + - + N,, R —
alt modiiliine, N; , R — alt modiillerinin direkt toplami denir ve N; @ N, @ --- P
N, ile gosterilir (Lam,1999).

Tamm 2.1.23. R bir halka olsun. S S R olacak sekilde S halkasi verilsin.
R=S5S@®C,SC < C,CS < C olacak sekilde toplamsal C < R alt grubu varsa S
halkasma R halkasiin kose halkasi denir (Lam, 2006).

Teorem 2.1.2. R bir halka olsun. e idempotent olmak {izere R halkasinin kose halkast ,
eRe bi¢imindedir (Lam, 2006).



Tamim 2.1.24. M bir modiil olsun. Her aeEnd(M) i¢in eger Ker(a), M nin bir dik
toplanan ise M modiiliine ¢ekirdek-direkt modiil; eger Im (o), M nin bir dik toplanan ise

M modiiliine goriintii-direkt modiil denir (Nicholson ve Campos , 2005).

Teorem 2.1.3. Bir morfik modiiliiniin ¢ekirdek-direkt modiil olmasi igin gerek ve yeter

kosul goriintii-direkt olmasidir (Nicholson ve Campos , 2005) .

Onerme 2.1.2. M, R halkasi iizerinde bir sag R — modiilii olsun. M modiiliiniin her
endomorfizmalarinin hem goriintiisti hem de ¢ekirdegi M nin dik toplanani ise M nin

endomorfizma halkasi von Neumann diizgiin halkadir (Pino vd., 2015).

Ispat: E bir yonlii graf ve p, E grafinin igindeki sonlu olmayan bir graf olsun. p bir yol
grafi oldugu i¢in heri > 1 igin s(e;) =v; ve r(e;) = s(e;;1) olacak sekilde bir

p = ey ...e, ...dir. Ayrica L kendisi ilizerinden bir sag L — modiil oldugundan
F = (@ )v;L dik toplam1 seklinde yazilan F < L alt modiiliinii, Y < L alt modiilii i¢in
i=1

L=F@®Y dik toplammi ve son olarak da {v; —v;;,e/:i=12,---}  kiimesi
tarafindan tretilen G = ).72,(v; — v;,1€;)L olacak sekilde F nin bir alt modiiliinii
alalm. k > 1, g, € G ve hy € H igin v, = g, + hy, olarak yazilirsa F = G @ H dir
(Pino vd., 2015).

Tammm 2.1.25. R bir halka olsun. Her bir a;b € R i¢in sa + tb = 0 olacak sekilde
s, t € R mevcut ise R halkasina bagimli halka denir (Henriksen,1973) .

Tanim 2.1.26. R bir halka olsun. Eger R nin her sonlu S alt kiimesi ve e idempotenti
icin S € eRe oluyorsa R halkasina yerel birimsellere sahip halka denir (Abrams ve

Rangaswamy, 2010).

Tamim 2.1.27. R bir halka olsun. R halkasinin her a elemani igin v € R idempotenti
a € vRv ve u, u’' € vRv elemanlann uu’' = v = u'u ve aua = a olacak sekilde bir

mevcut ise R halkasina birimsel halka denir.

Tamim 2.1.28. R yerel birimlere sahip bir halka olsun. Her a € R , v idempotenti ve u ,
u'yerel tersleri i¢in uu’' = v = u'u;va = a = av ve aua = a oluyorsa R halkasina

yerel birimli halka denir (Abrams ve Rangaswamy, 2010).



Tamm 2.1.29. R birimli bir halka olsun. Her x, y € R i¢in xy = 1 oldugunda yx = 1
oluyorsa R halkasina sonlu dik toplanan halka denir (Vas, 2015). Bu tanim birimli

olmayan fakat yerel birimsel elemanlara sahip R halkasi i¢in asagidaki gibi ifade edilir.

Tamim 2.1.30. Yerel birimsellere sahip bir R halkasi ve her bir x,y € R igin xu = x =
ux ve yu =y = uy olacak bi¢imde u € R idempotenti i¢in xy = u oldugunda yx = u

oluyorsa R halkasina sonlu-dik toplanan halka denir (Vas, 2015).

Tamm 2.1.31. M sag R — modiil , S = End zx(M) olsun. S nin yalniz tek herhangi bir
elemaninin M nin igindeki goriintiisii M nin dik toplanani ise M modiiliine d —Rickart
(dual- Rickart) modiil denir. (Lee ve Tarig, 2011).

Teorem 2.1.3. R bir halka olsun. Rz modiiliiniin d- Rickart modiil olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul R halkasinin diizgiin halka olmasidir (Lee ve Tariq, 2011).

Tanmm 2.1.32. a, M modiil endomorfizmasinin elemani olsun. M/Ma = Ker(a) ve
MpB = Ker(a) ve Ker(B) = Ma olacak sekilde BeEnd(M) mevcutsa M nin a, M
modiil endomorfizmasina morfik denir. Eger M modiiliiniin her endomorfizmas1 morfik
ise M modiiline morfik modiil denir. R bir halka ve a € R olsun. Eger a: xR — zR
olmak tiizere sag ¢arpimlart morfik endomorfizmasi ise R halkasina sol morfik denir.

Bagka bir deyisle, % = ann;(a) dir. Eger R halkasinin her elemani sol morfik ( zR sol

morfik modiil) ise R halkasina sol morfik halka denir (Nicholson ve Sanchez, 2005).

Tanmm 2.1.33. R bir halka olsun. Isonlu kiimesi ve R — modiil olarak R= M
izomorfizmast i¢in herhangi bir Asol R- modilinin A=M @ N =@ A; dik
ayrigimlart verildiginde A = M @ (@;¢; B;) olmasi durumunda her zaman B; € A; ise

R halkasina (sol) degisim halkasi denir (Crowley ve J’onnson,1980).



Tamim 2.1.34. Her f:M — K R — modiil epimorfizmasi ve her y: U — K R — modiil
homomorfizmas: i¢in asagidaki (Sekil 2.1.) de goriilen diyagram degismeli olacak
bigimde y: U - M R — modiil homomorfizmas1 mevcut ise U’ ya M — projektif modiil

denir (Anderson ve Fuller,1992).

»

M— K —10

Sekil 2.1. Projektif modiil diyagrami (Anderson ve Fuller,1992)

Tamm 2.1.35. R bir halka olsun. Eger R halkasmin her sag(sol) esas ideali projektif
R — modiil ise R halkasina sag(sol) Rickart halka denir. Bir R halkasi hem sag hem de
sol Rickart halka ise R halkasina Rickart halka denir (Maeda,1960).

Teorem 2.1.4. R bir halka olsun. R halkas1 sag(sol) Rickart halkadir ancak ve ancak

R halkasinin her elemaninin sag( sol) sifirlayan1 bir R’ nin idempotenti tarafindan

iiretilir (Maeda,1960).

Tamim 2.1.36. R bir halka, M bir sag R — modiil ve S = Endiz(M) olsun. Her f € S
icin ann () = annM(S. f) = eM olacak bicimde e? = e € S mevcutsa M modiiliine

Rickart modiilii denir (Agayev vd.; 2012).

2.2. Graf Teori

Tamm 2.2.1. Bir E grafi E° ile gosterilen nokta kiimeleri ile bu nokta kiimelerini
birbirine baglayan ve E?! ile gosterilen, kenar adi verilen elemanlardan olusan kiimeye

denirve E = (E° E%) ile gosterilir (Raeburn, 2005).

Tamm 2.22. E = (E°EY7r,s) yonli grafi, E, E; kiimeleri ve 7,s:E!—
E° doniisiimlerinden olusur. E®’ 1n elemanlarma koseler E! ° in elemanlarina ise
kenarlar olarak tanimlanmaktadir. Herhangi bir e € E* kenari igin s(e)’ye e kenarmim

kaynagi ve r(e) ye de e kenarinin menzili adi verilmektedir (Abrams vd., 2017).
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Bir e € E! kenan1 ve v,w € E° koseleri igin s(e) = v ve r(e) =w ise e kenarmmn
yayicis1 v kosesi, e kenarmim alicis1 W kosesidir. Herhangi iki e, e, € E* kenarlari i¢in

r(e;) = s(ey) oluyor ise e, e, kenarlarina komsu kenarlar denir (Abrams vd., 2017).

Tamm 2.2.3. Bir u kosesi igin s~ (u), kaynag: u olan kenarlarin kiimesi ve 7~ (u) ise
menzili olan kenarlarin kiimesidir. Eger bir u kosesi herhangi bir kenar yaymiyorsa
baska bir ifadeyle s™1(u) = @ ise u kosesine batak, u kosesi hi¢ kenar almiyor yani

r~1(u) = @ durumunda ise u kdsesine kaynak denir (Abrams vd ., 2017).

Ornek 2.2.1. Asagida verilen E grafinda uy,u,, v, Ve v; koseleri birer batak, u kosesi

ise kaynaktir ( Sekil 2.2.).

E:

Sekil 2.2. Yonlii graf (Abrams vd., 2017)

Ayrica, s(ey) =u,r(e;) = vy, r(e)) = v, =s(e;) =s(e3) , s Hw) ={ey, es, €5} ,
riw) =0, s (vy) ={ey ez}, 1T (wy) ={es} , v (w3) ={e3}, sTH(v3) =0 =
sTHwy) , rTHwe) ={ep} , sTHw) =@, rH(w) ={es} 5T (up) =0, () =

{es} dir (Abrams vd., 2017).

Tammm 2.2.4. Bir grafta bir kose sonsuz kenar yayiyorsa yani bir u kosesi
icin |s71(u)| = oo ise bu u kdsesine sonsuz yayict denir. Graftaki bir u kosesi batak
veya sonsuz yayici ise bu koseye tekil kose, aksi durumda ise u kosesine diizgiin kose
ad1 verilir. Bir E grafi sonsuz yayici igermiyorsa bu grafa sirali sonlu graf denir

(Abrams vd., 2017).
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Ornek 2.2.2. (Sekil 2.3.) de verilen E grafi i¢in v kdsesine sonsuz kenar geldiginden v
kosesi sonsuz yayicidir ve dolayisiyla tekil kosedir. u kosesi ise sonlu kenar
yaydigindan diizgiin kosedir. Bu nedenle E grafi sonlu ve sira sonlu olmayan bir graftir
(Abrams vd., 2017).

E:

. _[)(W)

2 €1

Sekil 2.3. Sira sonlu graf (Abrams vd., 2017)

Tamm 2.2.5. Bir E grafindaki e;, ey, ...,e, € E! kenarlar icin r(e;) = s(ej41) (i =
1,2,3,...,n — 1) olacak sekilde olusturulan p = e;e, ...e, dizisine yol denir. Burada
s(p) = s(e;) ve r(p) =r(e,) dir. Bir pyolunun igerdigi kenar sayisi p yolunun
uzunlugunu verir ve [(p) ile gosterilir. Bir p yolunu olusturan kenar sayisi sonsuz
sayida ise p yoluna sonsuz uzunluklu yol denir. Bir E grafindaki tiim yollarin kiimesi
Path(E) ile gosterilir. Ayrica bir graftaki tiim koseler sifir uzunluklu bir
yoldur. Path(E) kiimesinde m <n olmak lizere p = eje,re, V& q = e ey,

yollar1 i¢in g yoluna p yolunun baslangig alt yolu ad1 verilir (Abrams vd., 2017).

Tamim 2.2.6. n uzunluktaki bir p = e;e; ... e, yolu i¢in s(p) = r(p) = u oluyor ise p
yolu kapal1 yol, u kdsesi de kapali yolun bazi olarak adlandirilir ve u kdsesini baz alan
kapali yollarin kiimesi CP(u) ile gosterilir. Kapali bir p = e;je, ...e, yolu i > 1 iken
s71(e;) # u ozelligini saghiyorsa p yolu u kdsesini baz alan kapali basit yol denir ve u
kosesini baz alan biitiin kapali basit yollarin kiimesi CSP(u) ile gosterilir. Her kapali
basit yol bir kapali yoldur (Abrams vd., 2017).

Tamim 2.2.7. p = e e, ...e, yolu igin s(p) = r(p) = u ve her bir i # j igin s(e;) #
s(ej) oluyorsa p yoluna u kosesini baz alan dongii ad1 verilir. Dongii igermeyen grafa
cevirimsiz graf veya diger adiyla devirli olmayan graf denir . Bir p = e e, ...e, Yyolu
icin s(e) = s(e;) (1 <i<n) ve e # e; olacak bicimde bir e € E! kenar1 mevcutsa e

kenarina p yolunun ¢ikist denir. (Abrams vd., 2017).
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Tamm 2.2.8. Bir E grafinda her kapali basit yol bir ¢ikis iceriyorsa bu E grafi L
kosulunu sagliyor denir. Eger E grafindaki tiim kdseler ya higbir kapali basit yolun bazi
degil ya da birden fazla kapali basit yolun bazi ise E grafi K kosulunu saglar. Bu
durumda K kosulunu saglayan bir graf her zaman L kosulunu da saglar denir (Abrams
vd; 2017).

Ornek 2.2.3. n koseli sonlu satir graf icin genellenirse yani (Sekil 2.4.) de goriilen bir
M,, grafi igin,
M,:

Sekil 2.4. n koseli satir sonlu grafi (Abrams vd., 2017)

M,, grafinin kose kiimesi M,° = {vy,---,v,} , kenar kiimesi M,,* = {e;, -, e,} ve her

bire; (i =1,:--,n— 1) i¢in s(e;) = v; ve r(e;) = v;;, dir (Abrams vd., 2017).

Ornek 2.2.4. (Sekil 2.5.) de goriilen tek diigiim grafina gore R,° = {v}, R,' = {e} ve
r(e) = v = s(e) dir (Abrams vd; 2017).

R;:

v

e

Sekil 2.5. Tek diigim grafi (Abrams vd., 2017)

Ornek 2.2.5. (Sekil 2.6.) da goriilen tek bir vkosesi ve R, ile gosterilen n tane
diigiimden olusan n yaprakli giil grafina gore, R, = {vy,-, v}, Rn' = {eq, -, en}

ve her bir e¢; (i = 1,---,n — 1) i¢in s(e;) = v; = r(e;) dir (Abrams vd., 2017).
€3
é-ll--l:%) 81
€n

Sekil 2.6. n- yaprakli giil grafi (Abrams vd., 2017)
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2.3. Leavitt Cebiri

Tammm 2.3.1. K herhangi bir cisim n > 1 herhangi bir tam say1 olsun. Bu durumda
(1,n)  tipindeki Leavitt K —cebiri  Lg(1,n) olarak  gosterilir  ve
K/ (X1, X5.. X Y1, V2. . V) [A(XT YiX)) — 1g; XY —6;1k) olarak tanimlanir (Abrams vd.,
2017).

2.4 Katsayilar1 Cisim Uzerindeki Leavitt Yol Cebirleri

Tamim 2.4.1. K bir cisim ve E bir yonlii graf olacak bigimde E grafi tizerindeki yol K —
cebiri asagidaki bagmtilarla birlikte E° ve E! kiimeleri tarafindan iiretilen yani K[E°U
E1] olan bir K- cebiridir.

(Al) Her v v; € Eoig:in, Vv = 6ijvi,
(A2) Her e € Elicin s(e)e = e = er(e)
Bu yol K cebiri A(E) ile gosterilir (Abrams vd., 2017).

Tanmm 2.4.2. E = (E° EY,r,s) bir yonli graf olmak iizere, (E')* = {e;:e; €
E'} kiimesi ve r', s’ doniisiimleri, r'|z1 =71, s'|g1 = s, r'(e]) = s(e;) ve s'(e}) =
r(e;) olmak {iizere E=(E° E'uU (EY)*,r’,s")ile tammlanan grafa, E grafinin
genisletilmis grafi denir. E? reel kenarlarin kiimesi, (E')* kiimesi ise gdlge kenarlarin
kiimesidir. p = e; --- e,, yolu igin p* gblge yolu, p* = e, - e7 seklindedir (Abrams vd.,
2017).

Ornek 4.1.1. Asagida verilen E grafi genisletilmis graftir (Sekil 2.7.).

.
& h 4
v f h*
oV Tl gW i ¢
N f \h_'r‘--'f‘j
TN .
- -

Sekil 2.7. Genisletilmis graf (Abrams , 2017)



Tamm 2.4.3. K bir cisim ve E keyfi bir graf olsun. E grafinin Leavitt yol cebiri,
katsayilar1 K cisminde olan, E°, E* ve (E1)* kiimeleri tarafindan {iretilen yani K[E°U
Elu (EY)*] olan ve asagidaki sartlar1 saglayan bir K — cebiridir. Bu K —cebiri
Lk (E) ile gosterilir.

(Al) Her Vi, Uj € E° i¢in viv; = 6ijvi
(A2) Her e € Eligin s(e)e = e =er(e) ve r(e)e* =e* = e*s(e)
(CKl) Her €, & € E? IQIH egke]' = é'l]r(e])

(CK2) Her diizgiin v € E° icinv = Z{eeEl:S(e)=v} ee”

A; {a,:v € E°} ortogonal idempotent cifti ve {b,, bj:e € E} kiimesi ile (1) ile (4)
kosullar1 gergekleyen bir K- cebiri ise bu durumda her v € E° i¢in ¢p(v) = av ve her
e € E! icin ¢p(e) = be ve ¢p(e*) = be* olacak bicimde bir ¢:Li(E) - A cebir

homomorfizmas1 mevcuttur (Abrams vd., 2017).

Tamim 2.4.4. E grafinin Leavitt yol cebiri, E genisletilmis grafi iizerinde, Cuntz-Krieger
bagintilart olarak adlandiran (CK1) ve (CK2) bagintilarini saglayan bir yol K —cebiridir
(Abrams vd., 2017).

Teorem 2.4.1. E bir graf ve e € Elolsun. Leavitt yol cebirlerinden alinan (ee*) eleman:

bir idempotenttir.
Ispat: (CK1) kosulundan,
(ee”) (ee*) = e(e*e)e* = er(e)e” = ee” (2.3)

sagladig1 i¢in Leavitt yol cebirlerinden alinan ee*elemant bir idempotenttir ve Lg (E) de

koselerin kiimesi de ortogonal idempotentlerin bir kiimesini verir (Abrams vd., 2017).
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Ornek 2.4.2. Sekil 2.8.” deki (CK1) ve (CK2) kosullarmi saglayan Leavitt yol cebirine

gore;

E = of ol
o B _f*
v h
oV TGV o
i)
Fa J

ee" +ff*+gg*=v gg=w gf=0
h*h=w (CK1) hh* =u (CK2)

Sekil 2.8. (CK1) ve (CK2) kosullarin saglayan Leavitt yol cebiri (Abrams, 2017)

Ornek 2.4.3. Katsayilar1 K cismi olan nxn tipindeki M, (K) matris cebiri icin
asagidaki graf verilsin (Sekil 2.9.). Bu durumda, e;; M,, (K) matris cebirindeki i — inci
satir ve j — inci siitun hari¢c diger girdileri 0 olan birimsel matris olmak iizere
¢: Lg(E) — M, (K), v, — ey, € ¥ eir1); Ve e ¥ ej;4q) olarak tanimlanan

dontigim ile Lgx(E) = M,, (K) dir (Abrams vd., 2017).

E:

= & En—1
P! = g2 =~ g3

Sekil 2.9. nxn tipindeki matris cebri (Abrams vd., 2017)

Ornek 2.4.4. Tek diigiimlii bir R, grafi verilsin ve K[x,x™!] Laurent polinom halkas1

olsun (Sekil 2.10.).

Ry :

OUDG

Sekil 2.10. Tek diigiim grafi (Abrams vd., 2017)
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Bu grafta yani (Bkz. Sekil 2.10.) da, ¢:Lg( R;) = K[x,x" ], v~ 1, er— x ve

e* +— x~ 1 olarak tanimlanan déniisiim ile Lg( R;) = K[x,x~] dir (Abrams vd., 2017).

Ornek 2.4.5. n > 2 icin R, grafi verilsin (Sekil 2.11.).

Sekil 2.11. n-yaprakli giil grafi (Abrams vd., 2017)

Bu grafta, ¥:Lg( R,) = Lg(1,n), v 1, e;+—x; Ve e — y; ile tanmimlanan

doniistim ile Lg (R,,) = Lg(1,n) dir (Abrams vd., 2017).

Ornek 2.4.6. Sonlu olmayan saat grafi verilsin (Sekil 2.12).

Sekil 2.12. Sonlu olmayan saat grafi (Abrams vd., 2017)

u sonlu olmayan kenar yayan bir yayict kose, @2, M,(K), M,(K) nin sayilabilir
sonsuz kopyalarinin dik toplami ve I, =[lj2{ E», olsun.
¢: Lg(cw) = Di21 Mz (K)BK I, fonksiyonu igin ¢p(w) = Ip,, d(e;) = (Ez1)i, d(vy) =
(E11); ve ¢(e;") = (E;2); verilsin. ¢(ue;) = ¢(e;) olacak bigimde herhangi bir e;
kenar1 igin;

d(ue;) = p(Wd(e)) = Ira(Ear)i = (E22)i(E21); = (Ez1)i = ¢(ey) (2.4)
Dolayisiyla Lg (co,) = Di2 1 M, (K)BKI,, dir (Abrams vd., 2017).

Onerme 2.4.1. E bir graf K herhangi bir cisim olsun. k € K ; p,q € E igin Lg(E) nin

her bir eleman1 kpq* formundadir ve
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i) k € K ve v; € E%gin kv; veya
i) keK; e, ,e e, e €E', m,n>0vem+n = lolacak bigimde

ke; ---e; e:

- -+ e; seklindedir. p ve q, v; kdsesinde 0 uzunluklu yollardir veya

p=e, e Veq= e e yollarindan en az biri 0 dan biiyiik uzunluktadir

(Abrams vd., 2017).

Ispat: Her x; € E° U E* U (EY)* olacak bigimde kx; ...x,, elemanini ele alalm. n = 1
ise x; € E° icin kx; (i) formunda, x; € E! veya x; € (E})* i¢in ise kx; (ii)
formundadir. Her y; € E® U E* U (E1)* olmak iizere y = ky; ... ¥ Vn+1 clemanindaki
n > 1 i¢in iki formdan biri seklinde yazilabildigini kabul edelim y = xy, ,; olacak

sekilde x = ky; ... y, elemani iizerinden indirgeme bagintisini1 kullanirsak;

1. Durum: v; € E° 1@11’1 X = kvi olsun. Yn+1 =V € E° ise y = kvivj = k6ijvi (|)
formunda yazilir. yn41 = ¢; €E* ise y = kvie; = kvis(e;)e; = kb,,5cp€ Veya
Y1 =€ € (EY)" igin y = kvie; = kvir(ej)ef = kby repef oldugundan y (ii)

formunda yazilir.

2. Durum: Her e;,e; € E* ve m+n > 1 igin x = ke;, ...e; e/ ...e; olsun. x eleman
m Jn J1

i¢in agagidaki durumlara bakacak olursak;

21. v; €E® igin yp4q=v; ve n=0 olsun. Oyleyse m>1 olmali ve y=

ke ..e; v; = kSUJ,'T(eim)eil .. ;. (i) seklinde yazilabilir.

=e*sle: v = *
v = ejls(ejl)v] 6Vj'5(ej1)e]1

e;. (ii) formunda yazilir.

0 .« . _ *
22. v; €E” i¢in yp,=v; ve n=1 olsun. e;

oldugundan y = k6vj_s(ej1)ei1 e e

jn en

2.3. Kabul edelim ki; e; € E' igin y,,1 = ¢; ve n =0 olsun. Bu durumda, m > 1

olmalidir ve y = ke, ...e; _e; (ii) seklinde yazilir.
2.4.ej € E'igin y, 4 = e; ve n = 1 olsun. (CK1) kosulundan e e; = &;, 7 (e dir.
241l.n=1vem=0isey = kdjl'jr(ej) (1) formunda yazilir.

242.n=1vem>0isey = k5j1,j5r(eim),r(ej)ei1 ...e; (i) formunda yazilir.
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243.n> 1lisey = k§;

) 1‘j6s(ej2),r(ej)ei1 e e ..e (ii) seklindedir.

2.5. e €E" igin yp4q =¢ ve n=0 olsun. Bu durumda, m =1 olur ve y =

k5r(ei )r(e)Ciy e;,,€ (ii) formunda yazilir.

1 . . _ _ -
2.6. ¢; EE" icin yu 1 =€ ve n =1 olsun. y = k6s(ej1),r(ej)ei1 e e ..e e (ii)

formundadir (Abrams vd., 2017).
Onerme 2.4.2. E bir graf olsun.

i) E° sonlu ve n tane kdse iceriyorsa, Lx (E) birimli bir K-cebiridir ve birimi
1=X%, v dir.
i) E° sonsuz ise Ly (E) yerel birimlere sahiptir (Abrams vd., 2017).

Ispat: (i); E° sonlu olsun. Y™, v; nin Lg(E) igin birim oldugunu gdsterelim. Her
v; € E° igin (XL, v)vj = Xie v vj = 1=y 6iv; = v; Ve her e;eE" igin Leavitt yol
cebiri tammndaki (A2) kosulu (XiL; v)v; = (XL, v )s(ej)ej = e; dir. Benzer
olarak (X7 v)ef = ejdir. Lg(E) Leavitt yol cebiri E°UE'U (EY)" tarafindan
tretildiginden her a € Lg(E) i¢in Qi vi)a = a ve a(Xi=, v;) = a oldugu agiktir.

Dolayisiyla Y;/-; v; L (E) nin birim elemanidur.

(ii); E° kose kiimesi sonsuz ve X = {a;}}_; S Lx(E) nin sonlu bir alt kiimesi olsun.

Onerme 2.4.1. den her bir p]i-,q]i-EPath(E) ve ki €K olmak iizere

a; = ng kp]i- (q]i-)* seklinde yazabiliriz. V = Ule{s(p}i-),s(q}):j =1, ---,s(i)} olarak
tanimlansin ve f = Y.,y v olsun. Bu durumda (i) de kullanilan yontem ile her a; € X
icin fa; = a; = a;f dir . [ sonlu bir toplam ve idempotent oldugu i¢in X kiimesi i¢in
bir yerel birim {iretir . Bu durumda E°, Li(E) nin yerel birim elemamdir (Dangerfield,

2011).

Tamim 2.4.6. E bir graf ve p,q € Path(E) olsun. Bazi p = gqm olacak sekilde m €
Path(E) varsa q yoluna p yolunun inital segmenti denir. Ayrica Lg(E) nin sifir
olmayan pq* ve mn* verildiginde g yolunun m nin inital segmenti olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul (pq*)(mn*) # 0 dir .
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Teorem 2.4.2. Ly (E) = @Lg(E)v dir.

vEEY

Ispat: Her bir x € L (E), k; € K ve her p;q; € E* igin;

X = k1p1qiv1 + - knDnqnVn € Ypepo Lx(E)v ve her v; =s(q;) i¢in Lg(E) =
Yvero L (E)v dir. v € E° igin y € Lg(E)v N Xyepo wew L (E)w olsun. O halde; en az
bir a,a,, € Lx(E) i¢in y = av = Y ,epowzy AW dir. E grafindaki koéselerin kiimesi
Lk (E) nin ortogonal idempotenti oldugu i¢in av = (av)v = (Zyepowev Gww) = 0 dir.

Boylece L (E) = @Lk (E)v esitligi saglanir (Dangerfield, 2011).

veEED

Teorem 2.4.3. Leavitt yol cebirleri ayn1 zamanda Z — dereceli cebir olma 6zelligini

saglar (Abrams vd., 2017).

Ispat: mn€Z icin Lg(E)mLlyx(E)p € Lx(E)msn oldugunu  gdsterecegiz.
P1,P2, 91,92 € E*, x = p1gy" € Lk(E);y V€ y = p2q;" € Li(E), monomialleri i¢in;

I(py) —l(qr)=m ve I(py,)—1l(qg;)=n olsun. (CKl) kosulundan xy =
P191°P292" = 0 dir. Farz edelim , xy # 0 olsun.

1. Durum: I(q,) = l(qz) icin, q,"p, = r(p;) olup xy = p,q,* dir. I(py) —U(qz) =
(m+ (l(pl)) — (l(py) —n) =m+nolup xy € Lg(E)p4q dir.

2. Durum: I(q,) > l(q;) ve g4 yolunun bir g alt yolu i¢in q; = p,q olsun. Bu durumda
xy = p1q g dir. 1(py) — 1(q2q) = l(py) — 1(q2) + 1(q) = l(p1) — (Z(QZ) + l(q1) —
l(Pz)) = (l(P1) - l(‘h)) + (I(p2) — l(gz)) =m +nolup xy € Lg(E)yp dir.

3. Durum: I(p,) > l(py)olsun. 2. Durum dan xy € Lig(E);4n dir. Son durumda eger
X = Z{:lpli Q1*i € LK(E)m+n Vey = 2;:1 ij QZ*]' € LK(E)m+n ise Xy € LK(E)m+n
olur. O halde; L (E);,Lg (E)y, € Lg(E)pm4q dir (Dangerfield, 2011).

Onerme 2.4.3. E herhangi bir graf olsun. Lx(E) — mod Kkategorisinde Lx(E) projektif

modildir.

Ispat: Teorem 2.4.2. den L (E) = @®Lg(E)v olarak yazilir ve v € E° idempotenti igin

VEED

Lk (E) yerel birimlere sahiptir. Her bir Li (E)v dik toplanan Lg (E) — mod da projektif
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modiil oldugundan projektif modiillerin dik toplamlar1 da projektiftir. Dolayisiyla
Lk (E) projektif modiildiir (Dangerfield, 2011).
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3.YONTEM

3.1. Leavitt Yol Cebirlerinin Endomorfizma Halkalar1

Tamim 3.1.1. E herhangi bir graf, K herhangi bir cisim olsun ve L := Ly (E) Leavitt yol
cebiri verilsin. Birimli End(L;) halkasin1 H ile gosterelim. Bu durumda L yi H nin bir

alt halkasi olarak tanimlanabilir (Pino vd.,2015). Ayrica,
@:L - End(Ly)

X = Ay (3.2)

ve sifirdan farkli olarak verilen x € L i¢in xu = x sartin1 saglayan bir u €
L idempotenti mevcuttur. Boylece 0 # x = A,(u) oldugundan ¢, bir halka
monomorfizmasidir. Burada A,:L — L, x ile soldan ¢arpma yani, her y € L i¢in A,

(y) = xy ile tanimlanan bir sag§ R — modiil homomorfizmasidir (Pino vd., 2015).

Onerme 3.1.1. Herhangi bir f € H ve x € Ligin f A, = Ag(x dir. Bunun sonucu
olarak L, H nin bir sol idealidir (Pino vd., 2015).

Ispat: Keyfi a € Licin f A,(a) = f(xa) = f(x)a = Asa oldugundan f 2, = Afx)
dir.

Onerme 3.1.2. E bir graf ve K keyfi bir cisim olsun. Bu durumda asagidaki kosullar
denktir.

I. Ly (E) Leavitt yol cebiri devirli bir sol H modiildiir.
ii. Lk (E) Leavitt yol cebiri devirli bir sol Li(E) modiildiir.
iii. E grafi sonlu sayida koseye sahiptir (Pino vd., 2015).

Ispat: (i) = (ii); Lg(E) devirli sol H modiil olsun. x € Lk (E) i¢in Lk (E) = Hx ve
u € Lg(E) yerel birim elemani i¢in ux = x yazilabilir. Lg(E), H nin sol ideali
oldugundan Ly (E) = Hx = Hux = Lk (E)x dir. O halde Lk (E) aynm1 zamanda devirli
sol Lg(E) modiildiir.
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(i) = (i); Lg(E) Leavitt yol cebiri devirli bir sol Lg(E) modil olsun. Lg(E), H
halkasmin sol ideali oldugundan x € Lg(E) ve u € Lg(E) yerel birim elemani ig¢in,
Lgx (E) = Lg (E)x = Hux olarak yazilabilir. u, Lg(E)’ nin yerel birim elemani
oldugundan Ly (E) = Lg (E)x = Hux = Hx elde edilir. O halde; Lg(E) devirli

sol H modiil olur.

(ii) = (iii); Lg (E) devirli sol modiil olsun. Bu durumda Ly (E) = Lg (E)x olacak

sekilde 3x € Lg (E) dir. Buradan her i€ {1,:--,n}i¢in xu; # 0 olacak sekilde u;

koseleri i¢in; E° = {ulun} dir. Yani, E sonlu sayida koseye sahiptir.

(iii) = (ii); E sonlu sayida kdseye sahip yani E° = {ulun} olsun. Bu durumda

Lg (E) Leavitt yol cebiri birimlidir ve u = Y7\, u; birim elemanidir. Burada Lg(E) =
Lg (E)u olur. Dolayistyla Ly (E) devirli sol Lg(E) modiildiir (Pino vd., 2015).

Onerme 3.1.3. Asagida verilen sartlar birbirine denktir.

i) H, degisim halkasidir.
i) L, degisim halkasidir (Pino vd., 2015).

Ispat:(i) = (ii); H bir degisim halkast ve x € Lolsun. f,g €H ve e? €H e =
fAd. =g+ A, — g A, olacak sekilde vardir. L, H halkasinin sol ideali oldugundan
f Ay €L vedolayisiyla g = e A, + g A, € L dir. Eger u, ux = x = ux olacak sekilde
ise fAy=f(xu) =f(ux) =f dux = Apux) = Arayx = f Au A, dir ve bdylece f

elemani yerine f A, = As(y) € L yazilabilir. Dolayisiyla L degisim halkasi olur.

(ii) = (i); L bir degisim halkas1 olsun. L, ayn1 zamanda kendisi tizerinde bir modiil
oldugundan kendisi {izerinde olusturulan H endomorfizma halkas1 da degisim halkasidir

(Pino vd., 2015).

Onerme 3.1.4. Keyfi K cismi ve E grafi i¢in eger H von Neumann diizgiin halka ise L

de von Neumann diizgiin halkadir (Pino vd., 2015).

Ispat: a € L olsun. H halkas1 von Neumann diizgiin halka oldugundan A,f 4, olacak

sekilde 3f € H dir. Bir u € L idempotenti(yerel birim eleman1) ua = a = au olacak
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sekilde vardir. Onerme 3.1.1. den Ao = Aaf Aya = g Af(ua) = Af(u)a = A, Af(u) Ag
elde edilir. Boylece L von Neumann diizgiin halkadir (Pino vd., 2015).

Teorem 3.1.1. E sira sonlu graf ve H ise L nin endomorfizma halkasi olsun. H halkasi

von Neumann diizgiin halka ise E', dongii igermeyen ve her sonsuz yollar1 batak ile

biten bir graftir (Pino vd.,2015).

Ispat: H von Neumann diizgiin halka olsun. H von Neumann diizgiin halka oldugundan
Onerme 3.1.2. den L de von Neumann diizgiin halkadir. L von Neumann diizgiin halka
oldugundan E grafi devirli olmayan bir graftir. Simdi, E grafi igindeki her sonsuz
yollarin batakla bittigini gosterelim. Farz edelim Ki; p, v; = s(p) olacak sekilde batakla
bitmeyen E grafinin sonlu olmayan bir yolu olsun. E devirli olmayan bir graf
oldugundan p yolu bir¢ok gatallanan koselere sahip olur. v; = s(¥;), s(e;) = v; ve CK1
kosulundan dolay1 e*y; = 0 olur. Herhangi bir nigin, y1¥2 ** ¥nL # V1V2 *** ¥YnVn+1L
dir. Aksi halde, bazi x € L i¢in  y1¥5* ¥n = V1V2 =" Yn¥Yn+1X Olur. O halde; CK1
kosulundan p = y,y, -y, dir. Burada i = 2,v; = s(y;) ve s(e;) = v; olacak sekilde

catallanan bir kenardir.
0# eni1 = €np1Vn " ViV1¥2 " ¥n = €n41Yn " Y1Y1Y2 " Yn (3.2)
€n+1Yn " Y1Y1Y2 " YnYn+1X = €q41Yn41X =0 (3.3)

en+1 = 0 olamayacagindan celiskidir. Boylece E grafinin i¢indeki her sonlu olmayan
yol graflar1 batakla biter (Pino vd., 2015).

Sonug 3.1.1. L projektif sol H- modiildiir (Pino vd., 2015).

Ispat: L ortogonal idempotentlerin kiimesi tarafindan iiretilen bir cebirdir. Bu nedenle

ortogonal idempotentlerin tanimindan L = EBO Lv yazilabilir. L devirli sol H modiil
VEE

oldugundan v € L idempotenti i¢in Lv = Hv olacak sekilde H nin dik toplanani olarak
yazilabilir ve Lv projektif olur. O halde L projektif sol H — modiildiir (Pino vd., 2015).

Onerme 3.1.5. L, sonlu halka dik toplanan halka ise E grafinin ¢ikis1 yoktur.
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Ispat: L sonlu dik toplanan halka oldugundan E grafinin i¢indeki p dongiisiiniin ¢ikisi
e kenar1 olsun. p dongii oldugundan bir v késesi i¢in s(p) = r(p) = s(e) = v olarak
yazilabilir. 7(e) =w , x =p + (1 — 6,,,,)w ve CK2 kosulundan pp* = v oldugundan
X*'x =p'p+ (1 — 5UJW)W =v+(1-6,,)w elde edilir. Fakat CK1 ile e*pp* =
(e"p)p* =0 ve e'pp* = e*(p_p:} =e"v =e¢" yani e* = 0 elde edilir ki bup yolunun

v

cikisinin e olmastyla gelisir. Dolayistyla E grafinin ¢ikis1 yoktur (Vas, 2015).
Teorem 3.1.2. E grafi ¢ikisa sahip degilse L sonlu dik toplanan halkadir.

Ispat: E grafi ¢ikisa sahip olmadiginda L sonlu dik toplanan halka oldugunu
gosterelim. x,y € L, u € L idempotenti ve i = 1,2,---,n i¢in p;q ; formundaki baz1 p;
ve q; yollart elemanlarinin sonlu K- lineer birlesimleri olsun. E grafinin p; ve g;
yollarinin kdse kiimesi E; p;ve g; yollarmn kenar kiimesi E* olacak sekilde R(E), E
grafinm diizgiin koselerin kiimesi, S € R(E) ve T =Sn{v € E% sz (v) N E! # ¢}
verilsin. E grafinin ¢ikisi olmadigindan E' grafinin bir dongiisii i¢in v kosesi E grafinin
yayic1 kosesidir. v, diizgiin kdse oldugundan sz'(v) N E' # @ dir. O halde, u? =
U, xu =x = ux,uy =y = yu ve xy = u oldugunda yx = u dur. Bu durumda Lg(E)
sonlu dik toplanan halkadir (Vas, 2015).

25



4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1.Leavitt Yol Cebirlerinin Endomorfizna Halkalarinin Yerel Birimlilik Kosullari

Bu boliimde E bir graf, K herhangi bir cisim olmak {izere katsayilar1 K cisminden alinan
E grafinin Leavitt yol cebiri L := Lg(E)ve H de L nin sag modiilleri tizerinden

tanimlanan endomorfizma halkasi olarak gosterilecektir.

Onerme 4.1.1. E sonlu olmayan bir graf olsun. u, H de bir yerel birimsel eleman ve e,

L de bir idempotent ise 4,,(), L de yerel birimsel elemandir.

Ispat: E sonlu olmayan graf oldugundan L yerel birimsellere sahiptir ve L, H mn bir alt
halkasidir. Bu durumda herhangi bir a € L ve e € L idempotenti i¢in ea = a = ae ve H
halkas1 i¢in de u yerel birim eleman oldugundan A, € H igin A,u = ud, = 4, olarak

yazilir.
O halde Onerme 3.1.1. den ;
Ao = Udg = Uhge = UAeq = Ayeya = Auge)da
g = Aqu = Aequ = (ea)u = (ae)u = a(eu) = a(ue) = A Ay
Aaducey = Aqude = Udgle = Udge = Uldeq = U g = Ay(e)Aa

Teorem 4.1.1. Eger H diizgiin yerel birimsel halka ise L de yerel birimsel halkadir.

Ayrica L diizgiin halkadir.

Ispat: x € L alalim. Buradan A, € H dir. H diizgiin yerel birimsel halka oldugundan
e € H idempotenti A, € eHe ve f,g € eHe yerel tersleri fg=e = gf ve A, fA, = A,

olacak sekilde vardir. x = xAg() = Aeqyx olacak sekilde u € L idempotenti segelim.
XAey deki x in yerine Aguyx yazarak; (AeayX)dew) = AeyX =X Yyani x €

Ae(u)LA,(u) elde ederiz. Ayrica,

Af('ll) Ag (U) = Ae (u) = Ag (u)lf(u) ve Axflx = Ax = Ax/lf(x) = Axlf(ux) =
AxApaydx tir. f € eHe oldugundan f = ehe olacak sekilde h € H vardir. Buradan,

f(u) = e(u)h(u) e(u) Ve dolaylslyla Af(u) € Ae(u).h(u).e(u) = Ae(u)-ﬂ-h(u)-ﬂ'e(u)
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yani Asqy € AeyLdeqy elde ederiz. Benzer sekilde, Ay(u) € ApqLAeny bulunur.
Dolayisiyla L diizgiin yerel birimsel halkadir.

Teorem 4.1.2. Eger L yerel birimsel halka ise sifirdan farkli her v € L idempotenti igin

vLv diizgiin yerel birimseldir.

Ispat: Keyfi bir a € vLvalahm. L diizgiin yerel birimsel halka oldugundan
e idempotenti ve u, u’ yerel tersleri ea = a = ae,uu’ = e = u'u ve aua = a olacak
sekilde vardir. 3x € L i¢in a € vLv oldugundan a = vxv dir. Boylece av = a = va
dir. Ayrica ea =ave av = a oldugundan vea = va =a =ea veeav = ea elde

ederiz.

Bu durumda ea € vLv i¢in ea = eav = vea olacak bi¢cimde e € vLv vardir. O halde;
ve = e = ev Yazabiliriz. e* =vev, h=vuv, h' = veu'ev olsun. O halde v €L

idempotenti i¢in;

e*e’ = (vev)(vev) = vevev = veevv = vev = e* € vLv
—— —
e v

hh'" = (vuv)(veu'ev) = vuzgu’ev = v(ue)u'ev = v(uu')(uu')ev = veeev
e

vev = e

h'h = (veu'ev) (vuv) = veu' evuv = veu' (euv)
e

= veu'(euv) = ve(u'e)uv = ve(u'u)(u'u)v = veeev = vev = e*

aha = a(vuv)a = v aua v = vav = aelde ederiz. Dolayisiyla vLv yerel birimsel
a

halkadir.
Teorem 4.1.3. H bagimli halka ise L de bagimlidur.

Ispat: H bagimh halka ve a, b € L olsun. H bagimh halka oldugundan ikisi birlikte sifir
olmayan f,g € H icin fA, + gA, =0 dir. L nin uya = a = auy ve uzb =b = uyb

esitliklerini saglayan u, ve u, yerel birimselleri igin;
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fla = flula = fﬂulla = lf(ul))la
ghp = g/luzb = g/luz/lb = Ag(uz)/lb
oldugundan;

0= fAqa+ gl = Arupia + Aguy) A €lde ederiz. Dolayisiyla L bagimli halkadir.

Ehrlich’in yaptig1 ¢alismaya gore her diizgiin R birimsel halkas1 bagimli halkadir. Simdi
asagida verilen teoremde bu durumu Lk (E) i¢in gosterecegiz. Fakat bu durumun tersi
her zaman dogru degildir, yani Henriksen’in yaptig1 ¢alismaya gore her bagimli halka

diizgiin halka degildir.
Teorem 4.1.4. Ly (E) diizgiin yerel birimsel halka ise Ly (E) bagimlidir.

Ispat: L (E) diizgiin yerel birimsel halka ve a, b € L (E) Li(E) nin yerel birimsellik
kosullarini saglayan bazi elemanlar1 olsun. Ayrica Lk (E) i¢indeki v yerel birimseli i¢in
eger hem a nin hem de b nin Lk (E) igindeki yerel tersleri mevcutsa u,a = v ve u,b =
v olacak bigimde uy,u, € Lg(E) vardir. Ayrica s = u,ve t = —u, olacak sekilde
sa +th = 0 oldugunu elde ederiz. Lx(E) nin elemanlarindan biri yerel terse sahip
degilse ve yerel terse sahip olmayan elemanlarindan birine a dersek yerel birimsellik

kosullarinin tanimindan aua = a = va = (au — v)a = 0 olarak yazabiliriz.

Simdi ise (au — v) # 0 oldugunu gosterelim. Farz edelim ki; (au — v) = 0 olsun. Bu

durumda L diizgiin yerel birimsel oldugundan au = v = u'u dur.
au—u'u = 0
(a—vu)u=0=a=u

a , L nin yerel terse sahip olmayan bir elemani1 ve u’ niin yerel tersi u oldugundan

a+xu =2@—-u)u+0
(a—u)u#0=(a—u)u #au—u'u.

0+#au—u'u= 0 +# au —v = v # au oldugundan au = v olmasiyla ¢elisir. O halde

s=(au—v)#0vet=0icinsa+tb =0 dir.
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Tamim 4.1.1. R yerel birimsellere sahip bir halka olsun. Eger her a € R, i¢in u'u =
v (uu' =v),va = a(av = a) ve aua = a olacak sekilde v € R idempotenti ve sol(sag)

yerel u', u tersleri mevcutsa R halkasina sol(sag) diizgiin yerel birimsel halka denir.
Teorem 4.1.5. Asagida verilen kosullar birbirine denktir.

i) H sol diizgiin yerel birimsel halkadir.

ii) H diizgin ve x,y € L yollarinin hepsi i¢in Hx = Hy ise x,y nin inital
segmentidir.

iii) L dual —Rickart modiil ve x,y € L yollar1 i¢in Hx = Hy ise x, y nin inital

segmentidir.

Ispat: (i)= (ii); H sol diizgiin yerel birimsel halka olsun. Teorem 4.1.1. den H diizgiin
ve L de sol diizgiin yerel birimsel halkadir. Simdi x,y € L olmak tizere iki yolu alalim.
O halde L yerel birimsel halka oldugundan vy = y,v,v, = v ve y = yv;y olacak
sekilde v € L idempotenti ve u,,u, € L yerel tersleri vardir. Eger Hx = Hy ise bazi
f€H igin x=f(y) dir. Ayrica y = yv;y olarak yazabildigimiz i¢in f(y) =
f(yvyy) dir. Boylece x = &@ y elde ederiz. Dolayisiyla x, y nin inital segmentidir.
€L
(if)= (iii); H diizgiin halka ise Teorem 4.1.1 den L de diizgiin halkadir. 2011 yilinda Lee
ve Tariq tarafindan yapilan galismaya gore bir halka iizerinden olusturulan modiiliin
dual- Rickart modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun halkanin diizgiin halka
olmasidir. Bu durumda L diizgiin halka ise L dual-Rickart modiildiir ve L dual -Rickart
modiil oldugundan f € H i¢in f(L), L nin dik toplanan1 olur. Bu nedenle f(L) = el
olacak sekilde e € H idempotenti vardir. Simdi x € L yolunu ele alalim. L dual-Rickart

modiil oldugundan f(x) = e(y) olacak sekilde y € L yolu vardir. O halde;

f) =e() =e(f(0) =e(e) = () =e(®) =y =f(x)
€H

oldugundan y nin inital segmenti x dir.

(iii)= (i); L dual- Rickart modiil olsun. Bu durumda f € Higin f(L),L nin dik
toplananidir. O halde f(L) = eL olacak bi¢imde e € H idempotenti vardir. x € L
alalim. f(x) = e(y) olacak sekilde y € L vardir. Simdi; (ef)(x) = e(f (x)) =

29



e(e()) = e(y) = f(x) ise ef = f elde ederiz. Ayrica f nin h gibi sol tersi ve g = fe
olsun. Buradan gh = hf e = eve fhf = fe = f dir.

e

Teorem 4.1.6. Li(E) sol morfik ve diizgiin halka ise Lg(E) sol diizgiin yerel birimsel
halkadir.

Ispat: L (E):= L sol morfik ve diizgiin halka olsun. Bu durumda her a € L elemanlari
hem diizgiin hem de morfiktir. Boylece a € L i¢in a = axa ve La = ann(b) ve Lb =
ann(a) olacak sekilde b € L vardir. u = xax + b alahm. L yerel birimsellere sahip
halka oldugundan va = a olacak bigimde v € L idempotenti vardir. Ayrica u sol yerel

terse sahip eleman ise a = aua olarak yazilir. O halde;

0O=va—a=va—axa= (v —ax)a ve v—ax € ann(a) = Lb olarak bulunur.
Dolayisiyla y € L elemani i¢in v — ax = yb elde ederiz. Simdi u'u = v olacak sekilde

u’nun sol yerel tersini u’ = a + y(v — ax) olarak alalim.
u'u = (a +y(v— ax))(xax + b)
=axax +ab + y(v —ax)xax + y(v — ax)b
= ax + ab + yvxax — yxaxax + yvb — yxab
=ax+yb=v
elde ederiz. Dolayisiyla L sol diizgiin yerel halkadir.
Teorem 4.1.7. Lk (E) morfik ve goriintii- projektif ise H sol morfiktir.

Ispat: Ly (E) morfik ve goriintii-projektif olsun. L morfik oldugundan L = ker(B) ve
LB = ker(a) olacak bi¢imde «a,feH segebiliriz. aff = 0 oldugundan Ha C
annfl(B) dir. o halde; eger ye annf(B) ise ¥ = 0 oldugundan Ly c ker(f) = La
dir. Ayrica L goriintii- projektif oldugundan ye Ha dir. Bu yiizden Ha = annf (B) dir.

Benzer olarak HB = ann (a) gosterilebilir. Sonug olarak H sol morfiktir.

Teorem 4.1.8. H sonlu-dik toplanan halka ise Lk (E) de sonlu- dik toplanan halkadir.
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Ispat: x,y € Ly (E) alalim. H sonlu dik toplanan halka oldugundan eeH idempotenti
igin, Aye = Ay = ed, Ve Ay e = A, = €A, olacak sekilde 2,4, = € oldugunda 4,4, = €

dur. xu = x = ux, yu = y = uy esitliklerini saglayan bir ueL idempotenti igin;

Ady = €2 Ay Ay = el = edyy D Ay = Ay
——
&

Ay = &l = Ae(x) = As(xu) = el Ay = gi}f}/lu = Ag(x)/lg(u) = g/lx/ls(u)

Onerme 3.1.1. den Ax

/1x = Slx Ag(u)
N——r!
Ax

Ay = Axﬂg(u) = Lee= Ag(u) dur. O halde /1x/1y = ¢ oldugundan Axly = lg(u)

olarak elde ederiz. Benzer sekilde;

Aylx =E&£= % Ay = E/‘{y = Ay = ;{uy = g}{uy = Ae(uy) = Ag(u)y = Ae(u)ly

&
Ay = &ly = Aeyuy = Aeyleu) = EAyAequy
oldugundan,
Aydy = Agy dur. O halde 1,4y, = A, olarak verildiginde 4,4, = Ag () olur.

Ayrlca Ayle(u)lx = Aylx As(u) = 8/18(”) = /182(”) = As(u) elde ederiz.

&

L sonlu-dik toplanan halka ise L nin diizgiin yerel birimsel halka oldugu disiiniilebilir.
Fakat bu diisiince yanhstir. Ciinkii K[x,x~!] degismeli Leavitt yol cebiri sonlu-dik

toplanan halkadir fakat diizgiin von Neumann halkas1 degildir.
Sonuc¢ 4.1.1. H sonlu-dik toplanan halka ise E grafinin ¢ikisi yoktur.

Ispat: H sonlu dik toplanan halka ise Teorem 4.1.8. geregince L de dik toplanan

halkadir. Onerme 3.1.5. geregince de L dik toplanan halka ise E grafinin ¢ikis1 yoktur.

Teorem 4.1.9. H degisim halkasi ise L sonlu- dik toplanan halkadir.
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Ispat: H degisim halkasi olsun. Once H degisim halkasi ise L nin de degisim halkas1
oldugunu gosterelim H degisim halkasi oldugundan Onerme 3.1.3.dene = fA, = g +
Ay — g, olacak bicimde x € L ve f,g € H vardir.

L, H nin sol ideali oldugundan e = fA, € L ve g = eld, + gl € L dir. u € L yerel
birimi i¢in ux = x = xu , fA, = fAy, = fA A, olacak bicimde Onerme 3.1.1. den

fAy = As) € L olarak yazilir. Dolayisiyla L degisim halkasidir.

Simdi ise her x,y € L ve u € L idempotenti i¢inux = x = xu,uy =yu =y Vexy =u

verildiginde yx = u oldugunu gosterelim. L degisim halkasi oldugundan r,s € L ve
u € L idempotenti i¢in u = rx = s + x — sx olarak yazilabilir. Bu durumda

USTXDUY =TXYy=Y2DTXy =STUDYX=TUX=TX=1U
——

xXy=u
Ayrica degisim halkalar1 simetrik oldugundan;

u=rx=>xu=xrx=x=>xy=u= (xrx)y =xr(xy) = (xr)u =u = xr = udur.
———

u

Teorem 4.1.10. L sonlu- dik toplanan halka ise L degisim halkasidir.

Ispat: L sonlu- dik toplanan halka olsun.x,y € L veu € L idempotenti ux = x =
xu,uy =y =7y vexy = u verildiginde yx = u olacak bigimde vardir. Herhangi bir
x€Liginr:=y,s:=uolarak alirsak , u =rx =s+x—sxveu=yx=u+x —ux

elde edilir. Boylece, L degisim halkasidir.
Sonuc¢ 4.1.2. Asagida verilen kosullar birbirine denktir.

I. H,degisim halkasidir.

ii. Lg(E), degisim halkasidir.
lii.  Lg(E), sonlu- dik toplanan halkasidir.
Iv. E grafi ¢ikisa sahip degildir.

Ispat:(i) & (ii); Onerme 3.1.3. den H, degisim halkas1 ise Lg(E) de degisim
halkasidir ve Lg (E), degisim halkas1 ise H, degisim halkasidir.
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(iii) = (ii) = (i); Teorem 4.1.10. dan Lk (E), sonlu- dik toplanan halkas1 ise L (E),
degisim halkasidir. Onerme 3.1.3. den de; Lk (E), degisim halkasi ise H, degisim
halkasidir.

(1) = (ii) = (iii); Onerme 3.1.3. den H, degisim halkas1 ise Lg(E), degisim
halkasidir. Teorem 4.1.9 dan Lg(E), degisim halkasi ise Lg(E), sonlu- dik toplanan
halkasidir.

(iii) = (iv); Sonug 4.1.1. den Lg(E), sonlu- dik toplanan halkasi ise E grafi ¢ikisa
sahip degildir.

(iv) = (iii); Sonug 4.1.1. den Lk (E), sonlu- dik toplanan halkasi ise E grafi ¢ikisa
sahip degildir. Teorem 3.1.2. den E grafinin ¢ikis1 yoksa Lg(E), sonlu- dik toplanan
halkasidir.
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5.SONUCLAR

Katsayilar1 keyfi bir cisim iizerinde olan Leavitt yol cebirlerinin temel 6zellikleri
incelenmis ve L:= Lg(E) olarak gosterdigimiz Leavitt yol cebirlerinin sag L
modiilleri lizerinden H olarak adlandirdigimiz birimli bir endomorfizma halkasi elde
edilmistir. Bu tezde sol diizgiin yerel birimsel halkanin tanimi1 verilmistir. Ayrica, H
diizgiin yerel birimsel halka ise L de diizgiin yerel birimsel halka, L morfik ve
goriintii-projektif ise H halkasi sol morfik, H sonlu- dik toplanan halka ise L de
sonlu dik toplanan halka oldugu gosterilmistir. Son olarak H degisim halkasi ise L
sonlu- dik toplanan halka ve L sonlu-dik toplanan halka ise L nin degisim halkasi
oldugu ispatlanmistir. Bu tez ¢alismasinda elde ettigimiz sonuglar, Vas’ i ve
Akalin’in 2012 yilinda yaptigi ¢alismada Noetherian Leavitt yol cebirleri temiz
(clean) modiildiir. Noetherian Leavitt yol cebirlerinin temiz (clean) modiil olmasi
icin gerek ve yeter kosul Noetherian Leavitt yol cebirleri {izerinden olusturulan
endomorfizma halkalarinin temiz halka olmasidir. Her temiz halka degisim halkas1
oldugundan olusturulan endomorfizma halkasi degisim halkas1 ve eger degisim
halkasi ise L nin sonlu dik toplanan halkasinin olup olmadigina dair yapilan veya

yapilacak olan ¢aligmalarin arastirilmasina imkan verebilir.
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