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RAMSEY MODELI OZELINDE ETKiN BUYUME VE TASARRUF ILISKISI:
TURKIYE ORNEGI

Rabia OCAL
Iktisat Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi,2020
Danigman: Dr. Ogretim Uyesi, Oguzhan YILMAZ
OZET
Bu ¢alismada normatif biiylime modellerinden Ramsey Biiyiime Modeli
incelenmigstir. Etkin biiylimeyi optimum tiiketime dayandiran Ramsey, modelini
kurarken dinamik optimizasyon metotlarindan faydalanmistir. Dolayist ile ¢alisma
dinamik optimizasyon metotlarinin teorisini ve iktisadi uygulamasimi da
icermektedir. Ayrica Ramsey Biiyiime Modeli’ne gore Tiirkiye etkin iktisadi
biiyiimeye veya denk bir soru olan optimum tiiketime ulasabilmis midir sorulari
cevaplanmaktadir. Bu bakimdan kisi basi gayrisafi yurt i¢i hasila serisi ile kisi basi
Ozel tiiketim nihai harcamalar1 serisine ait uzun donemli iliski zaman serisi analizi
teknikleri ile arastirilmistir. Ayrica serilerin gelir grubu yiiksek iilkeler i¢in standart
sapma degerleri ile Tiirkiye’nin ve ayn1 gelir grubunda bulunan Malezya’nin standart
sapma degerleri karsilastirilarak optimum tasarruf (tiiketim) hakkinda bilgi elde
edilmistir.
ANAHTAR KELIMELER
Dinamik Optimizasyon, Etkin Biiyiime, Optimum Tiiketim Oran1 (Tasarruf
Orani), Es Biitiinlesme Analizi, Standart Sapma.



THE RELATIONSHIP BETWEEN EFFICIENT GROWTH AND SAVINGS
SPECIFIC TO RAMSEY MODEL.:
THE CASE OF TURKEY
Master’sThesis Rabia OCAL
Department of Economics,2020
Supervisor:Asst. Prof. Dr.FacultyMember Oguzhan Yilmaz
ABSTRACT

In the present study, one of the normative growth models, the Ramsey
Growth Model was examined. Basing the efficient growth on the optimum
consumption, Ramsey utilized the dynamic optimization methods while establishing
his model. Thus, the present study incorporates the theory and the economic
implementation of dynamic optimization methods. Moreover, the answer to the
question “if Turkey has achieved the efficient economic growth and (as an equal
achievement) the optimum consumption” is sought. In this aspect, the long-term
relationship between “gross domestic product per capita” series and “private
consumption final expenses per capita” series were examined using time-series
analysis methods. Moreover, by comparing the standard deviation values of these
two variables for high-income group countries and Turkey and Malaysia, which is in
the same income group with Turkey, the information was gathered regarding the
optimum savings (consumption).

KEY WORDS
Dynamic Optimization, Optimum Growth , Optimum Consumption Rate (Saving

Rate), Co-Integration Analysis, Standard Deviation.
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GIRIiS

Etkinlik kavrami, her alanda oldugu gibi iktisadi biiylime alaninda da 6nemli
oldugu fikrini her gegen giin kabul ettirmektedir. Kavram iktisat ile birlesince en az
maliyet ve ¢aba ile en ¢ok faydayr elde etme anlamina gelmektedir. Etkin iktisadi
biiylime kavrami ise dinamik bir Ozellik  barindirmaktadir.  Fayda
maksimizasyonunun zamanin her aninda saglanmasi tiiketimin veya tasarruf
degiskenlerinin zamana bagli bir fonksiyon oldugu anlamimi tasimaktadir. Bu,
iktisadi biiylimede matematiksel yontemlerin de kullanmasi gerekliligini ortaya
koymaktadir ki bundan yillar &ncesine bakildiginda 1928 yilinda bir Ingiliz
matematik¢isi Ramsey’in yaptigi ¢alisma ile de bu sonug apagik ortaya koyulmustur.
Tiim zamanlarda faydayr maksimum yapmak icin optimum tasarruf oraninin ne
olmas1 gerektigi ilizerine calismalar yapan Ramsey’in “Tasarruf’un Matematiksel
Teorisi” baslikli makalesi incelendiginde varyasyon hesabi ve optimal kontrol
teorisinden yararlanarak etkin biiylime modelini ortaya koydugu anlasilmaktadir.
Etkin iktisadi biiylimeyi Ramsey modeli 6zelinde inceleyecegimiz ¢alismada onun
biliylime modelini ortaya koyarken kullandigi dinamik optimizasyon metotlarin1 ele
almamamiz calismanin eksik olmasina neden olacaktir. Bu nedenle sunulan bu
calismanin ikinci boliimii, Ramsey'in yaklasimini daha iyi tanimlayabilmek ve
uygulayabilmek amaciyla dinamik optimizasyona odaklanmigtir. Stiphesiz bir
calismanin matematik teknigini kavramadan iktisadi uygulamasimi anlamamiz
miimkiin olmayacaktir. Varyasyon hesabi, optimal kontrol ve iktisadi dinamiklik
kavramlarinin teorisini 6rnekler yolu ile anlatilarak tamamlanan bu boliimii takiben,
ticiincli bolimde Ramsey biiyiime modelini anlamaya calisarak iktisadi etkinligin
saglanmasiin yolunun ne oldugu sorusuna yanit aranmistir. Degisimler hesab1 ve
optimal kontrol teorisi teknikleri ile etkin biiylime i¢in optimum tasarruf (tiiketim)
oraninin kuralint Ramsey Modeli ile ortaya konulmasinin ardindan zamanlar arasi
tercth oranmmin (iskonto) modele dahil edilmesi ve niifus artisi durumunda
sermayenin marjinal verimliliginin ne olacagi analiz edilmistir. Daha sonra
calismada duragan denge durumu sonrasi sermayenin marjinal verimliliginin sifir
oldugunu ortaya koyulmustur. Duragan denge durumu sonrasi zamanlar arasi tercih
ve niifus artisinin Ramsey modeline dahil edilerek optimum sermaye birikiminin
kuralini belirlenmistir.

Ramsey’in ortaya koydugu kurala gére optimum tiiketimin biiylime hizinin

hesaplanmasinda kullanilan degiskenler niifus artis hizi, sermayenin yipranma orant,
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zamanlar arasi tercih orani (iskonto), ve sermayenin marjinal verimliligidir.

Calismanin dordiincii ve son bolimiinde Ramsey Modeli’nin Tiirkiye
ekonomisi i¢in gecerliligi arastirilmistir. Esasinda optimum tiiketimin ne olmasi
gerektigine Ramsey’in formiliinii kullanarak ulasip Tiirkiye ekonomisinde
gerceklesen tiilketim harcamalart ile kiyaslanarak Ramsey Modeline gore Tiirkiye
tiiketim harcamalarinda optimuma ulagsmistir ya da ulagsmamustir denilebilinecekti.
Ancak ilgili degiskenler i¢in Tirkiye’de zaman serisi verilerine ulasmada
gerceklesen problemler nedeni ile Ramsey Modeli’ne gore optimum tiiketimin
belirlenmesinde kullanilan degiskenlere ait verilere ulagilamamistir. Bu durum
calismanin smirliligim1 ortaya koymaktadir. Bu smirlilik dahilinde Tirkiye’de
optimum tiiketimi arastirma yolunda ilerlerken 6nce Ramsey’in sonsuz zaman ufku
dikkate alinarak kisi basi hane halki tiiketim harcamalar ile kisi basi reel gelir
degiskenleri arasinda uzun donemli iliskinin varligi es tiimlesme analizleri ile
arastirtlmistir. Uzun dénemli iligkinin varligi ortaya konulduktan sonra hata diizeltme
modelinin kullanilabilirligi Wald testi ile arastirilmistir. Hata diizeltme modelinin
anlamlilig1 tespit edildikten sonra bu calisma kapsaminda Diinya Bankasi’ndan elde
edilen siralamaya gore yiiksek gelir grubunda oldugu belirlenen iilkelerden Ingiltere,
Kanada, Portekiz ile; Tiirkiye ile ayn1 gelir grubunda bulunan Malezya’'nin kisi basi
Ozel tiikketim harcamalar1 serileri ile kisi basi reel gelir serilerine ait standart
sapmalarin kiyaslanmasit yoluna gidilmistir. Standart sapmanin kiyaslanmasinda
teoriden elde ettigimiz bir bilgi olan optimizasyonun saglanmasinda degisimin az
olmasi gerekliligi bilgisi kullanilmistir. Yani standart sapmasina bakilarak seriye ait
farkli zamanlardaki degisimin az oldugu veya tam tersi fazla oldugu bilgisine
dayanarak etkinlik hakkinda bilgi elde edilmeye calisilmistir. Elde edilen bulgulara
gore Tiirkiye ekonomisinde kisi bast reel gelir ile tiikketim arasinda uzun dénemli
iliski olduguna karar verilmistir. Yine standart sapmalar1 hesaplanan gelir ve tiiketim
degiskenlerinin yiiksek gelir grubunda bulunan Ingiltere ve Kanada’ya gore ortalama
dort kat fazla oldugu tespit edilmistir. Bu ise yiiksek gelir grubunda bulunan iilkelere
gore gelir ve tiikketim degiskeninde optimizasyonun saglanmadig1 hakkinda bilgi elde
edilmesini saglamistir.

Calismanin bundan sonraki kisminda literatiirde; etkin biiylime, dinamik
optimizasyonun iktisadi uygulamalarini igeren ve Ramsey Modeli’ni temel alarak

yapilan caligmalar incelenecektir.



BIiRINCi BOLUM
LITERATUR TARAMASI

1. LITERATUR

Literatiirde Ramsey Modeli 6zelinde yapilan calismalar smirli olmasina
ragmen etkin biiylime ve zamanlar arasi tercih konularina deginen ¢alismalar
mevcuttur. Bu kisimda bu ¢alismalardan da bahsedilecektir.

Thaler (1981), tasarrufun biiylime {izerindeki etkisini dinamik optimizasyon
metotlar1 ile ortaya koymus ve gelismekte olan iilkeler icin tasarruf ile biiylime
arasinda birebir iliski oldugunu ortaya koymustur.

Hall (1987) Tiiketim isimli ¢alismasinda Rasyonel Beklentiler hipotezine
gore modelleme yaparak Siirekli Gelir hipotezini bir adim ileri tasimis ve
ekonometrik ¢alismasinin neticesinde tiikketimin rassal yiiriiylis (random walk)
stirecinde olduguna karar vermistir. Yasam Dongiisii -Siirekli Gelir Hipotezine
ekonometrik bir katki niteliginde olan Rassal Yiiriiyiis Hipotezi cari tiiketimin
geemis tlketimler ile iligkili olmadigini sadece bir donem Onceki tiiketimin cari
tilketimi agiklayabilecegini ortaya koymustur. Ayrica gelir degiskeninin gecikmeli
degerlerinin cari tliketimi agiklamada yetersiz oldugu sonucuna ulagilmstir.

Campell , Mankiw (1989) tiiketimin, gelirin ve faiz oranlarinin zaman serileri
ile yeniden yorumlanig1 isimli ¢alismalarinda mutlak gelir hipotezini destekleyici
sonuglara ulasmislardir. Calismada cari gelirde meydana gelen 1 dolarlik artisin
tilketimde 0,5 dolarlik bir artisa neden oldugu saptanmistir. Bu ise tiikketimin gelire
asir1 duyarliligini ortaya koymaktadir. Campell ve Mankiw’e gore bu asir
duyarliligin nedeni beklentilerin rasyonel beklentilere gore degil de uyarlayici
beklentilere gore hesaplanmasidir.

Loewenstein ve Pralec (1992), tek denklem olarak tahmin ettikleri Ramsey
modelinde tiiketicilerin asir1 tiikketim kararlarini arastirdiklar1 ¢alismalarinda tasarruf
oranini ve iskonto oranini i¢sellestirmislerdir.

Laibson (1997), kalibrasyon modeli ile faiz oranlar1 ve tiikketim harcamalar1
arasindaki iligkiyi pozitif ve ¢ok giiclii bulmustur.

Maliar ve Maliar (2006), Ramsey modelini logaritmik lineer denklem olarak

tahmin ettikleri modellerinde iskonto oranmnin yari-geometrik kullanimi ile



determinist durumda modellerin duragan denge durumuna ulastigin1 stokastik
durumda ise ¢6ziime ulagilamayacagini ifade etmislerdir.

Asinim (1996), Tiirkiye verileri ile yaptigi calismasinda tiiketimin bir
gecikmeli degeri ile iligkisini aragtirmis, bu glinkli tiiketimin bir donem &nceki
tilkketim ile tahmin edilecegini ortaya koymustur.

Caglayan (2003), Tirkiye verilerini kullanarak yaptigi calismasinda tiikketim
harcamalari ile harcanabilir gelir degiskenlerinin es tiimlesen olduklar1 ancak anlamli
dogrusal bir iliski igerisinde olmadiklarini ortaya koymustur.

Okcu (2008), gelir tiikketim iligkisini es tiimlesme analizleri ile inceledigi
calismasinda gelir degiskeninin tiiketim degiskenini agiklamada yetersiz oldugu
sonucuna ulagmistir.

Erylizlii (2010), tiiketicilerin, tiiketim kararlarini verirlerken ¢ok daha zaman
Once yasanan olaylardan etkilenebilecegi, gelirlerinin de tiiketim kararlarinda 6nemli
bir rol oynayabilecegi dikkate alinarak politika iiretmenin gerekliligini vurgulamistir.

Kargi (2014), tiiketimin ve kisi basi1 reel gelirin zaman serilerini incelemis
tiikketicilerin tiikketim harcamalarinin cari gelirden ve gelecek donem beklentilerinden
etkilendigi sonucuna ulagmistir.

Altundz (2014), tiketim fonksiyonunun ampirik analizini yaptig
calismasinda gelir degiskeninin tiiketim degiskenini agiklamada yetersiz oldugu
sonucuna ulagmustir.

Etro (2016), tekelci rekabet altinda tedarik edilen gesitli mallar {izerindeki
genel tercihlere gore makroekonomik dinamikleri ele aldigi ¢aligmasinda kurdugu
model ile kisa siireli tiikketim dinamiklerini etkileyen degistirilmis bir Euler denklemi
sunmaktadir.

Santambrogio, Xepapadeas ve Yannacopoulos (2017), Ramsey tipi optimal
bliylime modelinde degisimler hesab1 teknigini kullanarak, dissalliklarin etkisi
altinda genel bir mekansal ekonomik model sinifinda mekansal rasyonel beklentiler
dengesini arastirmiglardir. Calisma neticesinde parametrik optimizasyon problemi
icin ayrintili tahminler kullanilarak, mekansal rasyonel beklentiler dengesinin varligi
kanitlanmistir. Ve bu denge yerel olmayan bir Euler —Lagrange denklemi ile
karakterize edilmistir.

Nordhaus (2017), Karbonun sosyal maliyetini yeniden gozden gegirmek
isimli ¢aligmasi ile degindigi Ramsey tipi optimal biiylime modeli iizerinden revize

edilmis bir iklim ve ekonomi dinamik entegre modelini olusturmustur.


https://arxiv.org/search/math?searchtype=author&query=Santambrogio%2C+F

Krasovskii, Lebedev, Tarasyev (2017) Ramsey Modeli hakkinda bazi
gergekler isimli ¢aligmalarinda Sermayenin dinamiklerini modellerken, Cobb-
Douglas iiretim fonksiyonu ile birlestirilen Ramsey denkleminin, Bernoulli ikamesi
yoluyla dogrusal bir diferansiyel denkleme indirgendigini gostermislerdir. Bu
denklemin logaritmik formunun tercih edilerek optimal biiylime probleminde
kullanmiglardir. Caligmalar1 sonsuz ufuk probleminin optimal kontrol ile ¢éziimiinii
icermektedir. Kontrol kisitlarini dikkate alarak Pontryagin maksimum prensibinde
Hamilton sisteminin bir vektorel alani olarak ifade edilen sinirlamalara bagl olarak
iki alternatif kararli durumun varligini kanitlamaktadirlar.

Akimoto (2018), Ramsey Modeli’nde dogrusal bir ekonomiden dairesel bir
ekonomiye gegcis isimli caligmasi ile hane halklarinin tiiketimden kaynaklanan
atiklar1 geri doniistiirdigli ve geri doniistiirilmemis atigin negatif digsalliga sahip
oldugu Ramsey tipi bir model insa etmistir. Calismanin amacini iki nokta olarak
nitelendiren Akimoto ilk olarak dogrusal bir ekonomide gerceklesen tiiketimin
dontistiiriilmesi veya geri doniisiimii ile dairesel bir ekonomiye ge¢isin yapisal
siirecini, ikinci nokta olarak ise optimum tliketim vergisi ve geri doniisiim
siibvansiyonunun dinamiklerini incelemektedir.

Nakamura (2020), Heterojen hane halklari ile Basit bir Ramsey Modeli’nde
uzun donemli servet isimli ¢alismalarinda, bireylerin ortak bir zaman tercihi ancak
farkli zamanlar aras1 ikame esnekliklerine sahip oldugu bir Ramsey modelinde uzun
donemli servet dagilimini analiz etmektedir. Sonu¢ olarak, zamanlar aras1 ikamede
hane halklar1 arasinda heterojenligin, yipranmayan uzun dénemli servet dagiliminin
varlig1 i¢in yeterli oldugu gosterilmistir. Ayrica, uzun dénemli servet dagiliminin
ozelliklerini sermaye diyagrami ve tiiketimin faz diyagrammi kullanarak
arastirmistir.

Tiirkiye’de yapilan ¢alismalar incelendiginde Yasam Dongiisii- Stirekli Gelir
hipotezinin omurgas: olarak nitelendirilebilecek biiylime modellerinden Ramsey
Biiylime Modeli lizerine c¢alisma olmamasi dikkat cekicidir. Yine aymi sekilde
Tiirkiye’de yapilan ¢aligmalarin dinamik optimizasyonun iktisadi alanda kullanimina
yonelik ¢alismalarin  olmamasi c¢alismamizin Onemini bir kat daha ortaya

koymaktadir.



IKiNCi BOLUM
DINAMIK OPTIiMiZASYON

2. DINAMIK OPTIMIZASYON

Insanlar erken yaslardan itibaren gelecegi planlamanin gerekliligini
ogrenirler. Glinliik hayatimizda aldigimiz kararlar yeni firsatlarla karsilasmamiza bu
ise elenen diger tercihler acisinda firsat maliyetlerinin olusmasina neden olarak
gelecegimizi etkilemektedir. Bugilin aldigimiz bir karar gelecegimizi etkilemiyor
olsaydi planlama gereksinimi ortadan kalkardi. Aldigimiz kararlarin gelecegi
etkileme 6zelligi apagik ortada olduguna gore bulundugumuz zaman diliminde en iyi
planlama ile en iyi tercihi yapmak durumundayiz.

Bu boéliimde zamanin siirekliligi icerisinde planlama sorununu ¢6zmek amaci
ile kullanilan yontemlerden degisimlerin hesaplanmasi (calculus of variation) ve
optimal kontrol teorisi  (optimal control theory) adli Dinamik Optimizasyon
metotlar1 ele alinacaktir. Strekli zaman dinamik probleminin ¢oziimi ise
degiskenlerin zaman (ya da uzay) i¢inde izleyecekleri optimal yolu gosteren bir
stirekli fonksiyondur (ya da fonksiyonlar setidir) (Kamien & Schwartz, 2018, s. 14).
Optimumun varlig, optimum i¢in gerekli kosullar ve optimallik i¢in gerekli
kosullarin  yeterliligi  seklindeki, hesaplamadan dogan {i¢ soru dinamik
optimizasyonda karsiliklarin1 bulmaktadir (Dixit, 2002, s. 20). Baz1 optimizasyon
problemleri mantikli goriinebilir ama optimumlari yoktur. Ornegin, her ne kadar bir
diizlemde iki farkli noktay1 birbirine baglayan en kisa egri mevcut olsa da en uzun
egri yoktur (Kamien & Schwartz, 2018, s. 16).

Degisimlerin hesaplanmasi ilk olarak John Bernoulli tarafindan 1696’da kisa
zaman egrisi probleminin ortaya atilmasi ve 1697 yilinda kendisi ve kendisinden
bagimsiz olarak kardesi tarafindan ¢6ziimiin sunulmasina kadar gecen siirede
kullanilmistir (Eger kiiciik bir nesne yergekimi etkisi ile hareket ediyorsa iki sabit
nokta arasindaki en kisa yol nedir?) (Kamien ve Schwartz, 2018, s. 16). ilerleyen
donemlerde Euler ve Lagrange tarafindan genel matematiksel bir teori

gelistirilmistir. Degisimlerin hesaplanmasi teorik fizikte Hamilton Prensibi ve En Az
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Eylem Prensibi’nde uygulanmistir (Kamien ve Schwartz, 2018, s. 21). Roos, Evans,
Ramsey ve Hotelling ise bu yontemi ekonomi biliminde kullanan ilk isimlerdir
(Chiang, 1992, s. 23).

1960 larin basinda dinamik problemlerin ¢oziimiine odaklanilmasiyla beraber
modern matematikgiler ve ekonomistler varyasyon hesabi yontemini daha da fazla
arastirmaya ve kullanmaya baslamislardir (Chiang ve Wainwright, 2016, s. 5).

Pontryagin ve arkadaslari 1950 yilinda varyasyon hesabi yontemini daha da
ileri tastyarak Optimal kontrol teorisini gelistirmistir (Ingilizce gevirisi 1962 yilinda
yayimlanmistir)’.  Aymi dénemlerde ekonomistler uzun yillar éncesinde Ramsey
tarafindan baglatilan optimal ekonomik biiylime ile ilgilenmekteydiler (Kamien ve
Schwartz, 2018, s. 25) .Varyasyon hesabi ve optimal Kontrol araglar1 giiniimiizde
ekonomi alaninda klasiklesmis olarak kullanilmaktadir. liktisadi yazinda son
donemlerde Onemini arttiran bu matematik teknik sayesinde biiylime teorileri ile
planlama arasinda saglam bir koprii kurulmaktadir. Bu bolim bahse konu bu
araglarin once teorik olarak anlatimindan sonrasinda ise uygulamalarinin 6rnekler
tizerinden degerlendirilmesinden olusacaktir.

2.1. VARYASYON HESABI

Varyasyon hesab1 bir fonksiyona veya fonksiyonele ait ekstremum noktalari
belirleme ile ilgilidir (Naidu, 2002, s. 27). Konuyu daha iyi kavramak adina bazi
matematiksel ifadelerin tanimlamasina yer verilmesi uygun goriilmiistiir.

2.1.1. Fonksiyon ve Fonksiyonel

Verilen herhangi bir saymin belirli bir kurala gore baska bir sayr olarak
karsilik bulmasi islemi fonksiyon olarak adlandirilir. Verilen bir fonksiyondan yine
belirli bir kural dahilinde bir say1 iiretilmesi ise fonksiyonel olarak tanimlanir. Cok
degiskenli fonksiyonlar oldugu gibi ¢ok fonksiyonlu fonksiyonellerde vardir (Chiang
& Wainwright, 2016, s. 29).

Sayi(lar) — Tek bir say1: Fonksiyon ; — {xi} f(x;)
Fonksiyon(lar) — Tek bir say1: Fonksiyonel; { fij(xi}— J[fj(xi)]

2.1.1.1 Bir Fonksiyonun Artisi

f gibi bir fonksiyonun artis1 Af seklinde gosterilir ve su sekilde tanimlanir.

Af = f(t + At) — f(t) (1.1

! Bélim 2 de bahsedildigi lizere Ramsey Bliyime Modeli’'nin 1962 yilindan sonra ilgileri zerine
cekmesinin nedeni gelistirilen bu matematik teknigidir.



Tanimdan Af nin t bagimsiz degiskenine ve At bagimsiz degiskeninin artisina bagl

oldugu goriiliir. Af (t, At)bir fonksiyonun artisi olarak yazilabilir (Naidu, 2002, s. 23).
Sekil 1:
Birf(t) fonksiyonunun Af artis1 , df diferansiyeli ve f tiirevi

A

Egim -f

f(t™+At)

f(t")

v

(@)
=+

kS
=

2.1.1.2 Bir Fonksiyonelin Artisi

J gibi bir fonksiyonelin artis1 A] ile gosterilir (Naidu, 2002, s. 30). 2. Boliimde
Ramsey’in makalesinde ele aldigi mutluluk (bliss) ifadesi U fonkiyoneli ile ifade
edilmistir. AJ s0yle tanimlanir:
A7 =J(( +yx(1) = Jx(®) (1.2)
Burada yx(t) , x(t) fonksiyonunun bir varyasyonudur. Bir fonksiyonel artisi x(t)
fonksiyonuna ve yx(t) fonksiyonuna bagh oldugu igin artis olarak AJ(x(t), yx(t))
yazilabilir (Kamien & Schwartz, 2018, s. 40).

2.1.1.3 Diferansiyel ve Varyasyon

Bir Fonksiyonun Diferansiyeli: Bir f fonksiyonunun artisi herhangi bir t°
noktasinda soyle tanimlanir:

Af = f(£+AD)—{(t)

t" Taylor serisi kullamlarak f(t +At) genisletilir.

Af = f(t*)+(§—i) At + f(j%) (AD)>+...—f(t) (1.3)

At'de yiiksek dereceli terimler ihmal edilerek;
Af = (df/dt)At=f(t")At = df (1.4)



sonucu elde edilir. Burada df, t” noktasinda f’nin diferansiyeli adin1 alir.f(t"),
t'da fnin egimi veya tiirevidir. df diferansiyeli At artismin birinci dereceden
tahminidir.

2.1.1.4 Bir Fonksiyonelin Varyasyonu

Bir fonksiyonelin artigi Taylor serisinde ](x(t) + yx(t)) —
Jx(t) genisletilerek;

A = ](X(t)) + (g—)]() yx(t) + % (%) .y(x(t))2+... — ](x(t))

= (Z)-vx(®) + 2 () .y x@®)*+...

=v]+Y] elde edilir,

v = () vxvey?) = = (2) v(x®)® (1.5)
Bu esitliklere sirayla J fonksiyonelinin ilk varyasyonu ve ikinci varyasyonu

denir. ] fonksiyonelinin yJ varyasyonu AJ] artisinin lineer kismidir. Sekil 2 de bir

fonksiyonelin ilk varyasyonu ve artigi arasindaki baglant1 gosterilmistir.

Sekil 2:

J fonksiyonelinin AJ artis1 ve yJ ilk varyasyonu

J(x(D) 4

»

JE'® +yx(®)

J(x (D)

X (1) X (0 + yx(D) x(t)

2.1.2 Bir Fonksiyon ve Fonksiyonelin Optimumu
Bir fonksiyon ve fonksiyonelin ekstremumu (maksimum veya minimum)

veya optimumu igin bazi tanimlar asagida verilmistir.



Bir fonksiyonelin optimal degerini belirlemede varyasyon, bir fonksiyonun
ekstremal ya da optimal degerini belirlemede diferansiyelin oynadigi rol ile ayni rolii
oynar. Yani diferansiyel bir fonksiyondaki c¢ok kiiclik sifira yakin degerde
degisimleri Olcebiliyorken varyasyon fonksiyonellerde meydana gelen ¢ok kiigiik,
sifira yakin degisimleri dlger (Dixit, 2002, s. 25).

Tanim: Bir fonksiyonun optimumu: Eger bir D diizleminde tiim noktalar ig¢in
|t —t'|< & saglayan bir € parametresi var ise bir f(t) fonksiyonunun t" noktasinda bir
goreceli optimumu vardir (Chiang, 1992, s. 32).

Af = f(t) — f(t)=0 (1.6)
ise f(t") goreceli lokal minimum;

Af = f(t) — f(t)< 0 (1.7)
ise f(t") goreceli lokal maksimumdur.

Yukaridaki sartlar keyfi bir € icin saglaniyorsa f(t') global mutlak bir optimuma
sahiptir. Bir fonksiyonun optimumu i¢in gerek sart (ilk) diferansiyelin sifira esit
olmasidir (Kamien ve Schwartz, 2018, s. 42).

df = 0 Yeter sart;

Minimum nokta i¢in ikinci diferansiyelin pozitif olmasi gerekir yani; d’f > 0
Maximum nokta i¢in ikinci diferansiyelin negatif olmasi gerekir yani; d’f<0

d?f = 0 ise, degismeyen bir noktaya tekabiil eder (Naidu, 2002, s. 27).

Tanim: Bir ] fonksiyonelinin optimumu;

[x — X |< & saglayan bir Q diizleminde tiim x fonksiyonlari igin pozitif bir € var ise

x fonksiyonunda goreceli bir optimumu vardir (Dixit, 2002, s. 27).

A =] -]x)<0 (1.8)
ise](x) goreceli bir maksimumdur.
A =] -](x) 20 (1.9)

iseJ(x) goreceli bir minimumdur.

Yukaridaki baglantilar keyfi biiyiikliikteki bir € i¢in saglaniyorsa J(x') global bir
mutlak optimumdur (Naidu, 2002, s. 27).

X (t) i¢in optimum aday olarak ]’ nin ilk varyasyonu x (t)’ de sifir olmaldir. Yani bir
fonksiyonelin ilk varyasyonun sifira esit olmasi optimumu igin gerek sarttir (Naidu,
2002, s. 27).

Y& ©).yx(D) =0 (1.10)

Yeter sart ise;
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minimum icin yeter sart v’ >0
maksimum i¢in yeter sart y?J < 0 dir (Naidu, 2002, s. 27).

2.1.2. Temel Varyasyon Problemi ( Euler- Lagrange Denklemi)

Baslangic zamani ve durumu ve bitis zamani ve durumu 6nceden verilen veya
sabit olan sabit-bitis zamanli ve durumlu problem agiklanmak istenirse x(t) gibi
birinci dereceden tiirevlenebilir, stirekli ve skaler bir fonksiyon iiretim fonksiyonu
olarak ele alinirsa; iiretim fonksiyonuna ait extremalleri bulmak x*(t) optimal
iiretim fonksiyonuna ulagsmak anlamin1 taSII’.Z.

J (x(8)) = [ V(G0 %0, ©) de (1.12)

Fonksiyonunun ekstremum noktalarint bulmak temel varyasyon problemi
olarak bilinir. Burada V integralleneni siirekli, birinci ve ikinci dereceden kismi
tirevlidir.
x(t=t)=xi, x(t=tf) =xf (1.13)

Bir fonksiyoneldeki degisimi sifira esitleyen varyasyon optimum i¢in gerek
sarttir. x(t) fonksiyonunun optimumunu bulma girisiminde ] fonksiyoneli igin artis
tanimlanir. Varyasyon elde edilir ve son olarak temel teorem uygulanir. Sonug olarak
temel varyasyon problemi elde edilir (Naidu, 2002, s. 28).

Bu adimlar asagidaki gibi siralanabilir.

Adim 1: Bir optimumun varsayimi

Adim 2: Varyasyonlar ve Artis

Admm 3: Ik varyasyon

Adim 4: Temel Varyasyon Teoremi

Adim 5: Yardimci Teorem (Lemma)

Adim 6: Euler- Lagrange Denklemi

Sayilan bu adimlar verilen fonksiyonele sirasi ile uygulanacaktir.

Adim 1: Bir optimumun varsayimi:

x(t) fonksiyonu i¢in ulagilan optimumx*(t) olarak kabul edilmisti. x*(t)
optimumuna yakin  xa(t)=x (t)+yx(t) fonksiyonunu alalim. yx(t) x (t)’nin
varyasyonudur. x,(t)(1.13) sinir sartlarini da saglamalhidir. Gerek sart ise;
yx(ti)=yx(tr)=0

Adim 2: Artis ve Varyasyonun uygulanmasi: Integraller ile artis tanimi

birlestirilir.

2 Kisim 1.3 (1.70) denkleminde iktisadi ayrintisi verilecektir.
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AJ(x (),yx(D) £ J(X (0+ yx(D), X ()+ yX(t),t) — J(X (t) ,X*(t), t)

= [ VG © + yx(0, %) +vX(0,Ddt — [Vx* (9,5 (©), Ddt (1.15)
AJ(x (t), yx(1)=
fff[V((x*(t) +yx* (8, X (1) + yx* (6),1)) — V((x* (1), x* (1), 1)) ]dt (1.16)
elde edilir. ayrica burada;
dx ( ) d
x(t) = ve yx(t) = [YX(t)] (1.17)

artlstakl V’yi x (t) ve X (t) noktasinda Taylor serisine genisleterek, AJ artisi
A =A)(x (t), yx(1))

Ve, 0,9 AV (x* (D), 1)
B f[ 0x

yx(0) + TYX(O

V(...)
dxdx

Y Y 92
+i{ 27 (o) + 22T () 4 2

yx(t)yx(t)} ] dt (1.18)

halini alir. Burada kismi tiirevler optimal kosulda x(t) ve x(t) ye goredir. Ve x*(t) ve
X*(t) kolaylik amagli ihmal edilmistir.
Adim 3: Birinci varyasyon uygulanmast:

yx(t)ve yx(t)’ de lineer olan terimler korunarak varyasyon elde edilir.
YI(x*(®),y%(D) =

tav((x*(v), x* (o), t)) aV((x*(t),x*(t), t))
ft, 0x dax

yx(®)| dt (1.19)

yx(t) igeren terimlerde (1.19)ilk varyasyonuna ait bagintiyr elde etmek
igin yx(t)iceren terimlerin integrasyonu gerekir. Ciinkii yx(t), yx(t)’ ye baghdir.

jt_tf <?)_Z)*V"‘ (D)dt = jt | (ZV> —(yx(t))dt
- [ (), a0x),
(G- [ roR(E).« .20

Yukarida kismi integral uygulamalarinda sik¢a kullanilan [udv = uv — [ vdu
formiili kullanilmigtir. Burada u = % ve v = yx(t) dir. (1.20)kullanilarak birinci
varyasyon i¢in (1.19)bagintist asagidaki forma doniisiir.

¥ (x* (), yx(t)) =
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- [ G0+ (G oo [ lG) e

= [ G2, &G o+ () me] (121

(1.14) bagintis1 kullanilarak (1.21) deki sinir degiskenleri igin

VO, yx(©) = ft .tf [(g—z) _ %(Z—Z)*] yx(Ddt = 0 (1.22)

elde edilir.
Adim 4: Temel Teoremin Uygulanmast:
Bir optimum i¢in varyasyon olmamalidir. Yani x*(t)optimumu igin
VI(x*(©),yx(t) =0 (1.23)
yx(t)fonksiyonut, ve t; sinir noktalarinda sifir olmalidir.
Adim 5: Lemma’nin uygulanmast:
yx(t)fonksiyonul¢;, tf] arahiginda siirekli; stirekli bir g(t) fonksiyonu [t;, t¢]

araliginda biitiin noktalarda sifir olmak tizere her g(t) fonksiyonu i¢in;

tfz?,(t)w(t)dt =0 (1.24)

&
bagintis1 gecerlidir.
Adim 6: Euler — Lagrange Denklemi:
(1.22) deki bagintiya yardimci temel teorem uygulandiginda x*(t) i¢in gerek sart
(1.12) ile verilen J fonksiyonelinin optimalina ulagilir.
te
<l (x®) = | V&®,x®,1 dt)
t

oV[x*(t),x*(t),t] d (oV[x*(t),x*(t),t]
o

-5 =0 (1.25)

bagmtisinin basitlesmesi amaci ile [x*(t),x*(t),t]idealar1 ihmal edilerek tiim

te [til tf] 1(;11'1,

(5). (). =0 020

denklemi elde edilir ve bu denklem Euler-Lagrange denklemi olarak adlandirilir.
2.1.3 Euler Lagrange Denkleminin Yorumu:

Oncelikle Euler- Lagrange denklemi bir ¢cok farkli formda yazilabilir.

Vy — %(Vx) (1.27)
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Burada;

Vi = a_\): = V(X" (), X" (), t); Vi = Z—Z = V(X" (X" (D, 1)

0
V; x*(t), x* (1), t nin bir fonksiyonu ve x*(t),Xx*(t) de t nin doniismiis fonksiyonlar

olduklarindan;

d (av>* _d <6V(x*(t),5{*(t),t)>

dt\ox/, — dt o%

_d(ov. oV o
T de\oxox - 9xox . dtax )

al (dX) N 0%V d?x N 0%V
~\oxox) \dt/,  \oxox) \dt? otox)
halini alir. (1.27) ve (1.28) birlestirildiginde, Euler- Lagrange denkleminin alternatif

formu elde edilir.
Vi = Vi — Vi X (D) — VX (1) = 0 (1.29)

Euler-Lagrange denklemi diferansiyel bir denklemdir.(1.25) denkleminde x* veya %

nin varligi bunu ispatlamaktadir. Euler-Lagrange denklemi; lineer olmayan, iki
nokta sinir degerli ve zamanla degisen adi diferansiyel bir denklemdir.t nin varlig
katsayilarin zamanla degisebildigini gosterir. Baslangic noktasindaki t = t, ve bitis
noktasindaki t =t sartlar1 bir sinir deger problemini olusturur. Euler-Lagrange
denklemi her fonksiyonu saglamazsa bu, fonksiyonel i¢in optimumun olmadigini
gosterir (Naidu, 2002, s. 30).

2.1.4 Euler-Lagrange Denklemi I¢in Farkh Durumlar:

Durum 1:V, x(t) ve tyebaghdir. Yani V = V(x(t),t) dir. V, = 0ile (1.25)
Euler- Lagrange denklemi su hale gelir: (Naidu, 2002, s. 32)

d
a(VX) =0 (1.30)
buradan,
B oV(x*(t),t) B
Ve= ——F——=c (1.31)

bulunur, buradac bir integral sabitidir.
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Durum 2: V sadece X(t) e bagh degildir. Yani;
V = V(x(t)) dir. V;, =0 ile (1.25) Euler-Lagrange denklemi

%(VX) =0-V=c (1.32)
halini alir, (1.30) veya (1.31)’ nin ¢oziimii asagidadir ve bu basit bir dogru

denklemidir.

() = C; » x"(t) = Cit+ C, (1.33)

Durum 3: V. x(t) ve x(t) ye baghdir. Yani; V = V(x(t),x(t)) dir.
Vix = 0ile (1.28) Euler-Lagrange denkleminin diger formu kullanilarak

V, — V' (£) — VX ()) = 0 (1.34)
elde edilir ve x*(t) ile 6nceki denklem ¢arpilir,

X*(D)[Vx = VX" (1) — VX" (D] = 0 (1.35)
su sekilde yazilabilir:

d

T V=X OV =0 V- X ©O%=C (1.36)

Durum 4: V x(t) ve tye baghdir. V=V(x(t),t) dir. V, =0 ile 1.27
Euler-Lagrange denklemi
aV(x*(1),t)

— =0
Jx

halini alir. Bu denklem ¢6ziimii keyfi sabit icermez. Bu ylizden x(t,) ve x(t¢) sinir

(1.37)

sartlari1 saglamaz Bu varyasyonel problemin ¢6ziimii yoktur. x(t) fonksiyonu
verilen siir sartlart x(ty) ve x(tf) isaglarsa, optimal bir fonksiyon halini alir.
Ornek 1.1:Iki nokta arasindaki minimum uzunlugu bulunuz (Chiang, 1992, s. 25).

Bu problemin ¢6ziimii bir dogrudur. Sekil 3’te A ve B noktalar1 arasindaki yay
uzunlugu ds olsun. Dikdortgen koordinat degerleri dx ve dt olsun. tuzakliga bagh

degiskendir, zaman degildir.
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Sekil 3:
iki nokta arasindaki uzaklik

4 x(t)
X
ds dx
dt
A0
O >
to tf
(ds)? = (dx)* + (dbt)? (1.38)
Denkleminde;
d
() = d—’i ve ds = 1+ x2(0dt (1.39)

x(t = tg)vex(t = tf) noktalar1 arasindaki toplam yay uzunlugu S, minimize

edilen ] performans indeksidir.

te te
S=]= ]ds = j J1+ %2()dt= f V(x(v)dt (1.40)

Burada V(x(t)) = /1 + %2(t) dir. Vsadecext ye bagl bir fonksiyondur.
(1.39) performans indeksine uygulanan (1.31) Euler-Lagrange denklemi
X" (t)
JI+%2@®
bulunur, bu denklem ¢oziilerek optimal ¢oziim;
X"(t) = cit+ ¢, (1.42)

bulunur ve bu bir dogru denklemidir. Verilen smir sartlarindan c; ve c,

=c (1.41)

sabitleri degerlendirilir. Ornek olarak x(0) =1ve x(2)=5 ,¢;, =2 vec, =1
dogrusu x*(t) = 2t + 1 dir.
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Ozet olarak;
I.Verilen basit bir agiklama veya durumdan performans indeksi formiillenir.
ii.Euler-Lagrange denklemini uygulamasi Onceden bilinen ¢oziimle
gerceklenir. Bu ornekte (1.39) fonksiyonelinin V integralleneni sadece xt nin bir
fonksiyonudur. Asagidaki 6rnekte V, x(t) , Xt ve t nin fonksiyonudur.
Ornek 1.2:

] = f [2x2(t) + %% (D)] dt (1.43)
0

x(0) =0 ve x(2) =5 (1.44)
siir sartlarini saglayan optimumu bulunuz (Naidu, 2002, s. 38).

(1.29) denkleminde V = 2x2%(t) + x2(t) belirlenir. (1.43) performans indeksine
(1.26) denklemi uygulandiginda

ov. d (ov d, . .
= (52) = 0~ 4x(® - 2 (24(9) = 0 > %) = 2x(© (1.45)
bulunur ve dnceki basit diferansiyel denklem ¢oziilerek;
3( D)
X*(t) = + cqt (1.46)

elde edilir. Burada c; ve c, integral sabitidir. (1.46) da , verilen (1.29) sinir sartlar

kullanilarak;

x(0)=0-c¢c,=0

x(2) =5 > ¢, = —53—5 (1.47)

bulunur ve bu sabit degerleri ile optimal fonksiyon elde edilir.

. _x3(t) 55
x*(t) = 3 —?t

2.1.5 ikinci Varyasyon

(1.48)

[k varyasyonun kaybolusu klasik Euler-Lagrange denklemi ile baslar .Optimumun
dogas1 i¢in ikinci varyasyonu incelemek gerekir. Artisin (1.18) bagintisindaki

terimleri ikinci varyasyona karsiliktir.

t 1 [/92V RV
v = ft 5( ) (yx(t)) +< ) (yx(t)) + 2<ax ax)*yx(t)yX(t)] dt (1.49)

Onceki denklemdeki son terim incelenir ve kismi integrasyon kullanilarak — yx(t)

nin terimlerinde yazilir. Sabit bitis sartlar1 yx(t,) = yx(tf) = 0 kullanilarak
tr aZV
-2 2) S oo @ e o
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bulunur. Varyasyon hesab1 temel teoremine gére minimum icin yeter sart y2] > 0’

dir. Bu yx(t) ve yx(t) keyfi degerler i¢in

Y d [/ 0%V >0 151
0x2 . dt 0x 0x . (1.51)
il >0 1.52
%2 . (1.52)

olacagi anlamma gelir.Maksimum i¢in Onceki sartlarin isaretleri g¢evrilir.Matris
formunda (1.49) ikinci varyasyonunu tekrar yazabiliriz.
FARNAA
V2] = lftf[yx(t) YX(O)] 0x%  0x0%| YX(t)] dt
t

2),, 92V a2v | lyx(®
lox9x  9%? N
1k yx(0] 4
=— x(t x(t r 1.53
) e o [l (153)
Burada;
[azv azv]
_|ﬁ 6x6x|
H_ 02V 9%V (1.54)
oxdx 0x2 J,

Onceki denklemdeki [] matrisi pozitif (negatif) tanimli ise, minimum (maksimum)
bulunur. yx(t)keyfi oldugu igin, (yx(t))? nin katsayis1i, d°V/ d%* ,y?] nin isaretini
belirler. Ikinci varyasyonun isareti 9?V/ 0x? nin isareti ile aynidur.
Minimizasyon i¢in;
Y

<W>* >0 (1.55)
Olmasim1 gerektirir. Maksimizasyon icin onceki denklemin isareti ters cevrilir.
Literatiirde bu sarta Legendre Sart1 denir. (Chiang, 1992, s. 42)

Ornek 1.3:Iki nokta arasindaki minimum uzaklig1 gdsteren dogruyu bulunuz.

(Naidu, 2002, s. 41) Iki nokta arasindaki uzaklik igin bir fonksiyoneli formiilleyelim.

=jfw/1+)'(2(t) dt = ftfv()z(t)) dt (1.56)

x*(t) = ¢yt + cydogrusu optimumdur. (1.45) yeter sartin1 saglar ise;

ov _ X" (1) EAY B 1 .
(&)* —mve <6)’(2)* - [1+ %*2(1)]3/2 (1.57)
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bulunur, x*(t) sabit oldugu i¢in denklem (1.45) sartim1 saglar. x*(t)ile verilen iki
nokta arasindaki uzaklik minimumdur. Optimal kontroliin ikinci agamasinda bir
sistem fonksiyonelinin optimizasyonu, fonksiyonelin sartt veya siniri bulunur. Bir
sistem denklemi formundaki bazi sartlarla bir fonksiyonelin ekstremizasyonunu
aciklayalim. Durum denklemi formundaki sistem dinamik sistemlerin optimal
kontroliinii olusturur.

2.1.6 Sartlarla Fonksiyonlarin Ekstremumlari

Sartlarla fonksiyonlarin ekstremumlarini bulmak i¢in iki metot vardir. Birincisi
direkt metot, ikincisi Lagrange ¢arpan metodudur (Dixit, 2002, s. 53).

a) Direkt Metot
Bu metotta diferansiyel hesaplama kullanilarak degisken yok edilir(Dixit, 2002, s.
53). Genellestirme igin birbirine bagl degiskenler x; ve x, ile f(xq, x,) fonksiyonun

ekstremumu bulunur (Naidu, 2002, s. 41). Tlgili sart;

g(x1,%2) =0 (1.58)

dir ve ve ekstremum icin gerekli sart olarak;

df = afd +afd =0 1.59
= 9%, X1 9%, X2 = (1.59)

elde edilir. dx;ve dx, keyfi olmadigindan sartla baglantilidr.

o8
dg = a—deXl + a—XZdXZ =0 (160)

sartlar olmadan fonksiyonun ekstremizasyonunu elde etmek miimkiin degildir.(1.59)

gerek sartinda,

af—0 af—0 1.61
0x, Ve(’)xz_ (161)

bulunur. (1.61) ekstremum sartlar1 x;* Ve x,"optimal degerleri ile ¢oziiliirse, (1.58)
ile verilen sart optimal degerleri garanti etmez. Hem (1.58) sartin1 hem de (1.59)
ekstremum sartlarini saglayan optimal degerleri bulmak i¢in, keyfi olarak bir

degisken secilir, x;bagimsiz degiskeni secilirse (1.58) sartina gore x,bagimli bir

degisken olur. Farz edelim ki:Tg #0olsun , bu durumda (1.60)
2
g
dx, = — {"’Tg} dx, (1.62)
%2

halini alir ve (1.59) gerek sartinda (1.62) kullanilarak
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of  of |ax
df = a_Xl - a_XZ E Xm =0 (163)
0%,

bulunur. dx;bagimsiz olarak se¢ildiginden, keyfi olarak incelenebilir ve (1.63) i

saglar. dxqkatsayist sifir olsun.

() ) - () o) = ¢ 164

dir ve (1.58) sart1 ile (1.64) bagintis1t x;* ve x,"optimal ¢oziimleri ile ¢oziiliir.(1.64)

denklemi su sekilde tekrar yazilir:

af of

0x; 9xp| _

9g dg =0 (1.65)
dx; 0x,

X, ve x,ye gore f ve g Jacobi denklemidir. Bagimli degiskenleri yok etme metodu
yiiksek dereceli problemler igin olduk¢a zaman alir (Naidu, 2002, s. 45).

b) Lagrange Carpan Metodu
Sartlarla verilen ayni problemin ekstremumunu bulmak i¢in Lagrange ¢arpan metodu
kullanilir (Naidu, 2002, s. 46). f(x,,x,)fonksiyonunun ekstremumu incelenir, ilgili

sart olarak;

g(x1,x2) =0 (1.66)
dir ve bu metotta artan (augmented) Lagrange fonksiyonu
L(x1,%X2,A) = f(x1,X2) + A8(X1, X2) (1.67)

dir ve burada Aolarak belirlenen parametre (garpan), Lagrange ¢arpanidir. (1.67)
Lagrange denkleminde, verilen (1.66) sart1 kullanilarak

L(xy,%2) = (x4, %3) (1.68)
bulunur ve ekstremum icin gerek sart

df =dL =0 (1.69)
dir. (1.67) Lagrange denklemi tam problemin gosteriminde (1.68) ekstremumu bulma
denkleminden daha 1yidir.(1.67) Lagrange bagintisindan

dL=df+Adg =0 (1.70)
bulunur ve (1.70) de (1.59) ve (1.60) kullanilarak yeniden diizenlenirse

[afmag]d [0 298] 4k, = 0 1.71
6X1 6X1 Xl aXZ 6X2 X2 - ( ’ )

Elde edilir. dx; ve dx,bagimsiz degildir. dx;i bagimsiz diferansiyel olarak segersek

dx,(1.60) denkleminde bagiml bir diferansiyel haline gelir. Uretilen ve kontrolde
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olan A ¢arpani, (1.71) deki dx; ve dx, nin katsayilarindan birini sifir yapmak igin
secilir. Mesela A, A* degerinde alindiginda dx, bagimli diferansiyelinin katsayisi

sifir olur.
af
axz axz

Boylece (1.71) denklemi

=0 (1.72)

99 _
[8x1 + 2 1] dx; =0 (1.73)

haline gelir. dx;bagimsiz diferansiyel oldugundan keyfi olarak degisebilir.(1.73) i
saglayan tiim dx; ler i¢cin dx; in katsayis1 sifirdir.

of g
a—X1+7\*a—X1=0 (1.74)
dir.(1.67) Lagrange denkleminden
oL

%o (1.75)

(1.66) smir bagintis1 ortaya ¢ikar. (1.74), (1.72) ve (1.75) denklemlerinden ¢ikan

sonugclar birlestirilerek;
aL  odf dg

o, = o + A" 6x1 =0 (1.76)
oL af /1* =0 (1.77)
(’)xz (’)xz (')xz

oL

a:g(x’{,x;) =0 (1.78)

Elde edilir. Bu denklemler ¢oziilerek x7 , x5 , A* elde edilir. (1.76) ve (1.77)

arasinda A* yok edilerek

(520) (52) - (G () = (179

Direkt metodu ile bulunan (1.64) sarti bulunur. Lagrange c¢arpan metodu ile aym

sonug elde edilir.(1.76) ve (1.77) gerek sartlari, (1.71)de bagimsiz diferansiyel olan
dx; ve dx, den elde edilen aym sartlardir. A carpam1 artan fonksiyon
L(x4,%,A)da her degisken bagimsiz olsa da tiim degiskenleri ele alabilmeye izin
verir. Acarpani katalizorgibidir, sadece ara asamada goriiniir.

Ozet olarak, ilgili sinir sart1 g(x,,x,) = 0 ile f(x;,x,) ekstremum fonksiyonu x; ,

X, Ve A bagimsiz olsa da tek bir artan fonksiyonun ekstremumuna;
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L(xq,%2,A) = f(xq,X,) + Ag(x4,X;)a esittir. Bu sonucun genellestirilmesini veren
teorem asagidadir (Naidu, 2002, s. 46).

Teorem:Siirekli  gercek  degerli  bir  fonksiyonun  ekstremumu f(x) =
f(x1, x5, ... xy,)ilgili sartlar;

91(x) = g1(x1, %2, .. x2) = 0

92(x) = g2 (x1, %3, .. %) = 0

Im(x) = gm(x1, x5, .. xy) =0 (1.80)
Seklindedir, burada f ve g siirekli kismi tiirevlere sahiptir ve© m <n dir. m
sartlarina karsillk  Lagrange carpanlart A4, 4,,...,4,, olsun. Artan Lagrange
fonksiyonu su formdadir:

L(x, ) = f(x) + A'g(x) (1.81)
BuradaA' A ‘nin transpozesidir. X* ve A*optimal degerleri asagidaki

( n + m)denklemlerinin ¢éziimiidiir.

A B o
ox 0x ox

JdL

E7\ =g(x)=0 (1.83)

¢) Lagrange Carpimimin Ozellikleri
Lagrange carpan metodu 1ilgili sinirlarla fonksiyonun ekstremumunu bulmada ¢ok
onemlidir (Naidu, 2002, s. 47).
1.g(x) = 0 ilgili kisitr ile f(x) fonksiyonunun ekstremumunu belirleme problemi ile
basit artan (augmented) fonksiyonun L(x,A) = f(x) + Atg(x) ekstremumunu
belirleme problemi arasindadir.
2.Lagrange carpani,artan fonksiyon L(x,A) daki her terim bagimsiz olsa da tim x
ve A degiskenlerini ele almaya izin verir.
3. 4 ¢arpani katalizor gibidir,2. Madde ile verilen kesin gorevi basart ile saglar.
4.Lagrange carpan metodunun 6zelligi olan artan boyut (n + m) teknigin basitligi
ve sistematikligi ile karsilik verir.

2.1.7 Sartlarla Fonksiyonellerin Ekstremumu

Onceki alt bagliklarda fonksiyonlar igin gelistirilen diisiinceler fonksiyonellere dayali
olarak genisletilecektir.Once iki degiskenli bir fonksiyon dnceki béliimde varyasyon

hesabindaki sonuglar kullanarak incelemistir.Gerek sartlar ele alinip, sonra
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genelleme i¢in n.derece vektér durumunu ayni sekilde genisletilmistir (Dixit, 2002,
s. 52).

Fonksiyonel formunda performans indeksinin ekstremizasyonu:

tf

](Xl(t)!XZ(t))t) = ] = f V(Xl(t),Xz(t),Xl(t),Xz (t),t) dt (184)

to
Kisit (veya sistem denklemi);
g(x1(t);X2 (£, %4 (), %, (t)) =0 (1.85)
Ve sabit bitis nokta sartlari;
x1(t0) = 210,22 (t0) = X20
x;(tr) = %155 x2(t5) = X2 (1.86)
dir. Bu probleme asagidaki adimlar uygulanir.
Adim 1: Lagrange Denklemi
Adim 2: Varyasyonlar ve Artig
Adim 3: Ilk varyasyon
Adim 4: Temel Teorem
Adim 5: Yardimci Teorem
Adim 6: Euler-Lagrange Denklemi
Adim 1: Lagrange Denklemi: Artan fonksiyonel formu;

tr
Ja= j L(x1 (D), %2 (), %1 (D), %, (D), A(0), 1) dt (1.87)

0

seklindedir. Burada A(t) Lagrange ¢arpani ve Lagrange denklemi;

L = L(x;(8), x2(2), %1 (2), X2 (2), A(D), £)

=V (x1(8), %,(1), %1 (), %2 (8), £) + A(0) g (21, (£), 2, (1), %1 (1), %, (1)) (1.88)
seklinde tanimlanir. (1.84) performans indeksi ve (1.87) artan performans
indeksinden (1.85) sart1 her A(t) icin saglanirsa J, =] dir.

Adim 2: Varyasyonlar ve Artis:

Optimal degerler i¢in varyasyon ve artis soyledir

xi(8) = x{(©) + yx;(8), %;(¢) = %, (©) +yx%;(¢),  [i=12]

Afa = Ja (x; (0, yx;(8), %] (©) + y%;(8), 1) — Jo (x; (0), %7 (), ), [i=12] (1.89)
Adim 3: Ik Varyasyon:

Taylor serisi agilimimi kullanarak ve sadece lineer terimler kullanilarak ],

fonksiyonelinin ilk varyasyonu
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Ja = fttf [< :_; ) yx1 (D) + (%)* Yx2 () + (;—;)* yX1 (D) + <;_>'<I;>* y)'(z(t)] dt (1.90)

halini alir. Varyasyon hesabinda sadece yx;(t) ve yx,(t) iceren terimlerde yx, (t)

Ve yX,(t) iceren terimler tekrar yazilir (kismi integrasyon kullanilir).

fttf<%>*vx1(t)dt=ft (:L) — (yx, (D) dt —j;tf<:—;>*d(yxl(t))

[( Y1(t)]t Jo 5 (Ge) ya®adt (1.91)

6X1

Yukaridaki denklemler kullanilarak (1.91) ilk varyasyonu elde edilir.
_ftf (22 v +(6L) (|t
- " aXl yxl( ) aXZ YXZ )
0 *
oL t d
e ) e} 2 -

]ttf((:t (;L) X, (t) dt (1.92)

Sabit bitis zaman1 ve sabit bitis durum problemi (1.86) ile verildiginden,bitis
noktasinda varyasyonlara izin verilmez.
vx1(to) = ¥X2(to) = yX1(tr) = yx,(tp) =0 (1.93)

tiir ve (1.92) artan ilk varyasyonunda (1.93) sinir varyasyonlari kullanilarak

e () -2 oo (25 - 562)

bulunur.

yx,(t) dt (1.94)

Adim 4 :Temel Teorem:

1.Varyasyon hesabi temel teoremine goére sifira esit olan (1.94) ilk varyasyonu
bulunur.

ii.Her iki yx;(t) ve yx,(t) bagimsiz degildir,giinkii x;(t) ve x,(t) (1.85)
sartiyla baglantihidir.  yx,(t)i bagimsiz varyasyon olarak yx;(t) 1 bagimh
varyasyon olarak secilebilir.

iii.Keyfi ve kontrolde olan A*(t) ¢arpanm ile (1.94) de yx;(t)  bagmmh

varyasyonun katsayisi yok edilir.

(GL) d(aL) _ 0 195
ox,/, dt\ox,/, (1.95)
Bu secimlerde (1.94) ilk varyasyonu asagidaki halini alir.

[(2%) - 42 Jmocoan- 196
to aXZ dt a yXZ() - ( " )
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Adim 5: Yardimci Teorem :
Varyasyon hesabi temel lemmasini kullanilir ve yx,(t) keyfi olarak bagimsiz

varyasyon secilebilir.(1.96) y1 saglayabilen yx;(t) in katsayist da yok edilir.

(6L> d(@L) _0 1.97

0x,/,  dt\ox,/, (1.97)

dir.(1.88) Lagrange denkleminden

<6L) =0 1.98
oA, (1.98)

(1.85) sinir bagintist bulunur.
Adim 6 : Euler-Lagrange Denklemi:
(1.95), (1.97),(1.98) bagintilar1 birlestirilerek(Euler-Lagrenge denklemine gore)ilgili

(1.85) sinir sart1 ile (1.84)fonksiyonelinin ekstremizasyonu i¢in gerek sartlar

<6L> d(éL) w 199
0x1/, dtaxl*_ (1.99)
((’)L) d((’)L) A 1100
0x,/, dtaxz*_ (1. )
<6L) d(aL) . 1101
oA/, dt\ai/, (1.101)

dir. Bu sartlar yx;(t) ve yx,(t)bagimsizmis gibi (1.88) Lagrange denkleminden
elde edilmistir.(1.101) de L Lagrange denklemi A(t) den bagimsizdir ve (1.100) sart1
(1.85) sistem denklemi ile verilir. Bu yiizden, A(t) Lagrange ¢arpani x,(t) Ve
Xy (t)bagimsizmig gibi (1.85) sartina bagli olmalarina ragmen degiskenleri ele
alabilir.(1.99) ve (1.100) ikinci dereceli diferansiyel denklemlerinin ¢6ziimi ve (1.85
veya (1.101) sart bagintis1 (1.86) smur sartlart  xj(t), x5(t) ve A*(t) optimal
¢cozlimlerini verir.n. dereceli sistemlerin  genellestirmesi ic¢in bir fonksiyonelin
ekstremizasyonu;

] = f th(x(t),X(t),t) dt (1.102)

0

dir ve burada x(t) n. dereceli durum vektoridiir,ilgili sistem denklemi

9:(x(@®),x(),t) =0;i =1,2,...,m (1.103)
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dir ve sinir sartlart x(0) ve x(ty) dir. Artan fonksiyonel

= | (O, %(0, A, 1) dit (1104)

0

Ve burada L Lagrange denklemi;
L(x (1), x(6), A(D), ) = V(x(B), x(t), t) + A*(t)g; (x(t), x(), t) (1.105)
ile verilir ve Lagrange ¢arpan1 A(t) = [A;(t), A, (1), ...,An ()]t dir.Euler-Lagrange

denklemini ], iizerine uygulanir.

(%)k _%@_5];)* =0 (1.106)
(g_;)* - %(Z_;)* =0~ gix(®x(1),1) =0 (1.107)

(1.105) den, L Lagrange denklemi A(t) den bagimsizdir ve (1.107) Euler-Lagrange
denklemi 6nemsizdir fakat (1.103) sistemi ile ilgili bagint1 verilmistir.

Ornek 1.4:Performans indeksini minimize ediniz (Naidu, 2002, s. 53).

= j B0 + (0] dt (1.108)
0

Mgili sinir sartlar
x(0)=1x(1)=0 (1.109)
Sistem denklemi su sekildedir:
x(t) = —x(t) + u(t) (1.110)
Her iki metotla bu problemi ¢6zelim

a) Direkt Metot

Burada fonksiyonel icin (1.108) performans indeksi ile (1.110) sistemi arasinda

u(t) yok edilir.

= ] (D) + (D) + x(D)?] dt
0

= fl[sz(t) +%2(t) + 2x(D%(t)] dt (1.111)
0

(1.111) fonksiyoneli ~ (1.110) sartim1 igerir.Euler-Lagrane denklemi (1.111)

fonksiyoneline uygulanarak;

<a_v) _i<a_Y) ~0 (1.112)
ox/, dt\ox/,

bulunur. Burada;

V = 2x2(t) + %2(t) + 2x(D)x(t) (1.113)
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4x*(t) + 2x*(t) — % (zx*(t) + 2x*(t)) =0 (1.114)

elde edilir.Basitlestirerek
() =2x*(t)=0 (1.115)

bulunur.Optimal ¢6zlim olarak

x*(t) = C;e™ V2t 4 C eVt (1.116)
bulunur,burada C; ve C, sabitleri (1.109) verilen sinir sartlari ile degerlendirilir.

1 1
(i=——— G = (1.117)

(1-e2%) " 27 (1-e2%)

Sonug olarak, x*(t)optimal, u*(t) optimal kontrolii (1.110) sisteminden bulunur.
wi(t) = 2*(t) + x*(t) = (1 —V2)e V2 4+ C,(1 + V2)eV2t (1.118)
Metot basit olmasina ragmen, ozellikle yiiksek dereceli sistemlerde (1.108) ve
(1.110) dan u(t)yi yok etmek miimkiin degildir.

b) Lagrange Carpan Metodu

Onceki boliimde smirlarla fonksiyonlarin ekstremizasyonunda gelistirilen fikirler

kullanilarak (1.110) sistemini tanimlayan sart altinda (1.109) smir sartlar ile

(1.108) fonksiyonelinin optimizasyonu elde edilir.(1.110) sart1 asagidadir.

g(x(1),x(1), u() = x(t) +x(t) —u(®) =0 (1.119)
Artan fonksiyonel;

[ = ] [x2(6) + () + MO G + x(0) — u(®)] dt
0

= f 1L(x(t),5<(t),u(t),;\(t)) dt (1.120)
0

Burada A(t) Lagrange garpani ve;

L(x(t), x(t), u(t), A(t)) = x2(t) + u?(t) + A {x() + x(t) — u(t)} (1.121)
Lagrange denklemidir. Bu denkleme Euler-Lagrange denklemi uygulanir.

oLy d /0L .

(&) - &(&)* — 0 2¢O+ 20— =0 (1.122)
oLy d /oL

<ﬁ) - E(%) =0 2u" () = A"() = 0 (1.123)
oLy d /oL

<ﬁ) _ &(ﬁ) — 0> % () +x"() —u* (D) = 0 (1.124)

optimal x*(£) , w*(£) , A*(£) gdziilir. Once (1.123) ve (1.124) den

A*(t) = 2u*(t) = 2(x*(t) + x* (b)) (1.125)
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Bulunur ve (1.112) de(1.115) denklemi kullanilarak
2x° (1) + 2(x*(t) + x*(t)) — 2" () +x*(t)) =0 (1.126)

Elde edilir,bu denklemin ¢6zlimii ile

() —2x" () = 0> x" () = Ce™V2 +C, (1.127)
Bulunur (1.125)’ den
w(t) = X (1) + x7(0) = C;(1 — V2)e V2 4 C, (1 + V2)eV2t (1.128)

bulunur.Direkt metotla ¢6ziimde ayn1 sonuglar bulunmustur.

2.2. OPTIMAL KONTROL TEORISi

Verilen bir sistemin kontrolii i¢in en iyi yolu bulma olarak
tanimlayabilecegimiz optimal kontrol teorisinin stratejisi; en iyi durumun, en az
zaman ve en az emek harcanarak nasil elde edilecegi ile ilgilidir. Ornegin bir
firmanin tiretim planlamasini ele alirsak optimal kontrol teorisinin amacinin iiretimin
en az maliyetle ve en kisa zamanda hedeflenene varmasi igin gereken sartlar olarak
ifade edebiliriz. (Naidu, 2002, s. 79). Optimal kontrol yontemine gore fonksiyonele
ait islemlervaryasyonel yaklasimlar kullanilarak asagidaki sekilde siralanmistir.

2.2.1 Bir Fonksiyonelin Optimizasyonu

tr
] = f V(x(t), (1), 1) dt (1.129)

0

Verilen sinir sartlart;

x(ty) sabit x(tf) serbest varsayilsin

x*(t)optimal fonksiyonu Euler-Lagrange denklemini saglamalidir. (Naidu, 2002, s.
85)

(GV) d (6V> . 1130
dx/), dt\ox)., (1.130)

Serbest-bitis noktasinda saglanan genel sinir sarti;

t

[V —x%(t) <Z_Z>]*tf yte + (g—\):) . yxe =0 (1.131)

f

Optimum i¢in yeter sart verilen Legendre sart1 asagidadir. (Naidu, 2002, s. 81)

(aZ—V) > 0 minimumicin
ax2/, ¢

(aZ—V) < 0 maksimumicin
2x2), stumic

2.2.2 Bir Fonksiyonelin Kisit Altinda Optimizasyonu
Bir fonksiyonelin optimizasyonu iktisadi olarak anlamlandirilmak istendiginde bir

firmanin karin1 minimum maliyetle maksimize edebildigi liretim diizeyi olarak ifade
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ederiz. Bununla ilgili ayrmtili 6rnekli anlatim kisim 1.3 te verilecektir. Burada
matematik teorisi verilecek | gibi bir fonksiyoneli ele alalim.

] = f fV(x(t),>‘<(t),t) dt (1.132)

0

ve verilen sinir degerleri;

x(to)sabit ve x(t;) serbesttir.

Kisiti;
g(x(),x(t),) =0 (1.133)
dir, burada(1.130) sart1 artan fonksiyonel formuyla asagidaki sekildedir.
te
Ja = f L(x(t), x(t), A(t), t) dt (1.134)
to
veA(t) Lagrange carpamidir ( es-durum fonksiyonu da denir). L Lagrange
denklemi;
L(x(), %(8), A(1), ) = V(x(1), (1), ) + A" (Dg(x(®), x(t), 1) (1.135)

ile wverilir.  Vyerine(1.137)  artan fonksiyoneli i¢in asama 1’in sonuglari
kullanilir.Optimal sartta x(t) ve A(t) terimlerinde verilen artan fonksiyonel i¢in

(1.129)Euler-Lagrange denklemini asagidaki sekilde yazabiliriz (Naidu, 2002, s. 83).

oLy d /oL

<&)* - &(&)* =0 (1.136)
oLy d /oL

<ﬁ)* - &(ﬁ)* =0 (1.137)

(1.135) ile L Lagrange denklemi A*(t) den bagimsizdir ve A(t) costate igin (1.133)
sinir bagintist 6nemli, (1.137) Euler-Lagrange denklemi 6nemsizdir.Serbest-bitig
noktasinda saglanan genel sinir sart1 (1.129) asagidaki gibi yeniden diizenlenir.

L-x© ()] v+ (Z) =0 1138
X() a)-( *thf a)-( ot YXf_ ( " )

f

Bu sinir sart1 ¢ ve x(tf)nin dogasina bagh degisir.

2.2.3 Lagrange Denklem Formuyla Optimal Kontrol Sistem
Standart kontrol sistemi genel itibari ile asagidaki sekildedir. (Naidu, 2002, s. 85)
x(D) = f(x(t), u(®), t) (1.139)
Sinir sartlarini ise asagidaki gibi belirledigimizi diistinelim.
x(to)sabit ve x(tr) serbesttir.

Performans indeksini asagidaki gibi ifade ederiz.
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J(u(®) = fV(x(t), u(t), t) dt (1.140)

to

(1.132) bagint1 sart1 olarak (1.138) sistem denklemi;

g(x(t),x(t),u(t),t) = f(x(t),u(t),t) —x(t) =0 (1.141)

Seklinde yazilir.(1.140) performans indeksinin ve (1.141) baginti1 sartinin artan

fonksiyoneli;

J.(u(®) = th(x(t),x(t),u(t),k(t),t) dt (1.142)
to

Seklinde yazilir. Burada L Lagrange denklemi

L = L(x(t), x(t),u(t),A(t),t)

= V(x(t),u(t), t) + AL (), u(t), t) — x(t)} (1.143)

Olarak elde edilir. 1.2.2 (Bir fonksiyonelin kisit altinda optimizasyonu) sonuglari

kullanildiginda optimal sartta x(t) , A(x) ve u(t) terimlerinde verilen (1.142) artan

fonksiyoneli igin (1.135) ve (1.136) Euler-Lagrange denklemleri mevcuttur.

(Naidu, 2002, s. 88)

(Z_i)* — % (%)* = 0 durum denklemi,

(Z—)Ll)* 2 % (%)* = ( costate denklemi ve

(BL)* ‘ (ﬂ)* = 0 kontrol denklemidir.

ou),  dt\ou
2.2.4 Hamilton Denklem Formuyla Optimal Kontrol Sistem
(Pontryagin Prensibi)
Lagrange denklem formundan Hamilton denklem formuna ge¢is i¢in Hamilton

denklemi tanimlanir. (Naidu, 2002, s. 92)

H(x(t), u(t), A(t),t) = V(x(t), u(t), At), t) + AL()f(x(t), u(t),t) (1.144)
(1.143) Lagrange denklemi hamilton denklem formu ile asagidaki hali alir.
L(x(t), x(t), u(t), A(t), t) = Hx(t), u(t),A(t), t) — A ()x(t) (1.145)

(1.145) kullanilarak, Lagrange denklem terimlerindeki Euler-Lagrange denklemleri
Hamilton denklemi formuyla (siras1 ile durum denklemi, lagrange denklemi ve

kontrol denklemi olarak) yeniden agagidaki sekilde yazilir;

—aH d A)=0 1.146
(ax)* B &(_ )= (1.146)
JH d

(), - ¥ ©-g@ =0 (L147)
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(g_zl)* _ % ©) =0 (1.148)

Boylece

x*(t) =+ (g—:)*durum denklemi;

() = - (Z—Z)*costatedenklemi

OH

0=+ (au)*kontrol denklemidir

2.3 IKTISADI DINAMIKLIK VE DINAMIK OPTIMIZASYON
ARACLARININ iKTiSADi ALANDA KULLANIMI®
Bolim 1.1 ve 1.2°de matematik teorisi verilen varyasyon hesabi ve optimal kontrol
teorisinin bu kisimda iktisadi uygulamalarina ornekler tiizerinden agiklama
getirilecektir. Calisma sirasinda miimkiin olan yerlerde statik optimizasyondan
tanidik kavramlar icin analojiler yapilacaktir.
Statik bir problemde optimal deger sonlu sayilar kiimesi igerisindedir. Ornegin bir
firma A malim lretiyorsa bu A malindan x birim tretip satarak karmi [ F(x) ]
maksimum yapan x* iiretim diizeyini arar (Kamien & Schwartz, 2018, s. 3).
maxy = 0 F(x) (1.149)
Bu problemin ¢oziimii bir sayidir. Eger F(x) belirli bir fonksiyonel formda ise bu
durumda x* sayist kesin bir sekilde belirlenebilir. Degilse x* degeri Ffonksiyonu
baglaminda yeniden tanimlanir. Eger F siirekli olarak tiirevlenebiliyorsa ve iiretim

fonksiyonu ise bu durumda x*igintipik olarak birinci dereceden gerekli kosul;

F'(x) =0 (1.150)
Bagka bir sekilde, degiskenler eszamanli olarak secilebilirler.

maxF (xq,X5, X3 _Xp) (1.151)
x; =0 i=123,..n

Burada F(x;,X%,,X3 X,) kar fonksiyonudur. X; ise i numarali {iriniin miktaridir.
Burada maksimum kar1 verecek iiretim ve satis miktar1 belirlendiginde elde edilen
her bir ¢6ziim n sayr dizisini olusturacaktir. (x;", %%, X3" ... ... X, ).maxy,> 0
sartll F(x) Fonksiyonunun birden fazla donemi igine alan Kkesikli zaman
genellemesinde her bir ¢ doneminde firetilecek ve satilacak triiniin miktart ( X;)

segilir.

* Bu kisimda anlatilan érneklerin tamami (Kamien & Schwartz, 2018) Dynamic Optimization isimli
kitabindan alinmistir.
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T
maxz F(t, x¢) (1.152)
t=1

Xy =0 t=1,2, . ,T

Bu durumda ise optimal ¢6ziim T adet say1 dizisidir. ( X;*, X", X3" ... ... xt"). Burada
mevcut donemde elde edilen iliretim sadece o donemdeki kari etkileyecegi icin
(1.152) statik bir problem olarak degerlendirilir. (Kamien & Schwartz, 2018, s. 3)
Yani her bir doneme ait gilincel kar1 maksimum yapacak liretim diizeyini se¢cme
problemi ile kars1 karsiyayizdir. Mevcut iiretim diizeyi, i¢inde bulunulan doneme ait
kar1 degil de gelecekteki donemleri de etkiliyorsa bu durumda problemimiz dinamik
bir hale doniisiir. Mesela giincel kar oranlar1 degisen liretim oranlarinin maliyeti
nedeni ile ( ise alim ve isten ¢ikarma maliyetleri gibi) hem mevcut hemde ge¢mis

tiretim miktarlarina bagli olabilir. (Chiang, 1992, s. 9)

T

maxz F(t, Xt'X(t—l)) (1.153)
t=1

x¢ =0 t=12,...... ,T

Burada planlama anindaki (t = 0) tretim diizeyi x,’dir. Dikkat ediniz, x,’in
belirtilmesi gerekir, ¢iinkii doneml1’deki kar1 etkilemektedir. Optimal ¢ozimii
saglamada T birinci derece kosullar ayristirilmazlar, bunlarin eszamanli olarak
¢oziimlenmeleri gerekmektedir.

(1.152)’nin stirekli zaman gosterimi asagidaki gibidir:
T
max] F(t, x,, )dt (1.154)
0
X¢ =0
Burada ¢oziim, planlama doneminden sonra her zaman noktasinda firmanin optimal
tiretim miktarin1 veren x*(t), 0 < t < T, fonksiyonu olacaktir. Bu gercekte dinamik
bir problem degildir, ¢ilinkii herhangi bir ¢ anindaki iiretim sadece ilgili donemdeki
kar etkilemektedir. Optimal ¢6ziim her t donemi i¢in F(t,x(t))karim1 maksimize
edecek x(t)’yi segmektir.
(1.153)’lin siirekli zaman analogu daha az anliktir. Zaman siirekli oldugu i¢in
“Onceki donem” kavrami ¢ok agik bir kavram degildir. Mevcut donem karimin hem

PO

mevcut donem {liretim miktarina hem de zaman icinde {iretimin ne kadar degistigine
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baglidir. Zaman i¢inde iiretimin degisim orani x(t)’dir. Bu nedenle problem su

sekilde ifade edilebilir.

T

maxf F(t, x¢, X¢) dt (1.155)
0

x(t) =0 x(0) = xq

Problem dinamik bir ¢oziimlemeyi gerekli kilmaktadir. Coziimleme i¢in gerekli
kosullar siirekli dinamik optimizasyon problemlerine iligskin birka¢ 6rnek sonrasina
birakilacaktir. Burada ormeklerle iktisadi dinamikligi pekistirmek yerinde
gorilmiistiir.

Ornek 1.5

Bir firma T zamaninda teslim edilecek B adette iiriin siparigi almistir. Bu talebi,
belirtilen teslim siliresinde minimum maliyetle iiretmek i¢in bir iretim plani
arayisindadir birim iiretim maliyetlerinin iiretim miktariyla birlikte dogrusal olarak
arttigin1 ve birim zaman i¢in stok maliyetin ise sabit oldugunu unutmamak kaydiyla ¢
stirede biriken envanterin x(t) oldugunu diisiinelim. Bu durumda x(0) = 0 olacaktir
ve x(T) = B elde edilecektir. Herhangi bir anda envanter diizeyi onceki tiretimlerin
birikimidir; envanter degisimi ise iiretim diizeyi dx/dt = x(t)’dir. Bu nedenle de
herhangi bir anda bir firmanin toplam maliyeti asagidaki sekilde formiillendirilir.
[e1x(®)]%(E) + cox(t) = 1 [X()]* + c,x(t) (1.156)
Burada ilk terim birim iiretim maliyeti ve toplam {iretim miktarinin sonucu olan
toplam iiretim maliyeti, ikinci terim ise toplam envanter maliyetidir, ¢; Ve c, ise
pozitif sabitlerdir. Firmanin hedefi 0 < t < T i¢in {iretim diizeyi x(t) ve envanter

birikimi x(t)’yi bulmaktir.

T
minf [c1 (X(£))? + cpx(t)]dt (1.157)
0

Kosul x(0) = 0, x(T)=B, x(t)=0
Olast bir tiretim plani sabit hizda iiretim yapmaktir ki bu da x(t) = B/T seklinde

ifade edilmektedir.

(t)—ft(B)d =2 1.158
x© =) (7)ds == (1.158)
Toplam maliyet asagidaki gibidir;

Tl /B\? Bt B* BT

fo C1 (7) +c, (7) dt = (o5} 7 + ¢, 7 (1159)
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Bu uygulanabilir bir plan olsa da maliyeti minimize etmeyebilir.

Ornek 1.6

t Zamaninda K(t)’ye esit bir sermaye stokundan iiretilebilecek iiriin miktari
F(K)’dir. Uretim fonksiyonu F’nin iki kere siirekli tiirevlenebilir, artan ve konkav
oldugu varsayilmaktadir. Bu iiretim tiiketilebilir, anlik tatmin saglayabilir ya da
sermaye stokunu ve bu sayede gelecekteki liretim kapasitesini arttirmak igin yatirim
yapilabilir. Bu nedenle de iiretim miktar1 F(K),C(t) tiiketim ve K = dK/dt (sermaye
stokundaki degisim) yatirimin toplamidir. Bu noktada problem iiretim miktarimin her
t aninda yatirima doniistiiriilecek kismini belirleyerek faydayr maksimize etmektir.

Bu da sermaye stokunun biiyiime oran1 K segimi anlamna gelir ki;

T
maxf U(c(p)dt (1.160)
0
veya
T
max j U[F(K(t) — K(D)] dt (1.161)
0

Kosul K(0) = K,, K(T) =0,

Burada tiiketimin fayda fonksiyonu U iki kat siirekli tiirevlenebilir, artan ve
konkavdir. Eger sermaye miikemmel derecede kalic1 degilse ve b dogru orantisi ile
zaman igerisinde eriyorsa bK(t) diizeyindeki yeniden yatirimin stoku sabit tutmasi
gerekir* ve bu nedenle de; F(K) = C + K’ + bK. Bu nedenle tiiketime uygun olan
miktar hem sermaye stokunun yenilenmesine ayrilan miktardan hem de sermayedeki
net degisimden kiigiiktlir. Ayrica, eger gelecekteki tahminler I' diizeyinde azalacaksa’

problem asagidaki gibi belirlenir.

4Ylpranma
Eger K stoku sabit oran b > 0 oraninda eksiliyor — yipraniyor ise ve eger yenilenmiyorsa, bu durumda;
K(t)/K(t) = —b, yani K(t) = —b - K(t)’dir. Bu tiirevsel esitligin ¢éziimii K(t) = K(0) e — bt oldugu igin

bazen K stokunun issel olarak b oraninda yiprandigini ifade ederiz. (Kamien & Schwartz, 2018)
Se’nin iktisadi Yorumuna Kisa Bir Bakis
esayis1 matematiksel olarak f(m) = (1 + i)m gibi bir fonksiyonun limitinin sonsuza yaklastigi varsayim
sonucunda elde edilen degerdir. Tktisadi olarak ise e sayis1 bir faiz bindireme siirecinin sonucudur. Varsayalim 1
TL lik bir paranin yatirimcistyiz ve goriilmemis yillik %100 Lik bir faiz oram teklifi ile karsilasiyoruz. Faiz
bindirgeme yilda 1 defa ise varligimiz yil sonunda 2 TL ye ¢ikacaktir. Bu degeri M(1) ile gosterelim. Burada
parantez igerisinde bulunan 1 degeri 1 yil i¢indeki bindirgeme sayisidir. (Chiang & Wainwright, 2016)
M(1) =Baslangictaki ana para- (1+ faiz orani) (Chiang & Wainwright, 2016)

=1-(1+%100)

=(1+9)'72
Ve yine varsayalim ki faiz bindirgemesi her yarryilda bir yapiliyor olsun. Her alt1 ay sonunda ana paranin % 50
si ( %100 ‘iin yaris1) tutarinda bir faiz elde edecektir. Boylece ikinci alt1 aylik donem boyunca yeni anapara
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T
max f e T'U[F(K(t) — K(t) — bK(D))]dt (1.162)

Kosul K(0) = K, K(T) = 0

Ornek 1.7

Ornek 1 de belirlenen problemi ¢dzelim;

Varsayalim ki envanter tutma maliyeti c, = 0 olsun. Her ne kadar artik x(t)
integrant islemine girmese de problem dinamiktir, ¢linkii T uzunlugundaki zaman
egrisi boyunca toplam iiretim B olmak zorundadir. c;pozitif bir sabit oldugu i¢in

esdeger problem ¢; = 1 alinarak elde edilebilir.

T
minf ([x(D)]>)dt (1.163)
0

Kosul x(0) =0, x(T) =B, x(t) =0

Bu problemde kesikli zaman tahminlesmesinin yapilmasi optimalligi daha sonra teyit
edilecek olan (1.163) i¢in ¢oziim formunu ortaya koyacaktir.[0,T ]| araligim k
uzunlugunda esit T/k segmente bolelim x(t) fonksiyonu her segmentin bitis

noktasinda y koseli poligonal dogrularla tahminlenecektir:

olarak 1,50 TL ye sahip olacagiz ve faiz yeni yilda 1,50 TL nin % 50 si olarak hesaplanacaktir. Oyleyse
varligimiz yilsonunda;

M(2) = (1 + %50) - (1 + %50) =(1 + %)z
Ayni iglemler diger yillar i¢in uygulandiginda;
M(@3) =1+ §)3’ M(4) =(1 + %)4 veya daha da genel bir sekilde;

M(v)= (1 + ‘—1,)" yazilir.
Anlasildig lizere burada v bir yil igerisinde faiz bindirgeme sikligini gostermektedir.
Faizin y1l boyunca siirekli olarak bindirgendigi limit durumunda, yani m’nin sonsuz oldugu durumda;

1 n
lim o M(V) = limy e (1 + ;) =e (TL)

Oyleyse , e =2,71828 sayis1 bir ana paranin 1 yil sonunda yilda %100 oraminda siirekli faiz bindirgemesi
neticesinde ulagacagi yil sonu degeri olarak yorumlanabilir. (Chiang & Wainwright, 2016)

Faiz bindirgeme ve A- e Fonksiyonu ( Iskonto)

Eger A Dolar yillik 100r ile yatirilirsa, miktar 1 yilin sonunda A + rA = (1 +r) A diizeyine, 2 yilin sonunda
1+A+ (1+r)A = (1+7r1)2Ave tyil sonunda ise (1 + r)t A olacaktir. Ancak eger faiz bilesik faiz (yilda
iki sefer), 6 aylik faiz oram r/2 olacak ve ilk miktar olan A 1 yilin sonunda (1 + r/2)2A ve tyil sonunda ise
(1 + r)?*A olacaktir. Daha genel bakacak olursak, faiz yilda m sefer tekrarlaniyor ise, ilgili periyot igin faiz orani
r/m olacaktir. Bu durumda A miktar1 bir y1l sonunda(1 + r/m)™A ve t yil sonunda ise (1 + r/m)™A olacaktir.
m - oo iken

rmt
; -} —ert
Jm (14+3)" =e
Burada yillik siirekli bilesik faizi r oraninda yatirilan A dolar tyil sonundaAe'™ olacaktir. Eger faiz siirekli olarak r
degerinde bilestirilirse X dolar t yilda nasil B dolar haline gelir? Bilinmeyen toplam X miktar1 t y1l igerisinde
Xe'diizeyine ulasacaktir, bu sayede Xe™ = B olur. Yani, X = e7™ - B’dir. Yani, B dolarin gelecekte t yilda
bugiinkii degeri (eger faiz orami ya da iskonto orami r ise) e ~"*B’dir.
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[(0,0), (k y1),(2k,y2),....,(T,B)]. Karar degiskenleri envanter diizeyleri
olan[yl,yz,...,yl]’dir Degisim  oram1 x(t) ise Ax/At = (y; - yi—1)/k ile
k-1

tahminlenir. Bu nedenle de tahminleme problemi asagidaki kosulu saglayacak

sekilde yi’yibulmaktlr[i =1, .. ,(E)]
T
- (G =y’
minz IyI—kYI_ll , buraday, =0veyr =B (1.164)
‘ k
i=1

dt nin tahminlenmesi i¢in At = k kullanilmaktaydi. 13’{in sifira esit her bir y; degeri

icin kismi tlirevini ele alalim.

i = yi-1) I )

- - =0 (1.165)
=12 !
1=12 ...... S
Bu nedenle
i —¥ic1)  Vitr — Y1) | T
K = K 1= 1,2, ......... ,m (1166)

Dolayisiyla ardisik farklar esittir. Envanterdeki ya da iiretim hizindaki degisim k
boyunca her zaman araliginda aynidir. Envanter lineer olarak (0,0) ile (T,B)
arasindaki diiz ¢izgi boyunca y; ile biiylir. Siirekli zaman optimizasyon problemi
(1.163) ise (1.164)’de k = 0 iken elde edilir. Onceki hesaplama siirekli zaman
probleminin ¢éziimiiniin dogrusal olarak envanter olusturmak suretiyle sabit oranda
tiretimi igerebilecegini gostermistir; x(t) = tB/T

() =2 >0
X —T_

oldugu i¢in bu yol kullanilabilirdir. Bu konjonktiir herhangi bir baska uygulanabilir
envanter birikim yolunun daha diisiik maliyet sunmadigi ortaya konarak teyit
edilebilir. Tiim uygulanabilir yollar ayni ilk ve son kosullara sahiptir. z(t)’nin
z(0) = 0 kosulunu saglayan siirekli tiirevlenebilir bir karsilastirma yolu ise z(T) = B
dir.Burada;

h(t) = z(t) — x(t) (1.167)
t Zamaninda karsilastirma yolu; z(t) ile aday yol x(t)=t-B/T arasindaki

sapmadir. x ve z yollar1 ilk ve son zamanda kesistigi i¢in h(0) = 0 ve h(t) = 0’dur.
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z(t) = t-B/T + h(t)oldugundan z(t) = B/T +h(t)’dir ve z ve x planlan
arasindaki maliyet farki asagidaki gibidir:

fo N2 — (O]3de = fo T{E + h(t)]z - (g)z}dt (1.168)
=2 (g) fOTh(t)dt+ fOT[h(t)]zdt
_2 (%) [h(T) — h(0)] + fo T[h(t)]zdt

T
=f [h®)]dt > 0
0

Cinkii h(t) = h(0) = 0. Bu nedenle de herhangi bir verimli iiretim plam
(karsilastirma plani) kullanildiginda maliyet aday plan x(t) =tB/T, 0 <t<T ile
elde edilecek maliyetten daha diisiik olmayacaktir. Bu nedenle aday yol optimaldir.
Genel olarak problemler bu sekilde ¢oziilmezler, ancak hem kesikli zaman
tahminlemesi hem de optimallik dogrulamasi yararlidir.

Ornek 1.8

Omek 1 de iiretim ve depolama maliyetleri toplamimi minimize etmek igin

aradigimiz iiretim ve envanter birikim plan;

T
min ] {c1[X'(©)?] + cpx(D)}dt
0

Kosul; x(0) =0, x(T) = B, x(t)=0

Burada c; ve c,negatif olmayan veri sabitlerdir. Optimal ¢6ziimiin mutlak
esitsizlikle x(t) > 0 negatif olmama kuralin1 sagladigim1 varsayalim. Bu durumda
sabit asla baglayict degildir. Fy = c,Fy = 2cyX oldugu icin Euler denklemi de

(2¢4%)’ ya da;
C2

%(0) = e (1.169)

Belirlenen Euler denklemine 2 defa integral alma islemi uygulandiginda sonug;
2

cot
x(t) = 2— + kyt+ ky (1.170)
4cq
olacaktir. Burada k; ve k, sinir kosullarinca belirlenen integral sabitleridir;
X(O) = O = kz
c,T?
X(T)=B= +k1T+k2
4c,q

37



Bu nedenle;

B
k1 = T - CzT/4‘C1

k, = 0 ve;
c,t(t—T) Bt
t)=—+— 1.171
X0 === —+7 (1.171)
0<t<T

ki bu da aranan ekstremum noktadir. (1.171)’in x = 0’ a uyup uymadigini kontrol
edelim. Euler denklemi (1.170)’ten X > 0 elde edilmektedir ki x’ te t’nin artan bir
fonksiyonudur. Bu nedenle de ancak ve ancak baslangigta gegerli olmasi kosuluyla
tim t’ler igin x > 0’dir; x(0) = k; = 0, Bunun anlam1 da x(t) = 0’1n asagidaki
kosula bagli olarak (1.171) ile karsilanacaktir.
c,T?
4cq

B > (1.172)

Bu nedenle de, eger gerekli B toplam {iretim miktart mevcut T siiresine kiyasla
yeterince biiyiikkse ve depolama maliyeti c, birim iretim maliyeti c;‘e gore
yeterince kiigiikse problemin ¢oziimii (1.171)’dir. Eger (1.172) gecerli degilse,
optimal planda iiretime baslama islemi ertelenir.

Euler denklemi 2c;X = c,” nin bir yorumu vardir. Hatirlayalim, c, bir ilave birim
envanteri bir zaman birimi tutmanin maliyetidir. Ayricac,[x(t)]? de t de toplam
tiretim maliyetidir ki bu nedenle de 2¢; X iiretimin anlik marjinal maliyeti ve 2¢;X ise
zaman degisim oranidir. Bu nedenle Euler denklemi B birim tiriinii T zamanda teslim
etmenin maliyetin minimize etmek i¢in marjinal envanter tutma maliyetine karsi
marjinal iretim maliyeti degisim oranini dengelemeyi amaglar.

Euler denklemini oldukc¢a kisa bir zaman dilimi (varsayalim ki A olsun) i¢in entegre
ettigimizde bu yorum daha agik bir hal alacaktir. Bu denklem yol boyu tiim t

degerleri i¢in gecerli olmak zorunda oldugu i¢in elimizdeki esitlik:

t+A t+4
j 2¢;x""(t) ds = J c, ds
t t

Burada temel integral teoremi kullanildiginda;

b
j F(x) dx = F(b) — F(a)
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Bu nedenle de bir birim iriinii t zamaninda iretmenin ve onu A siire kadar
envanterde tutmanin marjinal maliyeti t+ A  zamanda iiretmenin marjinal
maliyetiyle ayni olmak zorundadir. Yani, bir birim {iriinii t siirede liretmek ve bunu
kiiciik bir siire ertelemek arasinda bir fark yoktur. Aslinda optimal yolun tamami
boyunca iiretim planinda yapilacak higbir kayma maliyetleri diisiiremez.

Ornek 1.9:

Harcamalarin siirekli olarak r oraninda azaltildigin1 varsayalim.
T

minf e e %% + cpx] dt
0

Kosul; x(0) =0, x(t) =B

Ekonomik agidan X > 0 olmasi gerekmektedir ama bu gerekliligi gegici olarak bir
kenarda tutuyoruz. F, = e Tc,veF; = 2e "¢ X(t)  hesaplamalarini yapiyoruz.
Euler denklemi

e ¢, = d(2e ¢ x(1))/dt

t’de marjinal envanter maliyetinin bugilinkii degeri ile ilgili marjinal tretim
maliyetindeki degisim orani arasinda bir denge amaglanir. Bu denklemi kiigiik bir

zaman dilimi i¢in integrale uyguladigimizda;

t+A t+A
j e e, ds = J [d(2e "¢, x(s))/ds]ds
t t

Bu da

t+A
2e e, x!(t) + J e "tc, ds = 2e T e x(t 4 A)
t

Bir birim {iriiniin t de iiretiminin ve bunu A siire elde tutmanin marjinal maliyeti bir
birim {iriinlin t + A ‘da {iretiminin marjinal maliyeti ile esittir.Bu nedenle de t’de ya
da kisa bir silire sonrasinda iiretim yapmak arasinda bir fark yoktur. Bu iiretim
planindaki herhangi bir degisiklik toplamda diismiis maliyeti yeniden diisiiremez.
Genigslettigimizde

dFy
dt

Euler denklemini basitlestirdigimizde;

= —2re "¢ x(t) + 2e ey X(b)

%(0) = rx(0) + zc_czl (1.173)
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x negatif olamayacagi i¢in (1.173)’iin sag tarafi pozitif olmak zorundadir. Bu nedenle
de X > 0 oldugu i¢in optimal plan iiretimin zaman igerisinde kesinlikle artmasini
icermektedir. Depolama maliyetleri olmadiginda bile paranin zaman karsilig
(r > 0) firmanin marjinal tiretim faaliyetinin bugiinkii degerini sabit tutmak igin
zaman icerisinde artan oranda iiretim yapmaya itmektedir. Birim depolama maliyeti
Cc, ve birim faiz oran1 r ne kadar biiyiilk olursa {iretimi ertelemek (depolama
maliyetlerinden tasarruf etmek ve harcamalari ertelemek) de o kadar avantajli
olacaktir ve bundan 6tlirii de zamana karsi iiretim egrisi o kadar dik olacaktir.

Euler denklemi (1.173)’ii ¢6zmek i¢in ne x’in ne de t’nin diferansiyel denklemde yer
almadigina dikkat edelim. X = u degiskeni degistirilir ki bu durumda X = 0 olur. Bu
da sabit katsayilarla birinci derece lineer diferansiyel denklemi vermektedir.
u=ru+cy/2¢c;

Coziimii;

C2

x=u=ke"—
2rcq

Burada k; integral sabitidir. Integral sonucu

rt
k;e c,t

x(t) = +k,

2rcq

Sinir kosullart;
kq

k1 erT CzT

x(T) =B = >

r 2recq

Buda integral sabitleri i¢in asagidaki degerleri verir:
ky = —ki/r , kg =r(B+20)/(eT - 1)
2rC1
Dolayisiyla ¢6ziim;
c, T

rt _
(B + ZI‘C1) (e 1) CZt
x(t) = T 1

— 1.174
2rcq ( )

Kosul; 0 <t<T

Ki  %(t) = 0 kosulu da saglanmaktadir. Bu da daha 6nce oldugu sekilde kontrol
edilebilir. ¥ >0 oldugu i¢in tim %x(0) >0 boyuncax(0) >0 oldugunu da
biliyoruz. Sonu¢ olarak sadece ve sadece asagidaki kosulda %(0) >0 oldugu

goriilebilir:
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(e —1—-1T)c,
2r?cy

B >

(1.175)

Eger (1.175) gegerliyse bu durumda (1.174) de %(0) = 0’in negatif olmama
kosulunu saglar ve optimal sonug (1.174) olur..Her ne kadar (1.175)’in fonksiyonel
formu bir gsekilde (1.72)’den farkli olsa bile {iretim optimal olarak t=0’da r =
0’daki duruma kalitatif olarak benzer kosullarda baslar. Eger (1.175) ihlal edilirse
tiretimin baslanmasi da ertelenir.

Ornek 6:

Devam ettigimizde, varsayalim ki iiretim maliyeti monoton bir artigla artiyor olsun,
tiretim oran1 X igin konveks fonksiyon g(X) ; x =0 i¢in g(0) =0 g(0) =
0g>0

Karesel iiretim maliyeti agikca goriilecegi lizere 6zel bir durumdur. Asagidaki

problem igin

1
minf e " [g(X) + cpx] dt
0

Kosul; x(0) =0 , x(T)=B
Hesaplama ise
F,=eTc, , Fyi=eTgkx) ,

dFy . ey
el re "g(x) + e Mg(X)X

Euler denklemi de bu nedenle

B(GOM)%(® = rg(x(D) + ¢, (1.176)

X i¢in (1.176)’daki tiim terimlerin negatif olmadig1 bilinmektedir. X > 0 oldugundan

optimal liretim oran1 (pozitif oldugu yerde) toplam B {iriin birikiminin saglandig1 T
zamanma kadar kati bir sekilde artacaktir. Ornek 6 da oldugu iizere, depolama
maliyetleri ve zaman tercihlerinin her ikisi de firmay1 envanter maliyetlerinden
tasarruf etmek ve harcamalar1 ertelemek igin iiretimi ertelemeye itecektir. Veri
tiretim oran1 X igin (1.176)’dan anlayacaginiz lizere faiz orani r ve depolama
maliyeti c, ne kadar yiiksek olursa X liretim degisim oran1 da o kadar yiiksek
olacaktir. Dikkat edilirse, ¢Oziimiin genel kalitatif davranigi iretim maliyeti
fonksiyonu g ‘nin kati bir sekilde spesifikasyonu yapilmadan belirlenmistir. Gergek
analitik ¢oziim bu spesifikasyona dayanmaktadir.

Ornek 1.10:
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Bir bireyin iskontolu fayda egrisini zaman igerisinde bilinen T kadar siire boyunca
maksimize edecek tiiketim oraninin pesinde olsun. Tiiketimin her t anindaki faydasi
U(C(t)) ‘nin artan konkav bir fonksiyon oldugu bilinmektedir (tiiketimin azalan
marjinal faydasi): U >0 ve U <0 . Gelecekteki fayda r oraninda iskonto edilir.
Hedef;

T
max f e "tU(C(v)) dt (1.177)
0

ki bu da nakit akisi kisitina tabidir. Birey mevcut gelirini digsal olarak belirlenen
ticretlerden W(t) ve elinde tutmus oldugu sermaye varliklar1 K(t) i¢in aldig1 faiz
gelirleri iK ‘dan elde ediyor olsun. Basitlestirmek i¢in bireyin sermayeyi borg¢ olarak
almis olabilecegini (yani K < 0) ve i faiz oranindan faize yatirdigini diisiinelim.
Sermaye bir fiyattan satilabilir ya da alinabilir. Bu nedenle de faiz ve ticret gelirleri

harcamalar ve yatirimlara pay edilir.

iK(t) + w(t) = C(t) + K(v) (1.178)
Hem ilk hem de son sermaye stoklar1 su sekilde belirlenir:

K(0) = K,

K(T) = Ky (1.179)

C ‘yi ((1.177) den elimine etmek i¢in (1.178)’in kullanim1 tek fonksiyon K(t)’deki

degisimler problemin hesaplanmasini saglar.(1.177)’nin integrantin1  F olarak

belirledigimizde ve (1.178) 1 hesaba kattigimizda hesaplanacak ifadeler (zincir kurali

kullanilarak);

FK = e "U(C)iveFK = —e™"U(C) olacaktir. Euler denklemi;

d (—e-rtU(C))
dt

Yorumlama kolayligr agisindan (1.180)’1 kisa bir zaman araliinda integral alma

= e "U(0)i (1.180)

islemi uyguluyor ve yeniden diizenliyoruz:

t+A

e tU(C(n) = f e "SU(C(s))i ds + e TEOT(C(t+ A)) (1.181)
t

Optimal tiiketim planinda birey harcamasini ilave bir USD daha arttirarak tiiketimin

marjinal faydasimi arttiramaz. t’de tiiketimin marjinal 1skontolu faydasi ((1.181)’in

sol tarafi) ilgili tiiketimi t+ A ‘ya ertelemediginde elde edilen marjinal 1skontolu

faydaya ((1.181)’in sag tarafi) esit olmak zorundadir. Daha agik ifade etmek

gerekirse, eger tiiketim ertelenirse her 1 USD i faiz oranindan bir faiz getirisi elde
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edecektir ki bu da kazanildig1 gibi harcanabilir. s zamaninda harcanan her ilave 1
USD artan fayda U(C(s)) kadar katki saglayacaktir. Bu nedenle de (1.181)’in sag
tarafindaki ilk terim ertleme siiresi boyunca elde edilen 1skontolu artan faydadir. Son
olarak, erteleme siiresinin sonunda para harcanir ve U(C(t + A)) kadar artan fayda
saglar.(1.181)’in sag tarafini ikinci terimi de bu iskontolu marjinal faydadir.
(1.203)’te ilgili tirev islemi gerceklestirildiginde elde edilen sonug :

ucC

——=i-r 1.182
= (1.182)

Marjinal faydanin degisim orani yatirilan sermayenin getiri orani ile sabirsizlik orani

arasindaki farka esittir. Hipotez geregi —% > 0 oldugundan o6tiiri optimal ¢oziim

.. dc . . . . . .
sadece ve sadece i > r icin o > 0 ile karakterize edilmektedir. Eger sermayenin

getiri oran1 i bireyin sabirsizlik (zaman tercih) orani r’yi asarsa optimal tiiketim
egrisi ortaya ¢ikacaktir.(Gorece sabirli bir birey gelecekte daha yiiksek bir tiiketim
saglayabilmek adma sermayenin biiylimesine olanak tanimak icin bazi mevcut
harcamalarini erteler.)

Eger U’nun fonksiyonel formu belirlenirse daha fazlasi da aciklanabilir.

U(C) =InColsun, 0 <t < T igin w(t) = 0 ve Ky = 0 olsun. Bu durumda (1.182)
su hali alir:

C_.

ci-r

Integral alma islemi ve sonrasinda (1.178) yerine konduktan sonra;

K —iK = —C = —C(0)el-Dt

e "le carptiktan sonra integral alma islemi gerceklestirilir ve integral sabitlerini
bulmak i¢in K(0) = K, ve K(T) = 0 siir kosullar1 kullanilir:
1- e‘rtl

K(t) = e''K, l1 -
Buradan optimal tiiketim miktar1 herhangi bir t an1 i¢in asagidaki sekilde ifade edilir.

rKOe(i—r)t
CO) =710
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Serbest Ufuk
Ornek 1.11:
Belirli bir zaman dilimi igin optimal tiiketim planin1 arastirdigimz Omek 7’yi
genelleyelim. Bireyin Omriiniin bilinmez oldugunu varsaydigimiz i¢in optimal
olasilik planini ariyoruz. F(t) t zamaninda 6lme ihtimalini, F'(t) ise iliskili olasilik
yogunluk fonksiyonunu ve T de olast dmriin st sinirim1 (6rnegin 140 yil olsun)

temsil ettigini varsayalim. Bu durumda; F(T) = 1’dir. Buradan 1 — F(t) =
ftT F'(s)ds de en azindan t’ye kadar yasama ihtimalini gostermektedir. Birey sadece

U(C) tiikketiminden tatmin saglamaz, ayrica miras¢ilarina da bir miras birakir. Ikinci
unsurW(K) siirekli tlirevlenebilir, negatif olmayan ve artan bir vasiyet faydasi
unsurunu temsil etmektedir. W(K) fonksiyonu tiiketimin faydasi U(C)
fonksiyonundan farklidir; bu fonksiyon akisa degil birikime dayanir ve mirascilarin
kullanmasina izin verilen tiikketimi yansitir. Burada a(t)’nin ilgili miilk faydasina
iliskin ~ 1skonto  terimi  oldugunu varsayallm.Bu fonksiyonun faydasi
belirtilimemektedir. Bu fonksiyon t anina kadar artabilir ve sonrasinda da azalabilir ki
bu da bireyin mirascilarina biiyiik bir miras birakma niyetinin ¢ocuklarinin heniiz
tam yetiskin olmadig1 orta yas doneminde, ¢ocuklarin yeni dogdugu ve c¢ocuklarin
kendi ayaklar1 lizerinde durdugu donemlere kiyasla daha yiiksek oldugu anlamina
gelmektedir. Eger bir birey t zamaninda Oliirse, yasam boyu toplam fayda tanina
kadarki 1skontolu toplam tiiketim fayda akis1 (r oraninda) ve 6liim anindaki iskontolu

mirasin (a(t) faktorii) toplamindan olusacaktir. Bu nedenle de bireyin problemi,

T t

f F'(t) [ f e " U(C(s))ds + a(®W(K(D)) | dt (1.184)
0 0

Biitce siniri;

C(t) = iK(t) + w(t) — K(t) (1.85)

Ve siir kosulu;

K(0) =K,

Bu problemi yonetilebilir bir forma sokmak i¢in ikili integral igeren hedef kismini
parcali olarak integral alma islemi uyguluyoruz (i¢ integral u ve katsayis1 Fdt de dv

olsun).Burada (1.184)’te

T
j e U(CO)[1 = FOI(KO)F®]dt (1.186)
0
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Bu alternatif form (1.186) asagidaki sekilde yorumlanabilir. Eger birey en az t yil
yasar ise (olasilik 1 — F(t)), bu durumda U(C(t)) tiiketiminden elde edilen kadar
fayda toplamir. Eger birey t aninda 6liirse (olasilik F(t)) bu durumda mirastan elde
edilecek fayda da alimir. G fonksiyoneli K'ya gore integrali alinmig fonksiyonel
olsun. Bu durumda;

Gk = e "U(Q)i(1 — F) + aW(K)F

Gg = —e "tU(0)i(1 — F)

Sadelestirme sonrasinda Euler denklemi;

_(i-nU(©) N m (U(C) - e”aW(K))

W 00

Burada

m(t) = & (1.187)
[1-F()]

ise t aninda 6lmenin ve o ana kadar hayatta kalmanin kosullu olasilik yogunlugudur.

. (i—r—m)U(C)

Clt) = 50 (1.188)

Buradan da goriildiigii tizere, bir insanin dmriine iliskin belirsizligin etkisi iskonto
orani r’deki artis ile yani sabirsizlik etkisi ile aynidir. Ozel olarak bakildiginda,
bireyin dmriine iligkin belirsizlik her t’de “efektif” iskonto oranini r’de

F(t)
[1-F(V)]

Olim riski nedeniyle iskonto ger¢eklesmektedir. Bu da a(t) > 0 oldugu siirece

r+ =r+ m’ye yiikseltmektedir. Bu nedenle de hem sabirsizlik hem de

gecerlidir.
UCUNCU BOLUM
RAMSEY MODELI

3.RAMSEY MODELI
1928 yili kadar erken bir donemde Ingiliz Matematik¢i Frank Ramsey tarafindan
toplumun tasarruf oraninin optimum ne olacagl sorusunu igeren bir makale
yayinlanmistir (Groth, 2010, s. 2).
Denilebilir ki Ramsey Tasarrufun Matematiksel Teorisi baslikli makalesinde
degisimler hesabi1 teknigini kullanarak iktisadi biiylime ile planlama kavramlar
arasinda bir koprii kurmustur. Klasik iktisadi yaklasimda bu sorunun kismen

kendiliginden diizeltilecegi yoniinde yaygin bir kanaat bulundugu icin Ramsey’in
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makalesinin otuz yili askin hak ettigi ilgiyi gérmedigini uzun siire sonra yapilan
calismalardan anlagilmaktadir. Bu unutulmanin nedeni kismen kullandigi ileri
matematik olabilir. Ayrica 1930 buhraninin iktisat¢ilarin  dikkatini iktisadi
dalgalanmalara c¢ekmis olmasinin etkisi de diisiiniilebilir. Uzun yillar siiren bu
sessizligin bozulmasinda ise tesadiifen ayni yilda farkli ilgi alanlarinda ¢aligmalar
yapan J. Tinbergen ile diger bir makalede birlikte ¢aligmalar yapan P. A. Samuelson
ve R. M. Solow etkili olmustur. Samuelson, Ramsey’in modelini birden fazla
sermaye mali i¢in genellestirirken Tinbergen ise yontemi bir planlama araci haline
getirmeye ¢alismistir (Barro ve Martin, 2004, s. 46).Yine de bu yillarda Ramsey’in
kullandig1 optimizasyon teknigi iktisatgilar arasinda yayginlasmamistir. Optimal
yontemin yaygin halde kullanilmasinin 6nciisii T.C. Koopmans olmustur. Koopmans
1965 te yazdig1 makalesinde Ramsey’in yontemi ile modern iktisat teorisi arasinda
iligki kurmaya ¢alismis ve ileri diizeyde tartigmalarin baglamasini saglamistir.

Esasinda 1965 li yillarda Ramsey’in makalesinde kullandigi metodun dikkat
cekmesinin bir diger nedeni yeni ve gii¢lii bir matematik teknigin ortaya
konulmasiydi. 1962 ye kadar optimale ulasmada kullanilan matematik teknigi
degisimler hesabi idi. Teknik Ramsey’den (1928) Koopmans’a (1965) kadar
optimal yontemin de§ismez bir araci olarak kullanilmistir. Boliim 1°de bahsedildigi
tizere L.S. Pontryagin ve arkadaslar1 tarafindan 1950 yilinda gelistirilen optimal
kontrol teorisi etkin iktisat kavraminin hizla yayilmasini saglamistir.

Ramsey’in makalesi etkin iktisadi biiylime konusunu yaratmistir denilebilir.
Onun birakti@i hali ile konunun en Onemli aksakligi yaptigi bazi aydinlatici
yorumlara ragmen, varsayimlarmin ger¢ek dist olmasi idi (Mirrlees, 1967, s. 18).
Bu varsayimlarin gergek dis1 olmasi ilk yapilan bir ¢alisma i¢in hos goriilebilir
niteliktedir. Ancak makalede yer alan varsayimlarin biiylime teorisinin temel
bliytikliikleri {izerinden oldugu goriilmektedir. Bu nedenle de bu varsayimlarin
genisletilmesi gerekmektedir. Gergekten bakildiginda 1963-1974 yillar1 arasinda
etkin iktisadi biliyime konusunda yapilan c¢aligmalar bu varsayimlarin
genisletilmesinden olusmaktadir® (Groth, 2010, s. 5)

Ramsey’in Yapmis oldugu basitlestirici varsayimlardan ilki sermaye stokunda
yipranmanin olmadigin1 kabul etmesidir. Ancak makaleden, yipranma oraninin

olmadigint ¢ikarmamiz miimkiin iken genisletilmesi miimkiin olan bu varsayimi

® Bkz. J. Tinbergen (1956) J.A. Mirrless(1967), T.J. Koopmans (1965), D. Cass(1960)
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belirtme geregi dahi duymadigimi anliyoruz (Ramsey, 1928, s. 2,11,18). ikinci bir
varsayim niifus artis1 hizinin sifir kabul edilmesidir. 1928 lerin Ingiltere’sinde niifus
artis hizi ¢ok diisiik oldugu i¢in modelin bu varsayimi sinirlayici olarak kabul
edilmeyebilir. Ancak ilerleyen yillar i¢inde niifus artis hizinin dikkate alinmamasi
gerceklikten uzak sonuglart doguracaktir. Yine de Ramsey modeli temelinde kurulan
modellere bakildiginda niifus degiskeninin dissal kabul edildigini goriiyoruz. Bu ise
modelin sonuglarinin degismemesini saglamaktadir. Uciincii varsayimi tek mal ve
tek tiretim sektorlii bir ekonominin kabul edilmesidir. Dordiincii varsayimi kusaklar
arasi adaletin varligini kabul etmesidir. Ramsey bu varsayimu ile bir kusakta yasayan
bireylerin gelecek nesillerin aleyhinde bir karar almayacagini ifade etmektedir.
(Ramsey, 1928, s. 11,15,17) Besinci olarak Ramsey, biiyiime modelini ortaya
koyarken kapali bir ekonomiyi ele almisti. Bu varsayim ile Ramsey dis ticaretin
olmadigin1 belirtmektedir. Yine makalesinden Ramsey’in bu varsayim altinda dis
yardimlar1 ve sermaye hareketliligini ihmal ettigini anliyoruz. Teknolojik gelismenin
olmadig1 varsayimim ise altinci varsayim olarak sdyleyebiliriz. Sayilan bu alti
varsayimdan goriildiigii iizere hepsi Ramsey’in modelini kurarken o ddénemin
sartlarina odaklanmasi ve normatif bir model olmasi i¢in kisit sayisin1 azaltma
gerekliligi olarak sdyleyebiliriz. Ramsey baslica sayilan bu alt1 varsayimin disinda
ayrica makalesinde acgikca ifade etmedigi iki varsayimdan da s6z etmemiz yanlis
olmayacaktir. Bu varsayimlar devletin ekonomiye miidahale etmemesi ve kusursuz
ongoridiir. Bunlardan ilki devletin ekonomiye para ve maliye politikalart ile
miidahale etmemesidir. Aslinda devletin ekonomiye miidahale etmemesi kusursuz
Oongoriinin  bir uzantisidir. Kusursuz 6ngorii ise iktisadi karar birimlerinin
(ireticilerin ve tiiketicilerin) iktisadi hayatin gelecegini kesin bir sekilde tam olarak
tahmin etmeleridir. Tahmine konu olacak iktisadi biiyiikliikkler enflasyon, fiyatlar vs
olabilecegi gibi hava kosullar1 gibi ¢evresel iiretim faktorleri veya iiretim teknolojisi
gibi teknik faktorlerde olabilir (Leland, 1974, s. 20-31). Varsayima gore kusursuz
Ongorii ile yapilan biitiin tahminler dogru ¢ikmaktadir. Bu kavrami aslinda statik
iktisat ile analoji kurarak ac¢iklamamiz miimkiindiir. Nasil ki statik iktisatta
piyasalarin temizlenmesi i¢in kesin bilgiye ulasabilme varsayiliyor ise dinamik
iktisatta da kusursuz tahmin piyasanin zamanin dinamikliginde denge saglamasi
adina gerekli bir varsayim olarak goriiliiyor (Tinbergen, 1956, s. 19-26). iste bu
nedenle kusursuz Ongoriiye sahip bir ulusta devletin ekonomiye miidahale etmesi

ihmal edilebilir (Mirrlees, 1967, s. 25-42).
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3.1 Ramsey Modelinin Varysasyon (Degisimler) Hesab1 Yontemi ile
Incelenmesi

Ramsey’in modeli hem i¢inde bulunulan zaman i¢in hem de siirekli zaman
icin kurgulanmistir. Makalesinden anlasildig1 iizere Ramsey geleneksel sermaye
teorisine bagli kalmadan etkin iktisadi biiylime i¢in optimizasyonu matematiksel
teknige dayandirmaktadir (Findik¢ioglu, 2010, s. 2). Ramsey’in makalesinde ilk dnce
mutluluk (bliss) lizerinde felsefi bir yaklasim gelistirdigini ve matematiksel teknikler
araciligi ile bir sonuca ulasmaya calistigi goriilmektedir. 2. Boliim’de bahsedildigi
tizere ¢alismada U fonksiyoneli ile ifade edilecek olan mutluluk diizeyi (maksimum
fayda) son derece uygun bir sinir deger olarak karsimiza ¢ikiyor. Eger mutluluk gibi
bir iist sinir koymaz isek U fonksiyoneline integral alma islemi uyguladigimizda
¢oziime ulagsmak miimkiin olmuyor (Ramsey, 1928, s. 7). Ciinkii sonsuza giden bir
ufukta varyasyon hesabiyla tek bir sonug¢ bulmak imkansizdir. Mutluluk integralinin
toplanmasi (convergence) i¢in kullanilabilecek en iyi ve zararsiz yollardan biri olarak
goriinmektedir. Ramsey once fayday: tiikketime tiiketimi ise sermayeye baglayarak
esasen faydayr dogrudan dogruya sermayeye baglamistir. Bu islem iktisadi bir
varsayim olarak karsimiza c¢ikmaktadir. Fayda ile sermaye arasindaki iliskileri
gruplayarak klasik faydadan farkli ongoriiler getiren Ramsey ilk biiylik ayrimi
sermaye artisginin fayda {izerinde belirli bir siire sonunda etkisinin olmayacagi
yoniinde yapmistir. Yani fayda bir siire sonra sermayede artisa neden oldugu gibi
bunun tam terside gegerli olabilir demektedir (Ramsey, 1928, s. 11). Faydanin
sermayede artis1 saglamadigi durumda miimkiin olabilecekleri de su sekilde
ayirabiliriz. [k 6nce belirli bir zaman sonrasinda sermaye artis1; tiikketim mallarinda
bir artis gerceklestirmeyebilir, tiiketim veya bos zaman artis1 faydanin artigini
saglamayabilir. Ikincisi ise azami mutluluga ulasmisizdir. Tiiketimin veya bos
zamanin artmasi faydayi arttirmaz. Her iki durumda da belirli bir sermaye stoku
vardir ki iktisadi olarak daha fazlasi yararli degildir. Bu sermaye stokunu asmak bize
iktisadi olarak fayda sunmazken zevk alma kapasitesi yiiksek olabilir ancak tiiketim
mallar ile karsilanan yonii artik doymustur (Koopmans, 1962, s. 9).

Ikinci biiyiik ayrimi ise sermaye artisinin faydayn siirekli olarak arttiracagidr.
Bu durumu da sermaye stoku arttik¢a sonsuza kadar faydanin artmasi veya siireklilik
arz eden azami zevk (rate of enjoyment) diizeyine yaklasilabilinir (hi¢ ulasiimasa
bile) seklinde ikiye ayirmak miimkiin goriinmektedir (Koopmans, 1962, s. 11). Bu

ayrimlardan hangisi olursa olsun azami zevk ve faydayr Ramsey mutluluk olarak
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tanimlamistir. Kisaca Ramsey’in problemini mutluluga ulagmak ic¢in bir ulus
gelirinin ne kadarmi tasarruf etmelidir (Ramsey, 1928, s. 15) seklinde 6zetlememiz
miimkiindiir.

Ramsey modelini kurarken iktisadi bir takim varsayimlari kabul etmistir.
Buna gore Ramsey niifusun artmadigini (azalmadigini), zamana bagl tiiketici fayda
fonksiyonunun  degismedigini, faydalarin  birbirinden = bagimsiz  olarak
toplanabildigini ve hesaplanabilirliligini, teknolojik icatlarin (sermaye birikimi
tarafindan gerceklesmeyenler disinda) olmadigini, gelir dagilimi sorunlarinin ele
alinmadigini, dis ticaretin olmadigini, emek ve sermayenin denk bir standartla ifade
edilebildigini, bir neslin onceki neslin kararlarinin aksine karar almadigini kabul
etmistir (Ramsey, 1928, s. 15).

Calismanin bundan sonraki kisminda Ramsey’in problemini ortaya koyarken
yararlandig1 varyasyon hesabi yonteminin kullanimima gecilecektir. Burada 2.
Boliimde anlatilan degisimler hesab1 tekniginin modele nasil dahil edildigi
aciklanmaya g¢alisilacaktir. Toplumun sermaye stokunu K ile iggiictinii L ile tiiketimi
ise C ile gosterdigimiz bir modelde K, L, C zamanin birer fonksiyonu olarak kabul
edilecektir. Yani t gibi bir zaman diliminde bu ti¢ fonksiyonu da su sekilde ifade
ederiz. t zamanindaki sermaye K(t), t zamanindaki isgiicii L(t), t zamanindaki
tiketim C(t).Toplumun sermaye birikimi herhangi bir t anindaki sermaye
miktarindaki degisimdir. Yani fonksiyonun degisimidir. Bir fonksiyondaki degisimi
kalkuliis teknigininl. Boliim 1.1.4 te verildigi diferansiyel bagligina gore dK/dt
olarak yazabiliriz.

Milli geliri ele alis bigimi incelendiginde Ramsey analizi tek bir kisi i¢in ele
almistir ve t aninda milli gelir fonksiyonunu Y(t) ile ifade etmistir. Biitiin
biiyiikliikleri niifus ile carptigimizda wulusal biiytikliiklerin elde edilecegini
varsaymistir. Bu varsayimi yaparken milli gelir ile bireyin geliri arasinda hicbir fark
gozetmemistir. Bu nedenle gelir kelimesinden hem bireyin gelirini hem de milli
geliri anlamamiz miimkiindlir. Milli gelir fonksiyonunu emek ve sermaye
degiskenlerine bagladigimizda Y(t) = f(K, L) yani gelirin emek ve sermayenin de bir
fonksiyonu oldugunu ifade ederiz. Ayn1 zamanda gelir tasarruf ve tiiketimin toplami
cinsinden agagidaki sekilde yazilir.

Y(t) = f(K,L) = C(t) + dK/dt
bu denklemden C(t) tiiketim fonksiyonunu ¢ektigimizde
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C(t) =f(K,L) — d—K (2.1)
dt

elde edilir. Toplumun refahinin yani saglanan faydanin sadece tiiketime bagh

oldugunu kabul edelim. Bu durumda U ile gosterecegimiz refahi tikketim (c)’ ye

bagli bir fonksiyon seklinde asagidaki gibi yazabilmemiz miimkiin olur.

U=¢()

Diger yandan tiiketim malmi elde etmek icin harcanan emek faydasizligi da

doguracag i¢in (disutility of labor) emegin faydasizligini da kullanilan emegin bir

fonksiyonu olarak kabul ederiz.

v=1y (L)

Belirli bir zamanda (t,’ dan t;’ e kadar) toplumun saglayacagi net fayda olarak

yazilabilir.

U fayday: ifade ediyor ve ayni zamanda bir fonksiyonel. Bu durumda degisimler

hesab1 1.1.5 e gore U fonksiyonelini yeniden diizenlersek;

ty ty
U =j e(O)dt— | Y (L)dt

0 to

= [ 0@ - v wy)ae 22)
to

seklinde olacaktir. Burada bu denklemi yazabilmek icin tiiketicilerin fayda
fonksiyonlarmin zamana bagli degismedigi ve faydanin hesaplanabilirligi
varsayimlarini kullandigimizi hatirlayalim. Burada insanlar gegmis anilarindan veya
gelecekteki beklentilerinden zevk almamaktadir.

Daha once de belirtildigi tizere U bir fonksiyoneldir. 1.1 de ] ile ifade
etmistik. L(t) ve K(t)’de zamana bagl degisken fonksiyonlardir. Ciinkii ¢(C),
C(t)" ye C(t)' de K(t)’ye baglhdir. ( Ramsey niifusun degismedigini varsayiyordu.
Yani niifus artis hiz1 0 idi.) Dolayisi ile belirtilen kosullar1 sinir kosullar olarak
degerlendirip toplumun toplam faydasini maksimum yapacak tasarruf miktar1 (orani)
ve emek miktarini belirleyecegiz. Yani U fonksiyonelini maksimum yapan L(t) ve
K(t) fonksiyonlarint bulmak gerekecektir. Simdi sorunumuzu tanimlamis
bulunuyoruz. Maksimum noktayr veren fonksiyonlar elde etmek. 1.1°de Euler
denklemini genellestirmede kullandigimiz yontemi burada uygulayarak iki adet Euler
denklemi elde edecegiz. Denklem 2.2 den yararlanarak U fonksiyonelini su sekilde

yazmamiz miimkiin.
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U= f 1F(K, L, K)dt (2.3)

0

Burada;
F(K LK) =[eC) -y @L)ve C=f-K

Bu verilerle Euler denklemini yazilirsa;

Fp —%(FL) =0ve FK—%(FK) =0 (2.4)
Burada
OF
FL = L (2.5)
_OF
oF
P = % (2.6)
_OF

Seklinde yazilir. Burada ifade edilen Euler denklemini olusturmada bolim 1.1.8 de

1.27 denkleminden faydalanilmistir.

0
P == (0(C) = (1)) = 0 27)

C = f — K oldugunu yeniden hatirlayalim ve tiirev zincir kuralmi uygulayalim.

F, = @(Of, — (L) =0 (2.8)
2.8 denkleminden f; ’yi ¢ekersek
(L)
= 2.9
elde edilir.

Emek kuralin1 sozlii olarak ifade edersek licret, tiikketimin marjinal faydasinin emegin
faydasizligina (disutility) oranmidir deriz (Ramsey, 1928). Dikkat edildiginde burada
ticreti emegin marjinal lirinii olarak tanimlandig1 anlasilmaktadir.

Emegin marjinal iiriinii yani ticreti tiiketimin marjinal faydasina ve emegin marjinal

zahmetine gore belirlenmistir. Peki sermayenin marjinal verimliligini nasil elde
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edilecektir? Sermayenin marjinal verimliligi tiikketimin biiyiime oranina esit olmalidir
diyen Ramsey yine Euler denklemini kullanarak ;

Fx = ¢(O)fy (2.10)
2.1 denkleminden yararlanarak asagidaki denklemi yazabiliriz.

K
E = f(K, L) - C(t)
OF

2.6 Euler denklemini kullanarak (FK = &)

Fx = ¢(Ofk (2.11)
Zamana gore tlirevi alindiginda

d dro .
b= 212 ot~ ) - ww)|

d,
=% (—¢(0)

d .
el (2.12)

halini alir. Béylece asagida Fg sermaye kuralin1 yazabiliriz. (Ramsey, 1928, s. 15)

¢(C)Fg =

- —(1/4(0) = (¢(©)) (213)

Denklemi agiklamak gerekirse sermayenin marjinal lirlinii , marjinal faydanin artis
hizina esit olmalidir. Faktorlere marjinal faydanin dagitildigini varsayarsak ( emekte
oldugu gibi ) bu ifade de faiz haddini gosterecektir. (Koopmans, 1962, s. 23)

Simdi Ramsey’in tasarruf kuralia bakalim. Iktisadi literatiir incelendiginde tasarruf
degiskenine ait ilk Onemli katki Ramsey tarafindan saglanmistir. Tasarruf

davranisinda optimali yine varyasyon hesabi teknigini kullanarak ortaya koymustur.

dK—fKL C
o = fK L) - Cv

Bagintisindan yararlanalim. 2.9 ve 2.13 denklemlerini kullanarak yararlanacagimiz
bagmtinin sag tarafin1 @(C) ve Y(L) fonksiyonlarini kullanarak yeniden ifade eder

ve carpimin tiirevi kuralina gore yeniden diizenlersek;

d d(C)(C)dC deL fiedK

PO 1)) = T H (K ) + (C)[ " ] (2.14)
2.9 ve 2.13 denklemelerinden

p(C)dC L dL

LOLTN i Dl 9 4 cy) &

Elde edilir.
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dK
— =f(K,L) — C(t)

dt
Bagintiy1 elde ettigimiz denklemde dK/dt yerine yazalim.
p(0)dC Pyl d
g (KL +—— = 2 (e(O)IfK L) - C©]

$(C)dC P(L)dL  $(c)dC

i f(K, L) + FTE— [f(K,L) — C(t)]
_ 9(C)dC l]J(L)dL $(C)dC (C)dC
= f(K,L) + It It f(K,L) + C(t)

C(t)d (L)dL
COd o) = ¥

Elde ettigimiz denkleme ait integral alma islemini uygulayalim.

(t)d

(¢(0) f(K,L) = f —— [(¢(C))]dt (2.15)
to

_(B[e@dL]
_fto l = ldt—tp(L)dL
C(¢©) = f C(t)d/dt(p(C)) dt + f (p(C)dC/dt)dt
Buradan;

jC(t)d/dt(cp(C)) dt = C(0)(¢(C)) — f(cp(c)dC/dt)dt

[fadesine ulastlir.

C(t)((p(C))ifadesini farkli bir integral formu ile yazmis olduk. Simdi bu ifadeyi
denklem 2.15 te yeniden kullanalim.

(4(0) (K 1) = COO) - [ @OdC/dOd + [ (GLdL/d:

Integral alma islemi uygulandiginda;

CO(p(C)) — @(C) + Y(L) + sabit
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=C(t) — ((p(C) — ljJ(L)) + sabit
Her iki denklem kullanilarak
(@(O))If(K,L) — C(t)] = sabit — [(C) — P(L)]

{sabit — [@(C) — ¢(L)]}
f(K, L) — C(t)] =
[f(K, L) — C(D)] (©'(©)

dK

Oldugunu hatirlayalim. Ayrica sabit ulasilabilecek en yiiksek fayda diizeyini yani
mutlulugu gosterdigi i¢in (Ramsey, 1928, s. 18);

dK = [mutluluk - (cp(C) - lIJ(L))]

de (¢'(0))
2.16 Ramsey’in iinlii sermaye kuralidir. Denklem ulasilabilecek en yiiksek faydadan

(2.16)

(Mutluluktan) gergekte elde edilen net faydanin farkinin gilincel marjinal faydaya
oranidir (Ramsey, 1928, s. 16). Sermaye tasarruf esitliginden faydalanarak aslinda
Ramsey’in optimum tasarruf kuralini elde etmis olduk.

Buraya kadar Ramsey Modelinin temel makale ile incelenmesini ve
degisimler hesabina goére elde edilisini inceledik. 1960 11 yillardan sonra Ramsey
modelini daha ¢ok optimal kontrol ile olusturan ¢aligmalar literatiirde yerini almistir.
Simdi Modelin optimal kontrol teorisi ¢ergevesinde elde edilisinin teorisini
inceleyelim.

3.2 Ramsey Modelinin Optimal Kontrol Teorisi ile incelenmesi

Varsayimlarin ardindan “Bir Ulus Gelirinin Ne Kadarini1 Tasarruf Etmelidir”
sorusuna yanit bulmaya calisan Ramsey’in modelinin formiilasyonunu anlamaya
calisgalim. Ramsey modelini kurarken ilk 6nce bir fayda fonksiyonu tanimliyor.
Fayda fonksiyonu elbette modern matematik ile uyumlu kurmustur. U(C) gibi bir
fonksiyonu ele alalim. Fonksiyonun tanmmi 1. Bolim 1.1 Varyasyon Hesabi
basliginda yapilmisti.
uo>0 UO>0 UO<O0
U(0)= o U(w)= 0
Modelin amac1 M diizeyinde belirlenen faydaya ulasmaktir. Ramsey makalesinde bu
fayda diizeyini mutluluk olarak tanimlamistir. U(C) ulagilan fayda diizeyi olarak
ifade edilirse ,M — U(C) farkinin en aza indirilmesi bu ulusun amaci olmalidir

(Groth, 2010, s. 21). U(C) fayda fonksiyonunu ele alalim. Toplumun maksimum
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fayday1 saglamasi i¢in J gibi bir fonksiyonel objektif fonksiyonel olarak ele alinabilir.

Fonksiyonel tanimi yine 1. B6liim 1.1 de Varyason Hesab1 basliginda yapilmisti.
max J(U(C)) = minf (M —U(C))dt (2.17)
0

Bir diger taraftan ulusun toplam hasilasini Y ile gosterelim ve sermaye stoku K'nin
bir fonksiyonu oldugunu kabul edelim .Bu durumda;

Y = F(K)

Bu iiretim fonksiyonunun da fayda fonksiyonu gibi Inada kosullarini sagladigimni ve

modern matematik ile uyumlu oldugunu varsayilsin.

F(K) >0 F'(K)>0 F'(K) <0
F'(0) = o F'(0) =0

Sermaye degisimini dK/dt= K ile gosterelim. Bu degisim iktisadi olarak iilkenin
toplam ¢iktist ile tiiketimin farkina esit oldugu i¢in dinamik siniri;

K=F(K) -C (2.18)
olarak yazabiliriz. Burada tasarruf ve yatirim esitligi kabul ediliyor. Dolayis1 ile 2.17
-2.18 sistemi bir optimal kontrol problemi olarak ifade edilir. (Acemoglu, 2009, s.
129) Problemini belirledigimiz bu sistemi ¢ozebilmek igin 1. Bolim 2.1 de
anlatildig tizere Hamilton Fonksiyonunu kullanacagiz. Hamilton fonksiyonunu H ile
ifade edelim.

Bu durumda;

H=-(M-U(CQ) + §[F(K) — C] (2.19)
Burada K durum degiskeni, 8 es durum degiskeni C ise kontrol degiskenidir.” Aym
zamanda § sermaye birikimine ait golge fiyat1 2gdsterir. Optimal kontrol teorisi
baslig altinda anlatilan maksimum prensibinden faydalanarakg;

UC) =8 (2.20)

"Durum degiskeni, Es durum degiskeni ve Kontrol Degiskeni i¢in B6liim 1°de 1.2 Optimal Kontrol
Teorisi basligina bakilabilir.

8 Golge Fiyat: Bir mal, iiretim faktorii ya da dévizin gergek toplumsal degeri veya firsat maliyeti
olarak hesaplanan ve genellikle piyasa fiyatindan farkli olan fiyat.

% Maksimum prensibinin uygulanis: igin Boliim 1.2 optimal kontrol teorisi 1.2.4 Hamilton Denklem

Formuyla  Optimal Kontrol Sistem (Pontryagin Prensibi) basligina yeniden bakmakta fayda var.
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Elde edilir. Bu sonug bize tiiketimin marjinal faydasinin sermaye birikiminin golge
fiyatina esit oldugunu gosterir. (U(C) tiiketimin marjinal faydasidir) Ramsey
sermaye birikiminin fiyatin1 iiretim fonksiyonundan bagimsizlagtirmistir. Statik
neoklasik iktisatta sermayenin fiyat1 tek malli bir modelde {iretim fonksiyonundan
elde edilir (Colak & Oztiirkler, 2012, s. 33). Yani sermayenin fiyatin1 sermayenin
marjinal verimliligi belirler. Ramsey tiirti dinamik iktisadi bir modelde ise sermaye
birikiminin fiyat: tiiketimin marjinal faydasi tarafindan belirlenmistir. Yine statik
iktisatta tiiketimin faydasin1 marjinal fayda belirlemektedir. Bu aslinda tiiketimin
marjinal faydasimin fiyati belirledigi anlamima gelir. Yani marjinal fayda arttikca
fiyat artar marjinal fayda azaldik¢a fiyat azalir. Ramsey tiiketimin marjinal
faydasinin sermayenin fiyatina baglamasi aslinda bu statik duruma dinamik bir
ozellik kazandirmaktir. Bu dinamik yansima su sekilde yorumlanabilir. Zamana bagh
olarak tiiketim malinda bir artis saglanabilmesi igin yatirim yapilmalidir ki bu
yatirimlar yeni tliketim mallarmin {retilmesini saglayacaktir. Ramsey’in amaci
burada fayda ve tiiketim iligkisinden, tiikketim mali sermaye birikimi iligkisi ile
sermaye birikimi ve fayda arasinda iliski kurmaktir. Tiiketim malinin degeri,
tilketimin marjinal faydasi azaldik¢a azalacaktir. Dolayisiyla tiiketim malina olan
talep diisecektir. Bu ise tilketim malindaki iiretimin azalmasina neden olacaktir.
Uretimin azalmasi ile bu mal igin gereken sermaye birikimine olan ihtiyag
azalacaktir.Bunun sonucunda ise sermaye birikiminin fiyati diisecektir. Goriildiigi
gibi Ramsey’in modelini kurarken izledigi bu dinamik mantik sayesinde marjinal
faydadan dogrudan dogruya sermaye birikiminin fiyatina ge¢mek miimkiin
olmaktadir. Bu ise bize dinamik bir modeli sunuyor. Burada su noktaya dikkat etmek
gerekir ki statik iktisadi bir modelde sermayenin fiyat1 s6z konusu iken Ramsey tipi
dinamik bir modelde sermaye birikiminin fiyat1 s6z konusudur. Yine maksimum
prensibinden faydalanarak asagidaki esitligi yazabilmemiz miimkiin : (bkz dipnot: 4)
-8 = F(K)8 (2.21)
Denklem (2.20)’ ten yararlanarak %(U(C)) = § esitligini yazabiliriz. Bu esitligi ve
denklem (2.21)’i kullanarak asagida F(K)’ y1 yalmz birakalim. (Groth, 2010, s. 29)

GU©

F(K) = TGN (2.22)

Denklem (2.22) “sermayenin marjinal verimliliginin Ramsey’e gore kurali”olarak

bilinir. Esitligin sag tarafinda marjinal faydanin azalis hiz1 negatif isaretlidir. Bunun
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anlami sudur: Sermayenin marjinal verimlili§i marjinal faydanin azalma hizina
esittir. lktisadi olarak yorumlayalim: Bir ulusun refahinin yiikselmesi yani
tikketiminin artmasi (her bir miktar artis sonucunda) tiiketimin marjinal faydasinin
azalmasi anlamina gelecektir. Tiiketimin marjinal faydasindaki azalig sermaye artisi
ihtiyacin1  ortadan kaldiracaktir. Sermaye artis ihtiyaci sermayenin marjinal
verimliliginin azalmasi anlamina gelir. Yani bireyin (toplumun) marjinal faydasinda
artis olduk¢a sermayenin marjinal verimliligi artacak, bireyin (toplumun) marjinal
faydasinda azalma oldukg¢a sermayenin marjinal verimliligi azalacaktir. Bir baska
deyisle refah artis1 sermayenin marjinal verimliliginin azalmasi anlamini tagiyor.
Olusturdugumuz Hamilton denklemine maksimizasyon islemini uygulamak igin
denklemi sifira esitleyelim.

H=-(M-U(Q))+8[FK)-C]=0

Buradan:
(M —U(Q) = §[F(K) — C]
Veya

(M —U(Q)

[FK)—-C]= — s (2.23)
Olacaktir.Denklem?2.4 ile bagint1 asagidaki sekilde yazilabilir.

(M—-U(0)

F(K)-C] =—F—= 2.24
[F(K) - C] 00O (2.24)
2.2’ yi 2.10’ da yerine yazar isek;

) M —-U(C
K= —( ( )) =S (2.25)

U’'(C)
2.25 Ramsey’in optimal tasarruf kuralidir. Daha 6nce varyasyon hesabi ile elde
ettigimiz yontemde 2.1 kisminda anlatildigi iizere zamanin herhangi bir aninda
ulasilabilecek maksimum fayda diizeyinden ulasilan fayda farkinin bulunulan

zamandaki marjinal faydaya oran bize optimum tasarrufu saglayacaktir. Burada

(M — U(C))’yi net fayda olarak tanimlamamiz miimkiin. Bu durumda net faydanin
artisitm1 saglamak isteyen bir bireyden bahsediyorsak yapilmasi gereken tasarruf
miktarinin arttirilmasidir deriz. Ancak ulasilmasi arzu edilen fayda diizeyi diisiik ise
tasarruf miktarin1 azaltabiliriz.

3.3 Zamanlar Arasi Tercih

Mutluluk felsefi bir yaklasimla diisiintildiiglinde toplumdan topluma hatta
bireyden bireye degisen subjektif bir kavramdir. Ramsey Mutlulugu modelinde en
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ist diizey olarak belirlerken sonsuzluk belirliligini ortadan kaldirmak amaci ile
maksimum fayda diizeyi olarak bir iist simnir deger olusturmustur. Ancak bu fayda
diizeyi de belirsizligi nedeni ile objektif fonksiyonelin ¢6ziimii amaci ile bireyin
farkli zamanlarda yapacagi tercihe dayandirilmasi uygun gortilmistiir (Cass, 1965, s.
17). Zamanlar arasi tercih bireyin bu giinkii tiikketimini mi yoksa yarinki tiiketimini
mi tercih edecegini temsil eden bir kavramdir.

Eger birey yasadigi zamanin tiiketimine agirlik veriyor ise tasarrufu
onemsemeyip daha fazla harcamalarda bulunarak tasarrufunu azaltacak ya da tam
tersi gelecekteki tiiketimini onemsiyor ise harcamalarin1 azaltmak sureti ile tasarruf
miktarini arttiracaktir.

Ramsey modelini olustururken zamanlar arasi tercihi iskonto (indirgeme)
oranina benzetmistir. Matematiksel olarak burada bu oran p ile ifade edilecektir. Bir
degerin gelecekteki degerinden bu giinkii degerinin elde edilmesini (iskonto) 1.
Boliim 3. Kisimda yer alan yer alan dipnot 4 te anlatmistik. Buna gore faydanin
gelecekteki degerini bu giinden hesaplayabilmemiz miimkiin olacaktir. Bunun yolu
U(C) fayda fonksiyonunu et ile carpmaktir. Buradan U(C) - et ifadesinin bireyin
gelecekte elde edecegi faydanin bugiinkii degerini gosteren bir ifade olarak karsimiza
gelir. Bireyin gelecekte elde edecegi fayda yiiksek ise toplum tasarrufunu arttiracak
diisiik ise tiiketimini arttiracaktir.

Artik amacimiz bireyin zamanlar arasi tercih orani ile indirgenmis faydasinm
yani bu giinkii gelecekte elde edecegi faydanin bu giinkii degerini maksimize eden

fonksiyonu bulmaktir. Bu hali ile objektif fonksiyonelimiz:

max ] [U(C)] = J e Pt-U(C(v))dt (2.26)
0

halini alir. Dinamik kisitimizda bir degisikligin olmadigini biliyoruz.

K=F(K)-C

simdi Hamilton Fonksiyonunu yeniden olusturalim.

H-eft={U(C(®) + 8(F(K) — O)} (2.27)

Burada H fonksiyonunu yalniz birakalim.
H={U(c®) + 8(F(K) — C)}e*t (2.28)
Maksimum prensibini uyguladigimizda asagidaki esitligi elde ederiz.

§=U'(C(D))e** (2.29)
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(2.29) sermaye birikiminin golge fiyati (2.20) deki gibi tiiketimin marjinal faydasina
esit degildir. Zamanlar arasi tercih dikkate alindiginda sermaye birikiminin golge
fiyat1 ,bugiinkii marjinal fayda fiyatina esit oluyor. (2.29)’a dikkat ettigimizde
sermaye fiyatinin zamana bagli olarak sonsuzda sifira esitlenecegini goriiriiz. (Cass,
1965, s. 24) Soyle ki:

t11_>r(r)1O 8(t)=0 (2.30)
(2.30)iktisadi olarak doymus sermayeyi (capital saturation) ifade eder. Sermaye
birikimi ihtiyaci tiiketim malina olan talebe gore degistigine gore tiikketimin marjinal
faydasinin sifira esitlendigi durumda sermaye birikimi ihtiyaci da sifir olacaktir. Bu

da demek oluyor ki sermayenin marjinal verimliligi sifir olacaktir. Yani duragan

denge durumunda;

6 =0 2.31

6 . ( " )

olacaktir.Yine maksimum prensibinden denklem (2.31)’1 elde etmemiz miimkiin.
5 i

-5= (F(K) — p)e® (2.32)

(2.31)duragan durum denge halinde sifira esitse (2.32) denklemi, denklem (2.33)’¢

doner.

F(K)=p (2.33)

Denklem (2.33)’i iktisadi olarak yorumlayalim. Sermayenin marjinal verimliligi
F(K) Bireyin zamanlar arasi tercih oranima (p'ya) esittir. Yani zamanlar arasi tercih
orani biiylik ise (birey yakin bir zamanda yapacag tercihi daha fazla 6nemsiyor ise)
F'(K)yiiksek zamanlar arasi tercih orani kiigiik ise F(K) diisiik ¢ikacaktir.
3.4 Niifus Artisinin Sermaye Birikimi Uzerindeki Etkisi

Ramsey makalesinde niifus artis hizimi sifir varsaymistir. Bu islem modelini
gerceklikten uzaklastirmistir. Burada niifus artis hizinin sermaye birikimi tizerindeki
analizini yapacagiz.

N(t) = N(0) -e™  olarak kurdugumuz denklemde N niifusu, n’de niifus artis
hizin1 gostersin(Cass, 1965). Gog, hastalik, savaslar gibi sosyal nedenlere bagh
olarak niifus artig hiz1 zamana bagl degismiyor ise; n’yi isgiicii artis hiz1 olarakta
ifade edebiliriz. L emegi ifade etsin.L(t) = L(0).e"* yazabiliriz. Burada esasinda
toplumun refahin1 yakindan ilgilendiren kavramin C/L degil C/N oldugunu

anliyoruz. Bununla beraber, isgiicii basina niifus denk geliyor ise refahin sade bir
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gostergesi olarak C/N yerine C/L’yi kullanmamiz miimkiin olacaktir. Burada isgiicii
basina tiiketimi c ile gosterelim. Yani c = C/L. Burada temel modelde belirttigimiz
U(C) fayda fonksiyonu da U(c) olarak ifade edilecektir. Bu durumda objektif

fonksiyonelimiz asagidaki forma donecektir.
maxJ(U(c)) = f e Pt U(c(t)) dt (2.34)
0

Diger taraftan ¢iktiyr isgiicii basina ifade edelim. Ciktiyr daha 6nce Y ile ifade
etmistik. Emegi L ile. Isgiiciibasina ¢ikt1 y ile gosterilirse y = Y/Lolacaktir.Yine ayni
sekilde isgiicli basina sermayeyi Kk ile ifade edelim. Sermayeyi daha 6nce K ile ifade
etmistik Bu durumda k = K/L olarak yazilir.Yani bu durumda isgiicii basina sermaye
is giicli bagina ¢iktinin bir fonksiyonu haline gelecektir. Bunu ise su sekilde ifade
edebiliriz:

y(t) = f(k). Burada f(k) tek faktorlii bir tiretim fonksiyonu olmaktan ¢ikmugtir. Artik
emek ve sermaye ile liretimin s6z konusu oldugu iki sektorlii bir ekonomiden s6z
etmek miimkiindiir. Dolayistyla ¢iktinin bir bolimil niifus artis hizin1 karsilamak
lizere yatirima eklenecektir. Yani isgiicli bagina sermaye ile niifus artis hiz1 oraninin
carpimi kadar yatirima ayrilmasi gereken pay artacaktir. Bu pay (n - k)’ya esittir. Bu
durumda f(k) asagidaki sekilde formiile edilir.

f(k) = (k4 c + nk) (2.35)
Bir diger taraftan mevcut sermaye stokunun o hizi ile asinmaya ugradigini kabul
edersek bu durumda kisi basi milli hasiladan bu yipranmayi karsilamak i¢in ok kadar
daha fazla yatinm yapmak gerekecektir. Bu durumda f(k) asagidaki gibi ifade
edilecektir.

f(k) = k 4+ ¢ + nk + ok (2.36)
(2.36)'daesitligin sag tarafinda ky1 (n + o) parantezine alir ve (n + o = @) olarak
ifade edersek f(k)’y1 denklem (2.37) olarak yazabiliriz.

f(k) = k + ¢ + ok (2.37)

Dinamik sinirimiz1 yeniden yazacak olursak;

k =f(k) — ok — ¢ (2.38)

Olacaktir.Denklem 2.34 ile ifade etti§imiz formiilasyonu asagidaki formda yeniden

diizenlersek,

maxJ(U(c)) = f we-Pt U(c(®) + 8(f(k) — gk — c)dt (2.39)
0

60



elde edilecektir (Koopmans, 1962, s. 35). Modelin ¢6ziimii i¢in hamilton

fonksiyonunu olusturalim (Koopmans, 1962, s. 36).

H = {U(c()) + 8(f(k) — gk — c)}e Pt (2.40)
dyine sermaye birikiminin gélge fiyatidir. Maksimum prensibinden:

-5 = (8f"(k) — 80 — &p (2.41)
§=U'(c(t))e "t (2.42)

Burada sermaye birikiminin gélge fiyatinin temel modele ait golge fiyat1 (2.29) ile
aynt oldugunu goriiyoruz. Simdi statik iktisat ile analoji kuralim ve tiiketimin

marjinal fayda esnekligini tanimlayalim (Colak & Oztiirkler, 2012, s. 33).

U"(c)
=6 (2.43)
(2.37)'de &'nin  t’ye (zamana) gore tiirevini alalim.
§=U"(c(t)ce P —pU'(c(t))e "t (2.44)
Denklem (2.42)’yi (2.44)" de yerine yazarsak
§=U"(c(t))ée - 8p (2.45)
(2.45) Diizenlendiginde;
5_ U@,
5§ U@©"
Yani;
g = —sg (2.46)
Maksimum prensibinden elde edilen denklem (2.46) y1 asagidaki formda yeniden
diizenleyelim.
5 = 8(f(k) — 8¢ — 8p)
= S(f(k) —0- p)
Buradan ;
5 :
3= (9 -e—p) 247)

(2.46)ve (2.47) denklemlerini kullanildiginda
¢ .
—e-= (f(k) —e—p) (2.48)
(2.48)'de c' yalmz birakilirsa;
1.
¢=—(f(k) —e—p)c (2.49)
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(2.44) diferansiyel denklemi ¢oziildiigiinde;

c(®)

= ¢(0)e(f()-e-p)t (2.50)10
(2.50) denklemi tiiketimin kisi bagina optimum ne olmasi gerektigini verir.

Biiyiime hiz1 g. = f(k) — (0 + p) ye esittir. Duragan denge sifira esit oldugunda

birey basina tiiketimin artis hiz1 sifir olacaktir (Barro & Sala-i Martin, 2004).

Modelin duragan denge ¢6zlimiinii bulalim: 5 =0

Duragan dengede g. = 0 oldugunda; f(k) = (@ + p) sonucuna ulasilacaktir. Yani
duragan dengede bireyin zamanlar arasi tercihi ile niifus artis hiz1 ve sermayenin
asinma oraninin toplami sermayenin marjinal verimliligine esit olacaktir. Bu kural
iktisadi yazinda Koopmans kurali olarak bilinmektedir. Ramsey modelini bir adim
ileri tastyan Koopmans artan niifusun refah diizeyini maksimum yapmak i¢in ya da
birey bagmna tiiketimi maksimum yapmak amaci ile sermayenin marjinal
verimliliginin daha yiiksek bir diizeyde gelismesi gerektigini ifade etmistir
(Koopmans, 1962, s. 57). Yani biiyliimenin dinamigi sermayenin marjinal
verimliligine baglanmistir.

Ramsey temel modeli kurdugunda optimal tasarrufu net faydanin tiiketimin marjinal
faydasina orantist ile buluyordu. Tasarruf teknolojiden bagimsizdi. Halbuki yeni
modelde tasarruf ile teknoloji iliskilidir. Simdi bu durumu degerlendirelim. (2.45)’te
c(t) = c(O)e(f(k)‘Q‘p)t olarak verilmisti. Burada gorildiigi iizere, tiiketimdeki
(veya tasarruftaki artigta) artista k> nin etkisi vardir. k’nin iiretim teknolojisi olarak
tanimlanmas1 miimkiin ise bu tiiketimin ya da tasarrufun belirlenmesinde teknolojik
etkiyi g6z ard1 etmemiz miimkiin olmaz (Koopmans, 1962, s. 57).

Zaten literatiire bakildiginda neoklasik iktisadi biliylime modellerinden sonra
teknolojik ilerlemenin de dinamik biiylime modellerine dahil edildigini goriiyoruz.

Ancak calismamizin disinda kalmasi nedeni ile burada bu konuya deginilmeyecektir.

19 (2.44) ve (2.45) Denklemin olusturulmasinda yararlanilan kaynaklar: (Acemoglu, 2009), (Barro &

Sala-i Martin, 2004), (Intriligator, 1975), (Koopmans, 1962)
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DORDUNCU BOLUM
TURKIYE’ DE ETKiN BUYUMENIN AMPIiRIiK ANALIZI

4. TURKIYE’ DE ETKIN BUYUMENIN AMPIRIK ANALIZI

Etkin iktisadi biiylimenin teorik anlatimin1 Ramsey Modeli 6zelinde optimal
tilketimin formiile edilmesiyle sonlandirilan ikinci boliimiin ardindan bu bdliimde,
Tiirkiye ekonomisinde modelin gegerliligi analiz edilecektir.

2. kisimda optimum tiketimi elde ederken sermayenin marjinal
verimliliginin; zamanlar arasi tercih, sermayenin aginma orani ve niifus artig oraninin
toplamina esit oldugunu ifade edilmistir. Yani optimum tiketimi belirleyen
degiskenler olarak sermayenin marjinal verimlili§i, sermayenin asinma orani,
zamanlar arasi tercih orani (iskonto orani) ve niifus artig oranini sayilabilir. Aslinda
Tirkiye ekonomisinde Ramsey Modeline gore optimum tiiketimin saglanip
saglanilmadiginin  arastirilmasinda saydigimiz bu degiskenlerle elde ettigimiz
tilketim serisinin uygulamada gergeklesen tiiketim serisi ile belirli yillar dahilinde
karsilastirilmast Ramsey Modeline gore net bir sonug ortaya koyacaktir ve Tiirkiye
ekonomisi belirlenen yillar dahilinde optimum tiiketime dolayisi ile optimum
bliyiimeye ulasmustir denilebilinecektir. Ancak sayilan degiskenlerin zaman
serilerine ait verilere ulagilamiyor olmasi ¢alismanin sinirliligini ortaya koymaktadir.
Bu nedenle optimum tiikketimin dolayis1 ile optimum biiyiimenin ampirik
arastirtlmasinda teoriden yola ¢ikilacaktir. Bunu yaparken iki fakli yontemden
faydalanilacaktir. Bu yontemlerden ilki es tiimlesme analizidir. Bolim 2.2°de
Ramsey Modeli optimal kontrol sistemi ile incelenmisti. Tiiketim kontrol degiskeni,
sermaye ise durum degiskeni olarak belirlenmisti. iki degisken arasinda kontrol-
durum iligkisi ortaya konulabilinmesi igin oncelikle bu iki degiskenin uzun dénemli
bir iliski gostermesi gerekliligi agiktir. Peki, Tiirkiye ekonomisinde de tiiketim ve
gelir birbirini uzun dénemli etkilemekte midir? Ilk ydntem es tiimlesme analizi ile bu
soruya yamit aranacaktir. Ikinci yontem ise farkli gelir grubunda bulunan iilkelerin
tiketim ve gelir serilerine ait biiyiime oranlarinin standart sapmalarinin
kiyaslanmasidir. Standart sapma kiyaslamasi elbette biiyiimede etkinligin saglanip
saglanmadig1 konusunda kesin bir bilgi vermeyecektir. Sadece yiiksek gelir
grubundaki iilkelerin serilerine ait standart sapma ile Tiirkiye’ye ait serilerin standart
sapmasi karsilastirilarak etkinlik hakkinda bir bilgi elde etmemiz miimkiin olacaktir.

Aslinda burada serilere ait standart sapma degeri ile zaman igerisinde serideki
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degiskenligi ortaya koymus olacagiz. Degiskenligin fazla ¢ikmasi su anlama geliyor.
Tiiketim serisini ele alalim. Bireyin bir zaman siirecinde a zamaninda yaptig tiikketim
ile b zamaninda yaptig1 tiiketim arasindaki fark arttik¢a etkinligin saglanmasindan o
kadar uzaklasiliyor. Yani yiiksek gelirde yliksek tiiketim ya da diisiik gelirde diisiik
tiiketim bireyi tim zamanlar i¢in degil de sadece bulunulan zamanda daha ¢cok mutlu
ya da mutsuz yapiyor. Teoriden elde ettigimiz bu bilgiye dayanarak tiikketim ve gelir
serisinde  degiskenligin  Ol¢iisiinii  hesaplayarak  optimizasyonun  saglanilip
saglanilmadig1 konusunda bilgi elde edebilmemiz miimkiin olacaktir. Ustelik yiiksek
gelir grubunda bulunan ilkeler ile Tirkiye Karsilastirilarak bu bilgi pekistirilmis
olunacaktir.

4.1 Veri Seti ve Yontem

Calismada kullanilacak veriler; es tiimlesme analizi i¢in, Ramsey Modeli
baglaminda kisi bas1 6zel tiiketim nihai harcamalar1 ve kisi basina reel gelir olarak
belirlendi. Standart sapmalarin kiyaslanmasi yonteminde ise Diinya, Ingiltere,
Kanada, Portekiz, Malezya ve Tiirkiye’ye ait kisi bast 6zel tiiketim nihai harcamalari
yillik biiyiime orani ve kisi basi reel gelir yillik bliylime orani belirlendi. Farkli para
biriminde bulunan iilkelerin kiyaslamasini yapacagimiz i¢in ilgili degiskenlerin yillik
biliylime orani lizerinden calisildi. Yapisal degisimleri analiz dig1 tutmak amaci ile
1988 ile 2018 yillar1 dahilinde son otuz yila ait veriler yillik frekansta kullanildi.

Veriler Diinya Bankas internet sayfasi® iizerinden elde edilmistir.

Tablo 1
Ampirik Analizde Kullanilacak Degiskenler Ve Tanimlamalart:

Veri Calismada gosterimi Tanimi

Tirkiye Kisi Bagi Hane 2009 yil1 sabit fiyatlari ile yerel

. TRPC.
Halki  Ozel  Tiketim)| para biriminde.
Tirkiye I.(1$1 Basi Gayri TRPY. 2009 sabit fiyatlar1 ile yerel
Safi Yurt I¢i Hasila para biriminde.

Yhttps://databank.worldbank.org/reports.aspx?source=2&country=T UR#advancedDownloadOptio
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Tablo 2:
Standart Sapmalar1 Hesaplanacak Degiskenler Ve Ulkelere Gére Gosterimleri:

. .. . ... |Kisi Bag1 Ozel Tiiketim
Ulkeler g;sli?rssloGr Zi? Safi Yurt I¢i Hasila Harcamalar1 Bitylime Oran1
Y Gosterimi

Tiirkiye TRPGDPBO TRCONSBO
Malezya MALEYPGDPBO MALEYCONSBO
Portekiz PORTUGALPGDPBO PORTUGALCONSBO
Kanada KANADAPGDPBO KANADACONSBO
Ingiltere UKPGDPBO UKCONSBO
Diinya WORLDPGDPBO WORLDCONSBO

Ekonometri biliminin tarihsel gelisimi siireci igerisinde iktisatcilar, zaman
serisi analizlerini kullanarak en iyi modellemeyi yapabilme, etkin hesaplama ve
eldeki verilerle kurulan modeller ile iktisat teorisi arasindaki iliskilerin anlagilir
olmasmi saglamaya c¢alismiglardir (Mills, 1991, s.19). Bu kisimda aslinda
Tiirkiye’nin kisi basi Ozel tiiketim harcamalarinin, kisi basi reel gelir ile zaman
igerisinde uzun donemli iligkisi incelenerek bir anlamda etkin iktisadi biiylimeyi
optimum tiikketime dayandiran Ramsey Modelinin Tiirkiye Ekonomisi i¢in gegerliligi
sinanmis olunacaktir. Robert E. Hall “Consumption” isimli caligmasinda Euler
Denklemi’nden yola ¢ikarak elde ettigi ampirik sonuglara gére Rasyonel Beklentiler
Hipotezi dahilinde tiiketimin rassal yiirliylis (random walk) stire¢ izledigini ifade
ediyor (Hall, 1987, s. 5,11). Hall’iin bu ¢alismasini1 dikkate alinarak Tiirkiye’nin kisi
bas1 6zel tiiketim harcamalar1 ve kisi bas1 gayrisafi yurti¢i héasila degiskenleri i¢in
birim kok analizi yapilacaktir.Yine tiketimin gelir ile uzun donemli iligkisini
arastirmak amaci ile es tiimlesme analizleri uygulanacaktir. Birim kok testi Levin,
Lin Chu ortak birim kok testi, Philips-Peron Birim Kok Testi olmak tizere 2 farkli
yontemle test edildi ve gecikme uzunluklarinin belirlenmesinde SIC bilgi kriterlerine
bakildi. SIC bilgi kriterinin belirlenmesinin nedeni 3.1 “Gecikme Uzunlugunun
Belirlenmesinde Kullanilan Bilgi Kriterleri” basliginda agiklanmistir. Calismada
Tirkiye’ye ait tiiketim ve gelir serileri 1. Dereceden duragan ¢ikmistir. Dolayisi ile
iki degisken arasinda es tiimlesme analizleri miimkiin goriiniiyor. Bu amagla Engle —

Grenger, Johansen ve Philips Ouliaris es tiimlesme analizleri uygulanmistir. Analiz
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sonuglarina gore seriler uzun donem iliskilidir. Yani her ii¢ analizde de H, hipotezi
(serilerin koentegre olmadigini savunan hipotez) reddedilmistir. Es tiimlesik oldugu
tespit edilen degiskenlere ait es tiimlesme modeli kurulmus, model EKK (En Kiiciik
Kareler) yontemi ile tahmin edilmistir. Tahmin edilen modelin artiklarinin diizey
seviyede duraganligt ADF(Augmented Dickey Fuller) birim kok analizi ile test
edilmis ve artiklarin diizey seviyede duragan oldugu anlasilmistir. Dolayisi ile
serilere ait hata diizeltme modeli kurulabilir sonucuna ulasilmistir. Serilere ait hata
diizeltme modelinde artiklarin bir gecikmeli degerine ait katsayinin O ile -1 arasinda
olmas1 gerekir (Akgiil, 2000, s. 47). Kurulan hata diizeltme modelinde hata teriminin
katsayisi -0,32 olarak tahmin edilmistir. Elde ettigimiz hata diizeltme modelinde hata
diizeltme katsayisinin calistigi bilgisine ulasilmistir. Yani tahmin ettigimiz hata
diizeltme modeli birim kokii gidermek icin kaybettigimiz verilerin bilgilerini de
icermektedir.

4.2 Gecikme Uzunlugunun Belirlenmesinde Kullanilan Bilgi Kriterleri

Birim kokii ortadan kaldirmak amaci ile kurulacak modele degiskenin
gecikmeli degerlerini ekleyerek duraganlik sorununu ¢ozmeye calisilan testlerde
gecikme sayisinin belirlenmesinde bir ¢cok farkl kriter kullanilmaktadir. Bu kriterleri
Akaike (AIC), Schwarz (SIC), Hannan-Quin (HQ), Modified AIC (MAIC), Modified
SIC (MSIC), Modified HQ(MHQ) olarak siralamak miimkiindiir. Gecikme sayisi
belirlenirken dnce modele serinin bir gecikmeli degeri eklenir, model tahmin edilir
ve tahmin sonucuna gore elde edile AIC degeri AIC1 olarak adlandirilir. Iki
gecikmeli deger ile tahmin edilen modele ait AIC degeri AIC2 olarak elde edilir ve
elde edilen AIC1 ve AIC2 degerlerinde hangisi daha kiiciik ise o kritere ait gecikme
uygundur denilir (Mills, 1991, s. 31). Diger kriterlere de bu yontem uygulanarak en
dogru gecikme uzunluguna karar verilir. Ancak burada daha 6nemli bir soru akla
gelmektedir. Bu soru hangi bilgi kriterinin gecikme uzunlugunun belirlenmesinde
kullanilacagidir. Orneklemlere ait tutarlilik ve etkinlik varsayimlart kullanilan
kriterlerin belirlenmesinde 6nemli ipuglart sunar (Akgil, 2000, s. 21). Biiyiik
orneklemlerde AIC bilgi kriteri kullanimi etkinligi arttirirken orta ve kiiciik
orneklerde SIC bilgi kriteri daha giivenilir sonuclar elde edilmesini saglar (Akgiil,
2000, s. 21). Calismada kullandigimiz 30 gozlem sayisi kiigiik drneklem grubuna
ornektir. Bu nedenle birim kok ortadan kaldirilmasina yonelik kurulacak modeller
orta ve kiigclik drneklem ig¢in belirtilen bilgi kriterlerinden SIC bilgi kriterine gore

uygun gecikme uzunlugu belirlenecektir.
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Tablo 3:

Kisi Basi Hane Halki Ozel Tiiketim Nihai Harcamalari ve Kisi Basi Reel Gelir
Degigkenlerine Ait Zaman Serileri

Kisi Basl Hane halki Ozel Tiiketim Nihai

Kisi Basi Reel Gelir

Yillar (zoggrgzgfﬁcaifar:fine) (2009 Sabit Fiyatlari ile)
1988 5.841,29 8.993
1989 5.678,60 8.860
1990 6.312,18 9.514
1991 6.325,62 9.422
1992 6.428,47 9.735
1993 6.859,69 10312
1994 6.392,59 9.675
1995 6.645,92 10273
1996 7.096,27 10.857
1997 7.570,56 11.496
1998 7.534,81 11578
1999 7.390,65 11.014
2000 7.609,56 11.568
2001 6.994,22 10.717
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Tablo 3:

Kisi Basi Hane Halki Ozel Tiiketim Nihai Harcamalari ve Kisi Basi Reel Gelir

Degiskenlerine Ait Zaman Serileri (Devami)

2002 7.165,33 11.239
2003 7.637,12 11.700
2004 8.252,09 12.652
2005 8.657,82 13.611
2006 8.864,06 14.398
2007 9.220,92 14.943
2008 9.137,03 14.890
2009 8.685,50 14.010
2010 9.487,96 14.987
2011 10.488,31 16.400
2012 10.644,30 16.907
2013 11.290,07 18.035
2014 11.430,00 18.646
2015 11.851,32 19.454
2016 12.086,64 19.749
2017 12.621,84 20.883
2018 12.577,97 21.102
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4.3 Ekonometrik yontem uygulama sonuclari
4.3.1 Es Tiimlesme Analizinin Uygulanmasi
Analize dahil edilecek kisi basi reel gelir ve kisi bas1 6zel tiikketim harcamalari

serilerine ait grafikler asagida verilmektedir.
Grafik 1:
Tiirkiye Kisi Bagina Reel Gelir 1988-2018 yillar1 dahilinde

Kisi Bag Reel Gelir
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Grafik 2:
Tiirkiye Hane Halk1 Ozel Tiiketim Harcamalar1 1988-2018 yillar1 dahilinde
Kisi Basina Ozel Tuketim Harcamalan
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Buna gore Grafik 1 ve Grafik 2 incelendiginde Tiirkiye’nin kisi bas1 6zel tiikketim
harcamalar1 ile kigi bast reel gelirinin birbiri ile benzer degisimler gecirdigini
anliyoruz. 2007-2009 yillarinda her iki degiskeninde azalan degerler aldigin1 2010

yil1 ve sonrasinda artan bir egilime girdigini sdyleyebiliriz.

4.3.1.1 Tiirkiye Kisi Bas1 Gayri Safi Yurt Ici Hasila Serisi Ile Kisi Bas1 Ozel

Tiiketim Harcamalanr Serisi Birim Kok Arastirmasi Sonuclari

a) Diizey Seviye Sabitsiz ve Trendsiz Model Levin& Lin Chu Birim Kok
Testi

Modele ait gecikme uzunlugu SIC bilgi kriteri ile E-views paket programinda

otomatik olarak belirlenmistir.

Tablo 4
Analiz Sonuglari:
Levin, Lin & Chu Unit Root Test on UNTITLED

Mull Hypothesis: Unit root (common unit root process)

Series: TRPC, TRPY

Date: 121119 Time: 13:10

Sample: 1988 2018

Exogenous variables: Maone

Automatic selection of maximum lags

Automatic lag length selection based on SI1C: 0

Mewey-West automatic bandwidth selection and Bartlett kernel
Total (balanced) observations: 60

Cross-sections included: 2

Method Statistic Prob**
Levin, Lin & Chu t* .21455 1.0000

** Probabilities are computed assuming asympotic normality

Tablo 4 incelendiginde diizey seviyede her iki degiskene uygulanan Levin, Lin&
Chu, Birim Kok Testlerine ait olasilik degerlerinin (Prob.) 0,05 kritik olasilik
degerinden biiyiik (1,000) oldugu goriilmektedir. Bu ise test igin H, hipotezinin
reddedilemeyecegi anlamina gelir. Yani degiskenlerin sifir gecikmeli sabitsiz ve
trendsiz modeli diizey seviyede birim kok icermektedir.

b) Diizey Seviye Sabitli ve Trendsiz Model Levin& Lin Chu Birim Kok Testi

Tablo 5
TRPC; = oy + pTRPC;_, + &, ve TRPY; = a, + pTRPY,_; + u;
Modellerine Ait Levin Lin & Chu Birim Kok Testi Analiz Sonuglart:
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Levin, Lin & Chu Unit Root Test on UNTITLED

Mull Hypothesis: Unit root (common unit root process)

Series: TRPC, TRPY

Date: 121119 Time: 13:04

Sample: 1988 2013

Exogenous variables: Individual effects

Automatic selection of maximum lags

Automatic lag length selection based on SI1C: 0

Mewey-West automatic bandwidth selection and Bartlett kernel
Total (balanced) observations: 60

Cross-sections included: 2

Method Statistic Prop.**
Lewvin, Lin & Chu t* 246583 0.9932

** Probabilities are computed assuming asympotic normality

Tablo 5 degerleri incelendiginde Levin, Lin &Chu t istatistigine ait olasilik (Prob.)
degeri (0,9932) olarak hesaplanmistir. Olasilik degerine gore H, hipotezi %5 anlam
diizeyinde reddedilemez. Bu ise degiskenlerin sifir gecikmeli sabitli ve trendsiz

modelinin diizey seviyede birim kok igerdigi anlamina gelir.

c) Diizey Seviye Sabitli ve Trendli Model Levin& Lin Chu Birim Kok Testi

Tablo 6
TRPC, = ay + pTRPC,_; + it + & Ve TRPY, = a, + pTRPY,_; + f,t + u,
Modellerine Ait Levin Lin & Chu Birim Kok Testi Analiz Sonuglart:

Levin, Lin & Chu Unit Root Test on UNTITLED

FMull Hypothesis: Unit root (common unit root process)

Series: TRPC, TRPY

Date: 121119 Time: 13:07

Sample: 1988 2018

Exogenous variables: Individual effects, individual linear trends
Automatic selection of maximum lags

Automatic lag length selection based on SI1C: 0

Mewey-West automatic bandwidth selection and Bartlett kernel
Taotal (balanced) observations: 60

Cross-sections included: 2

Method Statistic Prob.**
Levin, Lin & Chu t* -0.72824 0.2332

** Probabilities are computed assuming asympotic normality

Yine tablo degerleri incelendiginde Levin, Lin&Chu t istatistigine ait olasilik (Prob.)
degeri (0,2332) olarak hesaplanmistir. Buna gére H, Hipotezi reddedilemez. Bu ise
degiskenlerin sifir gecikmeli sabitli ve trendli modelinin diizey seviyede birim kdk

icerdigi anlamina gelir. Modele trend eklenmesi de birim kokii ortadan
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kaldirmamistir. Dolayisiyla her iki degigskene ait serilerde 1. fark alma islemine
gidilerek yeni modeller ile serilerin birim kok icerip icermedikleri arastiriimalidir.

d) Diizey Seviye Sabitli ve Trendsiz Model Philips -Peron Birim Kok Testi

Tablo 7
TRPC; =4+ pTRPC,_; + &, Modeline Ait Phillips-Perron Birim Kok Testi Analiz Sonuglari:
Phillips-Perron Unit Root Test on TRPC

Mull Hypothesis: TRPC has a unit root
Exogenous: Constant
Bandwidth: 6 (Mewey-West automatic) using Bartlett kernel

Adj. t-Stat Prob.*
Phillips-Perron test statistic 1.608462 0.9992
Test critical values: 1% level -3.670170
5% level -2 963972
10% level -2 621007
*Mackinnon (19296) one-sided p-values.
Fesidual variance (no correction) 133826.4
HAC corrected variance (Bartlett kernel) A¥YFaA7 16
Fhillips-Perron Test Equation
Crependent Variable: D(TRPC)
Method: Least Squares
Date: 121119 Time: 12:53
Sample (adjusted): 1989 2013
Included ocbservations: 20 after adjustments
ariable Coefficient =td. Error t-Statistic Frob.
TRPC(-1) 0022194 0034876 0636371 0.5297
C 37.97961 201 2285 0126082 0.9006
R-=quared 0.01425Y Mean dependentwvar 224 5560
Adjusted R-squared -0.020948 S.D. dependentwvar IFT4.757T8
S.E. of regression ATB.6627 Akaike info criterion 1477551
Sum squared resid 4014792,  Schwarz criterion 14 86892
Log likelihood -219.6326 Hannan-Cuinn criter. 14 80539
F-statistic 0404969 Durbin-Watson stat 2.069230

Prob(F-statistic) 0.529703
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Tablo 8:

TRPY, =+ pTRPY,_, + u, Modeline Ait Phillips-Perron Birim Kok Testi Analiz Sonuglari:

Phillips-Perron Unit Root Test on TRPY

Mull Hypothesis: TRPY has a unit root
Exogenous: Constant
Bandwidth: 6 (Mewey-West automatic) using Bartlett kernel

Adj. t-Stat Frob.*
Phillips-Perron test statistic 2841637 1.0000
Test critical values: 1% level -2.670170
5% level -2 863972
10% level -2 621007
*Mackinnon (1998) one-sided p-values.
Fesidual variance (no correction) 2066521
HAC corrected variance (Bartlett kernel) 1022357
FPhillips-Perron Test Equation
Dependent VYariable: D{TRPY)
Method: Least Squares
Cate: 121119 Time: 12:54
Sample (adjusted): 1989 2013
Included observations: 30 after adjustments
Wariable Coefficient Std. Errar t-Statistic Frob.
TRPY (-1} 0.040482 0.029956 1.3513290 01874
C -131.4325 409 5347 -0.320931 0.7506
R-squared 0061230 Mean dependentwvar 403.6339
Adjusted R-squared 0027702 S.0D.dependentwvar 581.3062
S.E. of regression 5731979  Akaike info criterion 15.60468
Sum squared resid 9199564, Schwarz criterion 15.69309
Log likelinood -232.0702 Hannan-Ciuinn criter. 15.63456
F-statistic 1.826254 Durbin-Watson stat 2104606

Prob(F-statistic) 0187389

Her iki modele sabit teriminin eklenmesi birim kokii ortadan kaldirmamustir.
Phillips-Perron test istatistik degerleri her iki modelde de %1, %5 ve %10 kritik

degerlerinden biiylik olarak belirlenmistir. Bu ise birim kokiin varligin1 savunan H,,

Hipotezi’nin reddedilemeyecegi anlamini tasir.
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e) Diizey Seviye Sabitli ve Trendli Model Philips -Perron Birim Kok Testi

Tablo 9
TRPC; =x%y+ pTRPC;_; + Bit + &; Modeline Ait Phillips-Perron Birim Kok Testi Analiz
Sonuglari:
Phillips-Perron Unit Root Test on TRPC

Mull Hypothesis: TRPC has a unit root
Exogenous: Constant, Linear Trend
Bandwidth: 2 (Mewey-West automatic) using Bartlett kernel

Adj. t-Stat Frob.*
Phillips-Perron test statistic -1.673878 07378
Test critical values: 1% level -4 26729
5% level -3.568379
10% level -3.218382
*Mackinnon (1996) one-sided p-values.
FResidual variance (no correction) 117122 3
HAC corrected variance (Bartlett kernel) 115903.7
Phillips-Perron Test Equation
DependentVariable: DHTRPC)
Method: Least Squares
Date: 121119 Time: 13:37
Sample (adjusted): 1989 2013
Included observations: 20 after adjustments
ariable Coefficient Std. Error t-Statistic Frob.
TRPC{-1) -0.18915049 0.113858 -1.682004 01041
C 1041.375 586.3517 1. 776025 0.0870
E@TREMD{13887) 5117043 26.0T7T624 1.962339 0.0601
R-squared 0137297 Mean dependentwvar 224 5560
Adjusted R-squared 0.073393 S.D. dependentwvar AT4.7578
S.E. ofregression 3607435 Akaike info criterion 1470885
Sum squared resid 3513668, Schwarz criterion 14 34397
Log likelinood -217. 6328 Hannan-CQwuinn criter. 1475368
F-statistic 2.148488 Durbin-Watson stat 1.906580

Frob(F-statistic) 0136185
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Tablo 10:
TRPY, =+ pTRPY,_, + st + u, Modeline Ait Phillips-Perron Birim K6k Testi Analiz Sonuglart:
Phillips-Perron Unit Root Test on TRPY

MHull Hypothesis: TRPY has a unit root
Exogenous: Constant, Linear Trend
Bandwidth: 3 (Mewey-West automatic) using Bartlett kernel

Adj. -Stat Frob.*
Phillips-Perron test statistic -1.257462 0.87492
Test critical values: 1% level -4 296729
5% level -3.568379
10% level -3.218382
*Mackinnon (1296) one-sided p-values,
Fesidual variance (no correction) 274524 6
HAC corrected variance (Bartlett kernel) 265430.3
Phillips-Perron Test Equation
Dependent Variable: O(TRFPY)
Method: Least Squares
Cate: 121119 Time: 13:38
Sample (adjusted): 1989 2013
Included observations: 30 after adjustments
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
TRPY({-1) -0.124967 0.097448 -1.282397 0.2106
C a¥1.67049 ¥35.3957 1.321290 0.1975
E@TREMD({™19887) 69 91564 39 33184 1777584 0.0867
R-squared 0.1589584 Mean dependent var 403 6339
Adjusted R-squared 0.097330 2.0 dependentvar 581.2062
=.E. of regression 552 2828 Akaike info criterion 1556067
Sum squared resid B235737. Schwarz criterion 1570079
Log likelinood -230.41017 Hannan-Cuinn criter. 1560550
F-statistic 2563464 Dwrbin-Watson stat 1.988971

Prob(F-statistic) 0.095648

Her iki modele sabit terimin ardindan trendin eklenmesi de birim kokii ortadan
kaldirmamustir. Phillips-Perron test istatistik degerleri her iki modelde de %1, %5 ve
%10 kritik anlam diizeylerinden biiyiik olarak belirlenmistir (Prob. degeri tiikketim
degiskeni igin 0,7378; gelir degiskeni i¢in 0,8792°dir). Bu ise birim kokiin varligini
savunan H, Hipotezi’nin reddedilemeyecegi anlamini tasir. Serilere ait 1. fark alma

islemine gidilerek birim kok testlerinin yeniden yapilmasi gerekmektedir.
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f) Birinci Fark Alma Islemi Uygulanmus Seriler icin Sabitli ve Trendli

Model Levin, Lin ve Chu Birim Kok Testi Sonuclari
Tablo11:

ATRPCt = 0(1 + pATRPCt_l + ﬁlt + Et ve ATRPYt = 0(2 + pATRPYt_l + ﬁzt + ut
Modellerine Ait Levin, Lin & Chu Birim K6k Testi Analiz Sonuglari:
Levin, Lin & Chu Unit Root Test on D{UNTITLED})

Mull Hypothesis: Unit root (common unit root process)

Series: TRPC, TRPY

Date: 121119 Time: 14:02

Sample: 1988 2018

Exogenous variables: Individual effects, individual linear trends
Automatic selection of maximum lags

Automatic lag length selection based on S1C: 0

MMewey-West automatic bandwidth selection and Bartlett kernel
Total (balanced) observations: 58

Cross-sections included: 2

[Method Statistic Prob **
Lewin, Lin & Chu t* -R.81600 0.0000

** Probabilities are computed assuming asympotic normality

Intermediate results on D{LUNTITLED)

2nd Stage Variance HALC of Max Band-
Series Coefficient of Reg Dep. Lag Lag width Obs
DITRPC) -1.07722 130857 31749, 0 il 6.0 28
D{TRPY) -1.08236 297364 GB963. 0 [i] 10.0 28

Tablo degerleri incelendiginde Levin, Lin&Chu testine ait olasilik degerinin 0,00
oldugu goriiliiyor. Yani testin olasilik degeri %5 anlam diizeyinden kiigiik. Bu
durumda H, hipotezi reddedilir. Yani farki alinmig serilerin birim kok igermedigi

sonucuna ulasilir.
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) Birinci Fark Alma Islemi Uygulanms Seriler Icin Sabitli ve Trendli

Model Phillips-Perron Birim Kok Testi Sonuclari

Tablo 12:

ATRPC; = a; + pATRPC,_; + Bt + &, Modeline Ait Phillips-Perron Birim Kok Testi Analiz
Sonuglari:

Phillips-Perron Unit Root Test on D{TRPY)

MHull Hypothesis: DITRPY) has a unit root
Exogenous: Constant, Linear Trend
Bandwidth: 6 (Mewey-West automatic) using Bartlett kernel

Adj. t-Stat Prob.*
Phillips-Perran test statistic -6.371734 0.0001
Test critical values: 1% level -4 309324
5% level -3.574244
10% level -2.221728
*Mackinnon (1996) one-sided p-values.
Residual variance (no correction) 2973642
HAC corrected variance (Bartlett kernel) 96146 17
FPhillips-Perron Test Equation
Dependent Variable: CHTRPY 2}
Method: Least Squares
Cate: 1211192 Time: 14:11
Sample (adjusted): 1990 2018
Included observations: 29 after adjustments
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Frob.
DITRPY(-1)) -1.082355 0198104 -5 463558 0.0000
C 1008311 230.7911 0436883 0. 6658
@TREMD{1988™) 22193419 13.73942 1.615315 01183
F-squared 0.535918 Mean dependent var 12.16511
Adjusted R-squared 0500219 S.0. dependentvar g14.6424
S.E. of regression 5E75.9128 Akaike info criterion 15.64749
Sum squared resid 8623563, Schwarz criterion 1578893
Log likelinood -223.88868 Hannan-Ciuinn criter. 15.69179
F-statistic 1501229 Durbin-Watson stat 1.921894

Frob(F-statistic) 0.000048
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Tablo13
ATRPY, = a, + pATRPY,_, + .t + u, Modeline Ait Phillips-Perron Birim Kok Testi Analiz
Sonuglari:

Phillips-Perron Unit Root Test on D{TRPY)

Mull Hypothesis: DITRPY) has a unit root
Exogenous: Constant, Linear Trend
Bandwidth: G (Mewey-West automatic) using Bartlett kernel

Adj. t-Stat Frob.*
Phillips-Perron test statistic -6.371734 0.0001
Test critical values: 1% level -4 308824
5% level -3.674244
10% level -3.221728
*Mackinnon (1996) one-sided p-values.
Residual variance {no correction) 2973642
HAC corrected variance (Bartlett kernel) 96146.17
Phillips-Perron Test Equation
Dependent Variable: HTRPY ,2)
Method: Least Squares
Cate: 121119 Time: 14:11
Sample (adjusted): 1990 2013
Included observations: 29 after adjustments
ariable Coefficient Std. Error t-Statistic Frob.
DITRPY(-1)) -1.082355 0198104 -5 453558 0.0000
C 100.2211 230. 7911 04268923 0.6658
ETREMD{™22887) 2219349 13.73942 1.615315 01183
R-squared 0.535918 Mean dependent var 12.16511
Adjusted R-squared 0.500219 3.0 dependent var 814 6424
S E. ofregression AY5.9128 Akaike info criterion 15.64749
Sum squared resid 8623563, Schwarz criterion 15.78893
Log likelinood -223.8886 Hannan-Ciuinn criter. 15.69179
F-statistic 15.01229 Durbin-Watson stat 1.921894

Prob(F-statistic) 0.000048

Her iki degiskene ait modeller incelendiginde Phillips-Perron Test Istatistigi
sonuglaria gore modelin %1, %5, %10 kritik seviyelerinde birim kok icerdigini
savunan sifir hipotezleri reddedilir. Ancak modeller incelendiginde her iki degisken
icinde sabit terimi ve trendin katsayilarinin t test istatistigine gore istatistiksel olarak
anlamsiz oldugu anlasilmaktadir. Bu nedenle her iki degiskenin sabit terimli ve

trendsiz modellerine ait duraganliklar incelenecektir.
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h) Birinci Fark Alma islemi Uygulanmis Seriler icin Sabitli ve Trendsiz

Model Phillips-Perron Birim Kok Testi Sonuglari

Tablo 14:

ATRPC; = a; + pATRPC,_, + &, Modeline Ait Phillips-Perron Birim Kok Testi Analiz Sonuglart:

Phillips-Perron Unit Root Test on D{TRPC)

MHull Hypothesis: DILTRPC) has a unit root

Exogenous: Constant

Bandwidth: 2 (Mewey-West automatic) using Bartlett kernel

Adj. t-Stat Prab.*
Phillips-Perraon test statistic -5.3897020 0.0001
Test critical values: 1% level -3.679322
5% lewvel -2 967 TET
10% level -2 622989
*Mackinnon (1996) one-sided p-values.
Residual variance (no correction) 135001.4
HAC corrected variance (Bartlett kernel) 122124 .4
FPhillips-Perron Test Equation
Dependent Variable: DLTRPC,2)
Method: Least Squares
Date: 121119 Time: 14:30
Sample (adjusted): 1990 2018
Included observations: 29 after adjustments
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
DITRPC{-1)) -1.025835 0.190435 -5.387316 0.0000
C 243 9731 8356206 2919663 0.0070
F-squared 0.5180587 Mean dependent var 4 097332
Adjusted R-squared 0500207 3.0. dependentvar 538 6307
=S.E. of regression 3807906 Akaike info criterion 14. 78885
Sum squared resid 3915041, Schwarz criterion 14 88314
Log likelinood -212.4383 Hannan-Cuinn criter. 14.81838
F-statistic 2902318 Dwrbin-Watson stat 1.869677
Frob(F-statistic) 0.000011
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Tablo 15:
ATRPY, = a, + pATRPY;_; + u, Modeline Ait Phillips-Perron Birim Kok Testi Analiz Sonuglar:

Phillips-Perron Unit Root Test on D{TRPY)

Mull Hypothesis: DITREPY) has a unit root
Exogenous: Constant
Bandwidth: 1 (Mewey-West automatic) using Bartlett kernel

Adj. t-Stat Prob.*
Phillips-Perron test statistic -5.087945 0.0003
Test critical values: 1% level -3.679322
5% level -2 96TFTET
10%: level -2 6229849
*MackKinnon (1996) one-sided p-values.
Fesidual variance (no correction) 32T206.4
HAC corrected variance (Bartlett kernel) 331011.6
Phillips-Perron Test Equation
Crependent Variable: DITRPY,2)
Method: Least Squares
Crate: 12M1/M19 Time: 1432
Sample (adjusted): 1990 2018
Included observations: 29 after adjustments
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
DITRPY(-1})) -0.965009 0189717 -5.086576 0.0000
C 407 8154 134 7824 2.025508 0.0054
F-squared 04239345 Mean dependentwvar 1216511
Adjusted R-sgquared 0470432 3.D. dependent var 814 6424
=.E. of regression 5928270 Akaike info criterion 15.67415
Sum squared resid 9438985, Schwarz criterion 15.76845
Log likelinood =225 2752 Hannan-Cuinn criter. 15.703649
F-statistic 25687325 Durbin-Watson stat 1.964606

Prob(F-statistic) 0.000024

Her iki degiskene ait sabit terimli ancak trendin olmadigi modellerin istatistik
sonuglarina gore serilerin birinci farklarinda birim kok icermedikleri Phillips-Perron
Test Istatistigi sonuclarindan anlagilmaktadir. Her iki analiz sonucunda da Phillips-
Perron test istatistiginin %1, %5, %10 kritik degerlerinden kiicliik oldugu
goriilmektedir. Ayrica modelde sabit terime ait katsayimin t test istatistigine gore

anlamli oldugu anlagilmaktadir.
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Serilerin 1. fark alma islemi sonrasinda duragan olduklarini tespit edilmistir. Ayni
mertebeden duragan serileri es tiimlesme analizine tabi tutulabilir. Tirkiye
ekonomisinin son 30 yilinin 6zel tiiketim harcamalari ile gelir degiskenleri arasindaki
uzun dénemli iligkisi 3 farkli analiz ile incelenecektir.

4.3.1.2 Es Tiimlesme Testlerinin Uygulanmasi

a) Engle-Granger Es Tiimlesme Analiz Sonuglari

Tablo 16
TRPC ve TRPY Serileri Engle —Granger Es Tiimlesme Analiz Sonuglari:
Engle-Granger Cointegration Test

Date: 1211218 Time: 13:55

Series: DTRPC DTRPY

Sample (adjusted): 1989 2018

Included observations: 30 after adjustments

Mull hypothesis: Series are not cointegrated

Cointegrating equation deterministics: C

Additional regressor deterministics: @ TREMD

Automatic lags specification based on Schwarz criterion (maxlag=6)

Dependent tau-statistic Prob.* Z-statistic Prob.*
DTRPC -4 904325 0.0025 -27. 35616 0.0017
DTRPY -4 628855 0.0047 -25.58110 0.0035

*Mackinnon (1996) p-values.

Sabitli ve trendli 1. fark alma islemi uygulanmis serilere ait tau istatsitifine ait
MacKinon (1996) olasilik degerleri %5 anlam diizeyinden kii¢iik ¢ikmigtir. Olasilik
degerlerine gore H, Hipotezi reddedilir. Yani her iki degisken uzun donemli iligkili

olmadigini séyleyen hipotez reddedilmistir. Seriler uzun donemli iliskilidir.
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b) Johansen Es Tiimlesme Analiz Sonuglar:

Analizde kurulacak VAR modeli i¢in uygun gecikme uzunlugu belirlenir.

Tablo 17

TRPC ve TRPY Serileri Uygun Gecikme Uzunlugunu Veren Bilgi Kiterleri:

WAR Lag Order Selection Criteria
Endogenous variables: DTRPC DTRPY

Exogenaous variables: C

Date: 121219 Time: 15:24

Sample: 1983 2018

Included observations: 24

Lag LogL LR FPE AlC 3C HQ

0 -338.7132 MA* 7. 34e+09* 28309276 28.49094* 23.418871°
1 -336.9851  3.024139  B8.90e+08 2853209 2887661 28.66023
2 -3337766 5080148 9.60e+09 2864805 2913890 2877327
3 -332.4533 1874615 1.23e+10 2887111 2955831  29.05342
4 -331.4812  1.215140  1.65e+10 2812343 3000693 29.35784
5 -3281202 3641154 1.86e+10 2017668  30.25656 29.46317
] -327.2275 0818208 270e+10 2043562 3071185 2977420

*indicates lag order selected by the criterion

LR: sequential modified LR test statistic (each test at 5% level)

FPE: Final prediction errar

AlC: Akaike information criterion
SC: Schwarz infarmation criterian
HQ: Hannan-Cuinn infarmation criterion

Tabloda farkli bilgi kriterlerine ait istatistikler yer almaktadir. Buna gore en diisiik

istatistiki degeri veren gecikme uzunlugu paket program tarafindan 1 olarak

belirlenmistir. Eger bilgi kriterleri farkli gecikme uzunluklarinda kiimelenmis
olsalard1 bu durumda kii¢iik olan gecikme uzunlugu tercih edilecek ve es tiimlesme
testi uygulanacaktir. Eger es tiimlesik olmadigi yoniinde bir karar ¢ikmigsa bu

durumda diger bilgi kriterleri tarafindan belirlenen biiyiik olan gecikme uzunlugu ile

analize devam edilecektir.
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Tablo 18
TRCONS ve TRPGDP Serileri Johansen Es Tiimlesme Analizi Sonuglart:

Johansen Cointegration Test

Date: 1212189 Time: 15:26

Sample (adjusted): 1991 2018

Included observations: 28 after adjustments
Trend assumption: Linear deterministic trend
Series: DTRPC DTRPY

Lags interval (in first differences): 1 to 1

Inrestricted Cointegration Rank Test (Trace)

Hypothesized Trace 0.05
Mo, of CE(s) Eigenvalue Statistic Critical Value Prob.**
Mone * 0.565227 3094104 15.49471 0.0001
Atmost1*® 0.238226 7.618946 3.841466 0.0058

Trace test indicates 2 cointegrating egnis) at the 0.05 level
* denotes rejection of the hypothesis at the 0.05 level
*Mackinnon-Haug-Michelis (1999} p~values

LUnrestricted Cointegration Rank Test (Maximum Eigenvalue)

Hypothesized Max-Eigen 0.05
Ma. of CE(s) Eigenvalue Statistic Critical Value Prob.**
Mone * 0565227 23.32209 14 26460 0.0014
Atmost1® 0.238226 7.618946 3.841466 0.0058

Max-eigenvalue test indicates 2 cointegrating eqnis) atthe 0.05 level
* denotes rejection ofthe hypothesis at the 0.05 lavel
**Mackinnon-Haug-Michelis (1999} p-values

Johansen es tiimlesme analizi sonuglari incelendiginde birinci fark serilerin sabit
terimli ve trendli modelinde degiskenler arasinda es tiimlesme iligkisi goriilmiistiir.
Tabloda olasilik (Prob.) degerlerinin 0,05 anlam diizeyinden kiiciik oldugu
goriilmektedir. Bu ise %5 anlam diizeyinde sifir hipotezinin reddi anlamma gelir. Es

timlesmenin olmadigin1 savunan sifir hipotezi reddedilir.
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¢) Philips-Ouliaris Es Tiimlesme Analiz Sonuclari

Tablo 19:
TRPC ve TRPY Serileri Philips-Ouliaris Timlesme Analizi Sonuglari:

Phillips-Ouliaris Cointegration Test

Date: 121219 Time: 14:54

Series: DTRPC DTRPY

Sample (adjusted). 1988 2018

Included observations: 30 after adjustments

Mull hypothesis: Series are not cointegrated

Cointegrating eguation deterministics: C @TREMND

Additional regressor deterministics: @ TREMNDA2

Long-run variance estimate (Bartlett kernel, Newey-West fixed bandwidth)
Mo d.f adjustment for variances

Dependent tau-statistic Prob.* Z-statistic Prob.*
DTRPC -5.446828 0.0025 -25.95449 0.0143
DTRPY -5.459405 0.0024 -27.13906 0.0084

*MackKinnon (1996) p~values.

Modelin ¢iktilarina gore tau-statistic prob. degerlerinin 0,05 anlam diizeylerinden
kiictik olduklar1 goriilmektedir dolayis1 ile H, hipotezi reddedilir. Yani degiskenler
arasinda uzun donemli iligski vardir.

Her ii¢c yontemle de kisi bas1 hane halki 6zel tiiketim harcamalar: serisi ve kisi bast
gayri safi yurt i¢i hasila serisi arasinda uzun donemli iliski oldugu sonucuna
ulasilmigtir. Seriler arasinda es tiimlesme iligkisi olduguna gore hata diizeltme modeli
Kurulur. Serilere ait es tiimlesikligi ortaya koyduktan sonra uzun donemli iliskiden
yani dengeden ne kadar uzaklastiklarin1 ortaya koymamiza yarayan modeller hata
diizeltme modelleri olarak bilinir (Akgiil, 2000, s. 43). Duraganligin saglanmasi yani
birim kokten arindirma amaci ile serilere fark alma islemleri uygulanir. Bu durumda
ilgili seriye ait bilgi kayiplar1 ortaya ¢ikar. Iste hata diizeltme modelleri ile serilerden
cikardigimizda ortaya ¢ikan bilgi kaybini ortadan kaldirmaya yonelik bu modeller
kullanilir.

Ancak hata diizeltme modeline dahil edilecek artiklara ulagsmak amaci ile es
timlesmeyi saglayan serilere ait regresyon modelinin bu asamada kurulmasi
gerekmektedir. Daha sonra modelin ¢iktilart incelenecektir. Ve modelin artiklarina

ait seri elde edilecektir.
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d) Es Tiimlesen Serilere Ait Regresyon Modeli

Tablo 20
TRPY ve TRPC Serileri EKK Yontemi ile Tahmin Edilmis Denkleme Ait Analiz Sonuglart:

Dependent Variable: TRPY
Method: Least Squares
Date: 121219 Time: 15:47
Sample: 1988 2018
Included observations: 31

Variable Coefficient Std. Errar t-Statistic Prob.
TRPC 1774591 0.022800 77.83228 0.0000
C -1685.568 2004587  -8.408554 0.0000
R-squared 0.995236 Mean dependentvar 13471.65
Adjusted R-sgquared 0.995071 35.0D. dependentvar 3TE9. 624
S.E. of regression 264 6439 Akaike info criterion 14.05699
Sum squared resid 2031055, Schwarz criterion 14.14950
Log likelihood -215.8833 Hannan-Qwuinn criter. 14.08715
F-statistic 6057.864 Durbin-Watson stat 0877608
Prob(F-statistic) 0.000000

Model incelendiginde bagimsiz degiskenin katsayisina ve sabit katsayiya ait t olasilik
degerinin 0,05 anlam diizeyinden kiigiik oldugu (Prob:0,000) goriilmektedir. Dolayis1
ile katsaymin anlamsizligin1 ifade eden H, hipotezinin reddedilir. Modelde sabit
katsayis1 ve bagimsiz degiskene ait katsayi istatistiksel olarak anlamlidir. En Kiiciik
Kareler Yontemi ile kurulan es timlesme modelinin artiklar elde edilecektir ve ADF

test istatistigine gore diizey seviyede duraganligi arastirilacaktir.

Tablo 21
TRPC ve TRPY Serileri EKK Yontemi ile Tahmin Edilmis Denkleme Ait Artiklarin Birim Kok

Analizi Sonuglar1:

Augmented Dickey-Fuller Unit Root Test on RESID0A

Mull Hypothesis: RESIDOT has a unit root
Exogenous: Constant
Lag Length: 1 (Automatic - based on SI1C, maxlag=7)

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic -3.7 74086 0.0080
Test critical values: 1% level -3.679322

5% level -2 867767

10% level -2 622889

*MacKinnon (1996) one-sided p-values.

Tablo degerlerine gore artiklarin diizeyde duragan oldugu sonucuna ulasilir.
Hesaplanan test istatistigi %1,%5,%10 anlam diizeylerinde kritik degerlerden daha
kiiciiktiir (Prob.: 0,008) .Dolayisiyla H, hipotezi reddedilir. Artiklara ait birim kok

olmadigini tespit ettigimize gore hata diizeltme modelini kurabiliriz.
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Tablo 22
DTRPC, DTRPY ve Artiklarm Birinci Fark Almmus Serilerine Ait EKK Yontemi ile Tahmin Edilmis

Hata Diizeltme Modeline Ait Analiz Sonuglar1:

Dependent Variable: DTRPC

Method: Least Squares

Date: 121219 Time: 16:03

Sample (adjusted): 1989 2018

Included observations: 30 after adjustments

Wariable Coefficient Std. Error t-Statistic Frob.
CTRFPY 0.563510 1.86E-16 3.03E+15 0.0000
RESIDX -0.563510 4 36E-16  -1.29E+15 0.0000
C 4 59E-14 1.29E-13 0.355161 0.7252
R-squared 1.000000 Mean dependentwvar 224 5560
Adjusted R-squared 1.000000 5.0D. dependentvar 3747578
S.E. of regression 5.75E-13 3um squared resid 3.94E-24
F-statistic G.15E+30 Dwrbin-Watson stat 2504806
Prob(F-statistic) 0.000000

Tablo degerleri incelendiginde hata teriminin 1 gecikmeli degerlerine ait RESIDX
degiskeninin 0.05 anlam diizeyinde anlamli oldugunu gériiyoruz. Yine ayni sekilde
Hata diizeltme modeline dahil edilen artiklarin 1 gecikmeli degerlerinin katsayisinin
0 ile -1 arasinda oldugunu goriiyoruz (-0,563510). Bu ise fark alma islemine
gidilerek birim kokten kurtulmasini sagladigimiz serilerin bilgi kayiplarii orten bir
model olarak kullanilabilecegi anlamini tasiyor. (Saygili, Cengiz & Yurtoglu, 2005,
s. 25)

Regresyon modellerinde Kkatsayilarin anlamliligit Wald Testi ile incelenir. Belirlilik
katsayis1 (R?), bilindigi gibi dogrusal regresyonda bagimli degiskenin bagimsiz
degiskenler tarafindan agiklanma oranini verir. (Altas & Giray, 2005, s. 19)
Artiklarin bir gecikmeli degeri ile elde ettigimiz hata diizeltme modelinin belirlilk
katsayisi 1 olarak bulunmustur. Bu ise kisi bas1 reel gelir bagimsiz degiskeninin kisi
bast Ozel tiketim bagimli degiskenini %100 oraninda agiklandigini ifade eder.

Modele ait Wald testi istatsitikleri ise tablo 25 ile verilmistir.
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Tablo 23
TRPC ve TRPY ve Artiklarin Birinci Fark Alinmis Serilerine Ait Wald Testi Istatistiki Degerleri:

Wald Test:

Equation: Untitled

Test Statistic Value df Probability
F-statistic 3.23E+30 (2, 27) 0.0000
Chi-square G.46E+30 2 0.0000

Mull Hypothesis: C(1=C(2)=C(3)
Mull Hypothesis Summary:

Marmalized Restriction (=0) Value Std. Err.
C{1)-C(32) 0.563510 1.29E-13
C({2)- C(3) -0.563510 1.29E-13

Restrictions are linearin coefficients.

Wald testi sonuglart incelendiginde F- istatistik olasilik degerinin 0,05 anlam
diizeyinden kii¢lik oldugu yani H, hipotezinin red bolgesinde kaldig1 anlasilmaktadir.
Yani katsayilarin sifira esit oldugunu ifade eden hipotez reddedilmistir. Tiiketimin
fark serisi ve hata terimlerinin bir gecikmeli degerine ait fark serisinin katsayisinin
stfirdan farkli oldugunu anliyoruz.

[k yéntemin uygulanigmin ardindan Diinya ve Ulkelere gore Tiirkiye’nin
standart sapmasini yorumlayacagimiz ikinci yontemi uygulamaya baglamadan

tilketim ve gelir degiskenlerine ait yillik biiylime oranlar serileri incelenecektir.
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Tablo 24

Ulkelerin ve Diinya’nin Yerlesik Hane Halki Ozel Tiiketim Harcamalar1 Degiskeni Yillik Biiyiime

Oram Serisi

JILLAR! | T(RKIYE 1NG%TER KANADA |PORTEKIZ| MALEZYA | DUNYA

1988

1989 -1,031 3,493 3,418 2,943 13,322 3,676
1990 13,106 0,975 1,379 6,439 11,887 2,912
1991 1,920 -2,063 -1,106 4,229 9,045 1,419
1992 3,309 1,576 1,549 4,737 4,654 1,767
1993 8,439 4,336 1,851 1,102 6,253 1,534
1994 5,311 3,519 2,887 1,025 9,389 3,012
1995 5,628 2,164 2,236 0,596 11,657 3,029
1996 8,483 3,754 2,967 3,516 6,865 3,382
1997 8,387 4,763 4,894 3,340 4,310 3,704
1998 1,105 3,882 2,747 4,793 -10,236 2,556
1999 -0,381 4,737 3,946 5,255 2,860 3,272
2000 4,536 4,581 4,060 3,690 13,028 4,395
2001 -6,702 3,655 2,437 0,949 3,027 1,945
2002 3,967 3,844 3,996 1,313 3,872 2,192
2003 8,128 3,503 2,745 -0,274 8,113 2,909
2004 9,559 3,215 3,041 2,559 9,849 4,383
2005 6,314 3,075 3,929 1,586 9,109 3,869
2006 3,66 1,614 4,186 1,506 6,610 4,333
2007 5,274 2,517 4,394 2,524 10,444 4,218
2008 0,281 -0,575 2,962 1,375 8,719 1,854
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Tablo 24

Ulkelerin ve Diinya’nin Yerlesik Hane Halki Ozel Tiiketim Harcamalar1 Degiskeni Yillik Biiyiime

Orani Serisi (devami)

ELIEl(:I:iALF:E/ TURKIYE | INGILTERE KANADA PORTEKiZ | MALEZYA DUNYA
2009 -3,723 -2,946 0,053 -2,337 0,554 -1,686
2010 10,779 0,719 3,581 2,398 6,862 4,280
2011 12,250 -0,650 2,299 -3,604 6,864 3,114
2012 3,158 1,535 1,917 -5,494 8,345 2,513
2013 7,879 1,847 2,619 -1,198 7,249 2,652
2014 2,977 2,032 2,594 2,299 6,976 2,840
2015 5,428 2,561 2,295 2,290 6,017 2,853
2016 3,664 3,126 2,243 2,410 5,954 2,565
2017 6,103 2,077 3,500 2,323 6,988 3,165
2018 1,149 1,652 2,055 2,588 8,124 3,039
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Grafik 3:
Ulkelerin ve Diinya’nin Yerlesik Hane Halki Ozel Tiiketim Harcamalar1 Degiskeni Yillik Biiyiime
Orani Serilerine ait Grafikler:
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Tablo 25:

Ulkelerin ve Diinya’nin Kisi Bas1 Gayri Safi Yurt I¢i Hasila Degiskeni Yillik Biiyiime Orani Serisi

JL'I';'EﬁEI/{ TURKIYE |INGILTERE| KANADA |PORTEKIZ | MALEZYA | DUNYA

1988

1989 -1,486 2,302 0,498 6,596 5,908 4,082
1990 7,383 0,439 -1,335 4,177 5,980 3,255
1991 -0,967 -1,393 -3,295 4,609 6,646 3,244
1992 3,324 0,100 -0,287 1,168 6,119 1,610
1993 5,932 2,281 1,539 2,163 7,175 2,686
1994 -6,176 3,631 3,356 0,694 6,519 1,938
1995 6,177 2,185 1,635 3,922 7,095 3,069
1996 5,687 2,274 0,562 3,108 7,229 2,742
1997 5,886 4,025 3,248 3,961 4,609 3,316
1998 0,712 3,041 3,040 4,264 9,671 3,216
1999 -4,875 2,870 4,310 3,302 3,577 2,907
2000 5,033 3,084 4,204 3,061 6,358 3,696
2001 -7,357 2,446 0,689 1,227 -1,665 4,127
2002 4,873 2,067 1,903 0,218 3,217 2,775
2003 4,100 2,859 0,887 -1,305 3,688 2,532
2004 8,137 1,767 2,130 1,568 4,699 2,692
2005 7,577 2,443 2,233 0,580 3,282 3,780
2006 5,780 1,797 1,603 1,370 3,524 3,906
2007 3,785 1,750 1,086 2,291 4,236 3,517
2008 -0,353 -1,127 -0,080 0,055 2,847 4,070
2009 -5,911 -4,968 -4,030 -3,071 -3,286 1,634
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Tablo 25:

Ulkelerin ve Diinya’nin Kisi Bast Gayri Safi Yurt i¢i Hasila Degiskeni Yillik Biiyiime Orani Serisi

(devami)
2010 6,979 0,917 1,950 1,852 5,624 -0,216
2011 9,424 0,853 2,142 -1,682 3,666 3,046
2012 3,093 0,744 0,663 -3,638 3,960 2,936
2013 6,669 1,365 1,255 -0,586 3,270 2,364
2014 3,392 2,175 1,839 1,439 4,595 2,576
2015 4,333 1,539 -0,059 2,245 3,688 2,583
2016 1,513 1,065 -0,031 2,248 2,818 2,639
2017 5,745 1,109 1,765 3,046 4,466 2,740
2018 1,049 0,742 0,453 2,329 3,317 3,063
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Grafik 4:
Ulkelerin ve Diinya’nin Yerlesik Hane Halki Ozel Tiiketim Harcamalar1 Degiskeni Yillik Biiyiime

Oran Serilerine ait Grafikler:
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4.3.1.3 Standart Sapma Degerlerinin Hesaplanmasi1 ve Karsilastirilmasi

Yontemi

Tablo 26 da goriildiigii tizere Tirkiye serisine ait Standart Sapma (Std. Dev.)
degeri (4.82) olarak hesaplanmis ve diger {ilkelerin standart sapmasi ile
kiyaslandiginda en yiiksek deger olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu ise Tiirkiye’nin
Ozel tiketim harcamalarinin zaman igerisinde diger {ilkelere gore daha fazla
degiskenlik gosterdigi anlamina gelir.

Tablo 26:
Ulkelerin ve Diinya’nin Yerlesik Hane Halk1 Ozel Tiiketim Harcamalar1 Degiskeni
Yillik Biiyiime Orani Serisine ait Standart Sapma ve Diger Istatistiki Degerleri:

KANADACONSBO | MALEYCONSBO | PORTUGALCONSBO | TRCONSBO | UKCONSBO | WORLDCONSBO

Mean 2722484 £.800492 1829283 4278427 | 2283860 2913327
Wedian 2746377 £.982247 2311024 4252256 | 2539004 3011930
Maximum 4804479 1332203 5438833 1310852 | 4762553 4617041
Minimum -1408579 -10.23582 5493732 £702632 | -2.946261 -1.686309
Std. Dev. 1257307 4204645 2533899 4826781 | 1.019895 1226426
Skewness -0.942978 -1.904138 -.955209 0361185 | 1038594 -1.587513
Kurtosis 4539708 2.894282 4253336 2816180 | 3.687850 7466144
Jarque-Bera 7409417 §1.40967 6527256 0694510 | 5084820 1878518
Prababily 0024607 0.000000 0038249 0708625 | 0.050166 0.000000
Sum 81.67451 206.7148 5487848 1203528 | B8.51579 90.31315
Sum Sq. Dev. 45 34382 560.0741 186.9342 §75.6386 | 106.8939 4512364
Obsenvations a0 a0 30 30 a0 k)

Ornegin Standart Sapma degeri (1.91) olarak hesaplanan yiiksek gelir grubunda ve
Diinya Standart Sapma degerine (1.22) en yakin 6zellik gdsteren Ingiltere’ye gore
Tiirkiye nin 6zel tiiketim harcamalarinin degiskenligi ortalama 2,5 kat daha fazladir.
Bununla beraber ayn1 gelir grubunda bulunan Malezya’nin Standart Sapma degerinin
(4.39) Tiirkiye degerine yakin ¢ikmasi dikkat cekicidir. Peki tiiketim serisine ait
standart sapma degerleri ile kisi bagsina gelir serisi arasinda bir paralellik
gozlemlenecek midir? Ve en 6nemlisi Tiirkiye kisi bas1 gelir serisinin degiskenligi ile
yiiksek gelir grubunda bulunan Portekiz ,Kanada, ingiltere ve Diinya’nin serilerinin
degiskenligi arasinda ne kadar fark vardir? Simdi bu sorulara yanit bulmak amaci ile

elde edilen tablo incelenecektir.
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Tablo 27:
Ulkelerin ve Diinya’nim Kisi Basma Gayri Safi Yurt i¢i Hasila Degiskeni Yillik Biiyiime Orani
Serisine ait Standart Sapma ve Diger Istatistiki Degerleri:

KANADAPGDPBO MALEYPGDPBO PORTUGALPGDPBO  TRPGDPBO | UKPGDPBO | WORLDPGDPBO

Mean 1.129055 3.783031 1.562794 2981938 1.479365 2884138
Median 1.396730 4098045 1710167 4 216404 1782104 2921698
Maximum 4309614 7228737 6.596071 9423771 4024891 4 126667
Minimum -4.030420 -9.671218 -3.638377 -7.357004 -4.968143 -0.215503
Std. Dew. 1.846731 3.431080 2377735 4 508037 1732831 0.879045
Skewness -0.855261 -2.373839 -0.338646 -0.920840 -1.823229 -1.384697
Kurtosis 4 275006 9470697 2804548 2892044 7 655703 6 400676
Jarque-Bera 5.689400 80.51297 0.621157 4254302 4371528 2404268
Probability 0.058151 0.000000 0733023 0119176 0.000000 0.000006
Sum 33.87164 113.4909 4688382 89.45813 4438096 86.52415
Sum Sq. Dev. 95.90204 341.3969 163.9551 580.3494 87.07844 2240888
Observations 30 30 30 30 30 30

Tablo 27 de ilkelerin Standart Sapma degerleri goriilmektedir. Buna gore bu
degerler kiyaslanacaktir. TRPGDPBO serisine ait standart sapma degeri, (4.50) iken
duragan dengeye yaklagmis Ingiltere’nin UKPGDPBO degiskenine ait standart hata
degeri (1.73)’diir. Yine Tiirkiye gibi iist orta gelir grubundan olan Malezya’nin
MALEYPGDPBO degiskenine ait standart sapmanin Ol¢iisii (3.43) ve yiiksek gelir
grubundan sectigimiz iilkelerden Kanada ve Portekiz’in standart sapmasi sirasi
ile(1,84) ve (2,37) olarak hesaplanmistir. Ulkelerin standart sapmalarini kiyaslarsak
en biiylik standart sapma Tiirkiye nindir. Yani Tiirkiye’nin Kisi Bagina Gayri Safi
Yurt I¢i Hasila Biiyiime Orani serisinin diger iilkelere gére homojenligi az ve tutarsiz
oldugunu dolayzst ile seriye ait degiskenligin Ingiltere’ye gére ortalama ii¢ buguk kat
Diinya’ya gore ortalama 5 kat daha fazla oldugunu soylenebilir. Ozel Tiiketim
Harcamalar1 Biiyiime Orani serisinin standart sapma degerleri ile Kisi Bas1 Gayri
Safi Yurt I¢i Hasila Biiyiime Orani Serisinin standart sapmalarinin kiyaslanmas: da
iilkeler bazinda paralellik gostermektedir. Ozetle ¢ burada standart sapmayi
gostermek tlizere kullanilirsa asagidaki siralamay1 yapmak miimkiindiir:

TRCONSBO, > MALEYCONSBO,; > PORTUGALCONSBO, > UKCONSBO,

> KANADACONSBO,, > WORLDCONSBO,,

TRPGDPBO,; > MALEYPGDPSBO,; > PORTUGALPGDPBO, > KANADAPGDPBO,
> UKPGDPBO, > WORLDPGDPBO,
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4.4 Ekonometrik Sonug¢

Es tiimlesme analizi neticesinde Tirkiye Ekonomisi’nde kisi basi tiiketim ve
kisi bas1 reel gelir uzun donemli iliskili bulunmustur. Yani Ramsey Biiyiime Modeli
Tiirkiye ekonomisinde etkin biiyiimenin agiklanmasi igin kullanilabilir bir modeldir.
Ciinkii Ramsey’in Biiylime Modeli de uzun donemli iliskiyi temel almaktadir. Ayrica
her iki degiskenin diizey degerlerinde birim kdk tasidiklari ve birinci dereceden
duragan olduklar tespit edilmistir. Bu ise serilere ait modellemeler yapilirken hata
diizeltme modeli ile ¢alisilmasi gerekliligini ortaya koymaktadir. Serilere ait hata
diizeltme modeli sonuglarina gore de hata diizeltme katsayis1 -0,5635 olarak tahmin
edilmistir. Yani hata diizeltme modelinin anlamsizligini savunan H, hipotezi
reddedilmektedir. Serilere ait birim kokii ortadan kaldirmak amaci ile fark alma
islemine gidilmesinden kaynaklanan gézlem degerinde ki azalma nedeni ile eksik
bilgi durumu ortadan kaldirilmistir. Hata diizeltme modelinin belirlilik katsayisi 1
olarak tahmin edilmistir. Modelin bagimsiz degisken tarafindan agiklanma orani,
yani kisi bagst reel gelirin kisi basi tiikketim degiskeni tarafindan agiklanma orani1 %
100°diir.

Yine yapilan standart sapma kiyaslamasina gore Tirkiye kisi basi 6zel
tilketim harcamalar1 degiskeninin degiskenligi diger {ilkelere gore ortalama dort kat
daha fazla bir degerde elde edildi. Ayni sekilde kisi basi gelir yillik biliyiime
oranlarinda da diger iilkelere gore ortalama ii¢ kat daha fazla degiskenlik
saptanmistir. Bu ise Tirkiye’nin zamanlar aras1 optimizasyonda geligmis iilkelere

gore tiiketimde dort kat reel gelirde ise ii¢ kat daha geride olduguna isaret etmektedir.
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5.SONUC

Optimizasyon en basit sekilde ifade edilirse olmasi gerekeni mevcut kisitlar
altinda gergeklestirmedir. Bir 6grencinin hem eglenmeye vakit ayirip hem de basarili
olabilmesi i¢in derslerine ayirmasi gereken siireyi en iyi sekilde planlamasi bir
optimizasyon problemidir. Yine 6rnegi iiretim yapan bir firma i¢in genisletmek
miimkiindiir. Belirli bir siire zarfinda belirli bir miktarda iiretilmesi gereken iiriin igin
firmanin en diisik maliyetle iiretim yapabilmesi firmanin optimizasyonunu
saglamasindan  ge¢mektedir. Burada mikro diizeyde orneklendirdigimiz
optimizasyonu makro diizeye tasimak icin caligmada iilke ekonomileri mercege
alimmustir.

Bilindigi iizere iilkelerin refah seviyesini 6l¢gmede kullanilan kriterlerden biri
de kisi basina reel gelirdir. Tiiketim degiskeni iizerinden bir tilkenin kisi basi reel
gelirini optimum yapabilmesi i¢in gelirinin ne kadarini tasarrufa dolayisi ile ne
kadarimi da tiiketime ayirmasi gerekir sorusu ortaya koyulabilir. Bu problemi
¢ozebilmek miimkiin midiir? Bundan yillar 6ncesinde bu soruyu ele aldigi bir
calisma ile optimizasyon kavramini makro iktisada tasiyan Ramsey, ¢alismasinda
optimum tasarruf oranini ortaya koymustur. Hane halkinin tiiketim kararlarindan
yola ¢ikan Ramsey, biiyiime modelini ortaya koyarken dinamik optimizasyon
metotlarindan faydalanmistir. Ramsey’in biliylime modelini anlamak i¢in onun
modelini ortaya koyarken Diinya Ekonomisi’nin iginde bulundugu durumu,
Diinya’nin teknik ilerlemede bulundugu konumu ve bunun gibi bir¢ok etmeni goz
ontinde bulundurmak gerekmektedir. 1928’li yillar itibari ile ilk Diinya Savasi’nin
tizerinden heniiz 10 yil ge¢mistir ve iilkeler i¢in iktisadi biiylime her zaman
oldugundan daha da kritik bir 6neme sahiptir. Kaynaklarin etkin bir sekilde dagitimi
sarttir. Yine elde edilen gelirin etkin bir sekilde tiiketim ve tasarruf arasinda
paylasilmasi1 gerekmektedir. Biitiin bu problemlere matematigi iktisat ile birlestiren
Ramsey belirli varsayimlar altinda varyasyon hesabi ile optimum tasarruf kuralimi
ortaya koyarak ¢oziim bulmustur. Dinamik optimizasyon metotlarindan varyasyon
hesabim1 kullanan Ramsey, biliylime modeli i¢in niifus artis hizinin sifir kabul
edildigi, ekonominin disa kapali oldugu, teknolojinin olmadig1 gibi gercek hayatla
bagdagmayan varsayimlari modeline dahil etmistir. Bu varsayimlarin genisletilmesi
ile yine dinamik optimizasyon metotlarindan optimal kontrol teorisini kullanarak
tilkelerin optimum biiylime i¢in optimum tiiketim formiiliinii ortaya koyan Cass ve

Koopmans (1965) bir anlamda modeli giincellemistir.
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Iste bu ¢alisma ile gelistirilen biiyiime modelinin Tiirkiye Ekonomisi’nde
kullanilabilirligini ve Tirkiye Ekonomisi’nin etkin biiylimesinin  gidisati
arastirtlmistir. Ancak bu arastirmaya baslamadan 6nce modeli daha da iyi kavramak
matematik teknigini ve modelin nasil ortaya konuldugunu anlamak i¢in model teorik
zeminde incelenmistir. Bu inceleme 6ncesinde matematik teknigi anlamay1 gerekli
kilmigtir. Literatlir taramasinda dinamik optimizasyon tekniklerinden varyasyon
hesab1 ve optimal kontrol teorisini iktisadi uygulamalar yolu ile anlatan ¢alismanin
yabanci literatiirde bulunmasina ragmen yerli literatiirde olmamasi dikkat ¢ekicidir.
Bu bakimdan ¢alisma yerli literatiirde ilk olabilecek niteliktedir. Dolayis1 ile
varyasyon hesabi, optimal kontrol teorisi ve iktisadi uygulamalarin
orneklendirilmesinin ve bu konuda yapilacak calismalarin sayisinin arttirilmasinin
onemli oldugu kanaati hasil olmustur. Bu calisma ile Ramsey Modeli’nin teorik
gelisimi varyasyon hesabi ve optimal kontrol teorisi ile elde edilisi anlatilmistir.
Optimizasyonu iktisada kazandiran ilk model olmasi bakimindan bu kadar 6nemli bir
biiylime modeli ile ilgili ¢alismanin yine yerli literatiirde yok denecek kadar az
olmasi da ¢alismanin 6nemini bir kez daha agiga ¢ikarmistir.

Ampirik diizeyde modelin Tiirkiye Ekonomisi i¢in gegerliligini sinamak
amaci ile teoriden yola ¢ikilarak kisi basi hane halki 6zel tiiketim harcamalar1 ve kisi
basi reel gelir son otuz y1l i¢in incelemeye alinmustir.

Ulkeler ekonomilerinin mevcut durumunu ve gegmisteki durumunu ortaya
koyan modeller gelistirerek gelecegi ongormek isterler. Bu sayede planlama yaparak
en dogru adimlari atmaya c¢alisirlar. Bu planlama calismalarindan biri de
ekonomideki makro degiskenlerle kurulacak modellerdir. Ancak bu modeller
kurulurken bir ¢ok degisken sabit varsayilir. Bu ise modellerin tam manasi ile
gercegi yansitmasina engel olur. Gergek hayati tasvir edebilmeye en yakin modeller
ortaya koymak amaci ile o modele dahil edilecek degiskenin tesadiifi degisimleri
barindirmamas1 yani stokastik siirecinin miimkiin oldugunca az olmas1 gerekli
denilebilir. Incelenen bir iktisadi degiskenin zaman serilerine bakilarak o degiskenin
stokastik ve deterministik o&zellikleri hakkinda istatistiki bilgi elde edilmesi
miimkiindiir. Ampirik calismada kullanilan degiskenlerin zaman serileri birim kok
analizine tabi tutuldu ve serilere ait birim kok varli§i ve kacinci mertebeden
duraganlastiklar1 hakkinda bilgi elde edilmistir. Ve birim kok analizlerinde serilerin
diizey seviyede birim kok tasidiklari birinci farklarina ait degerlerin birim kok

tagimadiklari tespit edilmistir.
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Ayni dereceden birim kok igeren seriler arasinda uzun donemli iligkinin
varligini aragtiran es tiimlesme analizleri ile kisi bas1 hane halki 6zel tiiketim nihai
harcamalar1 ve kisi basi reel gelir degiskenleri arasindaki uzun doénemli iliski ti¢
farkli es timlesme analiz testi ile arastinlmistir. Engle-Grenger , Johansen, Philips
Ouliaris es tiimlesme testleri sonrasinda birinci mertebeden duragan serilerin uzun
donemli iliskili oldugu sonucuna varilmistir. Es tlimlesme modeli EKK yontemi ile
tahmin edilmistir ve modelin bagimsiz degiskeninin bagimli degiskeni agiklama
orani, belirlilik katsayisi, % 100 oldugu goriilmiistiir. Belirlilik katsayisinin 1°¢ esit
olmasi bagimli degiskenin bagimsiz degisken tarafindan acgiklanma oraninin % 100
oldugunu ortaya koymaktadir. Yani kisi bast reel gelir degiskeninin kisi bas1 6zel
tilketim harcamalar1 degiskeni tarafindan aciklanmaktadir. Ayrica modelin bagimsiz
degiskeninin katsayisinin anlamliligin1 ve genel anlamligini ortaya koyan Wald Testi
ile katsayilarin istatistiksel olarak anlamsiz oldugunu savunan H, hipotezi
reddedilmistir. Dolayisi ile es tiimlesme modelinin artiklarinin bir gecikmeli degeri
ile degiskenlerin bir gecikmeli degerlerini dahil ederek ECM (Hata Diizeltme
Modeli) kurulmustur. ECM modelinin bagimsiz degiskenleri &zel tiiketim
harcamalari ve artiklarin bir gecikmeli degerine ait RESIDX degiskenlerinin
katsayilari istatistiksel olarak anlamli bulunmusgtur. Ayrica ECM modelinin ¢alistig1
hakkinda bilgi veren RESIDX degiskeninin katsayisi -1 ile 0 arasindadir. Bu ECM
modelinin ¢alisti§i yani modelin degiskenlerine ait uzun donemli bilgileri icerdigi
hakkinda bize kesin bir bilgi niteligindedir.

Standart sapma degerine bakilarak serilerin ilgili siire¢ igerisinde ortalamadan
ne kadar wuzaklastiklar1 yani degiskenlikleri hakkinda bilgi edinilebiliyordu.
Calismada tiiketim ve gelir degiskenlerinin son otuz yila ait degerlerinin standart
sapma degerleri hesaplandi. Etkinlik hakkinda bir bilgi kriteri olarak kullanilabilecek
standart sapma degeri Ozel tiikketim nihai harcamalar1 ve kisi basi reel gelir
degiskenleri icin yiiksek gelir gurubunda bulunan iilkelerden Ingiltere, Kanada,
Portekiz ve ayrica Diinya i¢in; Tiirkiye ve Tiirkiye ile ayni gelir grubunda bulunan
Malezya icin tahmin edildi. Hesaplama neticesinde beklenildigi gibi orta istii gelir
grubunda bulunan Tiirkiye ve Malezya’ya ait degiskenlerin standart sapma
degerlerinin Diinya ve yiiksek gelir grubunda bulunan ingiltere, Kanada ve
Portekiz’e gore Ozel tiikketim harcamalar1 degiskeni i¢in dort kat, kisi basi reel gelir
degiskeni icin ii¢ kat fazla oldugu goriilmiistiir. Yani Tiirkiye’nin etkin tiiketimi

dolayisiyla etkin biiylimeyi gerceklestirip gerceklestirmedigi hakkinda bir 6n gori
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sunan bu iglem neticesinde yiiksek gelir grubunda bulunan iilkelere gére Tiirkiye’nin
tiiketimde etkinligi saglamadigi bilgisi elde edilmistir.

Bu sonuglara gore Tiirkiye Ekonomisi’nde etkin biiyiimenin saglanmasi
amaci ile etkin tasarruf oraninin belirlenmesinde iktisadi bireylerin tam bilgiye
ulagabilmesi amaci ile teknik ilerlemelerden yararlanilabilirligin arttirilmasinin, hane
halklarinin tiiketim aligkanliklarinin gézden gegirilmesi ve tiiketim aligkanliklarina
yonelik uygulanacak politikalarin politika yapicilar tarafindan belirlenmesi ve
iktisadi karar birimleri ile paylasilmas: tiiketimde etkinligin saglanmasi i¢in

atilabilecek adimlar olarak Onerilmektedir.
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