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1. GIRIS

Yillardir yapilan arastirmalar, evrenin rastgele bir diizenle yaratilmadigini ortaya
koymustur. Bu sistemin, elde edilen bulgular sonucu sayilar lizerine oturtuldugu
goriilmiistiir. Buna gosterilecek en onemli 0rnek ise Altin orandir. Altin oran bilim
insanlari, miizisyenler, mimarlar gibi bir¢ok kisinin estetik algilarinda en giizeli
yakalamak adima kullandiklar1 yegane 06l¢ii olmustur. Buna, Mimar Sinan’i ve onun
Selimiye Camii’sini, Leanardo da Vinci’nin Mona Lisa tablosunu ve daha birgok 6rnegi
verebiliriz. Altin oranin tarihine bakacak olursak da karsimiza Italyan matematikgi
Leanardo ¢ikar. Kendisinin 1170 yilinda Italya’nin Pisa sehrinde dogdugu tahmin
edilmektedir. Italyan Filius Bonacci yani babasinin adi ile anilan Leanardo Bonacci’nin
oglu olarak amilmaktadir. Insanlar bu ismi kisaltarak ona Fibonacci demislerdir.
Leanardo iilkeler arasi posta isleriyle ugrasan babasina yardim etmek amaciyla onunla
birlikte sikca Cezayir Italya arasi seyahat etmektedir. Bu seyahatleri sirasinda Hint-
Arap say1 sistemini 6grenir ve bunun Romen rakamlariyla islem yapmaktan daha kolay
oldugunu gézlemlemektedir. Buradan yola ¢ikarak Liber Abaci adli eseri yazar ve Hint-
Arap say1 sistemini Avrupa’ya duyurur. Fibonacci bu kitabinda bir tavsan ailesinin
tiremesinin sayilara dokiilmiis halini gostererek Fibonacci sayilarima 1202 yilinda

ulagsmistir. Bu 6rnek soyledir:

Erkek ve disi bir ¢ift tavsanin kapali bir ortamda iiremesi izlenmistir. Bir aylikken ¢ok
geng olduklarindan iireyememislerdir ama ikinci ayda lireme baslamistir. Bu sekilde her
ay ergin bir ¢iftin biri erkek biri disi bir ¢ift iirettikleri varsayilmistir. Tavsanlar bu
sekilde iirerlerse bir yilin sonunda ka¢ cift tavsanimiz olur problemi {iizerinden
Fibonacci sayilarina ulagsmistir. Birinci ay bir ¢ift, ikinci ay iireyemediklerinden yine bir
cift, G¢lincti ay iki ¢ift seklinde devam ederek hesaplama yapilarak asagidaki sayi

dizisine ulasilmistir.
1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 233,377,610,987,1597, ...

Ucgiincii terimden itibaren her say1 kendinden onceki iki terimin toplami seklinde
bulunmustur. Bu sekilde Fibonacci sayilarinin genel denklemine ulagilmigtir. Ayni

zamanda bu say1 dizisinin ilerleyen terimleri arasinda Altin oran goriilmuistiir.



fo =0, f; = 1 baslangic degerleri olmak iizere

fo=fo-1t a2 n=2

rekiirans bagintisi ile tanimlanan diziye Fibonacci say1 dizisi, bu dizinin terimlerine de

Fibonacci sayilar1 denir (Vajda, 1989; Vorobyov 1976).

Fibonacci dizilerinin cebir, fizik, biyoloji, bilgisayar bilimi gibi bircok farkli alanda
uygulamalari vardir. Fibonacci sayilart modern bilimde teorik ve uygulamali olarak ¢ok

genis alana sahiptir (Wyler, 1965; Hoggatt, 1969; Horadam, 1965a, 1965b).

Bir dizi tanimlamak i¢in en etkili yollardan biri, rekiirans bagintilar yardimiyla ile diziyi
tanimlamaktir. Rekiirans bagintilar, dizinin her bir teriminin kendisinden Onceki
terimlere bagl olarak olarak ifade edilmesiyle olusan bagintilardir. Bundan dolay1 say1
dizilerinin en 6nemli 6zelligi dizinin herhangi bir teriminin kendinden 6nceki iki ardisik

sayinin toplaminin esit olmasidir.

Bilim diinyasinin ilgisini ¢eken, sanat ve mimari gibi bir¢ok alanda karsimiza c¢ikan
Fibonacci say1 dizilerinin rekiirans bagintisina benzer bagintilarla tanimlanan Lucas,
Pell, Jacobsthal gibi say1 dizileri ile ilgili de bir¢ok ¢alisma vardir. Bu galigsmalarin bir
cogu Pell say1 dizileri ile ilgilidir (Horadam 1967, 1994; Melham 1999; Bicknell, 1975;
Tasyurdu vd., 2016). k-Pell, k-Pell Lucas ve Modifiye k-Pell dizileri calismistir ve bu
dizilerin Urete¢ fonksiyonlari, Binet formiilleri, iirete¢ matrisleri ve birgok 6zelligi elde

edilmistir (Catarino 2013; Catarino, ve Vasco 2013a, 2013b)

Son yillarda bilinen say1 dizileri matrisler kullanilarak ¢alisilmaktadir. Bu ¢aligmalarda
say1 dizilerin terimlerinin yardimiyla matris dizileri tanimlanmis, 6zellikleri incelenmis
ve bu say1 dizileri ile matris dizileri arsindaki iliskiler elde edilmistir (Ercolano, 1979;
Silvester, 1979; Kalman 1982; Karaduman, 2004; Kili¢ ve Tasc1, 2005; Yazlik vd.,
2014).



Pell, Pell-Lucas ve Modifiye Pell sayilart matrisler ile incelenmistir (Dasdemir, 2011).
s>0,t#0, s2+4t >0 olacak sekildeki s,t reel sayilar olmak iizere
(s, t)-Fibonacci, (s,t)-Lucas, (s,t)-Pell, (s,t)-Pell Lucas, (s,t)-Jacobsthal matris
dizileri ve k herhangi bir pozitif reel say1 olmak lizere k-Pell, k-Pell Lucas, Modifiye
k-Pell say1 dizileri ile iliskili Fibonacci benzeri matris dizileri tanimlanmistir. Bu matris

dizilerinin Binet formiilleri, iirete¢ fonksiyonlari, iirete¢ matrisleri ve bazi 6zellikleri

verilmistir (Civciv ve Tiirkmen, 2008a, 2018b; Uslu ve Uygun, 2012).

Padovan ve Perrin matris dizilerinin tanimi, Binet formiilleri ve iirete¢ matrisleri
sunulmustur (Yilmaz ve Taskara, 2013). k-Pell, k-Pell Lucas ve Modifiye k-Pell say1
dizileri ile ilgkili Fibonacci benzeri matris dizilerinin tanimi, Binet formiilleri, iireteg

fonksiyonlart, lirete¢ matrisleri ve bazi 6zellikleri verilmistir (Tagyurdu, 2018).

Sunulan bu tezde k herhangi bir pozitif reel sayr olmak tizere k-Pell, k-Pell Lucas,
Modifiye k-Pell matris dizileri tanimlanmistir ve birgok O6nemli Ozelliklerini igeren
sonuglar elde edilmistir (Tasyurdu vd., 2017). Bu amagla kuramsal temeller adini alan

ikinci boliimde temel kavramlar verildi.

Calismamiz ti¢lincii boliimiinde ilk olarak k-Pell, k-Pell-Lucas ve Modifiye k-Pell say1
dizilerine ait baz1 6n bilgiler verilmistir. Bu dizilerin rekiirans bagintilar1 gz Oniine
alimarak Binet formiilleri, treteg¢ fonksiyonlart sunulmustur. Daha sonra
(s, t)-Fibonacci, (s,t)-Lucas, (s,t)-Pell, (s,t)-Pell Lucas, (s,t)-Jacobsthal matris
dizileri ve k-Pell, k-Pell Lucas, Modifiye k-Pell say1 dizileri ile iliskili Fibonacci
benzeri matris dizileri detayli bir seklide verilmistir. Bu dizilerin Binet formiilleri,

iirete¢ fonksiyonlari, lirete¢ matrisleri ve bazi dnemli 6zellikleri sunulmustur.

Tezin dordiincii bolimiinde ilk olarak k-Pell, k-Pell-Lucas ve Modifiye k-Pell matris
dizileri tanimlanmustir ve detaylh bir sekilde 6zellikleri incelenmistir. Bu dizilerin n-inci
genel terimini veren matrisler, Binet formiilleri, iirete¢ fonksiyonlar1 elde edilmistir. .
Daha sonra k-Pell, k-Pell Lucas ve Modifiye k-Pell matris dizilerini igeren bazi

onemli esitlikler, aralarindaki iligkiler ve birgok sonug elde edilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar
Bu boliimde ¢alismamiz igin temel teskil eden kavramlar verilecektir.
Tamim 2.1: A bos olmayan bir kiime olmak iizere
*: AxA - A
doniigiimiine A iizerinde bir ikili islem denir (Tasg1, 2010).

Tamm 2.2: Bos kiimeden farkli bir kiime iizerinde bir veya daha fazla ikili islem
tanimlanmais ise bu ikili islemlerle birlikte bu kiimeye bir cebirsel yap1 denir. A kiimesi

tizerinde bir " *" iglemi tanimlanmigsa bu cebirsel yap1 (4,*)ile gosterilir (Callialp

2001).

Tamim 2.3: G bos olmayan bir kiime ve bu kiime {izerinde bir ikili islem * olsun. Buna

gore

I. Va,b,c €Giginax(bx*c)=(ax*b) *cise (Birlesme dzelligi)

ii. Va € G i¢in a x e = e * a = a olacak sekilde bir e € G varsa (Birim eleman
varlig)

iii. e, G nin birim eleman1 olmak lizere Va € G icina *a’ = a’ * a = e olacak

sekilde a’ € G sayis1 varsa (Ters elemanin varligi)
0 zaman (G,*) cebirsel yapisina bir grup denir (Tasc1, 2010).
Tamm 2.4: (G,*) bir grup olsun. Eger Va, b € G i¢in
ax*b=>b=xa
oluyorsa (G,*) grubuna degismeli (komutatif ya da abelyan) grup denir (Tas¢1 2010).

Tanmim 2.5: (G,*) bir grup olsun. Eger G kiimesi sonlu ise o zaman bu gruba sonlu grup
denir. Eger G kiimesi sonlu degilse bu durumda (G,*) grubuna sonsuz grup denir. Sonlu
bir grubun elemanlarinin sayisina grubun mertebesi ya da kardinalitesi denir. o(G) veya

|G| ile gosterilir (Tasg1 2010).



Tamim 2.6: Bostan farkli bir R kiimesi lizerinde toplama (+) ve carpma (+) denilen iki

ikili islem tanimlanmis olsun. Eger

I. (R, +) degismeli bir grup,

ii. R kiimesi ¢carpma islemine gore birlesme 6zelligine sahiptir. Yani V a, b, c €
R i¢in a(bc) = (ab)c ise

Ii. Carpma isleminin toplama islemi iizerine sagdan ve soldan dagilma 6zelligi

vardir. Yani V a, b, c € R igin
a(b+c)=ab+ac
ve
(b+c)a=ba+ca
oluyorsa o zaman (R, +,") cebirsel yapisina bir halka denir (Tasg1, 2010).

Eger, (R, +,.) cebirsel yapisi bir halka olmak iizere carpma iglemine gore degismeli ise
yani V a,b € R igin ab = ba ise o takdirde (R, +,) halkasina degismeli (komiitatif)
halka denir. Eger (R, +,") cebirsel yapisi carpma islemine gore birim elemana sahip ise

yani vV a € R igin
alp=1za=a

olacak sekilde bir 1, € R varsa o zaman (R,+,) halkasina birimli halka denir
(Tasc1, 2010).

Tamm 2.7: Birimli ve de8ismeli bir halkanin sifirdan farkli her elemanimin carpma
islemine gore bir tersi varsa o zaman bu halkaya cisim denir ve genel olarak F ile

gosterilir (Tasec1, 2010).

Tamm 2.8: F bircisimve a;; € F (1 <i<m,1 <j <n) olmak iizere

aij; Q12 - Qi
a1 dpp -+ Qpp
Am1 Qmz - Amn

seklindeki bir dikdortgen tabloya matris denir (Tase¢1, 2011).

5



Tanim 2.8 dei =1,2,..,migin
i = [ai1, Qi) ey Q]

ifadesine matrisin satirlari ve j = 1,2, ..., n i¢in

ifadesine de matrisin siitunlar1 denir. m satirli ve n siitunlu bir matrise m X n boyutlu
(mertebeli) matris denir. i-inci satir ve j-inci siitunun kesisiminde bulunan cismin
elemanina matrisin (i, j)-inci elemani denir. Bu matris kisaca A = (ai j)mxn notasyonu

ile gosterilir. Eger bir matrisin satir ve siitun sayilari esit iSe bu matrise kare matris denir
(Tase1, 2011).

Iki matrisin esit olmas1 igin,

I. Verilen iki matrisin satir ve siitunlarinin sayisinin ayni olmasi

ii. Ayni pozisyondaki elemanlar esit olmasi

sartlarinin saglanmasi gerekir. Daha agik bir ifade ile, eger A = (a;;) ve B = (by;) ise
0 zaman A = B olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vi =1,2,....,mveVj=1,2,..,n igin

a;j = b;j olmasidir.

Reel ya da kompleks sayilar cebirinde oldugu gibi matris cebirinde de islemler

tamimlanmustir. Bunlar genel olarak

I. Matrislerin toplami1
ii. Bir skalerle matrisin ¢arpimi

iii. Matris ¢arpimi

seklindedir. Asagida sirasiyla bu islemler sunulmustur.



Iki matrisin toplamu; iki matrisin toplanabilir olmast igin gerek ve yeter sart ayn1 sayida
satir ve slituna sahip olmalaridir. Bu durumda A ve B mxn tipinde iki matris olmak
tizere bunlarin toplami yine mxn tipinde C gibi bir matristir. Burada C nin herhangi bir
eleman1 A ve B deki karsilik gelen elemanlarin toplamidir. Yani eger 4, B ve C
matrislerinin genel elemanlarini sirasiyla a;j, b;j ve c¢;j ile gosterirsek o zaman her i =

1,2,...,mvej=1,2,..,nicin
a;j + b;j = ¢jj
veya matris notasyonu ile
A+B=(ay) +(by) =(aj+by) =(c;) =C
olur (Tase1, 2011).

Not 2.9: Iki matrisin toplami karsilikli elemanlarin toplanmasi ile teskil edildiginden
matrislerin toplamu ile ilgili kurallar, reel (veya kompleks) sayilarin toplama kurallar ile

tam olarak aynidir (Tasc1, 2011).

Not 2.10: A = (a;;) olmak iizere (i,j) elemam —a;; olan matris olarak —A matrisini

tanimlamak miimkiindiir. Ger¢ekten bu durumda

dir. Burada 0 butiin elemanlar: sifir olan ve sifir matrisi olarak adlandirilan matristir. Bu

ise matrisler i¢in ¢ikarma islemine imkan saglar. Yani

B—A=(by) + (—ay) = (by — ay)

seklindeki matrislerin ¢ikarma iglemini tanimlamak miimkiindiir (Tasc1, 2011).



Teorem 2.11: F bir cisim olmak {izere, elemanlari F cismine ait olan biitiin mxn
matrislerin kiimesi M,, ,, (F), matrislerin toplama islemine gére degismeli bir grup teskil

eder. Yani

i. HerABE€M,,(F)iginA+ B € M,,,,(F) olmas1 (Kapalilik 6zelligi)
ii. Her A,B,C€ My, ,(F) igih A+(B+C)=(A+B)+C €M, ,(F) olmasi
(Birlesme 6zelligi)
iii. Her A€ My, ,(F) icgin A+0=0+A=A olacak sekilde bir mxn sifir
matrisinin var olmasi (Birim eleman 6zelligi)
iv. Her A€M, ,(F) icin A+ (—A)=(—A4)+A=0 olacak sekilde A nm
toplamsal tersi denilen bir tek —A matrisi var olmasi (Ters eleman 6zelligi)

V. HerA,Be€ My, ,(F)i¢in A+ B = B + A olmasi (Degisme 6zelligi)
ozellikleri gecerlidir (Tasc1, 2011).

Teorem 2.11 den biitiin nxn tipindeki kare matrislerin kiimesi M,,(F) nin matrislerin

toplama iglemine gore degismeli bir grup teskil ettigi elde edilebilir.
Bir skalerle matrisin ¢arpimi; matris toplami tanimindan eger A = (ai j) ise
24 =A+A = (2a;)
ve genel olarak eger k bir tamsay1 ise
kA = (ka;;)

yazmak miimkiindiir. Yani kA, elemanlar1 A matrisinin karsilik gelen elemanlariin k
kat1 olan bir matristir. Daha acik bir ifade ile bir matrisin bir skalerle ¢arpimi demek

matrisin her elemaninin bu skalerle ¢arpilmasi demektir (Tasc1, 2011).

Bir skalerle bir matrisin ¢arpiminin temel 6zelliklerini ve matris toplami ile onlarin

iliskisi agsagidaki teorem ile verilmistir.



Teorem 2.12: A ve B elemanlar reel (veya kompleks) sayilar olan m X n matrisler ve

s, t skaler olmak tizere

i. s(A+B)=sA+sB
ii. (s+t)A=sA+tA
iii.  (st)A =s(tA)

iv. 1.A=A4

ifadeleri dogrudur (Tas¢1, 2011).

Matris carpimi; ilk olarak matrisin iki 6zel tipinin ¢carpimini yani bir 1 X m satir matrisi
ile bir m X 1 siitun matrisinin ¢arpimini géz 6niine alalim. Bu daha sonra tanimlanacak
dikdortgen matrislerin ¢arpimi igin temel bir islem teskil eder. Bir satir matrisi ile bir
slitun matrisinin ¢arpilabilmesi i¢in onlarin her birinin ayn1 sayida elemana sahip olmasi

gerekir. Eger
U = [uy, Uy, oo, Uy |

ve

olarak bulunur.

Matris ¢arpimi tanimindan 1xm tipinde bir satir matrisi ile mx1 tipinde bir siitun
matrisinin ¢arpimi sonucunda 1x1 tipinde bir matris elde edilmesine ragmen eger
m X 1 tipinde bir siitun matrisi ile 1 X m tipinde bir satir matrisinin ¢arpimin1 goz
Oniine alinirsa o zaman m X m tipinde bir matris elde edilir. Bu ¢arpima dyad ¢arpimi

denir.



Bu ¢arpimi yine

U = [Uy, Uy, oo, Upy ]

%1

)
v=| .

vm

seklinde satir ve slitun matrisleri alinirsa vu matrisi

ve

171 Ulul Ul u,z cee 171 um

(%) VU VU - Vol
vu=| . |[u,uy, ., Uy | = . ! . )

U VUi Uy = Uy Uy,

seklinde ifade edilir.

A ve B gibi verilen iki matrisin ¢arpilabilir olmasi i¢in A matrisinin siitunlarinin sayist
ile B matrisinin satirlarinin sayisi ayni olmalidir. Eger A ve B carpilabilir matrisler ise
bu durumda AB carpiminin (i, j)-inci elemani, A’nin i-yinci satirinin B’nin j-yinci
situnu ile carpilarak elde edilen 1x1 matristeki elemanidir. Cebirsel olarak eger
A=(ay) Ve B= (bij)nxp tipinde iki matris ise o zaman bu iki matris
carpilabilirdir. Eger AB = C ve C’nin genel elemanimi ¢;; ile gosterirsek o zaman

C = (c; )mxp tipinde bir matris olur ve ¢;; elemant,

n

Cij=2aikbkj (1Sl£m,1S]Sp)
k=1
seklindedir (Tasc1, 2011).
Teorem 213: Eger A= (ay), . B=(by),, ve C=(c;) . ise o zaman
matrislerin ¢arpma iglemine gore birlesme kurali denilen asagidaki

A(BC) = (AB)C

kural1 gegerlidir (Tasc1, 2011).

10



Teorem 2.14:

i.A= (ai j)mxn' B = (bi j)nxp veC = (ci i )nxp olmak tizere, sol dagilma kurali denilen

A(B+C)=AB + AC
kurali gegerlidir.

ii. A= (aij)pxn’ B = (bij)mxp ve C = (cij )mxp olmak tizere, sag dagilma kurali

denilen
(B+C)A=BA+CA
kural1 gegerlidir (Tasc1, 2011).

Tamim 2.15: Tanim kiimesi pozitif tamsayilar olan fonksiyonlara dizi denir (Kadioglu

ve Kamali, 2003)

Matematikte ¢ok farkli bi¢imlerde tanimlanan diziler bulunmaktadir. Burada, dizinin
baslangicindaki birka¢ terim hari¢ olmak iizere, her bir teriminin kendisinden onceki

terimler yardimiyla elde edildigi diziler hakkinda genel bilgiler verecegiz.

Tamim 2.16: Bir dizide bir terim kendinden onceki terimler araciligi ile hesaplaniyorsa,
bu diziye rekiirans (tekrarlama, indirgeme) dizisi denir. Bu terimi hesaplarken kullanilan

bagintiya ise rekiirans bagintist denir (Everest vd., 2003).
Tamm 2.17:V n = k, sabita; (0 < j < k — 1) ve ao # 0 katsayilari i¢in
Up = Ag—qUp-1 T Ag_Up—2 + "+ A Up_g41 T AoUn_ (2.1

esitligini saglayan (u,) dizisine k. dereceden homojen lineer rekiirans dizi denir.
Buradaki esitlige ise k. dereceden homojen lineer rekiirans bagint1 denir. Bu dizinin
Ug, Uy, ..., U, bi¢iminde olan ilk k terimine (u,) dizisinin baslangi¢ kosullar1 denir

(Everest vd., 2003).
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Tanmim 2.18: (2.1) esitligindeki gibi tanimli olan (u,,) dizisi i¢in

p(x) = x* —aq_x* 1 —aqp_x*¥2 - —a;x —aq,

polinomuna (u,,) dizisinin karakteristik polinomu denir (Everest vd., 2003).

Tanm 2.19: p(x) = x* — ap_x* 1 — q,_,x*2

——ax—ag=0
denklemine (u,,) dizisinin karakteristik denklemi denir (Everest vd., 2003).

Tanmm 2.20: p(x) polinomunun kokleri by, by, ...,b, € C olmak iizere
Vi,j€{1,2,..,k} igin, b; # b; ise, u, = c;b}' + cb3 + -+ ¢, by olacak sekilde
€1, Cy, .., C sabitleri vardir. Bu esitlik baslangi¢ kosullari i¢in yerine yazilip elde edilen
denklem sisteminden cy,cy, ..., ¢, bilinmeyenleri bulunur. Bdéylece elde edilen

karakteristik polinomunun kokleri ve u,, arasindaki esitlige rekiirans bagintinin ¢6ziimi

denir (Everest vd., 2003).

Tanmim 2.21: (u,,) dizisinin terimleri kullanilarak tanimlanan
(o]
G(x) = ugx® + ugxt + upx? +uzx3 + - = z u;x*

serisine (u,,) dizisinin iireteg¢ fonksiyonu denir (Everest vd., 2003).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde, birgok matematik¢inin ¢alisma konusu olmus ve uygulama alanlar1 genis
olan rekiirans iligkili sayr ve matris dizilerinden bahsedilecektir. Bu dizileri
tanimlamanin yontemlerinden biri rekiirans bagintilar1  kullanmaktir. Rekiirans
bagintilar dizinin terimlerinin kendinden onceki terimler yardimiyla ifade edilmesini

saglayan bagintilardir.

3.1. Baz Sayi Dizileri ve Ozellikleri

Bu boliimde k herhangi bir pozitif reel say1 olmak tizere k-Pell, k-Pell Lucas, Modifiye
k-Pell say1 dizileri detayli bir seklide sunulmustur ve indirgeme bagintilar1 géz oniine

alinarak bu dizilerin Binet formiilleri ve iirete¢ fonksiyonlari verilmistir.

3.1.1. k-Pell sayilar: ve dizileri

Tamm 3.1: k herhangi bir pozitif reel say1 ve Pyo = 0, P,; = 1baslangi¢ degerleri

olmak iizere k-Pell say1 dizileri (Pk,n)
Pk,n = 2Pk,n—1 + kPk,n—Z! n=?2
rekiirans bagintisi ile tanimlanir (Catarino, 2013).

Tanim 3.1 den k-Pell say1 dizilerinin ilk terimleri soyledir:

Pro =0,
Pei=1,

Py, = 2,
Prs=4+k,
Py, =8+ 4k,

Ps = 16 + 12k + k?,
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Ozel olarak Tamim 3.1 de k = 1 alinirsa P;o =0,P;; = 1baslangi¢ degerleri olmak

tizere bilinen Pell say1 dizisinin rekiirans bagintisi
Pipy=2Py 1+Pipp n22
seklinde elde edilir.

Bir dizisinin terimleri, rekiirans bagmtisin1 kullanilarak elde edilebilecegi gibi genel
formiil olarak bilinen Binet formiilii kullanilarak da elde edilir. Rekiirans bagintilar
dizinin her bir teriminin kendisinden 6nceki terimlere bagli olarak ifade edilmesiyle
olusan bagintilardir. Binet formiilii ise bir dizinin herhangi bir terimini, kendisinden
onceki tiim terimlerin bilinmesine gerek kalmadan kolay bir sekilde bulunmasina olanak
saglar. Ornegin, bilinen Pell say1 dizisinin 100. terimini hesaplamak icin dizinin
rekiirans bagmti kullanilirsa, kendisinden o6nce ilk 99 terimini hesaplamak
gerekmektedir. Ancak dizinin rekiirans bagintis1 yerine Binet formiilii kullanilirsa bu
dizinin 100. terimi i¢in ilk 99 terimi hesaplamaya ihtiya¢c duyulmamaktadir. Bu formiilii

elde etmek, dizinin rekiirans bagintisin1 ¢6zmeye dayanmaktadir.

k-Pell say1 dizilerinin Binet formiilii asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 3.2: k herhangi bir pozitif reel sayl, r, =1++V1+k ver,=1—-+V1+k
olmak tizere k-Pell say1 dizilerinin Binet formiilii
B it —r)

Py, = n=0
T —ry

seklindedir (Catarino, 2013).
Ispat: Tanim 3.1 deki k-Pell say1 dizilerinin
Pen = 2Pgn-1 + P2
rekiirans bagmtisinda Py, ,, = x™ yineleme bagintis1 kullanilirsa
x™—2x"1 —kx™"2 =0

k-Pell say1 dizilerinin karakteristik denklemi elde edilir.
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Karakteristik denklemde 6zel olarak n = 2 alinirsa
x2—-2x—-k=0
denklemi elde edilir. Bu denkleminin kokleri ise

r1:1+\/1+k ve T'2:1_V1+k

olarak bulunur. Diger taraftan A, B sabit katsayilar olmak iizere her n = 0 tamsayis1 i¢in

k-Pell say1 dizilerinin n-inci teriminin genel formu
Pyn = Ary™ + Bry"
seklindedir. Ozel olarak n = 0 ve n = 1 alimirsa
Pro=0=A+B
P =1=Ar + Br,

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢6ziimiinde ise

1 1
ve B=-—

-T2 r1—T2

A=

olarak bulunur. Bulunan A ve B degerleri
Pk,n = Arln + Brzn
esitliginde yerine yazilirsa

=y
Pk,n =

n—-n

olup k-Pell say1 dizilerinin Binet formiilii elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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Ozel olarak Teorem 3.2 de k =1 almrsa r;, = 1++2 ve r, = 1 —+/2 olmak iizere

bilinen Pell say1 dizisinin Binet formiilii

seklinde elde edilir.
k-Pell say1 dizilerinin iirete¢ fonksiyonu asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 3.3: k herhangi bir pozitif reel say1 olmak tizere k-Pell say1 dizilerinin lireteg

fonksiyonu

x
g(x)—ZPknx 1—2x — kx?

seklindedir (Catarino, 2013).

Ispat: Tanim 2.21 den k-Pell say1 dizileri igin

g = ) Pepr”
n=0

yazilabilir. Buradan

g(X) =Pk’0+Pk'1x+Pk’2X2+"'+Pk’nxn+'-' (31)
—2g9(x)x = —=2Py ox — 2Py 1x% — 2Py px3 — o+ — 2Py px™ 1 — - (3.2)
—kg(X)xz = —kpk'oxz - kPk’1X3 - kPk_2x4' — = kPk_nxn+2 — e e (33)

olup (3.1), (3.2) ve (3.3) esitlikleri taraf tarafa toplanir ve Tanim 3.1 deki Pyo = 0,

Py 1 = 1 baslangig sartlar1 i¢in Py ,, = 2Py 1 + kPy 5 rekiirans bagintisi kullanilirsa
g)(1 = 2x — kx?) = Py g + Pi1x — 2P ox

esitligi elde edilir.
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Buradan k-Pell say1 dizilerinin iirete¢ fonksiyonu

X

9(x) = 1—2x — kx?

olarak bulunur. Bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.3 de 6zel olarak k = 1 alinirsa bilinen Pell say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu

g(x)—ZPln —1_2x_x2

olarak bulunur.

3.1.2. k-Pell Lucas sayilari ve dizileri

Tanmm 3.4: k herhangi bir pozitif reel say1 ve Qro = 2,0Qk1 = 2 baslangi¢ degerleri

olmak tizere k-Pell Lucas say1 dizileri (len)

Qrn = 2Qkn-1 + kQrpn—2, n =2
rekiirans bagintisi ile tanimlanir (Catarino ve Vasco, 2013a).

Tanim 3.4 den k-Pell Lucas say1 dizilerinin ilk terimleri sdyledir:

Qo = 2,
Qr1 =2,
Q2 = 4 + 2k,
Q3 = 8 + 6k,

Qs = 16 + 16k + 2k?,

Qs = 32 + 40k + 10k2,
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Ozel olarak Tanim 3.4 te k = 1 alinirsa Q10 = 2,Q11 = 2 baslangi¢ degerleri olmak

tizere bilinen Pell Lucas say1 dizisinin rekiirans bagintisi
Qun =2Q1n-1+0Q1n—2,, 22
seklinde elde edilir.

k-Pell Lucas say1 dizilerinin Binet formiilii asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 3.5: k herhangi bir porzitif reel sayl, n =1++V1+k ver,=1—-v1+k

olmak iizere k-Pell Lucas say1 dizilerinin Binet formiilii
Qun=11+13, n=0
seklindedir (Catarino ve Vasco, 2013a).
Ispat: Tanim 3.4 teki k-Pell Lucas say1 dizilerinin
Qin = 2Qkn-1 + kQpn—2
rekiirans bagmtisinda Qy, = x™ yineleme bagmtisi kullanilirsa
x™ = 2x" 1 —kx"2 =0

k-Pell Lucas say1 dizilerinin karakteristik denklemi elde edilir. Karakteristik denklemde

0zel olarak n = 2 alinirsa
x2—-2x—k=0
denklemi elde edilir. Bu denkleminin kokleri ise
n=1+Vl+kvenrn,=1-V1+k

olarak bulunur. Diger taraftan A4, B sabit katsayilar olmak iizere her n > 0 tamsayis1 i¢in

k-Pell Lucas say1 dizilerinin n-inci teriminin genel formu
Qxn = Ary™ + B,

seklindedir.
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Ozel olarak n = 0 ve n = 1 alinirsa

Q,=2=A+B

Q1=2=AT'1+BT'2

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢éziimiinde ise

_ 2-27) _ 2r -2

e B =

T1—7T2 r1—"1p

A

olarak bulunur. Bulunan A ve B degerleri

Qxn = Ary™ + Bry"
denkleminde yerine yazilirsa

Qen =71 +17

olup k-Pell Lucas sayi dizilerinin Binet formiilii elde edilir. Dolayisiyla ispat

tamamlanir.

Ozel olarak Teorem 3.5te k=1 almisar; = 1++v2 ve 1, =1 —+/2 olmak iizere

bilinen Pell Lucas say1 dizisinin Binet formiili
Qin=r{"+1}, n=0
seklinde elde edilir.
k-Pell Lucas say1 dizilerinin iirete¢ fonksiyonu asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 3.6: k herhangi bir pozitif reel say1 olmak tizere k-Pell Lucas say1 dizilerinin

tireteg fonksiyonu

t()_i L 2-2x
X) = Qe ¥ 1 —2x — kx?
n=0

dir (Catarino ve Vasco, 2013a).
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Ispat: Tanim 2.21 den k-Pell Lucas say1 dizileri i¢in

t(x) = i Qinx™
=0

yazilabilir. Buradan

t(x) = Qo + QuaX + Quax® + -+ Qpnx™ + - (3.4)
=2t(x)x = —2Qx 0X — 2Qk,1x2 - 2Qk,2x3 — = ZQk,nxn+1 — (3.5)
—kt(x)x? = —kQpox* — kQy1%> — kQp2x* — -+ = kQpnx™*% — oo — - (3.6)

olup (3.4), (3.5) ve (3.6) esitlikleri taraf tarafa toplanir ve Tanim 3.4 deki Qo = 2,
Qr1 =2 Dbaslangic sartlant icin  Qypn = 2Qkn—1 + kQrn—» rekiirans bagintisi

kullanilirsa
t(x)(1 — 2x — kx?) = Qg + Qr1x — 2Qk 0%
esitligi elde edilir. Buradan k-Pell Lucas say1 dizilerinin iirete¢ fonksiyonu

2—2x

tx) = 1— 2x — kx?

olarak bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.6 da 06zel olarak k = 1 alinirsa bilinen Pell Lucas say1 dizisinin iireteg

fonksiyonu

2—72
t(x)—Zanx :

1—2x—x2

olarak bulunur.
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3.1.3. Modifiye k-Pell sayilar: ve dizileri

Tanmm 3.7: k herhangi bir pozitif reel say1 ve q,o = 1,9y, = 1 baslangi¢ degerleri
olmak iizere Modifiye k-Pell say1 dizileri (qk‘n)

Qkn = ZCIk,n—l + kq}c,n—Za nz=2
rekiirans bagintisi ile tanimlanir (Catarino ve Vasco, 2013b).

Tanim 3.7 den Modifiye k-Pell say1 dizilerinin ilk terimleri soyledir:

Qro =1,

qra = 1,

Qr2 = 2 + k,
qr3 = 4 + 3k,

Q4 = 8+ 8k + k2,

qk,5 =16+ 20k + 5k2,

Ozel olarak Tanim 3.7 de k = 1 alinirsa gy o = 1,q;, = 1 baslangi¢ degerleri olmak

tizere bilinen Modifiye Pell say1 dizisinin rekiirans bagintisi
Tin = 2Qin-1t qin-2,, N =2
seklinde elde edilir.

Modifiye k-Pell say1 dizilerinin Binet formiilii asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 3.8: k herhangi bir pozitif reel say,, n =1++vV1+k ver,=1—-v1+k

olmak iizere Modifiye k-Pell say1 dizilerinin Binet formiili

rt+r)
qk,n: 2 ) TLZO

seklindedir (Catarino ve Vasco, 2013b).
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Ispat: Tanim 3.7 deki Modifiye k-Pell say1 dizilerinin
Qin = 2qkn-1 + Kqrn—2
rekiirans bagmtisinda qy , = x™ yineleme bagntis1 kullanilirsa
x™ —2x" 1 — kx™2 =0

Modifiye k-Pell sayi dizilerinin karakteristik denklemi elde edilir. Karakteristik

denklemde 06zel olarak n = 2 alinirsa

x> =2x—-k=0
denklemi elde edilir. Bu denkleminin kokleri ise

T1:1+V1+k ve T2:1_V1+k

olarak bulunur. Diger taraftan A, B sabit katsayilar olmak iizere her n > 0 tamsayis1 i¢in

Modifiye k-Pell say1 dizilerinin n-inci teriminin genel formu

Qrn = Ary™ + Bry"
seklindedir. Ozel olarak n = 0 ve n = 1 alinirsa
Go=1=A+B
g1 =1=Ar, + Br,
lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢éziimiinde ise

1—7"2 T1—1

A= ve B =

ri—T> ri—T>
olarak bulunur. Bulunan A ve B degerleri
Qrn = AT + Bry"
denkleminde yerine yazilirsa

it +r)
qk,n = 2

olup Modifiye k-Pell say1 dizisinin Binet formiilii elde edilir. Dolayisiyla ispat

tamamlanir.
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Ozel olarak Teorem 3.8 de k =1 alimrsa r; = 1++2 ve r, = 1 —+/2 olmak iizere

bilinen Modifiye Pell say1 dizisinin Binet formiilii

ity
Qin = > , n=0

seklinde elde edilir.
Modifiye k-Pell say1 dizilerinin tirete¢ fonksiyonu agagidaki teorem ile verilmistir.

Tamim 3.9: k herhangi bir pozitif reel say1 olmak tizere Modifiye k-Pell say1 dizilerinin

tirete¢ fonksiyonu

1—x

— n_—___
s(x) = Z) Qn () X" = o3
n=

seklindedir (Catarino ve Vasco, 2013b).

Ispat: Tanim 2.21 den Modifiye k-Pell Lucas say1 dizileri i¢in

SC)= ) qeat”
n=0

yazilabilir. Buradan

S(0) = o + Grax + Q2x® + o Qax™ + (3.7)
—25(x)x = —2qy 0% — 2qp 1% — 2qp x> — - — 2qppx™T — - (3.8)
—ks(x)x? = —kqyox* — kqi1x3 — kqpox* — - — kqppx™tE — oo — (3.9)

olup (3.7), (3.8) ve (3.9) esitlikleri taraf tarafa toplanir ve Tanim 3.7 deki qxo =1,

qr1 = 1 baslangig sartlar1 i¢in qy ,, = 2qyn—1 + Kqg n—> rekiirans bagmtist kullanilirsa
s()(1 = 2x — kx?) = qro + Q1% — 2qp 0%

esitligi elde edilir.
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Buradan Modifiye k-Pell say1 dizilerinin iirete¢ fonksiyonu

1—x

SO =T T

olarak bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.9 da Ozel olarak k = 1 alinirsa bilinen Modifiye Pell say1 dizisinin iireteg

fonksiyonu

1—x
2x — x?2

S0 = ) qua()x" = —
n=0

olarak bulunur.

3.2. Baz Sayi Dizilerinin Matris Temsilleri

Bu béliimde s >0, t # 0, s2 + 4t > 0 olacak sekildeki s, t reel sayilar olmak {izere
(s, t)-Fibonacci, (s, t)-Lucas, (s, t)-Pell, (s, t)-Pell Lucas, (s, t)-Jacobsthal say1 dizileri
ve k herhangi bir pozitif reel say1 olmak iizere k-Pell, k-Pell Lucas, Modifiye k-Pell
say1 dizileri ile iligkili Fibonacci benzeri say1 dizilerinin tanimlari sunulmustur. Buradan
bu say1 dizilerinin yardimiyla elde edilmis (s, t)-Fibonacci, (s,t)-Lucas, (s,t)-Pell,
(s, t)-Pell Lucas, (s, t)-Jacobsthal, ve Fibonacci benzeri matris dizilerinin tanimi1, Binet

formiilleri, iirete¢ fonksiyonlari, iirete¢c matrisleri ve bazi 6zellikleri verilmistir.

3.2.1. (s, t)-Fibonacci matris dizisi

Tamm 3.10: s >0, t #0, s2+4t >0 olacak sekildeki s,t reel sayilart icin
Fy(s,t) =0, F;(s,t) = 1 baslangig¢ degerleri olmak tizere (s,t)-Fibonacci say1 dizisi

(Fn (s, t))nEN
E,(s,t) = sF,_,(s,t) + tF,_,(s,t), n=2

rekiirans bagintisi ile tamimlanir ve n-inci (s, t)-Fibonacci sayis1 F, ile gosterilir
(Koshy, 2001).
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(s, t)-Fibonacci say1 dizisinin terimleri kullanilarak asagidaki (s, t)-Fibonacci matris

dizisinin tanimi elde edilir.

Tamm 3.11: s >0, t #0, s2+4t >0 olacak sekildeki s,t reel sayilart igin

Fo(s, t) = ((1) (1)) ve Fy(st) = (i é) baslangic  degerleri olmak {iizere

(s, t)-Fibonacci matris dizisi (F,(s,1)) _
Fo(s,t) = sFp_1(s,t) + tF,_,(s, 1), n=?2

rekiirans bagmtis1 ile tanimlanir ve n-inci (s, t)-Fibonacci matrisi F, ile gosterilir

(Civciv ve Tirkmen, 2008a).

Tanim 3.11 den (s, t)-Fibonacci matris dizisinin ilk terimleri soyledir:

=39
Fi=({ o)
Fa= (stj t i)’

:(s3+25t 52+t>
ST\S2t+t2 st /)

_ (54 +3s%t+t% s+ ZSt)
4 s3t + 2st? st +t2)

Asagidaki teorem (s, t)-Fibonacci say1 dizisi ile (s, t)-Fibonacci matris dizisi arasindaki

bagintiy1 vermektedir.

Teorem 3.12: n > 0 tamsayisi i¢in

_ Fn+1 Fn >
Fn = ( tF, tFy_4 (310)

dir (Civciv ve Tiirkmen, 2008a).

25



Ispat: Ispat tiimevarim yontemi kullanilarak yapilabilir. Tamim 3.10 dan F_; = 1, F, =

0, F; = 1 oldugundan

70=( 1)
(& )
- \tF, tF_,;

olup n =0 igin esitlik (3.10) dogrudur. Tanim 3.10 dan F, =0, F;, =1, F, =s

oldugundan

_ (Fz Fy )
~ \tF; tF,
olup n =1 igin de esitlik (3.10) dogrudur. Simdi 1 <n < N olacak sekildeki N

tamsayisi i¢in esitlik (3.10) dogru olsun. Tanim 3.11 de Tanim 3.10 ve kabuliimiiz

kullanilirsa

TN+1:STN+t?N—1

_ (Fn+1 FEn ) ( Fy FN—I)
_S(tFN tFy-1 Tt tFy_1 tFy-—;

( SFyyq + tEy sFy + tFy_q )
t(sFy + tFy_1) t(sFy_q+ tFy_5)

(FN+2 FN+1)
tFy+1  tFy

olup esitlik (3.10) N + 1 i¢in dogrudur. Dolayisiyla teoremin ispati tamamlanmis olur.

Asagidaki teorem (s,t)-Fibonacci matris dizisinin (m + n)-inci teriminin, m-inci

terimi ile n-inci teriminin ¢arpimina esit oldugunu sdylemektedir.
Teorem 3.13: m,n = 0 tamsayilari igin
Fmin = FnFa (3.11)

dir (Civciv ve Tiirkmen, 2008a).
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Ispat: Ispat n iizerinden tiimevarim yontemi kullamlarak yapilabilir. Tanim 3.11 den

Fo = ((1) (1)) oldugundan

_ (Fm+1 Fn ) 1 0
Fm = ( tE, tF,_4 (0 1)
= FnFo

olup n = 0 i¢in esitlik (3.11) dogrudur. Tanim 3.11 den F; = (i (1)) oldugundan

F — ( Fm+2 Fm+1)
mH tFm+1 tFm

r ( SFn1 + thy Fm+1)
tsE, + t’F,_, tE,

r (Fm+1 En ) (S 1)
tF, tFn,_4/\t 0
= FnF1

olup n =1 igin de esitlik (3.11) dogrudur. Simdi 0 <n < N olacak sekildeki N

tamsayist1 i¢in esitlik (3.11) dogru olsun. Tanim 3.11 ve kabuliimiiz kullanilirsa
Fmin+1 = SFmen + tFmin-1
= SF,Fy + tF,Fy_1
= Fn(sFy + tFy_1)
= FnFn+1

olup esitlik (3.11) N + 1 i¢in dogrudur. Dolayisiyla m,n > 0 tamsayilar igin esitlik

(3.11) dogru olup teoremin ispati tamamlanmis olur.
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Tanim 3.11 de s?+4t>0 olacak sekilde s>0 ve t=# 0 tamsayilar icin

(s, t)-Fibonacci matris dizisinin
Fa(s,t) = sFp_1(s,t) + tFn_2(s, 1)

rekiirans bagintisinda  F,(s,t) = x™ yineleme bagntis1 kullanilirsa (s, t)-Fibonacci

matris dizisinin karakteristik denklemi
X" —sx"l—tx" 2 =0
seklinde elde edilir. Ozel olarak n = 2 alinirsa

x> —sx—t=0

olup bu denkleminin kokleri

S+Vs2+4t s—Vs2+4t
a= rF— 4 ve ﬁ = >

olarak bulunur.

(s, t)-Fibonacci matris dizisinin Binet formiilii asagidaki teorem ile verilmistir.

s+VsZ+at s—Vs2+at ..
Teorem 3.14: a = —, Ve p = —Y olmak iizere

F, — BF Fy — afF
fn:(l_ﬁf))an_(l_o

a—p a—p )ﬁn' nz0

dir (Civciv ve Tiirkmen, 2008a).

Asagidaki teorem ile (s, t)-Fibonacci matris dizisinin tirete¢ fonksiyonu verilmektedir.

Teorem 3.15: x >

v/ g2
=hs SZHt olacak sekilde x reel sayisi igin (s, t)-Fibonacci matris

dizisinin lirete¢ fonksiyonu
[24
ZT x7k = ;(x}" + (x2 — sx)Fp)
i k x2—sx—t 1! 0

seklindedir (Civciv ve Tirkmen, 2008a).
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3.2.2. (s, t)-Lucas matris dizisi

Tamm 3.16: s >0, t #0, s+ 4t > 0 olacak sekildeki s,t reel sayilari igin

Lo(s,t) = 2, Li(s,t) = s baslangic degerleri olmak tizere (s,t)-Lucas say1 dizisi
(Ln(S, t))neN

L,(s,t) =sL,_,(s,t) + tL,_,(s,t), n > 2

rekiirans bagintist ile tanimlanir ve n-inci (s, t)-Lucas sayist L, ile gosterilir

(Koshy, 2001).

(s, t)-Lucas say1 dizisinin terimleri kullanilarak asagidaki (s, t)-Lucas matris dizisinin

tanimi elde edilir.
Tamm 3.17: s >0, t #0, s+ 4t > 0 olacak sekildeki s,t reel sayilari igin

2
Lo(s, t) = (Zst _25) ve Li(s,t) = (s :tZt Zst) baslangic degerleri olmak tizere

(s, t)-Lucas matris dizisi (£, (s, 1:))nEN

L,(s,t) =sL,_1(s,t) + tL,_,(s, 1), n=?2

rekiirans bagintisi ile tamimlanir ve n-inci (s, t)-Lucas matrisi £, ile gosterilir
(Civciv ve Tirkmen, 2008b).

Tanim 3.17 den (s, t)-Lucas matris dizisinin ilk terimleri soyledir:

Lo = (ZSt —Zs)’

s? +2t S)

s34 3st s +2t>
s%t + 2t? st /'

(s4+4s t+2t? s3 +3st)
s3t + 3st? st + 2t

s° + 553t + 5st?  s* + 4s%t + 2t2>
st + 4s%t? 4 2¢3 s3t + 3st?
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Asagidaki teorem (s, t)-Lucas sayi1 dizisi ile (s,t)-Lucas matris dizisi arasindaki

bagintty1 vermektedir.

Teorem 3.18: n > 0 tamsayisi i¢in

_(Ln+1  Ln )
Ln—(th o (3.12)

dir (Civciv ve Tiirkmen, 2008b).

Ispat: Ispat timevarim yoéntemi kullanilarak yapilabilir. Tanim 3.16 dan

L, = —%, Lo =2, L; = s oldugundan
(s 2
Lo = (Zt —s)
r <L1 Lo >
—\tL, tL_,

olup n = 0 igin esitlik (3.12) dogrudur. Tamim 3.10 dan Ly = 2, L; = s, L, = s2 + 2t

oldugundan

L, = (sz;i-tZt zst)

_ (Lz Ly )

—\tL; tL,
olup n =1 igin de esitlik (3.12) dogrudur. Simdi 0 <n < N olacak sekildeki N
tamsayist i¢in esitlik (3.12) dogru olsun. Tanim 3.17 de Tanim 3.16 ve Kabuliimiiz

kullanilirsa

Lyi1=sLy+tLy4

_ ofInv+1 Ly > ( Ly LN—l)
_S<tLN tLly—1 +t tLy-1 tLy—

_ ( SLy,q +tLy SLy + tLy_+ )
“ \t(sLy +tLy_1) t(sLy_q+ tLy_5)

:(LN+2 LN+1)
tLyyr  tly

olup esitlik (3.12) N + 1 i¢in dogrudur. Dolayisiyla teoremin ispati tamamlanmis olur.
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Tanim 3.17 de s?+4t>0 olacak sekilde s>0 ve t=# 0 tamsayilar icin

(s, t)-Lucas matris dizisinin
L,(s,t) =sL,_1(s,t) + tL,_,(s, 1)

rekiirans bagintisinda £, (s,t) = x™ yineleme bagintis1 kullanilirsa (s, t)-Lucas matris

dizisinin karakteristik denklemi
xm —sx™ 1t —tx"2 =0
seklinde elde edilir. Ozel olarak n = 2 alinirsa
x2—sx—t=0

olup bu denkleminin kokleri

S+Vs2+4t s—Vs2+4at
@ = > ve B = >

olarak bulunur (Civciv ve Tiirkmen, 2008b).

(s, t)-Lucas matris dizisinin Binet formiilii asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 3.19: a = ”STZJ’“ ve B = %2““ olmak iizere
L, —BLy L, —aly
tun = (B )= (B mzo

dir (Civciv ve Tiirkmen, 2008b).
Asagidaki teorem ile (s, t)-Lucas matris dizisinin iirete¢ fonksiyonu verilmektedir.

i/ g2
Teorem 3.20: x >S+ST+4t olacak sekilde x reel sayist igin (s, t)-Lucas matris

dizisinin iirete¢ fonksiyonu

n
Lepnx = = (xLy + (% — s1)Ly)
4 k+1% T2 —sx —¢t XLy T (X SX)Lq

seklindedir (Civciv ve Tirkmen, 2008b).
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(s, t)-Fibonacci matris dizisi ile (s, t)-Lucas matris dizisi arasindaki bazi iliskiler
e n >0 tamsaysiigin, L,,,> = L3F,
e m,n = 0 tamsayilan i¢in, Fp,Ly11 = Ly11Fm
e 1 >0 tamsayisiicin, L,41° = L2F,,
e n > 0tamsayisiicin, L4112 = L1Loyniq

e n >0 tamsayistigin, Ly = Flyyq

1
xMN(x2—sx—t)

o YN FrxTk=— (cFpir +tF) + 5 — (xFy + (x? — sx)Fy)

o YhooLiyix k= (cLytz +tLpyy) LI m— (XLZ + (x% — sx)Ly)

xn(x2 —sx—t)

1 (Fn+2+tFn+1_S_t Fn+1+tFn_1>

s,t #1igin Y-, Fp =
* igin k=1 F tFpoq +t2E, —t  tE, + t?F,_, —

s+t—1

seklindedir (Civciv, 2008a, 2008b).

3.2.3. (s, t)-Pell ve (s, t)-Pell Lucas matris dizileri

Tamm 3.21: s>0, t #0, s2+4t >0 olacak sekildeki s,t reel sayilart icin
pPo(s,t) =0, p1(s,t) = 1 baslangi¢ sartlarina sahip (s, t)-Pell say1 dizisi ( pn(s, t))nGN
ve po(s,t) =2, pi(s,t) = 2s baslangi¢ degerleri olmak iizere (s,t)-Pell Lucas say1
dizisi (o;n(s, t))neN sirastyla

pn(s' t) = Zspn—l(s' t) + tpn— (S’ t): n=2
"ln(s' t) = ZS(/],n_l(S, t) t+tgn- (S: t): n=2

rekiirans bagntilari ile tanimlanir ve n-inci (s, t)-Pell sayis1 p,, ile ve n-inci (s, t)-Pell

Lucas sayis1 g, gosterilir (Giileg ve Taskara, 2012).
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(s,t)-Pell say1 dizisinin ve (s,t)-Pell Lucas sayi dizisinin terimleri kullanilarak
asagidaki (s, t)-Pell matris dizisinin ve (s,t)-Pell Lucas matris dizisinin tanimi elde

edilir.

Tamm 3.22: s>0, t#0, s2+t>0 olacak sekildeki s,t reel sayilar1 igin

P =(; 3

(25 1 5 . . e e
0 1), Pi(s,t) = ( ; 0) degerleri olmak tizere (s,t)-Pell matris dizisi

_ (2s 2 _(4s*+ 2t 2s
(?n(s, t))neN ve Qp = (Zt _25)' 9 = ( 2st 2t

iizere (s, t)-Pell Lucas matris dizisi (Q, (s, t))nEN strastyla

) baslangi¢ degerleri olmak

P,(s,t) = 25P,_1(s,t) + tP,_,(s,t), n=?2

Qn(s; t) = ZSQn—l(SI t) + th—Z (S' t)' n 2 2

rekiirans bagintilari ile tanimlanir ve n-inci (s, t)-Pell matrisi 2, ile ve n-inci (s, t)-Pell

Lucas sayis1 Q,, gosterilir (Giileg ve Taskara, 2012).

Tanim 3.22 den (s, t)-Pell matris dizisinin ilk terimleri soyledir:

Py = (é (1)),
P, (Zts (1))1
P, = (452251_ t 2t5>’

_ (853 +4st  4s* + t)
ST \4s?t+¢2 2st )

P = (1654 +12s2+t% 8s3+ 4st)
4 8s3t + 4st? 452t + t2)
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(s, t)-Pell Lucas matris dizisinin ilk terimleri ise soyledir:

Qo = (gi —225)’

4s5% 4+ 2t 25)
2st

8s3 + 6st  4s® + Zt)
452t + 2t* 2st /)’

8s3t + 65st? 452t 4 2t?

(165 + 16s5%t + 2t*> 8s3 + 6st)

32s5 + 40s3t + 10st? 16s* + 165%t + 2t2)
16s*t + 16s2t? + 2t3 8s3t + 6st?

Asagidaki teorem (s,t)-Pell say1 dizisi ile (s,t)-Pell matris dizisi arasindaki bagintiy1
ve (s,t)-Pell Lucas say1 dizisi ile (s,t)-Pell Lucas matris dizisi arasindaki bagintiy1

vermektedir.

Teorem 3.23: n = 0 tamsayisi i¢in

_ Pn+1 Pn

:Pn a ( tpn tpn—l) (3.13)
_ In+1 9n

On = ( tan t('ln—l) (3.14)

dir (Giileg¢ ve Taskara, 2012).

Ispat: Ispat tiimevarim yontemi kullanilarak yapilabilir. Tanim 3.21 den p_; = %, Do =

0, p; = 1 oldugundan

/10
Po = (0 1)
_ (P1 Po )
tpo tp—1
olup n = 0 i¢in esitlik (3.13) dogrudur.
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Tanim 3.21 den pg =0, p; =1, p, = 25 oldugundan
(25 1
_ (Pz P1 )
tpy  tpo
olup n =1 i¢in de esitlik (3.13) dogrudur. Simdi 0 < n < N olacak sekildeki, N

tamsayisi i¢in esitlik (3.13) dogru olsun. Tanim 3.22 de Tanim 3.21 ve kabuliimiizde

kullanilirsa

?N-i-l = 25?N+t:PN—1

=28 (}111\;;1 tlfz\livq) tE (thNN—1 t}z\l]v_—lz)

( 2spy+1 + tow 2spy + tpy-1 )
t(2spy + tpn-1) t(2spy_1 + tpy_2)

G )

olup esitlik (3.13) N + 1 i¢in dogrudur. Dolayisiyla teoremin ispati tamamlanmis olur.
Benzer sekilde esitlik (3.14) i¢in de ispat yapilabilir. Dolayisiyla ispat tamamlanur.

Tanim 3.17 de s?+4t >0 olacak sekildle s>0 ve t= 0 tamsayilarn igin

(s, t)-Pell matris dizisinin
P.(s,t) = 25P,_1(s,t) + tP,_,(s, 1)

rekiirans bagintisinda P, (s,t) = x™ yineleme bagintis1 kullanilirsa (s, t)-Pell matris

dizisinin karakteristik denklemi
X" —2sx"l—tx" 2 =0

seklinde elde edilir.
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Ozel olarak n = 2 alinirsa
x2—2sx—t=0
olup bu denkleminin kokleri
a=s+VsZ+tve f=s5s—VsZ+t

olarak bulunur. Benzer diisiince ile (s,t)-Pell Lucas matris dizisinin rekiirans

bagintisindan da @ = s+ Vs?2 +t ve f =s — Vs? + t kokleri elde edilir.

(s,t)-Pell matris dizisinin ve (s,t)-Pell Lucas matris dizisinin Binet formiilleri

asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 3.24: a =s+Vs?2+t ve B =s —Vs?+ t olmak iizere n = 0 igin

P = (?1 - ,3?0> ot — (.'Pl — a.']’(,)ﬁn

a—p a—pf

0, = (Q1 — ﬁQo) o — <Q1 — “Qo) gn

a—p a—p
dir (Giileg ve Taskara, 2012).

Asagidaki teorem ile (s, t)-Pell matris dizisinin ve (s,t)-Pell Lucas matris dizisinin

tirete¢ fonksiyonlari verilmektedir.

Teorem 3.25: x > s+ Vs?+t olacak sekilde x reel sayisi igin (s,t)-Pell matris

dizisinin ve (s, t)-Pell Lucas matris dizisinin tirete¢ fonksiyonlar1 sirasiyla

n

1 1
Pex ™ = (xP; + (x2 — 250)P)) —
ch:) kX xz—st—t(x L sx)Po) x"(x? —2sx —t)

(xPpi1 +tP)

n

1
z Qux ™k = oy G (x? — 25%)Q0) —

k=0

(xQn+1 + th)

x"(x?% —2sx —t)

seklindedir (Giile¢ ve Taskara, 2012).
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(s, t)-Pell matris dizisi ile (s, t)- Pell Lucas matris dizisi arasindaki bazi iligkiler
e m,n =1 tamsayisti¢in, PP, = PP = Prsn
e m,n = 1 tamsayilan i¢in, 9,9,, = 9,,9n
e n > 1 tamsaysiigin, Q1 P, = $,01 = Oni1
e n > 1tamsayistigin, Q,P; = P19, = Qniq
e n > 1 tamsayisti¢in, $,Q,+1 = Qont1
e n > 1 tamsayisi igin, Q, = 2sP, + 2tP,_,
e n > 1tamsayisiigin, Q, = Pryq + tPyr_1
e m,n = 1 tamsayisi icin, 9,9, = (452 + 4t)Prsn
e n > 1tamsayst igin, Q1 P, = Ppyp + tPy
e m+n >4 tamsaysticin, PyPp = 250min—2 + t2Pmin_a

seklindedir (Giile¢ ve Taskara, 2012).

3.2.4. (s, t)-Jacobsthal matris dizisi

Tamm 3.26: s>0, t #0, s2+4t >0 olacak sekildeki s,t reel sayilart icin
jo(s,t) =0, j;(s,t) =1 baslangic sartlarina sahip (s,t)-Jacobsthal say1 dizisi

Un(s,0))
jTl(Sl t) = Sjn—l(sf t) + thn—Z(sl t)' n 2 2

rekiirans bagintist ile tanimlanir ve n-inci (s,t)-Jacobsthal sayisi j, ile gosterilir

(Uslu ve Uygun, 2012).
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(s, t)-Jacobsthal say1 dizisinin terimleri kullanilarak asagidaki (s, t)-Jacobsthal matris

dizisinin tanimi elde edilir.

Tammm 3.27: s>0, t #0, s2+4t >0 olacak sekildeki s,t reel sayilart igin

Jo(s, t) = ((1) (1)) ve J,(s,t) = (i S) baslangi¢ sartlarina sahip (s, t)-Jacobsthal

matris dizisi (J(s,1)) _
Jo(s,t) =s],_1(s,t) + 2tJ,_»(s,t), n=>2

rekiirans bagmtis1 ile tamimlanir ve n-inci (s, t)-Jacobsthal matrisi J,, ile gosterilir
(Uslu ve Uygun, 2012).

Tanim 3.27 den (s, t)-Jacobsthal matris dizisinin ilk terimleri s6yledir:

v )
h=( o)
p-C2 D)

Jy = (53 +4st  2s* + 4t)

s%t + 2t? 2st

_ (s*+ 65%t+4t 2s3+8st
.]4- - ’
s3t + 4st? 252t + 4t?

Asagidaki teorem (s, t)-Jacobsthal sayr dizisi ile (s,t)-Jacobsthal matris dizisi

arasindaki bagintiy1 vermektedir.

Teorem 3.28: n > 1 tamsayist i¢in

Jn+1 2 )
= (/™ : 3.15
Jn ( tjn  2tjp—1 (3.15)

dir (Uslu ve Uygun, 2012).
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Ispat: ispat tiimevarim yontemi kullanilarak yapilabilir. Tanim 3.26 dan j, = 0, j; =
_ (s 2

:(jz 2]1)
tjh  2tjo

olup n =1 i¢in esitlik (3.15) dogrudur. Tanim 3.26 dan j; =1, j, = s, j; =s? + 2t

1, j, = s oldugundan

oldugundan

pe(3

:(j3 2]2)
tj. 2tj;

olup n =2 i¢in de esitlik (3.15) dogrudur. Simdi 0 <n < N olacak sekildeki, N
tamsayist i¢in esitlik (3.15) dogru olsun. Tanim 3.27 de Tanim 3.26 ve kabuliimiiz

kullanilirsa

Ine1 = SIv + 2ty

JN+1 2JN ) ( Jn 2jN-1 )
=s . . + 2t ,: .
( tin  2tjy—q tin-1 2tjn—2

_ ( Sjn+1 t+ 2tjy 2sjy + 4tjn-1 )
stjy + 2t%jy_1  2Stjy_q +4t%jy_,

:<jN+2 2jN+1)
tin+1  2tjn

olup esitlik (3.15) N + 1 i¢in dogrudur. Dolayisiyla teoremin ispati tamamlanmis olur.
Teorem 3.29: m,n > 0 tamsayilari i¢in

Jman = JmJn (3.16)

dir (Uslu ve Uygun, 2012).
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Ispat: Ispat n {izerinden tiimevarim yontemi kullamlarak yapilabilir. Tanim 3.27 den

Jo = ((1) (1)) oldugundan

_ jm+1 ij ) 1 0
n=(o ) D)
= Jmlo

S

olup n = 0 icin esitlik (3.16) dogrudur. Tamm 3.27 den J, = (t

2 <
O) oldugundan

]m+1

(jm+2 2jm+1>
tjm+1 thm

i ( S]m+1 + Zt]m 2]m+1>
tSh + 2t* o1 2t/m

Im 2m
:(t]: 2t]m_1)(i (2))
= Jm/1

olup n =1 igin de esitlik (3.16) dogrudur. Simdi 0 <n < N olacak sekildeki N

tamsayist igin esitlik (3.16) dogru olsun. Tanim 3.27 ve kabuliimiiz kullanilirsa

Jmane1 = SIman + 2t man-1
= S/mn + 2t]m/n-1
= Jm(sIy + 2t]y—1)
= JmIn+1

olup esitlik (3.16) N + 1 igin dogrudur. Dolayisiyla m,n = 0 tamsayilari igin esitlik

(3.16) dogru olup teoremin ispati tamamlanmis olur.
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Tanim 3.27 de s?+4t>0 olacak sekilde s>0 ve t=# 0 tamsayilar icin

(s, t)-Jacobsthal matris dizisinin

]n(S, t) = S]n—l(sf t) + Zt]n—z(s’ t)

rekiirans bagintisinda J,(s,t) = x™ yineleme bagintist kullanilirsa (s, t)-Jacobsthal

matris dizisinin karakteristik denklemi
x™ —sx™t = 2tx""2 =0
seklinde elde edilir. Ozel olarak n = 2 alinirsa
x2—sx—2t=0

olup bu denkleminin kokleri

s+Vs2+8t s—Vs2+8t
= > ve f = >

olarak bulunur.
(s, t)-Jacobsthal matris dizisinin Binet formiilii asagidaki teorem ile verilmistir.

+Vs2+8t —Vs2+8t
Teorem 3.30: @ = % ve B =22

olmak tizere n > 0 igin

J = (]161—_3’6{0> o — (];—_aéo>ﬁn

dir (Uslu ve Uygun, 2012).

3.2.5. Fibonacci benzeri matris dizileri

Tanmm 3.31: k herhangi bir pozitif reel say1 ve Ry o = 2, Ry 1 = 1 baslangi¢ degerleri
olmak tizere k-Pell, k-Pell Lucas ve Modifiye k-Pell say1 dizileri ile iligkili Fibonacci

benzeri say: dizileri (Ry.,,)
Rk,Tl = ZRk,Tl—l + kRk'n—Za n 2 2

rekiirans bagntis1 ile tanimlanir ve n-inci Fibonacci benzeri sayist Ry, ile gosterilir

(Wani vd., 2017).
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Fibonacci benzeri say1 dizilerinin terimleri kullanilarak asagidaki Fibonacci benzeri

matris dizilerinin tanimi elde edilir.

Tanmm 3.32: k herhangi bir pozitif reel say1 ve Rk,o = (21k _23), ﬁk,l =
(2 tCZk Zlk) baslangi¢ degerleri olmak tizere Fibonacci benzeri matris diziler (ﬁk,n)

ﬁk,n = 2ng,n—l + kRk,n—Z' n=2

rekiirans bagmtist ile tanimlanir ve n-inci Fibonacci benzeri matrisi Ry ,, ile gosterilir

(Tasyurdu, 2018).

Tanim 3.32 den Fibonacci benzeri matris dizilerinin ilk terimleri s6yledir:

Rico = (zlk —23)

Ry = (2 J;( 2k 21k)’

< _ (44+5k 2+2k
Ri2 = (Zk + 2k? k )
B :<8+12k+2k2 4+5k>
k.3 4k + 5k? 2k + 2k2)’
B :<16+28k+9k2 8+12k+2k2)
k4 7 \8k + 12k? + 2k3 4k +5k2 )’

Asagidaki teorem k-Pell, k-Pell Lucas ve Modifiye k-Pell say1 dizileri ile iliskili
Fibonacci benzeri sayi dizileri ile Fibonacci benzeri matris dizileri arasindaki bagimntiy1

vermektedir.

Teorem 3.33: n = 0 tamsay1 ve k herhangi bir pozitif reel say1 olmak tizere
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~ _ Rk,n+1 Rk,n
n = (kRk,n kRk,n—l) (3.17)
dir (Tasyurdu, 2018).
Ispat: Ispat timevarim yontemi kullanilarak yapilabilir. Tanim 3.31 den Ry_1= —%

Ry o = 2, Ry 1 = 1 oldugundan

olup n=0 icgin esitlik (3.17) dogrudur. Tanim 3.31 den Ryo =2, Ry1=1,
Ry o = 2 + 2k oldugundan

B = ° pr 2k 21k)

_ ( Rp2 Ry )
~ \kRp1 kRy,
olup n =1 igin de esitlik (3.17) dogrudur. Simdi 0 <n < N olacak sekildeki N

tamsayist i¢in esitlik (3.17) dogru olsun. Tanim 3.32 de Tanim 3.31 ve kabuliimiiz

kullanilirsa

ﬁk,N+1 = Zﬁk,N + kﬁk,N—l

—9 (Rk,N+1 Ry n ) n k( Ry n Ry n-1 )
kRkn kRyn-1 kRyn-1 kRgn-2

_ ( 2Rp N1 T KRy 2Ry N + kR -1 )
k(2R n + kRgn-1) KQ2Ryn-1+ kR n-2)

:(Rk,N+2 Rk,N+1)
kRin+1 KRy

olup esitlik (3.17) N + 1 i¢in dogrudur. Dolayisiyla teoremin ispati tamamlanmis olur.
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Tanim 3.32 de k herhangi bir pozitif reel say1 ve n > 0 tamsayilar i¢in Fibonacci

benzeri matris dizilerinin
ﬁk,n = 2ﬁk,n—l + kﬁk,n—z

rekiirans bagintisinda Ry, = x™ yineleme bagntis1 kullanilirsa Fibonacci benzeri

matris dizilerinin karakteristik denklemi
x"—2x"1 —kx"2 =0
seklinde elde edilir. Ozel olarak n = 2 alinirsa
x2-2x—k=0
olup bu denkleminin kokleri
a=1+Vi+kve p=1-Vi+k
olarak bulunur ( Tasyurdu, 2018).

Fibonacci benzeri matris dizilerinin Binet formiilii asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem334:a=1++V1+k ve f =1—+1+ k olmak iizere n > 0 i¢in

~ ﬁk,l - ﬁﬁk,o ﬁk,l - aﬁk,o
Rk.n=<ﬁ aTL_ - Y IBTL

dir (Tasyurdu, 2018).

Asagidaki teorem ile Fibonacci benzeri matris dizilerinin {ireteg¢ fonksiyonu

verilmektedir.

Teorem 3.35: k herhangi bir pozitif reel say1 olmak iizere Fibonacci benzeri matris

dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari

ﬁk‘o + (ﬁk,l - Zﬁk‘o)x
1—2x — kx?

e (x) =

seklindedir (Tasyurdu, 2018).
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Fibonacci benzer matris dizileri ile ilgili baz1 6zellikler

e 0 <r <ntamsayilari i¢in, Ry Rpnsr = Rip
e 0 <r <ntamsayilari i¢in, Ry n_1Ryni1 = Rir
e m =>n,t = s tamsayisli i¢in, Rvk'mﬂﬁk‘nﬂ = ﬁmﬂﬁk’nﬁ
e m > n tamsayisi i¢in, ﬁk,mék,n+1 - Rk,m+1Rk,n = [O]sz

seklindedir (Tagyurdu, 2018).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. k-Pell, k-Pell-Lucas, Modifiye k-Pell Matris Temsilleri

Bu boliimde k herhangi bir pozitif reel say1 ve n > 2 olmak tizere
Pen =2Pgnq +kPen-2  Pro=0P, =1
Qrn = 2Qkn-1 + kQin—2, Qro = 2,Q1 =2
Tin = 2qkn-1 + Kqrn-2, qro = 1,qr1 =1

rekiirans bagintlari ile tanimlanan sirasiyla k-Pell, k-Pell Lucas ve Modifiye k-Pell say1
dizileri kullanarak k-Pell, k-Pell Lucas, Modifiye k-Pell matris dizileri tanimlandi.
k-Pell, k-Pell Lucas ve Modifiye k-Pell matris dizilerinin terimleri rekiirans bagintisi
kullanilarak elde edilirken kendisinden Onceki tiim terimlerin bilinmesi gerekmektedir.
Burada k-Pell, k-Pell Lucas ve Modifiye k-Pell matris dizilerinin n. terimini,
kendisinden onceki tiim terimlerin bilinmesine gerek kalmadan kolay bir sekilde
bulunmasina olanak saglayan Binet formiilleri elde edildi. Ayrica k-Pell, k-Pell Lucas
ve Modifiye k-Pell say1 dizileri ile tanimlanan k-Pell, k-Pell Lucas ve Modifiye k-Pell

matris dizileri arasindaki iliskiyi veren matrisler verildi.

Bu calismada (P ,,) ile k-Pell matris dizisi; Q) ile k-Pell Lucas matris dizisi ve

(qk,n) ile Modifiye k-Pell matris dizisi gosterilecektir.
- . = _(1 05 _(2 1
Tamim 4.1: k herhangi bir pozitif reel say1 ve Py o = (0 1),Pk_1 = (k 0) baslangi¢

degerleri olmak iizere (ﬁk,n) ile gosterilen k- Pell matris dizileri
ﬁk,n = 2ﬁk,n—l + kpk,n—z' n=2

rekiirans bagmntis1 ile tammlamir ve n-inci k-Pell matrisi P, ile gdsterilir

(Tasyurdu vd., 2017).
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Tanim 4.1 den k-Pell matris dizilerinin ilk terimleri soyledir:

Poo=(5 1)
Pa=(2 o)
P=(*F50 2,

P = (e o)

5 =(16+12k+k2 8+4k>
.4 8k + 4k2 4k + k2)’

k-Pell say1 dizileri ile k-Pell matris dizileri arasindaki iliski asagidaki onerme ile

verilmigtir.
Onerme 4.2: k herhangi bir pozitif reel say1 olmak iizere

5 Pener Py,
Pk,n — ( n n

, n=0
kPk,n kPk,n—1>

seklindedir (Tasyurdu vd., 2017).

Ispat: Ispat n iizerinden tiimevarim yontemi kullanilarak yapilabilir. Yani her n > 0

tamsayist i¢in

oldugunu gosterelim. Tanim 3.1 den k-Pell say:1 dizilerinin ilk terimleri Py = 0,

Py1=1,P,, =20lupn =1i¢in

= (P2 Pe1\ (2 1
Pk'l - <kPk,1 kPk,O) - (k O)
dir. Dolayisiyla n = 1 i¢in iddia dogrudur.
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Benzer diisiince ile Tanim 3.1 den Py ; =1, Py, = 2, P, 3 = 4 + k olmak lizere n = 2

i¢in

B =(Pk,3 Pk,2)=(4+k 2)
k.2 kPk,Z kPk,l Zk k

olup iddia dogrudur. Simdi iddianin n € Z* i¢in dogru oldugunu kabul edip n + 1 i¢in

dogru oldugunu gosterelim. Yani n igin

ﬁ _ (Pk,n+1 Pk,n )
fon kPk,n kPk,n—l

oldugunu kabul edip

}5 _ ( Pk,n+2 Pk,n+1)
o 4 kPk,n+1 kPk,n

oldugunu gosterelim. Tanim 4.1 de kabuliimiiz Tanim 3.1, matrislerde skalerle ¢arpma

ve toplama islemleri ile kullanilirsa

pk,n+1 = Zﬁk,n + kpk,n—l

=9 (Pk,n+1 Pk,n > + k ( Pk,n Pk,n—l )
kpk,n kPk,n—l kpk,n—l kPk,n—Z

_ 2Pk,n+1 + kPk,n 2Pk,n + kPk,n—l
" \2kPyn + k?Pyp_y 2kPin_q + k?Py sy

— ( Pk,n+2 Pk,n+1)
kpk,n+1 kPk,n

bulunur. Bu ise iddiann n+ 1 icin dogru oldugunu gdsterir. Dolayisiyla ispat

tamamlanir.

k-Pell matris dizilerinin genel formu olarak bilinen ve n-inci terimini veren Binet

formiilii asagidaki dnerme ile verilmistir.
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Onerme 4.3: k herhangi bir pozitif reel sayl, r; =1+V1+k ve r,=1—V1+k
olmak tizere k-Pell matris dizilerinin Binet formiili
= (ﬁk,l - rzﬁk,o)ﬁn - (ﬁk,l - 7’1pk,0)7'2n

P = n=0
fon L ’

seklindedir (Tagyurdu vd., 2017).
Ispat: Tanim 4.1 deki k-Pell matris dizilerinin
Pey = 2Pn_1 + kPyn_;
rekiirans bagmtisinda Py ,, = x™ yineleme bagmtis1 kullanilirsa
x™—2x" —kx"%2 =0

k-Pell matris dizilerinin karakteristik denklemi elde edilir. Karakteristik denklemde 6zel

olarak n = 2 alinirsa

x2-2x—k=0
olup bu denklemin kokleri r; ve 1, olmak iizere

seklindedir. Diger taraftan A, B sabit katsayilar olmak {lizere her n > 0 tamsayisi i¢in

k-Pell matris dizilerinin n-inci terimlerinin genel formu

Pk,n == Arln + Brzn
seklindedir. Ozel olarak n = 0 ve n = 1 alinirsa
ﬁk,O = A + B

ﬁk,l = AT1 + Brz

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢éziimiinde ise

By 1—1,F I
A:(k,1 2 k,o) ve B:_(k,1 Ty k,o)

r1—"T2 r1—T2

olarak bulunur.
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Bulunan A ve B degerleri

ﬁk,n = Arln + BT‘Z"

esitliginde yerine yazilirsa

= (ﬁk,l - Tzﬁk,o)ﬁn - (ﬁm - T1ﬁk,o)7”zn

Py, =
" rn—n

k-Pell matris dizilerinin Binet formiilii elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

. . o =~ _ (2 2\ sz _(4+2k 2
Tamm 4.4: k herhangi bir pozitif reel say1 ve Qo = (Zk _2), Qr1 = ( ok Zk)

baslangi¢ degerleri olmak {izere (Qk_n) ile gosterilen k-Pell Lucas matris dizileri

Qk,n = zék,n—l + k@k,n—z: nz=2

rekiirans bagmtist ile tanimlanir ve n-inci k-Pell Lucas matrisi Qy , ile gdsterilir

(Tasyurdu vd., 2017).

Tanim 4.4 ten k-Pell Lucas matris dizilerinin ilk terimleri soyledir:

ék,o = (sz _22).

~ _(4+2k 2

Qra = ( 2k Zk)’

~ ([ 8+6k 4+2k

Quz2 = (4k +2k? 2k )

0 =<16+16k+2k2 8+6k)
k.3 8k + 6k2 4k + 2k2

Ous = < 32 + 40k + 10k? 16 + 16k + 2k2>
k4 = \16k + 16k? + 2k3 8k + 6k2
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Onerme 4.5: k herhangi bir pozitif reel say1 olmak iizere

n=0

Qe = (%:: kg::_l) ’

seklindedir (Tagyurdu vd., 2017).

Ispat: n iizerinden tiimevarim yontemi kullanilarak yapilabilir. Yani her n >0

tamsayist i¢in

Qk,n+1 Qk,n

Qe = <ka,n ka,n—l)

oldugunu gosterelim. Tanim 3.4 den k-Pell Lucas say1 dizilerinin ilk terimleri Qo = 2,

Qx1 = 2,Qr2 =4+ 2k olupn = 1i¢in

0 :(Qk,z Qk,l):(4+2k 2)
17 \kQi1  kQpo 2k 2k
dir. Dolayistyla n = 1 i¢in iddia dogrudur. Benzer diisiince ile Tanim 3.4 den Q1 = 2,

Q2 =4+ 2k, Qi = 8 + 6k olmak lizere n = 2 i¢in
g :(Qk,3 Qk,z):< 8 + 6k 4+2k)
27 \kQrz kQri) T \dk+2k* 2k
olup iddia dogrudur. Simdi iddianin her n € Z* tamsayisi igin dogru oldugunu kabul
edip n + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. Yani n igin

Qun = (%f: kg::_l)

oldugunu kabul edip

_ Qk,n+2 Qk,n+1

Qk,n+1 B <ka,n+1 ka,n)

oldugunu gosterelim.
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Tanim 4.4 te kabuliimiiz Tanim 3.4, matrislerde skalerle carpma ve toplama islemleri ile

kullanilirsa
ék,n+1 = 2Qk,n + kék,n—l

=2 (Qk,n+1 Qk,n ) + k( Qk,n Qk,n—l )
ka,n ka,n—l ka,n—l ka,n—Z

_ < 2Qk,n+1 + ka,n 2Qk,n + ka,n—l )
Zka,n + szk,n—l Zka,n—l + szk,n—Z

— ( Qk,n+2 Qk,n+1>
ka.n+1 ka,n

bulunur. Bu ise iddiann n+ 1 icin dogru oldugunu gdosterir. Dolayisiyla ispat

tamamlanir.

k-Pell Lucas matris dizilerinin genel formu olarak bilinen ve n-inci terimini veren Binet

formiilii asagidaki 6nerme ile verilmistir.

Onerme 4.6: k herhangi bir pozitif reel say, ;, =1+V1i+k ver,=1—-V1+k
olmak uizere k-Pell Lucas matris dizilerinin Binet formuli

- N1 — 1,0, )t — (0 1 — 170, 0 )11

Oin = (01 —1201,0)18 — (Q1 — 1101073 >0

n—n

seklindedir (Tasyurdu vd., 2017).
Ispat: Tanim 4.4 deki k-Pell Lucas matris dizilerinin
Qrn = 2Qkn-1 + kQrn—2
rekiirans bagintisinda Q~k,n = x" yineleme bagintis1 kullanilirsa
x™ —2x" 1 — kx"2 =0

k-Pell Lucas matris dizilerinin karakteristik denklemi elde edilir.

52



Karakteristik denklemde 6zel olarak n = 2 alinirsa
x> =2x—-k=0
olup bu denklemin kokleri ise 1; ve 1, olmak iizere

olarak bulunur. Diger taraftan A4, B sabit katsayilar olmak iizere her n > 0 tamsayis1 i¢in

k-Pell Lucas matris dizilerinin n-inci terimlerinin genel formu

Qk,TL = AT‘ln + Brzn
seklindedir. Ozel olarak n = 0 ve n = 1 alinirsa
Qo =A+B
Qk,l = AT‘l + Brz

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢6ziimiinde ise

A= (Qk,1—7"2@k,o) ve B =— (Qk,l_rlék,o)

r1—T2 r1—T2

olarak bulunur. Bu A ve B degerleri

Qk,'l’l = AT‘ln + Brzn
esitliginde yerine yazilirsa

A (Qk,l - Tz@k,o)ﬁn - (@k,l - T1Qk,o)7"zn

Qk,n r— Ty

k-Pell Lucas matris dizilerinin Binet formiilii elde edilir. Dolayistyla ispat tamamlanir.

Z-IIC-k llc)

baslangi¢ degerleri olmak tizere (qk,n) ile gosterilen Modifiye k-Pell matris dizileri

Tamm 4.7: k herhangi bir pozitif reel say1 ve G, o = (11c _11), k1 = (

Qk,n = 2Qk,n—l + qu,n—Z: nz=2

rekiirans bagmtisi ile tanimlanir ve n-inci Modifiye k-Pell matrisi gy, ile gosterilir

(Tasyurdu vd., 2017).
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Tanim 4.7 den Modifiye k-Pell matris dizilerinin ilk terimleri soyledir:

Gr1 = (2 -II{_ k llc)’

4+3k 2+k
( )

N

27 \2k+ k% k

g =<8+8k+k2 4+3k>
k.3 4k +3k% 2k + k2

g =<16+20k+5k2 8+8k+k2>
.4 8k + 8k% + k3 4k + 3k?2

Onerme 4.8: k herhangi bir pozitif reel say1 ve olmak iizere

- _ CIk,n+1 CIk,n >0
Qen = (kCIk,n qu,n—l) -
seklindedir (Tagyurdu vd., 2017).

Ispat: Ispat n iizerinden tiimevarim yontemi kullanilarak yapilabilir. Yani her n > 0

tamsaysl i¢in

~ <Qk,n+1 Qkn >
Qe = kQR,n ka,n—l

oldugunu gosterelim. Tanim 3.7 den Modifiye k-Pell say1 dizilerinin ilk terimleri g o =

1,qr1=1,qx, =2+ kolupn =1igin
N _(Qk,z CIk,l)_(2+k 1)
U1 = kqra kqro)  \ k k

dir. Dolayisiyla n = 1 i¢in iddia dogrudur.

54



Benzer diisiince ile Tanim 3.7 den q,; = 1,9y, = 2 + k,qi3 = 4 + 3k olmak iizere

n = 2 i¢in
- =<qk,3 qk.2)=(4+3k 2+k)
Uz = \kqr, ki)~ 2k +k2 &k

olup iddia dogrudur. Simdi iddianin n € Z* i¢in dogru oldugunu kabul edip n + 1 i¢in

dogru oldugunu gosterelim. Yani n i¢in

- _ (qk,n+1 Gkn )
Qen = kq}c,n kq}c,n—l

oldugunu kabul edip

Ak n+2 CIk,n+1>

Uent1 = (kCIk,n+1 kq}c,n

oldugunu gosterelim. Tanim 4.7 de kabuliimiiz Tanim 3.7, matrislerde skalerle carpma

ve toplama islemleri ile kullanilirsa
Qin+1 = 2qkn + KGrn-1

_ <Qk,n+1 Qx,n ) ( Qk,n Qk,n—1>
- qu,n qu,n—l qu,n—l qu,n—z

_ < 2Qk,n+1 + qu,n 2Qk,n + ka,n—l )
2qu,n + kzqk,n—l 2qu,n—l + szk,n—Z

_ ( Ak n+2 CIk,n+1>
N qu,n+1 kq}c,n

bulunur. Bu ise iddianin n+ 1 i¢in dogru oldugunu gosterir. Dolayisiyla ispat

tamamlanir.
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Modifiye k-Pell matris dizilerinin genel formu olarak bilinen ve n-inci terimini veren

Binet formiilii asagidaki 6nerme ile verilmistir.

Onerme 4.9: k herhangi bir pozitif reel say, r; =1+V1i+k ver,=1—V1+k

olmak iizere Modifiye k-Pell matris dizisinin Binet formiilii,

~ (‘7k,1 - 7'2‘71(,0)7'171 - (qk,l - 7’1‘71(,0)7’271
kn —
T1 - 1’2

seklindedir (Tagyurdu vd., 2017).
Ispat: Tanim 4.7 deki Modifiye k-Pell matris dizilerinin
Gin = 2qin-1 + kGkn-—2
rekiirans bagmtisinda Gy, = x™ yineleme bagintis1 kullanilirsa
xm —2x" —kx"2 =0

Modifiye k-Pell matris dizilerinin karakteristik denklemi elde edilir. Karakteristik

denklemde 6zel olarak n = 2 alinirsa
x2-2x—k=0
olup bu denklemin kokleri ; ve 1, olmak iizere
n=1+Vl+kvenrn,=1-V1+k

olarak bulunur. Diger taraftan A, B sabit katsayilar olmak iizere her n > 0 tamsayisi igin
Modifiye k-Pell matris dizilerinin n-inci terimlerinin genel formu

Gren = Ar " + Bry"
seklindedir. Ozel olarak n = 0 ve n = 1 alinirsa
Gio=A+B
Gx1 = Ary + B,
lineer denklem sistemi elde edilir.
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Bu sistemin ¢oziimiinde ise

G i G i
A= (Qk,1 ZQk,o) ve B =— (Qk,1 1Qk,o)

172 T2
olarak bulunur. Bu A ve B degerleri

Gen = Ary™ + Bry"
esitliginde yerine yazilirsa

~ (%,1 - Tz‘?k,o)ﬁn - (Qk,l - quk,o)rzn
Akn =
T — T

Modifiye k-Pell matris dizilerinin Binet formiilii elde edilir. Dolayisiyla ispat

tamamlanir.

k herhangi bir pozitif reel say1 ve n > 2 olmak {izere sirasiyla k-Pell, k-Pell Lucas ve

Modifiye k-Pell matris dizilerinin

Pyn = 2Py n_q + kPyy_s, Pyo = ((1) 2)' Pr1= (i é)
Qk,n = 2@k,n—1 + kék,n—Zf Qk,O = (sz _22)' lel = (4 ;ka 22k)

~ ~ ~ ~ 1 1 ~ 2+k 1
Grn = 2qin-1 + kG n—2, dko = <k _1)' k1 = ( K k)
rekiirans bagitilarinin karakteristik denkleminden
x2—-2x—k=0

olup bu denkleminr; =1 ++1+ k ve r, =1+ +/1 + k kokleri arasinda

ot =2
nr, = —k
n—r=2vl1+k

esitlikleri vardir.
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4.2. k-Pell, k-Pell Lucas ve Modifiye k-Pell Matris Temsillerinin Ozellikleri

Bu béliimde k-Pell matris dizilerinin (P ,,), k-Pell Lucas matris dizilerinin (@) ve

Modifiye k-Pell matris dizilerinin (g ) terimleri arasinda bazi iliskiler elde edildi.

1 0

0 1), 13k,1 = (2 1) baslangi¢ sartlarina

Bunun i¢in n = 2 olmak iizere Pk,o = ( k 0

sahip k-Pell matris dizilerinin
ﬁk,n = 2ﬁk,n—l + kﬁk,n—z
rekiirans bagintis1 kullanilarak

I. (?k,n+1 - Fpk,n )2 = (1 + k)ﬁlg,n
i pk,n+1ﬁk,n—1 = pl?n
iii. pk,n = 13,’:,1

V. Pk,m+n = Pk,mPk,n

ozellikleri elde edildi. Ayrica sirasiyla k-Pell Lucas ve Modifiye k-Pell matris

dizilerinin
i i 3 3 2 2\ ~ 442k 2
Qk,n = ZQk,TL—l + ka’n—Z; Qk,o = (zk _2) ’ Qk’1 = ( Zk Zk)

~ ~ ~ ~ 1 1\ « 2+k 1
Grn = 2qin-1 T kGin-2,  Gro = (k _1),%,1 = ( K k)
rekiirans bagintilar1 da kullanilarak (ﬁk,n), (Qk,n) ve (qk,n) matris dizileri arasinda

i Qgn = 2Py, +2kP;, 4
ii.  Qun = 20kn
iii.  Qn+r = QkaPin
iv. Qrn+1 = QR,lﬁk,n
V. Q242K Pen= Qxn+20kn-1
Vi.  Ggn = P}m + kﬁk,n—l
Vi, PenOinsr = Quns1Prem

viii. ﬁk,mglk,n+1 = C~1k,n+1ﬁk,m
ozellikleri elde edildi.
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Onerme 4.10: n > 0 tamsay1 olmak iizere

(ﬁk,n+1 - ﬁk,n )2 =1+ k)plg,n

dir (Tasyurdu vd., 2017).

Ispat: Onerme 4.3 deki k-Pell matris dizisinin Binet formiilinde r;, = 1 +V1+k, 1, =
1 — 1+ k olmak iizere A = P, —1,P,ove B = Py, —r P, olarak alinirsa

AB = (Pk,l - rzﬁk,o )(ﬁk,l - 7'113k,0 ) = [0]2x2

olarak bulunur. Buradan

- b, rP* Byt Ar? — Br\’
(Pk,n+1_Pkn < T — Ty il T —T1y >
(A — 1) — Brl*(r, — 1)
= 4
_ (At (VI+ ) Bri(—VI+k)\
— 1
_ (A1t ) +Brr(VIFR)\
-1
AL+ k) + 2ABr{r (1 + k) + Bt (1 + k)
(r —12)?
Arl — Br\?
1 2
—( m—— > (1+k)
=1+ k)PZ,
dir. Buradan

(pk,n+1 - ﬁk,n )2 = (1 + k)plg,n

elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanmaistir.
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Onerme 4.11: n > 1 tamsay1 olmak iizere
ﬁk,n+1ﬁk,n—1 = ﬁl?,n
dir (Tasyurdu vd., 2017).

Ispat: Onerme 4.3 deki k-Pell matris dizisinin Binet formiilinde r;, = 1 +V1+k, 1, =
1 — 1+ k olmak iizere A = B, —1,P,oVve B = P, — 1P, olarak alinirsa

AB = (Pk,l - rzpk,o )(ﬁk,l - Tlﬁk,o ) = [0]2x2

BA = (Pk.l - 7’1ﬁk.o )(Pk,1 - Tzﬁk,o ) = [0]2x2

olarak bulunur. Buradan

- - 2
p 13 132 3 <AT‘1n+1 A BT2n+1> (Arln 1_ BT‘zn 1) (A?"ln — BT2n>
kn+1fkn-17 Tgn = -
n—-n n—n rn—n

A2r12n —ABT1n+1T2n_1 _ BATln_1T2n+1 + BZrZZn

(ry — 12)?
Azrlzn - ABT‘lnT‘Zn - BATanln + Bzrzzn
(rp —12)?

A2T12n + B2T22n _ A2T12n _ BZTZZn

B (r, —12)?

= [0] 2x2

olup

ﬁk,n+1ﬁk,n—1 = Pi?,n
elde edilir. Ispat tamamlanmustir.
Onerme 4.12: n > 1 tamsay1 olmak iizere
p kn = p 121

dir (Tasyurdu vd., 2017).
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Ispat: Ispat n iizerinden tiimevarim yontemi kullanilarak yapilabilir. Yani her n > 1

tamsayist i¢in

Prn = Pl?,l
oldugunu gosterelim. n = 1 igin
= _ (2 1
Pk 1 (k 0)
= ﬁl%,l

elde edilir. Dolayisiyla n = 1 i¢in iddia dogrudur. n = 2 i¢in

B .= ( Prs  Prp )
kz = kPk,Z kPk,l

4 + 2k 2)

( 2k k
G oG o

olup n = 2 igin iddia dogrudur. Simdi iddianin her n € Z* i¢in dogru oldugunu kabul

edip n + 1 i¢gin dogru oldugunu gosterelim. Yani n € Z* igin

Pk,n = Pl?l
oldugunu kabul edip n + 1 i¢in
pk,n+1 = ﬁl?,-lihl

oldugunu gosterelim.
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Onerme 4.2 de Tanim 3.1 ve kabuliimiiz kullanilirsa

ﬁ _ ( Pk,n+2 Pk,n+1>
fontl = kPk,n+1 kPk,n

_ 2Pk,n+1 + kPk,n Pk,n+1
"~ \2kPy, + k?Pyn_y  kPpin

P P
=<kk13::: kP:,:_l)(zzc (1>)
-G ¢ o)
+1
- o)

bulunur. Bu ise iddianin n+ 1 i¢in dogru oldugunu gosterir. Dolayisiyla ispat

tamamlanir.

Onerme 4.13: m,n > 1 tamsayilar1 olmak iizere

ﬁk,m+n = pk,mpk,n
dir (Tasyurdu vd., 2017).

Ispat: Ispat n iizerinden tiimevarim yontemi kullanilarak yapilabilir. Yani her n > 1

tamsay1 i¢in

Pk,m+n = Pk,mPk,n

oldugunu gosterelim. n = 1 i¢in

p _ ( Pk,m+2 Pk,m+1)
fom#1 kpk,m+1 kpk,m

_ 2Pk,m+1 + kPk,m Pk,m+1
~ \2kPym + k*Pym_1  kPim

_ (Pk,m+1 Pk,m ) (2 1)
kpk,m kPk,m—l k O
=P k,m}3 k1

elde edilir. Dolayisiyla n = 1 i¢in iddia dogrudur.
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Onerme 4.12 den Py, = P4 olmak iizere benzer diisiince ile n = 2 i¢in

ﬁ _ ( Pk,m+3 Pk,m+2 )
fom+2 ™~ kPk,m+2 kPk,m+1

_ <2Pk,m+2 + kPk,m+1 Pk,m+2 >
2kpk,m+1 + kzpk,m kPk,m+1

_ ( Pk,m+2 Pk,m+1) (2 1)
kPk,m+1 kPk,m k 0

= Pk,m+1Pk,1
—_ p 52
— Pk,m Pk,l
= PrmPr2

olup n = 2 igin iddia dogrudur. Simdi iddianin her n € Z* i¢in dogru oldugunu kabul

edip n + 1 i¢gin dogru oldugunu gosterelim. Yani n € Z* igin
Pk,m+n = ﬁk,mﬁk,n
dogru oldugunu kabul edip n + 1 i¢in

Pk,m+n+1 = Pk,mpk,n+1

dogru oldugunu gosterelim. Tanim 4.1 de kabuliimiiz kullanilirsa
pk,m+n+1 = 2ﬁk,m+n + kpk,m+n—1
= 2(PymPrn) + k(PemPrn-1)
= Pem(2Pip + kP yiq)
=P k,m}3 kn+1

bulunur. Bu ise iddiann n+ 1 ic¢in dogru oldugunu gosterir. Dolayisiyla ispat

tamamlanir.
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Onerme 4.14: n > 1 tamsay1 olmak iizere
Qk,n = Zﬁk,n + 2kﬁk,n—l
dir (Tasyurdu vd., 2017).

Ispat: Ispat n iizerinden tiimevarim yontemi kullanilarak yapilabilir. Yani her n > 1

tamsayisi i¢in
Qk,n = Zﬁk,n + 2kﬁk,n—l
oldugunu gosterelim. n = 1 i¢in Tanim 4.1 ve Tanim 4.4 kullanilirsa

Qua = (4 erka 22k)

=2 o)+ 2(y )

= 2]3,(‘1 + kak,o
elde edilir.
Dolayisiyla n = 1 i¢in iddia dogrudur. Benzer diisiince ile n = 2 i¢in

~ _ (84+6k 442k
Q""'z_(4k+2k2 Zk)

=2(%" DG o)

= Zpk,Z + kak,l

olup n = 2 i¢in iddia dogrudur. Simdi iddianin her n € Z* i¢in dogru oldugunu kabul
edip n + 1 i¢in dogru oldugunu gdsterelim. Yani n € Z* i¢in

Qk,n = 2ﬁk,n + 2kﬁk,n—l
oldugunu kabul edip

Qk,n+1 = 2ﬁk,n+1 + 2kﬁk,n

oldugunu gosterelim.
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Tanim 4.4 de Tanim 4.1 ve kabuliimiiz kullanilirsa
Qrn+1 = 2Qun + kQrn-1
= 2(2P,, + 2kPy 1) + k(2P o1 + 2kPy )
= 2(2Pgp + kPyp-1) + 2k(2P, -1 + kP n_>)
= 2Py i1 + 2kPy,,

bulunur. Bu ise iddianmn n+ 1 icin dogru oldugunu gdsterir. Dolayisiyla ispat

tamamlanir.

Onerme 4.15: n > 1 tamsay1 olmak iizere

Qkn = 2qgn
dir (Tagyurdu vd., 2017).

Ispat: Ispat n iizerinden tiimevarim yontemi kullamilarak yapilabilir. Yani her n > 1
tamsayist i¢in

Qk.n =2 qk,n

oldugunu gosterelim. n = 1 igin

Qua = (4 erka 22k)
-9 (2 -llc- k ]1)
= 267k,1

dir. Dolayisiyla n = 1 i¢in iddia dogrudur. Benzer diisiince ile n = 2 i¢in

~ _ (84+6k 442k
Q""’Z_(4k+2k2 Zk)

-9 (24k++3:2 2 -IIC- k)

= 2qk,

olup n = 2 i¢in iddia dogrudur. Simdi iddianin her ni¢in dogru oldugunu kabul edip

n + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.
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Yani her n € Z* igin

Qk,n = qu,n

oldugunu kabul edip n + 1 i¢in

Qk,n+1 =2 Ak n+1

dogru oldugunu gosterelim. Tanim 4.4 de Tanim 4.7 ve kabuliimiiz kullanilirsa
Qrn+1 = 2Qun + kQrn-1
= 2(2Gxn) + k(2Gxn-1)
= 2(2C7k,n + qu,n—1)
= 2qkn+1

bulunur. Bu ise iddianin n+ 1 i¢in dogru oldugunu gosterir. Dolayisiyla ispat

tamamlanir.

Onerme 4.16: n > 1 tamsay1 olmak iizere

Qrn+1 = Qi1Prn

dir (Tasyurdu vd., 2017

Ispat: Ispat n iizerinden tiimevarim yontemi kullanilarak yapilabilir. Yani her n > 1

tamsayis1 i¢in
Qrn+1 = Qr1Prn

oldugunu gosterelim. n = 1 i¢in

~ Qrz  Qk,

Q2 = (kQI:Z ké{:)
(e o)
- (4 -;ka sz) (Izc (1))
= Qk,lﬁk,l

elde edilir. Dolayisiyla n = 1 i¢in iddia dogrudur.
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Benzer diisiince ile n = 2 i¢in

Qz
II

= (or ko.)

( 16 + 16k + 2k> 8+ 6k )
8k + 6k? 4k + 2k?

(4+2k 2)(42-i;€k IZC)

= Qk,lPk,Z

olup n = 2 igin iddia dogrudur. Simdi iddianin her n € Z* i¢in dogru oldugunu kabul

edip n + 1 i¢gin dogru oldugunu gosterelim. Yani her n € Z* igin

Qk,n+1 = Qk,lPk,n

dogru oldugunu kabul edip n + 1 i¢in

Qk,n+2 = Qk,1Pk,n+1

dogru oldugunu gosterelim. Tanim 4.4 de Tanim 4.1 ve kabuliimiiz kullanilirsa
Qrn+z = 2Qums1 + kQpn
= 2(Qr1Prn) + k(Qr1Prn-1)
= Qr1(2Pgn + kPyn-1)
= Qk,lﬁ kn+1

bulunur. Bu ise iddiann n+ 1 icin dogru oldugunu gdsterir. Dolayisiyla ispat

tamamlanir.
Onerme 4.16 da Onerme 4.15 kullanilirsa Sonug 4.17 elde edilir..
Sonug¢ 4.17: n = 1 tamsay1 olmak lizere

Arn+1 = Qi1 Prn

dir (Tasyurdu vd., 2017).
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Onerme 4.18: n > 1 tamsay1 olmak iizere
(2+2k)Piy = Qn + kQpn—s
dir (Tasyurdu vd., 2017).
Ispat: Ispat Tanim 4.1 ve Onerme 4.14 kullanilarak yapilabilir. Onerme 4.14 den
Qun = 2Py + 2kPy_q
ve Tanim 4.1 den
Pen = 2Pin—1 + kPyn_;
olmak tizere
Qe + kQun-1 = 2Py + 2kPyy_q) + k(2P n_q + 2kPi )
= 2P, + k(4P 1 + 2kPy5)
= 2P, + 2kPy ,
= (2 + 2k)Py ,
elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanr.
Onerme 4.18 de Onerme 4.15 kullanilirsa Sonug 4.19 elde edilir.
Sonug¢ 4.19: n > 1 tamsay1 olmak {izere
Gin = P + kPrny
dir (Tagyurdu vd., 2017).
Onerme 4.20: n > 1 tamsay1 olmak iizere

Pk,ka,n+1 = Qk,n+1Pk,m

dir (Tasyurdu vd., 2017).
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Ispat: Ispat Onerme 4.13, Onerme 4.14 ve Onerme 4.16 kullanilarak yapilabilir.
Onerme 4.14 den

Qin = 2Pin + 2kPy 4
ve Onerme 4.13 ten
Pk,m+n = pk,mpk,n
olmak iizere Onerme 4.16 dan
ﬁk,m@k,n+1 = ﬁk,mék,lﬁk,n
= Pum(2Py 1 + 2kPy )P
= 2P, ;P 1 Py + 2k Py Py 0Pr
= 2P mian+1 + 2kPy pmin
= (2P 1 + 2kPy ) Prman
= Qk,lﬁk,nﬁk,m
= ék,n+115 km
olup ispat tamamlanmustir.
Onerme 4.20 de Onerme 4.15 kullanilirsa Sonug 4.21 elde edilir.

Sonuc¢ 4.21: n > 1 tamsay1 olmak {izere

Pk,ka,n+1 = Qk,n+1Pk,m

dir (Tasyurdu vd., 2017).
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5. SONUC ve ONERILER

5.1. Sonuclar

Bu c¢alisgmada oOncelikle k-Pell, k-Pell Lucas ve Modifiye k-Pell say1 dizileri
kullanilarak k-Pell, k-Pell Lucas ve Modifiye k-Pell matris dizileri tanimlanmistir. Bu
dizilerin Binet formiilleri, iirete¢ fonksiyonlar1 elde edilmistir. k-Pell say1 dizileri ile
k-Pell matris dizileri, k-Pell Lucas say1 dizileri ile k-Pell Lucas matris dizileri ve
Modifiye k-Pell say1 dizileri ile Modifiye k-Pell matris dizileri arasindaki iliskiler elde
edilmistir. Bu tanimlar ve buna bagli elde edilen sonuglar ile literatiire yeni kavramlar

ve sonuclar kazandirilmistir.

5.2. Oneriler

Calismamizi elde ettigimiz sonuglar dogrultusunda, arastirmacilara Oneriler sunarak
sonlandirmak istiyoruz. k-Pell, k-Pell Lucas ve Modifiye k-Pell say1 dizilerinin hepsi ile
iligkili olan genel bir matris dizisi tanimlanabilir. Genel matris dizisi ile bu ¢aligmadaki
matris dizileri arasindaki iligkiler bulunabilir. Tanimlanacak olan genel matris dizisinin

Binet formiilleri, lireteg¢ fonksiyonlari, iireteg matrisleri ve 6zellikleri elde edilebilir.
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