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Bu çalışmada, 𝑘-Pell, 𝑘-Pell-Lucas ve Modifiye 𝑘-Pell sayı dizileri kullanılarak       

𝑘-Pell, 𝑘-Pell-Lucas ve Modifiye 𝑘-Pell matris dizileri tanımlanmıştır ve özellikleri 

incelenmiştir. Bu dizilerin 𝑛-inci genel terimini veren matrisler, Binet formülleri ve 

üreteç fonksiyonları sunulmuştur. 𝑘-Pell,  𝑘-Pell Lucas ve Modifiye 𝑘-Pell matris 

dizilerinin terimlerini içeren bazı önemli eşitlikler elde edilmiştir. Ayrıca 𝑘-Pell,       

𝑘-Pell-Lucas, Modifiye 𝑘-Pell sayı dizileri ile 𝑘-Pell, 𝑘-Pell-Lucas, Modifiye 𝑘-Pell 

matris dizileri arasındaki bazı ilişkiler verilmiştir.  
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1. GİRİŞ 

Yıllardır yapılan araştırmalar, evrenin rastgele bir düzenle yaratılmadığını ortaya 

koymuştur. Bu sistemin, elde edilen bulgular sonucu sayılar üzerine oturtulduğu 

görülmüştür. Buna gösterilecek en önemli örnek ise Altın orandır. Altın oran bilim 

insanları, müzisyenler, mimarlar gibi birçok kişinin estetik algılarında en güzeli 

yakalamak adına kullandıkları yegane ölçü olmuştur. Buna, Mimar Sinan’ı ve onun 

Selimiye Camii’sini, Leanardo da Vinci’nin Mona Lisa tablosunu ve daha birçok örneği 

verebiliriz. Altın oranın tarihine bakacak olursak da karşımıza İtalyan matematikçi 

Leanardo çıkar. Kendisinin 1170 yılında İtalya’nın Pisa şehrinde doğduğu tahmin 

edilmektedir. İtalyan Filius Bonacci yani babasının adı ile anılan Leanardo Bonacci’nin 

oğlu olarak anılmaktadır. İnsanlar bu ismi kısaltarak ona Fibonacci demişlerdir. 

Leanardo ülkeler arası posta işleriyle uğraşan babasına yardım etmek amacıyla onunla 

birlikte sıkça Cezayir İtalya arası seyahat etmektedir.  Bu seyahatleri sırasında Hint-

Arap sayı sistemini öğrenir ve bunun Romen rakamlarıyla işlem yapmaktan daha kolay 

olduğunu gözlemlemektedir. Buradan yola çıkarak Liber Abaci adlı eseri yazar ve Hint-

Arap sayı sistemini Avrupa’ya duyurur. Fibonacci bu kitabında bir tavşan ailesinin 

üremesinin sayılara dökülmüş halini göstererek Fibonacci sayılarına 1202 yılında 

ulaşmıştır. Bu örnek şöyledir: 

Erkek ve dişi bir çift tavşanın kapalı bir ortamda üremesi izlenmiştir. Bir aylıkken çok 

genç olduklarından üreyememişlerdir ama ikinci ayda üreme başlamıştır. Bu şekilde her 

ay ergin bir çiftin biri erkek biri dişi bir çift ürettikleri varsayılmıştır. Tavşanlar bu 

şekilde ürerlerse bir yılın sonunda kaç çift tavşanımız olur problemi üzerinden 

Fibonacci sayılarına ulaşmıştır. Birinci ay bir çift, ikinci ay üreyemediklerinden yine bir 

çift, üçüncü ay iki çift şeklinde devam ederek hesaplama yapılarak aşağıdaki sayı 

dizisine ulaşılmıştır. 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, … 

Üçüncü terimden itibaren her sayı kendinden önceki iki terimin toplamı şeklinde 

bulunmuştur. Bu şekilde Fibonacci sayılarının genel denklemine ulaşılmıştır. Aynı 

zamanda bu sayı dizisinin ilerleyen terimleri arasında Altın oran görülmüştür.  

 



2 

 

𝑓0 = 0, 𝑓1 = 1 başlangıç değerleri olmak üzere 

                                                 𝑓𝑛 = 𝑓𝑛−1 + 𝑓𝑛−2,  𝑛 ≥ 2     

rekürans bağıntısı ile tanımlanan diziye Fibonacci sayı dizisi, bu dizinin terimlerine de 

Fibonacci sayıları denir (Vajda, 1989; Vorobyov 1976).  

Fibonacci dizilerinin cebir, fizik, biyoloji, bilgisayar bilimi gibi birçok farklı alanda 

uygulamaları vardır. Fibonacci sayıları modern bilimde teorik ve uygulamalı olarak çok 

geniş alana sahiptir (Wyler, 1965; Hoggatt, 1969; Horadam, 1965a, 1965b). 

Bir dizi tanımlamak için en etkili yollardan biri, rekürans bağıntılar yardımıyla ile diziyi 

tanımlamaktır. Rekürans bağıntılar, dizinin her bir teriminin kendisinden önceki 

terimlere bağlı olarak olarak ifade edilmesiyle oluşan bağıntılardır. Bundan dolayı sayı 

dizilerinin en önemli özelliği dizinin herhangi bir teriminin kendinden önceki iki ardışık 

sayının toplamının eşit olmasıdır. 

Bilim dünyasının ilgisini çeken, sanat ve mimari gibi birçok alanda karşımıza çıkan 

Fibonacci sayı dizilerinin rekürans bağıntısına benzer bağıntılarla tanımlanan Lucas, 

Pell, Jacobsthal gibi sayı dizileri ile ilgili de birçok çalışma vardır. Bu çalışmaların bir 

çoğu Pell sayı dizileri ile ilgilidir (Horadam 1967, 1994; Melham 1999; Bicknell, 1975; 

Taşyurdu vd., 2016). 𝑘-Pell, 𝑘-Pell Lucas ve Modifiye 𝑘-Pell dizileri çalışmıştır ve bu 

dizilerin üreteç fonksiyonları,  Binet formülleri, üreteç matrisleri ve birçok özelliği elde 

edilmiştir (Catarino 2013; Catarino, ve Vasco 2013a, 2013b) 

Son yıllarda bilinen sayı dizileri matrisler kullanılarak çalışılmaktadır. Bu çalışmalarda 

sayı dizilerin terimlerinin yardımıyla matris dizileri tanımlanmış, özellikleri incelenmiş 

ve bu sayı dizileri ile matris dizileri arsındaki ilişkiler elde edilmiştir (Ercolano, 1979;  

Silvester, 1979; Kalman 1982; Karaduman, 2004; Kılıç ve Taşçı, 2005; Yazlık vd., 

2014). 
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Pell, Pell-Lucas ve Modifiye Pell sayıları matrisler ile incelenmiştir (Daşdemir, 2011). 

𝑠 > 0, 𝑡 ≠ 0, 𝑠2 + 4𝑡 > 0 olacak şekildeki 𝑠, 𝑡 reel sayılar olmak üzere                

(𝑠, 𝑡)-Fibonacci, (𝑠, 𝑡)-Lucas, (𝑠, 𝑡)-Pell, (𝑠, 𝑡)-Pell Lucas, (𝑠, 𝑡)-Jacobsthal matris 

dizileri ve 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı olmak üzere 𝑘-Pell, 𝑘-Pell Lucas, Modifiye  

𝑘-Pell sayı dizileri ile ilişkili Fibonacci benzeri matris dizileri tanımlanmıştır. Bu matris 

dizilerinin Binet formülleri, üreteç fonksiyonları, üreteç matrisleri ve bazı özellikleri 

verilmiştir (Civciv ve Türkmen, 2008a, 2018b; Uslu ve Uygun, 2012).   

Padovan ve Perrin matris dizilerinin tanımı, Binet formülleri ve üreteç matrisleri 

sunulmuştur (Yılmaz ve Taşkara, 2013). 𝑘-Pell, 𝑘-Pell Lucas ve Modifiye 𝑘-Pell sayı 

dizileri ile ilşkili Fibonacci benzeri matris dizilerinin tanımı, Binet formülleri, üreteç 

fonksiyonları, üreteç matrisleri ve bazı özellikleri verilmiştir (Taşyurdu, 2018).  

Sunulan bu tezde 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı olmak üzere 𝑘-Pell, 𝑘-Pell Lucas, 

Modifiye 𝑘-Pell matris dizileri tanımlanmıştır ve birçok önemli özelliklerini içeren 

sonuçlar elde edilmiştir  (Taşyurdu vd., 2017). Bu amaçla kuramsal temeller adını alan 

ikinci bölümde temel kavramlar verildi. 

Çalışmamız üçüncü bölümünde ilk olarak 𝑘-Pell, 𝑘-Pell-Lucas ve Modifiye 𝑘-Pell sayı 

dizilerine ait bazı ön bilgiler verilmiştir. Bu dizilerin rekürans bağıntıları göz önüne 

alınarak Binet formülleri, üreteç fonksiyonları sunulmuştur. Daha sonra                  

(𝑠, 𝑡)-Fibonacci, (𝑠, 𝑡)-Lucas, (𝑠, 𝑡)-Pell, (𝑠, 𝑡)-Pell Lucas, (𝑠, 𝑡)-Jacobsthal matris 

dizileri ve 𝑘-Pell, 𝑘-Pell Lucas, Modifiye 𝑘-Pell sayı dizileri ile ilişkili Fibonacci 

benzeri matris dizileri detaylı bir şeklide verilmiştir. Bu dizilerin Binet formülleri, 

üreteç fonksiyonları, üreteç matrisleri ve bazı önemli özellikleri sunulmuştur. 

Tezin dördüncü bölümünde ilk olarak 𝑘-Pell, 𝑘-Pell-Lucas ve Modifiye 𝑘-Pell matris 

dizileri tanımlanmıştır ve detaylı bir şekilde özellikleri incelenmiştir. Bu dizilerin 𝑛-inci 

genel terimini veren matrisler, Binet formülleri, üreteç fonksiyonları elde edilmiştir. . 

Daha sonra  𝑘-Pell,  𝑘-Pell Lucas ve Modifiye 𝑘-Pell matris dizilerini içeren bazı 

önemli eşitlikler, aralarındaki ilişkiler ve birçok sonuç elde edilmiştir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Genel Kavramlar 

Bu bölümde çalışmamız için temel teşkil eden kavramlar verilecektir. 

Tanım 2.1: 𝐴 boş olmayan bir küme olmak üzere  

∗∶ 𝐴𝑥𝐴 → 𝐴 

dönüşümüne 𝐴 üzerinde bir ikili işlem denir (Taşçı, 2010). 

Tanım 2.2: Boş kümeden farklı bir küme üzerinde bir veya daha fazla ikili işlem 

tanımlanmış ise bu ikili işlemlerle birlikte bu kümeye bir cebirsel yapı denir. 𝐴 kümesi 

üzerinde bir " ∗ " işlemi tanımlanmışsa bu cebirsel yapı (𝐴,∗)ile gösterilir (Çallıalp 

2001). 

Tanım 2.3: 𝐺 boş olmayan bir küme ve bu küme üzerinde bir ikili işlem ∗ olsun. Buna 

göre  

i. ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 için 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) = (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 ise (Birleşme özelliği) 

ii. ∀ 𝑎 ∈ 𝐺 için 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎 olacak şekilde bir 𝑒 ∈ 𝐺 varsa (Birim eleman 

varlığı) 

iii. 𝑒, 𝐺 nin birim elemanı olmak üzere ∀ 𝑎 ∈ 𝐺 için 𝑎 ∗ 𝑎′ = 𝑎′ ∗ 𝑎 = 𝑒  olacak 

şekilde 𝑎′ ∈ 𝐺 sayısı varsa  (Ters elemanın varlığı) 

o zaman (𝐺,∗) cebirsel yapısına bir grup denir (Taşçı, 2010). 

Tanım 2.4: (𝐺,∗) bir grup olsun. Eğer ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 için 

𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎 

oluyorsa (𝐺,∗) grubuna değişmeli (komutatif ya da abelyan) grup denir (Taşçı 2010). 

Tanım 2.5: (𝐺,∗) bir grup olsun. Eğer 𝐺 kümesi sonlu ise o zaman bu gruba sonlu grup 

denir. Eğer 𝐺 kümesi sonlu değilse bu durumda (𝐺,∗) grubuna sonsuz grup denir. Sonlu 

bir grubun elemanlarının sayısına grubun mertebesi ya da kardinalitesi denir. 𝑜(𝐺) veya 

|𝐺| ile gösterilir (Taşçı 2010).    
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Tanım 2.6: Boştan farklı bir 𝑅 kümesi üzerinde toplama (+) ve çarpma (∙) denilen iki 

ikili işlem tanımlanmış olsun. Eğer  

i. (𝑅, +) değişmeli bir grup, 

ii. 𝑅 kümesi çarpma işlemine göre birleşme özelliğine sahiptir. Yani ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈

𝑅 için 𝑎(𝑏𝑐) = (𝑎𝑏)𝑐 ise 

iii. Çarpma işleminin toplama işlemi üzerine sağdan ve soldan dağılma özelliği 

vardır. Yani ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 

𝑎(𝑏 + 𝑐) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 

ve 

(𝑏 + 𝑐)𝑎 = 𝑏𝑎 + 𝑐𝑎 

oluyorsa o zaman (𝑅, +,∙) cebirsel yapısına bir halka denir (Taşçı, 2010). 

Eğer, (𝑅, +, . ) cebirsel yapısı bir halka olmak üzere çarpma işlemine göre değişmeli ise 

yani ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 ise o takdirde (𝑅, +,∙) halkasına değişmeli (komütatif) 

halka denir. Eğer (𝑅, +,∙) cebirsel yapısı çarpma işlemine göre birim elemana sahip ise 

yani ∀ 𝑎 ∈ 𝑅 için  

𝑎1𝑅 = 1𝑅𝑎 = 𝑎 

olacak şekilde bir 1𝑅 ∈ 𝑅 varsa o zaman (𝑅, +,∙) halkasına birimli halka denir      

(Taşçı, 2010). 

Tanım 2.7: Birimli ve değişmeli bir halkanın sıfırdan farklı her elemanının çarpma 

işlemine göre bir tersi varsa o zaman bu halkaya cisim denir ve genel olarak 𝐹 ile 

gösterilir (Taşçı, 2010).  

Tanım 2.8: 𝐹 bir cisim ve 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐹  (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛) olmak üzere  

[

𝑎11 𝑎12    ⋯ 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22    ⋯ 𝑎2𝑛

⋮
𝑎𝑚1

  
⋮

𝑎𝑚2
    

…
…   

⋮
𝑎𝑚𝑛

] 

şeklindeki bir dikdörtgen tabloya matris denir (Taşçı, 2011). 
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Tanım 2.8 de 𝑖 = 1, 2, … , 𝑚 için  

𝑟𝑖 = [𝑎𝑖1, 𝑎𝑖2, … , 𝑎𝑖𝑛] 

ifadesine matrisin satırları ve 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛 için  

𝑐𝑗 = [

𝑎1𝑗

𝑎2𝑗

⋮
𝑎3𝑗

] 

ifadesine de matrisin sütunları denir. 𝑚 satırlı ve 𝑛 sütunlu bir matrise 𝑚 × 𝑛 boyutlu 

(mertebeli) matris denir. 𝑖-inci satır ve 𝑗-inci sütunun kesişiminde bulunan cismin 

elemanına matrisin (𝑖, 𝑗)-inci elemanı denir. Bu matris kısaca 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)
𝑚𝑥𝑛

 notasyonu 

ile gösterilir. Eğer bir matrisin satır ve sütun sayıları eşit ise bu matrise kare matris denir 

(Taşçı, 2011).  

İki matrisin eşit olması için, 

i. Verilen iki matrisin satır ve sütunlarının sayısının aynı olması  

ii. Aynı pozisyondaki elemanlar eşit olması 

şartlarının sağlanması gerekir. Daha açık bir ifade ile, eğer 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)  ve 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) ise 

o zaman 𝐴 = 𝐵 olması için gerek ve yeter şart ∀ 𝑖 = 1, 2, … , 𝑚 ve ∀ 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛 için 

𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗 olmasıdır. 

Reel ya da kompleks sayılar cebirinde olduğu gibi matris cebirinde de işlemler 

tanımlanmıştır.  Bunlar genel olarak 

i. Matrislerin toplamı 

ii. Bir skalerle matrisin çarpımı 

iii. Matris çarpımı 

şeklindedir. Aşağıda sırasıyla bu işlemler sunulmuştur.  
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İki matrisin toplamı; iki matrisin toplanabilir olması için gerek ve yeter şart aynı sayıda 

satır ve sütuna sahip olmalarıdır. Bu durumda 𝐴 ve 𝐵 𝑚𝑥𝑛 tipinde iki matris olmak 

üzere bunların toplamı yine 𝑚𝑥𝑛 tipinde 𝐶 gibi bir matristir. Burada 𝐶 nin herhangi bir 

elemanı 𝐴 ve 𝐵 deki karşılık gelen elemanların toplamıdır. Yani eğer 𝐴, 𝐵 ve 𝐶 

matrislerinin genel elemanlarını sırasıyla 𝑎𝑖𝑗, 𝑏𝑖𝑗 ve 𝑐𝑖𝑗 ile gösterirsek o zaman her 𝑖 =

1, 2, … , 𝑚 ve 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛 için 

𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗 = 𝑐𝑖𝑗 

veya matris notasyonu ile  

𝐴 + 𝐵 = (𝑎𝑖𝑗)
𝑚𝑥𝑛

+ (𝑏𝑖𝑗)
𝑚𝑥𝑛

= (𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗)
𝑚𝑥𝑛

= (𝑐𝑖𝑗)
𝑚𝑥𝑛

= 𝐶 

olur (Taşçı, 2011). 

Not 2.9: İki matrisin toplamı karşılıklı elemanların toplanması ile teşkil edildiğinden 

matrislerin toplamı ile ilgili kurallar, reel (veya kompleks) sayıların toplama kuralları ile 

tam olarak aynıdır (Taşçı, 2011). 

Not 2.10: 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) olmak üzere (𝑖, 𝑗) elemanı −𝑎𝑖𝑗 olan matris olarak –𝐴 matrisini 

tanımlamak mümkündür. Gerçekten bu durumda  

𝐴 + (−𝐴) = (𝑎𝑖𝑗) + (−𝑎𝑖𝑗) = (0) = 0 

dır. Burada 0 bütün elemanları sıfır olan ve sıfır matrisi olarak adlandırılan matristir. Bu 

ise matrisler için çıkarma işlemine imkan sağlar. Yani 

𝐵 − 𝐴 = (𝑏𝑖𝑗) + (−𝑎𝑖𝑗) = (𝑏𝑖𝑗 − 𝑎𝑖𝑗) 

şeklindeki matrislerin çıkarma işlemini tanımlamak mümkündür (Taşçı, 2011). 

 

 

 

 



8 

 

Teorem 2.11: 𝐹 bir cisim olmak üzere, elemanları 𝐹 cismine ait olan bütün 𝑚𝑥𝑛 

matrislerin kümesi 𝑀𝑚,𝑛(𝐹), matrislerin toplama işlemine göre değişmeli bir grup teşkil 

eder. Yani 

i. Her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀𝑚,𝑛(𝐹) için 𝐴 + 𝐵 ∈ 𝑀𝑚,𝑛(𝐹) olması    (Kapalılık özelliği) 

ii. Her 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑀𝑚,𝑛(𝐹) için 𝐴 + (𝐵 + 𝐶) = (𝐴 + 𝐵) + 𝐶 ∈ 𝑀𝑚,𝑛(𝐹) olması 

(Birleşme özelliği)   

iii. Her 𝐴 ∈ 𝑀𝑚,𝑛(𝐹) için 𝐴 + 0 = 0 + 𝐴 = 𝐴 olacak şekilde bir 𝑚𝑥𝑛 sıfır 

matrisinin var olması (Birim eleman özelliği) 

iv. Her 𝐴 ∈ 𝑀𝑚,𝑛(𝐹) için 𝐴 + (−𝐴) = (−𝐴) + 𝐴 = 0 olacak şekilde 𝐴 nın 

toplamsal tersi denilen bir tek −𝐴 matrisi var olması (Ters eleman özelliği) 

v. Her 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀𝑚,𝑛(𝐹) için 𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴 olması (Değişme özelliği) 

özellikleri geçerlidir (Taşçı, 2011). 

Teorem 2.11 den bütün 𝑛𝑥𝑛 tipindeki kare matrislerin kümesi 𝑀𝑛(𝐹) nin matrislerin 

toplama işlemine göre değişmeli bir grup teşkil ettiği elde edilebilir.  

Bir skalerle matrisin çarpımı; matris toplamı tanımından eğer 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ise  

2𝐴 = 𝐴 + 𝐴 = (2𝑎𝑖𝑗) 

ve genel olarak eğer 𝑘 bir tamsayı ise  

𝑘𝐴 = (𝑘𝑎𝑖𝑗) 

yazmak mümkündür. Yani 𝑘𝐴, elemanları 𝐴 matrisinin karşılık gelen elemanlarının 𝑘 

katı olan bir matristir. Daha açık bir ifade ile bir matrisin bir skalerle çarpımı demek 

matrisin her elemanının bu skalerle çarpılması demektir (Taşçı, 2011). 

Bir skalerle bir matrisin çarpımının temel özelliklerini ve matris toplamı ile onların 

ilişkisi aşağıdaki teorem ile verilmiştir.  
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Teorem 2.12: 𝐴 ve 𝐵 elemanları reel (veya kompleks) sayılar olan 𝑚 × 𝑛  matrisler ve 

𝑠, 𝑡 skaler olmak üzere  

i. 𝑠(𝐴 + 𝐵) = 𝑠𝐴 + 𝑠𝐵 

ii. (𝑠 + 𝑡)𝐴 = 𝑠𝐴 + 𝑡𝐴 

iii. (𝑠𝑡)𝐴 = 𝑠(𝑡𝐴) 

iv. 1. 𝐴 = 𝐴 

ifadeleri doğrudur (Taşçı, 2011). 

Matris çarpımı; ilk olarak matrisin iki özel tipinin çarpımını yani bir 1 × 𝑚 satır matrisi 

ile bir 𝑚 × 1 sütun matrisinin çarpımını göz önüne alalım. Bu daha sonra tanımlanacak 

dikdörtgen matrislerin çarpımı için temel bir işlem teşkil eder. Bir satır matrisi ile bir 

sütun matrisinin çarpılabilmesi için onların her birinin aynı sayıda elemana sahip olması 

gerekir. Eğer 

𝑢 = [𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚  ]   

ve   

𝑣 = [

𝑣1

𝑣2

⋮
𝑣𝑚

] 

ise o zaman 𝑢𝑣 aşağıdaki gibi tanımlanan 1 × 1 bir matristir. Yani  

𝑢𝑣 = [𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + ⋯ + 𝑢𝑚𝑣𝑚] = [∑ 𝑢𝑗𝑣𝑗

𝑚

𝑗=1

] 

olarak bulunur.  

Matris çarpımı tanımından 1𝑥𝑚 tipinde bir satır matrisi ile 𝑚𝑥1 tipinde bir sütun 

matrisinin çarpımı sonucunda 1𝑥1 tipinde bir matris elde edilmesine rağmen eğer 

𝑚 × 1 tipinde bir sütun matrisi ile 1 × 𝑚 tipinde bir satır matrisinin çarpımını göz 

önüne alınırsa o zaman 𝑚 × 𝑚 tipinde bir matris elde edilir. Bu çarpıma dyad çarpımı 

denir.  
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Bu çarpımı yine  

𝑢 = [𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚  ]  

ve 

𝑣 = [

𝑣1

𝑣2

⋮
𝑣𝑚

] 

şeklinde satır ve sütun matrisleri alınırsa 𝑣𝑢 matrisi 

𝑣𝑢 = [

𝑣1

𝑣2

⋮
𝑣𝑚

] [𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚  ] = [

𝑣1𝑢1 𝑣1𝑢2    ⋯ 𝑣1𝑢𝑚

𝑣2𝑢1 𝑣2𝑢2    ⋯ 𝑣2𝑢𝑚

⋮
𝑣𝑚𝑢1

  
⋮

𝑣𝑚𝑢2
    

…
…   

⋮
𝑣𝑚𝑢𝑚

]. 

şeklinde ifade edilir.  

𝐴 ve 𝐵 gibi verilen iki matrisin çarpılabilir olması için 𝐴 matrisinin sütunlarının sayısı 

ile 𝐵 matrisinin satırlarının sayısı aynı olmalıdır. Eğer 𝐴 ve 𝐵 çarpılabilir matrisler ise 

bu durumda  𝐴𝐵 çarpımının (𝑖, 𝑗)-inci elemanı, 𝐴’nın 𝑖-yinci satırının 𝐵’nin 𝑗-yinci 

sütunu ile çarpılarak elde edilen 1𝑥1 matristeki elemanıdır. Cebirsel olarak eğer            

𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)
𝑚𝑥𝑛

 ve 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)
𝑛𝑥𝑝

 tipinde iki matris ise o zaman bu iki matris 

çarpılabilirdir. Eğer 𝐴𝐵 = 𝐶 ve 𝐶’nin genel elemanını 𝑐𝑖𝑗 ile gösterirsek o zaman     

𝐶 = (𝑐𝑖𝑗 )
𝑚𝑥𝑝

 tipinde bir matris olur ve 𝑐𝑖𝑗 elemanı,  

𝑐𝑖𝑗 = ∑ 𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗

𝑛

𝑘=1

                 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑝) 

şeklindedir (Taşçı, 2011). 

Teorem 2.13: Eğer 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)
𝑚𝑥𝑛

, 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)
𝑛𝑥𝑝

 ve 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗  )
𝑝𝑥𝑚

 ise o zaman 

matrislerin çarpma işlemine göre birleşme kuralı denilen aşağıdaki  

𝐴(𝐵𝐶) = (𝐴𝐵)𝐶 

kuralı geçerlidir (Taşçı, 2011). 
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Teorem 2.14:  

i. 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)
𝑚𝑥𝑛

, 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)
𝑛𝑥𝑝

 ve 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗 )
𝑛𝑥𝑝

 olmak üzere, sol dağılma kuralı denilen  

𝐴(𝐵 + 𝐶) = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 

kuralı geçerlidir. 

ii. 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)
𝑝𝑥𝑛

, 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)
𝑚𝑥𝑝

 ve 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗 )
𝑚𝑥𝑝

 olmak üzere, sağ dağılma kuralı 

denilen  

(𝐵 + 𝐶)𝐴 = 𝐵𝐴 + 𝐶𝐴 

kuralı geçerlidir (Taşçı, 2011). 

Tanım 2.15: Tanım kümesi pozitif tamsayılar olan fonksiyonlara dizi denir (Kadıoğlu 

ve Kamali, 2003) 

Matematikte çok farklı biçimlerde tanımlanan diziler bulunmaktadır. Burada, dizinin 

başlangıcındaki birkaç terim hariç olmak üzere, her bir teriminin kendisinden önceki 

terimler yardımıyla elde edildiği diziler hakkında genel bilgiler vereceğiz. 

Tanım 2.16: Bir dizide bir terim kendinden önceki terimler aracılığı ile hesaplanıyorsa, 

bu diziye rekürans (tekrarlama, indirgeme) dizisi denir. Bu terimi hesaplarken kullanılan 

bağıntıya ise rekürans bağıntısı denir (Everest vd., 2003). 

Tanım 2.17: ∀  𝑛 ≥ 𝑘, sabit 𝑎𝑗  (0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 − 1) ve 𝑎0 ≠ 0 katsayıları için  

                   𝑢𝑛 = 𝑎𝑘−1𝑢𝑛−1 + 𝑎𝑘−2𝑢𝑛−2 + ⋯ + 𝑎1𝑢𝑛−𝑘+1 + 𝑎0𝑢𝑛−𝑘                           (2.1) 

eşitliğini sağlayan (𝑢𝑛) dizisine 𝑘. dereceden homojen lineer rekürans dizi denir. 

Buradaki eşitliğe ise 𝑘. dereceden homojen lineer rekürans bağıntı denir. Bu dizinin 

𝑢0, 𝑢1, … , 𝑢𝑘−1 biçiminde olan ilk 𝑘 terimine (𝑢𝑛) dizisinin başlangıç koşulları denir 

(Everest vd., 2003). 
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Tanım 2.18: (2.1) eşitliğindeki gibi tanımlı olan (𝑢𝑛) dizisi için  

𝑝(𝑥) = 𝑥𝑘 − 𝑎𝑘−1𝑥𝑘−1 − 𝑎𝑘−2𝑥𝑘−2 − ⋯ − 𝑎1𝑥 − 𝑎0 

polinomuna (𝑢𝑛) dizisinin karakteristik polinomu denir (Everest vd., 2003). 

Tanım 2.19: 𝑝(𝑥) = 𝑥𝑘 − 𝑎𝑘−1𝑥𝑘−1 − 𝑎𝑘−2𝑥𝑘−2 − ⋯ − 𝑎1𝑥 − 𝑎0 = 0 

denklemine (𝑢𝑛) dizisinin karakteristik denklemi denir (Everest vd., 2003). 

Tanım 2.20: 𝑝(𝑥) polinomunun kökleri 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑘 ∈ ℂ olmak üzere                  

∀  𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, … , 𝑘} için, 𝑏𝑖 ≠ 𝑏𝑗 ise, 𝑢𝑛 = 𝑐1𝑏1
𝑛 + 𝑐2𝑏2

𝑛 + ⋯ + 𝑐𝑘𝑏𝑘
𝑛 olacak şekilde 

𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑘 sabitleri vardır. Bu eşitlik başlangıç koşulları için yerine yazılıp elde edilen 

denklem sisteminden 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑘 bilinmeyenleri bulunur. Böylece elde edilen 

karakteristik polinomunun kökleri ve 𝑢𝑛 arasındaki eşitliğe rekürans bağıntının çözümü 

denir (Everest vd., 2003). 

Tanım 2.21: (𝑢𝑛) dizisinin terimleri kullanılarak tanımlanan 

𝐺(𝑥) = 𝑢0𝑥0 + 𝑢1𝑥1 + 𝑢2𝑥2 + 𝑢3𝑥3 + ⋯ = ∑ 𝑢𝑖𝑥𝑖

∞

𝑖=0

 

serisine (𝑢𝑛) dizisinin üreteç fonksiyonu denir (Everest vd., 2003). 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

Bu bölümde, birçok matematikçinin çalışma konusu olmuş ve uygulama alanları geniş 

olan rekürans ilişkili sayı ve matris dizilerinden bahsedilecektir. Bu dizileri 

tanımlamanın yöntemlerinden biri rekürans bağıntıları kullanmaktır. Rekürans 

bağıntılar dizinin terimlerinin kendinden önceki terimler yardımıyla ifade edilmesini 

sağlayan bağıntılardır.  

3.1. Bazı Sayı Dizileri ve Özellikleri 

Bu bölümde 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı olmak üzere 𝑘-Pell, 𝑘-Pell Lucas, Modifiye 

𝑘-Pell sayı dizileri detaylı bir şeklide sunulmuştur ve indirgeme bağıntıları göz önüne 

alınarak bu dizilerin Binet formülleri ve üreteç fonksiyonları verilmiştir.  

3.1.1. 𝒌-Pell sayıları ve dizileri 

Tanım 3.1: 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı ve 𝑃𝑘,0 = 0 ,  𝑃𝑘,1 = 1 başlangıç değerleri 

olmak üzere 𝑘-Pell sayı dizileri (𝑃𝑘,𝑛) 

                                            𝑃𝑘,𝑛 = 2𝑃𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑃𝑘,𝑛−2,  𝑛 ≥ 2 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır (Catarino, 2013). 

Tanım 3.1 den 𝑘-Pell sayı dizilerinin ilk terimleri şöyledir: 

𝑃𝑘,0 = 0,    

𝑃𝑘,1 = 1, 

𝑃𝑘,2 = 2, 

𝑃𝑘,3 = 4 + 𝑘, 

𝑃𝑘,4 = 8 + 4𝑘, 

𝑃𝑘,5 = 16 + 12𝑘 + 𝑘2, 

        ⋮ 
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Özel olarak Tanım 3.1 de 𝑘 = 1 alınırsa 𝑃1,0 = 0 , 𝑃1,1 = 1 başlangıç değerleri olmak 

üzere bilinen Pell sayı dizisinin rekürans bağıntısı 

                                                   𝑃1,𝑛 = 2𝑃1,𝑛−1 + 𝑃1,𝑛−2,  𝑛 ≥ 2 

şeklinde elde edilir. 

Bir dizisinin terimleri, rekürans bağıntısını kullanılarak elde edilebileceği gibi genel 

formül olarak bilinen Binet formülü kullanılarak da elde edilir. Rekürans bağıntılar 

dizinin her bir teriminin kendisinden önceki terimlere bağlı olarak ifade edilmesiyle 

oluşan bağıntılardır. Binet formülü ise bir dizinin herhangi bir terimini, kendisinden 

önceki tüm terimlerin bilinmesine gerek kalmadan kolay bir şekilde bulunmasına olanak 

sağlar. Örneğin, bilinen Pell sayı dizisinin 100. terimini hesaplamak için dizinin 

rekürans bağıntı kullanılırsa, kendisinden önce ilk 99 terimini hesaplamak 

gerekmektedir. Ancak dizinin rekürans bağıntısı yerine Binet formülü kullanılırsa bu 

dizinin 100. terimi için ilk 99 terimi hesaplamaya ihtiyaç duyulmamaktadır. Bu formülü 

elde etmek, dizinin rekürans bağıntısını çözmeye dayanmaktadır.  

𝑘-Pell sayı dizilerinin Binet formülü aşağıdaki teorem ile verilmiştir. 

Teorem 3.2: 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı, 𝑟1 = 1 + √1 + 𝑘 ve 𝑟2 = 1 − √1 + 𝑘 

olmak üzere 𝑘-Pell sayı dizilerinin Binet formülü 

𝑃𝑘,𝑛 =
𝑟1

𝑛 − 𝑟2
𝑛

𝑟1 − 𝑟2
,    𝑛 ≥ 0  

şeklindedir (Catarino, 2013).  

İspat: Tanım 3.1 deki 𝑘-Pell sayı dizilerinin 

𝑃𝑘,𝑛 = 2𝑃𝑘,𝑛−1 + 𝑃𝑘,𝑛−2 

rekürans bağıntısında  𝑃𝑘,𝑛 = 𝑥𝑛 yineleme bağıntısı kullanılırsa 

𝑥𝑛 − 2𝑥𝑛−1 − 𝑘𝑥𝑛−2 = 0 

𝑘-Pell sayı dizilerinin karakteristik denklemi elde edilir.  

 



15 

 

Karakteristik denklemde özel olarak 𝑛 = 2 alınırsa 

𝑥2 − 2𝑥 − 𝑘 = 0 

denklemi elde edilir. Bu denkleminin kökleri ise  

𝑟1 = 1 + √1 + 𝑘  ve  𝑟2 = 1 − √1 + 𝑘 

olarak bulunur. Diğer taraftan 𝐴, 𝐵 sabit katsayılar olmak üzere her 𝑛 ≥ 0 tamsayısı için 

𝑘-Pell sayı dizilerinin 𝑛-inci teriminin genel formu 

𝑃𝑘,𝑛 = 𝐴𝑟1
𝑛 + 𝐵𝑟2

𝑛 

şeklindedir. Özel olarak 𝑛 = 0 ve 𝑛 = 1 alınırsa 

𝑃𝑘,0 = 0 = 𝐴 + 𝐵       

                                                      𝑃𝑘,1 = 1 = 𝐴𝑟1 + 𝐵𝑟2     

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin çözümünde ise 

𝐴 =
1

𝑟1−𝑟2
   ve  𝐵 = −

1

𝑟1−𝑟2
 

olarak bulunur. Bulunan 𝐴 ve 𝐵 değerleri 

𝑃𝑘,𝑛 = 𝐴𝑟1
𝑛 + 𝐵𝑟2

𝑛 

eşitliğinde yerine yazılırsa  

𝑃𝑘,𝑛 =
𝑟1

𝑛 − 𝑟2
𝑛

𝑟1 − 𝑟2
       

olup 𝑘-Pell sayı dizilerinin Binet formülü elde edilir.  Dolayısıyla ispat tamamlanır.  
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Özel olarak Teorem 3.2 de 𝑘 = 1 alınırsa 𝑟1 = 1 + √2  ve  𝑟2 = 1 − √2 olmak üzere 

bilinen Pell sayı dizisinin Binet formülü 

𝑃1,𝑛 =
𝑟1

𝑛 − 𝑟2
𝑛

𝑟1 − 𝑟2
,   𝑛 ≥ 0  

şeklinde elde edilir.  

𝑘-Pell sayı dizilerinin üreteç fonksiyonu aşağıdaki teorem ile verilmiştir. 

Teorem 3.3: 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı olmak üzere 𝑘-Pell sayı dizilerinin üreteç 

fonksiyonu 

𝑔(𝑥) = ∑ 𝑃𝑘,𝑛

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 =
𝑥

1 − 2𝑥 − 𝑘𝑥2
 

şeklindedir (Catarino, 2013). 

İspat: Tanım 2.21 den 𝑘-Pell sayı dizileri için 

𝑔(𝑥) = ∑  𝑃𝑘,𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

yazılabilir. Buradan   

            𝑔(𝑥) = 𝑃𝑘,0 + 𝑃𝑘,1𝑥 + 𝑃𝑘,2𝑥2 + ⋯ + 𝑃𝑘,𝑛𝑥𝑛 + ⋯                                          (3.1)   

     −2𝑔(𝑥)𝑥 = −2𝑃𝑘,0𝑥 − 2𝑃𝑘,1𝑥2 − 2𝑃𝑘,2𝑥3 − ⋯ − 2𝑃𝑘,𝑛𝑥𝑛+1 − ⋯                      (3.2) 

    −𝑘𝑔(𝑥)𝑥2 = −𝑘𝑃𝑘,0𝑥2 − 𝑘𝑃𝑘,1𝑥3 − 𝑘𝑃𝑘,2𝑥4 − ⋯ − 𝑘𝑃𝑘,𝑛𝑥𝑛+2 − ⋯ − ⋯           (3.3)           

olup (3.1), (3.2) ve (3.3) eşitlikleri taraf tarafa toplanır ve Tanım 3.1 deki 𝑃𝑘,0 = 0, 

𝑃𝑘,1 = 1 başlangıç şartları için 𝑃𝑘,𝑛 = 2𝑃𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑃𝑘,𝑛−2 rekürans bağıntısı kullanılırsa 

𝑔(𝑥)(1 − 2𝑥 − 𝑘𝑥2) = 𝑃𝑘,0 + 𝑃𝑘,1𝑥 − 2𝑃𝑘,0𝑥 

eşitliği elde edilir.  
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Buradan 𝑘-Pell sayı dizilerinin üreteç fonksiyonu 

𝑔(𝑥) =
𝑥

1 − 2𝑥 − 𝑘𝑥2
 

olarak bulunur. Böylece ispat tamamlanır.  

Teorem 3.3 de özel olarak 𝑘 = 1 alınırsa bilinen Pell sayı dizisinin üreteç fonksiyonu 

𝑔(𝑥) = ∑ 𝑃1,𝑛

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 =
𝑥

1 − 2𝑥 − 𝑥2
 

olarak bulunur. 

3.1.2. 𝒌-Pell Lucas sayıları ve dizileri 

Tanım 3.4: 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı ve 𝑄𝑘,0 = 2 , 𝑄𝑘,1 = 2  başlangıç değerleri 

olmak üzere 𝑘-Pell Lucas sayı dizileri (𝑄𝑘,𝑛) 

                                            𝑄𝑘,𝑛 = 2𝑄𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑄𝑘,𝑛−2,  𝑛 ≥ 2 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır (Catarino ve Vasco, 2013a). 

Tanım 3.4 den 𝑘-Pell Lucas sayı dizilerinin ilk terimleri şöyledir: 

𝑄𝑘,0 = 2,    

𝑄𝑘,1 = 2, 

𝑄𝑘,2 = 4 + 2𝑘, 

𝑄𝑘,3 = 8 + 6𝑘, 

𝑄𝑘,4 = 16 + 16𝑘 + 2𝑘2, 

𝑄𝑘,5 = 32 + 40𝑘 + 10𝑘2, 

          ⋮ 
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Özel olarak Tanım 3.4 te  𝑘 = 1 alınırsa 𝑄1,0 = 2 , 𝑄1,1 = 2 başlangıç değerleri olmak 

üzere bilinen Pell Lucas sayı dizisinin rekürans bağıntısı 

                                                   𝑄1,𝑛 = 2𝑄1,𝑛−1 + 𝑄1,𝑛−2, ,  𝑛 ≥ 2 

şeklinde elde edilir.  

𝑘-Pell Lucas sayı dizilerinin Binet formülü aşağıdaki teorem ile verilmiştir. 

Teorem 3.5: 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı, 𝑟1 = 1 + √1 + 𝑘 ve 𝑟2 = 1 − √1 + 𝑘 

olmak üzere 𝑘-Pell Lucas sayı dizilerinin Binet formülü 

                                                𝑄𝑘,𝑛 = 𝑟1
𝑛 + 𝑟2

𝑛,    𝑛 ≥ 0   

şeklindedir (Catarino ve Vasco, 2013a). 

İspat: Tanım 3.4 teki 𝑘-Pell Lucas sayı dizilerinin 

𝑄𝑘,𝑛 = 2𝑄𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑄𝑘,𝑛−2 

rekürans bağıntısında  𝑄𝑘,𝑛 = 𝑥𝑛  yineleme bağıntısı kullanılırsa 

𝑥𝑛 − 2𝑥𝑛−1 − 𝑘𝑥𝑛−2 = 0 

𝑘-Pell Lucas sayı dizilerinin karakteristik denklemi elde edilir. Karakteristik denklemde 

özel olarak 𝑛 = 2 alınırsa 

𝑥2 − 2𝑥 − 𝑘 = 0 

denklemi elde edilir. Bu denkleminin kökleri ise  

𝑟1 = 1 + √1 + 𝑘  ve  𝑟2 = 1 − √1 + 𝑘 

olarak bulunur. Diğer taraftan 𝐴, 𝐵 sabit katsayılar olmak üzere her 𝑛 ≥ 0 tamsayısı için 

𝑘-Pell Lucas sayı dizilerinin 𝑛-inci teriminin genel formu 

𝑄𝑘,𝑛 = 𝐴𝑟1
𝑛 + 𝐵𝑟2

𝑛 

şeklindedir.  
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Özel olarak 𝑛 = 0 ve 𝑛 = 1 alınırsa 

𝑄0 = 2 = 𝐴 + 𝐵 

       𝑄1 = 2 = 𝐴𝑟1 + 𝐵𝑟2 

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin çözümünde ise 

𝐴 =
2−2𝑟2

𝑟1−𝑟2
    ve  𝐵 =

2𝑟1−2

𝑟1−𝑟2
 

olarak bulunur. Bulunan 𝐴 ve 𝐵 değerleri 

𝑄𝑘,𝑛 = 𝐴𝑟1
𝑛 + 𝐵𝑟2

𝑛 

denkleminde yerine yazılırsa  

𝑄𝑘,𝑛 = 𝑟1
𝑛 + 𝑟2

𝑛        

olup 𝑘-Pell Lucas sayı dizilerinin Binet formülü elde edilir. Dolayısıyla ispat 

tamamlanır. 

Özel olarak Teorem 3.5 te 𝑘 = 1 alınırsa 𝑟1 = 1 + √2  ve  𝑟2 = 1 − √2 olmak üzere 

bilinen Pell Lucas sayı dizisinin Binet formülü 

𝑄1,𝑛 = 𝑟1
𝑛 + 𝑟2

𝑛,    𝑛 ≥ 0 

şeklinde elde edilir.  

𝑘-Pell Lucas sayı dizilerinin üreteç fonksiyonu aşağıdaki teorem ile verilmiştir. 

Teorem 3.6: 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı olmak üzere 𝑘-Pell Lucas sayı dizilerinin 

üreteç fonksiyonu 

𝑡(𝑥) = ∑ 𝑄𝑘,𝑛

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 =
2 − 2𝑥

1 − 2𝑥 − 𝑘𝑥2
 

dir  (Catarino ve Vasco, 2013a). 

 



20 

 

İspat: Tanım 2.21 den 𝑘-Pell Lucas sayı dizileri için 

𝑡(𝑥) = ∑  𝑄𝑘,𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

yazılabilir. Buradan   

             𝑡(𝑥) = 𝑄𝑘,0 + 𝑄𝑘,1𝑥 + 𝑄𝑘,2𝑥2 + ⋯ + 𝑄𝑘,𝑛𝑥𝑛 + ⋯                                       (3.4)   

      −2𝑡(𝑥)𝑥 = −2𝑄𝑘,0𝑥 − 2𝑄𝑘,1𝑥2 − 2𝑄𝑘,2𝑥3 − ⋯ − 2𝑄𝑘,𝑛𝑥𝑛+1 − ⋯                   (3.5) 

    −𝑘𝑡(𝑥)𝑥2 = −𝑘𝑄𝑘,0𝑥2 − 𝑘𝑄𝑘,1𝑥3 − 𝑘𝑄𝑘,2𝑥4 − ⋯ − 𝑘𝑄𝑘,𝑛𝑥𝑛+2 − ⋯ − ⋯         (3.6)  

olup (3.4), (3.5) ve (3.6) eşitlikleri taraf tarafa toplanır ve Tanım 3.4 deki 𝑄𝑘,0 = 2 ,  

𝑄𝑘,1 = 2 başlangıç şartları için 𝑄𝑘,𝑛 = 2𝑄𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑄𝑘,𝑛−2 rekürans bağıntısı 

kullanılırsa 

𝑡(𝑥)(1 − 2𝑥 − 𝑘𝑥2) = 𝑄𝑘,0 + 𝑄𝑘,1𝑥 − 2𝑄𝑘,0𝑥 

eşitliği elde edilir. Buradan 𝑘-Pell Lucas sayı dizilerinin üreteç fonksiyonu 

𝑡(𝑥) =
2 − 2𝑥

1 − 2𝑥 − 𝑘𝑥2
 

olarak bulunur. Böylece ispat tamamlanır.  

Teorem 3.6 da özel olarak 𝑘 = 1 alınırsa bilinen Pell Lucas sayı dizisinin üreteç 

fonksiyonu 

𝑡(𝑥) = ∑ 𝑄1,𝑛

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 =
2 − 2𝑥

1 − 2𝑥 − 𝑥2
 

olarak bulunur.  
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3.1.3. Modifiye 𝒌-Pell sayıları ve dizileri 

Tanım 3.7: 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı ve 𝑞𝑘,0 = 1 , 𝑞𝑘,1 = 1 başlangıç değerleri 

olmak üzere Modifiye 𝑘-Pell sayı dizileri (𝑞𝑘,𝑛) 

                                            𝑞𝑘,𝑛 = 2𝑞𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑞𝑘,𝑛−2,  𝑛 ≥ 2 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır (Catarino ve Vasco, 2013b). 

Tanım 3.7 den Modifiye 𝑘-Pell sayı dizilerinin ilk terimleri şöyledir: 

𝑞𝑘,0 = 1,    

𝑞𝑘,1 = 1, 

𝑞𝑘,2 = 2 + 𝑘, 

𝑞𝑘,3 = 4 + 3𝑘, 

𝑞𝑘,4 = 8 + 8𝑘 + 𝑘2, 

𝑞𝑘,5 = 16 + 20𝑘 + 5𝑘2, 

          ⋮ 

Özel olarak Tanım 3.7 de  𝑘 = 1 alınırsa 𝑞𝑘,0 = 1 , 𝑞𝑘,1 = 1 başlangıç değerleri olmak 

üzere bilinen Modifiye Pell sayı dizisinin rekürans bağıntısı 

                                                   𝑞1,𝑛 = 2𝑞1,𝑛−1 + 𝑞1,𝑛−2, ,  𝑛 ≥ 2 

şeklinde elde edilir. 

Modifiye 𝑘-Pell sayı dizilerinin Binet formülü aşağıdaki teorem ile verilmiştir. 

Teorem 3.8: 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı, 𝑟1 = 1 + √1 + 𝑘 ve 𝑟2 = 1 − √1 + 𝑘 

olmak üzere Modifiye 𝑘-Pell sayı dizilerinin Binet formülü 

𝑞𝑘,𝑛 =
𝑟1

𝑛 + 𝑟2
𝑛

2
,   𝑛 ≥ 0 

şeklindedir (Catarino ve Vasco, 2013b). 
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İspat: Tanım 3.7 deki Modifiye 𝑘-Pell sayı dizilerinin 

𝑞𝑘,𝑛 = 2𝑞𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑞𝑘,𝑛−2 

rekürans bağıntısında 𝑞𝑘,𝑛 = 𝑥𝑛 yineleme bağıntısı kullanılırsa 

𝑥𝑛 − 2𝑥𝑛−1 − 𝑘𝑥𝑛−2 = 0 

Modifiye 𝑘-Pell sayı dizilerinin karakteristik denklemi elde edilir. Karakteristik 

denklemde özel olarak 𝑛 = 2 alınırsa 

𝑥2 − 2𝑥 − 𝑘 = 0 

denklemi elde edilir. Bu denkleminin kökleri ise  

𝑟1 = 1 + √1 + 𝑘  ve  𝑟2 = 1 − √1 + 𝑘 

olarak bulunur. Diğer taraftan 𝐴, 𝐵 sabit katsayılar olmak üzere her 𝑛 ≥ 0 tamsayısı için 

Modifiye 𝑘-Pell sayı dizilerinin 𝑛-inci teriminin genel formu 

𝑞𝑘,𝑛 = 𝐴𝑟1
𝑛 + 𝐵𝑟2

𝑛 

şeklindedir. Özel olarak 𝑛 = 0 ve 𝑛 = 1 alınırsa 

𝑞0 = 1 = 𝐴 + 𝐵 

        𝑞1 = 1 = 𝐴𝑟1 + 𝐵𝑟2 

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin çözümünde ise 

𝐴 =
1−𝑟2

𝑟1−𝑟2
  ve 𝐵 =

𝑟1−1

𝑟1−𝑟2
 

olarak bulunur. Bulunan 𝐴 ve 𝐵 değerleri 

𝑞𝑘,𝑛 = 𝐴𝑟1
𝑛 + 𝐵𝑟2

𝑛 

denkleminde yerine yazılırsa  

𝑞𝑘,𝑛 =
𝑟1

𝑛 + 𝑟2
𝑛

2
        

olup Modifiye 𝑘-Pell sayı dizisinin Binet formülü elde edilir. Dolayısıyla ispat 

tamamlanır. 
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Özel olarak Teorem 3.8 de 𝑘 = 1 alınırsa 𝑟1 = 1 + √2  ve  𝑟2 = 1 − √2 olmak üzere 

bilinen Modifiye Pell sayı dizisinin Binet formülü 

𝑞1,𝑛 =
𝑟1

𝑛 + 𝑟2
𝑛

2
,   𝑛 ≥ 0 

şeklinde elde edilir.  

Modifiye 𝑘-Pell sayı dizilerinin üreteç fonksiyonu aşağıdaki teorem ile verilmiştir. 

Tanım 3.9: 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı olmak üzere Modifiye 𝑘-Pell sayı dizilerinin 

üreteç fonksiyonu 

𝑠(𝑥) = ∑ 𝑞𝑘,𝑛(𝑥)

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 =
1 − 𝑥

1 − 2𝑥 − 𝑘𝑥2
 

şeklindedir  (Catarino ve Vasco, 2013b). 

İspat: Tanım 2.21 den Modifiye 𝑘-Pell Lucas sayı dizileri için 

𝑠(𝑥) = ∑  𝑞𝑘,𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

yazılabilir. Buradan   

             𝑠(𝑥) = 𝑞𝑘,0 + 𝑞𝑘,1𝑥 + 𝑞𝑘,2𝑥2 + ⋯ + 𝑞𝑘,𝑛𝑥𝑛 + ⋯                                       (3.7)   

      −2𝑠(𝑥)𝑥 = −2𝑞𝑘,0𝑥 − 2𝑞𝑘,1𝑥2 − 2𝑞𝑘,2𝑥3 − ⋯ − 2𝑞𝑘,𝑛𝑥𝑛+1 − ⋯                   (3.8) 

    −𝑘𝑠(𝑥)𝑥2 = −𝑘𝑞𝑘,0𝑥2 − 𝑘𝑞𝑘,1𝑥3 − 𝑘𝑞𝑘,2𝑥4 − ⋯ − 𝑘𝑞𝑘,𝑛𝑥𝑛+2 − ⋯ − ⋯         (3.9)  

olup (3.7), (3.8) ve (3.9) eşitlikleri taraf tarafa toplanır ve Tanım 3.7 deki 𝑞𝑘,0 = 1 ,  

𝑞𝑘,1 = 1 başlangıç şartları için  𝑞𝑘,𝑛 = 2𝑞𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑞𝑘,𝑛−2 rekürans bağıntısı kullanılırsa 

𝑠(𝑥)(1 − 2𝑥 − 𝑘𝑥2) = 𝑞𝑘,0 + 𝑞𝑘,1𝑥 − 2𝑞𝑘,0𝑥 

eşitliği elde edilir.  
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Buradan Modifiye 𝑘-Pell sayı dizilerinin üreteç fonksiyonu 

𝑠(𝑥) =
1 − 𝑥

1 − 2𝑥 − 𝑘𝑥2
 

olarak bulunur. Böylece ispat tamamlanır.  

Teorem 3.9 da özel olarak 𝑘 = 1 alınırsa bilinen Modifiye Pell sayı dizisinin üreteç 

fonksiyonu 

𝑠(𝑥) = ∑ 𝑞1,𝑛(𝑥)

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 =
1 − 𝑥

1 − 2𝑥 − 𝑥2
 

olarak bulunur.  

3.2. Bazı Sayı Dizilerinin Matris Temsilleri 

Bu bölümde 𝑠 > 0, 𝑡 ≠ 0, 𝑠2 + 4𝑡 > 0 olacak şekildeki 𝑠, 𝑡 reel sayılar olmak üzere 

(𝑠, 𝑡)-Fibonacci, (𝑠, 𝑡)-Lucas, (𝑠, 𝑡)-Pell, (𝑠, 𝑡)-Pell Lucas, (𝑠, 𝑡)-Jacobsthal sayı dizileri 

ve 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı olmak üzere 𝑘-Pell, 𝑘-Pell Lucas, Modifiye 𝑘-Pell 

sayı dizileri ile ilişkili Fibonacci benzeri sayı dizilerinin tanımları sunulmuştur. Buradan 

bu sayı dizilerinin yardımıyla elde edilmiş (𝑠, 𝑡)-Fibonacci, (𝑠, 𝑡)-Lucas,  (𝑠, 𝑡)-Pell, 

(𝑠, 𝑡)-Pell Lucas, (𝑠, 𝑡)-Jacobsthal, ve Fibonacci benzeri matris dizilerinin tanımı, Binet 

formülleri, üreteç fonksiyonları, üreteç matrisleri ve bazı özellikleri verilmiştir. 

3.2.1. (𝒔, 𝒕)-Fibonacci matris dizisi 

Tanım 3.10: 𝑠 > 0, 𝑡 ≠ 0, 𝑠2 + 4𝑡 > 0 olacak şekildeki 𝑠, 𝑡 reel sayıları için  

𝐹0(𝑠, 𝑡) = 0,  𝐹1(𝑠, 𝑡) = 1 başlangıç değerleri olmak üzere (𝑠, 𝑡)-Fibonacci sayı dizisi 

(𝐹𝑛(𝑠, 𝑡))
𝑛∈ℕ

 

       𝐹𝑛(𝑠, 𝑡) = 𝑠𝐹𝑛−1(𝑠, 𝑡) + 𝑡𝐹𝑛−2(𝑠, 𝑡),      𝑛 ≥ 2          

rekürans bağıntısı ile tanımlanır ve n-inci (𝑠, 𝑡)-Fibonacci sayısı 𝐹𝑛 ile gösterilir  

(Koshy, 2001). 

 



25 

 

(𝑠, 𝑡)-Fibonacci sayı dizisinin terimleri kullanılarak aşağıdaki (𝑠, 𝑡)-Fibonacci matris 

dizisinin tanımı elde edilir. 

Tanım 3.11: 𝑠 > 0, 𝑡 ≠ 0, 𝑠2 + 4𝑡 > 0 olacak şekildeki 𝑠, 𝑡 reel sayıları için 

ℱ0(𝑠, 𝑡) = (
1 0
0 1

) ve ℱ1(𝑠, 𝑡) = (
𝑠 1
𝑡 0

) başlangıç değerleri olmak üzere               

(𝑠, 𝑡)-Fibonacci matris dizisi (ℱ𝑛(𝑠, 𝑡))
𝑛∈ℕ

 

ℱ𝑛(𝑠, 𝑡) = 𝑠ℱ𝑛−1(𝑠, 𝑡) + 𝑡ℱ𝑛−2(𝑠, 𝑡), 𝑛 ≥ 2 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır ve n-inci (𝑠, 𝑡)-Fibonacci matrisi ℱ𝑛 ile gösterilir 

(Civciv ve Türkmen, 2008a). 

Tanım 3.11 den (𝑠, 𝑡)-Fibonacci matris dizisinin ilk terimleri şöyledir: 

ℱ0 = (
1 0
0 1

) ,    

ℱ1 = (
𝑠 1
𝑡 0

), 

ℱ2 = (𝑠2 + 𝑡 𝑠
𝑠𝑡 𝑡

), 

ℱ3 = (𝑠3 + 2𝑠𝑡 𝑠2 + 𝑡
𝑠2𝑡 + 𝑡2 𝑠𝑡

), 

ℱ4 = (𝑠4 + 3𝑠2𝑡 + 𝑡2 𝑠3 + 2𝑠𝑡
𝑠3𝑡 + 2𝑠𝑡2 𝑠2𝑡 + 𝑡2 ), 

          ⋮ 

Aşağıdaki teorem (𝑠, 𝑡)-Fibonacci sayı dizisi ile (𝑠, 𝑡)-Fibonacci matris dizisi arasındaki 

bağıntıyı vermektedir. 

Teorem 3.12: 𝑛 ≥ 0 tamsayısı için  

                                                   ℱ𝑛 = (
𝐹𝑛+1 𝐹𝑛

𝑡𝐹𝑛 𝑡𝐹𝑛−1
)                                                  (3.10) 

dir (Civciv ve Türkmen, 2008a). 
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İspat: İspat tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. Tanım 3.10 dan 𝐹−1 = 1, 𝐹0 =

0,  𝐹1 = 1 olduğundan 

ℱ0 = (
1 0
0 1

)                    

                           = (
𝐹1 𝐹0

𝑡𝐹0 𝑡𝐹−1
)                                

olup 𝑛 = 0 için eşitlik (3.10) doğrudur. Tanım 3.10 dan  𝐹0 = 0,  𝐹1 = 1,  𝐹2 = 𝑠 

olduğundan 

ℱ1 = (
𝑠 1
𝑡 0

)                   

                           = (
𝐹2 𝐹1

𝑡𝐹1 𝑡𝐹0
)                                

olup 𝑛 = 1 için de eşitlik (3.10) doğrudur. Şimdi 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁 olacak şekildeki 𝑁 

tamsayısı için eşitlik (3.10) doğru olsun. Tanım 3.11 de Tanım 3.10 ve kabulümüz 

kullanılırsa 

ℱ𝑁+1 = 𝑠ℱ𝑁 + 𝑡ℱ𝑁−1             

                                                          = 𝑠 (
𝐹𝑁+1 𝐹𝑁

𝑡𝐹𝑁 𝑡𝐹𝑁−1
) + 𝑡 (

𝐹𝑁 𝐹𝑁−1

𝑡𝐹𝑁−1 𝑡𝐹𝑁−2
) 

                                                          = (
𝑠𝐹𝑁+1 + 𝑡𝐹𝑁 𝑠𝐹𝑁 + 𝑡𝐹𝑁−1

𝑡(𝑠𝐹𝑁 + 𝑡𝐹𝑁−1) 𝑡(𝑠𝐹𝑁−1 + 𝑡𝐹𝑁−2)
) 

                                                          = (
𝐹𝑁+2 𝐹𝑁+1

𝑡𝐹𝑁+1 𝑡𝐹𝑁
) 

olup eşitlik (3.10) 𝑁 + 1 için doğrudur. Dolayısıyla teoremin ispatı tamamlanmış olur. 

Aşağıdaki teorem (𝑠, 𝑡)-Fibonacci matris dizisinin (𝑚 + 𝑛)-inci teriminin, 𝑚-inci 

terimi ile 𝑛-inci teriminin çarpımına eşit olduğunu söylemektedir. 

Teorem 3.13: 𝑚, 𝑛 ≥ 0 tamsayıları için 

                                                         ℱ𝑚+𝑛 = ℱ𝑚ℱ𝑛                                                         (3.11)    

dir (Civciv ve Türkmen, 2008a). 
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İspat: İspat 𝑛 üzerinden tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. Tanım 3.11 den  

ℱ0 = (
1 0
0 1

) olduğundan 

ℱ𝑚 = (
𝐹𝑚+1 𝐹𝑚

𝑡𝐹𝑚 𝑡𝐹𝑚−1
) (

1 0
0 1

) 

= ℱ𝑚ℱ0                            

olup 𝑛 = 0 için eşitlik (3.11) doğrudur. Tanım 3.11 den ℱ1 = (
𝑠 1
𝑡 0

) olduğundan 

ℱ𝑚+1 = (
𝐹𝑚+2 𝐹𝑚+1

𝑡𝐹𝑚+1 𝑡𝐹𝑚
)                         

    = (
𝑠𝐹𝑚+1 + 𝑡𝐹𝑚 𝐹𝑚+1

𝑡𝑠𝐹𝑚 + 𝑡2𝐹𝑚−1 𝑡𝐹𝑚
) 

                     = (
𝐹𝑚+1 𝐹𝑚

𝑡𝐹𝑚 𝑡𝐹𝑚−1
) (

𝑠 1
𝑡 0

)                   

 = ℱ𝑚ℱ1                                

olup 𝑛 = 1 için de eşitlik (3.11) doğrudur. Şimdi 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁 olacak şekildeki 𝑁 

tamsayısı için eşitlik (3.11) doğru olsun. Tanım 3.11 ve kabulümüz kullanılırsa 

                                       ℱ𝑚+𝑁+1 = 𝑠ℱ𝑚+𝑁 + 𝑡ℱ𝑚+𝑁−1 

                                                     = 𝑠ℱ𝑚ℱ𝑁 + 𝑡ℱ𝑚ℱ𝑁−1 

                                                     = ℱ𝑚(𝑠ℱ𝑁 + 𝑡ℱ𝑁−1) 

                                                     = ℱ𝑚ℱ𝑁+1 

olup eşitlik (3.11) 𝑁 + 1 için doğrudur. Dolayısıyla 𝑚, 𝑛 ≥ 0 tamsayıları için eşitlik 

(3.11) doğru olup teoremin ispatı tamamlanmış olur. 
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Tanım 3.11 de 𝑠2 + 4𝑡 > 0 olacak şekilde 𝑠 > 0 ve 𝑡 ≠ 0 tamsayıları için              

(𝑠, 𝑡)-Fibonacci matris dizisinin 

ℱ𝑛(𝑠, 𝑡) = 𝑠ℱ𝑛−1(𝑠, 𝑡) + 𝑡ℱ𝑛−2(𝑠, 𝑡) 

rekürans bağıntısında  ℱ𝑛(𝑠, 𝑡) = 𝑥𝑛 yineleme bağıntısı kullanılırsa (𝑠, 𝑡)-Fibonacci 

matris dizisinin karakteristik denklemi 

𝑥𝑛 − 𝑠𝑥𝑛−1 − 𝑡𝑥𝑛−2 = 0 

şeklinde elde edilir. Özel olarak 𝑛 = 2 alınırsa 

𝑥2 − 𝑠𝑥 − 𝑡 = 0 

olup bu denkleminin kökleri 

𝛼 =
𝑠+√𝑠2+4𝑡

2
  ve  𝛽 =

𝑠−√𝑠2+4𝑡

2
 

olarak bulunur.  

(𝑠, 𝑡)-Fibonacci matris dizisinin Binet formülü aşağıdaki teorem ile verilmiştir. 

Teorem 3.14: 𝛼 =
𝑠+√𝑠2+4𝑡

2
  ve  𝛽 =

𝑠−√𝑠2+4𝑡

2
  olmak üzere 

ℱ𝑛 = (
ℱ1 − 𝛽ℱ0

𝛼 − 𝛽
) 𝛼𝑛 − (

ℱ1 − 𝛼ℱ0

𝛼 − 𝛽
) 𝛽𝑛,     𝑛 ≥ 0   

dir (Civciv ve Türkmen, 2008a). 

Aşağıdaki teorem ile (𝑠, 𝑡)-Fibonacci matris dizisinin üreteç fonksiyonu verilmektedir. 

Teorem 3.15: 𝑥 >
𝑠+√𝑠2+4𝑡

2
  olacak şekilde 𝑥 reel sayısı için (𝑠, 𝑡)-Fibonacci matris 

dizisinin üreteç fonksiyonu 

∑ ℱ𝑘𝑥−𝑘

𝛼

𝑘=0

=
1

𝑥2 − 𝑠𝑥 − 𝑡
(𝑥ℱ1 + (𝑥2 − 𝑠𝑥)ℱ0) 

şeklindedir (Civciv ve Türkmen, 2008a). 
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3.2.2. (𝒔, 𝒕)-Lucas matris dizisi 

Tanım 3.16: 𝑠 > 0, 𝑡 ≠ 0, 𝑠2 + 4𝑡 > 0 olacak şekildeki 𝑠, 𝑡 reel sayıları için  

𝐿0(𝑠, 𝑡) = 2, 𝐿1(𝑠, 𝑡) = 𝑠 başlangıç değerleri olmak üzere (𝑠, 𝑡)-Lucas sayı dizisi 

(𝐿𝑛(𝑠, 𝑡))
𝑛∈ℕ

   

       𝐿𝑛(𝑠, 𝑡) = 𝑠𝐿𝑛−1(𝑠, 𝑡) + 𝑡𝐿𝑛−2(𝑠, 𝑡),  𝑛 ≥ 2 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır ve n-inci (𝑠, 𝑡)-Lucas sayısı 𝐿𝑛 ile gösterilir       

(Koshy, 2001). 

(𝑠, 𝑡)-Lucas sayı dizisinin terimleri kullanılarak aşağıdaki (𝑠, 𝑡)-Lucas matris dizisinin 

tanımı elde edilir. 

Tanım 3.17: 𝑠 > 0, 𝑡 ≠ 0, 𝑠2 + 4𝑡 > 0 olacak şekildeki 𝑠, 𝑡 reel sayıları için 

ℒ0(𝑠, 𝑡) = (
𝑠 2

2𝑡 −𝑠
) ve ℒ1(𝑠, 𝑡) = (𝑠2 + 2𝑡 𝑠

𝑠𝑡 2𝑡
) başlangıç değerleri olmak üzere 

(𝑠, 𝑡)-Lucas matris dizisi (ℒ𝑛(𝑠, 𝑡))
𝑛∈ℕ

   

ℒ𝑛(𝑠, 𝑡) = 𝑠ℒ𝑛−1(𝑠, 𝑡) + 𝑡ℒ𝑛−2(𝑠, 𝑡), 𝑛 ≥ 2 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır ve n-inci (𝑠, 𝑡)-Lucas matrisi ℒ𝑛 ile gösterilir      

(Civciv ve Türkmen, 2008b). 

Tanım 3.17 den (𝑠, 𝑡)-Lucas matris dizisinin ilk terimleri şöyledir: 

ℒ0 = (
𝑠 2

2𝑡 −𝑠
),    

ℒ1 = (𝑠2 + 2𝑡 𝑠
𝑠𝑡 2𝑡

), 

ℒ2 = ( 𝑠3 + 3𝑠𝑡 𝑠2 + 2𝑡
𝑠2𝑡 + 2𝑡2 𝑠𝑡

), 

ℒ3 = (𝑠4 + 4𝑠2𝑡 + 2𝑡2 𝑠3 + 3𝑠𝑡
𝑠3𝑡 + 3𝑠𝑡2 𝑠2𝑡 + 2𝑡2), 

ℒ4 = ( 𝑠5 + 5𝑠3𝑡 + 5𝑠𝑡2 𝑠4 + 4𝑠2𝑡 + 2𝑡2

𝑠4𝑡 + 4𝑠2𝑡2 + 2𝑡3 𝑠3𝑡 + 3𝑠𝑡2 ), 

          ⋮ 
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Aşağıdaki teorem (𝑠, 𝑡)-Lucas sayı dizisi ile (𝑠, 𝑡)-Lucas matris dizisi arasındaki 

bağıntıyı vermektedir.  

Teorem 3.18: 𝑛 ≥ 0 tamsayısı için 

                                                ℒ𝑛 = (
𝐿𝑛+1 𝐿𝑛

𝑡𝐿𝑛 𝑡𝐿𝑛−1
)                                                     (3.12) 

dir (Civciv ve Türkmen, 2008b). 

İspat: İspat tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. Tanım 3.16 dan                 

𝐿−1 = −
𝑠

𝑡
,  𝐿0 = 2, 𝐿1 = 𝑠 olduğundan 

     ℒ0 = (
𝑠 2

2𝑡 −𝑠
)                            

= (
𝐿1 𝐿0

𝑡𝐿0 𝑡𝐿−1
)            

olup 𝑛 = 0 için eşitlik (3.12) doğrudur. Tanım 3.10 dan 𝐿0 = 2,  𝐿1 = 𝑠,  𝐿2 = 𝑠2 + 2𝑡 

olduğundan 

    ℒ1 = (𝑠2 + 2𝑡 𝑠
𝑠𝑡 2𝑡

)                     

        = (
𝐿2 𝐿1

𝑡𝐿1 𝑡𝐿0
)                          

olup 𝑛 = 1 için de eşitlik (3.12) doğrudur. Şimdi 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁 olacak şekildeki 𝑁 

tamsayısı için eşitlik (3.12) doğru olsun. Tanım 3.17 de Tanım 3.16 ve kabulümüz 

kullanılırsa 

ℒ𝑁+1 = 𝑠ℒ𝑁 + 𝑡ℒ𝑁−1                        

                                                    = 𝑠 (
𝐿𝑁+1 𝐿𝑁

𝑡𝐿𝑁 𝑡𝐿𝑁−1
) + 𝑡 (

𝐿𝑁 𝐿𝑁−1

𝑡𝐿𝑁−1 𝑡𝐿𝑁−2
)             

                                                    = (
𝑠𝐿𝑁+1 + 𝑡𝐿𝑁 𝑠𝐿𝑁 + 𝑡𝐿𝑁−1

𝑡(𝑠𝐿𝑁 + 𝑡𝐿𝑁−1) 𝑡(𝑠𝐿𝑁−1 + 𝑡𝐿𝑁−2)
) 

                                                    = (
𝐿𝑁+2 𝐿𝑁+1

𝑡𝐿𝑁+1 𝑡𝐿𝑁
) 

olup eşitlik (3.12) 𝑁 + 1 için doğrudur. Dolayısıyla teoremin ispatı tamamlanmış olur. 
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Tanım 3.17 de 𝑠2 + 4𝑡 > 0 olacak şekilde 𝑠 > 0 ve 𝑡 ≠ 0 tamsayıları için              

(𝑠, 𝑡)-Lucas matris dizisinin 

ℒ𝑛(𝑠, 𝑡) = 𝑠ℒ𝑛−1(𝑠, 𝑡) + 𝑡ℒ𝑛−2(𝑠, 𝑡) 

rekürans bağıntısında  ℒ𝑛(𝑠, 𝑡) = 𝑥𝑛 yineleme bağıntısı kullanılırsa (𝑠, 𝑡)-Lucas matris 

dizisinin karakteristik denklemi 

𝑥𝑛 − 𝑠𝑥𝑛−1 − 𝑡𝑥𝑛−2 = 0 

şeklinde elde edilir. Özel olarak 𝑛 = 2 alınırsa 

𝑥2 − 𝑠𝑥 − 𝑡 = 0 

olup bu denkleminin kökleri 

𝛼 =
𝑠+√𝑠2+4𝑡

2
  ve  𝛽 =

𝑠−√𝑠2+4𝑡

2
 

olarak bulunur (Civciv ve Türkmen, 2008b). 

(𝑠, 𝑡)-Lucas matris dizisinin Binet formülü aşağıdaki teorem ile verilmiştir. 

Teorem 3.19: 𝛼 =
𝑠+√𝑠2+4𝑡

2
  ve  𝛽 =

𝑠−√𝑠2+4𝑡

2
  olmak üzere  

ℒ𝑛+1 = (
ℒ2 − 𝛽ℒ1

𝛼 − 𝛽
) 𝛼𝑛 − (

ℒ2 − 𝛼ℒ1

𝛼 − 𝛽
) 𝛽𝑛,     𝑛 ≥ 0   

dir (Civciv ve Türkmen, 2008b). 

Aşağıdaki teorem ile (𝑠, 𝑡)-Lucas matris dizisinin üreteç fonksiyonu verilmektedir. 

Teorem 3.20: 𝑥 >
𝑠+√𝑠2+4𝑡

2
  olacak şekilde 𝑥 reel sayısı için (𝑠, 𝑡)-Lucas matris 

dizisinin üreteç fonksiyonu 

∑ ℒ𝑘+1𝑥−𝑘

𝑛

𝑘=0

=
1

𝑥2 − 𝑠𝑥 − 𝑡
(𝑥ℒ2 + (𝑥2 − 𝑠𝑥)ℒ1) 

şeklindedir (Civciv ve Türkmen, 2008b). 
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(𝑠, 𝑡)-Fibonacci matris dizisi ile (𝑠, 𝑡)-Lucas matris dizisi arasındaki bazı ilişkiler 

• 𝑛 ≥ 0 tamsayısı için,   ℒ𝑛+1
2 = ℒ1

2ℱ𝑛 

• 𝑚, 𝑛 ≥ 0 tamsayıları için,  ℱ𝑚ℒ𝑛+1 = ℒ𝑛+1ℱ𝑚   

• 𝑛 ≥ 0 tamsayısı için,  ℒ𝑛+1
2 = ℒ1

2ℱ2𝑛   

• 𝑛 ≥ 0 tamsayısı için,  ℒ𝑛+1
2 = ℒ1ℒ2𝑛+1 

• 𝑛 ≥ 0 tamsayısı için,  ℒ2𝑛+1 = ℱ𝑛ℒ𝑛+1 

• ∑ ℱ𝑘𝑥−𝑘𝑛
𝑘=0 = −

1

𝑥𝑛(𝑥2−𝑠𝑥−𝑡)
(𝑥ℱ𝑛+1 + 𝑡ℱ𝑛) +

1

𝑥2−𝑠𝑥−𝑡
(𝑥ℱ1 + (𝑥2 − 𝑠𝑥)ℱ0) 

• ∑ ℒ𝑘+1𝑥−𝑘𝑛
𝑘=0 = −

1

𝑥𝑛(𝑥2−𝑠𝑥−𝑡)
(𝑥ℒ𝑛+2 + 𝑡ℒ𝑛+1) +

1

𝑥2−𝑠𝑥−𝑡
(𝑥ℒ2 + (𝑥2 − 𝑠𝑥)ℒ1) 

• 𝑠, 𝑡 ≠ 1 için ∑ ℱ𝑘
𝑛
𝑘=1 =

1

𝑠+𝑡−1
(

𝐹𝑛+2 + 𝑡𝐹𝑛+1 − 𝑠 − 𝑡 𝐹𝑛+1 + 𝑡𝐹𝑛 − 1

𝑡𝐹𝑛+1 + 𝑡2𝐹𝑛 − 𝑡 𝑡𝐹𝑛 + 𝑡2𝐹𝑛−1 − 𝑡
) 

şeklindedir (Civciv, 2008a, 2008b). 

3.2.3. (𝒔, 𝒕)-Pell ve (𝒔, 𝒕)-Pell Lucas matris dizileri 

Tanım 3.21: 𝑠 > 0, 𝑡 ≠ 0, 𝑠2 + 4𝑡 > 0 olacak şekildeki 𝑠, 𝑡 reel sayıları için  

𝑝0(𝑠, 𝑡) = 0, 𝑝1(𝑠, 𝑡) = 1 başlangıç şartlarına sahip (𝑠, 𝑡)-Pell sayı dizisi ( 𝑝𝑛(𝑠, 𝑡))
𝑛∈ℕ

 

ve 𝓅0(𝑠, 𝑡) = 2, 𝓅1(𝑠, 𝑡) = 2𝑠 başlangıç değerleri olmak üzere (𝑠, 𝑡)-Pell Lucas sayı 

dizisi (𝓆𝑛(𝑠, 𝑡))
𝑛∈ℕ

 sırasıyla 

 𝑝𝑛(𝑠, 𝑡) = 2𝑠𝑝𝑛−1(𝑠, 𝑡) + 𝑡𝑝𝑛−2(𝑠, 𝑡), 𝑛 ≥ 2 

   𝓆𝑛(𝑠, 𝑡) = 2𝑠𝓆𝑛−1(𝑠, 𝑡) + 𝑡𝓆𝑛−2(𝑠, 𝑡), 𝑛 ≥ 2 

rekürans bağıntıları ile tanımlanır ve n-inci (𝑠, 𝑡)-Pell sayısı 𝑝𝑛 ile ve n-inci (𝑠, 𝑡)-Pell 

Lucas sayısı 𝓆𝑛 gösterilir (Güleç ve Taşkara, 2012). 
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(𝑠, 𝑡)-Pell sayı dizisinin ve (𝑠, 𝑡)-Pell Lucas sayı dizisinin terimleri kullanılarak 

aşağıdaki (𝑠, 𝑡)-Pell matris dizisinin ve (𝑠, 𝑡)-Pell Lucas matris dizisinin tanımı elde 

edilir. 

Tanım 3.22: 𝑠 > 0, 𝑡 ≠ 0, 𝑠2 + 𝑡 > 0 olacak şekildeki 𝑠, 𝑡 reel sayıları için   

𝒫0(𝑠, 𝑡) = (
1 0
0 1

), 𝒫1(𝑠, 𝑡) = (
2𝑠 1
𝑡 0

) değerleri olmak üzere (𝑠, 𝑡)-Pell matris dizisi 

(𝒫𝑛(𝑠, 𝑡))
𝑛∈ℕ

 ve 𝒬0 = (
2𝑠 2
2𝑡 −2𝑠

) , 𝒬1 = (4𝑠2 + 2𝑡 2𝑠
2𝑠𝑡 2𝑡

) başlangıç değerleri olmak 

üzere (𝑠, 𝑡)-Pell Lucas matris dizisi (𝒬𝑛(𝑠, 𝑡))
𝑛∈ℕ

 sırasıyla 

𝒫𝑛(𝑠, 𝑡) = 2𝑠𝒫𝑛−1(𝑠, 𝑡) + 𝑡𝒫𝑛−2(𝑠, 𝑡), 𝑛 ≥ 2 

𝒬𝑛(𝑠, 𝑡) = 2𝑠𝒬𝑛−1(𝑠, 𝑡) + 𝑡𝒬𝑛−2(𝑠, 𝑡), 𝑛 ≥ 2 

rekürans bağıntıları ile tanımlanır ve n-inci (𝑠, 𝑡)-Pell matrisi 𝒫𝑛 ile ve n-inci (𝑠, 𝑡)-Pell 

Lucas sayısı 𝒬𝑛 gösterilir (Güleç ve Taşkara, 2012). 

Tanım 3.22 den (𝑠, 𝑡)-Pell matris dizisinin ilk terimleri şöyledir: 

𝒫0 = (
1 0
0 1

),    

𝒫1 = (
2𝑠 1
𝑡 0

), 

𝒫2 = (4𝑠2 + 𝑡 2𝑠
2𝑠𝑡 𝑡

), 

𝒫3 = (8𝑠3 + 4𝑠𝑡 4𝑠2 + 𝑡
4𝑠2𝑡 + 𝑡2 2𝑠𝑡

), 

𝒫4 = (16𝑠4 + 12𝑠2 + 𝑡2 8𝑠3 + 4𝑠𝑡
8𝑠3𝑡 + 4𝑠𝑡2 4𝑠2𝑡 + 𝑡2 ), 

          ⋮ 
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(𝑠, 𝑡)-Pell Lucas matris dizisinin ilk terimleri ise şöyledir: 

𝒬0 = (
2𝑠 2
2𝑡 −2𝑠

),    

𝒬1 = (4𝑠2 + 2𝑡 2𝑠
2𝑠𝑡 2𝑡

), 

𝒬2 = ( 8𝑠3 + 6𝑠𝑡 4𝑠2 + 2𝑡
4𝑠2𝑡 + 2𝑡2 2𝑠𝑡

), 

𝒬3 = (16𝑠4 + 16𝑠2𝑡 + 2𝑡2 8𝑠3 + 6𝑠𝑡
8𝑠3𝑡 + 6𝑠𝑡2 4𝑠2𝑡 + 2𝑡2), 

𝒬4 = (32𝑠5 + 40𝑠3𝑡 + 10𝑠𝑡2 16𝑠4 + 16𝑠2𝑡 + 2𝑡2

16𝑠4𝑡 + 16𝑠2𝑡2 + 2𝑡3 8𝑠3𝑡 + 6𝑠𝑡2 ), 

          ⋮ 

Aşağıdaki teorem (𝑠, 𝑡)-Pell sayı dizisi ile (𝑠, 𝑡)-Pell matris dizisi arasındaki bağıntıyı 

ve (𝑠, 𝑡)-Pell Lucas sayı dizisi ile (𝑠, 𝑡)-Pell Lucas matris dizisi arasındaki bağıntıyı 

vermektedir.  

Teorem 3.23: 𝑛 ≥ 0 tamsayısı için 

                                                 𝒫𝑛 = (
𝑝𝑛+1 𝑝𝑛

𝑡𝑝𝑛 𝑡𝑝𝑛−1
)                                                    (3.13) 

                                                  𝒬𝑛 = (
𝓆𝑛+1 𝓆𝑛

𝑡𝓆𝑛 𝑡𝓆𝑛−1
)                                                  (3.14) 

dir (Güleç ve Taşkara, 2012). 

İspat: İspat tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. Tanım 3.21 den 𝑝−1 =
1

𝑡
 ,  𝑝0 =

0, 𝑝1 = 1 olduğundan 

𝒫0 = (
1 0
0 1

)                     

= (
𝑝1 𝑝0

𝑡𝑝0 𝑡𝑝−1
)     

olup 𝑛 = 0 için eşitlik (3.13) doğrudur. 
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Tanım 3.21 den  𝑝0 = 0, 𝑝1 = 1 ,  𝑝2 = 2𝑠 olduğundan 

𝑝1 = (
2𝑠 1
𝑡 0

)                   

                       = (
𝑝2 𝑝1

𝑡𝑝1 𝑡𝑝0
)                                

olup 𝑛 = 1 için de eşitlik (3.13) doğrudur. Şimdi 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁 olacak şekildeki, 𝑁 

tamsayısı için eşitlik (3.13) doğru olsun. Tanım 3.22 de Tanım 3.21 ve kabulümüzde 

kullanılırsa 

𝒫𝑁+1 = 2𝑠𝒫𝑁 + 𝑡𝒫𝑁−1                        

                                                    = 2𝑠 (
𝑝𝑁+1 𝑝𝑁

𝑡𝑝𝑁 𝑡𝑝𝑁−1
) + 𝑡 (

𝑝𝑁 𝑝𝑁−1

𝑡𝑝𝑁−1 𝑡𝑝𝑁−2
)             

                                                    = (
2𝑠𝑝𝑁+1 + 𝑡𝑝𝑁 2𝑠𝑝𝑁 + 𝑡𝑝𝑁−1

𝑡(2𝑠𝑝𝑁 + 𝑡𝑝𝑁−1) 𝑡(2𝑠𝑝𝑁−1 + 𝑡𝑝𝑁−2)
) 

                                                    = (
𝑝𝑁+2 𝑝𝑁+1

𝑡𝑝𝑁+1 𝑡𝑝𝑁
) 

olup eşitlik (3.13) 𝑁 + 1 için doğrudur. Dolayısıyla teoremin ispatı tamamlanmış olur. 

Benzer şekilde eşitlik (3.14) için de ispat yapılabilir. Dolayısıyla ispat tamamlanır.  

Tanım 3.17 de 𝑠2 + 4𝑡 > 0 olacak şekilde 𝑠 > 0 ve 𝑡 ≠ 0 tamsayıları için              

(𝑠, 𝑡)-Pell matris dizisinin 

𝒫𝑛(𝑠, 𝑡) = 2𝑠𝒫𝑛−1(𝑠, 𝑡) + 𝑡𝒫𝑛−2(𝑠, 𝑡) 

rekürans bağıntısında 𝒫𝑛(𝑠, 𝑡) = 𝑥𝑛 yineleme bağıntısı kullanılırsa (𝑠, 𝑡)-Pell matris 

dizisinin karakteristik denklemi 

𝑥𝑛 − 2𝑠𝑥𝑛−1 − 𝑡𝑥𝑛−2 = 0 

şeklinde elde edilir.  
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Özel olarak 𝑛 = 2 alınırsa 

𝑥2 − 2𝑠𝑥 − 𝑡 = 0 

olup bu denkleminin kökleri 

𝛼 = 𝑠 + √𝑠2 + 𝑡  ve  𝛽 = 𝑠 − √𝑠2 + 𝑡 

olarak bulunur. Benzer düşünce ile (𝑠, 𝑡)-Pell Lucas matris dizisinin rekürans 

bağıntısından da  𝛼 = 𝑠 + √𝑠2 + 𝑡  ve  𝛽 = 𝑠 − √𝑠2 + 𝑡 kökleri elde edilir. 

(𝑠, 𝑡)-Pell matris dizisinin ve (𝑠, 𝑡)-Pell Lucas matris dizisinin Binet formülleri 

aşağıdaki teorem ile verilmiştir. 

Teorem 3.24: 𝛼 = 𝑠 + √𝑠2 + 𝑡  ve  𝛽 = 𝑠 − √𝑠2 + 𝑡 olmak üzere 𝑛 ≥ 0 için  

𝒫𝑛 = (
𝒫1 − 𝛽𝒫0

𝛼 − 𝛽
) 𝛼𝑛 − (

𝒫1 − 𝛼𝒫0

𝛼 − 𝛽
) 𝛽𝑛 

𝒬𝑛 = (
𝒬1 − 𝛽𝒬0

𝛼 − 𝛽
) 𝛼𝑛 − (

𝒬1 − 𝛼𝒬0

𝛼 − 𝛽
) 𝛽𝑛 

dir (Güleç ve Taşkara, 2012). 

Aşağıdaki teorem ile (𝑠, 𝑡)-Pell matris dizisinin ve (𝑠, 𝑡)-Pell Lucas matris dizisinin 

üreteç fonksiyonları verilmektedir. 

Teorem 3.25: 𝑥 > 𝑠 + √𝑠2 + 𝑡  olacak şekilde 𝑥 reel sayısı için (𝑠, 𝑡)-Pell matris 

dizisinin ve (𝑠, 𝑡)-Pell Lucas matris dizisinin üreteç fonksiyonları sırasıyla 

∑ 𝒫𝑘𝑥−𝑘

𝑛

𝑘=0

=
1

𝑥2 − 2𝑠𝑥 − 𝑡
(𝑥𝒫1 + (𝑥2 − 2𝑠𝑥)𝒫0) −

1

𝑥𝑛(𝑥2 − 2𝑠𝑥 − 𝑡)
(𝑥𝒫𝑛+1 + 𝑡𝒫𝑛) 

∑ 𝒬𝑘𝑥−𝑘

𝑛

𝑘=0

=
1

𝑥2 − 2𝑠𝑥 − 𝑡
(𝑥𝒬1 + (𝑥2 − 2𝑠𝑥)𝒬0) −

1

𝑥𝑛(𝑥2 − 2𝑠𝑥 − 𝑡)
(𝑥𝒬𝑛+1 + 𝑡𝒬𝑛) 

şeklindedir (Güleç ve Taşkara, 2012). 
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(𝑠, 𝑡)-Pell matris dizisi ile (𝑠, 𝑡)- Pell Lucas matris dizisi arasındaki bazı ilişkiler 

• 𝑚, 𝑛 ≥ 1 tamsayısı için,   𝒫𝑛𝒫𝑚 = 𝒫𝑚𝒫𝑛 = 𝒫𝑚+𝑛 

• 𝑚, 𝑛 ≥ 1 tamsayıları için,  𝒬𝑛𝒬𝑚 = 𝒬𝑚𝒬𝑛   

• 𝑛 ≥ 1 tamsayısı için,  𝒬1𝒫𝑛 = 𝒫𝑛𝒬1 = 𝒬𝑛+1   

• 𝑛 ≥ 1 tamsayısı için,  𝒬𝑛𝒫1 = 𝒫1𝒬𝑛 = 𝒬𝑛+1 

• 𝑛 ≥ 1 tamsayısı için,  𝒫𝑛𝒬𝑛+1 = 𝒬2𝑛+1 

• 𝑛 ≥ 1 tamsayısı için,  𝒬𝑛 = 2𝑠𝒫𝑛 + 2𝑡𝒫𝑛−1   

• 𝑛 ≥ 1 tamsayısı için,  𝒬𝑛 = 𝒫𝑛+1 + 𝑡𝒫𝑛−1   

• 𝑚, 𝑛 ≥ 1 tamsayısı için,  𝒬𝑚𝒬𝑛 = (4𝑠2 + 4𝑡)𝒫𝑚+𝑛  

• 𝑛 ≥ 1 tamsayısı için,  𝒬1𝒫𝑛 = 𝒫𝑛+2 + 𝑡𝒫𝑛   

• 𝑚 + 𝑛 ≥ 4 tamsayısı için,  𝒫𝑛𝒫𝑚 = 2𝑠𝒬𝑚+𝑛−2 + 𝑡2𝒫𝑚+𝑛−4   

şeklindedir (Güleç ve Taşkara, 2012). 

3.2.4. (𝒔, 𝒕)-Jacobsthal matris dizisi 

Tanım 3.26: 𝑠 > 0, 𝑡 ≠ 0, 𝑠2 + 4𝑡 > 0 olacak şekildeki 𝑠, 𝑡 reel sayıları için  

𝑗0(𝑠, 𝑡) = 0, 𝑗1(𝑠, 𝑡) = 1 başlangıç şartlarına sahip (𝑠, 𝑡)-Jacobsthal sayı dizisi 

(𝑗𝑛(𝑠, 𝑡))
𝑛∈ℕ

 

𝑗𝑛(𝑠, 𝑡) = 𝑠𝑗𝑛−1(𝑠, 𝑡) + 2𝑡𝑗𝑛−2(𝑠, 𝑡), 𝑛 ≥ 2 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır ve n-inci (𝑠, 𝑡)-Jacobsthal sayısı 𝑗𝑛 ile gösterilir     

(Uslu ve Uygun, 2012). 
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(𝑠, 𝑡)-Jacobsthal sayı dizisinin terimleri kullanılarak aşağıdaki (𝑠, 𝑡)-Jacobsthal matris 

dizisinin tanımı elde edilir. 

Tanım 3.27: 𝑠 > 0, 𝑡 ≠ 0, 𝑠2 + 4𝑡 > 0 olacak şekildeki 𝑠, 𝑡 reel sayıları için 

𝐽0(𝑠, 𝑡) = (
1 0
0 1

) ve 𝐽1(𝑠, 𝑡) = (
𝑠 2
𝑡 0

) başlangıç şartlarına sahip (𝑠, 𝑡)-Jacobsthal 

matris dizisi (𝐽𝑛(𝑠, 𝑡))
𝑛∈ℕ

 

𝐽𝑛(𝑠, 𝑡) = 𝑠𝐽𝑛−1(𝑠, 𝑡) + 2𝑡𝐽𝑛−2(𝑠, 𝑡), 𝑛 ≥ 2 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır ve n-inci (𝑠, 𝑡)-Jacobsthal matrisi 𝐽𝑛 ile gösterilir   

(Uslu ve Uygun, 2012). 

Tanım 3.27 den (𝑠, 𝑡)-Jacobsthal matris dizisinin ilk terimleri şöyledir: 

𝐽0 = (
1 0
0 1

),    

𝐽1 = (
𝑠 2
𝑡 0

), 

𝐽2 = (𝑠2 + 2𝑡 2𝑠
𝑠𝑡 2𝑡

), 

𝐽3 = ( 𝑠3 + 4𝑠𝑡 2𝑠2 + 4𝑡
𝑠2𝑡 + 2𝑡2 2𝑠𝑡

), 

𝐽4 = (𝑠4 + 6𝑠2𝑡 + 4𝑡 2𝑠3 + 8𝑠𝑡
𝑠3𝑡 + 4𝑠𝑡2 2𝑠2𝑡 + 4𝑡2), 

          ⋮ 

Aşağıdaki teorem (𝑠, 𝑡)-Jacobsthal sayı dizisi ile (𝑠, 𝑡)-Jacobsthal matris dizisi 

arasındaki bağıntıyı vermektedir. 

Teorem 3.28: 𝑛 ≥ 1 tamsayısı için 

                                                       𝐽𝑛 = (
𝑗𝑛+1 2𝑗𝑛

𝑡𝑗𝑛 2𝑡𝑗𝑛−1
)                                         (3.15)   

dir (Uslu ve Uygun, 2012). 
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İspat: İspat tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. Tanım 3.26 dan 𝑗0 = 0 ,  𝑗1 =

1, 𝑗2 = 𝑠 olduğundan 

      𝐽1 = (
𝑠 2
𝑡 0

)                                        

= (
𝑗2 2𝑗1

𝑡𝑗1 2𝑡𝑗0
)                     

olup 𝑛 = 1 için eşitlik (3.15) doğrudur. Tanım 3.26 dan 𝑗1 = 1,  𝑗2 = 𝑠,  𝑗3 = 𝑠2 + 2𝑡 

olduğundan 

       𝐽2 = (𝑠2 + 2𝑡 2𝑠
𝑠𝑡 2𝑡

)                              

                    = (
𝑗3 2𝑗2

𝑡𝑗2 2𝑡𝑗1
)                                          

olup 𝑛 = 2 için de eşitlik (3.15) doğrudur. Şimdi 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁 olacak şekildeki, 𝑁 

tamsayısı için eşitlik (3.15) doğru olsun. Tanım 3.27 de Tanım 3.26 ve kabulümüz 

kullanılırsa 

𝐽𝑁+1 = 𝑠𝐽𝑁 + 2𝑡𝐽𝑁−1                        

                                                    = 𝑠 (
𝑗𝑁+1 2𝑗𝑁

𝑡𝑗𝑁 2𝑡𝑗𝑁−1
) + 2𝑡 (

𝑗𝑁 2𝑗𝑁−1

𝑡𝑗𝑁−1 2𝑡𝑗𝑁−2
)             

                                                    = (
𝑠𝑗𝑁+1 + 2𝑡𝑗𝑁 2𝑠𝑗𝑁 + 4𝑡𝑗𝑁−1

𝑠𝑡𝑗𝑁 + 2𝑡2𝑗𝑁−1 2𝑠𝑡𝑗𝑁−1 + 4𝑡2𝑗𝑁−2
) 

                                                    = (
𝑗𝑁+2 2𝑗𝑁+1

𝑡𝑗𝑁+1 2𝑡𝑗𝑁
) 

olup eşitlik (3.15) 𝑁 + 1 için doğrudur. Dolayısıyla teoremin ispatı tamamlanmış olur. 

Teorem 3.29: 𝑚, 𝑛 ≥ 0 tamsayıları için 

                                                         𝐽𝑚+𝑛 = 𝐽𝑚𝐽𝑛                                                         (3.16)    

dir (Uslu ve Uygun, 2012). 
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İspat: İspat 𝑛 üzerinden tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. Tanım 3.27 den  

𝐽0 = (
1 0
0 1

) olduğundan 

𝐽𝑚 = (
𝑗𝑚+1 2𝑗𝑚

𝑡𝑗𝑚 2𝑡𝑗𝑚−1
) (

1 0
0 1

)   

= 𝐽𝑚𝐽0                                    

olup 𝑛 = 0 için eşitlik (3.16) doğrudur. Tanım 3.27 den  𝐽1 = (
𝑠 2
𝑡 0

) olduğundan 

𝐽𝑚+1 = (
𝑗𝑚+2 2𝑗𝑚+1

𝑡𝑗𝑚+1 2𝑡𝑗𝑚
)                         

    = (
𝑠𝐽𝑚+1 + 2𝑡𝐽𝑚 2𝐽𝑚+1

𝑡𝑠𝐽𝑚 + 2𝑡2𝐽𝑚−1 2𝑡𝐽𝑚
) 

                     = (
𝐽𝑚+1 2𝐽𝑚

𝑡𝐽𝑚 2𝑡𝐽𝑚−1
) (

𝑠 2
𝑡 0

)                     

 = 𝐽𝑚𝐽1                                    

olup 𝑛 = 1 için de eşitlik (3.16) doğrudur. Şimdi 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁 olacak şekildeki 𝑁 

tamsayısı için eşitlik (3.16) doğru olsun. Tanım 3.27 ve kabulümüz kullanılırsa 

                                       𝐽𝑚+𝑁+1 = 𝑠𝐽𝑚+𝑁 + 2𝑡𝐽𝑚+𝑁−1 

                                                     = 𝑠𝐽𝑚𝐽𝑁 + 2𝑡𝐽𝑚𝐽𝑁−1 

                                                     = 𝐽𝑚(𝑠𝐽𝑁 + 2𝑡𝐽𝑁−1) 

                                                     = 𝐽𝑚𝐽𝑁+1 

olup eşitlik (3.16) 𝑁 + 1 için doğrudur. Dolayısıyla 𝑚, 𝑛 ≥ 0 tamsayıları için eşitlik 

(3.16) doğru olup teoremin ispatı tamamlanmış olur. 
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Tanım 3.27 de 𝑠2 + 4𝑡 > 0 olacak şekilde 𝑠 > 0 ve 𝑡 ≠ 0 tamsayıları için              

(𝑠, 𝑡)-Jacobsthal matris dizisinin 

𝐽𝑛(𝑠, 𝑡) = 𝑠𝐽𝑛−1(𝑠, 𝑡) + 2𝑡𝐽𝑛−2(𝑠, 𝑡) 

rekürans bağıntısında 𝐽𝑛(𝑠, 𝑡) = 𝑥𝑛 yineleme bağıntısı kullanılırsa (𝑠, 𝑡)-Jacobsthal 

matris dizisinin karakteristik denklemi 

𝑥𝑛 − 𝑠𝑥𝑛−1 − 2𝑡𝑥𝑛−2 = 0 

şeklinde elde edilir. Özel olarak 𝑛 = 2 alınırsa  

𝑥2 − 𝑠𝑥 − 2𝑡 = 0 

olup bu denkleminin kökleri 

𝛼 =
𝑠+√𝑠2+8𝑡

2
  ve  𝛽 =

𝑠−√𝑠2+8𝑡

2
 

olarak bulunur. 

(𝑠, 𝑡)-Jacobsthal matris dizisinin Binet formülü aşağıdaki teorem ile verilmiştir. 

Teorem 3.30: 𝛼 =
𝑠+√𝑠2+8𝑡

2
  ve  𝛽 =

𝑠−√𝑠2+8𝑡

2
 olmak üzere 𝑛 ≥ 0 için 

𝐽𝑛 = (
𝐽1 −  𝛽𝐽0

𝛼 −  𝛽
) 𝛼𝑛 − (

𝐽1 − 𝛼𝐽0

𝛼 −  𝛽
) 𝛽𝑛 

dir (Uslu ve Uygun, 2012). 

3.2.5. Fibonacci benzeri matris dizileri 

Tanım 3.31: 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı ve 𝑅𝑘,0 = 2 , 𝑅𝑘,1 = 1 başlangıç değerleri 

olmak üzere 𝑘-Pell, 𝑘-Pell Lucas ve Modifiye 𝑘-Pell sayı dizileri ile ilişkili Fibonacci 

benzeri sayı dizileri (𝑅𝑘,𝑛) 

                                            𝑅𝑘,𝑛 = 2𝑅𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑅𝑘,𝑛−2,  𝑛 ≥ 2 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır ve n-inci Fibonacci benzeri sayısı 𝑅𝑘,𝑛 ile gösterilir 

(Wani vd., 2017). 



42 

 

Fibonacci benzeri sayı dizilerinin terimleri kullanılarak aşağıdaki Fibonacci benzeri 

matris dizilerinin tanımı elde edilir. 

Tanım 3.32: 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı ve 𝑅̃𝑘,0 = (
1 2

2𝑘 −3
), 𝑅̃𝑘,1 =

(
2 + 2𝑘 1

𝑘 2𝑘
) başlangıç değerleri olmak üzere Fibonacci benzeri matris diziler (𝑅̃𝑘,𝑛) 

                                            𝑅̃𝑘,𝑛 = 2𝑅̃𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑅̃𝑘,𝑛−2,    𝑛 ≥ 2 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır ve n-inci Fibonacci benzeri matrisi 𝑅̃𝑘,𝑛 ile gösterilir 

(Taşyurdu, 2018). 

Tanım 3.32 den Fibonacci benzeri matris dizilerinin ilk terimleri şöyledir: 

𝑅̃𝑘,0 = (
1 2

2𝑘 −3
),    

𝑅̃𝑘,1 = (
2 + 2𝑘 1

𝑘 2𝑘
), 

𝑅̃𝑘,2 = (
4 + 5𝑘 2 + 2𝑘

2𝑘 + 2𝑘2 𝑘
), 

𝑅̃𝑘,3 = (8 + 12𝑘 + 2𝑘2 4 + 5𝑘
4𝑘 + 5𝑘2 2𝑘 + 2𝑘2), 

𝑅̃𝑘,4 = ( 16 + 28𝑘 + 9𝑘2 8 + 12𝑘 + 2𝑘2

8𝑘 + 12𝑘2 + 2𝑘3 4𝑘 + 5𝑘2 ), 

          ⋮ 

Aşağıdaki teorem 𝑘-Pell, 𝑘-Pell Lucas ve Modifiye 𝑘-Pell sayı dizileri ile ilişkili 

Fibonacci benzeri sayı dizileri ile Fibonacci benzeri matris dizileri arasındaki bağıntıyı 

vermektedir.  

 

 

 

Teorem 3.33: 𝑛 ≥ 0 tamsayı ve 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı olmak üzere  
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                                            𝑅̃𝑘,𝑛 = (
𝑅𝑘,𝑛+1 𝑅𝑘,𝑛

𝑘𝑅𝑘,𝑛 𝑘𝑅𝑘,𝑛−1
)                                                (3.17) 

dir (Taşyurdu, 2018). 

İspat: İspat tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. Tanım 3.31 den 𝑅𝑘,−1 = −
3

𝑘
 

𝑅𝑘,0 = 2, 𝑅𝑘,1 = 1 olduğundan  

𝑅̃𝑘,0 = (
1 2

2𝑘 −3
)                             

   = (
𝑅𝑘,1 𝑅𝑘,0

𝑘𝑅𝑘,0 𝑘𝑅𝑘,−1
)            

olup 𝑛 = 0 için eşitlik (3.17) doğrudur. Tanım 3.31 den 𝑅𝑘,0 = 2, 𝑅𝑘,1 = 1,          

𝑅𝑘,0 = 2 + 2𝑘 olduğundan 

  𝑅̃𝑘,1 = (
2 + 2𝑘 1

𝑘 2𝑘
)                      

                          = (
𝑅𝑘,2 𝑅𝑘,1

𝑘𝑅𝑘,1 𝑘𝑅𝑘,0
)                                  

olup 𝑛 = 1 için de eşitlik (3.17) doğrudur. Şimdi 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁 olacak şekildeki 𝑁 

tamsayısı için eşitlik (3.17) doğru olsun. Tanım 3.32 de Tanım 3.31 ve kabulümüz 

kullanılırsa 

𝑅̃𝑘,𝑁+1 = 2𝑅̃𝑘,𝑁 + 𝑘𝑅̃𝑘,𝑁−1                        

                                                    = 2 (
𝑅𝑘,𝑁+1 𝑅𝑘,𝑁

𝑘𝑅𝑘,𝑁 𝑘𝑅𝑘,𝑁−1
) + 𝑘 (

𝑅𝑘,𝑁 𝑅𝑘,𝑁−1

𝑘𝑅𝑘,𝑁−1 𝑘𝑅𝑘,𝑁−2
)             

                                                    = (
2𝑅𝑘,𝑁+1 + 𝑘𝑅𝑘,𝑁 2𝑅𝑘,𝑁 + 𝑘𝑅𝑘,𝑁−1

𝑘(2𝑅𝑘,𝑁 + 𝑘𝑅𝑘,𝑁−1) 𝑘(2𝑅𝑘,𝑁−1 + 𝑘𝑅𝑘,𝑁−2)
) 

                                                    = (
𝑅𝑘,𝑁+2 𝑅𝑘,𝑁+1

𝑘𝑅𝑘,𝑁+1 𝑘𝑅𝑘,𝑁
) 

olup eşitlik (3.17) 𝑁 + 1 için doğrudur. Dolayısıyla teoremin ispatı tamamlanmış olur. 
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Tanım 3.32 de 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı ve 𝑛 ≥ 0 tamsayıları için Fibonacci 

benzeri matris dizilerinin  

𝑅̃𝑘,𝑛 = 2𝑅̃𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑅̃𝑘,𝑛−2 

rekürans bağıntısında  𝑅̃𝑘,𝑛 = 𝑥𝑛 yineleme bağıntısı kullanılırsa Fibonacci benzeri 

matris dizilerinin karakteristik denklemi 

𝑥𝑛 − 2𝑥𝑛−1 − 𝑘𝑥𝑛−2 = 0 

şeklinde elde edilir. Özel olarak 𝑛 = 2 alınırsa 

𝑥2 − 2𝑥 − 𝑘 = 0 

olup bu denkleminin kökleri 

𝛼 = 1 + √1 + 𝑘  ve  𝛽 = 1 − √1 + 𝑘 

olarak bulunur ( Taşyurdu, 2018). 

Fibonacci benzeri matris dizilerinin Binet formülü aşağıdaki teorem ile verilmiştir. 

Teorem 3.34: 𝛼 = 1 + √1 + 𝑘  ve  𝛽 = 1 − √1 + 𝑘 olmak üzere  𝑛 ≥ 0 için  

𝑅̃𝑘,𝑛 = (
𝑅̃𝑘,1 −  𝛽𝑅̃𝑘,0

𝛼 −  𝛽
) 𝛼𝑛 − (

𝑅̃𝑘,1 − 𝛼𝑅̃𝑘,0

𝛼 −  𝛽
) 𝛽𝑛 

dir (Taşyurdu, 2018). 

Aşağıdaki teorem ile Fibonacci benzeri matris dizilerinin üreteç fonksiyonu 

verilmektedir. 

Teorem 3.35: 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı olmak üzere Fibonacci benzeri matris 

dizilerinin üreteç fonksiyonları  

𝑟𝑘(𝑥) =
𝑅̃𝑘,0 + (𝑅̃𝑘,1 − 2𝑅̃𝑘,0)𝑥

1 − 2𝑥 − 𝑘𝑥2
  

şeklindedir (Taşyurdu, 2018). 
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Fibonacci benzer matris dizileri ile ilgili bazı özellikler 

•  𝑅̃𝑘,𝑛𝑅̃𝑘,𝑚 = 𝑅̃𝑘,𝑚𝑅̃𝑘,𝑛 

• 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛 tamsayıları için,  𝑅̃𝑘,𝑛−𝑟𝑅̃𝑘,𝑛+𝑟 = 𝑅̃𝑘,𝑛
2   

• 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛 tamsayıları için,  𝑅̃𝑘,𝑛−1𝑅̃𝑘,𝑛+1 = 𝑅̃𝑘,𝑛
2  

• 𝑚 ≥ 𝑛, 𝑡 ≥ 𝑠 tamsayısı için,  𝑅̃𝑘,𝑚+𝑡𝑅̃𝑘,𝑛+𝑠 = 𝑅̃𝑚+𝑠𝑅̃𝑘,𝑛+𝑡 

• 𝑚 > 𝑛 tamsayısı için,  𝑅̃𝑘,𝑚𝑅̃𝑘,𝑛+1 − 𝑅̃𝑘,𝑚+1𝑅̃𝑘,𝑛 = [0]2𝑥2 

şeklindedir (Taşyurdu, 2018). 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

4.1. 𝒌-Pell, 𝒌-Pell-Lucas, Modifiye 𝒌-Pell Matris Temsilleri  

Bu bölümde 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı ve 𝑛 ≥ 2 olmak üzere  

𝑃𝑘,𝑛 = 2𝑃𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑃𝑘,𝑛−2, 𝑃𝑘,0 = 0, 𝑃𝑘,1 = 1 

   𝑄𝑘,𝑛 = 2𝑄𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑄𝑘,𝑛−2, 𝑄𝑘,0 = 2, 𝑄𝑘,1 = 2 

𝑞𝑘,𝑛 = 2𝑞𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑞𝑘,𝑛−2, 𝑞𝑘,0 = 1, 𝑞𝑘,1 = 1 

rekürans bağıntları ile tanımlanan sırasıyla 𝑘-Pell, 𝑘-Pell Lucas ve Modifiye 𝑘-Pell sayı 

dizileri kullanarak 𝑘-Pell, 𝑘-Pell Lucas, Modifiye 𝑘-Pell matris dizileri tanımlandı.      

𝑘-Pell, 𝑘-Pell Lucas ve Modifiye 𝑘-Pell matris dizilerinin terimleri rekürans bağıntısı 

kullanılarak elde edilirken kendisinden önceki tüm terimlerin bilinmesi gerekmektedir. 

Burada 𝑘-Pell, 𝑘-Pell Lucas ve Modifiye 𝑘-Pell matris dizilerinin 𝑛. terimini, 

kendisinden önceki tüm terimlerin bilinmesine gerek kalmadan kolay bir şekilde 

bulunmasına olanak sağlayan Binet formülleri elde edildi. Ayrıca 𝑘-Pell, 𝑘-Pell Lucas 

ve Modifiye 𝑘-Pell sayı dizileri ile tanımlanan 𝑘-Pell, 𝑘-Pell Lucas ve Modifiye 𝑘-Pell 

matris dizileri arasındaki ilişkiyi veren matrisler verildi. 

Bu çalışmada (𝑃̃𝑘,𝑛) ile 𝑘-Pell matris dizisi; (𝑄̃𝑘,𝑛) ile 𝑘-Pell Lucas matris dizisi ve 

(𝑞̃𝑘,𝑛) ile Modifiye 𝑘-Pell matris dizisi gösterilecektir.   

Tanım 4.1: 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı ve 𝑃̃𝑘,0 = (
1 0
0 1

) , 𝑃̃𝑘,1 = (
2 1
𝑘 0

) başlangıç 

değerleri olmak üzere (𝑃̃𝑘,𝑛) ile gösterilen 𝑘- Pell matris dizileri  

𝑃̃𝑘,𝑛 = 2𝑃̃𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−2,   𝑛 ≥ 2  

rekürans bağıntısı ile tanımlanır ve n-inci 𝑘-Pell matrisi 𝑃̃𝑘,𝑛 ile gösterilir         

(Taşyurdu vd., 2017). 
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Tanım 4.1 den 𝑘-Pell matris dizilerinin ilk terimleri şöyledir: 

𝑃̃𝑘,0 = (
1 0
0 1

) ,    

𝑃̃𝑘,1 = (
2 1
𝑘 0

), 

𝑃̃𝑘,2 = (
4 + 𝑘 2

2𝑘 𝑘
), 

𝑃̃𝑘,3 = (
8 + 4𝑘 4 + 𝑘

4𝑘 + 𝑘2 2𝑘
), 

𝑃̃𝑘,4 = (16 + 12𝑘 + 𝑘2 8 + 4𝑘
8𝑘 + 4𝑘2 4𝑘 + 𝑘2), 

          ⋮ 

 𝑘-Pell sayı dizileri ile  𝑘-Pell matris dizileri arasındaki ilişki aşağıdaki önerme ile 

verilmiştir. 

Önerme 4.2:  𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı olmak üzere  

𝑃̃𝑘,𝑛 = (
𝑃𝑘,𝑛+1 𝑃𝑘,𝑛

𝑘𝑃𝑘,𝑛 𝑘𝑃𝑘,𝑛−1
),   𝑛 ≥ 0  

şeklindedir (Taşyurdu vd., 2017). 

İspat: İspat 𝑛 üzerinden tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. Yani her 𝑛 ≥ 0 

tamsayısı için 

                                                𝑃̃𝑘,𝑛 = (
𝑃𝑘,𝑛+1 𝑃𝑘,𝑛

𝑘𝑃𝑘,𝑛 𝑘𝑃𝑘,𝑛−1
) 

olduğunu gösterelim. Tanım 3.1 den 𝑘-Pell sayı dizilerinin ilk terimleri 𝑃𝑘,0 = 0,   

𝑃𝑘,1 = 1, 𝑃𝑘,2 = 2 olup 𝑛 = 1 için  

𝑃̃𝑘,1 = (
𝑃𝑘,2 𝑃𝑘,1

𝑘𝑃𝑘,1 𝑘𝑃𝑘,0
) = (

2 1
𝑘 0

) 

dir. Dolayısıyla 𝑛 = 1 için iddia doğrudur.  
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Benzer düşünce ile Tanım 3.1 den  𝑃𝑘,1 = 1, 𝑃𝑘,2 = 2, 𝑃𝑘,3 = 4 + 𝑘 olmak üzere 𝑛 = 2 

için  

𝑃̃𝑘,2 = (
𝑃𝑘,3 𝑃𝑘,2

𝑘𝑃𝑘,2 𝑘𝑃𝑘,1
) = (

4 + 𝑘 2
2𝑘 𝑘

) 

olup iddia doğrudur. Şimdi iddianın 𝑛 ∈ ℤ+ için doğru olduğunu kabul edip  𝑛 + 1 için 

doğru olduğunu gösterelim. Yani 𝑛  için 

𝑃̃𝑘,𝑛 = (
𝑃𝑘,𝑛+1 𝑃𝑘,𝑛

𝑘𝑃𝑘,𝑛 𝑘𝑃𝑘,𝑛−1
) 

olduğunu kabul edip  

𝑃̃𝑘,𝑛+1 = (
𝑃𝑘,𝑛+2 𝑃𝑘,𝑛+1

𝑘𝑃𝑘,𝑛+1 𝑘𝑃𝑘,𝑛
) 

olduğunu gösterelim. Tanım 4.1 de kabulümüz Tanım 3.1, matrislerde skalerle çarpma 

ve toplama işlemleri ile kullanılırsa   

                                𝑃̃𝑘,𝑛+1 = 2𝑃̃𝑘,𝑛 + 𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−1 

                       = 2 (
𝑃𝑘,𝑛+1 𝑃𝑘,𝑛

𝑘𝑃𝑘,𝑛 𝑘𝑃𝑘,𝑛−1
) + 𝑘 (

𝑃𝑘,𝑛 𝑃𝑘,𝑛−1

𝑘𝑃𝑘,𝑛−1 𝑘𝑃𝑘,𝑛−2
) 

                     = (
2𝑃𝑘,𝑛+1 + 𝑘𝑃𝑘,𝑛 2𝑃𝑘,𝑛 + 𝑘𝑃𝑘,𝑛−1

2𝑘𝑃𝑘,𝑛 + 𝑘2𝑃𝑘,𝑛−1 2𝑘𝑃𝑘,𝑛−1 + 𝑘2𝑃𝑘,𝑛−2
) 

                                           = (
𝑃𝑘,𝑛+2 𝑃𝑘,𝑛+1

𝑘𝑃𝑘,𝑛+1 𝑘𝑃𝑘,𝑛
)     

bulunur. Bu ise iddianın 𝑛 + 1 için doğru olduğunu gösterir. Dolayısıyla ispat 

tamamlanır. 

𝑘-Pell matris dizilerinin genel formu olarak bilinen ve 𝑛-inci terimini veren Binet 

formülü aşağıdaki önerme ile verilmiştir. 
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Önerme 4.3: 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı, 𝑟1 = 1 + √1 + 𝑘 ve 𝑟2 = 1 − √1 + 𝑘 

olmak üzere 𝑘-Pell matris dizilerinin Binet formülü 

𝑃̃𝑘,𝑛 =
(𝑃̃𝑘,1 − 𝑟2𝑃̃𝑘,0)𝑟1

𝑛 − (𝑃̃𝑘,1 − 𝑟1𝑃̃𝑘,0)𝑟2
𝑛

𝑟1 − 𝑟2
,    𝑛 ≥ 0 

şeklindedir (Taşyurdu vd., 2017). 

İspat: Tanım 4.1 deki 𝑘-Pell matris dizilerinin 

𝑃̃𝑘,𝑛 = 2𝑃̃𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−2 

rekürans bağıntısında 𝑃̃𝑘,𝑛 = 𝑥𝑛 yineleme bağıntısı kullanılırsa 

𝑥𝑛 − 2𝑥𝑛−1 − 𝑘𝑥𝑛−2 = 0 

𝑘-Pell matris dizilerinin karakteristik denklemi elde edilir. Karakteristik denklemde özel 

olarak 𝑛 = 2 alınırsa 

𝑥2 − 2𝑥 − 𝑘 = 0 

olup bu denklemin kökleri 𝑟1 ve  𝑟2 olmak üzere                                     

𝑟1 = 1 + √1 + 𝑘  ve  𝑟2 = 1 − √1 + 𝑘 

şeklindedir. Diğer taraftan 𝐴, 𝐵 sabit katsayılar olmak üzere her 𝑛 ≥ 0 tamsayısı için   

𝑘-Pell matris dizilerinin 𝑛-inci terimlerinin genel formu  

𝑃̃𝑘,𝑛 = 𝐴𝑟1
𝑛 + 𝐵𝑟2

𝑛 

şeklindedir. Özel olarak 𝑛 = 0 ve 𝑛 = 1 alınırsa 

𝑃̃𝑘,0 = 𝐴 + 𝐵 

                                                             𝑃̃𝑘,1 = 𝐴𝑟1 + 𝐵𝑟2   

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin çözümünde ise 

𝐴 = (
𝑃̃𝑘,1−𝑟2𝑃̃𝑘,0

𝑟1−𝑟2
)  ve  𝐵 = − (

𝑃̃𝑘,1−𝑟1𝑃̃𝑘,0

𝑟1−𝑟2
) 

olarak bulunur.  
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Bulunan 𝐴 ve 𝐵 değerleri 

𝑃̃𝑘,𝑛 = 𝐴𝑟1
𝑛 + 𝐵𝑟2

𝑛 

eşitliğinde yerine yazılırsa  

𝑃̃𝑘,𝑛 =
(𝑃̃𝑘,1 − 𝑟2𝑃̃𝑘,0)𝑟1

𝑛 − (𝑃̃𝑘,1 − 𝑟1𝑃̃𝑘,0)𝑟2
𝑛

𝑟1 − 𝑟2
 

𝑘-Pell matris dizilerinin Binet formülü elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanır.  

Tanım 4.4: 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı ve 𝑄̃𝑘,0 = (
2 2

2𝑘 −2
), 𝑄̃𝑘,1 = (

4 + 2𝑘 2
2𝑘 2𝑘

) 

başlangıç değerleri olmak üzere (𝑄̃𝑘,𝑛) ile gösterilen 𝑘-Pell Lucas matris dizileri   

𝑄̃𝑘,𝑛 = 2𝑄̃𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑄̃𝑘,𝑛−2,      𝑛 ≥ 2  

rekürans bağıntısı ile tanımlanır ve n-inci 𝑘-Pell Lucas matrisi 𝑄̃𝑘,𝑛 ile gösterilir 

(Taşyurdu vd., 2017). 

Tanım 4.4 ten 𝑘-Pell Lucas matris dizilerinin ilk terimleri şöyledir: 

𝑄̃𝑘,0 = (
2 2

2𝑘 −2
),    

𝑄̃𝑘,1 = (
4 + 2𝑘 2

2𝑘 2𝑘
), 

𝑄̃𝑘,2 = (
8 + 6𝑘 4 + 2𝑘

4𝑘 + 2𝑘2 2𝑘
), 

𝑄̃𝑘,3 = (16 + 16𝑘 + 2𝑘2 8 + 6𝑘
8𝑘 + 6𝑘2 4𝑘 + 2𝑘2) 

𝑄̃𝑘,4 = ( 32 + 40𝑘 + 10𝑘2 16 + 16𝑘 + 2𝑘2

16𝑘 + 16𝑘2 + 2𝑘3 8𝑘 + 6𝑘2 ) 

          ⋮ 
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Önerme 4.5:  𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı olmak üzere 

𝑄̃𝑘,𝑛 = (
𝑄𝑘,𝑛+1 𝑄𝑘,𝑛

𝑘𝑄𝑘,𝑛 𝑘𝑄𝑘,𝑛−1
) ,   𝑛 ≥ 0 

şeklindedir (Taşyurdu vd., 2017). 

İspat: 𝑛 üzerinden tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. Yani her 𝑛 ≥ 0 

tamsayısı için 

𝑄̃𝑘,𝑛 = (
𝑄𝑘,𝑛+1 𝑄𝑘,𝑛

𝑘𝑄𝑘,𝑛 𝑘𝑄𝑘,𝑛−1
) 

olduğunu gösterelim. Tanım 3.4 den 𝑘-Pell Lucas sayı dizilerinin ilk terimleri 𝑄𝑘,0 = 2, 

𝑄𝑘,1 = 2, 𝑄𝑘,2 = 4 + 2𝑘  olup 𝑛 = 1 için  

𝑄̃𝑘,1 = (
𝑄𝑘,2 𝑄𝑘,1

𝑘𝑄𝑘,1 𝑘𝑄𝑘,0
) = (

4 + 2𝑘 2
2𝑘 2𝑘

) 

dir. Dolayısıyla 𝑛 = 1 için iddia doğrudur. Benzer düşünce ile Tanım 3.4 den 𝑄𝑘,1 = 2, 

𝑄𝑘,2 = 4 + 2𝑘,  𝑄𝑘,2 = 8 + 6𝑘 olmak üzere 𝑛 = 2 için  

𝑄̃𝑘,2 = (
𝑄𝑘,3 𝑄𝑘,2

𝑘𝑄𝑘,2 𝑘𝑄𝑘,1
) = (

8 + 6𝑘 4 + 2𝑘
4𝑘 + 2𝑘2 2𝑘

) 

olup iddia doğrudur. Şimdi iddianın her  𝑛 ∈ ℤ+ tamsayısı için doğru olduğunu kabul 

edip  𝑛 + 1 için doğru olduğunu gösterelim. Yani 𝑛 için 

𝑄̃𝑘,𝑛 = (
𝑄𝑘,𝑛+1 𝑄𝑘,𝑛

𝑘𝑄𝑘,𝑛 𝑘𝑄𝑘,𝑛−1
) 

olduğunu kabul edip  

𝑄̃𝑘,𝑛+1 = (
𝑄𝑘,𝑛+2 𝑄𝑘,𝑛+1

𝑘𝑄𝑘,𝑛+1 𝑘𝑄𝑘,𝑛
) 

olduğunu gösterelim.  
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Tanım 4.4 te kabulümüz Tanım 3.4, matrislerde skalerle çarpma ve toplama işlemleri ile 

kullanılırsa   

𝑄̃𝑘,𝑛+1 = 2𝑄̃𝑘,𝑛 + 𝑘𝑄̃𝑘,𝑛−1                             

                                                 = 2 (
𝑄𝑘,𝑛+1 𝑄𝑘,𝑛

𝑘𝑄𝑘,𝑛 𝑘𝑄𝑘,𝑛−1
) + 𝑘 (

𝑄𝑘,𝑛 𝑄𝑘,𝑛−1

𝑘𝑄𝑘,𝑛−1 𝑘𝑄𝑘,𝑛−2
) 

                                                  = (
2𝑄𝑘,𝑛+1 + 𝑘𝑄𝑘,𝑛 2𝑄𝑘,𝑛 + 𝑘𝑄𝑘,𝑛−1

2𝑘𝑄𝑘,𝑛 + 𝑘2𝑄𝑘,𝑛−1 2𝑘𝑄𝑘,𝑛−1 + 𝑘2𝑄𝑘,𝑛−2
) 

= (
𝑄𝑘,𝑛+2 𝑄𝑘,𝑛+1

𝑘𝑄𝑘,𝑛+1 𝑘𝑄𝑘,𝑛
)        

bulunur. Bu ise iddianın 𝑛 + 1 için doğru olduğunu gösterir. Dolayısıyla ispat 

tamamlanır. 

𝑘-Pell Lucas matris dizilerinin genel formu olarak bilinen ve 𝑛-inci terimini veren Binet 

formülü aşağıdaki önerme ile verilmiştir. 

Önerme 4.6: 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı, 𝑟1 = 1 + √1 + 𝑘 ve 𝑟2 = 1 − √1 + 𝑘 

olmak üzere 𝑘-Pell Lucas matris dizilerinin Binet formülü 

𝑄̃𝑘,𝑛 =
(𝑄̃𝑘,1 − 𝑟2𝑄̃𝑘,0)𝑟1

𝑛 − (𝑄̃𝑘,1 − 𝑟1𝑄̃𝑘,0)𝑟2
𝑛

𝑟1 − 𝑟2
,   𝑛 ≥ 0 

şeklindedir (Taşyurdu vd., 2017). 

İspat: Tanım 4.4 deki 𝑘-Pell Lucas matris dizilerinin 

𝑄̃𝑘,𝑛 = 2𝑄̃𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑄̃𝑘,𝑛−2 

rekürans bağıntısında 𝑄̃𝑘,𝑛 = 𝑥𝑛 yineleme bağıntısı kullanılırsa 

 𝑥𝑛 − 2𝑥𝑛−1 − 𝑘𝑥𝑛−2 = 0 

𝑘-Pell Lucas matris dizilerinin karakteristik denklemi elde edilir.  
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Karakteristik denklemde özel olarak 𝑛 = 2 alınırsa 

 𝑥2 − 2𝑥 − 𝑘 = 0 

olup bu denklemin kökleri ise  𝑟1 ve  𝑟2 olmak üzere  

𝑟1 = 1 + √1 + 𝑘  ve  𝑟2 = 1 − √1 + 𝑘 

olarak bulunur. Diğer taraftan 𝐴, 𝐵 sabit katsayılar olmak üzere her 𝑛 ≥ 0 tamsayısı için 

𝑘-Pell Lucas matris dizilerinin 𝑛-inci terimlerinin genel formu 

𝑄̃𝑘,𝑛 = 𝐴𝑟1
𝑛 + 𝐵𝑟2

𝑛 

şeklindedir. Özel olarak 𝑛 = 0 ve 𝑛 = 1 alınırsa 

𝑄̃𝑘,0 = 𝐴 + 𝐵 

                                                            𝑄̃𝑘,1 = 𝐴𝑟1 + 𝐵𝑟2   

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin çözümünde ise 

𝐴 = (
𝑄̃𝑘,1−𝑟2𝑄̃𝑘,0

𝑟1−𝑟2
)  ve  𝐵 = − (

𝑄̃𝑘,1−𝑟1𝑄̃𝑘,0

𝑟1−𝑟2
) 

olarak bulunur. Bu 𝐴 ve 𝐵 değerleri 

𝑄̃𝑘,𝑛 = 𝐴𝑟1
𝑛 + 𝐵𝑟2

𝑛 

eşitliğinde yerine yazılırsa  

𝑄̃𝑘,𝑛 =
(𝑄̃𝑘,1 − 𝑟2𝑄̃𝑘,0)𝑟1

𝑛 − (𝑄̃𝑘,1 − 𝑟1𝑄̃𝑘,0)𝑟2
𝑛

𝑟1 − 𝑟2
 

𝑘-Pell Lucas matris dizilerinin Binet formülü elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Tanım 4.7: 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı ve 𝑞̃𝑘,0 = (
1 1
𝑘 −1

), 𝑞̃𝑘,1 = (
2 + 𝑘 1

𝑘 𝑘
) 

başlangıç değerleri olmak üzere (𝑞̃𝑘,𝑛) ile gösterilen Modifiye 𝑘-Pell matris dizileri  

𝑞̃𝑘,𝑛 = 2𝑞̃𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑞̃𝑘,𝑛−2,      𝑛 ≥ 2   

rekürans bağıntısı ile tanımlanır ve 𝑛-inci Modifiye 𝑘-Pell matrisi 𝑞̃𝑘,𝑛 ile gösterilir  

(Taşyurdu vd., 2017). 
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Tanım 4.7 den Modifiye 𝑘-Pell matris dizilerinin ilk terimleri şöyledir: 

𝑞̃𝑘,0 = (
1 1
𝑘 −1

), 

𝑞̃𝑘,1 = (
2 + 𝑘 1

𝑘 𝑘
), 

𝑞̃𝑘,2 = (
4 + 3𝑘 2 + 𝑘

2𝑘 + 𝑘2 𝑘
), 

𝑞̃𝑘,3 = (8 + 8𝑘 + 𝑘2 4 + 3𝑘
4𝑘 + 3𝑘2 2𝑘 + 𝑘2) 

𝑞̃𝑘,4 = (16 + 20𝑘 + 5𝑘2 8 + 8𝑘 + 𝑘2

8𝑘 + 8𝑘2 + 𝑘3 4𝑘 + 3𝑘2 ) 

          ⋮ 

Önerme 4.8:  𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı ve olmak üzere   

 𝑞̃𝑘,𝑛 = (
𝑞𝑘,𝑛+1 𝑞𝑘,𝑛

𝑘𝑞𝑘,𝑛 𝑘𝑞𝑘,𝑛−1
) ,   𝑛 ≥ 0 

şeklindedir (Taşyurdu vd., 2017). 

İspat: İspat 𝑛 üzerinden tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. Yani her 𝑛 ≥ 0 

tamsaysı için 

𝑞̃𝑘,𝑛 = (
𝑞𝑘,𝑛+1 𝑞𝑘,𝑛

𝑘𝑞𝑘,𝑛 𝑘𝑞𝑘,𝑛−1
) 

olduğunu gösterelim. Tanım 3.7 den Modifiye 𝑘-Pell sayı dizilerinin ilk terimleri 𝑞𝑘,0 =

1 , 𝑞𝑘,1 = 1, 𝑞𝑘,2 = 2 + 𝑘 olup 𝑛 = 1 için  

𝑞̃𝑘,1 = (
𝑞𝑘,2 𝑞𝑘,1

𝑘𝑞𝑘,1 𝑘𝑞𝑘,0
) = (

2 + 𝑘 1
𝑘 𝑘

) 

dir. Dolayısıyla 𝑛 = 1 için iddia doğrudur.  
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Benzer düşünce ile Tanım 3.7 den 𝑞𝑘,1 = 1, 𝑞𝑘,2 = 2 + 𝑘 , 𝑞𝑘,3 = 4 + 3𝑘 olmak üzere 

𝑛 = 2 için  

𝑞̃𝑘,2 = (
𝑞𝑘,3 𝑞𝑘,2

𝑘𝑞𝑘,2 𝑘𝑞𝑘,1
) = (

4 + 3𝑘 2 + 𝑘
2𝑘 + 𝑘2 𝑘

) 

olup iddia doğrudur. Şimdi iddianın 𝑛 ∈ ℤ+ için doğru olduğunu kabul edip  𝑛 + 1 için 

doğru olduğunu gösterelim. Yani 𝑛 için 

𝑞̃𝑘,𝑛 = (
𝑞𝑘,𝑛+1 𝑞𝑘,𝑛

𝑘𝑞𝑘,𝑛 𝑘𝑞𝑘,𝑛−1
) 

olduğunu kabul edip  

𝑞̃𝑘,𝑛+1 = (
𝑞𝑘,𝑛+2 𝑞𝑘,𝑛+1

𝑘𝑞𝑘,𝑛+1 𝑘𝑞𝑘,𝑛
) 

olduğunu gösterelim. Tanım 4.7 de kabulümüz Tanım 3.7, matrislerde skalerle çarpma 

ve toplama işlemleri ile kullanılırsa   

                        𝑞̃𝑘,𝑛+1 = 2𝑞̃𝑘,𝑛 + 𝑘𝑞̃𝑘,𝑛−1 

        = 2 (
𝑞𝑘,𝑛+1 𝑞𝑘,𝑛

𝑘𝑞𝑘,𝑛 𝑘𝑞𝑘,𝑛−1
) + 𝑘 (

𝑞𝑘,𝑛 𝑞𝑘,𝑛−1

𝑘𝑞𝑘,𝑛−1 𝑘𝑞𝑘,𝑛−2
) 

 = (
2𝑞𝑘,𝑛+1 + 𝑘𝑞𝑘,𝑛 2𝑞𝑘,𝑛 + 𝑘𝑞𝑘,𝑛−1

2𝑘𝑞𝑘,𝑛 + 𝑘2𝑞𝑘,𝑛−1 2𝑘𝑞𝑘,𝑛−1 + 𝑘2𝑞𝑘,𝑛−2
) 

                              = (
𝑞𝑘,𝑛+2 𝑞𝑘,𝑛+1

𝑘𝑞𝑘,𝑛+1 𝑘𝑞𝑘,𝑛
) 

bulunur. Bu ise iddianın 𝑛 + 1 için doğru olduğunu gösterir. Dolayısıyla ispat 

tamamlanır. 

 

 

 

 

 



56 

 

Modifiye 𝑘-Pell matris dizilerinin genel formu olarak bilinen ve 𝑛-inci terimini veren 

Binet formülü aşağıdaki önerme ile verilmiştir. 

Önerme 4.9: 𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı, 𝑟1 = 1 + √1 + 𝑘 ve 𝑟2 = 1 − √1 + 𝑘 

olmak üzere Modifiye 𝑘-Pell matris dizisinin Binet formülü, 

𝑞̃𝑘,𝑛 =
(𝑞̃𝑘,1 − 𝑟2𝑞̃𝑘,0)𝑟1

𝑛 − (𝑞̃𝑘,1 − 𝑟1𝑞̃𝑘,0)𝑟2
𝑛

𝑟1 − 𝑟2
 

şeklindedir (Taşyurdu vd., 2017). 

İspat: Tanım 4.7 deki  Modifiye 𝑘-Pell matris dizilerinin 

𝑞̃𝑘,𝑛 = 2𝑞̃𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑞̃𝑘,𝑛−2 

rekürans bağıntısında  𝑞̃𝑘,𝑛 = 𝑥𝑛 yineleme bağıntısı kullanılırsa 

𝑥𝑛 − 2𝑥𝑛−1 − 𝑘𝑥𝑛−2 = 0 

Modifiye 𝑘-Pell matris dizilerinin karakteristik denklemi elde edilir. Karakteristik 

denklemde özel olarak 𝑛 = 2 alınırsa  

𝑥2 − 2𝑥 − 𝑘 = 0 

olup bu denklemin kökleri 𝑟1 ve  𝑟2 olmak üzere                                      

𝑟1 = 1 + √1 + 𝑘  ve  𝑟2 = 1 − √1 + 𝑘 

olarak bulunur. Diğer taraftan 𝐴, 𝐵 sabit katsayılar olmak üzere her 𝑛 ≥ 0 tamsayısı için 

Modifiye 𝑘-Pell matris dizilerinin 𝑛-inci terimlerinin genel formu 

𝑞̃𝑘,𝑛 = 𝐴𝑟1
𝑛 + 𝐵𝑟2

𝑛 

şeklindedir. Özel olarak  𝑛 = 0 ve 𝑛 = 1 alınırsa 

𝑞̃𝑘,0 = 𝐴 + 𝐵 

                                                            𝑞̃𝑘,1 = 𝐴𝑟1 + 𝐵𝑟2   

lineer denklem sistemi elde edilir.  
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Bu sistemin çözümünde ise 

𝐴 = (
𝑞̃𝑘,1−𝑟2𝑞̃𝑘,0

𝑟1−𝑟2
)  ve  𝐵 = − (

𝑞̃𝑘,1−𝑟1𝑞̃𝑘,0

𝑟1−𝑟2
) 

olarak bulunur. Bu 𝐴 ve 𝐵 değerleri 

𝑞̃𝑘,𝑛 = 𝐴𝑟1
𝑛 + 𝐵𝑟2

𝑛 

eşitliğinde yerine yazılırsa  

𝑞̃𝑘,𝑛 =
(𝑞̃𝑘,1 − 𝑟2𝑞̃𝑘,0)𝑟1

𝑛 − (𝑞̃𝑘,1 − 𝑟1𝑞̃𝑘,0)𝑟2
𝑛

𝑟1 − 𝑟2
 

Modifiye 𝑘-Pell matris dizilerinin Binet formülü elde edilir. Dolayısıyla ispat 

tamamlanır.  

𝑘 herhangi bir pozitif reel sayı ve 𝑛 ≥ 2 olmak üzere sırasıyla 𝑘-Pell, 𝑘-Pell Lucas ve 

Modifiye 𝑘-Pell matris dizilerinin 

 𝑃̃𝑘,𝑛 = 2𝑃̃𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−2,           𝑃̃𝑘,0 = (
1 0
0 1

) ,    𝑃̃𝑘,1 = (
2 1
𝑘 0

)                      

𝑄̃𝑘,𝑛 = 2𝑄̃𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑄̃𝑘,𝑛−2, 𝑄̃𝑘,0 = (
2 2

2𝑘 −2
),   𝑄̃𝑘,1 = (

4 + 2𝑘 2
2𝑘 2𝑘

) 

𝑞̃𝑘,𝑛 = 2𝑞̃𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑞̃𝑘,𝑛−2,           𝑞̃𝑘,0 = (
1 1
𝑘 −1

),   𝑞̃𝑘,1 = (
2 + 𝑘 1

𝑘 𝑘
)        

rekürans bağıntılarının karakteristik denkleminden 

𝑥2 − 2𝑥 − 𝑘 = 0 

olup bu denklemin 𝑟1 = 1 + √1 + 𝑘 ve  𝑟2 = 1 + √1 + 𝑘 kökleri arasında 

                                                        𝑟1 + 𝑟2 = 2 

                                                             𝑟1𝑟2 = −𝑘  

                                                        𝑟1 − 𝑟2 = 2√1 + 𝑘 

eşitlikleri vardır. 
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4.2. 𝒌-Pell, 𝒌-Pell Lucas ve Modifiye 𝒌-Pell Matris Temsillerinin Özellikleri  

Bu bölümde 𝑘-Pell matris dizilerinin (𝑃̃𝑘,𝑛), 𝑘-Pell Lucas matris dizilerinin (𝑄̃𝑘,𝑛) ve 

Modifiye 𝑘-Pell matris dizilerinin (𝑞̃𝑘,𝑛) terimleri arasında bazı ilişkiler elde edildi. 

Bunun için 𝑛 ≥ 2 olmak üzere 𝑃̃𝑘,0 = (
1 0
0 1

) , 𝑃̃𝑘,1 = (
2 1
𝑘 0

) başlangıç şartlarına 

sahip 𝑘-Pell matris dizilerinin  

𝑃̃𝑘,𝑛 = 2𝑃̃𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−2 

rekürans bağıntısı kullanılarak 

i. ( 𝑃̃𝑘,𝑛+1 −  𝑃̃𝑘,𝑛 )2 = (1 + 𝑘)𝑃̃𝑘,𝑛
2                     

ii. 𝑃̃𝑘,𝑛+1𝑃̃𝑘,𝑛−1 = 𝑃̃𝑘,𝑛
2  

iii. 𝑃̃𝑘,𝑛 = 𝑃̃𝑘,1
𝑛  

iv. 𝑃̃𝑘,𝑚+𝑛 = 𝑃̃𝑘,𝑚𝑃̃𝑘,𝑛 

özellikleri elde edildi. Ayrıca sırasıyla 𝑘-Pell Lucas ve Modifiye 𝑘-Pell matris 

dizilerinin  

            𝑄̃𝑘,𝑛 = 2𝑄̃𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑄̃𝑘,𝑛−2,       𝑄̃𝑘,0 = (
2 2

2𝑘 −2
) , 𝑄̃𝑘,1 = (

4 + 2𝑘 2
2𝑘 2𝑘

)       

𝑞̃𝑘,𝑛 = 2𝑞̃𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑞̃𝑘,𝑛−2,      𝑞̃𝑘,0 = (
1 1
𝑘 −1

) , 𝑞̃𝑘,1 = (
2 + 𝑘 1

𝑘 𝑘
)   

rekürans bağıntıları da kullanılarak (𝑃̃𝑘,𝑛), (𝑄̃𝑘,𝑛) ve (𝑞̃𝑘,𝑛) matris dizileri arasında  

i. 𝑄̃𝑘,𝑛 = 2𝑃̃𝑘,𝑛 + 2𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−1 

ii. 𝑄̃𝑘,𝑛 = 2𝑞̃𝑘,𝑛 

iii. 𝑄̃𝑘,𝑛+1 = 𝑄̃𝑘,1𝑃̃𝑘,𝑛 

iv. 𝑞̃𝑘,𝑛+1 = 𝑞̃𝑘,1𝑃̃𝑘,𝑛    

v. (2 + 2𝑘) 𝑃̃𝑘,𝑛 =  𝑄̃𝑘,𝑛 + 2𝑄̃𝑘,𝑛−1 

vi. 𝑞̃𝑘,𝑛 = 𝑃̃𝑘,𝑛 + 𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−1 

vii. 𝑃̃𝑘,𝑚𝑄̃𝑘,𝑛+1 = 𝑄̃𝑘,𝑛+1𝑃̃𝑘,𝑚 

viii. 𝑃̃𝑘,𝑚𝑞̃𝑘,𝑛+1 = 𝑞̃𝑘,𝑛+1𝑃̃𝑘,𝑚  

özellikleri elde edildi. 
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Önerme 4.10: 𝑛 ≥ 0 tamsayı olmak üzere 

(𝑃̃𝑘,𝑛+1 − 𝑃̃𝑘,𝑛 )2 = (1 + 𝑘)𝑃̃𝑘,𝑛
2  

dir (Taşyurdu vd., 2017).                

İspat: Önerme 4.3 deki 𝑘-Pell matris dizisinin Binet formülünde 𝑟1 = 1 + √1 + 𝑘, 𝑟2 =

1 − √1 + 𝑘 olmak üzere  𝐴 = 𝑃̃𝑘,1 − 𝑟2𝑃̃𝑘,0 ve  𝐵 = 𝑃̃𝑘,1 − 𝑟1𝑃̃𝑘,0 olarak alınırsa 

𝐴𝐵 = (𝑃̃𝑘,1 − 𝑟2𝑃̃𝑘,0 )(𝑃̃𝑘,1 − 𝑟1𝑃̃𝑘,0 ) = [0]2𝑥2 

olarak bulunur. Buradan   

(𝑃̃𝑘,𝑛+1 − 𝑃̃𝑘,𝑛)
2

= (
𝐴𝑟1

𝑛+1 − 𝐵𝑟2
𝑛+1

𝑟1 − 𝑟2
−

𝐴𝑟1
𝑛 − 𝐵𝑟2

𝑛

𝑟1 − 𝑟2
)

2

 

                                = (
𝐴𝑟1

𝑛(𝑟1 − 1) − 𝐵𝑟2
𝑛(𝑟2 − 1)

𝑟1 − 𝑟2
)

2

 

                                = (
𝐴𝑟1

𝑛(√1 + 𝑘) − 𝐵𝑟2
𝑛(−√1 + 𝑘)

𝑟1 − 𝑟2
)

2

 

                                 = (
𝐴𝑟1

𝑛(√1 + 𝑘) + 𝐵𝑟2
𝑛(√1 + 𝑘)

𝑟1 − 𝑟2
)

2

 

                                 =
𝐴2𝑟1

2𝑛(1 + 𝑘) + 2𝐴𝐵𝑟1
𝑛𝑟2

𝑛(1 + 𝑘) + 𝐵2𝑟2
2𝑛(1 + 𝑘)

(𝑟1 − 𝑟2)2
 

                                = (
𝐴𝑟1

𝑛 − 𝐵𝑟2
𝑛

𝑟1 − 𝑟2
)

2

(1 + 𝑘) 

                                = (1 + 𝑘)𝑃̃𝑘,𝑛
2  

dir. Buradan 

(𝑃̃𝑘,𝑛+1 − 𝑃̃𝑘,𝑛 )2 = (1 + 𝑘)𝑃̃𝑘,𝑛
2  

elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanmıştır.        
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Önerme 4.11: 𝑛 ≥ 1 tamsayı olmak üzere 

𝑃̃𝑘,𝑛+1𝑃̃𝑘,𝑛−1 = 𝑃̃𝑘,𝑛
2  

dir (Taşyurdu vd., 2017).                

İspat: Önerme 4.3 deki 𝑘-Pell matris dizisinin Binet formülünde 𝑟1 = 1 + √1 + 𝑘, 𝑟2 =

1 − √1 + 𝑘 olmak üzere  𝐴 = 𝑃̃𝑘,1 − 𝑟2𝑃̃𝑘,0 ve  𝐵 = 𝑃̃𝑘,1 − 1𝑃̃𝑘,0 olarak alınırsa 

𝐴𝐵 = (𝑃̃𝑘,1 − 𝑟2𝑃̃𝑘,0 )(𝑃̃𝑘,1 − 𝑟1𝑃̃𝑘,0 ) = [0]2𝑥2 

𝐵𝐴 = (𝑃̃𝑘,1 − 𝑟1𝑃̃𝑘,0 )(𝑃̃𝑘,1 − 𝑟2𝑃̃𝑘,0 ) = [0]2𝑥2 

olarak bulunur. Buradan  

𝑃̃𝑘,𝑛+1𝑃̃𝑘,𝑛−1 − 𝑃̃𝑘,𝑛
2 = (

𝐴𝑟1
𝑛+1 − 𝐵𝑟2

𝑛+1

𝑟1 − 𝑟2
) (

𝐴𝑟1
𝑛−1 − 𝐵𝑟2

𝑛−1

𝑟1 − 𝑟2
) − (

𝐴𝑟1
𝑛 − 𝐵𝑟2

𝑛

𝑟1 − 𝑟2
)

2

 

               =
𝐴2𝑟1

2𝑛 − 𝐴𝐵𝑟1
𝑛+1𝑟2

𝑛−1 − 𝐵𝐴𝑟1
𝑛−1𝑟2

𝑛+1 + 𝐵2𝑟2
2𝑛

(𝑟1 − 𝑟2)2

−
𝐴2𝑟1

2𝑛 − 𝐴𝐵𝑟1
𝑛𝑟2

𝑛 − 𝐵𝐴𝑟2
𝑛𝑟1

𝑛 + 𝐵2𝑟2
2𝑛

(𝑟1 − 𝑟2)2
 

                                      =
𝐴2𝑟1

2𝑛 + 𝐵2𝑟2
2𝑛 − 𝐴2𝑟1

2𝑛 − 𝐵2𝑟2
2𝑛

(𝑟1 − 𝑟2)2
 

                                      = [0]2𝑥2 

olup 

𝑃̃𝑘,𝑛+1𝑃̃𝑘,𝑛−1 = 𝑃̃𝑘,𝑛
2  

elde edilir. İspat tamamlanmıştır. 

Önerme 4.12: 𝑛 ≥ 1 tamsayı olmak üzere 

𝑃̃𝑘,𝑛 = 𝑃̃𝑘,1
𝑛  

dir (Taşyurdu vd., 2017).       
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İspat: İspat 𝑛 üzerinden tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. Yani her 𝑛 ≥ 1 

tamsayısı için 

𝑃̃𝑘,𝑛 = 𝑃̃𝑘,1
𝑛                 

olduğunu gösterelim. 𝑛 = 1 için  

𝑃̃𝑘,1 = (
2 1
𝑘 0

)           

      = 𝑃̃𝑘,1
1                 

elde edilir. Dolayısıyla 𝑛 = 1 için iddia doğrudur. 𝑛 = 2 için 

𝑃̃𝑘,2 = (
𝑃𝑘,3 𝑃𝑘,2

𝑘𝑃𝑘,2 𝑘𝑃𝑘,1
) 

= (
4 + 2𝑘 2

2𝑘 𝑘
) 

                                                          = (
2 1
𝑘 0

) (
2 1
𝑘 0

) 

                                                          = 𝑃̃𝑘,1
2  

olup  𝑛 = 2 için iddia doğrudur. Şimdi iddianın her 𝑛 ∈ ℤ+ için doğru olduğunu kabul 

edip  𝑛 + 1 için doğru olduğunu gösterelim. Yani 𝑛 ∈ ℤ+ için 

𝑃̃𝑘,𝑛 = 𝑃̃𝑘,1
𝑛  

olduğunu kabul edip 𝑛 + 1 için 

𝑃̃𝑘,𝑛+1 = 𝑃̃𝑘,1
𝑛+1 

olduğunu gösterelim. 
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Önerme 4.2 de Tanım 3.1 ve kabulümüz kullanılırsa 

𝑃̃𝑘,𝑛+1 = (
𝑃𝑘,𝑛+2 𝑃𝑘,𝑛+1

𝑘𝑃𝑘,𝑛+1 𝑘𝑃𝑘,𝑛
)                                        

                                          = (
2𝑃𝑘,𝑛+1 + 𝑘𝑃𝑘,𝑛 𝑃𝑘,𝑛+1

2𝑘𝑃𝑘,𝑛 + 𝑘2𝑃𝑘,𝑛−1 𝑘𝑃𝑘,𝑛
)               

 = (
𝑃𝑘,𝑛+1 𝑃𝑘,𝑛

𝑘𝑃𝑘,𝑛 𝑘𝑃𝑘,𝑛−1
) (

2 1
𝑘 0

)           

= (
2 1
𝑘 0

)
𝑛

(
2 1
𝑘 0

)                         

                                             = (
2 1
𝑘 0

)
𝑛+1

     

bulunur. Bu ise iddianın 𝑛 + 1 için doğru olduğunu gösterir. Dolayısıyla ispat 

tamamlanır. 

Önerme 4.13: 𝑚, 𝑛 ≥ 1 tamsayıları olmak üzere  

𝑃̃𝑘,𝑚+𝑛 = 𝑃̃𝑘,𝑚𝑃̃𝑘,𝑛 

dir (Taşyurdu vd., 2017).                

İspat: İspat 𝑛 üzerinden tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. Yani her 𝑛 ≥ 1 

tamsayı için 

𝑃̃𝑘,𝑚+𝑛 = 𝑃̃𝑘,𝑚𝑃̃𝑘,𝑛 

olduğunu gösterelim. 𝑛 = 1 için  

                                   𝑃̃𝑘,𝑚+1 = (
𝑃𝑘,𝑚+2 𝑃𝑘,𝑚+1

𝑘𝑃𝑘,𝑚+1 𝑘𝑃𝑘,𝑚
)     

                                                     = (
2𝑃𝑘,𝑚+1 + 𝑘𝑃𝑘,𝑚 𝑃𝑘,𝑚+1

2𝑘𝑃𝑘,𝑚 + 𝑘2𝑃𝑘,𝑚−1 𝑘𝑃𝑘,𝑚
) 

                                                     = (
𝑃𝑘,𝑚+1 𝑃𝑘,𝑚

𝑘𝑃𝑘,𝑚 𝑘𝑃𝑘,𝑚−1
) (

2 1
𝑘 0

) 

                                                     = 𝑃̃𝑘,𝑚𝑃̃𝑘,1 

elde edilir.  Dolayısıyla 𝑛 = 1 için iddia doğrudur.  
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Önerme 4.12 den 𝑃̃𝑘,𝑛 = 𝑃̃𝑘,1
𝑛  olmak üzere benzer düşünce ile 𝑛 = 2 için  

                                        𝑃̃𝑘,𝑚+2 = (
𝑃𝑘,𝑚+3 𝑃𝑘,𝑚+2

𝑘𝑃𝑘,𝑚+2 𝑘𝑃𝑘,𝑚+1
)    

                                                     = (
2𝑃𝑘,𝑚+2 + 𝑘𝑃𝑘,𝑚+1 𝑃𝑘,𝑚+2

2𝑘𝑃𝑘,𝑚+1 + 𝑘2𝑃𝑘,𝑚 𝑘𝑃𝑘,𝑚+1
) 

                                                      = (
𝑃𝑘,𝑚+2 𝑃𝑘,𝑚+1

𝑘𝑃𝑘,𝑚+1 𝑘𝑃𝑘,𝑚
) (

2 1
𝑘 0

) 

                                                       = 𝑃̃𝑘,𝑚+1𝑃̃𝑘,1   

=  𝑃̃𝑘,𝑚 𝑃̃𝑘,1
2                

=  𝑃̃𝑘,𝑚𝑃̃𝑘,2              

olup  𝑛 = 2 için iddia doğrudur. Şimdi iddianın her 𝑛 ∈ ℤ+ için doğru olduğunu kabul 

edip  𝑛 + 1 için doğru olduğunu gösterelim. Yani 𝑛 ∈ ℤ+ için 

𝑃̃𝑘,𝑚+𝑛 = 𝑃̃𝑘,𝑚𝑃̃𝑘,𝑛 

doğru olduğunu kabul edip  𝑛 + 1 için 

𝑃̃𝑘,𝑚+𝑛+1 = 𝑃̃𝑘,𝑚𝑃̃𝑘,𝑛+1 

doğru olduğunu gösterelim. Tanım 4.1 de  kabulümüz kullanılırsa 

𝑃̃𝑘,𝑚+𝑛+1 = 2𝑃̃𝑘,𝑚+𝑛 + 𝑘𝑃̃𝑘,𝑚+𝑛−1            

                                                       = 2(𝑃̃𝑘,𝑚𝑃̃𝑘,𝑛) + 𝑘(𝑃̃𝑘,𝑚𝑃̃𝑘,𝑛−1) 

                                                       = 𝑃̃𝑘,𝑚(2𝑃̃𝑘,𝑛 + 𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−1) 

= 𝑃̃𝑘,𝑚𝑃̃𝑘,𝑛+1            

bulunur. Bu ise iddianın 𝑛 + 1 için doğru olduğunu gösterir. Dolayısıyla ispat 

tamamlanır. 

 



64 

 

Önerme 4.14: 𝑛 ≥ 1 tamsayı olmak üzere 

𝑄̃𝑘,𝑛 = 2𝑃̃𝑘,𝑛 + 2𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−1 

dir (Taşyurdu vd., 2017).                

İspat: İspat 𝑛 üzerinden tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. Yani her 𝑛 ≥ 1 

tamsayısı için 

𝑄̃𝑘,𝑛 = 2𝑃̃𝑘,𝑛 + 2𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−1 

olduğunu gösterelim. 𝑛 = 1 için Tanım 4.1 ve Tanım 4.4 kullanılırsa  

𝑄̃𝑘,1 = (
4 + 2𝑘 2

2𝑘 2𝑘
)    

                                                            = 2 (
2 1
𝑘 0

) + 2𝑘 (
1 0
0 1

)    

                                                            = 2𝑃̃𝑘,1 + 2𝑘𝑃̃𝑘,0 

elde edilir.  

Dolayısıyla 𝑛 = 1 için iddia doğrudur. Benzer düşünce ile 𝑛 = 2 için  

             𝑄̃𝑘,2 = (
8 + 6𝑘 4 + 2𝑘

4𝑘 + 2𝑘2 2𝑘
) 

                                                             = 2 (
4 + 𝑘 2

2𝑘 𝑘
) + 2𝑘 (

2 1
𝑘 0

) 

                                                             = 2𝑃̃𝑘,2 + 2𝑘𝑃̃𝑘,1 

olup  𝑛 = 2 için iddia doğrudur. Şimdi iddianın her 𝑛 ∈ ℤ+ için doğru olduğunu kabul 

edip  𝑛 + 1 için doğru olduğunu gösterelim. Yani 𝑛 ∈ ℤ+ için 

𝑄̃𝑘,𝑛 = 2𝑃̃𝑘,𝑛 + 2𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−1 

olduğunu kabul edip  

 𝑄̃𝑘,𝑛+1 = 2𝑃̃𝑘,𝑛+1 + 2𝑘𝑃̃𝑘,𝑛 

olduğunu gösterelim.  
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Tanım 4.4 de Tanım 4.1 ve kabulümüz kullanılırsa  

                                                𝑄̃𝑘,𝑛+1 = 2𝑄̃𝑘,𝑛 + 𝑘𝑄̃𝑘,𝑛−1 

                                                             = 2(2𝑃̃𝑘,𝑛 + 2𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−1) + 𝑘(2𝑃̃𝑘,𝑛−1 + 2𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−2) 

                                                            =  2(2𝑃̃𝑘,𝑛 + 𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−1) + 2𝑘(2𝑃̃𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−2) 

                                                            = 2𝑃̃𝑘,𝑛+1 + 2𝑘𝑃̃𝑘,𝑛 

bulunur. Bu ise iddianın 𝑛 + 1 için doğru olduğunu gösterir. Dolayısıyla ispat 

tamamlanır. 

Önerme 4.15:  𝑛 ≥ 1 tamsayı olmak üzere 

𝑄̃𝑘,𝑛 = 2𝑞̃𝑘,𝑛 

dir (Taşyurdu vd., 2017).      

İspat: İspat 𝑛 üzerinden tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. Yani her 𝑛 ≥ 1 

tamsayısı için 

𝑄̃𝑘,𝑛 = 2𝑞̃𝑘,𝑛                            

olduğunu gösterelim. 𝑛 = 1 için  

𝑄̃𝑘,1 = (
4 + 2𝑘 2

2𝑘 2𝑘
)            

                                                        = 2 (
2 + 𝑘 1

𝑘 𝑘
)       

= 2𝑞̃𝑘,1                    

dir. Dolayısıyla 𝑛 = 1 için iddia doğrudur. Benzer düşünce ile 𝑛 = 2 için 

𝑄̃𝑘,2 = (
8 + 6𝑘 4 + 2𝑘

4𝑘 + 2𝑘2 2𝑘
) 

                                                        = 2 (
4 + 3𝑘 2 + 𝑘

2𝑘 + 𝑘2 𝑘
)         

= 2𝑞̃𝑘,2                   

olup  𝑛 = 2 için iddia doğrudur. Şimdi iddianın her 𝑛için doğru olduğunu kabul edip  

𝑛 + 1 için doğru olduğunu gösterelim.  
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Yani her 𝑛 ∈ ℤ+ için  

𝑄̃𝑘,𝑛 = 2𝑞̃𝑘,𝑛 

olduğunu kabul edip 𝑛 + 1 için  

𝑄̃𝑘,𝑛+1 = 2𝑞̃𝑘,𝑛+1 

doğru olduğunu gösterelim. Tanım 4.4 de Tanım 4.7 ve kabulümüz kullanılırsa 

𝑄̃𝑘,𝑛+1 = 2𝑄̃𝑘,𝑛 + 𝑘𝑄̃𝑘,𝑛−1                           

= 2(2𝑞̃𝑘,𝑛) + 𝑘(2𝑞̃𝑘,𝑛−1) 

= 2(2𝑞̃𝑘,𝑛 + 𝑘𝑞̃𝑘,𝑛−1)       

= 2𝑞̃𝑘,𝑛+1                           

bulunur. Bu ise iddianın 𝑛 + 1 için doğru olduğunu gösterir. Dolayısıyla ispat 

tamamlanır. 

Önerme 4.16: 𝑛 ≥ 1 tamsayı olmak üzere 

𝑄̃𝑘,𝑛+1 = 𝑄̃𝑘,1𝑃̃𝑘,𝑛 

dir (Taşyurdu vd., 2017 

İspat: İspat 𝑛 üzerinden tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. Yani her 𝑛 ≥ 1 

tamsayısı için 

𝑄̃𝑘,𝑛+1 = 𝑄̃𝑘,1𝑃̃𝑘,𝑛   

olduğunu gösterelim. 𝑛 = 1 için  

𝑄̃𝑘,2 = (
𝑄𝑘,3 𝑄𝑘,2

𝑘𝑄𝑘,2 𝑘𝑄𝑘,1
)           

                                                       = (
8 + 6𝑘 4 + 2𝑘

4𝑘 + 𝑘2 2𝑘
)    

                                                       = (
4 + 2𝑘 2

2𝑘 2𝑘
) (

2 1
𝑘 0

) 

                                                       = 𝑄̃𝑘,1𝑃̃𝑘,1 

elde edilir. Dolayısıyla 𝑛 = 1 için iddia doğrudur.  
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Benzer düşünce ile 𝑛 = 2 için  

𝑄̃𝑘,3 = (
𝑄𝑘,4 𝑄𝑘,3

𝑘𝑄𝑘,3 𝑘𝑄𝑘,2
)        

                                                         = (16 + 16𝑘 + 2𝑘2 8 + 6𝑘
8𝑘 + 6𝑘2 4𝑘 + 2𝑘2)      

                                                         = (
4 + 2𝑘 2

2𝑘 2𝑘
) (

4 + 𝑘 2
2𝑘 𝑘

) 

                                                         = 𝑄̃𝑘,1𝑃̃𝑘,2 

olup  𝑛 = 2 için iddia doğrudur. Şimdi iddianın her 𝑛 ∈ ℤ+  için doğru olduğunu kabul 

edip  𝑛 + 1 için doğru olduğunu gösterelim. Yani her 𝑛 ∈ ℤ+ için 

𝑄̃𝑘,𝑛+1 = 𝑄̃𝑘,1𝑃̃𝑘,𝑛 

doğru olduğunu kabul edip  𝑛 + 1 için 

𝑄̃𝑘,𝑛+2 = 𝑄̃𝑘,1𝑃̃𝑘,𝑛+1 

doğru olduğunu gösterelim. Tanım 4.4 de Tanım 4.1 ve kabulümüz kullanılırsa 

𝑄̃𝑘,𝑛+2 = 2𝑄̃𝑘,𝑛+1 + 𝑘𝑄̃𝑘,𝑛          

                                 = 2(𝑄̃𝑘,1𝑃̃𝑘,𝑛) + 𝑘(𝑄̃𝑘,1𝑃̃𝑘,𝑛−1)           

                         = 𝑄̃𝑘,1(2𝑃̃𝑘,𝑛 + 𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−1)              

      = 𝑄̃𝑘,1𝑃̃𝑘,𝑛+1                                                                                                

bulunur. Bu ise iddianın 𝑛 + 1 için doğru olduğunu gösterir. Dolayısıyla ispat 

tamamlanır. 

Önerme 4.16 da Önerme 4.15 kullanılırsa Sonuç 4.17 elde edilir.. 

Sonuç 4.17:  𝑛 ≥ 1 tamsayı olmak üzere 

𝑞̃𝑘,𝑛+1 = 𝑞̃𝑘,1𝑃̃𝑘,𝑛 

dir (Taşyurdu vd., 2017).                
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Önerme 4.18: 𝑛 ≥ 1 tamsayı olmak üzere  

(2 + 2𝑘)𝑃̃𝑘,𝑛 =  𝑄̃𝑘,𝑛 + 𝑘𝑄̃𝑘,𝑛−1 

dir (Taşyurdu vd., 2017).                

İspat: İspat Tanım 4.1 ve Önerme 4.14 kullanılarak yapılabilir. Önerme 4.14 den  

𝑄̃𝑘,𝑛 = 2𝑃̃𝑘,𝑛 + 2𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−1 

ve Tanım 4.1 den  

𝑃̃𝑘,𝑛 = 2𝑃̃𝑘,𝑛−1 + 𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−2 

olmak üzere  

𝑄̃𝑘,𝑛 + 𝑘𝑄̃𝑘,𝑛−1 = (2𝑃̃𝑘,𝑛 + 2𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−1) + 𝑘(2𝑃̃𝑘,𝑛−1 + 2𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−2) 

                                             = 2𝑃̃𝑘,𝑛 + 𝑘(4𝑃̃𝑘,𝑛−1 + 2𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−2) 

                                             = 2𝑃̃𝑘,𝑛 + 2𝑘𝑃̃𝑘,𝑛 

                                              = (2 + 2𝑘)𝑃̃𝑘,𝑛 

elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Önerme 4.18 de Önerme 4.15 kullanılırsa Sonuç 4.19 elde edilir. 

Sonuç 4.19:  𝑛 ≥ 1 tamsayı olmak üzere 

𝑞̃𝑘,𝑛 = 𝑃̃𝑘,𝑛 + 𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−1 

dir (Taşyurdu vd., 2017).                

Önerme 4.20: 𝑛 ≥ 1 tamsayı olmak üzere 

𝑃̃𝑘,𝑚𝑄̃𝑘,𝑛+1 = 𝑄̃𝑘,𝑛+1𝑃̃𝑘,𝑚 

dir (Taşyurdu vd., 2017).         
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İspat: İspat Önerme 4.13, Önerme 4.14 ve Önerme 4.16 kullanılarak yapılabilir. 

Önerme 4.14 den 

𝑄̃𝑘,𝑛 = 2𝑃̃𝑘,𝑛 + 2𝑘𝑃̃𝑘,𝑛−1 

ve Önerme 4.13 ten 

𝑃̃𝑘,𝑚+𝑛 = 𝑃̃𝑘,𝑚𝑃̃𝑘,𝑛 

olmak üzere Önerme 4.16 dan 

                                       𝑃̃𝑘,𝑚𝑄̃𝑘,𝑛+1 = 𝑃̃𝑘,𝑚𝑄̃𝑘,1𝑃̃𝑘,𝑛 

                    = 𝑃̃𝑘,𝑚(2𝑃̃𝑘,1 + 2𝑘𝑃̃𝑘,0)𝑃̃𝑘,𝑛 

                                  = 2𝑃̃𝑘,𝑚𝑃̃𝑘,1𝑃̃𝑘,𝑛 + 2𝑘𝑃̃𝑘,𝑚𝑃̃𝑘,0𝑃̃𝑘,𝑛 

                                                          = 2𝑃̃𝑘,𝑚+𝑛+1 + 2𝑘𝑃̃𝑘,𝑚+𝑛 

                                                          = (2𝑃̃𝑘,1 + 2𝑘𝑃̃𝑘,0)𝑃̃𝑘,𝑚+𝑛              

= 𝑄̃𝑘,1𝑃̃𝑘,𝑛𝑃̃𝑘,𝑚 

                                                          = 𝑄̃𝑘,𝑛+1𝑃̃𝑘,𝑚 

olup ispat tamamlanmıştır.  

Önerme 4.20 de Önerme 4.15 kullanılırsa Sonuç 4.21 elde edilir. 

Sonuç 4.21:  𝑛 ≥ 1 tamsayı olmak üzere 

𝑃̃𝑘,𝑚𝑞̃𝑘,𝑛+1 = 𝑞̃𝑘,𝑛+1𝑃̃𝑘,𝑚 

dir (Taşyurdu vd., 2017).            
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5. SONUÇ ve ÖNERİLER 

5.1. Sonuçlar  

Bu çalışmada öncelikle 𝑘-Pell, 𝑘-Pell Lucas ve Modifiye 𝑘-Pell sayı dizileri 

kullanılarak 𝑘-Pell, 𝑘-Pell Lucas ve Modifiye 𝑘-Pell matris dizileri tanımlanmıştır. Bu 

dizilerin Binet formülleri, üreteç fonksiyonları elde edilmiştir. 𝑘-Pell sayı dizileri ile    

𝑘-Pell matris dizileri, 𝑘-Pell Lucas sayı dizileri ile 𝑘-Pell Lucas matris dizileri ve 

Modifiye 𝑘-Pell sayı dizileri ile Modifiye 𝑘-Pell matris dizileri arasındaki ilişkiler elde 

edilmiştir. Bu tanımlar ve buna bağlı elde edilen sonuçlar ile literatüre yeni kavramlar 

ve sonuçlar kazandırılmıştır. 

5.2. Öneriler  

Çalışmamızı elde ettiğimiz sonuçlar doğrultusunda, araştırmacılara öneriler sunarak 

sonlandırmak istiyoruz. 𝑘-Pell, 𝑘-Pell Lucas ve Modifiye 𝑘-Pell sayı dizilerinin hepsi ile 

ilişkili olan genel bir matris dizisi tanımlanabilir. Genel matris dizisi ile bu çalışmadaki 

matris dizileri arasındaki ilişkiler bulunabilir. Tanımlanacak olan genel matris dizisinin 

Binet formülleri, üreteç fonksiyonları, üreteç matrisleri ve özellikleri elde edilebilir. 
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