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Yiiksek Lisans Tezi
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Songiil CELIiK

Erzincan Binali Yildirim Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Engin OZKAN

Bu calismada, Pell sayilar1 ¢okgenlerin koselerine her bir koseye denk gelecek sekilde
saat yoniinde ilerleyerek yerlestirilmistir. Daha sonra her bir kdseye denk gelen bu
sayilar incelenmis, arasinda bir bagint1 bulunmus ve ispat1 yapilmigstir.

Sonra benzer islemler Pell Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilari igin elde
edilip ispati verildi.

2019, 38 Sayfa
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ABSTRACT

Master Thesis
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JACOBSTHAL NUMBERS AND JACOBSTHAL-LUCAS NUMBERS

Songiil CELIK

Erzincan Binali Yildirim University
Institute of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Engin OZKAN

In this study, the Pell numbers were placed clockwise to the vertices of the polygons with
a number corresponding to each vertex. Then, a relation among the numbers
corresponding to a vertex was obtained and proved.

The same procedure was repeated with Pell-Lucas, Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas
numbers and their proof was given.

2019, 38 Pages
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1.GIRIS

Ortacagin en bilyiik matematikgileri arasinda ad1 gegen Leonardo Fibonacci’nin hayati ile
ilgili pek fazla bilgiye ulasilamamaktadir. Italya’da 1170’li yillarda Pisa sehrinde
dogdugu sanilmaktadir. Babasimin isi nedeniyle Bugia adli Kuzey Afrika limanina
atandig1 ve burada Arap bir hocadan Fibonacci’ye matematik dersi aldig1 bilinmektedir.
Hint Arap sayilarini ( 1,2,3,... ) bdylece dgrenir. Fibonacci matematigi Araplardan alip

Avrupa’nin tanimasini saglayan kisi olarak da anilir.

Fibonacci hakkinda bilgilere ulasmak daha ¢ok yazmis oldugu kitaplari ile miimkiin
olmustur. Fibonacci’nin 1202’de yazdig:1 ““Liber Abaci’’ kitab ilk yazdigi kitap olup
bunun disinda‘‘Practica Geometria’> ( The Practice of Geometry ) ( 1220 ), ““Liber
Quadratorum’’ ( The Book of Square Numbers ) ( 1225 ) ““Flos’’ ( The flower) ( 1225)
yazmis oldugu matematik alaninda diger kitaplardir. Eserleri iginde en {inlii olan,
Fibonacci sayilarinin birbiriyle orani olarak elde edilen Altin Oran’inda anlatildig:

““Liber Abaci’’ adl kitabidir.

Bu kitabinda Fibonacci, bir arkadasinin tavsan c¢iftligi ile ilgili oldugunu iddia ettigi bir
problem sorar. Tavsan ¢iftligine ilk ay bir erkek ve bir disi yavru tavsan konulmustur. Bir
ay sonra erginlesen bu tavsanlar bir cift yavru doguruyor. Her ay erisken hale gelen
tavsanlarda yavru tavsan doguruyor. Tavsanlarin 6lmedikleri kabul edilecek olursa, bu
sekilde yavru dogurmaya devam ederlerse n. ayda kag ¢ift tavsan ciftlikte olur diye sorar.

Bu soru Fibonacci sayilarinin elde edilisini verir.

Ciftlikte ilk ay bir ¢ift yeni dogmus tavsan olsun. Heniiz yavrulamadiklari i¢in tavsanlar,
ikinci ayda da ciftlikte bir ¢ift tavsan vardir. Erigkin hale gelen bu tavsanlar bir ¢ift yavru
verecekleri i¢in {iglincli ayda ciftlikte iki ¢ift tavsan vardir. Dordiincii ayda dogan ¢ift
dogurmayacak ancak anne ve baba bir ¢ift yavru yeniden yapacak ve giftlikte dordiincii
ayda tig ¢ift tavsan vardir. Tavsanlarin gogalmasina bu sekilde devam edilerek n. aydaki

ciftlikteki tavsan ciftlerinin sayis1 F, ile gosterilirse , F; = 1ve F, = 1 olmak {izere,
n = 1igin

Fn+2: n+1 + an



yineleme bagmtisi ile bulunur. Yani ilk iki terim hari¢ sonraki her terim kendisinden
onceki iki terim toplanarak bulunur. Buna gére Fibonacci sayilar1 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,
34, 55, 89, 144, 233,377, 610, 987, ... seklinde gosterilir.

Fibonacci sayilarinin ardisik terimlerinden biiyligii kiigligline oranlandiginda elde edilen
sayilar gittikge Altin Oran’a yakinsar. 1,618... sayisi olan Altin Oran dogadaki canlinin
ve cansizin seklinde ve yapisinda karsimiza ¢ikan uyum acgisindan en yetkin boyutlar

veren dzel bir orandir.

Ornegin; ayciceginin sagdan sola dogru ve soldan saga dogru merkezinden disar1 dogru
¢ikildiginda tane sayilarinin birbirine oraninda, papatyada yapraklarin sayilarinda, ¢gam
kozalaginda, tiitiin bitkisinde, salyangozun kabugunda, deniz kabugunda, Siileymaniye

ve Selimiye camide, insan viicudunda, Mekke ve Kabe’de de goriilmektedir.

Fibonacci say1 dizisi sayilar teorisinde biiyiik 6neme sahip olmasinin yaninda farkli bilim

dallarinda da siklikla kullanilmakta ve daha bir¢ok yerde uygulanmaktadir.

Italyan matematik¢i olan Edouardo Lucas ( 1842-1891 ) Fibonacci say1 dizisinin
baslangig sartlarini degistirerek ve Fibonacci sayilarinda kullanilan bir terim kendisinden
onceki iki terimin toplamina esittir kuralini uygulamis ve Lucas say1 dizileri diye
adlandirdig1 yeni bir say1 dizisi tamimlamistir. Bu say1 dizisi n = 1 igin L,=2 ve L;=1

olmak uzere,
Ly=Lp_q1tLy—
yineleme bagintisiyla elde edilir.

Bu dizilerden faydalanarak elde edilen ve bilim diinyasinda ilgi uyandiran baska say1

dizileri de vardir.

Hoggatt (1965) kitabinda Fibonacci ve Lucas sayilar ile ilgili yeni bagmtilar bulup

ispatlamigtir.

Horadam (1971) dizilerle ilgili yaptig1 ¢alismalarda, Pell ve Pell Lucas say1 dizilerinin

tanimlarint yapmis ve bu dizinin terimlerinin isimlerini Pell ve Pell Lucas sayilari diye



ifadelendirmistir. Ayrica Jacobstal ve Jacobstal Lucas sayilarinin genel formiiliinii ve

karakteristik koklerini vermistir.

Ivie (1972) calismasinda, genellestirilmis Fibonacci dizileri i¢in Q-matris formunun genel

seklinin tanimini vererek Q-matrisinin bazi 6zelliklerine yer vermistir.

Hoggatt ve Bicknell (1973) Fibonacci polinomlar: {izerine yaptiklari ¢aligmalarinda,

Fibonacci polinomlarimi Pascal tiggeniyle iliskilendirmislerdir.

Gould (1981) Fibonacci dizilerinde yaptigi g¢alismalarda, Fibonacci dizisinde Q-
matrisinin genel formunun seklini tanimlayarak Q-matrisi ile ilgili bazi ozellikleri

acgiklamistir.

Spickerman (1982) galismasinda, Tribonacci-Lucas sayilarinin binet formiillerine yer

vermistir.
Vajda (1989) calismasinda, Fibonacci ve Lucas sayilari lizerine bazi 6zellikler bulmustur.

Horadam (1996) Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say1 dizilerini arastirmis, bu dizileri
aciklamis ve bu dizilerin arasindaki iligkiyi incelemistir. Ayrica, tanimladigi bu dizilerin

baz1 &zelliklerini bulup ispatlamistir.

Koshy (1998) Fibonacci dizisi ile ilgili yaptig1 calismasinda, Fibonacci sayilarinda birgok
bagintilar bulmustur.

Melham (1999) Pell ve Pell-Lucas sayilar1 iizerine yaptig1 arastirmasinda, Pell ve Pell-
Lucas sayilar ile ilgili esitlikleri agiklamig, Fibonacci sayilar1 ve Pell sayilarini toplam

formiilii ile gostermistir.

Koshy (2001) yayininda, Fibonacci ve Lucas sayilar1 tizerine 6zellik ve formiil

bulunmaktadir.

Catalani (2002) makalesinde, Fibonacci matrisini uzatan Tribomatrix adli bir matris

tanimlamistir.



Ozkan vd. (2003) adli galismalarinda, 3-adim Fibonacci dizilerinin Wall sayilarina iliskin
iki yeni teorem ispatlamiglardir. Bununla birlikte 3-adim Fibonacci dizileriyle ilgili bes
varsayim vermislerdir. Ayrica 5x10s den kii¢lik asal sayilar i¢in bu varsayimlarin bilgisayar

dogrulamasini vermislerdir.

Ozkan (2003) makalesinde, nilpotent grubunda nilpotent sinifi 4 ve p {islii(p asal say1)
olmak tizere 3 adim Genel Fibonacci dizileri elde etmis ve elde edilen bu dizinin terimini

veren bagintilar bulmustur.

Ozkan (2004) makalesinde, bir nilpotent grubunda nilpotent sinifi n ve p iislii (p asal say1)
olmak {izere 3 adim Genel Fibonacci dizilerini olusturmus ve dizinin a. terimini bulan

formiiller elde edip kanitlamustir.

Ocal vd. (2005) k-genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari iizerine yaptiklari
calismalarinda, bu sayilarin bazi temsillerine yer vermislerdir. Elde edilen temsillerle

Binet formiiliinii bu sayilar i¢inde elde etmislerdir.

Stakhov ve Rozin (2006) arastirmalarinda, Fibonacci ve Lucas p-sayilarina ulasmis bu
dizileri tanimlandirmis ve Binet formiillerini elde etmislerdir. Binet formiiliinii p’nin

farkli degerleri i¢in de bulmuslardir.

Kilig vd. (2006) genellestirilmis k-mertebeli Pell sayilar1 {izerine yaptiklari
caligmalarinda, bu sayilar iizerine k-dizilerini tanimlamis ve matris gosterimini
yapmuslardir. Bulduklar1 formiillerle dogrudan dizinin elemanlarinin elde edilebilecegine

ulagsmislardir.

Ozkan (2007) Fibonacci dizileri {izerine yaptig1 ¢alismasinda, kisitlanms Fibonacci

dizilerinde teoremler elde edip kanitlamustir.

Falcon ve Plaza (2007) Fibonacci sayilari lizerine yaptiklari ¢alismalarinda, bu sayilardan
yeni bir genellestirilmesi olarak k-Fibonacci sayi1 dizisini tanimlamiglardir bu
tanimladiklar1 dizinin, Fibonacci ve Pell sayilarinin genellestirilmesi oldugunu

bulmuslardir.



Kili¢ ve Tasc1 (2008) Lucas ve genellestirilmis k basamak Fibonacci sayilari tizerine
yaptiklar1 ¢alismalarinda, genellestirilmis Lucas sayilari i¢in yeni bir tanimlama
yapmislardir. Genellestirilmis k basamak Lucas ve k basamak Fibonacci fonksiyonlarini

ve bu fonksiyonlar arasinda yeni bagmtilar bulmuslardir.

Mikkawy ve Sogabe (2010) arastirmalarinda, yeni bir aile k -Fibonacci sayilarinda

tanimlamislardir.

Ozkan vd. (2017) arastirmalar1 sonucunda, Lucas sayilar1 ve Fibonacci ailesi arasinda bir
bagint1 bulmuslardir. k-Lucas say1 ailesi igin yeni bir tanim yapip elde edilen yeni say1

ailesinin Lucas ve Lucas say1 ailesine bagli 6zelliklerini incelemislerdir.

Ozkan vd. (2017) ¢alismalarinda, Fibonacci ve Lucas say1 ailesinde bazi1 6zellikler bulup

ispatlamislardir. Fibonacci ve Lucas say1 ailesi arasinda bazi bagintilara yer vermislerdir.

Yang ve Zang (2018) Fibonacci ve Lucas sayilari tizerine yaptiklari ¢aligmalarinda, iki
periyotlu Fibonacci ve Lucas sayilari icin yeni bir kavram bulmuslardir. Iki periyotlu
Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasinda bu kavram ile bagmtilara ulagsmislardir. Binet ve

toplam formiillerini genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilar1 i¢inde incelemislerdir.

Ozkan vd. (2018) arastirmalarinda, 2- Fibonacci polinomlar1 diye yeni bir polinom

tanimlamiglardir ve 2- Fibonacci polinomlarin da yeni formiiller bulmuslardir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Fibonacci Sayilari

Tamm 2.1.1. Fy=0, F;=1 olmak lizere,
n = 0 igin

Foio= By +Fopa (2.1)
bagntisiyla tanimlanan sayilar Fibonacci sayilari olarak adlandirilir (Koshy, 2001).

Fibonacci say1 dizisin > 0 i¢in {F,} ={0,1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,... } seklindedir.

(2.1)’den
Fo= Foyo — Fpyq
elde edilir.
Yani,
F_,=F,-F, , F_,=Fy-F_, , ...
olup

n > 0i¢in {F_,}={0,1, -1, 2, -3, 5, —8, 13,... } seklindedir.
Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi
x2—x—-1=0
olmak iizere a ve  bu denklemin kokleri olsun. Denklem sistemi ¢oziildiigiinde

14++/5 _1-+5

2 P T

a =

olur.



O halde genel terimi bu dizinin,

F,=A <1 +2\/§> +B (1 _2\/§> =A™ + B(B)"

dir.
A ve B sabitlerinin esiti,
n = 0 icin
Fp=A+B=0
n = 1igin
F, = Aa + Bf = 1dir.

Elde edilen denklem sistemi ¢oziildiigiinde

A= ve B=—

X
V5

5l -

bulunur.

Elde edilen A ve B sabitleri yerine yazildiginda Fibonacci sayilari,

an_'gn

E =
n a_B

seklinde yazilabilir.

Bu yazilis literatiirde Fibonacci sayilarinin Binet formiilii olarak yer alir.

Teorem 2.1.2.
n = 1ig¢in
F1+F2+F3 + -+ FTL == F‘I’l+2 - 1

esitligi vardir (Koshy, 2001).

(2.2)



Ispat:

CURES)

n
1
F1+F2+F3 + -+ Fn = Z_
k=1\/§

- k k
1 Z”:(H\/E) i 1—\/§> ]
V5 Le=1 2 k=1 2
[(1+V5\(, _(1+V5\" (1=vB\(, _(1=v5)"
1 2 2 2 2
5 1+5 1-+5
1- 1-
i 2 2
=Fpy2—1
elde edilmis olur.m
2.2. Fibonacci Sayilarinda Ozdeslikler
Fibonacci sayilarinin bazi 6zellikleri su sekildedir:
a) n € Z* igin
n-1
D R =EF, (2.3)
5=0
b) n € Z* igin
n-1 72 "
) teki
ZFSFH ={ mt nreeee (2.4)
gt F; 1 —1, n cift ise
c) n € Z* igin
n-1
D Ry =g+ 1, (2.5)
$=0



d) n € Z* icin

Fn=(D"E, (2.6)
e) m,n € Z* igin

FoEn + Fov1Fng1 = Fugns (2.7)
f) m,n,r € Z%igin

Frin—2Fmir-1 = Fnan-1Fmir—2 = (_1)m+r_2Fn—r, (2.8)
(Koshy, 2001)

2.3. Q- Matrisi
Tanim 2.3.1.
(1 1
0= (1 0)
seklindeki matris gosterimine Q- matrisi ad1 verilir (Koshy, 2001).

Teorem 2.3.2. n > 1 olsun. Bu takdirde

F, F
n— n+1 n
(% g
seklindedir (Koshy, 2001).

Ispat: Ispat1 timevarim yontemiyle yaparsak,

n = 1igin

@ =(5 )=G o

I
L.

olup n = 1 i¢in dogrudur.

n = k i¢in dogru kabul olsun.



Buradan,
ok = (Fk+1 Fy )
A
elde edilir.

Bu takdirde Q**! = Q*Q* oldugundan,

Qk+1l = gkQt = (F;:(-l Ff:) (1 (1))

seklinde yazilabilir.
n =k + 1liginde

QFH = (Fk+1 + Fy Fk+1> _ (Fk+2
Fe +Fe-1  F Fret1

olup
n = k + 1 i¢gin de dogrudur. Ispat tamamlanir.m

Sonu¢ 2.3.3. n > 1 olmak tlizere,

Fp_1Fniq — Fn2 = (_1)n

esitligi vardir (Koshy, 2001).
Ispat: |Q| = (—1) ve |Q™| = (—=1)™ dir. Teorem 2.3.2.den
Q™| = Fn_y Fpyq - EF dir.
O halde,
FooiFpyr — B} = (="

seklindedir.m

10

Fk+1
Fy
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2.4. Lucas Sayilari
Tanm 2.4.1.

Ly =2vel; =1olmak iizeren = 2 (n € N)
Ly=Lp_1+Ln_, (2.9)
bagntisiyla ifade edilen sayilara Lucas sayilar1 denir.
n € Z* i¢in Lucas sayilarinin Binet formiilii
x?—x—1=0

denkleminin kokleri

1 1

a=5(1+\/§)veﬁ =§(1—\/§)
olmak iizere,
Ly=a™+ p"

seklinde yazilmaktadir.

Boylece kapali form

C(1+VE\" [1-+B)"
w=(77) +(457)

olarak verilir.
Negatif Lucas sayilari,

Ln=(1D"Ly
esitligi ile bulunur.

Lucas sayilari i¢in bazi 6zellikler asagidaki gibidir:

11



n € Z* i¢in ardisik Lucas sayilarinin toplami

n-—1
Ly =Lnyq —1

=0

n € Z7 igin ardisik Lucas sayilarmin kareleri toplami

n

-1
ZL% =L,y L,+2
-

l

seklindedir.
m, n € Z* i¢in, Lucas sayilarmin ardisik terimlerinin ¢arpiminin toplami
LpyqLm Lyl 1 = 3Fpin
dir.
Teorem 2.4.2.
n = 1 ig¢in
Ly_1+ Ly =5F, (2.10)
esitligi Fibonacci ve Lucas sayilar arasinda vardir (Koshy, 2001).
Ispat: Lucas sayilariin Binet formiiliinii yerine yazarsak,
Ly g+ Ly, =a™ !+ fr-lqqn+t 4 gn+t
=a™(at +a) + (BT + )
a.B = —1 oldugu i¢in
= a"(@— )+ (B - )

= (a = p)(a™ = B™)

12



(a — B) = /5 oldugu igin

(@ - pr)
a—p

(a - p)?
elde edilir.m
Teorem 2.4.3.
Lucas sayilart arasindan > 1 i¢in
Lnlnyr = Lopyr + (=17
esitligi vardir (Hoggatt, 1965).
Ispat: : Lucas sayilarinin Binet formiiliinii yerine yazarsak,
Lplnsy = (@ + M) (@™t + g™+
= (a2 + B2"*1 4 (aB)"B + (af)"a)
= (Lons1 + (D" + (=1)"a)
= (Lans1 + (CD"(B + @)
= Lopys + (=1

elde edilir. m

13
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3. MATERYAL YONTEM

3.1. Pell Say1 Dizisi

Tamm 3.1.1. P, =0, P, =1 ve n>1 olmak lizere B, = 2P,,_; + P,,_, Yyineleme

bagintisi ile verilen {B, },.y seklinde tanimlanan diziye Pell say1 dizisi denir.

Pell say1 dizisin € N i¢in {B,}= {0, 1, 2,5, 12, 29, 70, 169, 408, ...} seklindedir
(Horadam, 1971).

P, = 2P,_; + P,_, bagmtisinin karakteristik denklemi x? — 2x — 1 = 0 seklindedir. a

ve B bu karakteristik denklemin kokleri olsun,
a=1+V2ve p=1-+2
dir.

a,n_ﬁn

5 seklinde yazilmaktadir.

Pell say1 dizisinin Binet formiili P, = r—

Pell say1 dizisinin negatif indislileri
P =(=D"P,

seklinde gosterilmektedir.
Ayrica,

a+f =2, a—f=2V2,af =—-1
dir.
Teorem 3.1.1. (Cassini Formiilii)
n =1 olmak iizere,

Py 1Ppy1 — Pn2 = (_1)n

14



esitligi vardir.
Ispat: Pell sayisinin Binet formiiliinii yerine yazarsak

an—l _ ﬁn—l an+1 _ ﬁn+1 (an _ Bn)z

a=B  a—-f  (a—p)?

Pp_1Ppyq _Pn2 =

aZn _ an—lﬁn+1 _ ﬁn—lan+1 _ ﬁZn _ (a2n _ Z(Qﬂ)n _ ﬁZn)

(a —p)? (a - B)?

aZn _ (Olﬁ)n (g + %) _ ﬁZn _ aZn + Z(Qﬂ)n + ﬁZn
(a - B)?

a=1+V2 ,=1-V2,a+p =2,a—p =2v2, af = —1 oldugundan

nf1=V2  1+42 i
(2v2)’
_8(=D"
8
= (D"

olur ve ispat tamamlanmistir m
Teorem 3.1.2. (Honsberger Formiilii)
m=>=1,n=>1i¢in

Poym = Pn1Pn + ByPiya
esitligi ile elde edilir.

Ispat: Esitligin sag tarafin1 kullanarak sol tarafina esit oldugunu gosterelim.

Pac1Poy + ByPrys = <an_1 -7 M) (“m 5 m) 4 (“n - ﬁ") (“"‘“ - B"‘“)

a—pf a—p a—p a—pf
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-G (=) (= (==

— ( 1 ) (_an+mﬁ + anﬁm+1 + ﬁnam+1 _ ﬁm+na + an+m+1
a— B)?
_ anﬁm+1 _ ,8”0(m+1 + Bm+n+1)
1
“@=p2 (a™™(a — B) — ™™ (a — B))
_ (a _ B)(an+m _ ﬁn+m)
(a —p)?
B (an+m _ lgn+m)
(a—p)
= Pom

olup ispat tamamlanmis olur.m
3.2. Pell-Lucas Say1 Dizisi

Tanmim 3.2.1. Q;, =2, Q; = 2 ve n > 1olmak lizere Q, = 2Q,_; + Q,_, Yyineleme
bagntisi ile verilen {Q,, };ey seklinde tanimlanan tamsayi dizisine Pell-Lucas say1 dizisi

denir.

Pell-Lucas say1 dizisi n € N i¢in {Q,,} = {2, 2, 6, 14, 34, 82, 198, 478, 1154, ...}
seklinde gosterilmektedir (Horadam, 1971).

Pell-Lucas say1 dizisinin Binet formiili

a=1+V2Zve f=1-+2
olmak iizere Q,, = a™ + ™ seklinde gosterilmektedir.
Teorem 3.2.1.

n = 1igin
16



Qn = Ppy1 +Pyyq
esitligi mevcuttur (Horadam, 1971).
ispat:

a,n+1 _ ﬁn+1 an—l _ ﬁn—l
Poyr + Py = +

a—_pf a—pf
Q! — gl _ gnp 4 grg
= pr—;
_a"@—p)+p"a—p)
a—p
_@=p)@ +pM
a—p
= @+ ")
= n
olur ve ispat tamamlanmistir.m
Teorem 3.2.2.
n = 1igin
Pyn = PyQn

esitligi mevcuttur (Horadam, 1971).
Ispat: Teorem 3.1.2. de
m = n alinirsa
Poin = PpoaBy + PaPrys
Py = Py(Pro1 + Pryy)
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olur. Teorem 3.2.1. den

Py = PQy

olur ve boylece ispat tamamlanir. m
3.3. Jacobsthal Sayi Dizisi

Tanimm 3.3.1. [,=0,J; = 1ven > 1 olmak lizere

]n:]n—1+2]n—2

yineleme bagmntisiyla tanimlanan {J, }; ey sayt dizisine Jacobsthal sayr dizisi denir

(Horadam, 1996).
3.4. Jacobsthal-Lucas Sayi Dizisi

Tanim 3.4.1. j,= 2 ve j; = 1 olmak iizere n > 1 i¢in
jn:jn—1+2jn—2

yineleme bagntisiyla tanimlanan {j, },cy say1 dizisine Jacobsthal-Lucas say1 dizisi denir

(Horadam, 1996).

Teorem 3.4.1. x> —x — 2 =0 denkleminin kokleri x; = 2, x, = —1 olmak iizere

Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilarinin Binet formiilii

xt—xy 2t = (="

Jn =

X| — Xy 3
Jp=x1+x7 =2"+(-1)"
seklindedir (Horadam, 1996).
Ispat:
X1 > X, Xy <0< xq, [x,| < xq
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esitsizlikleri ve
Xg+x, =1, x1x, =2, X, —Xy; =3
esitlikleri saglanir.
Jn = AxT + Bx%}
seklinde yazilir.

= —Belde

A ve B degerlerini bulalim.n = 0, n = 1 i¢in degerler yazilirsa A =

X1—X2
edilir. Bdylece Jacobsthal sayilarinmm Binet formiilii, x2 —x — 2 = 0 denkleminin

kokleri kullanilarak x; = 2, x, = —1 ise

i o Vi
Jn = ————

seklinde elde edilir.

Benzer sekilde Jacobsthal-Lucas sayilarinin Binet formiili j, = Ax]' + Bx} seklinde

yazilip buradan A ve B degerlerini bulalim: n = 0, n = 1 i¢in degerler yazilirsa

elde edilir.
x? — x — 2 = 0 denkleminin kokleri kullanilarak x; = 2, x, = —1 ise,
Jn=2"+ (D"
olup ispat tamamlanmis olur.m
Tamsay1 dizilerinin bir¢ok 6zelligi, Binet formiilleri kullanilarak elde edilebilir.
Teorem 3.4.2. m, n herhangi iki tamsay1 olmak iizere, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas

sayilari igin
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) Ju41=2"—Jn

b) Jo-1+Jp =271

©) Jntr1=Jn+2n-1 =2+ (D"
d) jn+1 = 2jn —3(=D"

€) Jjn=Jn+1+ 201

) 3/ +jn=2""

9) Jm-n = (=2)"Umjn = Jmsn)

(Horadam, 1996).

Ispat: a ve b seceneklerini Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilarinin Binet formiillerini

kullanarak ispatlayalim. Diger esitlikler de benzer sekilde gosterilir.
a)

2n+1 i (_1)n+1 . 3.2 2N 4 (_1)11

Jn+1 = 3 = 3
S 320 (2r— (-1
rF_. 48 3
=2" —/n

olup ispat tamamlanmis olur. m
b)

2n—1 _ (_1)11—1 N 2n _ (_1)11
3 3

Jn-1tn =

A A G VLE A GOk
B 3

2n~1 4 2n
B 3

— Zn—l

20



olup ispat tamamlanmis olur.m
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4. ARASTIRMA VE BULGULAR

4.1. Pell Sayilarinda Yeni Tekrarh Bagintilar

Pell sayilari, iiggenin kdselerine ve her bir koseye denk gelecek sekilde saat yoniinde
ilerleyerek Sekil 4.1. deki gibi yerlestirilebilir.

A0, 5 70, 985 13860, ...

C 2, 29 408, 5741, 80782, __. B 1.12 169, 2378. 33461, ...

Sekil 4.1. Uggenin koselerine dizilen Pell sayilart

Uggenin koselerinden herhangi birine denk gelen sayilar arasindaki iliski ilk iki terim
hari¢ bir terim kendisinden onceki ilk iki terimin swras1 ile 14 ve 1 ile carpilip

toplanmasiyla bulunabilir. Gergekten de A kosesindeki terimler incelendiginde
13860 = 985.14 + 1.70 esitligini sagladig: gortliir.

Ayni islemleri dortgen icin de asagidaki Sekil 4.2. deki gibi yaptigimizda

D 5,169, 5741, 195025, .. A0, 12, 408, 13860, ...

C2.70.2378 80782, ... B 1.29 985, 33461. ...

Sekil 4.2. Dortgenin koselerine dizilen Pell sayilar
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Dortgende de ilk iki terim hari¢ herhangi bir terim kendisinden 6nceki ilk iki terimin sirasi
ile 34 ve -1 ile ¢arpilip toplanmasiyla bulunabilir. Gergekten de B kosesindeki terimler
incelendiginde

985.34 — 1.29 = 33461 esitligini sagladig1 goriiliir.

Bu islemler nokta, dogru pargasi ve diger bazi ¢okgenler igin tekrarlandiginda Tablo 4.1.
deki sonugclar elde edildi.

Tablo 4.1. Her biri gokgen i¢in kullanilan sayilarin sirali ikilileri

Nokta Dogru Ucgen Dortgen Besgen  Altigen  Yedigen
parg.
(2,1) (6,-1) (14,1) (34,-1) (82,1) (198,-1)  (478,1)

Tablo 4.1. de birinci bilesenler incelendiginde {2, 6, 14, 34, 82, 198, 478, ...} Pell-Lucas
say1 dizisinin sayilar1 oldugu goriiliir. Burada bir n-gende kullanilan Pell-Lucas sayisina

Q,, denirse; tiggende Q5, dortgende Q,, ... benzer sekilde n-gende Q,, olur.
Ikinci bilesenlere denk gelen sayi dizisinin sayilan {1,— 1,1, -1, 1, —1, 1, —1, ... }’dir.

Bundan sonra ¢alismaya, elde edilen bagintinin n-gene genellestirilmesiyle devam edildi.
Bunun i¢in Ag, A1, A2, Asz,..., A,_1 seklinde n-genin koseleri saat yoniinde ilerleyerek

isimlendirildi.

AO Po: Pni Poni Pan, oo I:)(m—l)n

A1 Py Prig Ponsa Pansg, -

Az P3 Pnis Ponso Pansas -

/7
/7

Ak P Poiio Panio Pansko -

Sekil 4.3. Bir n-genin koselerine dizilen Pell sayilart
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Sekil 4.3. te Ay kosesine denk gelen m. terim P ;4 )4k 0Olup asagidaki Teorem 4.1.1.

de esiti bulunmustur.

Teorem 4.1.1. P, Pell sayisi, Q,, Pell-Lucas sayis1 olmak tizere n > 2 ve n € N igin bir

n-gende A, kosesine denk gelen m. terim

Pn-vn+k = Pim-2n+k@n — (CD"Pm_z)n+k
bagintisiyla elde edilir.
Ispat: Esitligin sag tarafini kullanarak sol tarafini elde edecegiz.

Bagintinin sag tarafinda Pell ve Pell-Lucas sayilarimin Binet formiillerini yerine

yazalim.

P(m—Z)n+an - (_1)np(m—3)n+k

a(m—z)n+k r ﬁ(m—z)n+k (m-3)n+k _ ﬁ(m—3)n+k
= a4+ M) — (—1D)™
2 ; (@ + ™) — (~1) e
B a(m—l)n+k _ 'B(m—l)n+k N a(m—z)n+k_ﬁn an_'g(m—z)n+k
B a—p a—p a—p

(_1)n. a(m—3)n+k N (_1)n"3(m—3)n+k
a—p a—p

_ a(m—l)n+k _ ﬁ(m—l)n+k N a(m—3)n+k anﬁn _ (_1)71
a—p a—p

_ﬁ(m—S)n+k lgnan — (_1)n
a—p
a.f = —1 oldugundan

a(m—l)n+k _ ﬁ(m—l)n+k

a—p

+ a(m—3)n+k ((_1)n — (_1)n)

a—p
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mezmmek (D= (D"
_B( 3) k< oy )

a(m—l)n+k _ 'B(m—l)n+k

a—p

= Pan—1)n+k
esitligi elde edilip ispat tamamlanmis olur.m
Yukarida Teorem 4.1.1. de elde ettigimiz baginti
k = 0 igin
Pin-1n = Pan-2nQn — (=1)"P(m-3)n (4.1)
olur.
(4.1)’deki bagintida n tek say1 olmak iizere
m = 3ig¢in P,, = P,Q,, + P, (P, = 0 oldugundan)
P,, = B,Q, (Teorem 3.2.2. den)
m = 4i¢in P3, = P,,Q, + P,
P3p = B (Q7 + 1)
m=5i¢in P, = P3,Q, + Py,
Pip = P(Qi + D)Qy + Qs
Pan = Po(Q5 +2Q7)
m=6ic¢in Ps, = P;,,Q,, + P53,
Psp = B(Q5 + 20,000 + B Q7 + 1)

Ps, = Pn(Q;{ + 3Q1€ + 1)
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olur.
Benzer sekilde,

Pen = P,(Qr + 4Q5 +3Qn)

Prn = Py(Q +5Q7 + 6Q7 + 1)

Pgn = P, (Q7 + 6Q7 + 10Q; + 4Qy)

Pon = P (QR + 7Q7 + 15Q5 + 10Q7 + 1)
elde edilir.

Yukarida elde ettigimiz B, seklindeki Pell sayilar i¢in Q,, lerin derecesi m — 1 ile

baslayip ikiser ikiser azalmaktadir.

Sekil 4.4. Pascal Ucgeni

Ayrica Py, P3y, Pan,-.., Pop NIN katsayilar incelendiginde Sekil 4.4.deki gibi c¢apraz

duruyor. Pascal iiggeninde her bir sayinin kombinasyon olarak bir esiti vardir.

Ornegin: Py, deki katsayilar 1, 7, 15, 10, 1 olup
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=0 =) 5O 0-0) 1-()

seklinde yazilabilir. Kombinasyonlarin {ist satirindaki dogal sayilar birer azalirken, alt

satirindaki dogal sayilar birer artmaktadir.

O halde B,,,, deki ilk katsay1 (mo—l) ile baglar ve (ml—Z)’ (m2—3)' (m3—4), e (?__f

seklinde devam eder.

Buradan n tek tamsay1 olmak tizere,

/2m—3—(—1)m
)
m—t—1

mn—n|\ ("7, e )

esitligi elde edilir.
Eger n ¢ift tamsay1 ise

2m-3-(-1)™

4
m—t—l)

Pmn=Pnk tzo o (", m)

seklindedir.
Bu iki bagintiy1 birlestirirsek asagidaki Teorem 4.1.2. deki baginti elde edilir.

Teorem 4.1.2. Bir n- gende Pell sayilar saat yoniinde her koseye bir say1 denk gelecek

sekilde yerlestirildiginde A, kosesine denk gelen sayilar arasinda m € Z* olmak iizere,
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2m-3—-(-1)™
4

m—t—1
Pon = Pnl Z (_1)(n+1)t ( ) 771n—2t—1 |

t
=0 /

bagintis1 vardir.
Ispat: Tiimevarim yontemi ile ispatlarsak

m = 1 i¢in

P=P, (i(—l)(n“)ﬁ () Q;Zf) = p, (-0 () @)
t=0

olur. m = 1 igin dogrudur.

m = 2 i¢in

(Yo () o) < (0 () o)
t=0

= P,0Q, (Teorem 3.2.2. den)

= Py
olur. m = 2 igin de dogrudur.
k = 3 olmak lizere m = k igin
2k-3—(-1)k
: k—t—1
Po=Bu| D D (FT T gl | 42
t=0
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dogru olsun.

m=k+ 1igin

t=0

(Zkl(l)k“ \‘
- k—t
P(k+1)n = pn\ z (_1)(n+1)t ( . ) Q,I,f_Zt/

dogru mudur?
Bunun igin (4.1)’deki bagmtiy1 kullanirsak

Piesnyn = Pen@n — (D" Pr—1yn
olur.
Bu bagintinin sag tarafina (4.2)’deki esitligi yazarsak
P(k+1)n = PrnQn — (_l)nP(k—l)n

2k-3—(=1)k
)

=n| Y e (FTIT ) gpaet | g,

L& T
oY e (V777 ,’:-ZHW
\ J

t
t=0

olur.

k = 2r olsun,

r—1
=P, <Z(_1)(n+1)t (Zr _tt - 1) TZLT—2t>
t=0

29



r—1
2r—t—2
+P, (Z(_l)(n+1)(t+1) ( t ) 72Lr—2t—2)
t=0

2r—1 2r —2 2r—3
=P"[( 0 )’%r+(_1)n+1< 1 )TZ‘HJ”( 2 )Qrzlr_4+"'

+ (_1)(n+1)(r—1) ( r )Qrzl + (_1)n+1 <2r - 2) Tzlr—z
r—1 0

2r—3 T
2r—4 _1\(n+1)(r-1) 2
(7 )ert e+ - (1,)e

()

esitligi elde edilir.
Buradan,
n—1 n—1 n
( T )+<r—1)_(r)
Pascal esitligi kullanilarak

2r—1 2r—2
=Pn( %T+(_1)TL+1( 1 ) %T—Z +< 2 )Q%T—‘l-_l__“

r+1
+ (_1)(n+1)(r—1) (r N 1) Q% + (_1)(n+1)r>

r
2r—t
_ PH(Z(_DWHM( - %r_2t>
t=0

2k-1-(-1)k*1
4

=P, Z (—1)m+Dt (k ; t) k=2t

t=0

elde edilir.

k = 2r — 1 olsun
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r—1
2r—t—2
— Pn (Z)(_l)(n+1)t ( . ) 121T—2t—1>
t=
= 2r—t—3
r — —
+P, (Z(_l)(n+1)(t+1) ( t ) Qrzlr—zt—s)

t=0

2r—2 2r—3 2r — 4
=P”<( 0 )Q’Z‘r_“r(_l)nﬂ( 1 )’%HJr( 2 )Q'zlr_SJ'"'

r—1 2r —3
+ (=1)(+D0-1) (r _ 1) Q, + (—1)"*1 ( 0 ) 2r-3

<2r—4

" ) QTS 4 -+ (=)D (r _ 1) Qn)

r—2
esitligi elde edilir.

Buradan,

("7 )G =0

Pascal esitligi kullanilarak

2r—3

=P, [Qrzlr—1 + (=)t (Zr B 2) 2r-3 4 ( ,

1 )Q%T—5+...

+ (e (7 )

r—1
2r—t—1
— Pn (Z(_l)(n+1)t ( , ) %T—Zt—l)
t=0

2k—1—(—1)k+1
4

=P, Z (—1)m+Dt (k ; t) k=2t

t=0

elde edilir.
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O halde m = k + 1 i¢in de dogrudur. Ispat tamamlanmis olur. m

Sonug olarak; m,n € Z* olmak lizere Teorem 4.1.2. deki bagint1 Pell sayilar i¢in elde

edilmis genel bir bagintidir.

Teorem 4.1.3. Q,, Pell-Lucas sayis1 olmak iizere n > 2 ven € N igin bir n-gende A

kosesine denk gelen m. terim
Q(m—l)n+k = Q(m—z)n+an - (_1)nQ(m—3)n+k
bagintisiyla elde edilir.

Ispat: Bagintida esitligin sag tarafim1 kullanarak sol tarafin1 elde edecegiz. Bunun igin

esitligin sag tarafinda Pell-Lucas sayilariin Binet formiiliinii yerine yazalim.
Qm-2)n+kQn = (=D Qm-zynsx = (a7 + pm=2nti)(gn 4 gm)
_(_1)n(a(m—3)n+k +'B(m—3)n+k)

— a(m—l)n+k + B(m—l)n+k + a(m—z)n+kﬁn + anﬁ(m—z)nﬂc

_ (_1)n(a(m—3)n+k + ’B(m—B)n+k)

— a(m—l)n+k + ﬁ(m—l)n+k + (aﬁ)n(a(m—3)n+k + ﬁ(m—B)n+k)

_ (_1)n(a(m—3)n+k + ﬂ(m—3)n+k)
af = —1 oldugundan esitlikte yerine yazilirsa

— a(m—l)n+k + 'B(m—l)n+k + (_1)n(a(m—3)n+k + ‘B(m—3)n+k)

_ (_1)n(a(m—3)n+k + ﬁ(m—3)n+k)

— a(m—l)n+k + 'B(m—l)n+k

= Q(m—l)n+k

esitligi elde edilip ispat tamamlanmis olur. m

32



4.2. Jacobsthal Sayilarinda Yeni Tekrarh Bagintilar

Jacobsthal sayilar1 da Pell sayilarina benzer sekilde tiggen, dortgen, ..., n-genin kdselerine
her bir koseye bir say1 denk gelecek sekilde saat yoniinde ilerleyerek yerlestirildiginde bu

koselere denk gelen sayilar arasinda da bagintilar bulundu.
Teorem 4.2.1. ], Jacobsthal sayisi, j, Jacobsthal-Lucas sayisi olmak iizere n > 2 ve
n € N i¢in bir n-gende A kosesine denk gelen m. terim
Jom=n+k = Jm-2n+1dn — (=2)Jm-3)n+k
bagintistyla elde edilir.

Ispat: Bagintida esitligin sag tarafin1 kullanarak sol tarafim elde edecegiz. Bunun igin
esitligin sag tarafinda Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilarinin Binet formiiliinii yerine

yazalim.

(m-2)n+k _ (_1\(m-2)n+k
2 (-1)
3

](m—z)n+kjn - (_Z)n](m—3)n+k = ( > (Zn + (_1)71)

2(m—3)n+k _ (_1)(m—3)n+k
~(-2)"
3

2(m—1)n+k _ (_1)(m—1)n+k (_1)n2(m—2)n+k _ Zn(_l)(m—z)n+k
+
3 3

(_1)n2(m—2)n+k _ zn(_l)(m—z)n+k
3

2(m—1)n+k _ (_1)(m—1)n+k

B 3

= Jim-Dn+k

esitligi elde edilip ispat tamamlanmis olur.m
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Teorem 4.2.2. j, Jacobsthal-Lucas sayis1 olmak iizere n > 2 ve n € N igin bir n-gende

A, kosesine denk gelen m. terim
j(m—l)n+k = j(m—z)n+kjn - (_Z)nj(m—3)n+k
bagintisiyla elde edilir.

Ispat: Bunun icin esitligin sag tarafinda Jacobsthal-Lucas sayilarinin Binet formiiliinii

yerine yazalim.

em-zmein = (—2 M amogma = (20D 4 (~1)DRHY 7 4 (—1)7)
—(=2)n(2m=3mtk 4 (—1)m=3)n+k)

— 2(m—1)n+k + (_1)(m—1)n+k + (_1)(m—2)n+k2n 4+ (_1)n2(m—2)n+k
_(—1)m=2ntkpn _ (_1)ynp(m-2ntk

= 2m-Dntk 4 (_1)(m-Dn+k

= Jm-Dn+k

esitligi elde edilip ispatlanmigtir.m
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5. SONUC ve ONERILER

Bu calismada Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal-Lucas sayilar1 g¢okgenlerin
koselerine saat yoniinde yerlestirildi. Bu sayillarin n > 2, n € N igin bir tiggende,
dortgende,... n —gende A, kdsesine denk gelen m. terimi veren bagntilar bulundu. Oneri
olarak her bir koseye denk gelen terimler arasinda yeni bagmtilar bulunup bu bagintilar

arasinda yeni bulgulara ulasilabilir.
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