T.C.
ERZINCAN BINALI YILDIRIM UNIiVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZI

REEL KUATERNIYONLARIN HAMILTON MATRISLERININ
SPINORLAR ILE iFADESI

Emrah YILDIRIM

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Tiilay ERISIR

MATEMATIK
ANABILIiM DALI

ERZINCAN
2020
Her Hakki Sakhdir.



Bilimsel Etige Uygunluk Sayfas

“Reel Kuaterniyonlarin Hamilton Matrislerinin Spinorlar ile lfadesi” isimli “Yiksek
Lisans” tezim tarafimca intihal tespit programi ile incelenmistir. Buna gore tezimde
bilimsel etik ihlali ve intihal olarak nitelendirilebilecek herhangi bir durum
olmadigim taahhit ederim.

Bu ¢aligmadaki tim bilgilerin, akademik ve etik kurallara uygun bir bigimde elde
edildigini; ayn1 zamanda bu kural ve davraniglarin gerektirdigi gibi, bu galismanin
oziinde olmayan tim materyal ve sonuglarn tam olarak aktardigimi ve referans

gosterdigimi beyan ederim. 05/08/2020

Emrah YILDIRIM



OZET

Yiksek Lisans Tezi

REEL KUATERNiYONLARIN HAMILTON MATRISLERININ SPINORLAR
iLE IFADESI

Emrah YILDIRIM

Erzincan Binali Yildirim Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damigman: Dr. Ogr. Uyesi Tiilay ERISIR

Bu tez bes béliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismia ayrilmistir. ikinci béliimde,
reel kuaterniyonlar ve spinorlar ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir. Ugiincii
boliimde, bu tezin temelini olusturan reel kuaterniyonlarin Hamilton matrisleri tanitilmistir ve
bu matrisler ile ilgili baz1 tamim ve teoremler ifade edilmistir. Ayrica spinorlarin reel
kuaterniyonlar ile iligskisinden kisaca bahsedilmistir.

Dordiincii boliim bu tezin orjinal kismini olusturmaktadir. Bu boliim ii¢ alt basliktan
olusmaktadir. Oncelikle reel kuaterniyonlar ile spinorlar arasinda bir déniisiim verielerek bu
donisiimiin  baz1  6zellikleri incelenmgtir. Daha sonra, reel kuaterniyonlarin Hamilton
operatorlerine karsilik gelen Hamilton matrislerinin spinor matrisleri ile ifadesi verilmistir.
Ayrica, Hamilton matrisleri ile iliskili spinor matrislerinin bazi &zellikleri incelenmistir.
Ugiincii alt baghkta ise reel kuaterniyonlarmn Hamilton matrislerine karsilik gelen spinor
matrislerinin 6zdeger ve 6zvektorleri hakkinda bazi teorem ve sonuglar verilmistir. Beginci

boliim ise sonug ve Oneriler kismina ayrilmistir.
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This thesis consists of five section. The first section has been designated for introduction. In
the second section, the basic definitons and theorems interested in real quaternions and
spinors have been given. In the third chapter, Hamilton matrices of real quaternions which
form the basis of this thesis have been introduced and some definitons and theorems
interested in these matrices have been expressed. Moreover, the relationship between real
quaternions and spinors have been briefly mentioned.

The fourth section constitutes the original part of this thesis. This section has three
subsections. Firstly, a transformation between real quaternions and spinors has been given
and some properties of this transformation have been analyzed. Moreover, the representation
with spinor matrices of Hamilton matrices corresponding to Hamilton operators of real
quaternions has been given. Then, some properties of spinor matrices related with Hamilton
matrices of real quaternions have been obtained. In the third subsection, some theorems and
conclusions about the eigenvalues and eigenvectors of these spinor matrices corresponding
to Hamilton matrices of real quaternions have been given. The fifth section has been

designated for conclusion and propositions.
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1. GIRIS

Kuaterniyonlar (dérdeyler) ilk olarak 1843 yilinda irlandali Matematik¢i Hamilton
tarafindan tanmitilmistir (Hamilton, 1853). Hamilton’un amaci kompleks sayilari
genellestirerek yeni bir say1 sistemi elde etmekti. Bu amacla, Hamilton yeni bir ¢arpma
islemini vektor cebirine dahil ederek, boliimiin de miimkiin olabilecegi, kuaterniyonlari
elde etmistir. Dolayisiyla kuaterniyonlar bir bolim cebiridir. Hatta kesfedilmis ilk
boliim cebiridir (Hacisalihoglu, 1983; Kantar ve Solodovnikov, 1989). Reel

kuaterniyonlar ciimlesi / ile gosterilmek iizere

H ={q=0,+iq, + jo, + kg, | 0,0,,0,,0; € K}

olacak sekilde tanimlanir. Buradan goriildiigii lizere bir kuaterniyon biri skaler digeri

vektorel olmak iizere iki bilesenin toplamindan olusur. Burada i, j,k imajiner birimler

olmak iizere bu birimler arasindaki iligkiler

ixi=jxj=kxk=-1

ve

ixj=—jxi=k, jxk=-kxj=i, ixj=—jxi=k

seklindedir (Hamilton, 1899; Hacisalihoglu, 1983). Buradan goriildigii tizere reel
kuaterniyonlarda ¢arpma igleminin degisme 6zelligi yoktur. Ayrica kuaterniyon ¢arpimi
skaler ile carpma, Oklidyen i¢ carpim ve vektdrel carprmin bir kombinasyonudur.
Boylece, reel kuaterniyonlar ciimlesi, kompleks sayilar ciimlesi lizerinde iki boyutlu bir

vektor uzayi olup reel sayilar climlesi lizerinde dort boyutlu bir vektor uzayidir.

Gilinlimiizde birgok bilim dalinda matrisler kullanilmakta olup biiyiik bir 6neme sahiptir.

Bu sebeple matrislerin kuaterniyonlarla iliskisi ¢cok fazla dikkat ¢cekmistir. Kuaterniyon



carpimi degismeli olmadigindan kuaterniyonun diger bir kuaterniyon ile sagdan carpimi
ile soldan carpimi birbirine esit degildir. Bu iki ayr1 carpim ile birlikte kuaterniyonlar
4% 4 tipinde matrisler ile bir doniisiim sayesinde eslestirilmistir. Boylece sol ¢arpim ile
bir kuaterniyonun sol matris gosterimi, sag carpim ile bir kuaterniyonun sag matris
gosterimi ifade edilir. Bu matris gosterimlerine reel kuaterniyonlarim Hamilton
operatorlerine karsilik gelen Hamilton matrisleri denir. (Artman, 1988; Ward, 1997).
Diger taraftan elemanlar1 kuaterniyonlardan olusan matrisler ile ilgili ¢ok fazla ¢alisma
yapilmustir. Kuaterniyonlar ile ilgili yapilan ¢alismalar 1936 yilina kadar dayanir. Wolf,
elemanlar1 reel kuaterniyonlardan olusan matrisler i¢in benzerlik kavramini vermistir
(Wolf, 1936). Daha sonra kuaterniyon matrislerinin 6zdegeri ve kdsegenlestirilmesi ile
ilgili Lee tarafindan bir ¢alisma yapilmistir (Lee, 1949). Ayrica, Brenner kare olmak
tizere her kuaterniyon matrisinin bir karakteristik kokii oldugunu ve ek olarak benzer
matrislerin ayni karakteristik koke sahip oldugunu goéstermistir (Brenner, 1951).
Kuterniyon matrisleri ile ilgili yapilan en 6nemli ¢alismalardan biri Zhang tarafindan
verilmistir (Zhang, 1997). Zhang calismasinda kuaterniyon matrisleri ile ilgili bilinen

sonuclara ek olarak yeni ispatlar vermistir.

1843 yilinda Hamilton’un tanitmasiyla kuaterniyonlar giinlimiize gelene kadar kendine
bir¢cok kullanim alani bulmustur. Geometri ve cebir disinda miihendislik alanlarinda da
bliylik kolayliklar saglayan kuaterniyonlar giiniimiiz teknolojisinin matematiginde de
biliyiik oneme sahiptir. Bilgisayar grafikleri, fizik, mekanik, kinematik, bilgisayar
oyunlari, animasyonlar, digital goriintiileme alanlarinda da kullanim siklig1 fazladir
(Vince, 1978; Ickes, 1970). Geometride ise 6zellikle 3-boyutlu uzayda cisimlerin donme
ve yonelmesinin temsilinde kuaterniyonlar biiylik bir 6neme sahiptir (Shepperd, 1978;
Meister, 2005). Fizikte de kuaterniyonlar birgok kullanim alanina sahiptir. Kompleks
sayillarin mekanik ve elektriksel uygulamalarinda, 6zellikle de devre analizlerinde
kullanilmast iki boyutlu oldugu i¢in uygulamalara sinirlandirma getirmektedir. 3-
boyutlu uygulamalarda ise vektorlerin bazi uygulamalarda yetersiz kaldig1 durumlarda
kuaterniyonlar uygulamalara dordiincii bir boyut kattigindan, biiylik kolaylik
saglamaktadir. Kuaterniyonlarin fizikte uygulama buldugu alanlardan en Onemlisi de
Einstein’in 6zel ve genel rolativite teorileridir. Kuantum mekaniginde de elektron
spinini tanimlarken kuaterniyonlar kullanilmaktadir. Bir spinor iizerinde islem yapan

kuantum operatorleri, 2x2 matrislerin kuaterniyonlarla iliskisi goz Oniine alinarak



kuaterniyonlarla gosterilebilir. Bu yaklagim yardimiyla spinorlarin matematiksel
formiilii 1930°da B. L. Van der Waerdan tarafindan gelistirilmistir. Fiziksel olarak
elektron spininin taniminit yapmak icin spinor esitliklerini 1927°de Pauli ve 1938’de

Dirac gostermistir.

Spinorlarin en genel matematiksel formu basit gruplarin lineer gosterimleri arastirilirken
Cartan (1913) tarafindan gelistirilmistir. Geometrik anlamda ise spinorlar1 ilk kez
tanitan yine Cartan olmustur (Cartan, 1966). Cartan (1966) bu ¢alismasinda spinorlarin
sadece geometrik tanimini vererek spinor teorisini geometrik olarak gelistirmistir. Daha
sonra Torres del Castillo ve Barrales (2004) tarafindan ii¢ boyutlu Oklid uzayinda
egrilerin Frenet vektorleri g6z Oniine alinarak egrilerin spinor formiilasyonu verilmistir.
Bu calisma diferansiyel geometride egri teorisi ile spinorlar arasinda kurulan iliski i¢in
onemli bir ¢alismadir. Bu ¢alismadan yola ¢ikarak Kisi ve Tosun (2015) ii¢ boyutlu
Oklid uzayimda verilen yonlendirilmis bir yiizeyin Darboux catisinin arasindaki iliskinin
spinor denklemini vermistir. Ayrica, bir diger ¢alismada, yine ii¢ boyutlu Oklid
uzayinda egrilerin spinor Bishop denklemleri elde edilmistir (Unal vd., 2013). Bu
calismadan yola ¢ikarak Erisir vd. {i¢ boyutlu Minkowski uzayinda egrilere karsilik
gelen ve onlarin hiperbolik spinor olarak adlandirdiklar1 spinorlart tanitmistir (Erisir
vd., 2015; Ketenci vd., 2015; Balc1 vd., 2015). Daha sonra Erisir ve Kardag Oklid

uzayinda Involiit-Evoliit egrilerin spinor formiilasyonunu vermistir.

SU (2)nin bir bazi olan Pauli matrisleri ile iki kompleks bilesene sahip olan spinorlar

cebiri ii¢ boyutlu reel uzayda donmelerin giizel bir ifadesinin verilmesini saglar. Bu
baglamda Vivarelli (1984) kuaterniyonlar ile spinorlar arasinda yeni bir iligki kurarak
kuaterniyon kinematigini spinorlar ile ifade etmistir. Vivarelli’nin g¢alismasinda
spinorlar ile reel kuaterniyonlar arasinda birebir ve lineer bir iliski kurularak reel

kuaterniyonlar ile temsil edilen donmelerin spinor formiilasyonu ve dolayisiyla spinor

kinematigi elde edilmistir (Vivarelli, 1984). Diger taraftan Woit (2017) 50(3) ile

SU (2) arasinda bir iligki kurarak kuantum mekaniginde kuaterniyonlar ile spinorlari

incelemistir. Dechant (2013), calismasinda reel kuaterniyonlarla spinorlar arasindaki
izomorfizmi goz Oniine alarak kuaterniyonlarin 2x2 matrisler ile baslica bir ifadesini

elde etmistir. Yine Torres del Castillo (2003), bir ¢alismasinda reel kuaterniyonlarin ile



spinor matrisleri ile ifadesinden kisaca bahsetmistir. Tarakcioglu vd., reel
kuaterniyonlarla spinorlar arasindaki iliskiyi kullanarak split kutareniyonlarla hiperbolik
spinorlar arasinda iliski kurup Minkowski uzayinda donmelerin hiperbolik spinor

kinematigini elde etmistir (Tarak¢ioglu, 2018).

Bu tezin amaci reel kuaterniyonlarin Hamilton operatdrlerine karsilik gelen Hamilton
matrislerinin yeni ve daha kolay bir gosterimini elde etmektir. Bunun i¢in matematik ve
Ozellikle fizikte kullanim alanina sahip olan spinorlar kullanilmistir. Bu tezde dncelikle
spinorlar ve kuaterniyonlar arasindaki izomorfizm g6z Oniine alinarak reel
kuaterniyonlarin sag ve sol Hamilton matrislerine karsilik gelen spinor matrisleri
olusturulmustur. Kuaterniyon ¢arpimi degismeli olmadigindan iki kuaterniyon
carpimina karsilik gelen iki ayr1 Hamilton matrisine benzer olarak bu Hamilton
matrislerine karsilik gelen iki ayr1 spinor matrisi olusur. Bu matrisler spinor Hamilton
matrisleri olarak adlandirilmigtir. Bu sag ve sol spinor matrislerinin oncelikle bazi
ozellikleri verilmistir. Daha sonra bu spinor matrislerinin 6zdeger ve 6zvektorleri ile
ilgili baz1 teoremler ve sonuclar elde edilmistir. Boylelikle Hamilton matrisleri spinor

matrisleri ile ifade edilerek daha basit ve daha kolay bir gosterim elde edilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1.Kuaterniyonlar

Bu boliimde reel kuaterniyonlar ile ilgili tanim ve teoremler verilmistir.

Tamm 2.1. qy,0;,0,,0, € & olmak iizere bir q reel kuaterniyonu

q ={qo,q1,q2,q3}
veya
q:qo+iq1+jq2+kq3

seklinde tamimlanir. Burada 0,,0;,0,,0; € K reel sayilarma q reel kuaterniyonun

bilesenleri, i, j,K e R® birimlerine ise ii¢ boyutlu reel vektdr uzaymin baz vektorleri

denir. Bu baz vektorleri arasinda
i) ixi=jx j=kxk=-1,
i) ixj=k, jxk=i, kxi=j

i) jxi=—k, kxj=—i, ixk=—j

iliskileri mevcuttur. Reel kuaterniyonlar ctimlesi

H={qla=0,+i0, + jo, +kd;, 00,0, 0 R, i,jkeR}

seklinde gosterilir (Hacisalihoglu, 1983).

Ayrica q e H reel kuaterniyonun skaler kismi S, =, ve vektorel kismi



V, =iq, + jg, + kg, ile gosterilirse g reel kuaterniyonu
q=3S,+V,

seklinde yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.2. p,qe/ reel kuaterniyonu sadece vektorel kisimdan olusuyorsa
(q =q :Vq) g reel kuaterniyonuna piir kuaterniyon denir (Hacisalihoglu, 1983).

H  kuaterniyonlar ciimlesi lizerinde bazi cebirsel islemler asagidaki gibi verilebilir.

Tammm 2.3. p,qe A herhangi iki reel kuaterniyon olsun. p=S,+V,, q=S,+V,

olmak tizere A ciimlesi iizerinde toplama islemi,

@ HxH —>H
(p,q) - p@q:(sp+vp)@(sq +Vq)
(Sp+Sq)+(Vp +Vq)

veya p=p,+ip,+jp, +kp, ve g=q,+iq + g, +kg, olmak iizere bu iki reel

kuaterniyonun toplami

POA=(Po+0)+i(P+0)+i(P,+0,)+k(p;+0;)

seklinde tammlanir (Hacisalihoglu, 1983). Bu islem ile birlikte (A,®) ikilisi bir abel

grubudur. Bu isleme gore A kiimesinin etkisiz (birim) eleman:
(0,0,0,0)=0+i0+ jOo+kO
seklindeki sifir kuaterniyonudur (Hacisalihoglu, 1983).

Tammm 2.4. H reel kuaterniyonlar climlesi iizerinde skaler ile carpma islemi (dis
islem), q=S,+V, e H ve A€ R olmak tizere



O:RxH — H
(4,9) > 200=10(S,+V, ) =4S, + AV,

veya
iOq :ﬂv@(qo +iq1+ jqz +kq3):(/1qo)+i(/1q1)+ j(;tqz)"'k(ﬂqs)

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).
Ayrica A,ueR ve p,qeH olmak ilizere O:RxH — H dis islemi asagidaki
ozellikleri saglar:

) 20(p®q)=(10p)®(10q),
i) (A+1)0q=(10q)®(u00q),
iii) (Lu)0q=10(z0q),

iv) 169=q.
Boylece {H ,@,R’,+,.,®} altitli  sistemi  bir reel vektor wuzayidir. Ayrica
H=S, {1,i,j,k} oldugundan boy(H) =4 diir (Hacisalihoglu, 1983). Bundan sonra bu

uzay kisaca A ile ve kuaterniyonlardaki toplama ve skalerle ¢arpma iglemleri, sirasiyla,
"+" ve "." ile gosterilecektir.
Tammm 2.5. A reel kuaterniyonlar ciimlesi tizerinde, p,qe Z herhangi iki reel

kuaterniyonun kuaterniyon ¢arpimi;

< H xH — H
(p,q) = pxq

olarak tanimlanir. Burada p=p,+ip,+ jp, +kp, ve q=0q,+ig,+ ja, +kg, olmak

lizere,



Pxq = Pydy — (R0 + P,0, + Pss) +1(Polh + PG + P20; — Ps0,)
+ (Pl + P2y + Pslh — Py0s) + K(Pyds + Pyl + PG, — P,G,)

veya
p=S,+V, ve Qq=35,+V,
olmak lzere

Pxq=5,5, —(V,.V, )+ SV, +SV, +V, AV, (2.1)

seklindedir. Burada “ < : > »” Oklidyen i¢ ¢arpim ve “ A ” Oklidyen vektdrel carpimdir

(Vicci, 2001). Ayrica kuaterniyon ¢arpiminin asagidaki 6zelliklere sahip oldugu kolayca

goriilebilir.
)} Iki kuaterniyon ¢arpimi yine bir kuaterniyondur,
i) Kuaterniyon ¢arpimi birlesimlidir,
iii) Kuaterniyon ¢arpimi dagilimlidir.

Fakat kuaterniyon carpimi degisme Ozelligine sahip degildir. Bu ozellikler sayesinde
{H,®,R,+,.,0} sistemi bir birlesimli cebirdir. Bu cebire kuaterniyon cebiri denir ve

kisaca A ile gosterilir.

Onerme 2.1. p,qe A iki reel kuaterniyon goz oniine almsin. Ozel olarak bu iki reel
kuaterniyon sadece skaler kisimdan olusuyorsa (p=S,,q=S,) veya bu iki reel

kuaterniyonun vektorel kisimlari orantili (V, = AV,) ise
pPxg=0xp

esitligi gecerlidir. Dolayisiyla bu durumda kuaterniyon c¢arpimi degismeli olur

(Hacisalihoglu, 1983).



Tamm 2.6. p=S +V , q=S5, +V, € A herhangi iki reel kuaterniyon olsun. O halde
p=gq<S,=5, ve V, =V,

Onermesi gegerliyse bu sekilde tamimlanan bu iki reel kuaterniyona esittir denir

(Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.7. q=S,+V, € H reel kuaterniyonu verilsin

L H-> H
q—>q =S,-V,

seklinde tanimlanan isleme bir q reel kuaterniyonun eslenigi denir (Hacisalihoglu,
1983).
vp,qe A reel kuaterniyonu ve AeR reel sayisi igin eslenik islemi asagidaki

ozelliklere sahiptir.
) (p+a) =p +0q,
i) (pxq) =q"xp,
i) (a) =q,
iv) (29) =Aq",
V) q=S,eR ise q =q,
vi) =V, e R’ ise q" =—q,

vii) 8, =23 v ="



dir (Hacisalihoglu, 1983).

Ayrica (=0, +iq, + jg, + kd, € A reel kuaterniyonu igin
Axq" = (0 +1ig, + jol, +kd;) x (0, —ig, — jol, —ka)
=0 +0 +0; + 0
olmak tizere
qxq =q xq>0, q=0
gxq =q xq=0 < =0

dir.

Tanmm 2.8. Bir € A reel kuaterniyonun normu

N(): H— R
q— N(0) =axq" =1/q"xq = /0% + ¢2 + ¢ + 2

2.2)

esitligini saglayan N(q) reel sayisi ile tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.9. Bir q € 7 reel kuaterniyonu i¢in N(q) =1 ise q reel kuaterniyonuna birim
reel kuaterniyon denir (Hacisalihoglu, 1983).

Onerme 2.2. Vp,qe A icin

N(pxqg)=N(p)N(q)

esitligi saglanir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 2.10. Bir g € / reel kuaterniyonunun tersi

10



()" H-{0} - H-{0}
q (2.3)
N?(q)

40" =

islemi ile tanimlanir. Burada " reel kuaterniyonuna q reel kuaterniyonunun tersi

denir (Hacisalihoglu, 1983).

Onerme 2.3. V(€ A reel kuaterniyonu i¢in

g =0 xq=1
esitligi saglanir (Hacisalihoglu, 1983).
Onerme 2.4. Vp,qe H reel kuaterniyonlar1 i¢in
(pxq) " =q*xp*
esitligi saglanir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.11.V(q #0€ A reel kuaterniyonunun birimlestirilmesi (normlanis1)

(O _Gtig g, +kg,
N(@ g% +q? +q2 +02

seklinde tanimlanir. Burada r birim reel kuaterniyondur (Hacisalihoglu, 1983).
Tanim 2.11 da verilen r birim kuaterniyonunun reel eksen ile yaptigi a¢1 @ olsun. Bu

durumda r birim kuaterniyonu
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r=cos@+wsing

seklinde yazilir. Burada N(Q) # 0 olmak iizere

cosd = 2 zqo 2 2]
JO+62+02 +0]

Gingo NETE A
JO+62+0% +02

ve

W

V& + 0+

seklindedir. Ayrica burada W birim vektoriine r birim kuaterniyonunun ekseni denir
(Ward, 1997).

2.2. Spinorlar

Bu boliimde spinorlar ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

C*® ii¢ boyutlu kompleks vektdr uzayr olsun. Bu durumda X=(X,X,,X,)eC®
izotropik bir vektor olarak secilirse (x,x)=0 esitligi elde edilir. O halde
X2 +x.+x;=0 olur. C*® uzaymda izotropik vektdrler ciimlesi, C? uzayinda iki

boyutlu bir yiizeye karsilik gelir. Karsilik gelen bu iki boyutlu ylizey y;, ve 7,

tarafindan parametrelendirilirse
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X =7i-7;
X2=i(712+722)

X, =-2y17;

seklinde alinabilir. Burada i kompleks birim olmak iizere i’ =—1 ve 7,,y, € C dir. O

halde buradan

esitlikleri elde edilir. Buradan goriildiigii iizere; C* kompleks vektor uzaymda her bir

izotropik vektér, (y,,7,) ve (=7,,—7,) olacak sekilde C? uzayinda iki vektore karsilik

gelir. Tersine; C? uzaymda bu sekilde verilen her iki vektdre tek bir X izotropik
vektorii karsilik gelir. Cartan, bu sekilde tanimlanan ¥ = (,,7,) seklindeki iki boyutlu

komplek vektorleri spinor olarak isimlendirmistir (Cartan, 1966). Ayrica Cartan bir

spinorun eslenigini
y=iCy (2.4)

olarak vermistir. Cartan spinorlarin sadece iki boyutlu kompleks vektorler degil aym
zamanda ii¢ boyutlu komplex izotropik vektorlerin bir gosterimi oldugunu séylemistir

(Cartan, 1966).

R?, ii¢ boyutlu reel vektdr uzaymnda orjin etrafinda donmelerin grubu olan SO(S)
grubu ve 2x2 boyutlu iiniter matrisler grubu olan SU (2) grubu goz 6niine alinsin.
Bilindigi iizere SO(3) grubu, SU(2) grubuna homomorfiktir. SO(3) grubunun

elemanlar1 R® vektdr uzayindaki vektorleri hareket ettirirken SU (2) grubunun

elemanlart iki kompleks bilesenli vektorleri yani spinorlari hareket ettirir (Goldstein,

13



1980; Sattinger ve Weaver, 1986; Torres del Castillo ve Barrales, 2004). Bu

homomorfizm yardimiyla Torres del Castillo ve Barrales (2004), a+ib izotropik

71}
e

seklinde bir spinor ile eslestirmistir. Burada a,b e R® diir. Bilindigi iizere 2x2 boyutlu

vektoruni

<
Il
1

tiniter matrisler i¢in baz olusturan Pauli matrisleri

{o 1} {o —i} {1 o}
R= , P=. = (2.5)
10 i 0 0 -1

seklindedir. Torres del Castillo ve Barrales (2004) tarafindan Pauli matrisleri ve

0 1
C ={ 1 0} matrisi gdz Oniine alinarak

matrisleri elde edilmistir. Dolayisiyla a+ib e C* izotropik vektérii bir spinor denklemi

cinsinden
a+ib=y'oy

olarak yazilmustir. Ek olarak a,b e R® vektorleri ile ortagonal bir ¢ € R* vektorii goz

Onune alinirsa

c=-yoy

14



A\
n "

olarak verilmistir. Burada isareti bir y = {yl} spinorunun esi olmak tizere
2

y=-—Cy (2.6)

seklinde tanimlidir (Torres del Castillo ve Barrales , 2004).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boéliimde oncelikle reel kuaterniyonlarin Hamilton operatorlerine karsilik gelen
Hamilton matrislerinin baz1 6zellikleri verilmistir. Daha sonra Hamilton matrislerinin
Ozdeger ve 0z vektorlerinden kisaca bahsedilmistir. Ayrica, reel kuaterniyonlar ile

spinorlar arasinda baz iliskiler verilmistir.

3.1. Reel Kuaterniyonlarin Hamilton Operatérleri ve Ozellikleri

Tamm 3.1. ¢ =0, +1i0, + jg, + ko, € A herhangi bir reel kuaterniyon olsun. O halde

h*:H — H
p—>h"(p)=qxp G
lineer déniisiimii yardimiyla
h*(1)=(q, +iq, + jo, +ka, ) x 1 =q, +ig, + jg, + ka,
h* (i) =(0, +iq, + ja, +ka; ) xi =—q, +iq, + jo, —ka,
h*(J)=(a,+ig, + ja, +ka,)x j =-a, —iqg, + jo, + ka,
h* (k) = (0o +ig, + ja, +ka, ) xk =-q, +id, - jo, +ka,
esitlikleriile {1, j,k} bazina karsilik gelen matris
4 G 0, ]
ot s
18 G 4 Y |

seklindedir. Benzer sekilde =0, + 10, + jq, + K0, € A reel kuaterniyonu igin
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h (q):H—->H

p—h"(p)=pxq &9
lineer doniistimii ile
h™(1)=1x(q, +ig, + ja, + kg, ) = g, +iq, + ja, + ka,
h™(i)=ixq,+ig, + ja, + kg, =—q, +iq, — ja, + ka,
h™(§)=ix(0 +ig, + ja, +ka; ) = -0, +i0, + jo, —kg,
h™ (k) =kx(0q, +ig, + jg, + ka,) = —q, —iq, + jg, + ka,
esitlikleri yardimiyla {Li, j,k} bazina karsilik gelen matris
D % % -0
S
% 9 -G O

olarak bulunur. Burada H"(q) ve H (q) matrislerine q reel kuaterniyonun h™ ve h”

Hamilton operatorlerine karsilik gelen sol ve sag Hamilton matrisleri denir (Ward,
1997).

H kuaterniyonlar ciimlesi ile /M, , matrisleri climlesi arasinda
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Y:H—>M,,
%

o o q
q=0,+id, + ja, + kay = Y(d, +iq, + jo, +kgy)=|

2

U

seklinde bir doniisiim tanimlanirsa bu Y doniisiimii bir cebir izomorfizmidir. O halde

%

. . q
C]:qoﬁ'lql'i'J(:]2_+'kq\3E ql :Q

2

0

yazilabilir. Buradan tanimlanan bu izomorfizm yardimiyla p= p,+ip,+ jp, +kp, ve

=0, +10, + jd, + kg, reel kuaterniyonlarin kuaterniyon ¢arpiminin matris formu

qo po - ql p1 - qz pz - qs ps qo _ql _qz _q3 po
qx p= q1p0+qo pl_qs pz"'qz ps _ ql QO _qs qz pl
| Pyt O P TP~ %Py | |G G5 G G || P

q3 po - qZ p1 + ql p2 + qo ps q3 _qz Q1 qo p3
=H"(q)P

seklinde verilir (Ward, 1997). Burada Pe M, ,Y donisimi yardimiyla p reel

kuaterniyonuna karsilik gelen 4% 1 boyutlu matristir.

qo po - ql pl - qz pz - q3 p3 qo _ql _qz _qs po
D% = 0P +0o P, +0;P, — 0,05 _ G 9% 9 Q| B
- qz po - qs p1 - qo pz + q1 p3 qz _qs qo q1 pz

q3 po + qz p1 - q1 pz + qo p3 q3 qz _ql qo p3
=H ()P

18



esitligi verilir (Ward, 1997). Ayrica

qo _ql _qz _qs

ql qo _q3 qz 4
M = 0,9,9,,0, € Ry c R
qz q3 qo _Q1 | o )
q3 _qz q1 qo
olarak alinirsa
H :H—>M
q—>H"(q)

doniigiimii bir izomorfizmdir. Benzer sekilde

qo _ql _qz _qs

ql qo q3 _qz 4
N = 00,0y, 9,0, € Ry R
qz _q3 qo ql | v *
q3 qz _ql qO
olarak alinirsa
H:H->N

q—>H(q)

dontisiimii lineer izomorfizmdir (Ward, 1997). O halde asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 3.1. g € A birim kuaterniyon olmak iizere h* ve h™ operatdrlerinden iiretilen
H* ve H™ Hamilton matrisleri ortagonaldir (Ward, 1997).

Teorem 3.2. H® ve H~ Hamilton matrislerinin ¢arpimi degismelidir. Dolayisiyla
H*(q)H (p)=H (p)H"(q) esitligi vardir (Ward, 1997).
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Teorem 3.3. p,qe A herhangi iki reel kuaterniyon ve 1 e R olmak iizere H™ ve
H~ Hamilton matrisleri agagidaki 6zellikleri saglar;

i) p=g<H(P)=H"(@) < H (p)=H(9),
i) H'(p+q)=H"(p+H"(@), H (p+ag)=H (p)+H (0),
i) H (pxq)=H"(p)H (@), H (pxq)=H (@)H (p),

iv) H'(Aq)=AH"(q), H (Ap)=AH (), AeR,

v) det| H*(q)]=N*(), det|H (q)]=N?(q),

-1 -1
’ )

ViyH'(@")=(H"(@) . H@")=(H (@) . N()=0.

3.2 Hamilton Matrislerinin Ozdegerleri ve Ozvektorleri

Bu boliimde reel kuaterniyonlarin Hamilton operatdrlerine karsilik gelen sag ve sol

Hamilton matrislerinin baz1 6zellikleri ile 6zdeger ve 6zvektorleri verilecektir.

q=0,+10, + jg, +ka, € A herhangi bir reel kuaterniyon olsun. Bu durumda e 7

reel kuaterniyonu A, siitun matrisi olarak

do
0,

7

0;

q=0,+ig, + jg, +kg, =Q =

20



seklinde yazilabilir. O halde q =q,—ig,—jd,—kq, kuaterniyonu Qe reel

kuaterniyonun eslenigi olmak iizere reel kuaterniyonuna karsilik gelen siitun matris

w] [t 0o 0 0
~|-a| o -1 0 olg
75 g0 0 1 0]q,

~q,) [0 0 0 -1q,

seklindedir (Grob vd., 2001).

Simdi g =10, + jg, +Ka, reel kuaterniyonunun h* ve h~ Hamilton operatérlerine

karsilik gelen sol ve sag Hamilton matrisleri, sirastyla, H*(q) ve H™(q) olsun. O

halde bu matrisler arasinda

H (@)=C(H"(@) C

1 0 0 O
de . . 0 -1 0 O i
iliskisi mevcuttur. Burada "t" matrisin transpozudur ve C = 0 0 -1 0 dir
0 0 0 -1

(Grob vd., 2001). Ayrica H'(q) ve H(q) Hamilton matrisleri i¢in
H(@)=(H"(@) ve H(@")=(H (a)) esitlikleri gegerlidir (Grob vd., 2001). Simdi
q=1i0, + jq, +ka, reel kuaterniyonuna karsilik gelen sag ve sol Hamilton matrislerinin

ozdegerleri ve 6zvektorleri hesaplansin. O halde € A reel kuaterniyonunun H™(q)

ve H7(q) Hamilton matrisleri i¢in & # 0 olmak iizere
H"(q) $=49
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ve
H (q) $=19

esitliklerinden AeC ozdegerleri ve $#0eC * bzvektdrleri bulunabilir (Grob vd.,

2001). O halde asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 3.4. e H reel kuaterniyonuna karsilik gelen sol Hamilton matrisi, H™(q)
olsun. Bu durumda Hamilton matrisinin 6zdegerleri 4, =q,+IN(q) ve 4, =0, —IN(q)
dir. Burada q, g reel kuaterniyonunun vektorel kismidir (Grob vd., 2001).

Teorem 3.5. g€ A reel kuaterniyonuna karsihik gelen sol Hamilton matris, H™(q)

olmak iizere bu Hamilton matrislerinin 6zdegerleri 4, =q,+IN(q) ve 4, =0, —IN(q)
olsun. Bu durumda bu 6zdegerlere karsilik gelen 6z uzaylar, sirasiyla,

{H*(q)y‘yeC“} ve {H%h)y‘ye@“}

0

dir. Burada g =iN(q)e,+q ve h=-IN(q)e, +q olmak iizere q= % ve g = dir

2

0

o O o B+

(Grob vd., 2001).

3.3. Reel Kuaterniyonlar ve Spinorlar

Bu boéliimde, reel kuaterniyonlarin 2x2 kompleks matrisler ile ¢esitli gosterimleri
verilmistir. Ayrica reel kuaterniyonlarin spinorlar ile iligkisinden kisaca bahsedilmistir.

Bir g e & reel kuaterniyonu goz oniine alinsin. Bu durumda ¢ reel kuaterniyonu

Q=0 +ig, + jo, +ka, = (0, +iq, ) +( 0, +i0;) j
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olarak yazilirsa A ciimlesi
H={q=12+1,j, ,=0,+iq,, z,=0,+iq, e C}

seklinde elde edilir. Bu durumda q kuaterniyonu z,+2,j € C kompleks sayisi ile

eslestiginden A , C ye izomorftur denir (Ward, 1997; Hacisalihoglu, 1983).
0= 0o +ity + jo, +kd, = (dp +i0 ) +( 0, —i0,) |
olmak iizere
q=12+ jz2
olarak da yazilabilir. Bu durumda ise /7 kuaterniyonlar ciimlesi

H:{q:zl+jiz, Z,=0Q,+I0,, Ezzqz—iqgeC}

seklinde yazilabilir. Boylece A nin bir bazi {l, J} olur.

Ayrica =12, +2,] olarak alinirsa {1, j} bazina gore

T:H — Ham(H , H )
q—>Tq

dontlisimii Vg e A igin

Tq H —>H
p—>T,(p)=pxq
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seklinde tanimlansin. Bu doniisiim lineerdir. Bdylece bu lineer doniisiime bir matris

karsilik gelir. O halde =12, +2,je H
[ Ao +igy 0 +iqs}
-0, + iqz Qo — iql

seklinde 2% 2 kompleks matrisi elde edilir (Hacisalihoglu, 1983).

H kuaterniyonlar cebiri {1,i}, {1,j}, {1k},...... gibi bazlardan iiretilen sonsuz tane

alt cebir igerir (Delphenich, 2012).
Dolayistyla A kuaterniyonlar ciimlesi bircok baza gore yazilabilir. H , C? iizerinde

bir reel cebirdir. Dolayisiyla, {1, j} bazina gore bir reel kuaterniyon

q:qo+iq1+ jqz +kq3 = (qo+iq1)+( q2+iq3)j

olmak tizere =12,+2,] seklinde yazilabilir. Benzer sekilde {1,i} bazina gore bir reel

kuaterniyon
0 =0 +ity + ja, +Kdy = (0o + J0, ) +1 (0, + J0 )

olacak sekilde q =z, +iz, seklinde yazilabilir (Delphenich, 2012).

O halde bu iki alt cebirden yola ¢ikilarak, sirasiyla,

{ Qo +ig, 0, +iqs} ve {qw jo, -a,+ jqa}

—0Q, +ig; d, —iq, 0.+ % 9o~ JG,

kompleks matrisleri elde edilir (Delphenich, 2012).

Vivarelli, reel kuaterniyonlar ile spinor arasinda
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f:H->S
q—>9

seklinde birebir ve lineer bir iliski kurmustur (Vivarelli, 1984).

Burada,bu doniisiim sayesinde bir g kuaterniyonu bir ¢ spinoru ile

_ ) ) o q3+iq0
q— f(q)=f(q,+ig, + jg, +kg;) =@ = . (3.5)
0, +id,

seklinde vermistir (Vivarelli, 1984).
Simdi p,qe A iki reel kuaterniyon goz oniine alinsin. Bu durumda qx p kuaterniyon
carpimina karsilik gelen spinor matrisi

qxp—>H"(q)P —> —ipP (3.6)

olarak elde edilir. Burada P spinoru (3.5) denklemi yardimiyla p reel kuaterniyonuna

karsilik gelen spinor olmak tizere ¢ spinor matrisi

Q3 +iqo ql _iqz
Q= . . 3.7
|:q1 + |q2 _qs + |q0:| ( )

dir (Vivarelli, 1984). Bu durumda —ig Spinor matrisi

. C|0 - iq3 _qz - iql
—ip= ) . (3.8)
[% _|q1 qo +|Q3 }

olarak hesaplanir (Vivarelli, 1984; Torres del Castillo, 2013; Woit, 2017).
{1,i, j,k} kuaterniyon baz vektorleri bir izomorfizm vasitasiyla Pauli matrisleri

cinsinden

25



1 0| . . 0 - . . 0 -1 _ - 0
1-51= , 1 —>IP = , ]—IR, = , kK—IR, = _
01 i 0 1 0 0 i

seklinde yazilabilir. Bu durumda (3.8) spinor matrisi

0=y +i0 + Jd, + K0 = 0ol + G, (-1R) + 0, (~1F;) + G5 (-1F,)
_ |:qo _iqs -0, _iq1:|
0, _iQ1 Qo +iq3

elde edilir (Vivarelli, 1984; Woit, 2017).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliim tezin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu boliimde; reel kuaterniyonlar ve
spinorlar arasinda iliskiler goz ontine alinarak reel kuaterniyonlara karsilik gelen sag ve
sol Hamilton matrisleri, spinorlar cinsinden yazilmistir. Bu sag ve sol Hamilton
matrislerine karsilik gelen spinor matrisleri sirasiyla, sag ve sol Hamilton spinor
matrisleri olarak adlandirilmistir. Ayrica bu Hamilton spinor matrislerinin bazi
Ozellikleri verildikten sonra 6zdeger ve Ozvektorleri hesaplanmistir. Ek olarak bazi

sonugclar elde edilmistir.

4.1. Reel Kuaterniyonlarin Spinorlar ile ifadesi

Bu boliimde reel kuaterniyonlarin spinorlar ile ifadesi verilmistir. Ayrica reel

kuaterniyonlara karsilik gelen spinorlarin bazi cebirsel 6zellikleri elde edilmistir.

H reel kuaterniyonlar ciimlesi olmak iizere q=0,+iq, + jq,+kKg, € A reel

kuaterniyonu g6z oniine alinsin. O halde bu reel kuaterniyon {k, i} bazina gore

q =k (g, + jigy )+i (g, + jig,)

seklinde kolayca yazilabilir. Burada i= ji=-k olarak gz Oniine alinirsa ¢ reel

kuaterniyonu

q=k(0, +ig, )+i(q, +ia,) (4.1)

olarak elde edilir. Burada i* = —1 oldugundan kompleks birim olarak alinabilir. Bdylece
bir q=q,+1i0, + jq, +Ka, € A reel kuaterniyonu ¢, =0, +id, , @, =0, +iq, € C olacak

sekilde iki kompleks say1 cinsinden ifade edilebilir. O halde asagidaki tanim verilebilir.

Tanim 4.1. A kuaterniyonlar climlesi iki kompleks say1 cinsinden
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H:{q:k¢1+i¢2 | @ =0, +i0y, @, =0, +i0, EC} (4.2)

olacak sekilde tanimlanir.

Simdi ¢, =0, +iq,, 9, =0, +1q, € C kompleks sayilar1 ¢ .S spinorunu

¢:|:¢1}:|:q3+iqo}
@, | |G +ig,

seklinde olustursun. Bu durumda Vivarelli (1984) tarafindan da verilen kuaterniyonlar

ile spinorlar arasindaki doniisiim asagidaki gibi verilebilir.

q=0q,+iq, + Ja, +ka, € A reel kuaterniyonu ¢ € S spinoru ile eslestiren déniigiim

f:H->S

G5 +10, } (4.3)

q— f(a)=f(qg,+ig, + ja, + ka,) = ={ .
o 1 2 3) =@ 0, +i0,

olarak verilir.

Diger taraftan (4.1) denklemine benzer sekilde 0=0,+i0,+ jo, +ko, € A reel

kuaterniyonu {K,i} bazina gore sagdan ¢arpim ile

q=(05 +ig )k +(q, —iq, )i (4.9)

seklinde vyazilabilir. Burada i=ji=-k ve {#=-1 (jr. Boylece bir

q=0,+iq, + o, +Ka, € A reel kuaterniyonu (4.2) esitligine benzer olarak
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H:{q :(le"'(;zi @, =0, +idy, (;qul_iqz EC} (4.5)

seklinde tanimlanabilir. O halde (4.3) doniisiimiine benzer sekilde reel kuaterniyonlar

ve spinorlar i¢in

f..H—>S
ds +iqo} (4.6)

q%tMFJWNMkH%+mgz@={
ql _lqz

seklinde bir donilisiim tanimlanabilir.

Onerme 4.1. H kuaterniyonlar uzayr S spinorlar uzayina izomorftur.

Ispat: qe A reel kuaterniyonu ¢ spinoru ile (4.3) denklemindeki f:H — .S

+1
doniisimii ile f(qQ)ze= {qs _qo} seklinde eslessin. Bu durumda p,qe Z herhangi

1 2
iki reel kuaterniyon olmak tizere p+qe A kuaterniyonunun f doniisiimii altindaki
goruntuisu

f(p+q)=rp?+%)+K%+q”}

(p,+0,)+i(p, +0,)

yardimiyla

Py +ip, | [, +ig
(pra-[B0] fors

. = 1f(p)+T(q)
p, +ip, %+m}

olarak elde edilir. Ayrica A€ R ve qe H olmak ilizere Aq kuaterniyonu

Aq=2(0,)+i(Aq)+ i(4q,)+k(4q;)
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olarak bulunur. Bu durumda Aq kuaterniyonun f doniisiimii altindaki goriintiisii

f (29) = [ﬂqs +i/1qo}

AQ, + 40,

:z{%”ﬂ:m(q)

0, +iq,

elde edilir. Boylece f doniisimii R - lineerdir. C -lineer degildir.

Simdi f doniisiimiiniin birebir ve orten oldugu gosterilsin. Bunun igin p,qe A reel

kuaterniyonlari igin f (p) = f (q) olsun. Bu durumda

{pﬁipo}:[qgﬂqo}
Po+ip, | [ G +ig,
esitsigi elde edilir. Buradan iki matrisin esitliginden p,+ip, =0, +iq, ve

p, +ip, =0, +id, oldugu goriiliir. Dolayisiyla iki kompleks sayinin esitliginden p=q

bulunur. Boylece f doniislimii birebirdir. Son olarak ortenlige bakmak gerekirse

V{%} €S i¢in f(q)= {%} €S olacak sekilde 39 =Kk¢, +i@, € H vardir. O halde f

2 2

donisimii bir izomorfizmdir.

(4.3) dontisiimii ile verilen reel kuaterniyonlar ve spinorlar arasindaki iliskiden yola

cikilarak eslenik ile ilgili asagidaki tanim verilebilir.

Tamm 4.2. q=0,+iq, + jd,+Kg, € A bir reel kuaterniyon olmak iizere bu reel
kuaterniyon (4.3) doniisiimii yardimiyla @S spinoru ile eslessin. Bu durumda
@, =0, +i0,y, @, =0, +iq, € C olmak iizere asagidaki dort ayr1 eslenik tanimi verilebilir;
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(2]

:|€S spinorunun kompleks
2

i) g€ reel kuaterniyonuna karsilik gelen goz{

eslenigi é olmak {izere

®, 4, —10;
seklinde tanimlidir.

i) qe A reel kuaterniyonun g =q, —ig, — jo, —kg, kuaterniyon eslenigine karsilik

gelen spinor ¢~ olmak iizere

Q* _ _¢1 —_ q3 _IqO (48)
_¢2 ql + Iq2
seklindedir.

iii) Cartan (1966) tarafindan verilen (2.4) denklemindeki bir spinorun eslenigi goz

oniine alinirsa (€ / reel kuaterniyonuna karsilik gelen @ e.S spinorunun spinor

eslenigi ¢ olmak tizere

0 1]|e P i
cozi{ } ol o {‘“91} @9)
1 0o, | -] [T%~1%
esitligi ile tanimhidir.

iv) Torres del Castillo ve Barrales (2004) tarafindan verilen (2.5) denklemindeki bir

spinorun esi goéz Oniine almirsa 0 €/ reel kuaterniyonuna karsibik gelen e S

\2
spinorunun spinor esi ¢ olmak tizere
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J&{O 1} oul_| 2 =[‘ql+_iqﬂ (4.10)
-10 ®, 2] Y5 ~1G
seklinde tanimlidir.

O halde Tanim 4.2 gbz oniine alinirsa asagidaki dnerme verilebilir.

Onerme 4.2. q e A herhangi bir reel kuaterniyon olmak iizere bu kuaterniyona karsilik
gelen spinor ¢ olsun. ¢ spinorunun esi ve spinor eslenigi arasinda

iligkisi vardir.

Ispat: q e A herhangi bir reel kuaterniyon olmak iizere bu kuaterniyona karsilik gelen

0 1
spinor ¢ olsun. Ayrica C:{

2 O} ve C?’=-l, olmak iizere (4.9) ve (4.10)

denklemlerinden g?):iC(p ve C(ozg; oldugu goriiliir. Dolayisiyla @ =ig esitligi elde
edilir. Boylece ispat biter.

Simdi g reel kuaterniyonun normuna karsilik gelen spinor denklemi arastirilsin. Bu

durumda ¢, =, +iq,, @, =0, +i4, € C olmak iizere

_ — o - o
§Dt¢’:[¢1 ¢2:|Lol}:(p1¢1+(/)2¢2:qg+qi2+q22+q;

2

bulunur. O halde Tanim 2.7. den N(q) :qu +0f +92 +q7 olmak iizere N?(q) reel

sayisinin spinor denklemi (/7(/) == al(pl + (p?zgoz esitligi ile verilir. Bu durumda

NZ(p) > N(p) = ¢'

32



olmak iizere asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 4.1. q e A herhangi bir reel kuaterniyon olmak {iizere bu kuaterniyona karsilik
gelen spinor ¢ .S olsun. O halde g reel kuaterniyonun normuna karsilik gelen spinor
denklemi

N(p)=¢' C'p=ip'C'e (4.12)
seklindedir.

Ispat: q e A herhangi bir reel kuaterniyon olmak iizere bu kuaterniyona karsilik gelen
spinor ¢ S olsun. O halde asagidaki diizenlemeler yapilirsa

vt — —1[0 1] e i _
(?j Ct(":[_(oz ¢1:| d =00 T 0,0, :q§+q12+q22+q§ =N(p)
1 0| e,

ve

- t - - - t y
() C'p=i(iCp) C'p=—¢'C'C'p =0+ +a} + i = N(p)

elde edilir. Boylece ispat biter.

4.2. Hamilton Spinor Matrisleri

Bu boéliimde; reel kuaterniyonlarin Hamilton operatorlerine karsilik gelen 4%4 boyutlu
Hamilton matrisleri, Hamilton spinor matrisleri cinsinden ifade edilecektir.
Kuaterniyonlar cebirinde kuaterniyon carpimi degismeli olmadigindan sag ve sol
carpima karsilik gelen Hamilton matrisleri farklidir. Dolayistyla, bu bdliimde sag ve sol
Hamilton matrisleri i¢in ayr1 ayr1 sag ve sol Hamilton spinor matrisleri elde edilecektir.

Daha sonra bu spinor matrisleri i¢in bazi 6zellikler verilecektir.
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(4.2) ve (4.5) esitliklerinden bilindigi tlizere /A  kuaterniyonlar climlesi

@ =0,+iq,, @, =0,+iq, € C olmak iizere

H:{q = k‘ﬂ1+i(P2| P =0y +idy, @, =G, +i0, EC}

ve

H:{q:(plk"'azi @, =0, +idy, azqu_i% EC}

seklinde yazilabilir. Bu durumda (3.1) ve (3.3) denklemlerindeki operatorler birer lineer
doniistim oldugundan bu lineer doniisiimlere birer matris karsilik gelir. O halde

asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonug 4.2 q < A herhangi bir reel kuaterniyon q=Kg, +i¢, olarak géz oniine alinsin.

Burada ¢, =0, +id,, @, =0,+iq, € C dir. O halde bu reel kuaterniyonun sol Hamilton
matrisine karsilik gelen sol Hamilton spinor matrisi

qo _iqs _qz _iql
@ = ) . (4.12)
: [qz—lql qw%}

seklinde verilir.

Ispat: q=0,+iq,+ jo,+ka,€ A reel kuaterniyonu H=Sp{k,i} olmak iizere

=K@ +ip, olarak goz Oniine alinsin. O halde (3.1) denklemindeki Hamilton
operatorli goz Oniine alinirsa

h* (k) =(keg, +ig, ) xk =ke, xk +ip, xk

elde edilir. Burada ¢,k =k¢, ve @,k =K@, oldugu dikkate alinirsa
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h* (k) =kx(ke,)+ix(ke,) (4.13)

esitligi bulunur. Benzer sekilde

h* (i) =(ke, +ip,)xi =ke xi+ig,xi

bulunur. Burada ¢,i = ig, Ve @,i =ig, oldugu dikkate alinirsa
h (i) =kx(ke, ) +ix(-ke,) (4.14)
olarak bulunur. O halde (4.13) ve (4.14) denklemlerinin matris formu

l:_i (2] _ia’2:|
O =\ . —_
—lo, 1@,

olmak tzere

o = {qo _iqs _qz _iq1:|
: Q2 _iql qo +iqa

olarak bulunur. (4.12) denklemindeki ¢, matrisine qe Z reel kuaterniyonun sol

Hamilton matrisine karsilik gelen sol Hamilton spinor matrisi denir. Boylece ispat biter.

Ayrica (4.12) denklemindeki ¢, , sol Hamilton spinor matrisi i¢in

gxp—>H"(q)P—>epp
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yazilabilir. Burada p, p kuaterniyonuna f doniisiimii yardimiyla karsilik gelen

spinordur.

Sonu¢ 4.3. qe A herhangi bir reel kuaterniyon q=gk +472i olarak g6z Oniine

almsm. Burada ¢, =0, +iq,, g_oz =@, —iq, € C olmak tizere bu reel kuaterniyonun sag
Hamilton spinor matrisi

qo - iqs qz - iql
Pr = . . (4.15)
" {_qz _|q1 qo + 'qj

seklinde verilir.

Ispat: q=0,+iq,+ jo,+ka,€ A reel kuaterniyonu H=Sp{k,i} olmak iizere

q=¢@k+¢,i olarak goz oniine alinsin. O halde (3.4) denklemindeki Hamilton
operatorli yardimiyla

h (k) =kx(pk +@,i ) =kx gk +kxgp,i = (kg )xk + (kg )i (4.16)
ve benzer sekilde

h (i) =ix(gk+ i )= i x gk +ixp,i = (pk)xk+(-pk)xi (4.17)

bulunur. O halde (4.16) ve (4.17) denklemlerinin matris formu

{_i ¢ i, }
Pr=| — —
—lp, g
olmak lzere
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0 ={qo—i% qz—iql}
" _q2_iq1 qo"'iqs

olarak elde edilir. (4.15) denklemindeki ¢, matrisine q e A reel kuaterniyonun sag

Hamilton matrisine karsilik gelen sag Hamilton spinor matrisi denir. Boylece ispat

biter.

Ayrica (4.15) denklemindeki ¢, sag Hamilton spinor matrisi i¢in

pxq—>H™(q)P — ¢g,p.

yazilabilir. Burada p., f. doéniigiimii yardimiyla p kuaterniyonuna karsilik gelen

spinordur.

Sonuc¢ 4.4. ¢, ve ¢y, sirasiyla, q e A reel kuaterniyonuna karsilik gelen sol ve sag
Hamilton spinor matrisleri olsun. Bu durumda bu spinor matrisleri arasinda

O =@,

iliskisi vardir.

Simdi ¢, ve @, spinor matrisinin Pauli matrisleri ile iliskisi verilsin. O halde asagidaki

sonug¢ verilebilir.

Sonu¢ 4.5. qe A herhangi bir reel kuaterniyon olmak iizere bu reel kuaterniyona
karsilik gelen sol ve sag Hamilton spinor matrisleri, sirasiyla, ¢, ve ¢y, Pauli matrisleri
cinsinden

@ =0, - qliP1 - qzipz B qsiP3
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ve

Pr =l - qlipl +q2iP2 - qsiP3
seklinde yazilabilir. Burada 1,eC} birim matris olup P,P,P,eC; Pauli
matrisleridir.

Ispat: Oncelikle q e & reel kuaterniyonun ¢, sol Hamilton spinor matrisi gdz oniine
alinsm. Bu durumda (4.12) denkleminden

i) g=1 i¢in
, |10 )
o= 0 11
i) g=i igin
|01
¢ = 1 0 =—|Pl
i) q=j igin
= iO .
o= i 1|7
iv) g =k igin
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bulunur. Bu durumda ¢, =q,l, - q,iP, - 0,iP, - 0,iP; esitligi elde edilir. Benzer sekilde
(4.15) denkleminden

i) g=1 igin
. |10
Pr = 0 1 :Iz
i) q=i i¢in
3 = iO L iR
Or = 1 0l ™
iii) q=j i¢in
J 10 -
o; =1 1 =IP,
iv) g =k igin

bulunur. Bu durumda ¢y =0q,l, - Q,iP, +0,iP, - ,iP, esitligi elde edilir. Boylece ispat

biter.
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Teorem 4.1. p,qe A herhangi iki reel kuaterniyonuna karsilik gelen sol ve sag
Hamilton spinor matrisleri, sirasiyla, p,,px Ve @,z olsun. O halde asagidaki
esitlikler gecerlidir;

i) (¢+p)L:¢L+pL’ (¢+p)R:¢’R+pR’
i) (Ap) = A, (A9)z = Agg,

i) 1, =1, 1.=1,

iv) (¢) =igR, () =ieR,

V) (op) =l (@rP)r = PrpPr-

A0
Burada A € C olmak iizere A:{O /—JECZZ dir.

Ispat: p_, p; Ve @, ., sirastyla, p,qe A iki reel kuaterniyonun sol ve sag Hamilton

matrislerine karsilik gelen sol ve sag Hamilton spinor matrisleri olsun. O halde
asagidaki ispatlar yapilabilir.

1) p,qe A herhangi iki reel kuaterniyona karsilik gelen spinorlar, sirasiyla, p,p €S

olsun. Bu durumda

P+q=(Py+0)+i(P,+0)+j(P,+0,)+k(Ps+0y)

olmak tizere P+QqeA kuaterniyonuna karsilik gelen spinor (4.3) doniistimii

yardimiyla

m+%+%m+%q

pro= .
{m+qu(m+q9
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seklinde yazilabilir. O halde p+¢ spinorunun sol Hamilton spinor matrisi i¢in

_ (po+qo)_i(p3+q3) _(p2+q2)_i(p1+q1)
(pW)L{(pﬁqz)—i(pﬁql) (po+qo)+i(p3+qg)}

:|:po _ips -p, _ipl:|+|:q0 _iqs -0, _ich
pz _ipl po + ips qz - iql qo +iq3

:|:pL+¢L

esitligi elde edilir. Benzer sekilde (4.6) dontisiimii yardimiyla tanimlanan spinorun sag

Hamilton spinor matrisi i¢in

| (Po+0)=i(ps+0s) (P, +0,)—i(P,+0,)
(pw)R_[—(pﬁqz)—i(pﬁql) (po+qo)+i(p3+qa)}

:|: po_ips pz_ipl}_’_{ qo_iqs qz_iql
_pz_ipl p0+ip3 _q2_iq1 q0+iq3

:|:pR+¢R

esitligi bulunur.

ii) ge A kuaterniyonu ile iligkili spinor ¢ olsun. Bu durumda A=a+ibeC olmak

luzere

w=(a+ib){q3”qf’}{(a‘*s‘bqo)”(a% +bqs)}

g, +ig, (aql_bq2)+i(aq2+bql)

esitligi elde edilir. Burada A € § spinoruna karsilik gelen sol Hamilton spinor matrisi

(/1 ) :|:aq0+bq3_i(aq3—bq0) _an_bql_i(aql—qu)
L aq2+bq1_i(aq1_bq2) aq0+bq3—i(—aq3+bq0)
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seklinde yazilabilir. O halde gerekli diizenlemeler yapilirsa

(/1¢)L:{(qo‘iqs) (—qz—iql)M(aHb) 0 }

(0 -i0) (g+ig) || O  (a—ib)

. A0
matris c¢arpimi elde edilir. O halde A=a+ib i¢in A=[O /_J olarak alinirsa

(Ap), =@ A esitligi bulunur. Burada " " kompleks esleniktir. Benzer sekilde (4.6)

doniisiimii yardimiyla tanimlanan spinorunun sag Hamilton spinor matrisi

(40) ={aqo+bq3—i(aq3—bq0) aq2+bq1—i(aql—bq2)}
* | -ad, ~bg, —i(ag, —ba,) ag, +bg, +i(ag; ~ba, )

seklinde elde edilir. Gerekli diizenlemeler sonucunda

(/W)R:{(a;ib) 0 Mqo—iqa qz—iql}

(a_ib) _qz_iql qo+iq3
o A0
oldugu bulunur. O halde A=a+ib i¢in A:{O 71} olarak alinirsa (/1¢))R:A¢)R
esitligi elde edilir.

iii) g=0q,+ig,+ jg, + kg, reel kuaterniyonun &6zel bir hali  olarak Q,=1

¢, =0, =0, =0 olsun. O halde q=1 olur. Bu durumda 1€ /A kuaterniyonuna karsilik

gelen spinor

olmak iizere bu spinor ile iligkili sol Hamilton spinor matrisi
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seklinde elde edilir. Benzer sekilde

spinorunun sag Hamilton matrisi

elde edilir.

IV) qe A reel kuaterniyonuna karsilik gelen spinor ¢ olmak iizere ¢ spinoru ile

iligkili sol Hamilton spinor matris ¢, olsun. Bu durumda ¢ spinorunun spinor eslenigi

@ olmak lizere ¢ spinorunun sol Hamilton spinor matrisi

((0) :[ Ch_iqz q3+iq0}
L _qs +iqo q1+iq2

dir. Dolayisiyla P, , Pauli matrisi olmak tizere
—i —q, —i 0 1
iwLplzi{qo .qs g, . ql“: :|:(¢)
q,—-lg, d,+ig, |1 O L
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bulunur. Benzer sekilde (go*) spinorunun sag Hamilton spinor matrisi i¢in

(0) Z[qﬁiqz q3+iqo}
R _Q3+iQO Q1_iq2

olmak lizere

. . qo_iqs qz_iql 0 1:|

1p,P=1 . . = .

o [—qz—lql qﬁlt}JL 0 ( )R
bulunur.

V) p,q € A reel kuaterniyonlari ile iligkili p ve ¢ spinorlari igin

@ ,0=|:q0 _iC]g _Q2 _iq1:||:p3+ipo:|:{qop3+q3po _q2p1+Q1p2 +i(qopo_q3p3_q2p2 _qlpl)
: q2_iq1 %"‘iqs p1+ip2 qus+q1p0+qop1_q3p2+i(Q2po_q1p3+qop2+q3p1)

esitligi vardir. Burada ¢ p € S spinoruna karsilik gelen Hamilton spinor matrisi

(QO _iqa)( po _ip3)+(_Q2 _iql)( pz _ip1) (qo _iqa)(_pz _ip1)+ (_qz _iq1)( po + ips)

(wLp)L - (qz _iql)( po _ip3)+(q0 + iq3)( pz _ipl) (qz _iq1)(_p2 _ip1)+ (qo + iqs)( po + ips)

_ _qo _i% -0, _iq1:||: Po _ips —P, _ipl

. . . . =Q.p
_qz _|q1 qo + lqs pz _Ipl po 'Hpa :| i

olarak elde edilir. Benzer sekilde sag Hamilton spinor matrisi ¢, olmak ilizere
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(9o =10 )( Py —iPs) +(~0, =it ) (P, —iP,) (G =105 ) (=P, —ip,) + (=0, —id, )( P, +iP;)

(Pue)e = (9 —i6)(Po =is) + (0o +i03) (P, —ip:) (0 =10 ) (=P, —ipy) + (0o +idls ) (P +iP3)

hrﬂs—%—ﬁﬂm—% -p,—ip,

- - . = oo
|d,—ig, g +ig, || p,—ip, m+%} o

bulunur. Burada p., f. doniisiimii ile p reel kuaterniyonuna karsilik gelen spinordur.

Boylece ispat biter.

Onerme 4.3. ¢ _ve @, q reel kuaterniyonun karsilik gelen sol ve sag Hamilton spinor

matrisler olsun. Bu durumda ¢, ,@, Hamilton spinor matrisleri normaldir.

Ispat: q e A7 herhangi bir reel kuaterniyonun sol matris gdsterimine karsilik gelen sol

spinor matrisi ¢, olsun. O halde

(?60 :[qo"'iqs qz"'iql“:qo_iqs _qz_iq1:|
-G+, go—igs [ g, —ig, g, +id,
|9+ +a; +a; 0 N
- 2 2 2 2 =N (q)IZ
0 Qo +0, +Q; + 03
ve
0 q?:|:qo_iq3 _qz_iq1:||:qo+iq3 q2+iq1:|
i d,—ig, g, +ig; || -0, +ig, d,—id;
2 2402 + 02 0
— qO ql q2 q3 , , , , :NZ(q)I2
0 Qo+ +0, + Q5

olmak tizere (D_[(DL = gongTt oldugu goriiliir. Benzer sekilde ¢y spinor matrisi i¢in ayni
sonu¢ elde edilir. Soyle ki qe A herhangi bir reel kuaterniyonun sag matris

gosterimine karsilik gelen sag spinor matrisi ¢, olsun. O halde
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1 {qo +iq3 -0, +iq1:||: Qo — iqs g, - iql}

PePr = . . _ _
R g, +10, qo _Iqs —q, — 14, qo + |q3

| +ay +a; +ag 0
0 G+ +0; +05

}: Nz(q)lz

ve

7;[%4% %—MH%+Q ﬂﬂﬂﬂ
¢R ¢R - .

—Q, —ig, O, +id, || 0, +iq, 0, —id,
_| %+ +d; 05 0 _ N ()
0 02 +07 +2 +P ’

olmak tizere go_;goR = (oR(o_; oldugu gbriiliir. Ispat biter.

Simdi Hamilton spinor matrislerinin determinantlar1 goz oniine alinsin. Bu durumda

(4.12) ve (4.15) denklemlerinden

Qo _iqs -, _iql 2 2 2 2 2
det(p ) =| ~ . . |=0p+0; +0; +0; = N(q)
) Q2 _Iql qo + |Q3 ° ' ’ ’
ve
do _iqs q, _iql 2 2 2 2 2
det(gy) = . . |=0,+0; +0; +0; =N7(q)
" _Q2 - |q1 qo + |q3 ° ' ’ ’

oldugu goriiliir. O halde asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonu¢ 4.6. gqe A kuaterniyonu sifir kuaterniyondan farkli herhangi bir reel

kuaterniyon olmak iizere ¢, ve @y, sirasiyla, ¢ reel kuaterniyonunun sol ve sag
Hamilton spinor matrisleri olmak {izere bu matrisler regiilerdir.
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Sonug 4.7. ¢, @, spinor matrisleri q=0e A reel kuaterniyonu ile iligkili sol ve sag
Hamilton spinor matrisleri olmak iizere ¢, , ¢, spinor matrislerinin tersi vardir ve

o 1 | Go+idy  d+ig |
L0l g 0 40l | G, tig, gy —ig, |
(4.16)
1 1 _qo +iq3 -0, + iql_
DPr .

QP+ QP+ QR 0| O, +ig, Q-G |

seklindedir.

Bir q reel kuaterniyonun eslenigi q € 2 gbz oniine almsm. O halde g reel

kuaterniyonuna karsilik gelen sol ve sag Hamilton spinor matrisleri ¢, , ¢, olmak iizere

. [ G+ig; g, +ig,

o= . . ) 417
: __qz'qu qo_lqj ( )
. [ +ig, —q,+ig,

Pr = . . (4.18)
" g, +ig, qo"Q3:|

seklinde yazilir. Buradan Sonug 4.7 dikkate alinirsa asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 4.8. ge A kuaterniyonu sifir kuaterniyonundan farkli herhangi bir reel
kuaterniyon olmak iizere ¢, ve @, spinor matrislerinin tersi

a4 1 .
= 419
D N2 @ b ( )
o=, (4.20)
N"(Q)
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seklinde yazilir.

(4.19) ve (4.20) denklemlerinden gorildigi tizere q reel kuaterniyonu birim
kuaterniyon olarak alinirsa @' =¢, Ve @' =¢, esitlikleri elde edilir. Bu durumda

asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 4.9. qe A herhangi bir birim reel kuaterniyon olsun. O halde q reel

kuaterniyonu ile iliskili ¢, ,@; Hamilton spinor matrisleri tiniterdir.

Ispat: ¢_ve ¢, spinor matrisleri igin

- - t - -
(/7 _ Qo —1G; —0, -G :{ g, +10; g, + |q1} _ (0* _ (071
" | g,-ig, Gy +ig, —0,+ig, Q—igy | - T

esitliginden elde edilir. Benzer sekilde

T _ {qo +iq3 -0, +iq1j| _ (0* _ (071
" qZ +iq1 qo _iqs " "

Boylece Hamilton spinor matrisleri iiniterdir. Ispat biter.

Sonug 4.9 gdz 6niine alindifinda q e A birim reel kuaterniyonu igin @, , @, € SU(2)

oldugu asikardir.

4.3. Hamilton Spinor Matrislerinin Ozdeger ve Ozvektorleri

Bu boliimde reel kuaterniyonlarin Hamilton operatorlerine karsilik gelen Hamilton

matrisleri ile eslesen sol ve sag spinor matrislerin 6zdeger ve Ozvektorleri elde
edilecektir. Bunun igin =0, +1i0, + jd, + K0, € A reel kuaterniyonu goz éniine alinsin.
Bu durumda bu reel kuaterniyona karsilik gelen sol ve sag Hamilton spinor matrisleri

@, ve @, olmak tizere bu spinor matrisleri (4.12) ve (4.15) denklemlerinden biliniyor.
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O halde g=q reel kuaterniyonu piir kuaterniyon olarak g6z oniine almirsa g, =0

olacagindan bu piir kuaterniyona karsilik gelen Hamilton spinor matrisleri @, ve @

olarak gosterilsin. Bu durumda bu spinor matrisleri

_i% _Q2_iq1
= ) ; (4.21)
o {qz—lql i0 }
ve
_iqs qz_iql
Pr = : . (4.22)
A ':_qz_lch |Q3 :|

seklinde elde edilir. Boylece asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 4.10. =0, +10, + jd, + Kg,herhangi bir reel kuaterniyona karsilik gelen sol
Hamilton spinor matris ¢, (sag Hamilton spinor matris @) ve 0=0=1i0q,+ jo, +Kdg,
piir kuaterniyonuna karsilik gelen sol Hamilton spinor matris ise @, (sag Hamilton
spinor matris @) olsun. O halde bu Hamilton spinor matrisleri arasindaki iliski

PLr =0l +Q R

seklindedir.

Ispat: q=q=iq, + jq, +Kq, piir kuaterniyonuna karsilik gelen sol Hamilton spinor
matris @, olmak tizere

49



{qo—iqg —qz—iql}_{qo 0} { —ig, —qz—iql}
= . . = + ) _
q, —1q, qo + Iqs 0 qo g, 19, |q3

10 _iQ3 _QZ_iql}
=q + ) ) =0,l,+o
0[0 J {qz—lql ids v

esitligi elde edilir. Benzer sekilde ¢, sag Hamilton spinor matrisi i¢in

0 {qo—i% qz—iql}:[qo 0}[ -ig, o|2—i0|1}qI o
" _qZ_iql qo"'iqs 0 Jo _qz_iql iqs i "
esitliginden ispat biter.

Simdi q reel kuaterniyonuna karsilik gelen sol ve sag Hamilton spinor matrislerinin

0zdeger ve 6zvektorleri elde edilsin. O halde asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 4.2. q =0, +i0, + 0, + Kg;herhangi bir reel kuaterniyona karsilik gelen ¢, sol
Hamilton spinor matrisin (¢, sag Hamilton spinor matrisin) dzdegerleri 4, =0, +IN(Q)
ve A, =0, —IN(q) dir. Burada q, piir kuaterniyondur.

Ispat:q=0q, +iq, + jg, + kg;herhangi bir reel kuaterniyona karsilik gelen ¢, sol
Hamilton spinor matrisin 6zdegerleri ¢, =49 denklemindeki A€ C degerleridir. O
halde det(p_—Al,)=0 esitligi g6z oniine alinirsa

e o
det(ﬂ_ﬂz):[qo g, —q, Iql}

qz_iql qo_ﬂ"‘iqs

olmak tzere

A* =220, +0; +0f +0; +05 =0
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karakteristik polinomu elde edilir. Bu ikinci dereceden denklemin ¢oziimiinden

A4=0,+iN(), 4 =0,-IN(@)eC (4.23)

elde edilir. ¢, sag Hamilton spinor matrisinin 6zdegerleri igin det(goR—/Ilz)zO

denkleminden ayni karakteristik polinom elde edileceginden ayni1 6zdegerler bulunur.

Boylece ispat biter.

Sonu¢ 4.11. Herhangi bir reel kuaterniyon q=0q,+iq, + jg, + kg, olarak gdz oniine
alinsin. Bu reel kuaterniyona karsilik gelen sol Hamilton spinor matris ¢, ve
q=0q=1iq, + jq, + K, piir kuaterniyonuna karsilik gelen sol spinor matris ise ¢, olsun.
O halde ¢, spinor matrisinin 6zdegeri @, spinor matrisinin 6zdegerine ¢, eklenerek
bulunur. Benzer sekilde ¢, spinor matrisinin 6zdegeri @, spinor matrisinin 6zdegerine

Q, eklenerek bulunur.

Ispat: Herhangi bir reel kuaterniyon q=q, +ig, + jg, + kg, olarak gz 6niine almnsin.
Bu reel kuaterniyona karsilik gelen sol Hamilton spinor matris ¢, ( sag Hamilton matris
®r) Ve 0=0=Iiq, + jq, + kg, piir kuaterniyonuna karsilik gelen sol Hamilton spinor
matris ise @,_(9) olsun. O halde det(¢p_—Al,)=0 denkleminden

—A- iqs _qz - iql

=22+9°+0°+0° =0
qz_ich _ﬂ""iqs LR A

det(p, —4l,)=

elde edilir. Bu karaktersitik polinomun kokleri hesaplandiginda

A4 =iN(@), 4,=-iN(@)eC (4.24)

Ozdegerleri hesaplanir. O halde (4.23) ve (4.24) denklemlerinden gorildigi tizere ¢,

spinor matrisinin 6zdegerleri @, spinor matrisinin 6zdegerlerine (, eklenmis halidir.
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¢y spinor matrisi i¢in ayni karakteristik polinom elde edildiginden ¢, ve @5 spinor

matrisleri i¢in de ayni sonug elde edilir. Boylece ispat biter.

Teorem 4.3. q=0,+i0, + jo, + Kg;herhangi bir reel kuaterniyona karsilik gelen sol
Hamilton spinor matris ¢, ve q=Qq=iq, + jg, + K0, piir kuaterniyonuna karsilik gelen
spinor matris ise @, olsun. O halde @, spinor matrisinin zdegeri 4 olarak alinirsa @]
spinor matrisinin 6zdegeri 1 dir.

Ispat: : q=0q,+ig, + g, + Kg,herhangi bir reel kuaterniyona karsiik gelen sol
Hamilton spinor matris ¢, ve q=0=iq, + jg, + K0, piir kuaterniyonuna karsilik gelen
sol spinor matris ise @, olsun. Bu durumda ¢ spinor matrisinin 6zdegerlerini
hesaplamak igin ¢ spinor matrisi elde edilsin. O halde

.Y A A & &
q)i{ e I%M L Iql}{ %% 0 Z}—N(q)lz
0, —16, 10 0, —10, 10 0 —0; -0 -0,

elde edilir. Buradan det(¢” —A1,) =0 karakteristik polinomun kdkleri 4 ve x, olmak

uzere

Hip = _Nz(q) (4.25)

Ozdegerleri bulunur. Buradan (4.24) ve (4.25) denklemleri goz 6niine alindiginda ¢,
spinor matrisinin dzdegeri u ise ¢’ spinor matrisinin 6zdegeri u* dir. Benzer sekilde
@ spinor matrisi ¢ ile ayn1 karakteristik polinoma sahip oldugundan ayni ifade ¢?

spinor matrisi i¢in gegerlidir. Boylece ispat biter.

Sonu¢ 4.12. ¢, ve ¢, Hamilton spinor matrisleri kusurlu olmayan (nondefective)
matristir.

Ispat: ¢, (goR) nin 6zdeger sayisi (2) boyut sayisina (2) esit oldugundan dolay1 kusurlu
olmayan bir matristir.
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Teorem 4.4. ¢_ sol Hamilton spinor matrisinin 4, =q,+iN(q) vel,=q,—iN(q)
0zdegerlerine karsilik gelen 6z uzaylar, sirasiyla,

{ca|aeS}ve{sa|aecsS]

—N N
seklindedir. Burada g:{qS (q)} ve 5={q3+ @

. ) } spinorlarinin sol Hamilton
q, +1q, 4, +10;

spinor matrisleri, sirastyla, ¢, ve o, dir.

Ispat: qe A spinoruna karsilik gelen @ .S spinorunun sol Hamilton spinor matrisi
¢, olsun. Bu durumda ¢_ spinor matrisinin 4, =g, +iN(q) dzdegeri i¢in 6z uzay: elde
d; —N(q)

0, +id,
spinorunun sol Hamilton spinor matrisi

edilsin. O halde gz{ :|ES spinoru gbéz Oniine alinsin. Bu durumda ¢

SL

_T«Nm»ﬂa —%—ml}

| g-ig. i(N(@)+a,)

+ig,

o, tia,

a;

seklindedir. Simdi ae.§ spinoru « :{ } olacak sekilde herhangi bir spinor

olsun. Bu durumda ¢, & €S spinoru

o= {qgao — G, + G, + N (@), +i (-0, — 0,0, — Gy, + N (), )
o=

) } (4.26)
0,05 + 0ty — e, —N(Q), + '(qzao -y + 0 +N (Q)al)

seklinde bulunur. Diger taraftan ¢, sol Hamilton spinor matrisi i¢in

_|-i(N(@+a;)  -g,-ig,
(DL_ﬂllz _{ qz_iql i(_N(q)+q3):| (4.27)
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esitligi gegerlidir. O halde (4.26) ve (4.27) denklemlerinden

(e +iag ) (N*(a) - of —; — a7

(4.28)
(o +ia, ) (N*(@) -0 ~0; — )

(CDL %Iz)gl_az{

elde edilir. Bu durumda N?(q) =q? +0? +0? oldugundan 4 =0, +iN(q) 6zdegeri i¢in
0 .
(o, _Allz)gLa=|:O:|:O elde edilir. O halde 4, =q,+iN(q) 6zdegeri i¢in @_ spinor

matrisinin 6z uzay1 g, & €S spinorlarindan olusur.

Benzer sekilde ¢ sol Hamilton spinor matrisinin 4, =0, —iN(q) dzdegeri i¢in 6z uzay

d; +N(q)

elde edilsin. Bunun igin 52{ .
g, +19,

:|€S spinoru gbz Oniine alinsin. Bu durumda

0 €S spinorunun sol Hamilton spinor matrisi

5 :{4(NM)+%) —0, —ig, }
- q,—ig,  i(-N(a)+gq,)

o, +ia,

olarak bulunur. Simdi @ €S spinoru a:[ } olacak sekilde dikkate alinsin.

o, +ia,

Oyleyse 8, €S spinoru igin

5o 050 — 0,0, + 0x, + N (Q) ety +i(—00, — 0, — Gy, + N(Q)ex, )}
o=

0,0 + 0hty — Gz, + N(Q)x, + i(Qzao —Qa; + 03 + N (Q)al)

esitligi vardir. Diger taraftan
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i(N(Q)—q3) _qz_iql

2l =
oAl [ d, —id, i(N(q)+q3)

olmak tizere (4.28) denklemine benzer sekilde

((PL_%Iz)é‘La:O

esitligi bulunur. O halde 4, =q,—IN (q) Ozdegeri i¢in @, spinor matrisinin 6z uzayi

o,a €S spinorlarindan olusur. Boylece ispat biter.

Teorem 4.5. ¢y sag Hamilton spinor matrisinin A, =, +IN (q) ve A, =q, —IN (q)

Ozdegerlerine, sirastyla, karsilik gelen 6z uzaylar

{gRa* . eS} Ve{é'La* | e eS’}

G~ I\_l(q)} Ve 5 = {qs + l\_l(q)}
G, —19, G, —1q,

ciimlelerinden olusur. Burada ¢, ve ., sirasiyla ¢. :{

spinorlarinin sag Hamilton spinor matrisleridir.

Ispat: q reel kuaterniyonuna sag carpim ile karsilik gelen spinor @, € S olmak iizere

¥g, bu spinorun sag Hamilton spinor matrisi olsun. Bu durumda 4 =q,+iN(q)

9, —N(a)
G - i%

oniine alinsin. Bu durumda ¢. spinorunun sag Hamilton spinor matrisi

0zdegerine karsilik gelen 6z uzaymi elde etmek i¢in &. :{ }e S spinoru goz

R

{i(N(q)—qs) a, - ig, }

_qz_iql i(N(q)+q3)
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: e . o, +ia,
seklinde elde edilir. Simdi herhangi bir a. =

_ € .S spinoru goz Oniine alinsin.
a, +ia,

O halde gza.. €S spinoru igin

Seon = Uy + G, — G, —N(Q)ex, + i(—q3a3 -0, Gy, + N (q)as)
R —0,¢1; + 0ty + Gy, + N (), +i (=00, — Qs + O3, + N (@), )

esitligi bulunur. Ayrica @, sag Hamilton spinor matrisi i¢in

o —ﬂ1| _{_i(N(q)"'s) qz_iql j|

- —Q, —iq, i(_N(Q)"'qs)

olmak lizere

(e +icy)(N*(@) -7 — 0 — )

=(N?*(q)-N*(@))a. =0
0%4%MN%m—¢—¢—¢J ( )

((PR _/’iJ.IZ)gRa* {

bulunur. Oyleyse 4, =q, +IN (q) Ozdegeri i¢in @y spinor matrisinin 6z uzay1 g0 €S

spinorlarindan tretilir.

d; + N(q)

Benzer sekilde 4, =0, ~iN(q) ozdegeri igin; 4. :{ ., —iq
1~ M2

]5 S spinoru goz Oniine

alinirsa

5 :{4(NM)+%) A, —id, }
" —0,—ig,  i(-N(a)+a;)

: . . - a; +ia, L
Hamilton matrisi elde edilir. Herhangi bir a. = €S spinoru igin

o, —la,
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5 :{ 0y + G, — G, —N(Q)ex, + i(—q3a3 -0, Gy, + N (q)as)
R —0,01; + Gty + Gy, + N (), +i (=00, — Qs + O3, + N (@), )

spinoru dikkate alinirsa ((DR —ﬂ,zlz)gRa* =0 bulunur. Bu durumda ¢, sag Hamilton
spinor matrisinin A4, =q,—IiN (q) Ozdegerine karsilik gelen 6z uzay &ra. €S

spinorlarindan tretilir. Boylece ispat biter.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu tezde reel kuaterniyonlarin Hamilton operatorlerine karsilik gelen 4%4 boyutlu
Hamilton matrisleri i¢in Hamilton spinor matrisleri elde edilmistir. Daha sonra bu 2x 2
boyutlu spinor matrislerinin bazi 6zellikleri verilmistir ve 6zdeger ve 6zvektorleri elde
edilmistir. Dolayisiyla, bu tezde, birgok alanda ¢ok fazla kullanim alanina sahip
kuaterniyonlarin Hamilton matrisleri daha sade bir sekilde ifade edilerek bu matrislerin
daha kullanigh bir hali elde edilmistir. Bu yiizden, bu tez kullanilarak suana kadar
kuaterniyonlar ile ilgili yapilan ¢aligmalarin spinor ifadeleri elde edilebilir. Ayrica, split
kuaterniyonlarin spinorlar ile nasil ifade edilecegi arastirilip, split kuaterniyonlarin

Hamilton matrislerinin spinor matrisleri ¢alisilabilir.
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