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1.GIRiS

Matematigin temelini olusturan sayilarin tarihi insanligin tarihi kadar eskidir. ilkcaglarda
insanlar sayilarin yerine magara duvarlarina ¢izgi ¢izmek, aga¢ dallarina gentik atmak
gibi baz1 yontemler kullanmistir. Zamanla dogadaki olaylar gozlenerek yeni sayi
sistemleri tanimlanmis, bu tanimlar {izerinde c¢alisilarak daha da gelistirilmis,
matematigin ve diger bilimlerin konular1 ile tanimlanan say1 dizileri iliskilendirilerek say1
sistemlerinin daha baska dzelliklerinin ortaya ¢ikmasi saglanmistir. Bu ¢alismada daha
once bilinen ve son yillarda lizerinde ¢okga ¢alisilan ve galisildik¢a her defasinda yeni

Ozellikleri ortaya ¢ikarilan bazi 6zel say1 dizileri incelenmistir.

Tam say1 dizileri arasinda en bilinen say1 dizisin Fibonacci dizisidir. Baglangic terimleri
1,1 olmak {izere, ilk iki terim hari¢ sonraki her terim kendisinden onceki iki terim
toplanarak bulunur. Buna gore Fibonacci sayilart 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,
233,377,610, 987, ... seklinde elde edilir.

Fibonacci sayilarindan sonra en ¢ok bilinen ve kullanilan say1 dizisi Lucas say1 dizileridir.
Baslangi¢ terimleri 2,1 olmak iizere, ilk iki terim hari¢ sonraki her terim kendisinden
onceki iki terim toplanarak bulunur. Buna gore Lucas sayilar 2,1,3, 4, 7, 11, 18, 29, ...

seklinde elde edilir.

Bu say1 dizilerinin genellestirilmesiyle bir¢ok say1 dizi daha tanimlanmistir. Bunlardan

biriside Pell say1 dizisidir.

Biz bu calismamizda Pell say1 dizisi ve polinomlarinin genellestirmelerini tanimlayip

ozellikleri inceleyecegiz.

Pell sayilar1 adin1 ingiliz Matematikgi John Pell (1611-1685)’den alir. John Pell, d pozitif

tam kare olmayan bir tam say1 olmak iizere,
x* —dy? = (="

esitligi lizerindeki ¢aligsmalarindan dolay1



s0z konusu dizi Pell dizisi ismini almustir.

Bu baglamda; Pell dizisini verecek sekilde matrisler tanimlanmistir. Bunun yaninda Pell

polinomu iizerinde ¢aligilmis ve matrisler yardimiyla bazi yeni 6zellikler elde edilmistir..
Pell dizileri P, ile gosterilirse, P, = 0 ve P; = 1 olmak iizere,n > 2 i¢in,
P=2Py 1+ Py

yenileme bagintisi ile bulunur. Buna gore Pell dizileri 0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169,
408, 985, 2378, 5741, 13860, 33461,80782,195025, 470832,1136689,
2744210, ... seklindedir.

Fibonacci dizisi basta olmak iizere say:1 dizilerinin matematigin hemen hemen her
alaninda uygulamas1 olmasi yaninda Fizik, Kimya, Biyoloji, Miihendislik, iktisat ve hatta
sosyal bilimler de bile uygulama alani bulabildigi i¢in bir ¢ok arastirmacinin dikkatini

¢ekmistir.
Bunlardan bazilarin1 asagidaki gibi verebiliriz.

Hoggatt (1965); Fibonacci ve Lucas sayilar ile ilgili yeni bagitilar bulup kitabinda

ispatlamistir.

Horadam (1971); dizilerle ilgili yaptig1 ¢alismalarda, yeni bir ka¢ say1 dizisi tanimlamis

ve bunlarin 6zelliklerini incelemistir.

Ivie (1972); genellestirilmis Fibonacci dizileri lizerine ¢alisarak Fibonacci matrisinin

genel halini vermistir. Ayrica, bu matrisin ¢cok dnemli 6zelliklerini sunmustur.

Hoggatt ve Bicknell (1973); say1 dizilerinin polinomlar1 ve Pasgal ticgeni iizerine ¢alismis
ve caligmalarinda 6zellikle, Fibonacci polinomlarnin Pascal {iggeni ile iliskisini

vermislerdir.

Horadam (1996); Baska bir say1 dizisi olan Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say1 dizilerini
tanimlamistir. Bu dizilerin bir biri ile iliskisini ¢calismasinda 6zellikler ve teoremler ile

gostermistir.



Koshy (1998); yaptig1 ¢alismasinda Fibonacci dizisinin ¢ok kullanigh bir ¢ok bagintisini

vermistir.

Melham (1999); Pell ve Pell-Lucas dizileri lizerine ¢alisarak, Pell ve Pell-Lucas dizileri
ile ilgili bagintilar1 gostermis. Ayrica Fibonaci ve Pell dizilerinin toplam formiilleriyle

ilgilenmistir.

Koshy (2001) kitabinda, Fibonacci ve Lucas dizileri basta olmak iizere say1 dizileri

lizerine verilmis teorem ve Ozellikler yer almaktadir.
Catalani (2002); Fibonacci matrisini uzatan Tribomatrix adl1 bir matris tanimlamastir.

Ozkan vd. (2003); 3 —basamak Fibonacci dizileri iizerine ¢alisarak, bu dizinin
periyodikligini ve periyod ile Wall sayis1 arasindaki iliskileri veren birkag hipotezi 5.10>

den kiiciik asal sayilar bilgisayar dogrulamasini vermislerdir.

Ozkan (2003); p asal say1 olmak iizere nilpotent smifi 4 ve iissii p olan nilpotent grupta
3-basamak genel Fibonacci iislii(p asal say1) olmak tizere 3 adim Genel Fibonacci dizileri

olusturmustur.

Ozkan (2004); p asal say1 olmak iizere nilpotent sinifi n ve iissii p olan nilpotent grupta

3 basamak Genel Fibonacci dizilerini elde ederek bu dizinin genel terimini vermistir.

Ocal vd. (2005); Fibonacci ve Lucas dizilerinin bir genellestirmesini vermis ve elde edilen

yeni dizilerin 6zelliklerini ve Binet formiillerini sunmusglardir.

Stakhov ve Rozin (2006); yeni say1 dizileri tanimlarayak bunlarin 6zelliklerini ve Binet

formiillerini bulmugslardir.

Kilig vd. (2006); Pell dizilerinin genellestirmeleri iizerine ¢aligmigslardir.

Genellestirmeleri matris gosterimi ile de vermisler.

Falcon ve Plaza (2007); Fibonacci dizisi bir genellestirmesini tanimlamis ve bunu yeni
bir ailesi olarak k —Fibonacci say1 dizisi olarak adlandirmiglardir. Bu yeni dizinin

ozelliklerini ifade etmislerdir.



Kili¢ ve Tasc1 (2008); Lucas dizilerinin yeni bir genellestirmesini tanimlamislar ve n
basamak Fibonacci dizisi ile elde ettikleri yeni dizler arasindaki bagintilar1 vererek

ispatlamislardir.
Mikkawy ve Sogabe (2010); k —Fibonacci sayilarinin yeni bir ailesini tanimlamiglardir.

Ozkan vd. (2017); arastirmalar1 sonucunda, Fibonacci ve Lucas sayilarinin yeni ailelerini
tanimlamislar ve bu dizilerin bir ¢ok 6zelligi yaninda bu dizileri ile bilinen Fibonacci ve

Lucas sayilar1 arasindaki iliskiyi formuliize ederek ispatlamiglardir.

Yang ve Zang (2018); Fibonacci ve Lucas dizilerinin yeni bir genellestirmesini yaparak
iki periyotlu Fibonacci ve Lucas dizileri tanimlamislardir. Bu dizilerinin birgok 6zellikleri

yaninda bu dizilerin Binet formiillerini géstermislerdir.

Ozkan vd. (2018); Fibonacci polinomlarin yeni bir ailesini, 2 —Fibonacci polinomlar1
ismiyle tanimlamiglar ve bu polinom ailelerinin bilinen Fibonacci ailesiyle olan ilskisini

ve bu polinomlarin bir ¢cok temel 6zelliklerini vermislerdir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Fibonacci Sayilarn

2.1.1. Tamm
Fibonacci dizisi, Fy = 0, F; = 1 olmak iizere

Foyo=Fy + Frp1,m 20
seklinde tanimli bir say1 dizisidir.

Fibonacci dizisi n > 0 igin {F,};—, = {0.,1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,...} seklindedir. Fibonacci

genel terim tanimindan

Foz Favz — Fuy
elde edilir.
Bu dizinin karakteristik denklemi

x>=-x—-1=0

seklindeki ikinci dereceden bir denklem ile verilir. @ ve f bu denklemin kokleri olmak
lizere,
1++5 1-+5

> ve S = >

a =

elde edilir.

Boylece Fibonacci dizisinin genel terimi

Fn=A<1 +2£> +B<1 ‘f) = A" + BB)"

dir.



n = 0 i¢in

Fob=A+B=0

n =1i¢in

F,=Aa+Bf =1

olur. Buradan

A ! B !
=—ve B=——
V5 V5
elde edilir.
Boylece Binet formiiliimiiz
a — ﬁn
i

elde edilir (Koshy, 2001).
2.1.2.Teorem
n = 1icin
Fi+F+F+ -+ E, =F,,,—1
esitligi vardir (Koshy, 2001).

Ispat:

(55 -(=9)]
1 +2 @)" B ,Zl <1 —Zvﬁﬂ

n
1
F1+F2+F3 + -+ F‘I’l - Z_
k=1\/g

il




L [E90-(5) (55)0-(5%)
ﬁ[ 1-(15) -(55) ‘

elde edilmis olur.m
2.1.3. Fibonacci Sayilarinda Ozdeslikler
1. n € Z* icin
Y0 B = ByFpa.

2. n € Z* igin

z T F?_,, n tek ise
STSTLT | FR -1, ngiftise

s=0

3. n € Z* icin

n—1

Z Fl i =FpoFq+1

s=0
4. n € Z* icin

F, = (-1)"E,

5. m,n € Z% igin

Foin—2Fmir-1 — Fan-1Fmir—2 = (_1)m+r_2Fn—r

(Koshy,2001).

2.1.4. @ — Matrisi

Fibonacci matrisi olarak tanimlanan Q matrsi

7



G o

Q
Il

seklindedir (Koshy, 2001).
2.1.5. Teorem

n = 1 olsun. Bu takdirde

Qn:(Fn+1 Fy )
En  Fay
seklindedir (Koshy, 2001).
Ispat:
Tiimevarim yontemi ile,
n =1i¢in
0B )= e

dir. Yani n = 1 i¢in ispat dogrudur.
Kabul edelim ki n = k i¢in dogru olsun.
Yani,

ok = (Fk+1 Fy )

P

olur.

n = k i¢in teoremin dogrulugunu gdsterelim.

Q+1 = QkQt = (Fllf_'zl FI,:':) (1 (1))

olur.

Buradan,



QFH = (Fk+1 + Fy Fk+1)

(Fk+2
F,+F._1 F

Fie41
elde edilir. m
2.1.6. Teorem (Cassini’s Teoremi)
n = 1 olmak iizere,

Fy1Fny1 — B2 = (D"
esitligi vardir (Koshy, 2001).
Ispat: |Q| = (—1) ve |Q"| = (=1)™ dir.

Q™| = Fp—y Fpyq — E7 dir.

O halde,

Fo1Fpe1 — Fn2 =(-D"
seklindedir.m

2.2. Lucas Sayilari
2.2.1. Tamim

Lucas sayilari, Ly = 2, L; = 1 olmak lizere
Ly-Lp1+L, ,,n=>2

seklinde tanimli bir say1 dizisidir.

Lucas dizisinin karakteristik denklemi

x2—x—1=0

Fieqs

seklindedir. Karakteristik denklemin kokleri @ ve  olsun. Boylece



a=5(1+V5)vep = (1 5)
elde edilir. Buradan Lucas dizisinin Binet formiilii
L,=a™+ g™
seklinde yazilir. Negatif Lucas dizisi ise
Ly = (1",
esitligi ile bulunur (Koshy,2001).

2.2.2 Lucas Dizisinin Baz1 Ozdeslikleri

1. n € Z* igin ardigik Lucas dizisinin toplami
n-1
Li =Lpyy — 1.
i=0
2. n € Z% igin,
n-1

dir.
3. m,n € Z% igin,
Lps1Lm +LyLlm—1 = 5Fpin
dir (Koshy,2001).
2.2.3. Teorem
n = 1igin
Ly—q + Lyyy = 5K,

10



dir (Koshy, 2001). m
2.2.4. Teorem

n =1 igin

Lylpyr = Lopgq + (_1)n

dir (Hoggatt, 1965). m

2.2.5. Tamim

R = B _21] ve Q = [1 é] olmak iizere,

ro=[, A%

bi¢imindedir (Ozkan,2017).
2.2.6. Teorem (Cassini’s Teoremi)

n = 1 olmak iizere,

Fy
Fn—l

-1

Ln+1
Ly,

Ly—q1Llnys — L?l = 5=

esitligi vardir (Koshy, 2001).

= —5 dir.

Ispat:
01 = (=D ve [ = (D" ve R = |5 2]
O halde,
RQ" = —5(~1)"
= 5(-1)""!

11



seklindedir. m

2.3. k —Fibonacci Dizisi

2.3.1. Tamim (k —Fibonacci Dizisi)

k —Fibonacci say1 dizisinin Binet formiilii;

1
k) ._ m+1 m+1\k—-1r m+2 m+2\7r
=—-1a —_ a —
seklinde tanimlanir. Burada n,k,m,r e NNn=mk +r, k # 0,0<r<k ve a = 1+T\/§ ve
B = 1_7‘/5 g

k = 2,3 i¢in k —Fibonacci dizisinin bazi terimleri

(FP310 = {1,1,1,2,4,6,9,15,25,40,64}

(F®)0 =11,1,1,1,2,4,8,12,18,27,45}
dir.
k —Fibonacci dizisi ile bilinen Fibonacci dizisi arasinda

) = (F) " (Fps )"

bagintisi elde edilir (EI-Mikkawy, M. ve Sogabe, T., 2010).
2.3.2. Teorem

k,m € {1,2,3...} olmak iizere k —Fibonacci ile bilinen Fibonacci arasinda asagidaki
bagintilar elde edilir: (El-Mikkawy, M. ve Sogabe, T., 2010)
i Z}-"’_l(—l)i (k - 1) F(k) = (_1)k—1F F(k_l)
. i=0 i mk+i m~(m-1)(k-1)’
k—1

. k-1 *®  _ (k-1) _ k-
1. i=0( i ) ‘mk+i —FmF(erz)(k_l) = Fp(Fpe2) 1,

12



k-1 (k) _ Fm K k1 _ Fm (k) x)
1. Zi:O ka+i - m [(Fm+1) - (Fm) ] = m [F(m+1)k - ka]- u

2.4. k — Lucas Dizisi
2.4.1. Tanim

k —Lucas say1 dizisinin Binet formiilii;

Lglk) — (\/%)k (am+1 + ﬁm+1)r(am + ﬁm)k—r

seklinde tanimlanir. Buradan,k,m,r e NNn=mk+r, k #0,0<r <k ve

1+/5
a =

. Veﬁ=ﬂ

dir.
k = 2,3 i¢in k —Lucas dizisinin baz1 terimleri
(L0 = (4,2,1,3,9,12,16,28,49,77,121}
(L0 = (8,4,2,1,3,9,27,36,48,64,112}
dir.
k —Lucas dizisi ile bilinen Lucas dizisi arasinda
L) = L) " Lns )"
bagintisi elde edilir (Ozkan,2017).
2.4.2. Teorem

k —Lucas ile bilinen Lucas arasinda asagidaki bagintilar elde edilir:

. 2
i LD = Lyln,

ii. L2 =12 (Ozkan,2017).

Ispat:

13



i. k=2,r=1almrsan =mk+r = 2m+ 1 elde edilir. Buradan
LY = L) Lmsa)*

L = (L) (L)

1@

2n+1 = Lnlnys.

ii. k=2,r=0almirsan = mk + r = 2m elde edilir. Buradan
LY = Lon)? ™ Ums1)°
LY = Lin)* Lms1)°
L(2273+1 =L m
2.4.3. Teorem

k € {1,2,...}; k —Lucas dizisi i¢gin

®) & _ ®
Lnk+k—1 + Lnk+k - Lnk+k+1

dir (Ozkan,2017).
Ispat:
L r + L0 = ) W)™ + ()]
= (Ln+1)k_1[Ln + L]

= (Ln+1)k_1Ln+2

_®

nk+k+1- ™

2.4.4. Teorem

2 —Fibonacci ve 2 —Lucas dizileri arasinda

14



ZL(Z)

bagintis1 vardir (Ozkan,2017).

Ispat:

2L(2)

2n—-1

2.4.5. Teorem

(2) _ @) 2
+ LZn - 5(F2n+1 + FZn—l]

+ 1) = 2(Ly) (Lpoy) + (Ly)?

=L,(2Lp-1 + Ly)
= Lp(Lp-1+ Lny1)
— L,5F,
—5F.L,
= 5F,
= S5(FnFpi1 + FuFpq)

2 2
= S(Fz( 11 + Fz(n)—1)- u

n

2 —Fibonacci ve 2 —Lucas dizileri arasinda

esitligi vardir (Ozkan, 2017).

Ispat:

F® @ p@

in+1 2n+1°2n

2
F4(n3-1 = FonFons1

= FZn[FnFn+1 + FnFn—l]
= FZnFn[Fn+1 + Fn—l]

= FonFyLlnyq
15



= FyLnFyLnyq
= (F)?LpLpss

2),(2)
= Fz(n)L2n+1' u

16



3. MATERYAL YONTEM

3.1. Pell Say1 Dizisi

3.1.1. Tanim
Pell dizisi, Py = 0, P; = 1 olmak tizere
P,=2P, 1 +P, ,,n>1
seklinde tanimli bir say1 dizisidir.
Pell say1 dizisi; {P, }mey = {0, 1, 2, 5,12, 29, 70, 169, 408, ...} seklindedir.

x% — 2x — 1 = 0 ikinci dereceden denklemi Pell say1 dizisinin karakteristik denklemidir.

a ve § bu denklemin kokleri olmak tizere
a=1+V2vef=1-+2
bulunur.

Pell say1 dizisinin Binet formiilii

an_ﬁn

a —
seklinde elde edilir.
Pell say1 dizisinin negatif terimleri

P, =(-1)"*'PR,
esitliginden elde edilir.

Pell dizisinin terimleri

P 2
Mn=[ n+1 n ]
Pn Pn—l
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matrisi ile de elde edilebilir (Horadam, 1971).
3.2. Pell-Lucas Sayi Dizisi

3.2.1. Tanim
Pell-Lucas dizisi, Q, = 2, Q; = 2 olmak lizere
Qn =20Qp-1 +Qnp,n>1
seklinde tanimli bir say1 dizisidir.
Pell-Lucas sayi1 dizisi; {Q}meny = {2,2,6,14,34, 82,198,478,1154, ...} seklindedir.

x% — 2x — 1 = 0 denklemi Pell-Lucas say1 dizisinin karakteristik denklemidir. & ve f

karakteristik denklemin kokleri olmak tizere
a=1++V2 ve /3=1—\/§
bulunur.
Pell-Lucas say1 dizisinin Binet formiilii
Qn=a"+p"
seklinde elde edilir.

Pell-Lucas matrisinin terimlerinin matris yardimiyla ifadesi

n_ Qn+1 Qn
FM™ = Qn Qn—l]

seklindedir. Burada M = [i (1)] ve F = [g _22] dir (Ivie, 1972).

3.2.2. Teorem

n = 1igin

Qn = Ppyq1 + Py
18



esitligi mevcuttur (Horadam, 1971). m
Teorem 3.2.3.
n = 1igin
Py = PyQn
dir (Horadam, 1971).
Ispat: 3.1.3. Teoremde m = n almirsa
Poin = Ppo1Py + PyPryq

Py = Py(Pyo1 + Ppys)
olur. 3.2.1.Teoremden

Pyn = PQn

elde edilir.m
3.3. Pell Polinomu ve Pell -Lucas Polinomu

3.3.1. Tanim

Pell-Lucas Polinomu;

n = 2 olmak iizere Py(x) = 0 ve P;(x) = 1 olmak lizere
Py(x) = 2xPy_1(x) + Pp_(x)

seklinde tanimli bir polinomdur.

Pell polinomunun Binet formiilii

_ @) - )
a(x) = B0

F.(x)
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a(x) =x+Vx?2+1veB(x) =x—+Vx?+1dir.
Pell polinomunun matris yardimiyla terimlerinin bulunmast

n _ Pn+1(x) Pn(x)
M= R Pea(

seklindedir. Burada M = [le (1)] dir (Hoggat, 1973).

3.3.2. Tanim

Pell-Lucas Polinomu;

n = 2 olmak iizere Qy(x) = 2 ve Q;(x) = 2x olmak lizere
Qn(x) = a™(x) + ™ (x)

a(x) =x +Vx2 +1ve B(x) = x —Vx2 + 1 dir.

Pell-Lucas polinomunun terimlerinin matris yardimiyla bulunmasi

[rto =[]

dir. Burada M = [21" (1)] dir (Hoggat, 1973).
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4. ARASTIRMA VE BULGULAR

4.1. k —Pell Say1 Dizisi

4.1.1 Tamim

k —Pell say1 dizisinin Binet formiili;

1
&) ._ m m\k-r m+1 m+1\7r
P i=——(a™— a -
seklinde tanimlanir. Burada n,k,m,r e N, n=mk+r, k#00<r<k vea=1+

V2 ve B = 1 —+/2 dir. Binet formiilii yukaridaki gibi tanimlanan k —Pell say1 dizisinin

matris yardimiyla ifadesi M matrisi ile

[ p(K) (k)
Pk—1Mn — Pkn+1 Pkn
n P(k) P(k)
L “kn kn—-1
seklindedir. Burada M matrisi M = i é dir (Ozkan vd., 2021).

k —Pell say1 dizisinin bazi terimleri Tablo 4.1 de verilmistir.
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Tablo 4.1 P,fk)ig:in bazi degerler

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6

p® 0 0 0 0 0 0

p® 1 0 0 0 0 0

p® 2 1 0 0 0 0

p® 5 2 1 0 0 0

po 12 4 2 1 0 0

p® 29 10 4 2 1 0
5

p® 70 25 8 4 2 1
6

p® 169 60 20 8 4 2
7

p® 408 144 50 16 8 4
8

p®® 985 348 125 40 16 8

pl® 2378 841 300 100 32 16

k —Pell say1 dizisinin bilinen Pell dizisi ile iliskisi

k _
BY) = (P (Pyr)”

n,k,m,r € N, n =mk + r ve k # 0 esitligi ile verilebilir.

Bu esitlikte k = 1, m = nve r = 0 alinirsa P,fl) = P,.

22
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k —Pell say1 dizisi ile Pell say1 dizisi arasindaki iliskiyi asagidaki teorem yardimiyla da

gosterebiliriz.
4.1.2. Teorem

kmeNvek+0

[(Pms1)* = (B)*] = [Py = P
dir(Ozkan vd.2021).
Ispat:
(4.1) esitligi kullanilarak
Pisaye = P = [Bn) ™ (Prus) ] = (B (Prs)°]
= (Pm+1)* — ()" m
4.1.3. Teorem

2 —Pell dizisi i¢in geren fonksiyon

1

@ _
G2 = o

Seklindedir (Ozkan vd.2021).

Ispat: 4.1.1 tanimim kullanarak Prfz) (2);

n

PD(z) = Z PP
i=1
PP (2) =z + 22 + 23 + 32% + 925 + 1525 + 2527 + - (4.2)
22PP (2) = 22% + 223 + 2z* + 62° + 182° + 3027 + 5028 + --- (4.3)
223PP (2) = 2z* + 225 + 22° + 627 + 1828 + 302° + 50210 + --- (4.4)
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24P P (2) = 25 + 26 + 27 + 328 + 92° + 15210 + 25211 + ..

Buradan; [—(4.3) — (4.4) — (4.5) + (4.2)] yazilirsa;

(—z* =223 -2z+ 1DPP () =1
ve buradan;

1
z¥ =273 -2z2+1

G (2) =~

elde edilir. m
3 —Pell say1 dizisinin bilinen Pell say1 dizisi ile iliskisi;
i. P3(13;) = Pn3:

e 3
ii. PO, = PPy,

3

iii. P3(n12 = P,P2,,.
.p®3) _ (F) _ _

Not: P-;” = 0. Daha genel olarak P_,,” = 0, k = 1,2, .... dir.

Ispat:

(4.1) esitliginde, k = 3,r = 0 yazilarak;

P® = (P)30(Ppsr)°

n=mk+r
n=m3+0
n=3m

PP = (Bn)*~°
PSS = P3.

Digerleri de benzer sekilde goriiliir. m
24
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4 —Pell say1 dizisinin bilinen Pell say1 dizisi ile iligkisi;

i. P =pt
.o 4
ii. P =P3P,.,.,

ese 4) _ p2p2
iii. P, ., =P Py,

. 4
iv. P9 =pP3, ..
Ispat:

(4.1) esitliginde k = 4,r = 0 yazilarak;

PP = (P)*0(Ppse)°

n=mk+r
n=m4+0
n=4m

BY = (P)*°
P = Pf.
Digerleri de benzer sekilde goriiliir. m
4.1.4. Teorem
k,n € N i¢in k —Pell dizisinin genellestirilmis denklemi
Pint1 = 2Pen + Py
seklindedir (Ozkan vd. 2021).

Ispat:

() B _ 9pk k—
2P, + Py, = 2P + Py Pt
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= Pr{c_l(zpn + Py_1)

= Pr{(_lpnﬂ
= Pk(rlf-)l-l' u
4.1.5. Teorem
n,s=>0,n+s>1olsun,
Py vs—1y = PrtsPuis—z = (=1)™** (Ozkan vd. 2021).

Ispat: n + s = a olsun.

Pz((2c2—1) — PPy = (D%
Timevarim methodu kullanilarak;
a = 2 i¢in;
Py )= PPy =1-20=1=(-1)272,
a = k i¢in dogru olsun;
Pz((zlz—l) — PyPy_; = (—1)k-

a = k + 1 i¢in dogrulugunu gdsterelim:

2
Pz((k)+1_1) — Pry1Prr1-2 = (—1)k+1,

2 _
Pyer1-1y) = P¢,
Pf — Py Py = 2Py + Py_3)?* — (2P + Py_1)Pp—1,

= 4P;_y + 4Py Py + Py — [2Q2Py_y + Py_3) + 2Py _1]Pc_4

= 4P¢_y + APy 1 Prp + Py — 5Py — 2P 1Py,
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= —P,?_l + 2P _1Py_, + Pz?—z

= —P? |+ Py_5(2P;_; + Px_3)

= —P?_ | + PPy,

= —(P¢_y = PiPr_y)

= (- (-1

= (D =

4.1.6. Teorem (Cassini’s Teoremi)

P,fk); k —Pell say1 dizisi i¢in Cassini’s teoremi;

0 plio W \?_ (BFTH=-D" t=1 .
PentePrene—2 — (Pkn+t—1) r { 07'1 0 t£1 dir
(Ozkan vd.2021).

Ispat: (4.1) esitligi kullanilarak;
PRy = (PE)) = (BE P ) (P Pases) = (PEWPase)?
= (P (PrstPrse—2 — (Poie-1)?)
= PnZk_z((Pn+tPn+t—2 - (Pn+t—1)2)-
t =1igin;
= B2 ((Pos1Pro1 — (B)?)
= P2 (=1)"
t+1, t=m,(meN —{1}) i¢in;
= P2 ((PramPrsm-2 = (Pnem-1)?)
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_ p2k-— ) (2)
= Pn2 2(P2n+2m—2 - P2n+2m—2
=0.m

4.2.1 k —Pell polinomu

k —Pell polinomunun Binet formiilii;

W, (@) =BT (@) — B0\
) “( 2 — ) ) ( 2 —BG) )

seklinde tanimlanir. Burada n,k,m,r e NNn=mk+7r, k#00<r<Xk ve a(x) =

x+Vx?+1 ve f(x) =x —Vx?+ 1dir. Binet formiilii yukaridaki gibi tanimlanan

k —Pell polinomunun matris yardimiyla ifadesi P matrisi ile

Pk—l(x)Mn — [Pk(rl:-)l-l(x) Pk(rlf)(x) ]

k k
P () By ()
seklindedir. Burada M matrisi M = [le (1)] dir(Ozkan vd.2021).

k —Pell polinomunun bazi terimlerini Tablo 4.2’ de veriyoruz.
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Tablo 4.2 Pn(k) (x) i¢in baz1 degerler

k=1 k=2 k=3 k=4
Po(k) (x) 0 0 0 0
P () 1 0 0 0
pz(k) (x) 2x 1 0 0
P (x) 1+ 4x? 2x 1 0
P (x) 4x + 8x3 4x? 2x 1
ps(k) (x) 1+12x%+16x* 2x + 8x3 4x? 2x
P¥(x) 6x+32x°+32x5  1+8x*+16x* 8x3 4x?
PM(x) 1+ 24x* +80x* 14x + 24x3 4x% + 16x* 8x3
+ 64x° + 32x5

PY(x) 8x+80x® +192x° 16x?% + 64x* 2x + 16x3 16x*

+128x7 + 64x° +32x°
PP (x) 1+40x*+240x"  4x + 56x° 1+ 12x? 8x3

+ 448x°® + 256x%  +160x° + 128x7 +48x* + 64x°  +32x°
pl(é‘) (x) 10x +160x° 1+ 24x2 4x + 40x3 4x?

+ 672x> 4+ 1024x7 + 176x* + 384x° + 128x°> + 32x*

+512x° + 256x8 + 128x7 + 64x°
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k —Pell polinomu ile bilinen Pell polinomu arasindaki iligki

P00 = (B () (Prss () (4.6)
n,k,m,r € N, n =mk +r ve k # 0 esitligi ile verilir.
Bu esitlikte k = 1, m = n ve r = 0 alinursa P,fl)(x) = P, (x).
4.2.2. Teorem

k — Pell polinomu ile bilinen Pell polinomu arasindaki iligki

[P GO = (B ()] = [PED, 1), 0) = B ()]
seklindedir (Ozkan vd. 2021).

Ispat: (4.6) esitligi yardimiyla;
PE 13k () = PE () = [P () K (o1 (K] = [P ()K" (P 1 (1))°]

= (Pms1 (X)) = (Bu(x))*. m

k = 2,3,4 ve n € N i¢in k —Pell polinomunun bilinen Pell polinomu ile iliskisi;

i P2 (%) = P2(x),
i, P2y () = By () P (1),
ii. P2 (x) =2xPP(x) + P2 ().
iv. PP (x) = P3(x),
V. P (%) = P2(X)Poas (%),
vie P, (%) = By(0)P21 (%),
vii, P& (x) = 2xPS (x) + P, (%),
viii. PP (x) = BA(x),
(4

ix. P () =P30)Pu1(),

x. P, (x) = B2(x)P2,1 (%),
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. 4
xi. P (%) = Py(x)P241 (%),

xii. Py, () = 2xP) (x) + Pl (%)
seklindedir (Ozkan vd.2021).
4.2.3. Teorem

k,n € N i¢in k —Pell polinomunun genellestirilmis denklemi

Pk (0) = 22B57 () + By, ()

seklindedir (Ozkan vd. 2021).

Ispat:

(4.6) esitligini kullanarak;

2xP3 () + PY (%) = 2xP¥ (x) + Pp_1 (x)PF 1 (x)

= P71 () (2xPy(x) + Poo1 (%))
= B (0)Poy1 (%)
= Bk (). @

4.2.3. Teorem

P,fk) (x); k —Pell polinomu i¢in Cassini’s teoremi (n, k > 2)

B2 (0 (=",

(k) () () z_
Pent ) Penr—n (x) — (Pkn+t—1(x)) = {O

dir (Ozkan vd.2021).
Ispat:

(4.6) esitliginden faydalanarak;
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P, PY, 00 - (P, )
= (BE @)Pare () ) (B (0 P2 (1)) = (B () Pre- ())?
= (P ()2 Pt ()P () = (P (0))
= PZ200) (Pt ()Prs (0 = (Parem1 (0)")
t =1 igin;
= B2 (Para (DPra () = (B 0))")
= P2k=2(x) (=1)™.
t 1, t =m, (m € N) icin;
= PZ2(0) (Psm () Pz () = (Prsm-1 (1))
= P22 () (B2 o () = Pih g a (1))

=0.m

Tanimlar ve teoremler yardimiyla asagidaki genellestirmeler elde edilir:

k -
PO = PP

Ve

k _
Prfk-)l-t(x) = Pr{c E(x)Ppyq (),
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5. SONUC ve ONERILER

Bu ¢alismada Pell dizilerinin ve Pell polinomlarinin yeni bir ailesi olarak k —Pell dizisi
ve k —Pell polinomu tanimlandi. Bu yeni ailelerin Binet formiilleri, matris temsilleri ve
bilinen Pell ailesiyle iliskileri verildi. n = 2 i¢in 2 —Pell ailesinin geren fonksiyonu
bulundu. Pell ailesi i¢in ispatlanan teoremler k —Pell dizisi ve k —Pell polinomu i¢in de

ispatlandi.

Oneri olarak Pell ailesinde tanimlanan bu yeni aile baska say1 dizilerine uygulanip

onlarinda 6zellikleri de incelenebilir.
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