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OZET
KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN BAZI POST KUANTUM ESITSIZLIKLER

Bu tezde, literatiirde sik¢a kullanilan bazi integral esitsizliklerin (p,q) —
benzerleri ve bu esitsizliklerin, konveks fonksiyonlar {izerine bazi uygulamalar1 ele
alind1.

Tezin birinci boliimi olan giris boliimiinde amacindan bahsedildikten sonra tez
igcerigi hakkinda bilgi verildi.

Ikinci boliimde ise genel kavramlar, konveks kiime ve konveks fonksiyon ve
(p, q) —analizi ile ilgili bilgilere yer verildi.

Uciincii boliimde, literatiirde biiyiik dneme sahip olan ve tezde kullanilacak olan
bazi Opial, Ostrowski, Hermite-Hadamard, Simpson ve Hadamard-Simpson tipli
literatiirde var olan integral esitsizlikleri ele alinmustir.

Tezin esas kismi olan dordiincii boliimde ise {igiincii boliimde verilen Opial tipli
esitsizliklerin (p,q) — benzerleri elde edildi. Ayrica konveks ve tgs — konveks
fonksiyonlar i¢in (p,q) —tipli yeni integral esitsizlikleri elde edildi. Uygun kosullar
altinda, elde edilen esitsizliklerin literatiirde var olan esitsizliklere indirgendigi
gozlendi.

Tezin son kisminda ise tezden ¢ikarilacak sonu¢ ve tez konusunun devamliligi
icin neler yapilabilecegi tartisildi.

2018, 95 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Konveks Fonksiyon, Integral Esitsizlikler, Kuantum analiz,
(p, q) —analiz.



ABSTRACT
SOME POST QUANTUM INEQUALITIES FOR CONVEX FUNCTIONS

In this thesis, (p, g)-analogue of frequently used integral inequalities and some
applications on convex functions of these inequalities are studied.

In the begining of the thesis, the purpose and information about the content of
the thesis is given.

In the second part, comman concepts, convex sets, convex function and (p, q)-
calculus are mentioned.

In the third part, some Opial, Ostrowski , Hermite-Hadamard, Simpson and
Hadamard-Simpson type integral inequalities which has great importance in the
literature are given.

In the main part of the thesis, (p, g)-analoque of Opial type inequalities given in
the third part are proved. Futhermore, new integral inequalities are obtained for convex
and tgs-convex functions via Ostrowski and Hadamard-Simpson type. Under special
conditions, the results reduce the inequalities in the literature.

In the last part of the thesis, the conclusions and finding gained in this thesis are
presented.

2018, 95 Pages

Key Words: Convex functions, integral inequalities, quantum analysis, (p, q)-calculus.
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1. GIRIS

Biitiin bilimsel ¢alismalar aslinda insanin i¢inde yasadigi evreni anlamlandirma
cabasma yoneliktir. Yapilan her yeni kesif, farkli agilardan bakmak, diisiinmek,
hissetmek ve bunlart farkli bigcimde aktarmakla olusur. Olgulari anlamak icin farkli
yontemler kullanilir. Matematikgilerin ¢alismalarindaki asil amaci, dogayr analiz etmek
ve bunu matematiksel yollarla agiklamaktir. Bu nedenle, evreni bazi matematiksel
ifadelerle agiklarken en iyi bilinen yol alfabemiz haline gelen analizdir.

Kuantum analiz ¢ — 1 durumunda klasik analize indirgenen matematiksel
formiilleri aragtiran bir ¢alisma alanidir. Kuantum analizin tarihi 18.yiizyilda Euler’in
‘Introductio’ adli eserinde iinlii bilim adami olan Newton’un sonsuz serilerinin
¢ozlimlenmesinde {trettigi q ifadesine kadar uzanir. 20. yiizyilda ise Jackson, 1910
yilinda kendi adiyla anilan bir integral tanimi verdi ve g-analiz teorisi hizli bir sekilde
gelismeye bagladi.

Son yillarda, istek uyandiran bir calisma alani oldugundan bir¢ok arastirmaci
q —analiz ile ilgilenmeye basladi. Literatiire bakildiginda, hemen hemen her giin yeni
bir ¢alisma yapildig1 ve uygulama alaninin genisledigi goriilmektedir. Cilinkii g-analiz
sadece matematikle degil ayn1 zamanda fizik, analitik sayilar teorisi ve bilgisayar bilimi
ile de yakindan iligkilidir. Bu kavram matematikte daha ¢ok kesirli analiz, diferansiyel
denklemler, optimal kontrol problemler ve integral esitsizlikler teorilerinde 6ne ¢ikar.
Bu kavram ile ilgili daha fazla bilgi i¢in Heine (1846), Jackson (1908), Jackson (1909),
Jackson (1910), Ernst (2000;2003;2012), Kac ve Cheung (2002), Gauchman (2004)
caligmalari incelenebilir.

q —analiz ile ilgili yapilan galigmalar hizla artarken iki bagimsiz degiskene bagl
(p, q) —tamsayilari i¢eren (p, q) —analiz ilk olarak Chakrabarti ve Jagannathan (1991),
Bromidas ve ark. (1991), Wachs ve White (1991), Arik ve ark. (1991) tarafindan es
zamanli ve bagimsiz olarak calisilmistir. (p,q) — sayilart fizikte iyi bilinen tek
parametreli kuantum cebirlerinin gosterimi ile baglantili olarak g —osilatdr cebirlerini
genellestirmek ya da sadelestirmek iizere Chakrabarti ve Jagannathan (1991) tarafindan
tanimlandi. (p, q ) —sayilari, Bromidas ve ark. (1991) calismalarinda (p, g) —Harmonik
osilatori, Wachs ve White (1991) calismalarinda (p, q) —Stirling Sayilarin1 ve Arik ve
ark. (1991) calismalarinda Fibonacci osilatorlerini elde etmede kullanildi. Agikca



goriilmektekdir ki  bircok fiziksel ve matematiksel problemin ¢dziimiinde
(p, @) —analize ihtiya¢ duyulmaktadir. (p, q) —analizin gelisimi, yukaridaki ¢aligmalari
temel kabul eden tarihten giintimiize kadar uzanmaktadir. Bunlarin bazilari; Burban ve
Klimyk (1994) (p,q) — hipergeometrik fonksiyonlar, Corcino (2008) binom
katsayilarinin (p, q) —genellestirmesi, Jagannathan ve Srinivasa (2005) (p, q) —seriler
ve (p, q) —hipergeometrik seriler, Mursaleen ve ark (2015a;2015b) (p, q) —Bernstein
operatorleri lizerine ¢alismalar yapti. Sadjang (2013) (p, q) —tiirev ve (p, q) —integralin
ozelliklerini incelemis ve (p, q) —tiirev i¢in uygun olan iki polinom baz tanimlayip, bu
bazlar igin ¢esitli Ozellikler verdi. Aymi ¢alismada polinomlar igin (p,q) — Taylor
formiiliiniin yan1 sira (p, q) —analizin temel teoremi ispatlandi ve (p, q) —kismi integral
formiilii de tamimlandi. Sadjang (2015)’in bir diger ¢alismasinda ise (p,q) —gama,
(p, q) —beta fonksiyonlar1 ile bu fonksiyolarin gesitli 6zellikleri de yer almaktadir.
Bunlara ek olarak, Smirnov ve Wehrhahn (1992), Milovanovic ve ark. (2016), Duran ve
ark. (2016) galismalar1 da bu alanda yapilan ¢alismalardan bazilaridir.

Esitsizlikler ve konveks fonksiyonlar da matematigin tiim alanlarinda aktif bir
calisma alan1 olmasindan dolayi, son yillarda bu alanda yapilan caligmalar artig
gostermistir. Endiistri, is alanlari, tip, sanat gibi dallarin niimerik uygulamalarinda
karsilagilan konvekslik kavrami aslinda hayatin her alaninda karsimiza ¢ikmaktadir.
Ornegin ayakta durus pozisyonumuzdan tutun sans oyunlarinin dengesinin
saglanmasinda dahi konvekslikten soz edilebilir.

Matematiksel analiz, uygulamali matematik, olasilik teorisi ve matematigin diger
cesitli alanlarinda dogrudan veya dolayli olarak konveks fonksiyonlarin bir¢ok
uygulamast vardir. Bununla birlikte konveks fonksiyonlar, esitsizlikler teorisiyle
yakindan iligkilidir ve bircok dnemli esitsizlik, konveks fonksiyonlarin uygulamalarinin
sonucudur. Ornegin; Holder ve Minkowski esitsizlikleri gibi genel esitsizlikler, konveks
fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizliginin sonucudur. Bu nedenle, konveks fonksiyonlar
teorisinde esitsizliklerin, 6zel bir yere sahip oldugu ifade edilebilir. Aslinda konveks
fonksiyonun kendi tanimi da bir esitsizliktir. Benzer sekilde, konveks fonksiyonlar da
esitsizlikler teorisinde ¢ok Onemli bir yere sahiptir. 19. yilizyilin sonlarinda ve 20.
yiizyilin baslarinda pek ¢ok esitsizlik bulundu. Bu esitsizliklerden bazilar1 konveks
fonksiyonlar sinifi i¢in yazilan temel esitsizlikler haline gelmistir. 1881 yilinda Hermite

tarafindan ifade edilen ve bugiin bir¢ok kaynakta Hermite-Hadamard esitsizligi olarak



adlandirilan esitsizlik bunlardan bir tanesidir. Bu esitsizlik iizerine giiniimiize kadar
bir¢ok calisma yapildi. Bu c¢aligmalarin biiyiik bir bolimii S.S. Dragomir ve C.E.M
Pearce tarafindan 2000 yilinda yazilmis olan “Selected Topics on Hermite-Hadamard
Inequalities and Applications” adli kaynakta yer almaktadir. Bu konu ile ilgili yapilan
caligmalar; Hardy ve ark. (1952), Mitrinovi¢ (1970), Mitrinovi¢ ve ark.
(1974;1990;1993), Hudzik ve Maligranda (1994), Dragomir ve Pearce (2000),
Niculescu ve Persson (2006), Pachpatte (2005), Cerone ve Dragomir (2011) ve Tung ve
ark. (2015a;2015b) seklinde siralanmaktadir.

Son yillarda, kuantum analizin bir¢ok alanda rastlanilmasi, konveks fonksiyonlar
igeren esitsizlikler igin biiylik 6nem kazanmustir. Birgok arastirmaci, farkli tiirden
konveks fonksiyonlart iceren integral esitsizliklerinin g — benzerleri iizerine
genellestirmeler yapmakta ve bu alana Onemli katkilar saglamaktadir. ¢ — 1
durumunda klasik hale indirgenebilen integral esitsizliklerin yani sira yeni tipte
quantum integral esitsizlikleri de elde edilmektedir. Stankovic ve ark. (2006), Ntouyas
(2013; 2014), Taf ve ark. (2014), Sudsutad ve ark. (2015), Tariboon ve Noor ve ark.
(2015), Alp ve ark. (2018) galismalar1 bu alanda yapilan 6nemli ¢alismalardir. Tung ve
ark. (2018) ise calismalarinda konveks fonksiyonlar igin g — Simpson tipli yeni
esitsizlikler elde etti ve baz1 6zel fonksiyonlar i¢in ¢esitli uygulamalara yer verdi.

Son yillarda (p, q) —analizin ¢esitli integral esitsizlikler iizerine uygulamalar1 da
q —analizdeki sonuglarin genellestirilmesi agisindan 6nem kazandi. Bu konuda Tung ve
Gov (2016a)’iin ¢alismalarinda ¢ok kullanilan bazi integral esitsizliklerinin kisitlanmig
aralikta (p,q) — benzerleri elde edildi. Tung ve Gov (2016b,2016¢,2016d)
calismalarinda kapali ve sonlu aralik iizerinde yeni (p,q) —integral, (p,q) — tiirev
tanimi  verdi Vve bunlarin baz1 Ozelliklerini inceleyip ¢esitli  esitsizliklerin
(p, q) — benzerlerini elde ettiler. Ayn1 zamanda konveks fonksiyonlar igin yeni
(p, q) —Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri de tanimladilar. Benzer olarak
Kunt ve ark. (2018) c¢alismalarinda (p, q) —tipli yeni integral esitsizlik uygulamalar
goze carpmaktadir.

Bu tezde, sonlu araliklar tizerinde tanimli (p,q) -tirev ve (p,q) -integrali
kullanarak, baz1 esitsizliklerin (p, q) —benzerleri ve farkl tiirden konveks fonksiyonlar
i¢in ¢esitli esitsizlikler elde edildi.

Tezin Onceki ¢aligsmalar isimli boliimiinde ilk olarak matematikteki temel tanim ve



genel kavramlara yer verildi. Ikinci olarak konveks fonksiyonlarla ilgili tanim, teorem
ve kavramlar lizerinde duruldu. Son olarak ise (p,q) —analiz ile ilgili temel bilgiler
incelendi.

Materyal ve yontem kisminda ise daha Onceden literatiirde var olan ve tezin
ilerleyen boliimlerinde kullanilacak olan Opial tipli, Ostrowski tipli, Hermite-Hadamard
tipli, Simpson tipli ve Hadamard-Simpson tipli integral esitsizlikler ve bunlarin
q —benzerleri ele alindi.

Tezin ana bolimi olan arastirma bulgular1 ve tartisma kisminda ise materyal
yontem kisminda sunulan esitsizliklerin (p, q) —benzerlerinin yani sira, (p,q) —Opial,
(p, q) — Ostrowski, (p,q) —Hadamard-Simpson tipli yeni integral esitsizlikler elde
edildi. Ayrica farkli tiirden konveks fonksiyonlar i¢in uygulamalara yer verildi. Son

boliimde ise de ¢alisma ile ilgili sonuglar yazildi.



2. ONCEKI CALISMALAR
2.1 Genel Kavramlar

Tammm 2.1.1. (Artan Fonksiyon): A sonlu veya sonsuz bir aralik olmak {izere
f:A - R fonksiyonu verilsin. Tanim kiimesine ait x; < x, i¢in (x; — xz)(f (%) —
f(x5)) =0 oluyorsa f fonksiyonuna monoton artan fonksiyon, (x; — x,)(f(x1) —
f(x3)) > 0 oluyorsa f fonksiyonuna kesin artan fonksiyon denir (Mitrinovi¢, 1970).

Tamim 2.1.2 (Azalan Fonksiyon): A sonlu veya sonsuz bir aralik olmak tizere
f:A - R fonksiyonu verilsin. Tanim kiimesine ait x; < x, igin (x; — x,)(f(x1) —
f(x;)) <0 oluyorsa f fonksiyonuna monoton azalan fonksiyon, (x; — x,)(f(x1) —
f(x3)) < 0 oluyorsa f fonksiyonuna kesin azalan fonksiyon denir (Mitrinovi¢, 1970).

Ozellik 2.1.3. (Artan ve Azalan Fonksiyonlari Ozellikleri):

1) f ve g ] lizerinde azalmayan fonksiyonlar ise f 4+ g ayni1 dzellige sahiptir.

2) f azalmayan ve a negatif olmayan bir reel sayi ise af de azalmayandir.

3) f ve g negatif olmayan ve azalmayan bir fonksiyon ise f. g de azalmayandir.
4) f pozitif ve azalmayan ise ]% artmayan fonksiyondur.
5) f ve g monoton ise f + g nin monoton oldugu sonucu her zaman ¢ikarilamaz.

Cunkii f monoton artan, g monoton azalan iken f + g i¢in bir sey sdylenemez

(Mitrinovi¢, 1970). Sekil 2.1. de bir f fonksiyonunun artan ve azalan oldugu araliklar

gosterilmektedir.
A 'z
B
|
|
I
|
a Sar ag | b UM e
y i A .
/V \ |
|
|
Cc

Sekil 2.1. f fonksiyonunun artan ve azalan oldugu araliklar



Teorem 2.1.4. (Chebyshev Esitsizligi): a = (a4, a,,..,a,) Ve b=
(by, by, ..., by,) reel sayilarin azalmayan veya artmayan iki dizisi olsun. Bu durumda

a1b1 +a2b2 + "'+anbn > al +a2 +"'+anb1 +b2 ++bn

n - n n
- aib, + azby,_4 + -+ ayb;
n
yadap; < p, - < p,, reel sayilarin negatif olmayan bir dizisi olmak {izere
n n
zplzpla Zpla’lzpl
i=1  i=1

esitligi vardir. Esitlik durumu sadece a ve b dizilerinden en az birinin sabit olmasi ile

saglanir. Ozel olarak p; = p, = - = p,, = 1 segilirse

n 1 n n
Zaibi Zﬁzaizbi
i=1 i=1 i=1

esitsizligi elde edilir (Mitrinovi¢ ve ark., 1993).

Teorem 2.1.5. (Chebyshev Integral esitsizligi): f,g:[a,b] > R, (a,b)
araliginda ayni anda artan ya da ayni1 anda azalan, integrallenebilir iki fonksiyon olsun.
Ayrica p:[a,b] » R, (a,b) araliginda integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu

durumda
b

| pGax | P @gGdx > | PO dx | pegcoa @11)
esitsizligi gerg¢eklenir (Mitrinovic ve Vasic, 1974; Mitrinovic ve Pecaric, 1990).

L. Euler (1707-1783) gama fonksiyonunu n! = 1.2 .... (n — 1)n faktoriyeller igin
ara deger fonksiyonu olarak kullandi, daha sonra ise bu fonksiyona dair farkli sonuglar
ve fonksiyonun integral gosterimini tanimladi. Gama fonksiyonu pozitif n tamsayilari
icinT'(1) = 1veI'(n + 1) = nI'(n) o6zelligi ile birlikte

'n) =(m-1)!
seklinde tanimlanir. Bu esitligin pozitif reel sayilar i¢in dogal bir genislemesi olarak her
x > 0 i¢in

F'(x+1) =xI'(x)
esitligi yazilir (Niculescu ve Persson, 2006).

Gama fonksiyonunun genellestirilmis integral ile gosterimi ise x > 0 i¢in

I'(x) = fooe‘ttx‘ldt (2.1.2)
0



olarak ifade edilir (Kannappan, 2009).
Tamm 2.1.6. Beta fonksiyonu her x,y > 0 i¢in

1

B(x,y) =f t* 1 (1 —t)Y"ldt (2.1.3)

0

olarak tanimlanir. Bu esitlik Euler tip Beta integral fonksiyonu ya da birinci ¢esit Euler
integrali olarak adlandirilir (Kannappan, 2009).

Tamm 2.1.7. §: R, X R, = R fonksiyonu (birinci ¢eyrek diizlemde tanimli reel
degerli fonksiyon) bir y degiskenine bagl olarak x degiskeni i¢in monoton (x in degeri

icin monotonluk sart1 yeterli) olsun,

Blx+1y) = %ﬁ(x.y), %,y € (0, )

BLy) =~
Yy —y

sartlar1 ile birlikte § fonksiyonuna Euler tip Beta fonksiyonu denir (Kannappan, 2009).

Beta fonksiyonun dzellikleri

A 1 _ _ o) tx—l

i B(x,y) = fo t*"1(1 —t)Y dt = fo ey dt, x,y >0

. r(rly)

ii. B(x,y) = foﬂ/}; , x,y>0 (2.1.4)

iii. B(x,y) = By, x)
bi¢imindedir (Jeffrey and Dai, 2008).

Tanmim 2.1.8. A, R nin bir alt kiimesi olsun. Her x € A i¢in x < M oluyorsa M €
R sayisina A’nin ist siniri, m < x oluyorsa m € R sayisina A’nin alt siir1 denir. A
kiimesine, ist sinir1 varsa ustten sinirli, alt sinir1 varsa alttan smirli, hem st hem alt
sinir1 varsa da sinirlidir denir (Hunter ve Nachtergaele, 2000).

Tanim 2.1.9. 4, R nin bir alt kiimesi olsun. M, A nin bir st sinir1 ve A kiimesinin
diger biitiin M’ {ist sinirlari i¢in M < M’ oluyorsa M sayisina supremum, yani en kiigiik
st sinir denir ve sup A ile gosterilir. Ayrica M € A ise M sayisina A kiimesinin
maksimum elemani denir. m, A nin bir alt sinir1 ve A kiimesinin diger biitiin m' {ist
sinirlar1 igin m < m' oluyorsa m sayisina infimum, yani en biiyiik alt smir denir ve
infA ile gosterilir. Ayrica m € A ise m sayisina A kiimesinin minimum elemani denir
(Hunter ve Nachtergaele, 2000).

Tammm 2.1.10. A c R, f: A = R bir fonksiyon ve a € A olsun. Her € > 0 igin
|x —al <& oldugunda |f(x) — f(a)| < & olacak sekilde bir § = §(g,a) varsa



f fonksiyonu a noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu A noktasinin her
noktasinda stirekli ise fonksiyon A iizerinde stireklidir denir (Hunter ve Nachtergaele,
2000).

Teorem 2.1.11. (integraller i¢cin Ortalama Deger Teoremi): f fonksiyonu [a, b]

araliginda siirekli ise

b
f(c) = b%af fx)dx (2.1.5)

olacak sekilde en az bir ¢ € (a, b) vardir (Thomas ve Finney, 1992).
2.2. Konveks Kiime ve Konveks Fonksiyon

Konvekslik kavrami bir¢ok problemin ¢6ziimiinde kullanilir. Konveks
fonksiyonlar optimizasyon problemleri i¢in pek ¢ok Onemli ozelliklere sahiptir.
Ornegin, konveks fonksiyon iizerinde herhangi bir lokal minimum global minimumdur.

Tanmm 2.2.1. L bos olmayan bir kiime ve K bir cisim olsun. +:L X L — Lve-
: K X L — L islemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye K cismi
tizerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir (Anton, 1994).

A) L, + igslemine gore degismeli bir gruptur.
G1) Her x,y € L igin x + y € L dir.
G2)Herx,y € LicinHerx + (y + z) = (x + y) + z dir.
G3) Herx € Ligin x + 8 = 6 + x = x esitligini saglayan bir tek 8 € L vardir.
G4) Her x € Ligin x + (—x) = (—x) + x = 6 esitligini saglayan bir tek —x € L vardir.
G5) Her x,y € Ligin x + y = y + x dir.
A) x,y € L ve a,b € K olmak iizere asagidaki sartlar saglanir.
L1) a.x € L dir.
L2)a.(x+y)=ax+a.y
L) (a+b).x=a.x+b.x
L4) (ab).x = a.bx
L5) 1.x = x dir (1, K’ nin birim elemanidir).
K = R ise L ye reel vektor uzayi denir (Anton, 1994).
Tamm 2.2.2.C € R" olsun

tx+(1—-t)yecC, Vx,y e C,Vte[0,1]



sart1 saglaniyorsa C’ ye konveks kiime denir (Bertsekas ve ark., 2003).

Bos kiime konveks kiime olarak diigiiniilir. Bunlarin tersine eger bir kiime
konveks degil ise konkav kiime olarak ifade edilir. Ayrica A reel veya kompleks lineer
uzayin bir alt kiimesi olmak iizere, eger bir x, € A noktasindan herhangi bir x € A
noktasina ¢izilen biitiin dogrular yine bu A kiimesinin i¢inde kaliyorsa bu kiimeye star

konveks kiime denir. Sekil 2.2 de konveks, konkav ve star konveks kiimelere birer

X

kormrels kun e

ornek verildi.

kol aw kiume

star kotrrelizs o e

Sekil 2.2 Konveks, konkav ve star konveks kiime

Tanmm 2.2.3. f:1 -» R, x,y € [ ve t € [0,1] i¢in f fonksiyonu
fx+ A -Dy) <tf )+ A -Df () (2.2.1)
sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. - f fonksiyonu konveks ise
0 zaman f fonksiyonuna konkav denir (Pecaric ve ark., 1992).

Sekil 2.3 de verilen bir aralikta tizerinde konveks fonksiyonun grafigi verildi.



Lfx)+ (1 = 1) fly)
fiy) N
ftx+(1-1)y)

fix) oo -

x  lx+(I-0)y y

Sekil 2.3. Aralik tizerinde konveks fonksiyon

Tammm 2.2.4. Reel degerli fonksiyonlar i¢cin 0<s <1 olmak iizere

s —konveksligin birinci ve ikinci anlami1 olmak {izere agagidaki gibi iki tanim vardir.

1- Hera,f =20, x,y E R,vea® + ° = 1 igin

fax +By) < asf(x) + BSF () (2.2.2)

esitsizligini saglayan f: R, — R fonksiyonuna birinci anlamda s —konveks fonksiyon

denir ve birinci anlamda s —konveks fonksiyonlar smifi genellikle K ile gosterilir

(Orlicz, 1961).

2- Yukaridaki tanimda @ + = 1 olarak alinirsa bu durumda f’ye ikinci anlamda
s —konveks fonksiyon denir ve kisaca f € K2 ile gosterilir (Hudzik ve Maligranda,
1994).

Tanmm 2.2.5. f:1 - R, x,y € I ve t € [0,1] i¢in negatif olmayan f fonksiyonu

fex+ (1 -0Dy) < @ + % (2.2.3)

sartin1 saglhiyorsa f fonksiyonuna Godunova-Levin fonksiyonu veya Q(I) sinifindan
fonksiyon denir (Godunova ve Levin, 1985).

Tanim 2.2.6. f:1 > R, x,y € I ve t € [0,1] i¢in negatif olmayan f fonksiyonu
fex+ A -0y) < f(0) + f(¥) (2.2.4)
sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna P fonksiyonu veya P(I)smifindan fonksiyon denir
(Dragomir ve ark., 1995).

Tanmm 2.2.7. f:1 > R, x,y € [ ve t € (0,1) igin f fonksiyonu
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flex+ (A -0y) <t -D[f )+ )] (2.2.5)
sartin1  sagliyorsa f fonksiyonuna tgs — konveks fonksiyon denir. —f fonksiyonu
konveks ise 0 zaman f fonksiyonuna tgs —konkav denir (Tung ve ark., 2015).

Tanmmm 2.2.8. h:I € R — R pozitif bir fonksiyon olsun. f negatif olmayan bir
fonksiyon olmak iizere - Vx,y € I ve 1 € (0,1) i¢in
fAx+ 1A —-Dy) <h(Df(x) +h(1-Df () (2.2.6)
sartin1 sagliyorsa f:I € R — R fonksiyonuna h — konveks fonksiyon veya SX(h,I)
smifindan fonksiyon denir. Esitsizlik yon degistirirse f fonksiyonuna h — konkav

fonksiyon veya SV (h, I) sinifindan fonksiyon denir (Varosanec, 2007).
Burada h(4) = 1, h(4) = %(/1 #0), h(1)) =1, h(A) = 2%, h(1) = A(1 — 1) segilirse

sirastyla konveks, Godunova-Levin, P(I) fonksiyonu, s —konveks ve tgs —konveks

fonksiyon elde edilir.
2.3.(p, q) —Analiz

Matematigin ve fizigin bir ¢ok alani ile iliskili 6nemli bir konu olan kuantum
analizin temeli 18. yiizyilla dayanmaktadir. ¢ —analizin bir genislemesi olarak ortaya
cikan post kuantum olarak adlandirilan (p, q) — analiz, lizerinde ¢ok yeni ¢alismalarin
yapildigr ve bir¢ok arastirmacinin dikkatini ¢eken olduk¢a yeni bir alandir.
(p,q) — analizde p =1 olmasi durumunda sonuglar q formuna indirgenir. Yakin
zamanda, Chakrabarti ve Jaganatthan (1991), (p, q) —eksponansiyel, (p, q) —integral ve
(p,q) — tirev ile ilgili temel c¢alismalar yapmislardir. Sadjang (2013;2015)
caligmalarinda (p,q) — integral ve (p,q) — tirev igin baz1 Ozellikler vermis,
(p, g) —tlreve uygun iki polinom orneklemis ve bununla ilgili cesitli 6zellikler elde
etmistir.

Asagida (p, q) —analiz ile ilgili temel tanim ve teoremler verildi.
(p,q) —tamsayilar 0 < g < p < 1 i¢in
n_ .n
[nlpq = % (2.3.1)
bi¢iminde tamimlanir (Chakrabarti ve Jaganatthan, 1991). (p, q) -binom ve (p,q) -

faktoriyel, herk,n € Nven >k > 0 igin

11



n

(lpat = | [Uklpg m 2 110,40 = 1

k=1

[n]p,q!
[n—kl, 4! [klpq!
seklinde verilir (Cornico, 2008).

[n:k]p,q =

Bir f fonksiyonunun (p, q)-tiirevi

Dpqf (x )—f (px; Z (qx) x#0 (2.3.2)

bigimindedir. Burada D,, ,f(0) = f'(0) dir (Chakrabarti ve Jaganatthan, 1991).

f:10,a] - R olmak iizere (p, q)-integral

[ £©dyat = @=pa Z D (Bre). [ <1 (233)

f F(O)dy ot = (p q)ai 1 (n+1 ) ‘p| (2.3.4)

olarak tanimlanir (Sadjang, 2013). (p, q)-kismi integrasyon ise

b b
| 70009 @d gt = FOIOIZ =~ | 9(a0Dpaf Oyt (235)

ile verilir (Sadjang, 2013). p = 1 durumunda, formiillerin tamami q -benzerlerine
indirgenir (Kac ve Cheung, 2002).
Tung ve Gov (2016a) calismalarmda kisith (restricted) g —integral kavramini

genellestirmis ve kisith (p, q)-integraller yardimiyla, yukarida verilen (p, g) tanim ve

n k
ifadeler kullanilarak b > 0 ve a = b olmak iizere I = [a, blpq = {b%: 0<k<

pn
nne N} aralig1 iizerinde asagida verilen bazi (p, q) —integral esitsizlikleri elde etti.

Teorem 2.3.1. ((p,q)-Holder Integral Esitsizligi): f ve g fonksiyonlar1 [ =

[a,b],q aralig iizerinde tamimli fonksiyonlar, 0 <gq <p <1 ve s;,5, > 1 olmak

. 1 1
tizere — + — = 1 olsun. Bu durumda

S1 S2

| |f(t)g(t>|d,,,qts<j |f(t)|51dp,qt>sl<j |g<t)|52dp,qt)sz (236)
1 1 1

esitsizligi gerg¢eklenir (Tung ve Gov, 2016a).

Sonug 2.3.2. Teorem 1 in kosullar altinda s; = s, = 2 olarak alinirsa
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1 1

f |f<t>g<t>|dp,qts(f |f(t>|2dp,qt> (f |g<t>|2d,,,qt>

(p, q) —Cauchy-Schwarz Esitsizligi elde edilir (Tung ve Gov, 2016a).

Teorem 2.3.4.((p,q) —Minkowski Integral Esitsizligi): f ve g fonksiyonlari
I = [a, b], 4 aralig: lizerinde tanmimli reel degerli fonksiyonlar, |f|*1, |g|** ve |f + g|*
ayni aralik tlizerinde integrallenebilir olsun. Bu durumda 0 <g<p <1 ve s; >1

olmak lizere

1 1
S1 S1
| 1@+ g@ldyqt < ( | |f<t>|sldp,qt) v ( | |g(t)|sld,,,qt> (23.7)
I I I
esitsizligi saglanir (Tung ve Gov, 2016a).
Teorem 2.3.5. ((p,q) — Hermite-Hadamard Integral Esitsizligi): a = bZ—:

olmak tizere f: [a b] — R konveks bir fonksiyon ise

(2= o

1 < b(p +q)— (a+b) (_) qla+b) - a(P + ) f(b)> (2.3.8)

ptq bq —a q bq —
gergeklenir (Tung ve Gov, 2016a).

Teorem 2.35 de p=1 olarak alinirsa (2.3.8) esitsizligi Hermite-Hadamard
esitsizliginin, Marinkovic ve ark. (2008) calismasinda yer alan kisith (restricted)
q —integraller i¢in elde edilen kuantum analoguna indirgenir.

Teorem 2.3.6. f:[a,b] = R, (p, q) —diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve D, ,f

stirekli olsun. 0 < g < p < lolmak iizere

’ b
P] flat)d,  t — (b - a)w

1-— b2 b2 2 bZ
S”Dp'ﬂ(( p)a+b)? (a+b)? a’+ )

— 2.3.9
2p 2p(p+q) p+q ( )

esitsizligi gergeklenir (Tung ve Gov, 2016a).
Teorem 2.3.7. f:[a, b] = R, iki kez (p, q) —diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve

D} . fsiirekli olsun. 0 < g < p < 1 olmak iizere

bq — ap

f(ab) + f(q ))‘

q*t)dy, qt — (
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P (b* — a®)pq® (b — a)qab
< |[DZof|l ( > : - (2.3.10)
p+a\(P>+pq+q*)(p+a) p+aq
esitsizligi ger¢eklenir (Tung ve Gov, 2016a).
Teorem 238. ( (p,q)— Ostrowski Esitsizligi): f:la,b] > R

(p, q) — diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve D, ,f siirekli olsun. 0 <g<p <1

olmak lzere

1 b
F@) — 5= | 1@yt

S ”Dp.qf”(b —a)

2

Y — (a+b)(p+q) 2 2 2 2
20+a-D (X g | ___@Haierb? | @ant oo
1+q b—a 6 +q-1D’0-a) @+b-a)? |

esitsizligi gergeklenir (Tung ve Gov, 2016a).

Yukarida verilen biitiin teoremler p = 1 ve g —» 1 durumunda klasik bigimlerine
indirgenmektedir (Cerone ve Dragomir, 2011).

Yine Tung ve Gov (2016b) ¢alismalarinda, (p, q) —tlrev ve integral tanimlarin
kisitli aralik {izerinden sonlu aralik iizerine genellestirerek yeni bir (p, q) —tiirev ve
(p, @) —integral tanimi1 ve bu tanimlarin bazi temel 6zellikleri saglandig1 tespiti iizerine
bir inceleme yaptilar. Bu ¢alismada elde edilen ve tezin arastirma bulgular1 boliimiinde
temel olarak alinan énemli sonuglardan bazilar1 asagida verildi. Burada I, := [uy, Uj41]
araligi ve 0 < g < pr < 1 sabitleri kullanildi.

Tanmm 2.3.9. f:I;, = R siirekli bir fonksiyon ve u € I olsun. Bu durumda
f(oru + (1 = pug) — f(qru + (1 — qi)wy)
(Pre — i) (u — wy)

Dy (W) = im Dy g, f ()

Dpk.Qkf(u) =

J U F Uy (2.3.12)

formiillerine f fonksiyonunun u noktasindaki (py, q) -tirevi denir (Tung ve Gov,
2016b).

D, qf (t) doniisiimii her t € [a, b] i¢in tanimh ise f fonksiyonu [a, b] araligt
tizerinde (p, q)-diferansiyellebilirdir denir (Tung ve Gov, 2016b). (2.3.12) formiiliinde
I, = [a, b] olarak segilir ve a = 0 olarak alinirsa f fonksiyonun t € [a, b] noktasindaki

f@ﬂ—f@ﬂt

Praf =0 +#0
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(p,q) —tiirevi elde edilir (Sadjang, 2013). Ayrica burada p = 1 olarak alinirsa f
fonksiyonun t € [a, b] noktasindaki

Dy f (t) =f(8:—j;§zt),t #0

biciminde tanimlanan g-tiirevi elde edilir (Kac ve Cheung, 2002).

Ornek 2.3.10. u € Iigin f(u) = (u — u,)™ min (py, i )-tiirevi

(n], . =Pk =4k
Plele pp — qy

olmak lizere

Dy, qf W) = [n]p(u — w1

biciminde hesaplanir (Tung ve Gov, 2016b).

Teorem 2.3.11. f,g:I, = R, (px, qx)-diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
Asagida verilen bagintilar gerceklenir (Tung ve Gov, 2016b).
a) f+g:1; » R, (px, qi)-diferansiyellenebilir ise
Dppar[f (1) + 9] = Dy, f (W) + Dy, 9 (1)
olur.
b) Af:I, = R, (px, qx)-diferansiyellenebilir ise herhangi bir Asabiti i¢in
Dy A ()] = ADy, g, f (1)
olur.
c) fg:l = R, (pk, qx)-diferansiyellenebilir ise carpimin (py, qx)-tlirevi
Dya [FP W) 1 = g(pru + (1 = pr)us) Dy, q, f (W)
+ f(qru + (1 — q)ur) Dy, q,9 (W)
Dprar [ F@ W] = f(pru + (1 = pr)ur) Dy, q, 9 (W)
+ g(qru + (1 = q)w) Dy, q, f (W) (2.3.13)

bi¢iminde bulunur.

d) glprw)g (qku + (1 - Z—:) uk> #0 olmak f{izere f/g:lx >R |, (O qr) -

diferansiyellenebilir ise boliimiin (py, qx)-tiirevi

|0

_9pru+ (1 — p)u) Dy g, f (W) — f(qreu + (1 — q)u) Dy, q,9 (W)
Bl Pk — qi) (U — wy)

Dpk.qkf(u)

(2.3.14)
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bi¢ciminde bulunur.

Tamim 2.3.12. f: I, —» R siirekli bir fonksiyon ve 0 < g < p < 1 olmak tlizere

| F@dp s
= (px — qk)(u—uk)z n+1f< U (1—%>uk> (2.3.15)

ifadesine u € Iiigin f fonksiyonunun (py, qx)-integrali denir (Tung ve Go6v, 2016b).
(2.3.15) formiilinde I, = [a,b] olarak segilir ve a =0 olarak alinirsa f

fonksiyonun t € [a, b] i¢in

t i qn qn
| ©dpas = o=t )~ f (o)
0 n=0

(p, @) -integrali elde edilir (Sadjang, 2013). Ayrica burada p = 1 olarak alinirsa f

fonksiyonun [a, b] araligindaki

b o
[ s =a-a0-a) @+ 0 -0 (23.15)
a n=0

bi¢iminde verilen g-integrali elde edilir (Tariboon ve Ntouyas, 2013).
Teorem 2.3.13. f: [, —» Rsiirekli bir fonksiyon ve 0 < g < p < 1 olmak iizere,

u € I,icin asagidaki esitlikler gerceklenir (Tung ve Gov, 2016b):
a) Dp,.qy f;k f(s)dpk"IkS = f(w)

b) f;‘k Dpanf ()dpqis = fW) (2.3.16)
0) [ Dparf ()dpyqes = fFW) — f(@), a € (u,wy).

Teorem 2.3.14. f, g: I, — R siirekli bir fonksiyon ve u € I, 4 € R olmak iizere
8) [, [f(S)+9Ndpq,5 = [, f$)dpq.5+ [, 9()dp,q,5
b) [, Af()pyqs = [, f(S)dpyq,s
¢) Jo (ks + (1 = @)Dy, 9Pk dpyoq,s = (FD (W, = [ 9(paes +

(1 = P Dy, f ($)dpy g, (2.3.17)
ya da

u
f F @i + (= PO Dy, 0, 9 (@), 005
Uk
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= (Fg)(s)", - f 90k + (L = GuODyy o f )y, 005

Ug
bagmntilari saglanir (Tung ve Gov, 2016b).
Teorem 2.3.14-c (py, qx)-kismi integrasyonu belirtmektedir.
p = 1 durumunda Tanim 2.3.9 ve Teorem?2.3.14 arasi biitiin ifadeler Tariboon ve
Ntouyas (2013)’in galismasinda verilen g —benzerlerine indirgenir. Ayni ¢alismada
Tung ve Gov kisith (p, q) —integral yardimiyla elde edilen Holder, Cauchy-Schwarz ve
Minkowksi integral esitsizliklerini sonlu aralik {izerine genisletti.
[a, b] aralig1 {izerinde (p, q) —Holder integral Esitsizligi:

Teorem 2.3.15. f ve g fonksiyonlar1 I = [a,b] aralig1 iizerinde taniml

fonksiyonlar, 0 < g < p < 1ve sy, s, > 1 olmak lizere si + si = 1 olsun. Bu durumda

1 2

1 1
b b i/ (P 5
[ @91 adyt < ( [ ror adp,qt) ( [ 19 adp,qt> (23.18)
a a a
esitsizligi ger¢eklenir (Tung ve Gov, 2016c¢).

Sonug 2.3.16. Teorem 1 in kosullar altinda s; = s, = 2 olarak alinirsa

b b % b %
f |f(t>g(t)|adp,qts(f |f(t>|2adp,qt> ( f |g<t>|2adp,qt> (2.3.19)

[a, b] aralig1 iizerinde (p,q) — Cauchy-Schwarz Esitsizligi elde edilir(Tung ve Gov,
2016c¢).
[a, b] aralig1 {izerinde (p, q)-Minkowski integral Esitsizligi:

Teorem 2.3.17. f ve g fonksiyonlar1 I = [a, b] aralif1 {izerinde tamimli reel
degerli fonksiyonlar, |f|%1,|g|°t ve |f + g|°* aym aralik iizerinde integrallenebilir

olsun. Budurumda 0 < g < p <1 ve s; > 1 olmak iizere

b b i b i
j |f(t>+g(t)|adp,qts< j FO adp,qt> +<f 9@ adp,qt> (2.3.20)

esitsizligi saglanir (Tung ve Gov, 2016c¢).
Teorem 2.3.15 ve Teorem 2.3.17°de p=1 ve q —» 1 olarak alinirsa yukaridaki
esitsizliklerde sirasiyla Holder ve Minkowski esitsizliklerinin g —benzerleri ve klasik
formu elde edilir (Tariboon ve Ntouyas, 2014; Cerone ve Dragomir, 2011).

Elde edilen bu o6zelliklere dayanarak yine Tung ve GoOv (2016c) bir diger

caligmalarinda klasik tanim igin incelen kisith (p, q) —integral yardimiyla elde edilen
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baz1 esitsizlikleri Tanim 2.3.9 ve Tanim 2.3.12 kullanilarak sonlu aralik {izerine
genellestirdiler.
Teorem 2.3.18. f:1 = [a, b] = R fonksiyonu (p, q) —diferansiyellenbilir ve 0 <

q <p < ligin D, , siirekli olmak lizere

’ b
f plf(at + A — Qa)| udpqt — (b — ‘”M‘
b — a)? — 2 _1
= ” aDp.qf” ( zpa) + pt+a ppj_ ;‘ p o)

esitsizligi saglanir (Tung ve Gov, 2016c¢).
Teorem 2.3.18’de p = 1 olarak alinirsa,

fla) + f(b)‘ ” —a)?

2(1+¢q)
esitsizligine indirgenir (Tariboon ve Ntouyas, 2014). Buradan da (2.3.21) esitsizligi g —

b
f F(qt + (1 — Q)| adyt — (b — a) Dyafl| 2=

1 i¢in

2
f(a)+f(b)‘_ If ”(b a)

b
[ rwa-e-a

bi¢iminde verilen trapezoid esitsizligine indirgenir (Cerone ve Dragomir, 2011).

Teorem 2.3.19. f: I = [a, b] = R fonksiyonu iki kez (p, q) —diferansiyellenbilir
ve 0 < g <p < ligin 4D, siirekli olmak iizere

(b—ap[q
e Ly fab+ (1= @) + (@)

b
f |f(q2t + (1 - qz)a)l adp,qt -

(b — a)’p?q?
(» + ) (P* + 2p%q — 2pg® + q°)
esitsizligi saglanir (Tung ve G6v, 2016c¢).

< || aD5.af |l

Teorem 2.3.19’da p = 1 olarak alinirsa yukaridaki esitsizlik Tariboon ve Ntouyas
(2014)’1n galismasinda verilen ikinci mertebeden trapezoid integral esitsizligine; g — 1
i¢in klasik anlamda ikinci mertebeden trapezoid integral esitsizligine indirgenir (Cerone
ve Dragomir, 2011).

Teorem 2.3.20. f:1 = [a,b] = R fonksiyonu (p, q) —diferansiyellenbilir ve 0 <

q <p <1ligin 4D, 4 stirekli olmak iizere

1 b
0 -5 [ 10
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= ” aDp.qf”(b —a)

(3p-3q-Ha+@+qb\ 2 .
2p+q-1) 4(p+q-1) _ (=8p—8q+2pg+p~+q~+8)

»+q) g b—a 8p+q—D@+q

esitsizligi saglanir (Tung ve Gov, 2016c¢).

Teorem 2.3.20’de p = 1 olarak alinirsa yukaridaki esitsizlik Tariboon ve Ntouyas
(2014)’1n calismasinda verilen g —Ostrowski integral esitsizligine; g = 1 i¢in klasik
anlamda Ostrowski integral esitsizligine indirgenir (Cerone ve Dragomir, 2011).

Teorem 2.3.21. f,g:1 =[a,b] » R fonksiyonlar1 siirekli ve 0 <qg<p <1

olmak tlzere

b

1

Eff fC,y)g(x,y) adp,qx adp,qy
a

1/2 1/2

b b
< .ff f2 (x: )I) adp,qx adp,qy ff gz(x: Y) adp,qx adp,qy
a a

esitsizligi saglanir.

Teorem 2.3.21’de p = 1 ve q — 1 olarak alinirsa yukaridaki esitsizlik sirasiyla
Cauchy-Bunyakowski-Schwarz integral esitsizliginin g —benzerine ve klasik formuna
indirgenir (Tariboon ve Ntouyas, 2014; Cerone ve Dragomir, 2011).

Teorem 2.3.22. f,g:1 = [a,b] = R fonksiyonlar1 siirekli ve 0 <qg<p <1
olmak {izere her x € I ve ¢, ®,y, T € Rigin ¢ < f(x) < P, y < g(x) < T olsun. Bu

durumda

1 (P 1 b 1 (b
‘m.fa f()g(x) odpgx — (mfa f(x) adp,qx> (mfa g(x) adp,qx>

1
<1 @-p)r-p)

esitsizligi saglanir (Tung ve Gov, 2016c¢).

Teorem 2.3.22’de p = 1 ve q — 1 olarak almirsa yukaridaki esitsizlik sirasiyla
Griiss integral esitsizliginin ¢ —benzerine ve klasik formuna indirgenir (Tariboon ve
Ntouyas, 2014; Cerone ve Dragomir, 2011).

Teorem 2.3.23. f,g:1 = [a,b] = R fonksiyonlar1 siirekli ve 0 <g<p <1

olsun. Lyve Ly, her x,y € I 'igin I da |f(x) — f(¥)| < L1|x — y| ve |g(x) — g(¥)|
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< L,|x — y| kosullarin1 saglayan Lipschitzian siirekli fonksiyonlar olmak {izere

‘—b — [ F0090) adpr - (—b — [ ad,,,qx) (m [(o ad,,,qx>
a a a

<2 (b—a) LyL

> pCI(p+q)2(p2+pq+q2) 1+2

esitsizligi saglanir (Tung ve Gov, 2016c¢).

Teorem 2.3.23’de p = 1 ve q — 1 olarak alinirsa yukaridaki esitsizlik sirasiyla
Griiss-Chebyshev integral esitsizliginin q — benzerine ve klasik formuna indirgenir
(Tariboon ve Ntouyas, 2014; Cerone ve Dragomir, 2011).

Konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizliklerin  elde

edilmesinde sik kullanilan Dragomir ve Agarval’in 1998 calismasinda yer alan

1 (P fl@+fMB)| b-
mfa f)dx = 2 @ :

esitliginin (p, q) — benzerlerinden biri Tung ve Gov (2016d)’iin ¢alismalarinda

a)j (1= 20f'(t)dt
0

asagidaki bigimde ifade edilmistir.
Lemma 2.3.24. f:[a, b] — R siirekli bir fonksiyonve 0 < g < 1lve 0 <t <p <

lolsun. ,D,,f,(a,b) arahginda integrallenebilir ise

1

b qu(a)+(p+q—pq)f<(1—%)a+§>l
b—a,’; f(x) adp,qt_

pt+q

_ab-a 1(1 —p+ q)f) aquf<(1 —E)a + Eb) oty ot
p+tq Jy p ' p p '
esitligi gergeklenir (Tung ve Gov, 2016d).

Lemma 2.3.24 de p =1 olarak alirsa esitlik Sudsutad ve ark. (2015)
calismasinda verilen Lemma 3.1°e; p = 1 ve g — 1 olarak alinirsa Dragomir ve Agarval
(1998)’1n ¢alismasinda verilen Lemma 2.1’e indirgenir.

Ayni calismada Lemma 2.3.24 kullanilarak konveks fonksiyonlarda mutlak deger,
Hoélder ve power mean esitsizlikleri yardimiyla yeni esitsizlikler elde edilmistir.

Kunt ve ark. (2017), [a,b] araligi iizerinde Hermite-Hadamard esitsizliginin
(p, q) —benzerini asagidaki teoremle ifade etmistir:

Teorem 2.3.25. f:[a, b] - R, konveks ve diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve

0 < g <p < 1 olmak iizere
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(61a+10b)S 1 f””*“‘”)“ﬂt) 4, ¢ <T@ +PfB)
ptaq /) pb-a)l, . P+q

esitsizligi gerceklenir.

Asagidaki sekilde konveks bir fonksiyonun tanjant ve chord dogrusu gosterilmistir
(Kunt ve ark., 2017).

v

Sekil 2.4. Konveks bir fonksiyonun tanjant ve chord dogrusu
Yine Kunt ve ark. (2017) ¢alismalarinda (p, q) —diferansiyellenebilir konveks ve

quasi-konveks fonksiyonlar igin (p,q) — midpoint tipli integral esitsizlikler elde

etmislerdir.
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3. MATERYAL YONTEM
3.1. Opial Tipli Integral Esitsizlikler

1960 yilinda Opial bir fonksiyonun kendisi ve tiirevinin ¢arpimini ihtiva eden bir
integral esitsizlik elde etti (Opial, 1960). En bilinen ve kullanilan formlar1 asagidaki
teoremlerde belirtilmistir:

Teorem 3.1.1. f fonksiyonu [0, a] araliginda mutlak siirekli ve f(0) = f(a) =
0 olsun. Her t € (0, h) igin f(t) > 0 olmak tizere

a a a
[ roroia < 5 [ 1rora (3.1.1)
0 0
esitsizligi gergeklenir. Burada % sabiti en iyisidir (Opial, 1960).
Teorem 3.1.2. w fonksiyonu [0,a] araliginda negatif olmayan siirekli bir

fonksiyon olsun. f fonksiyonu [0, a] araliginda mutlak siirekli ve f(0) = f(a) = 0

olmak tlzere

foaw(t)lf(t)zldt < %(Law(t)dt> (Lalf’(t)lz dt) (3.1.2)
ve

j wOIFOF ©)lde < %( j w%t)dt)z ( j 2Ok dt) (3.13)
0 0 0

esitsizlikleri gergeklenir (Traple, 1971).
Teorem 3.1.3. f fonksiyonu [0, a] araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon

ve f(0) = f(a) =00lsun.m >0, n>1ve > 1 olmak iizere

f If (O)1Am+ae < ((m+n)*R(/1))n f I (&I f' ()| ds (3.1.4)
0 0

ve

f a|f(t)|l<m+n>dt < ((m+n)’1R(A))m+n f aIf’(s)IMm’f”)ds (3.1.5)
0 0

esitsizlikleri ger¢eklenir. Burada R (1) fonksiyonu
a

R = j (t**+ (a-— t)l"l)_ldt
0

bi¢imindedir (Pachpatte, 1999).
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Teorem 3.1.4. f fonksiyonu [0, a] araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon

ve f(0) = f(a) =0olsun.m >0, n=>1, k > 0ve A= 1olmak iizere

[ r@rmmip@ptde < (G nR@)" [ 1FOPIF O G.16)
0 0

ve

| IFOPTI @ dygt < (Gm+mARW)T | @R (3.1.7)
0 0

esitsizlikleri saglanir (Pachpatte, 1999).
3.2. Ostrowski Tipli Integral Esitsizlikler ve Kuantum Benzerleri

Teorem 3.2.1. f:]=[a,b] » R siirekli bir fonksiyon, |f’| , J iizerinde

integrallenebilir bir fonksiyon ve her x € J i¢in |f'(x)| < M ise

a+b
x__

1
<M(b-a)

Z + ﬁ (3.2.1)

1 b
0 -5 [ rwa

esitsizligi vardir (Ostrowski, 1937).
Lemma 3.2.2. f:] € R - R, Jiizerinde a, b € ], a < b igin diferansiyellenebilir

bir fonksiyon, |f’|, [a, b] tizerinde siirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon ise her x €

J icin
1 b
F@) — 5= | Feoax

(b — x)?

— )2 1
_x-a” = th’(tx+(1—t)b)dt (3.2.2)
0

b —

] tf'(tx+ (1 —t)a)dt —
0

esitligi gergeklenir (Alomari ve ark., 2010).
Lemma 3.2.3. f:] =[a,b] € R > R, J iizerinde q — diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve 0 < q < 1olsun. ,D,f déniisiimii, ] {izerinde siirekli ve integrallenebilir

bir fonksiyon olmak tizere her x € J i¢in

1 b
£ =5 | £0) adx

_@-ap?

1
f qt o Dgf(tx + (1 —t)a) od,t
b—a J,
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(b—x)? (1
- fo gt Dof (c+ (1= Ob) odqt (3.2.3)

esitligi gergeklenir (Noor ve ark., 2016).
Teorem 3.2.4. f:] =[a,b] € R > R, J'iizerinde q — diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve 0 <q <1 olmak iizere ,D,f doniisiimii, / aralifinda siirekli ve

integrallenebilir bir fonksiyon olsun. | aqu| fonksiyonu konveks ve | aqu(x)| <M
ise
M[(x — a)* + (b — x)?
L4 [(x —a)* + (b —x)°] (3.2.4)
(b—-a)(1+q)

esitsizligi gergeklenir (Noor ve ark., 2016).

1 b
£ =5 [ £00 adyx

Teorem 3.25. f:Jc[0,00)> R , Jliizerinde ab€J , a<b icin
diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f', J iizerinde integrallenebilir siirekli bir
fonksiyon olsun. |f’|, s € (0,1] igin [a, b] araliginda ikinci anlamda s-konveks ve her
x € Jigin |f'(x)| < M ise

M[(x —a)? + (b —x)?]
=T G+D0-a) (325

esitsizligi gergeklenir (Alomari ve ark., 2010).

1 b
F) —5— [ FGodx

Teorem 3.2.6. f:] c [0,2) — R, J iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon

vea,b €], a < b igin f', ] lizerinde integrallenebilir siirekli bir fonksiyon olsun. s €
(0,1] igin |f'|4, [a, b] araliginda ikinci anlamda s-konveks ve p,q > 1, %+3 =1 i¢in

|f'(x)] < M ise her x € J igin

1 b
0 -5 [ reoas

1
- M ( 2 )E(x—a)2+(b—x)2
T (A+p)/P\1+s b—a

esitsizligi gergeklenir (Alomari ve ark. 2010).

(3.2.6)

Teorem 3.2.7. f:] =[a,b] € R - R, Jlizerinde q — diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve 0 <q <1 olmak ilizere ,D,f doniisiimi, J arahiginda siirekli ve
integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Her r,s > 1, %+§ =1 ig:inl aqu|rfonksiyonu

konveks ve | Do f (x)| < M ise
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1 (P (x—a)*+(b-x)/ 1—gq :
FO) =5 [ £ | < o T2 () (3.27)

esitsizligi gergeklenir (Noor ve ark., 2016).

Teorem 3.2.8. f:] € [0,0) - R, J iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon
ve a,b € ], a < b igin f', | lizerinde integrallenebilir siirekli bir fonksiyon olsun. s €
(0,1] ve ¢ = 1 igin |f'|9, [a, b] araliginda ikinci anlamda s-konveks ve |f'(x)| < M ise
her x € J i¢in

i[(x—a)? + (b —x)?
S+1) 2(b —a)

(3.2.8)

1 b
Fo0 —5— | faax

<

esitsizligi gergeklenir (Alomari ve ark., 2010).
3.3. Hermite-Hadamard Tipli integral Esitsizlikler ve Kuantum Benzerleri

Hermite-Hadamard esitsizligi analizin temel esitsizliklerinden biri olup, ilk kez
1893 yilinda J. Hadamard tarafidan verildi. Gliniimiizde hala bir ¢ok arastirmaci
tarafindan incelenmekte, farkli alanlarda cesitli giincellemeleri verilmektedir. Bu tezde
de Hermite-Hadamard esitsizligine iliskin kuantum giincellemeler yapilip yeni ve
kullanislt integral esitsizlikler elde edildi.

Lemma 3.3.1. f: [a, b] = R doniisiimii igin asagidakiler es degerdir
i- f, [a, b] arali@1 tizerinde konvekstir
ii- Vx,y € [a,b] i¢ing:[0,1] » R, g(t) = f(tx + (1 — t)y) dontsimi [0,1] araligi

tizerinde konvekstir (Pecaric ve Dragomir, 1991).

Teorem 3.3.2. f doniisiimii [a, b] aralig1 iizerinde konveks ise
i- f, (a,b) araliginda siireklidir
ii- f, [a, b] araliginda sinirhdir (Azpeitia, 1994).

Teorem 3.3.3. (Hermite-Hadamard Esitsizligi): /, R {izerinde bir aralik a, b € |

ve a < b olmak iizere f:] € R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

b
f (a - b) < . af FO)dx < w (33.1)

2
olur (Hadamard, 1893).

Lemma 3.3.4. f:] - R, J iizerinde diferansiyellenebilir bir déniisim a, b € J ve
a < b olsun. Eger ' € L[a, b] ise
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f@+f®) 1
2 b—a

b _ 1
f F)dx = U’Ta)f (=26 f'(ta+ (1 —Db)dt  (3.3.2)

esitligi vardir (Dragomir ve Agarwal, 1998).
Teorem 3.3.5. f:] - R, J iizerinde diferansiyellenebilir bir doniisiim a, b € J ve

a < b olsun. Eger |f’|, [a, b] aralig1 lizerinde konveks ise

_f(@) + f(b) If' (@] + [ ()]
2 8

< (b—a) (3.3.3)

1 b

esitsizligi vardir (Dragomir ve Agarwal, 1998).
Teorem 3.3.6. f:] - R, J  iizerinde diferansiyellenebilir bir doniisiim a, b € J ve

a < b olsun. Eger |f’|, [a, b] aralig1 lizerinde konveks ise

If' (@] + (D)
8

- j P adgx - (222

<(b-a)

(3.3.4)

esitsizligi vardir (Kirmaci, 2004).
Lemma 3.3.7. f:J°— R fonksiyonu, J° iizerinde diferansiyellenebilir bir

doniisiim a, b € J° ve a < b olsun. f' € L[a, b] ise

[ roone ()

=(b—a) [th’(ta + (1 —-t)b)dt + f(t — 1) f'(ta+ (1 —t)b)dt (3.3.5)
0 0

esitsizligi vardir (Kirmaci, 2004).
Sonu¢ 3.3.8. f:] > R fonksiyonu, J° iizerinde diferansiyellenebilir bir
doniisim a,b € ] ve a < b olsun. Eger f' € L[a,b] ve r = 1 igin|f’'|",[a, b] araligi

uzerinde konveks ise

a+b 1 (b p
< 2 )_b—ajaf(x) *
Ll ery, (el ey
e e 639

esitsizligi gergeklenir (Alp ve ark., 2018).
Sonu¢ 3.3.9. f:]—> R fonksiyonu, J° iizerinde diferansiyellenebilir bir
doniisim a,b € ] ve a < b olsun. Eger f' € L[a,b] ve |f'|",[a, b] araligi iizerinde

quasi-konveks ise r = 1 igin
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b 1 b —
F(55) 5= | reoax| <2 s @t ir o (33.7)

esitsizligi gergeklenir (Alp ve ark., 2018).

Sonu¢ 3.3.10. f:] - R fonksiyonu, J° iizerinde diferansiyellenebilir bir
doniisim a,b € ] ve a < b olsun. Eger f' € L[a,b] ve |f'|",[a, b] aralig1 {izerinde
quasi-konveks ise r = 1 igin

b b
f(a)erf( )_biaf Fdx| <

esitsizligi gergeklenir (Alomari ve ark., 2009b).

—Zsup{lF (@1 If' B} (3.3.8)

3.4. Simpson Tipli Integral Esitsizlikler ve Kuantum Benzerleri

Lemma 3.4.1. f:] - R siirekli bir fonksiyon ve 0 <q <1 olsun. ,D,f, J

tizerinde integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere

@+ o (B30) 1 1)) f £ adg
=(b-a) f (qt — %) aDof((L—ta+ tb) odgt

1 5
+(b —a) L (qt - g) aDef((1—ta+ tb) odgt (3.4.1)

esitligi gergeklenir (Tung ve ark., 2018).
Lemma 3.4.2. f:] > R, iizerinde mutlak siirekli bir doniisim a,b € J vea < b

olsun. Bu durumda
@+ o () 4100 -2 [
=(b—a) ff (t — %) f'((1=ta+ th)dt

+(b—a) f; (t - g) f'((1=ta+ th)dt (3.4.2)

esitligi gergeklenir (Alomari ve ark., 2009a).
Teorem 3.4.3. f:] - R siirekli bir fonksiyon ve 0 <q <1 olsun. ,D,f, J

tizerinde integrallenebilir ve stirekli, | aDqf | konveks bir fonksiyon olmak iizere
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Hf(a)+4f( ) f(b)] f bf(x)adqx

b—a[6q®+4q*>+4q+1
12 \3(1+ A +q+4q?)

2q> +2q+1
Aradrqrad) “D"f(b)o

| aDof (@) + (3.4.3)

esitsizligi gergeklenir (Tung ve ark., 2018).
Sonug¢ 3.4.4. f:] c [0,0) — R, J iizerinde diferansiyellenebilir bir doniisiim ve

f' € Lla,b],a,b €] vea < bolsun. Eger |f'|, [a, b] aralig1 lizerinde konveks ise

Flr@+ar (D) + 0] -5 [ rwas
< - ST @ I ®D s

esitsizligi gergeklenir (Alomari ve ark., 2009a).
Teorem 3.4.5. f:] - R, J iizerinde g —diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve 0 <

q <1 olsun. ,D,f , ] flizerinde integrallenebilir ve siirekli, her r =1 igin

| D, f| konveks bir fonksiyon olmak iizere

2@+ ar (S50 + 0] - [ 10 e

G 6g —1 1~ 363 +12¢* + 12q + 1 r
=(®-a) (216) (36(q + 1)> < T A Tarq) L@

18q%* +18q — 7 |
1+q9A+q+4q%)

; 5 \'7/ 127 +12q+5 .
t(b-a) (216) (36(q + 1)) <(1 T O(1+q+q0) | aDqf (a)]

18q% + 18q + 25
(1+q¢)A+q+q?)
esitsizligi gergeklenir (Tung ve ark., 2018).

|T'

aDqf (b)

| Do f (b)|r> (3.4.5)

Sonu¢ 3.4.6. f:] c [0,0) - R, J iizerinde diferansiyellenebilir bir doniisiim,
f' € L(a,b),a,b€]vea<bolsun. Eger p > 1i¢in |f'|"/T~V, [a, b] aralif1 iizerinde

konveks ise

)

2@+ ar (S50 + 0] - [ 10 e
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1 1

< (b 1 % S\ r
( _'a)(216) (75)
61 . 29 nr /61 .29 N\
61 L@ 4 29 4 o1 Ly o 29 i@
G rer +Zier) s Giror s Zirery| (46)

esitsizligi gerceklenir. Bu sonug¢ Alomari ve ark. 2009a da yer alan Teorem 7 nins = 1
olmas1 sonucu ile aymidir.

Teorem 3.4.7. f:] > R, J iizerinde diferansiyellenebilir bir déniisiim ve a, b € |
ve a < b igin f" € L(a,b)olsun. g = 1 i¢in |f'|?, [a, b] aralig1 lizerinde quasi-konveks

fonksiyon ise

‘ @+ 47 (52) #7100 - 52 [ 70 a

5 b —
( )(max{lf @I 1f (b)lq})q (3.4.7)

esltsmhgl vardir (Set ve ark., 2012).
3.5. Hadamard-Simpson Tipli integral Esitsizlikler

Lemma 3.5.1. K c R kiimesi inveks alt kiime olmak lizere n: K X K - R, a,b €
K ven(b,a) >0 olsun. 0 < A, u <1 igin ¢ = a +n(b,a)olmak iizere n — yoluyla
P,. tizerinde f: K — R, diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f' integrallenebilir ise

n(b,a)
2

a+n(b,a)

f)dx — [(/1 - wf <a + ) +(1-Df(a)

n(b a) Jg

+ puf (a + n(b, a))l

=n(b,a) .f(l —A—1) f’(a + tn(b, a))dt
0

+1n(b,a) jl 1=-u—1t) f’(a + tn(b, a))dt (3.5.1)

esitsizligi saglanir (Li ve ark., 2016)
Lemma 3.5.1 de tezde kullanilmak tizere 6zel olarak n(b,a) = b — a olarak

aliirsa agagidaki sonug elde edilir:
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Sonu¢ 3.5.2. f:] € R = R, Jiizerinde diferansiyellenebilir bir déniisiim ve f' €
L(a,b),a,b€Jvea<bolsun.0 <A, u<1 , herx € [a,b]i¢in

[ roas=[a-wr (S52) + 0 - Dr@ + )
=(b—-a) f(l —2=-0f'((1-ta+ th)dt

+(b — a) fl A-u-0f'(Q1-0a+ th)dt (3.5.2)

esitsizligi saglanir.

Teorem 3.5.3. f:] € R — R, J iizerinde diferansiyellenebilir bir déniisiim, a, b €
Jicin0<a<bve0 <A, u<1olmakiizere f' € L[a, b] olsun. |f'|, [a, b] araliginda
konveks bir fonksiyon ise her x € [a, b] igin

‘—] f)dx - [(/1 u)f( ) + (1 =Df(a)+ uf(b)”

813 — 151+ 8u3 -3 10
s(b—@(( sl s )If’(a)l

24

(3.5.3)

24

4 —843 + 247% — 211 — 8u® + 24u*> —9u + 8
+1f (b)l( )

esitsizligi vardir.
Teorem 3.5.4. f:] c R = R, J iizerinde diferansiyellenebilir bir déniisiim, a, b €
Jicin0<a<bve0<A pu<1olmak iizere f’ € L[a,b] olsun. r > 1 igin |f|",

[a, b] araliginda konveks bir fonksiyon ise her x € [a, b] i¢in

‘—] f)dx - [(/1 u)f( ) + (1 =Df(a)+ uf(b)”

31 5\177
< —_ 2 _ _>
<(b-a) (/'l > +8

A2 52 A3 717 1
[|f(a)| <——§+ )+|f(b)| ( +/12—§+Z>l
+(b—a)<u—2—ﬁ+1) '

3 2 8

3 1 u3 3 1
x[|f'(a)|r<%—§ >+If(b)lr< S —§“+E>] (3.54)
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esitsizligi vardir.
Yukarida verilen Teorem 3.5.2. ve Teorem 3.5.3. deki bagint1 ve esitsizlikler Li ve
ark. (2016)’nin ¢alismasinda yer alan Lemma 2.1., Teorem 3.1. ve Teorem 3.2. de

n(a,b) = b —aves =m = 1 olarak alinmasi ile elde edilmistir (Li ve ark., 2016).
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde calismada elde edilen bulgular alt bagliklar halinde verildi. Bazi

Opial tipli integral esitsizliklerinin klasik anlamda (p, q) —benzerleri verildikten sonra

konveks fonksiyonlar i¢in Simpson ve Ostrowski esitsizligine iliskin yeni esitsizlikler

teskil edildi. Son olarak ise konveks fonksiyonlar i¢in Hadamard-Simpson tipli yeni

integral esitsizliklere yer verildi.

4.1. Opial Tipli (p, q)-Integral Esitsizlikler

Teorem 4.1.1. f fonksiyonu [0, a], , araliginda mutlak siirekli ve artmayan bir

fonksiyon ve f(0) = f(a) = 0,0 < qg <p < 1 olmak iizere

a

a a
2
f [f@ODpof (O]dpqt < ZJ [Dp.qf (O] dpqt
0 0
esitsizligi gergeklenir.
Ispat: 0 < g < p < 1 olmak iizere
t
Y© = [ 1Dpaf )] dpes
0

ve

a

z(t) = ] |Dp,qf(s)| dpqS
t

olsun. Burada agik olarak

Dp,gY(£) = Dy af ()] = =Dyq2(t)
ve [f()] < y(@), If ()| £ z(t) olur. Dolayisiyla

a

jo 2F POy f (O] dy gt < j 2y PODy gy (®) dy gt

olur. Teoremin kosullar altinda ve kismi integrasyon yardimai ile

3 a [z
| Y @Oy @ gt <32 (3) = | V@O ay(E) gt

a

<3 (3) - [ Y00 O dyat = 33* ()

bulunur. Benzer olarak
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a a 1
J.E |f(pt)Dp,qf(t)| dpgt < —L z(pt)Dy qz(t) dp gt = EZZ (%) (4.1.6)

2

olur. (4.1.5) ve (4.1.6) esitsizliklerinden

fo a| FPOD,  f(B)| dpqt < % y? (%) + %zz (%) (4.1.7)

elde edilir. (4.1.2) ve (4.1.3) esitliklerinden ve Cauchy-Schwarz integral esitsizliginden
2

7@ ijpﬂf(t)' dp’qt> <5 | paf @ dot

2
2(3) = ( [, 1Poar @l dp,qt) < [ 10naf O dyt

elde edilir. Esitsizliklerin (4.1.7) de yerine yazilmasi ile
a a a 2
fo |[f @O)Dp,of (O)| dp,qt < ZL Dpaf O dpqt
2

bulunur ve ispat tamamlanir.

Uyar1 4.1.2. p = 1 olmasi durumunda (4.1.1) esitsizligi
a a a 2
fo |F (@D f®)|d 4t < Zjo [D,f ()] dgt
formuna ve g — 1 iken
a a a
| rorold < 3| i@

bilinen formuna indirgenir
Teorem 4.1.3. r(t) fonksiyonu [0, a], ; araliginda siirekli ve negatif olmayan bir
fonksiyon ve f fonksiyonu [0, a], 4 araliginda (p, q)-diferensiyellenebilir olsun. £(0) =

f(a) = 0,0< g <p <1olmak lizere

a a a a 2
f r®IfO1Pdyt < Z( f r(t)dplqt> < f |Dyof(S)] dp,qs> (4.1.8)
0 0 0

ve

f r(t)|f(t)Dp,qf(t)|dp,qts%( f rZ(t)dp,qt>2 ( f |Dp,qf(s)|2dp,qs> (4.1.9)
0 0 0

esitsizlikleri gerceklenir.

Ispat: : 0 < g < p < 1 olmak iizere
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t
y(t) =f |Dpaf ()| dpgs (4.1.10)
0
ve
z(t) = f |Dyof(s)| dpgs (4.1.11)
t

olsun. Burada agik olarak
D, y(®) = |Dpof (®)| = —Dp4z(t) (4.1.12)
ve [f(D)] < y(@), If(t)] < z(t) olur. Dolayisiyla

1 a
f@®) < M = Efo |Dp,of ()| dpqs

olur. Cauchy-Schwarz esitsizliginden

a 1 ra a 2
fo FOL Oyt <7 fo 0 < fo |Dp,qf(s)|dp,qs) d, ot

1/ (¢ a a 5
SZ< fo r(t)dp,qt> < fo dp,qt> ( fo |Dp,af ()] dp,qs>
:%< fo r(t)dp,qt> ( fo |Dp,qf(s)|2dp,qs>

sonucu bulunur ve boylece (4.1.8) esitsizligi elde edilir. Simdi (4.1.8) esitsizligi ve

Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak

[ r @I @Dpaf ©ldyqt < ( | rz(t)lf(t)lzdp,qt>2< | |Dp,qf<t)|2dp,qt)2
0 0 0

s%(fo rz(t)dp,qt> (fo |Dp,qf(s)|2dm5> (fo 1Poal (t)lzd”'qt)
= %(J; T'z(t)dp,qt> (L |Dp,qf(s)|2dp,q5>

sonucu bulunur ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.4. Teorem 4.1.3 iin kosullar1 altinda p = 1 olarak alinirsa

j r(OIf (©)?|d 4t < %(J r(t)d qt> <f D, f(s)|"d qs> (4.1.13)
0 0 0

ve

j r(O|f(©)Dyaf ®)|d 4t < %(J r2(0)d qt>2 <J D, f(s)|"d qs> (4.1.14)
0 0 0
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esitsizliklerinin g —benzerleri elde edilir.

Uyan 4.1.5. Teorem 4.1.3 {in kosullar1 altinda hem p = 1 hem de g — 1olarak
alinirsa (3.1.2) esitsizlikleri (3.1.3) esitsizliklerine indirgenir.

Teorem 4.1.6. f fonksiyonu [0, a], , araliginda (p, q) -diferensiyellenebilir bir
fonksiyon ve f(0) = f(a) =0, 0<qg<p <1lolsunnm =0, n>1veAd>1olmak

uzere
a
|| P, g8
pmAT — gmEn A " a In
< (T) R(Y) j |f (I Dy of (| dpgs (4.1.15)
0
ve
a
[NICTEA
pmAT — gmEn A T A(m+n)
< (T) R(2) f |D,qf ()] 4S (4.1.16)

esitsizlikleri ger¢eklenir. Burada R (1) fonksiyonu

R = ]a(tl—l + (a — t)l—l)_ldp_qt (4.1.17)
0

bigimindedir.

Ispat: (p, q)-integral tanimindan her t € [0, a] i¢in

FrHn(e) =p— f FH=1(8)D, F(5)dy S (4.1.18)
ve
Frn(e) = —% L FHL(S)D, o f(5)dy o (4.1.19)

olarak yazilabilir. (4.1.18) ve (4.1.19) esitliklerine 4, ﬁ indisleri ile Holder integral

esitsizligi uygulanarak

= (%) <f |fm+n 1(S)quf(s)|dpq5>

pmn _ gmen Aot - ¢ X
2 () ([t

A
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m+n _  m+n\4 ¢
<%) (t)*1 <f0 |f(s)|/1(m+n—1)|Dp,qf(5)|’1dp’qs> (4.1.20)

ifadesi elde edilir. Benzer olarak
A a
— ) ( ft |fm+n_1(s)Dp,qf(S)|dp,qs>

pm+n _ qm+n 1 a A-1 a A
< () ([
t

m+n _ m+n\~2 a
(%) (@a—-* < ft If (S)l/l(m-l-n_l)|Dp,qf(5)|ldp’qs) (4.1.21)

sonucu bulunur. (4.1.20) esitsizligi, t'=* ile (4.1.21) esitsizligi ise (a — t)*~* ile carpilir

m+n _ ,m+n A
q

F O+ < (”

ve bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa
(tl—/l + (a _ t)l—l)lf(t)l)l(mﬂl)
pmAT — gm+n A/ oa N
< (—_ ) ( [ ir@reip, 1) dp,qs) (4.122)
p—q 0
ifadesi bulunur. Dolayisiyla

m+n
—q

m+n\ 4 4 i,
tI A+ (a —t)* !
p—q ) ( (a ) )

F O < (”
¢ A(m+n-1) 1

([ VP10, 0 ) )
0

pmAT _ gm+n A .
< (T) (tl_/1 + (a — t)l_l)

x ( fo |f(s)|%|Dp,qf(s>|*|f(s)|’L(’"+"-”-%’"d,,,qs> (4.1.23)

esitsizligi elde edilir. (4.1.23) esitsizligine n, ﬁ indisleri ile Holder integral esitsizligi

uygulanarak

a
fo FOIm ™G ¢

<

m+n m+n\ 4 a
[ S Am man_1)_ 27
= o ooz

m+n _ . m+n\~2
S(%) ROD
p—q
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n—-1

1

X ( f alf(s)Mmle,qf(s)ﬁ”dp,qs)” ( f a|f<s)|l<m+">dp,qs> ’ (41.24)
0 0

sonucu elde edilir. Eger

(LIfPmmg,,  s) =0

ise (4.1.24) dogru olur. Fakat ( foal f()Mming ) s)ifadesi sifira esit degil ise (4.1.24)

in her iki tarafi ( foal f (s)IA(m+”)dp,qs) ifadesine boliiniip n-inci kuvvetleri alinarak

ispat tamamlanur.

(4.1.16) nin ispat1 i¢in (4.1.15) esitsizligine mT-I-n, mTJrn indisleri ile Holder integral

esitsizligi uygulanarak

a
jo FOIRmmg ¢

m

B pmEn — gmtn AR(A) f |D A(m+n) man /1(m+n)d mtn
S ey af ()] flf(S)I

(4.1.25)
esitsizligi elde edilir. Her iki taraf ([|£(s)|*™*™d,, ;s)™™ ile boliinerek
a ~min @
( | If(S)I’l(er")dp,qS) [ Ir@pmd, ¢
pmn _ gmin A /1(m+n) ﬁ
< (—) R(1) (J |Dyof(5)] s) (4.1.26)
b—q
sonucu bulunur. (4.1.26) da her iki tarafin mTM mertebeden kuvveti alinirsa
_m mtn
a n a n
( | |f<s>|l<m+n>d,,,qs> ( | |f(t>|ﬂm+">d,,,qt>
m+n m+n\ 4 mn
p —qq l(m+n)
NPT k| [ 100 OF ™ s
b—q
ifadesi bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilarak
a
[NICTEA
1 m+n
pm+n _ qm+n Am+ )
< (T R(ﬂ.) J |quf(S)| e pqS (4.1.27)
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sonucu elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.9. f fonksiyonu [0,a], , araliginda (p, q) -diferensiyellenebilir bir
fonksiyon ve f(0) = f(a) =0,0<qg<p <1lolsunm >0, n>1,k=>0veldl>1

olmak lizere

fo FOPm|D, £

m+n _ m+n\4 -
- <<%> Rm) f O™ Dy f O gt (4128)
ve

f R, o)
0

m+n

A
pm+n - qm+n A(m+n+k)
< (—p_q R(D) f |Dp,of ()] dp,qt (4.1.29)
esitsizlikleri saglanir.
Ispat: n—+k nnLk indisleri ile (4.1.28) esitsizligine Holder integral esitsizligi

uygulanirsa

a Ak
j FOPRmD|D,  £(0)] dy gt
0

= [ @GR o, er @ @1 A a, o
0
< (f |f(t)|’1m|Dp,qf(t)|Mn+k)dp,qt>n+k <f |f(t)|/1(m+n+k)dp’qt>n+k
0 0

k n+k

o m+n _ m+n\ 4
< ([ ool ™ e || (=) wo

n

M) >"+k

<] IfF(O1*™|Dy o f (O] (4.1.30)

ifadesi elde edilir ve (4.1.28) in ispat1 tamamlanir. (4.1.29) un ispat1 i¢in ise (4.1.28)

esitsizligine me, mTM indisleri ile Holder integral esitsizligi uygulanirsa

f FOPm D o™
0
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(prin—gmmyt e M)
= (T) R(/D_ J;) [F O™ Dy g f O | Dy o f (O]

m

[/ om+n _  m+n\~ 1™ a min
(ﬁ) R(2) (f If<t>l“’”*’°IDp,qf<t>|”‘dp,qt>
i ] 0

IA

pP—q

n

(f |DP qf( )|A(m+n+k) pqt)m+n

ifadesi elde edilir. (4.1.31) esitsizliginde her

m

(f0a|f(t) |A(m+n) |Dy.of () |Ak dpq t)m—m ifadesi ile boliiniirse

(L If (”'“"‘”‘)IDp.qﬂt)I”‘dp.qt) o f F @I\, ()

pmAT _ gman A A(m+n+k) %
s[(—) RQY) (f D0 f ) pqt)

p—q
sonucu bulunur. (4.1.32) nin her iki yaninin mT-I-n kuvveti alinirsa

(f |f(t)|/1(m+n)|Dp,qf(t)|/1kdp,qt> n(f IF@OIF™|Dy  f ()]
0 0

m+n m+n\ 4 min
(=) v

/1(m+n+k)

[ 10par@F ™"

<

esitsizligi elde edilir. (4.1.33) esitsizliginde gerekli diizenlemeler yapilarak

j FOP (D, F )]
0

pm+n_qm+n A " l(m+n+k)
< ((—p_q > R(/l)) f|quf(t)| dp 4t

sonucu elde edilir ve ispat tamamlanur.

Sonuc 4.1.10. Teorem 4.1.9 un kosullar1 altinda p = 1 olarak alinirsa

fo FOPTD|D £ d ot

1— gmn A Ak
< ((ﬁ) R(@) f IF@©I1*™|D qf(t)|

ve
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A(n+k)— ;1(

m+n) dp,qt

(4.1.31)

iki taraf

(4.1.32)

m+n

s qt>

(4.1.33)



f F@P™DID o f0)] “d ot

1—gm+m\* e m+n+
(55 w0) - [lowror =

esitsizlikleri bulunur.

Teorem 4.1.9 da (4.1.28) ve (4.1.29) ile verilen esitsizliklerin g —benzerleri elde edilir.
Uyan 4.1.11. g — lolmasi durumunda ise da (4.1.28) ve (4.1.29) ile verilen

esitsizlikler (3.1.6) ve (3.1.7) ile verilen esitsizliklere indirgenir.

4.2. Ostrowski Tipli Integral Esitsizlikler

Lemma 4.2.1. f:] - R fonksiyonu J° iizerinde (p,q) — diferansiyellenebilir ve
aDp,qf ] lizerinde integrallenebilir bir fonksiyon ise 0 < g <p < 1vet € [0,1] igin

t < p olmak iizere

(x—a)f(§+(1—§)a2iib_x)f(§+(1_%)b)—biafabﬂx) ol
T (e (1)) s
%L p vqf( +(1 _é)b) ot e

esitligi gergeklenir.
Ispat: (2.3.12) ile verilen (p, q) —tiirev tanimindan

Mf - quf (1—£)a)odp,qt

A mef( +(1=3)1) ot

_(x—a)z 1qtf(tx+(1—t)a)—f(%tx+(1—q;t)a)
~ b-a jo? (tx+(1—t)a)—(%tx+(1—%t)a)

(b — x)? 1qtf(tx+(1—t)b)—f(q—tx+(1—q—t)b)
b—a Jp (tx+(1—t)b)—(th+(1 ‘;t)b)

odp,q

t

odp,q

t
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_(x—a) 1qtf(tx+(1—t)a)—f(q;tx+(1—q;t)a)

b—a J, g (pp%q) tx — a) odp,qt
(b —x)? [Lqtftx+ (1 —1)b) —f(%tx+ (1 —%t)b)
- — J. D p—q odp,qt
b-a o P (T) t(x —b)
:@_Zi;_®£:QV@X+ﬂfWN)—fch+@—%9aﬂOQWt
b—x

T Olq CEACELLEY; (%t +(1- %t) b)| odpat  @22)

ifadesi yazilir. (4.2.2) de Tanim 2.3.12 ((p, q)-integral tanimi) kullanilarak

();__C;)ZL c;t qu( (1—£)a) odpqt

(I;—_,;)ZIO . prqf< (1—£)b) odp gt

_ xX—a
(b—-a)p—q)
i q" q" q" g™+ g™+
X190 = q) Z pnl [f (pn+1x + (1 r pn+1) a) —f <pn+2 x+|1- pn+2 a
n=0
bh—
N X
b-a)p-q)
© qn qn qn qn+1 qn+1
X CI(p - CI) Z pn+1 lf <pn+1x + (1 - pn+1) b) o f <pn+2 x+|1- pn+2 b
n=0
xX—a
“(b-a)
had qn qn n+1 qn+1
X[QZW[]C<WJC+< n+1> >] CIZ n+1[ <n+2 +<1_pn+2 a
n=0
b—x
ROED)
0o n+1 n+1
q
X [q Z n+i [f< Xt (1 - n+1> )] q Z n+i [f< n+2 X ( pn+2>b>”
=P
(4.2.3)
sonucu bulunur. (4.2.3) esitsizliginde gerekli diizenlemeler yapilarak
xX—a
(b—a)
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|l e (=)ol (e (-5

+£:;
Bl e (oS e (-9
=£:;

oS e ()| oS o (e (122

n=0
N b—x
(b—a)

oot e (- )] o 3 S (e (1 )|

(4.2.4)

ifadesi elde edilir. (4.2.4) esitliginin sol kismina f(%x+ (1 —%) a) terimi eklenip

¢ikarilirak
xX—a

(b—a)

0 qn qn qn+1 n+1 qn+1
X[QZW f(ﬁ“f( n+1> )] PZ iz n+2 el L

n=0

_feﬁ(1_%)61)”(;“(1_%)61)]
+£:;

<Jo gl (G (1550 - Qs (e (15
—f<;x+<1—;>b>+f<;x+<1—;>b>]

o n Rl e+ () ¢ G (-5)9)]
rimm | sl e (1)) G+ (- 2)0)|

LHS =
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sonucu elde edilir. (p, q)-integral tanimindan (4.2.5) esitligi

e NI S Pt = oa

(b—x)(q—p)

(b—a)
<Dl (e (1)) - g (e (1-5)2)
:_ﬁfaf(t)adp,qt+(z:—z)f<%x+(1—%>a>—%f £(8) adpgt

(b_z>f(;x (1") )

x—a)f lx+(1-3)a + (b —x)f lx+(1-3)p b
(p ( p) Z_a (p ( p) )—biafaf(t)adp,qt

biciminde diizenlenir ve ispat tamamlanir.
Uyan 4.2.2. Lemmada p = 1 alinirsa (4.2.1) esitligi Lemma 3.2.3 ile verilen
esitlige indirgenir.
Bu ise (4.2.1) esitliginin g —benzeridir.
Uyarn 4.2.3. p = 1ve q = 1 i¢in (4.2.1) esitligi (3.2.2) esitligine indirgenir.

Teorem 4.2.4.f:] —» R fonksiyonu J° iizerinde (p, q) — diferansiyellenebilir ve

pqf ] tzerinde integrallenebilir bir fonksiyon olsun. 0 < g < p < 1 olmak {izere

| aDp,of |, ] tizerinde konveks bir fonksiyon ise

@-af C+(1-3)a)+ G -0f C+(1-3)b
rar ”)a,zfa oG 0) )—bfajjf(x)adp,qx

(a)ll

(x — a)? [ q| Dpof®)| @ +0%q+1q*> =1 — Q)| oDpyf
p*(p* +pq + q?) p*(p3 + 2p2%q + 2pq? + q3)

(b =02 q|aDpef )|  q@®®+p%q+p9% —p — Q)| oDpof (D) (4.26)
b—a |p?(p?+pq+q?) p%(p3 + 2p%q + 2pq? + q3) o

b—a

esitsizligi gergeklenir.
Ispat: Lemma (4.2.1)den 0 < g <p < 1vet € [0,1] igin t < p olmak iizere
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@-af(G+(1-3)a)+G-0fC+(1-2)b
- af G+ (1-D)a) + b -0r G+ (1-2) )_biaf"ﬂx)ad,,,qx

b—a a
(x—a)? (*qt t
=4 ,I;) p qu( (1_5)61) odpat

O (e (1-5)b ) et

b—a
S%fo (;t qu< (1—£>a) odp,qt
+—(IZ__);)2 fo p Dy, qf( (1 - g) b ) odp,qt (4.2.7)

ifadesi yazilir | aDpqf | J aralig1 lizerinde konveks oldugundan (4.2.7) esitsizligi
G+(1=3)e)
b—a p Dp.af p 4
(b —x)? t
-~ 7 1——
Ay ,]; p Dp.af ( ( p) b )

<MJ; qt( | quf(x)|+< %)'aDp,qf(a)D odpqt

~ b—a

(b —x)?
+ b—a jo ( | qu(x)|+( >|aDp,qf(b)|) od
bi¢iminde diizenlenir. Burada Tanim 2.3.12 kullanilarak

(x — @) atg, _t
x—a <| quf(x)u —Odp’qt+|aDp,qf(a)|J0 %(1—9 Odp’qt>

b—
(b Lgt t
<| Dp qf(x)lf - Odp,qt + | aanf(b )lfo %(1 - 5) 0dp.qt>

q(p® +p%*q +pq®> —p — Q)| aDpqf (@)
p?(p3 + 2p2%q + 2pq? + q3)

0dp,qt

(x—a)zf qt
0

0y qt

(x — a)? q| aDp,qf(x)l
b—a [p?>(p*+pq+q?)
a3 +p?q+pq®> —p — Q)| oDpyf

(b)|
p*(p3® + 2p%q + 2pq® + q3)

(b - x)2 l Q| aDp,qf(x)l
b—a |p*(p*+pq+q?)

sonucu elde edilir ve ispat tamamlanir.
Sonug 4.2.5. Teorem 4.2.4 iin kosullar1 altinda p = 1 olarak alinirsa

1 b
0 - 5 [ 100 e
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- = a)?[q( + @] aDef ()| + ¢°| aDqf ()]
~ b-—-a 1+q9)A+qg+qg?

N (b —x)? [q(l + Q)| aDgf )| + 43| aqu(b)Il
b—a 1+q9A+q+4g?

(4.2.8)

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.2.6. Sonug 4.2.5 de ¢ — 1 alinirsa

b
0 -5 [ rooas

(x — a)?
~ b—a

- — (4.2.9)

21" (x0)] + If’(a)ll PCEEDk “2If’(x)l + If’(b)I”
6

esitsizligi elde edilir.
Sonug: 4.2.7. Teorem 4.2.4 iin kosullari altinda | aDpqf (x)| < M ise

x-a)f(E+(1-3a)+b-0f(E+(1-3)b b
Sl ”)Z_a ol p))_biafaf(x)adp,qx

q )(x—a)2+(b—x)2
p(p +q) b—a
sonucu elde edilir.

Uyan 4.2.8. Sonu¢ 4.2.7 de p =1 olarak alinirsa (4.2.6) esitsizligi (3.2.4)

< M( (4.2.10)

esitsizligine indirgenir.
Uyar1 4.2.9. Sonu¢ 4.2.8 de ¢ = 1 alinirsa

(x —a)? + (b —x)?
2

M
<
b—a

1 b
Fo) -5 | faax

sonucu elde edilir. Bu sonug (3.2.5) esitsizliginde s = 1 olarak alindiginda elde edilen
sonug ile aynidir.
Teorem 4.2.10. f:] - R fonksiyonu J* iizerinde (p, q) —diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve 0 < q <p < 1ligin D, ,f, ] iizerinde siirekli ve integrallenebilir olsun.

r,s > 1, % + % = 1 olmak iizere | 4D, of|', J iizerinde konveks fonksiyon ise

@-af C+(1-7)a)+@-0f C+(1-2)b
oG G
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1 s s %
< (x — a)z <Q_r p—q )T | aDp,qf(x)l + (pz +pq — 1)| aDp,qf(a)l
~ b—a \p'p™tt—gq! p(p+q)

1

)S (4.2.11)

1 s s
L= (q_r p—q ) | aDp,of )| + (p* + pq = )| uDy o f ()]
b—a \p"ptl—q*! p(p+q)

esitsizligi gerceklenir.

Ispat: Lemma 4.210 < g < 1vet € [0,1] icin t < p olmak iizere

(x—a)f(§+(1—%)a)+(b—x)f(§+(1—%)b)

1 b
b—a _b_aLf(x)adp,qx

<b—>f © Dyt (x4 (1- D)) oyt

G ], 5t (e (125)1 ) o

[, 1)
%fop qu( (1—5)19) ot (4.2.12)

uygulanarak (4.2.12) esitsizligi
x—a 2 1 0o r 1
(b : <j (q_> "d”"’t> j
—-a o \P 0
(b — x)? <f1 (qt)r >
+— —] odpat
b—a \J, \p/ OP1

(x — a)?
b—a

1
N

elde edilir. |aDp_q f | , J araligi lizerinde konveks oldugundan Holder esitsizligi
1

t t S
aDp,qf (EX + (1 — 5) a) Odp,qt

t t s s
Doof (Ex +(1- 5) b| odpat

1

X <f01 (%t)r Odp,qt); (fol (gl aDp,qf(x)lS + (1 - é) | aDyp,af (a )ls) 0dp.qt>

(b — x)?
+ b—a

1
N

1 1

% <J01 (%t)r Odp,qt>; (_[01 (£| aDp,qf(x)ls + (1 - é) | aDp,qf(b)|s) Odprqt>s (4.2.13)

biciminde diizenlenir. Tanim 2.3.12 kullanilarak (4.2.13) {in sol kism1
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(x—a)z(qr P—q )%

b—a Fpr+1 — qr+1

1
N

(1 s ol (1)

1
+(b—x)2(qr p—q >?
b—a

Fpr+1 — g1

(1 O s O (1)

1

Gl po )% (I Doaf G| + 0% +pg = 1) aDp,qﬂa)IS)?

b—a \p"p"tl—qrtl p(p +q)

Fpr+1 — g1

(b —x)? (qr p—q )% | aDp,qf(x)ls + (pz +pq — 1)| aDp,qf(b)ls s
+
b—a r(p+q)

seklinde hesaplanir ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.2.11. Teorem 4.2.10 un kosullari altinda | D, . f (x)| < M ise

(x—a)f(§+(1—%)a)+(b—x)f(§+(1—%)b)
b—a

1 b
_b—aL f(x) adp,qx

<M (4.2.14)

q
- 27pr+1 - qr+1
esitsizligi elde edilir.

Uyan 4.2.12. Sonu¢ 4.2.11 de p = 1 olarak alinirsa (4.2.14) esitsizligi (3.2.7)

" p—q )%(x—a)2+(b—x)2
b—a

esitsizligine, p =1 ve q - 1 olarak alinirak elde edilecek esitsizlik ise (3.2.6)
esitsizliginin s = 1 durumuna indirgenir.

Sonug 4.2.13. Teorem 4.2.10 un kosullar1 altinda p = 1 olarak alinirsa

1 b
0 -5 [ 100 o

< (x — a)z <qr(1 - Q)>% <| aqu(x)ls + ql aqu(a)|S>;

h—a 1_qr+1 1+q
=0 (@ 1=V (1D I +al Daf B\ 4215
b_a 1_qT+1 1+q ( B )
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esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.2.14. Sonug 4.2.13 de g — 1 olarak alinirsa

b
0 -5 [ rooas

S@_MY 1fcﬂwﬁ+mmwf
b—a \r+1 2

(4.2.16)

B-0%; 1 v (IF@I+IF B
+ b—a (r+1>< 2 >

Teorem 4.2.15. f:] — R fonksiyonu J iizerinde (p, q) —diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve 0 < g <p < ligin D, ,f, Jiizerinde siirekli ve integrallenebilir olsun.

s=1ve|Dpyf |S, ] iizerinde konveks fonksiyon ise

x—a)f (=4 1-3)a +b-xf(+ 1-2)p b
ol ”)Z_a G p))—biaLf@Lﬂmx

— )2 -
= ();J —C;) (p(pczl- q))1

1

4@ + Q)| aDpof @) + (pa®* + g + ¢2) — q@ + Q)| Dpof @]\
X
p?(p + ) (p* + pq + q?)

— x)2 -
* (I; —);) (p(pq-l- q))1

1

)S (4.2.17)

a4 + Q| aDpof )| + (g2 +pq + ) — a0 + )| Dpof D]
X
p*(p + Q) (p* + pq + q?)

esitsizligi gerceklenir.

Ispat: Lemmadan 0 < g < 1ve t € [0,1] igin t < p olmak iizere

(x_a)f(;+(1—;)a21—((1b—x)f(;+(1_Z)b)_biafabf(x) adp g X
_ (7;__6;) fo q?taDp,qf <£x+ (1 —é)a) odpqt
VL (o (- 8)

48



oldp gt

~ b—a Jyp

NG —x)zflqt

odp,qt (4.2.18)

Dpaf (G2 +(1-7)a)

—x ——]a
aPAT \p p
b—a D

| oy (S5 (1-5)5 )

ifadesi elde edilir. | aDpqf |, J aralig1 iizerinde konveks oldugundan (4.2.18) esitsizligi

power mean esitsizligi uygulanarak

(x _ a)z 1 qt 1‘; 1 N N
b—a fo P odpat L odpaqt
(b—x)%{ (lqt 5/ t 0[S ;

+ b —a ]0 ? Odp,qt fo aDp,qf (EX + (1 - E) b ) Odp,qt

<O ) ([ Gl etnat el + (1= b @) et

(b — x)?
b—a

aDp,qf(gx + (1 —%)a)

1
N

+

1

x (ﬁ)ké ( fo . (£| Dy af | + (1 y g) | Dpaf ) Odp,qt>; (4.2.19)

biciminde diizenlenir. Tanim 2.3.12 kullanilarak (4.2.19) esitsizliginin sol kism1

LHS =

(3;__62 (p(pcfl- q))l_g

1

g <| aDp'Qf(x)rM + | aDp,qf(a)|S< ap—a) 9 —q) >>

p2(p3 — ¢3) p(»? —q?) p2(p3 - q3)
(b — x)? g \'s
+ b—a (p(p + q))

1

s alp—q) s(ap-a  ap-a) \\
X <| aDp,qaf ()| p2(p3 — %) + | aDp.af (D) (p(pz — ¢ pr(pd— q3)>>

1

— )2 1-5
- (}; —(Z) (p(pq+ q))

1

y <q(p + Q)| aDpof |+ (pg(@* + pq + q%) — q(0 + @)))| aDp,qf(a)|S>;

p?(p + q)(p? + pq + q?)

— )2 1-2
* (I; —};) (p(pC{I- q))
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1

(1@ + ) Dpof O + (pq@% +pq + ¢2) — q( + O)| aDp o f D]\
p*(p + @) (p* + pq + q*)

seklinde elde edilerek ispat tamamlanir.

Sonug 4.2.16. Teorem 4.2.15 un kosullari altinda | aDpqf ()| < Mise

c-a)f C+(1-2)a)+b-0f(E+(1-2)b
- - (p+( p)az-l__a - (p+( p) )_biafabf(x)adp.qx

q (x—a)?+b—x)?
p(p +q) b—a

esitsizligi elde edilir.

(4.2.20)

Sonug 4.2.17. Sonug 4.2.16 da p = 1 alinirsa

qg (x—a)>+(b—x)*
1+¢q b—a

<M

1 b
F0) =5 | £0O adgn

sonucu elde edilir.
Uyan 4.2.18. Sonug 4.2.17 de g — 1 olarak alinirsa (4.2.17) esitsizligi (3.2.8)
esitsizliginde s = 1 olmas1 durumuna indirgenir.

Sonug¢ 4.2.19.Teorem 4.2.15 in kosullar1 altinda p = 1 olarak alinirsa

1 b
0 - 5 [ 100 e

<(x_a)2< q )l_é Q(1+Q)|aqu(x)|s+q3|aqu(a)ls s
= b-a \1+gq 1+q9A+q+4q%)

1

NGRS ( q >1-% g1+ Q)| Do f )] + 3| Do f )| (422
b—a \1+4+¢q 1+q9)A+qg+4g% o
ifadesi elde edilir.
Sonug 4.2.20. Sonu¢ 4.2.19 da g — 1 olarak alinirsa
1 b
0 -5 [ s
1 s s 1
cCm oty A LY
~ b—a \2 6
b — 02 N\ 20701 + IF BT\
+ e (3) 6 (42.22)
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ifadesi elde edilir.
Teorem 4.2.21. f:] -» R fonksiyonu J° iizerinde (p,q) — diferansiyellenebilir

ve 4D, .f , J iizerinde integrallenebilir bir fonksiyon olsun. | ,D,,f|, J iizerinde
tgs —konveks bir fonksiyonise0 < g<1ve0 <t <p < 1ligin

(x—a)f(§+(1—%)a)+(b—x)f(§+(1—%)b)

b—a

1 b
_b—aL f(x) adp,qx

S(J;— q(p — q) q(p — q) )

a p.qf(x)l +| aDp,qf(a)l) <p2(p3 — 3 pP(p*—q%)

(b — x)? qlp —q) qlp —q)
+ ([ aDpaf GO + | aDpaf (b)) <p2(p3 e R oo q4)> (4.2.23)

esitsizligi gergeklenir.
Ispat: Lemma4.2.1den0<g<1ve0<t<p<1icin

(x—a)f(§+(1—%)a)+(b—x)f(§+(1—%)b)

b—a
(3;__622f0 C;t qu( (1—%)61) odp,qt

+(I;__9;)2]0 » qu( (1—%)1)) odp,qt

1 b
_b—aL f(x) adp,qx

<O L by (S (1= D) )| ot
O (Gt (1-0)0)] ot

elde edilir. | aDp.qf |, J aralig1 tizerinde tgs —konveks oldugundan

G| leonet Gr+ (1-3)e)
) e G (1-5)1)

(x—a)* (tqtt t
= ); _C; jo C; p( _5) (I aDp.af (O] + | aPpaf @)]) odp,qt

0dp,qt

odp,qt

(b—x)? [lqtt t
T fog;(l—g)(laDp,qf(x)H|aD,,,qf(b)|) oyt
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( t t t
=2 ((l quf(x)| +| quf(a)|)f T 5) 0dp,qt>
(b )2 t
= <(| aDp, qf(x)l + | aDp, qf(b)Df - 5) Odp,qt)
_(x—a -  qp-9
=7 (| aDp.qf(x)' + | aDp,qf(a)D( 2(p3 — q3)  p3(p* — q4)>
(b

(l D qf(x)|+| D qf(b)|)< CI(P—Q) q(p_Q) )

2 -q® pPPO*—q%
ifadesi bulunur ve ispat tamamlanir.

Sonug 4.2.22. Teorem 4.2.21 de p = 1 olarak alinirsa
1
fx )——f £ adgx

e — q(1—q) q1—9q)
< —— (| Daf ()| + [ aDyf (a )|)< 3)_(1—614)>

(b q(l—q)_q(l—q)>
(1-¢3 @@1-4g9

2| aDpaf @]+ [ Lyaf )

esitsizligi elde edilir.
Sonug 4.2.23. Sonug 4.2.22 de g — 1 igin
(x —a)? f'(x) + f'(a) N (b—x)% f'(x) + f'(b)
b—a 12 b—a 12

00 -5 [ e <
esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.2.24. Teoremin kosullarina ek olarak her x € [a, b]i¢in | aDpqf (x)l <M
olursa

(x—a)f(g+(1—%)a>+(b—x)f(%+(1—%)b)

1 b
L 52 ] 160 adpx

q(p —q) qip—q) \(x—a)*+ (b —x)*
<M 2( 3 3Y  3(n4 4
p*(p®—q3) p*(p*—q*) b—a
sonucu elde edilir.
Sonug 4.2.25. Sonu¢ 4.2.24 de p = 1 alinirsa

1 (-9 -\ -+ (b—x)?
f(x)——b_afaﬂx) wdyx SZM((l_qg)—(l_q4)> —

elde edilir.
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Sonug 4.2.26. Sonu¢ 4.2.25 de g — 1 i¢in

(x —a)? + (b —x)?
6(b—a)

b
‘f(x) - ﬁf f(x)dx‘ <M

ifadesi elde edilir.

Teorem 4.2.27. f:] - RfonksiyonuJ’ iizerinde (p, q) — diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve 0<g<1 ve 0<t<p<1 i¢in ,D,,f , J lizerinde siirekli ve
integrallenebilir olsun. r,s > 1 , %+%= 1 olmak iizere | oDpqf| . J iizerinde

tgs —konveks fonksiyon ise

e (o (1)) + 0~y (4 (1-91)
b—a

1 b
52 ] 760 adpx

1 1
<(x—a)2<Q_r P—q ) p@*+pa+d) - @+Y
~ b—a \p'p™tt—q™) \ p?2(p + 9)(P* +pq +q?)

X (l aDp,qf(x)|s + | aDp,qf(a )ls)

(b—x)z P—q C P(p2+pq+q2)—(p+q)§ s
b—a <P Tprtt - CI”l) ( p?(p + ) ®? +pq + q?) ) (I aPpaf @

S
+ | aDpaf ®)|) (4.2.24)
esitsizligi gerceklenir.

Ispat: Lemma4.2.1den 0<g<1ve0<t<p<1ligin

(x—a)f(g+(1—%)a>+(b—x)f(%+(1—%)b)

b—a
<b—>f © byt (x4 (1- D)) oyt

G ] 5t G (1-5)0) s

1 b
52 ] 760 adpx

SOy (e 1)) e
[ B D)
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elde edilir. (4.2.25) integraline Holder esitsizligi uygulanarak |aDp,q f |T J araligi

tizerinde tgs —konveksliginden
(x — a)?

b—a ,I;) " Odp a
(x — a)?

b—a J;) P Odp a

e 130
qu

+(l;__}2 <0 Odpqt>r< oDpaf %x+(1—£)b>s Odpqt>s
= %( 0 Odp qt> < )(l aDp,qf(x)ls
+ | aDpqf (@) ) odp,qt>s
_ 2 1 r % 1 s
+(12 _’2 < jo (%t) odp,qt> ( jo %(1 —%) (| eDpaf
+ | aDpof®)]) odp,qt>; (4.2.26)

ifadesi bulunur. (p, q) —integral hesabindan (4.2.26) ifadesinin sol kismi

(x—a)(q" p—q
b—a 27pr+1 — qr+1

) (| oI +] aDpaf (@)

8 <p(52_—qq2) - p(zl;_—qq"“))g

1

T71) (| Praf @+ [aDpaf )I)

(b—x)z( pP—q
b—a p pr+1

( pP—q P—q

p(?—q>) p’ - q3)> (la2paf GO + | Dpaf @)

1 1
:(x—a)2<CI_r p—q ) p(P*+pq+q*) — P+ )\
b—a \prprtl—gqr+l p?(p + q)(p? + pq + q*)

(b—x)z( p—q >_ p(®*+pqg+q*)— @+ Q\°
b—a \p"p™1l—q™t1) \ p2(p + 9)(p?* +pq + q?)

X (l aDp,qf(x)|s + | aDp,qf(a )ls)
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olarak hesaplanir ve ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.2.28. Teorem 4.2.27 nin kosullarina ek olarak her x € [a, b] i¢in
| aDp,qf (x)| < M olursa

x-a)f (E+(1-3)a)+b-xf(E+(1-3)b b
Gl e e,

1 1
<M(x—a)2+(b—X)2(q_r P—q )? PP +Pa+a) -+ oY
- b—a prpTtt— gt p*(p + ) (p* + pq + q*)
ifadesi elde edilir.

Sonug 4.2.29. Sonug 4.2.28 de p = 1 alinirsa

1 b
0 - 5 [ 100 e

1 1
N

S|

" (x—a)+B-x)?%(q"(1-q) 2q°
- b—a 1—grtt 1+q9)A+qg+qg?
sonucu elde edilir.

Sonug 4.2.30. Sonug 4.2.29 da g — 1 alinirsa

<M

) )

1 b
f0) - 5— | feodx

esitsizligi bulunur.

Sonug 4.2.31. Teorem 4.2.27 de p = 1 olarak alinirsa

1 b
0 - 5 [ 100 e

1

< (x — Cl)z (qr(l - q>>% <q2| aDp,qf(x)ls + | aDp,qf(a )|S>;

b—a \1-q"*! 1+q)(1+q+4g?)
+ (b — X)z qr(l - Q) % q2| aDp,qf(x)ls + | aDp,qf(b )ls s
b—a \1-—qg*! 1+q)(1+q+q%)

sonucu elde edilir.

Sonug 4.2.32. Sonug 4.2.31 de g — 1 alinirsa

1 b
0 -5 [ s
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S@—@Y-lfcf@w+wwwf
b—a \r+1 6

1 1
+@—xY(1 Ylﬂ@ﬂ“Hf@Nss
b—a \r+1 6
esitsizligi bulunur.
Teorem 4.2.33. f:] - R fonksiyonu J iizerinde (p, q) —diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve 0 <g<1 ve 0<t<p<1 icin ,D,.f , ] lizerinde siirekli ve
integrallenebilir olsun. s > 1 ve | aDp,qf|S, J tizerinde tgs —konveks fonksiyon ise

(x—a)f(§+(1—%)a)+(b—x)f(§+(1—%)b)

1 b
o 52 ) 160 adpx

G- a)2< q )1‘§
b—a \p(p+a)

s s (p—q) (p—q) ;

X <(| aDpaf Q| + [ Dpqf (@) ) <pzq(§4 _24) ~ p'j(;s _qq5)>>

. -
* (I; —);) (p(pc{l- q))1

X <(| D f O+ aLpaf 1)) <pf ((54__?4) - pfgs__qq)s)» (4.2.27)

esitsizligi gergeklenir.
Ispat: Lemma4.21den0<qg<1ve0<t<p<1icin

(x—a)f(g+(1—%)a>+(b—x)f(%+(1—%)b)

b—a
CZ % (e i-2)e) oo

+<’;‘_’22j0p et (5 + (1-2)5) it

1 b
52 ] 760 adpx

[ 1)
S S e =)
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elde edilir. (4.2.28) integraline power mean esitsizligi uygulanarak | aDpqf |S’nin ]

aralig1 izerinde tgs —konveksliginden

(x—a)f (24 1-3a + (b —-x)f(>+ 1-p b
Gl e 0D e,

1
(x—a)? [ (‘qt s igt
S _ _Odp,qt f_
b—a o D o D
+(b_x)2<flqt d t>1_§<f1qt D f(t +(1 t)b)
— — _x — —
b—a \Jy p o 01477 \p p

SCSUN . q))l‘i ([ 2L (-5 (1 dparcor

1

s s
o)

1

s s
i)

Dy (Sx+ (1-2)a)

1

+| aDp,qf(a)ls) 0dp,qt>

=Gl ([5500mor

1

s N
+1Byaf O)) st
sonucu bulunur. (p, q) —integral hesabindan (4.2.29) esitsizligi

-—a)f(E+(1=-Da)+b-0FE+(1-1)b b
Sl p)z_a Sl p))—biaLf&Lﬁmx

(4.2.29)

= ();)_—il) (p(pcil- q))l_;

1

s s ( - ) ( - ) s
X <(| Dpaf G| + | aDpqf (@) ) <pzq(§4 _24) - p:?(;js _qq5)>>

— x)2 -
- (I; —9;) (p(pci q))1

1

s S ( - ) ( - ) s
x ((l Doaf QI +1 Dyt 1) (o oy ~ A _qu)))

bi¢ciminde hesaplanir ve ispat tamamlanir.
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Sonu¢ 4.2.34. Teorem 4.2.33 in kosullarina ek olarak her x € [a, b] i¢in
| aDp,qf (x)| < M olursa

= G+ (=) + 67 G (1-2)0)

p

b—a
SM(x—a)2+(b—x)2< q )1‘§< ap-a)  qlp—q )i
b—a p(+q) p*(p®—q®) p>*—q*)

ifadesi elde edilir.
Sonug 4.2.35. Sonug 4.2.34 de p = 1 alinirsa

1 b
_b—afa f(x) adp,qx

1 b
00 -5 [ 100 o

(x—a)2+B-x27 q \'5[(q(1-q) q(l—qﬁ
=M b—a (1+q) <<1—q3>‘(1—q4)>

sonucu bulunur.

Sonug 4.2.36. Sonug 4.2.35 de g — 1 alinirsa
(x —a)? + (b — x)? (1)1_5( 1 >§
b—a 2 12

<M

1 b
F6) - 5— | feodx

sonucu bulunur.

Sonug 4.2.37. Teorem 4.2.33 de p = 1 olarak alinirsa

1 b
0 - 5 [ 100 e

1

(I aDpaf ] +] aDp,qf(a)F))

S(x—a>2< q )1—§(q(1_q)_q<1_q)
b—a \1+gq 1-¢» @Q-q%

1
N

+(b—x)2( q )1‘5 q1-q) q(1-q)
b—a \l+gq (1-¢3 @Q-q"

(1a0paf @I+ a0

ifadesi elde edilir.

Sonug 4.2.38.Sonug 4.2.37 de g — 1 alinirsa

1 b
0 -5 [ s
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_G-ay e ) (If @I +If’ (a>|s>s NORES (3) <If’(x)ls + If’(b)lsf
b—a \2 12 b—a \2 12

sonucu bulunur.
4.3. Hadamard-Simpson Tipli (p, q)-Integral Esitsizlikler

Lemma 4.3.1. f:] - R fonksiyonu J° iizerinde (p, q) —diferansiyellenebilir, 0 <
q<p<1lvete€01]igint < p olmak lizere 5D, ,f doniisiimii / " lizerinde siirekli ve

integrallenebilir bir fonksiyon olsun. 0 < 4, u < 1 olmak {izere

b 1 1
T f @) adp,qx—p[u—u)f ((1 —5)a+5b) +(1-Df@
1 1
+,uf<<1—5>a+5b>]
% t t
_ (b—a)fo (1-1—qb) aDp_qf<(1—5)a+ Eb) oy ot

+(b — a)f1 (A —pu—qt) Dpef <(1 — g) a+ éb) odp,qt (4.3.1)

esitligi gerceklenir.
Ispat: (2.3.12) esitligi ile verilen (p, q) —diferansiyel tanim1 yardimu ile

1
P t t
= Jz(l —A—=qt) oDpyf (1 ——)a+ =b | odp,qt
0 p p

=f(1—/1—qt)

xf(p(l—g)a+tb+(1—p)a)—f(q(1—§)a+ %tb+(1—q)a) e
S(b—-a)p—q) "

_pa-2) ;f((l—t)aﬂb)_f((l_%t)H %b)

qt
= a)(p q)J [f((l t)a +th) — f<(1—?)a+—b>] odpqt

esitligi yazilir. Burada Tanim 2.3.12 ile verilen (p, q) —integral tanimi1 kullanilarak

odp,qt
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p(1—2) ® q" q" las! las!
I = (b — a) f (1 - 2p"+1> a+ 2pnt1 b|l-fl{1- 2pn+2 a+ 2pn+2 b

qn qn 5 qn+1 qn+1 .
z zpn+1 f an+1 a+ an+1 - f 1- an+2 a+ an+2

_ap

b—a

N q" q"
X 1- + b
nZ;) an+1 << an+1> a an+1 )

p i g+t g+l g+t ( 1 ) 1
—= 1 b 1-—)a+=—»b

q ~ an+2 an+2 a+ zpn+2 2q f 2 a Zp

<——>zzpnﬂf(< m) o) 5l (-0

_p(d—=2A)—p/2 1 1 p(1— /1)
- f(<1—5>a+—b) = f()

b—a 2p

P(p V) Z 2pntl f <( 2p n+1) a+ 2::+1 b) (4:3.2)

esitligi elde edilir. Benzer adimlar uygulanarak

1 t t
I, =]1 (1—,u—qt) aDp,qf <(1—5>a+ Eb> Odp,qt
2
1 t t
=j (1—pu—qt) Dpyf (1——>a+ =b | odpqt
0 p p
% t t
—f (1—u—qt) aDp,qf (1——)a+ —b Odp,qt
0 p p

_ p
~(b-a)?
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b P 1 1 p(1—p)
xfaf(x)adp'qx—(b_—a)f<(1—5)a+£b>—ﬁf(a)

p(1—pw) -2 1 1 p(1— )
—[—b_a 2f<(1—ﬁ)a+ﬁb> o @

p(p 2 Z 2pn+1f (( 2p n+1) a+ 2::+1 b)] (4:3.3)

sonucu elde edilir. (4.3.2) ve (4.3.3) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

b
p
11 + 12 = WL f(X) adp’qx

1 1 1 1
p(L—Wf ((1 —)a+ 5b> +p(1 - Df (@) + (o f ((1 —>)a+ ;b)
b—a
sonucu bulunur. Burada esitligin her iki tarafi b — a ile ¢arpilarak

p b
o FO g

1 1 N1
_p[(,l—u)f<(1—ﬁ)a+ﬁb>+(1—/1)f(a)+,uf<(1—5)a+5b)]
% t t
_ (b—a)jo (1-21—qb) aDp_qf<(1—5>a+ Eb) oy ot

+(b — a)f1 (1 —u—qt) Dpef <<1 - %) a+ %b) 0dp,qt

esitligi elde edilir ve ispat tamamlanir.
Sonug¢ 4.3.2. Lemma 4.3.1’in kosullar1 altinda (4.3.1) bagintisinda p = 1 olarak

alinirsa

[ 10 aer = [0 (S5) + - 7@ + )
=((b-a) f(l —2—qt) oDaf((1—)a+ th) (d,t
0

+(b —a) jl (1—u—qt) aqu((l —ta+ th) odgt (4.3.4)

esitligi elde edilir. Bu esitlik ¢ —Hadamard-Simpson tipli esitlik olarak adlandirilabilir.
Uyar1 4.3.3. (4.3.1) bagintisinda p = 1 ve g — 1 olarak alinirsa esitlik tiglincii
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boliimde verilen (3.5.2) esitligine indirgenir.
Sonug¢ 4.3.4. Lemma 4.3.1’in kosullar altinda (4.3.1) bagmntisinda

a) A= g, U= %olarak alinirsa (p, q)-Simpson tipli;

%[pf(a)+4pf((1—%)a+%>+pf<(1—%)a+§>

p b
_ mfa fQx) qdp g

+(b—a) [ (qt_g) Dy of (( ;)a+ pb) oy gt (43.5)

2

b) 1= %,,u = %olarak alimirsa(p, g)-Hadamard tipli;

o [f(a)+f<(1——) i b)}
[ @) adpax -] > |
|

a I

|

_(b—a)f %— qu((1—— %b) b ¢
p.q

1 t t
+(b—a)j E— qu<( E)CL'F Eb) od (4.3.6)
c) A =1, u = 0 olarak alinirsa (p, q)-Hadamard tipli;
b 1
bz;afa f(x) alpgX — P [f <<1 ——)a+ —b>]
% t t
= (b - a)j(; (—qt) aDp,qf ((1 - E) a+ Eb> Odp,qt
1 t t
+(b — a)j% (1—qt) aDp,qf ((1 — ;) a+ Eb> Odp,qt (4.3.7)

(p, q) —integral esitlikleri elde edilir.
Sonu¢ 4.3.5. Lemma 4.3.1°in kosullar1 altinda Sonug¢ (4.3.4) ile verilen

esitliklerde p = 1 olarak alinirsa

a) A= % U :i icin ¢ —Hadamard tipli;
1 (P fla) +£(b)
pa ), S atar
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=(b—-a) ff(%— qt) aDof((1—a+ tb) odgt

11
+(b — a)f1 (E - qt) aDof((L=Da+ tb) odyt (4.3.8)
b) A =1, u=0i¢in g —Hadamard tipli;
b
f F) adgr — (25

=(b-a) F(—qt) Def((1—ta+ tb) (dgyt
0

+(b — a)f1 (1—qt) aqu((l —t)a+ tb) odgt (4.3.9)

kuantum integral esitlikleri elde edilir.

Uyari 4.3.6. Lemma 4.3.1’in kosullar1 altinda

1) (4.3.5) esitliginde p = 1 olarak alinirsa A = %,u = % icin esitlik tigiinci bolimde

verilen (3.4.1) esitligine indirgenir.

2) Sonug (4.3.4) ile verilen esitliklerde p = 1 ve g — 1 olarak alinirsa

a) A= g, U= %igin (4.3.5) esitligi (3.4.2) esitligine indirgenir.

b) A =2,u = igin (4.3.5) esitligi (3.3.2) esitligine indirgenir.

c) A=1,u = 0igin (4.3.5) esitligi (3.3.5) esitligine indirgenir.
Lemma43.7.0<qg<1ve0<t<p<ligin

J; tu(nt'_7n) Odpqt _'(p q)[ u+2 _ qu+2 _-pu+1 __qu+1l

(4.3.10)

esitligi gerceklenir.
ispat: (p, q) —integral tanimmndan 0 < g < 1ve 0 < t < p < 1igin

a
j th(nt —m) odp4t = j
0

0

a

a
nt**1 od, .t — f mt* odp 4t
0

oo [00]

qk q(u+1)k qk quk
— 1
=np-0a ) ST M- 0a ) S
k=0 k=0
k(u+2) k(u+1)

— 2 1
=na***(p - q)z s~ mat T (p - Q)Z K(u+1)
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1 1 1 1
=na"**(p - Q)WW —ma**(p — CI)WW

pu+2 pu+1

nau+2 mau+1

=(- pitz — qutz - pitl — qutl

(4.3.11)

sonucu bulunur.

Yukaridaki sonucun yardimiyla, bu boliimdeki teoremlerin ispatlarinda
kullanilacak olan bazi integral hesaplar1 asagida verildi. Kolaylik olmasi agisindan ise
de integraller uygun parametreler yardimiyla isimlendirildi. 0 < g <1ve0 <t <p <
1 igin:

1-1 1

1
2 < 2

[A], :f |1— 21— qt| 0d,f,,qt=f (1-21—qt) Odp,qt+f1_a(qt—(1—/1)) odp gt
0 0 —

q

(1-2)? 1 (1-2)?
La-wr o () a-n a-ay
q +q »+q) 2 q
, a_2a-1*
_2a-2* (-2 A
q 2 »+q)
8p +8q + 161 — 16pA — 812 + 81%p + 84%q + 2q*A — 2pq — q® + 2pgA — 8
= (4.3.12)
4p(p + q)
1
2
= [*21 =2 gl odyt
1-1 1
=t 2t
= fo 5(1 —A—qt) odpgt+ fﬂ;(qt —(1—-2)) odpgt
q
(1-2)3 (1-2)3 1 (1-1)3 1 (1-1)?
R I i Y T I [
plp>*+pq+q> (@+q \p*+pqg+q? »+q)
'(2(1—/1)3 (1—1)) qg 2(01-2)3
1 _a-» a_
Sl A G/ E. L (4.3.13)
p r+q p*+pq+q

2 t
Ml = [(11=2= el (1) adpet
0 p

1

1
2 2t
=f 11— 24— qt| Odp,qt—f Z11 =2 —qt] odpgt
0 o P
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a 2(1-2)% n a-1 2(1-2)3

_20-07 (-h T R~
q 2 r+q
a 2(1-2)3
8p prq?
. L — 4.3.14
p% +pq + q* ( )

1-p

1 1
q
(Al = [ 11— 1=t odpqt = [ " A== 0) odpqt + [, (a8 = (1= 1) odpet
2

q

1-w? q (1-w)?
NG e PR N SO I
q 2 »+q)
5 2(1-w)?* _ 5q
_20-pw° 30-w "o 4
q 2 ®+q
_ 8p+8q +16u — 16pu — 16qu — 8u® + 8u’p + 8u’q + 6q°u — 6pq — q° + 6pgA — 8
4p(p + q)
(4.3.15)
1t
V1= |, ST == gl oyt
2
1-pu
2t Lt
= L 5(1 —U—qt) odpgt+ fl__#g(qt — (11— ) odpgt
2 q
20-p® _ 5(1-p) 99 _ 2(1-p)°
qZ 4 8 q2
_ n (4.3.16)
p+q p? +pq + q*
1 t
M), = [ 1= =t (1) odyat
2
1 1 t
= jl |1 —u— qt| Odp,qt_Jl 5'1 —u—qt| odpg4t
2
_20-pw* 30 -m
q 2
2(1-u)?  5q 2(1-p)% | 9q 2(1-p)% | 5(1-p)
“e 4 1T ty T tT
+q p\p*+pq+q* p+q
5 20-w® _ 5q , 2-w°  50-w) 9 _ 2(1-w?
_ 21— _3(1_.“)_ q 4 pq? 4p_ 8p q? (4.3.17)
q 2 @+ pt+pg+q®
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1
2 t2
Kla= [* 511 =2 atl odt
ﬂ
q

— 1 2 % 2 d
=3 0 t2(1 — 21— qt) odp 4t + ut (gt — (1= Q) odpgt
q

p—q '(_q (1—/1)4) —(1-2) (1-13 q (214 _ (1—»1)4) ) (1 (1-;1)3)
—_ + —

_ q* q3 q* 8 3
- pz p4_q4 p3—q3 p4_q4 p3—q3
_(i _ 2q(1—/1)4) a-» 2(1-2)(1-1)3
_b—4q(\1e q* 48 q3
= 2 —— — e g (4.3.18)
142
Kl = |. 11— = atl ot
2
1'—”t2 1 42
q
= L 2?(1 —U—qt) odpgt+ fl__#?(qt — (1 - ) odpgt
2 q
1-m\* 1 1-p\3 1
_p-q0((F) %) —a-w(() -3
- p? p* —q* r p3 — g3
(= N EREE
a(1-(3)) a-w(-(9)
+ p* — q* - p3 — g3
(17_q _ 2(1—#)4) (-p  (a-w*
_ pP—q 16 q3 4 2q3
= > m—— — g (4.3.19)

Teorem 4.3.8.f:] — R fonksiyonu J° iizerinde (p, q) — diferansiyellenebilir, 0 < g <
p < 1icin ,D, ,f doniisiimii ] iizerinde siirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olsun.

0 <2, u < 1olmak iizere | 4D, ,f|, J iizerinde konveks bir fonksiyon ise

p (? 1 1
b £ atgx—p|@-wf ((1-5)a+ 50 |+ A= Df@

+yf<<1 —%>a+%b>]

< (b - a) (l aDp,qf(a)l([M]/l + [M]u) + | aDp,qf(b)l([N]/l + [N]y)) (4-3-20)

esitsizligi gerceklenir.
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Ispat: Lemma 4.3.1°den ve | aDp.qf | fonksiyonu, J araligi tlizerinde konveks

oldugundan 0 < g <p < 1vet € [0,1] i¢in t < p olmak {izere

= FO) apg
- [(/'l—u)f<(1 —%)m%b) +(1-Df @ +uf<<1 —%>a+%b>
[a=3-a0 (1= 2)as £9) st

+fo-n-a aDp,qf((l as gb) ot
Dyof ((1 - g) . %b)
Dpof ((1 - %) a+ %b)

% t t
<®-a[1n-2-q ((1 ) labpaf @]+ aDp,qf(b)|> oy qt
0

=(h-a)

odpqt

s(b—a)ﬂ(l—z—qtn
0

0dp,qt

1
+(b—a)f1 1fi = gl
2

1 t t
+(b - a)jl |1 — U qtl <(1 - E) | aDp,qf(a)l +E| aDp,qf(b)|> Odp,qt
z
2 t

=(b—a)| aDp,qf(a)lj |1 — 21— qt| (1 - 5) odp 4t

0

2 t
+(b —a)| aDp,qf(b)|j [1—21— qtl; odpqt

0

1 t
+0 = )] Dpaf @] [ 11 == el (1-3) odqt

1
t
+(b = @)| aDyf D) f 1= 1= qtl > adpgt adpgt
2

sonucu elde edilir. (4.3.13)-(4.3.17) formiillerinden
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b 1 1
5oz [ £ adex = [@_ wf ((1 ~25)° +5b> Ha=Ar@

1 1
+[lf<<1 —5>a+5b>]
< (b - a)(| aDp,qf(a)”M]A + | aDp,qf(b)l[N]/l + | aDp,qf(a)”M]u

+ | aDp,qf (D)|[N],,)

= (b= ) (| Ppaf @|(IM13 + [M],) + | Dy of B|(IN]z + [N1,,))

ifadesi bulunarak ispat tamamlanur.

Sonug 4.3.9. Teorem 4.3.8’in kosullar altinda (4.3.20) esitsizliginde

a) p = 1 olarak alinirsa

ﬁjabf(x) o [(A—u)f(%b) +(1-Df(a) +,uf(b)H

= (b - a) (l aqu(a)l([M]l,l + [M]u,l) + | aqu(b)l([N]A,l + [N]u,l)) (4'3'21)
esitsizligi elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte yer alan [M];,, [M], 1, [Ny,
[N],. ifadelerinin degerleri, (4.3.13)-(4.3.17) formiillerindeki [M],, [M],, [N],,

[N],ifadelerinde p = 1 alinmasiyla

11q + 181 + 16q%2% — 26qA — 3242 + 1613 + 16qA* — 26q*A + 4q31 + 11q* — 2q® — 2
8(1+q)(1+q+4q?)

[M]A,l =

(4.3.22)

M), = 3q + 18u + 16q%u* — 18qu — 32u® + 16u® + 16qu* — 18q*u + 12q3u + 3¢* — 2¢® - 2
ot 8(1+q¢)(1+q+4q?)

(4.3.23)

—q — 46] + 2g1 + 481% — 162° + 2¢°A — ¢* + 14
[N]a: = > (4.3.24)
8(1+q¢)(1+q+q?)

—q —38u + 10qu + 48u? — 16> + 10¢°u — g% + 6
[N]p1 = > (4.3.25)
8(1+q)(1+q+q?)

bi¢ciminde hesaplandi.

b) (4.3.20) esitsizliginde p = 1 ve g — 1 olarak alinirsa

— | fedx =[G - (S32) + @ - Df @ + #f(b)”

<(-a)
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, 843 — 151 + 83 — 3u + 10
><<If (a)|< — )

—8A3 + 2422 — 21u — 8u3 + 24u*> —9u + 8
+ |f’(b)|< . ) (4.3.26)

ifadesi elde edilir.
Sonuc 4.3.10. Teorem 4.3.8’in kosullar altinda (4.3.20) esitsizliginde

a) A= g, U= % olarak alimirsa

tprovon(o-geeg)m(e-e)

<(b-a)

X <| Dy of (@) ([M]Az% + [M]u%) +| Dy o f(B)] ([N]Azg + [N]M%)) (43.27)

(p,q) — Simpson esitsizligi elde edilir. Burada [M] s, [M] _1 ve [N] 18 _1
6 6 6 6
ifadeleri (4.3.13)-(4.3.17) formiilleri kullanilarak
q 1 1 1 q 1

1 1 % 18q ' 24p 108pq®? 8p 108pq?
M =—— — — 4.3.28
M1, 18q 12 (p+q p? +pq + q° ( )

c c 25  5q 125 25 9q 125

2 18q 4 ' 108pq? 24p  8p  108pq?
M = — === — 4.3.29
M],,-1 18q 4 (p+9q) p2 + pq + q2 ( )

2p 4+ 29 — 18pqg3 + 9p?q? — 2pg — 2p?% — 2% — 18g*
[N]A_E __ p q rq ' p-q zpq p . q q (4.3.30)

=3 216pq*(p + q)(p*+pq + q*)

[N]M_z

_ 250p +250q — 18pq® + 225p*q* — 250pq — 250p” — 250q* — 18q* 1331
- 216pq*(p + ) P*+pq + ¢2) (#3.31)

biciminde hesaplanir.

b) 1= %, U= % olarak alinirsa

rf(a)+f<(1——) +1 b)

ff(x) wdox =

]

><<| aDp,qf(a)|([M]A=%+[M )+| quf(b)|( 2+[1v]u=%)> (43.32)

1
=3

<(b-a)
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(p, q) —Hadamard esitsizligi elde edilir. Burada [M] 1L [M] _1 ve [N] 1L [N]M=1
2 2 2 2
ifadeleri (4.3.13)-(4.3.17) formiilleri kullanilarak
2p + 2q + p*q* — 2pq — 2p* — 2¢*
(N]_s = —2PH20¥ P4 —2pg—2p —2q (43.33)
=2 8pq(p + @) (p*+pq + q?)
q 1 1 1 q 1
1 1 %7 2q 8p apg? 8p  4pq?
Ml 1= — -4 - 4334
[ ]l=z 2q 4 »+q) p? +pq + q> ( )
2p + 29 — 4pqg3 + 5p?q? — 2pqg — 2p? — 2g% — 4q*
N] +=— p q pq _ pq - pq PZ q q (4.3.35)
h=3 8pq?(p + @) (p*+pq + q?)
1 5q 1 5 9q 1
1 3 247 %4 T e 8p  4pq?
M = ———— — 4.3.36
M1 = 5473 +q 2 + pq + q? (4.3.36)

biciminde hesaplanir.

c) A =1, u = 0 olarak alinirsa

b%l]abf(x) alpgX =P [f ((1 r %) a+ %b)]

< (b - a) (l aDp,qf(a)l([M]l=1 + [M]/L=0) + | aDp,qf(b)l([N]A=1 + [N]u=0))
(p, @) —Hadamard esitsizligi elde edilir. Burada [M]3=4, [M],—¢ Ve [N]j=1, [N]u=o
ifadeleri (4.3.13)-(4.3.17) formiilleri kullanilarak

q
Vi = gt gt a®
(M, = 1Pt 2pq” +2p°q + 2p°
- 8 pl+9@*+pg+4q?)
N]pmo = — 16p + 16q + pq® + 10p*q* — 16pq — 16p* — 16¢* + q*
8pq*(p + 9)(p*+pq + q%)

2_5, 2 _ 5 2q_ 2

[M] 1o = Z_E_q 4 pg* 4p 8 ¢q?
q 2 (+q P +pq+q*

seklinde elde edilir.

Sonu¢ 4.3.11. Teorem 4.3.8’in kosullar1 altinda Sonug¢ (4.3.10) ile verilen
esitsizliklerde p = 1 olarak alinirsa;
1 1. .
a) A—E, p = 3 igin;

1 _rmwfwm
2

b
=) F

<(-a)
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1+29+2¢°+2q—-1)Q2qg*-1)
X(' “D"f(a)l( 8(1+q)(1+q+q?) )

+ | Do f (D) (

14+ (29 +3)(2q — 1))
8(1+q)(1+q+q?)

b) A=1, u =0 igin;

[ 0 atex -1 (50

q(1+q+29*)  (q—2)(2q - 1))
81+q¢)(1+q+qg>) 8(+q+4q?)

4 3 _ gg2
+|aDp,qf(b)|( q q*+q° - 6q ))

<(bh-a) <| aDp,qf(a)l (

8(1+q+q?) 81+ +q+q?)
q —Hadamard tipli integral esitsizlikleri elde edilir.
Uyari 4.3.12. Teorem 4.3.8’in kosullar1 altinda;
1) (4.3.20) esitsizliginde p = 1 ve g = 1 olarak alinirsa esitsizlik (3.5.3) esitsizligine
indirgenir.
2) Sonug¢ (4.3.10) ile verilen esitsizliklerde p = 1 olarak alinirsal = Z, U =% igin
(4.3.27) esitsizligi (3.4.3) ile verilen g —Simpson tipli esitsizlige indirgenir
3) Sonug (4.3.10) ile verilen esitsizliklerde p = 1 ve g — 1 olarak alinirsa

a) A= Z, U= % icin (4.3.27) esitsizligi (3.4.4) esitsizligine indirgenir.

b) A=, u= igin (4.3.27) esitsizligi (3.3.3) esitsizligine indirgenir.
c) A=1,u=0 igin (4.3.27) esitsizligi (3.3.4) esitsizligine indirgenir.
Teorem 4.3.13. f:] — R fonksiyonu Jiizerinde (p, q) —diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve 0<gq<p<1 icin ,D,,f doniisiimii, ] fiizerinde siirekli ve

integrallenebilir olsun. 0 < A, u < 1 ver > 1 igin | aDp_qf|r konveks fonksiyon ise

p (P 1 1
b £ atgx—p|@-wf ((1-5)a+ 50 |+ A= Df@

+uf<(1—%>a+%b>

< (0 = )AL (| Dy af @] M + | uDypo f ) IN])'
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+(b = a)(141,)" 7 (| aPpaf @[ M + | aDp o f B[ INL,.) (4.3.42)
esitsizligi gergeklenir.

Ispat: Lemma 4.3.1 ve mutlak deger 6zelliginden

. f () adygx —p [u —f ((1 - %) a +%b> +(1-Df (@)
+ﬂf<(1 2 +%b)]
[t=3-00 wpar((1-E)as £b) e

p

1 t t
+f1 1—u—qt) aDp,qf(<1—E)a+ Eb) odp,qt
2

aDp,qf((l as gb)
paf ((1-2)a+ 50}

esitsizligi yazilir. | aDp.qf |r, J aralig1 iizerinde konveks oldugundan (4.3.43) esitsizligi

=(0bh-a)

1
< (b—a)f2|1—/1—qt| oy gt
0

odpqt (4.3.43)

1
+(b—a)f1 11— - qt|
2

0<g<p<lvete[01]icint <polmakiizere power mean esitsizligi de

kullanilarak

(b—a)(j |1 — 2 —qt| Odp_qt>
0
1
x f|1 A= qtl| Dy of (1 t) +ip
— — — — a —
o q a~p,q p p
1 1_%
+(b_a)<j1 |1 —u— qt| Odp,qt>
z
x f1|1 el uDy o f (1 t) +Lp
J— —_— — — a —
% u—q avp,q p p

1 1
<(b-a) <f2|1 — 1 —qt| Odp,qt>
0

;1
>

1

r :
odp,q t)

1

r ;
odp,q t>
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3 t
x <| aDp,qf(a)Ff 11— 21— qt| (1 _ 5) oy ot
0

1

. (2 t "
+ | aDp g f (D) fll—/l—qtl;odp'qt
0

1
1 1-7
+(b—a) <f1 |1 — u — qt| Odp,qt>
2

1
r t
X <| aDp,qf(a)l .[; |1 —p — qt] (1 - 5) Odp,qt
2
1

1
r t
+ | aDp,qf(b)| fl 11 —p— qtl; 0odp,qt Odp,qt)
2

bigiminde diizenlenir.(4.3.12)-(4.3.17) formiilleri kullanilarak

p b
b £

-Pp

()l—u)f<(1—%)a+%b> + (1—/1)f(a)+,uf<<1 —%)a+%b>

1
r

< (b~ (A1 (| aDp.of @[ M + | Dy of )] IN1,)

S|

+0 = (A1) (| Dpaf @[ M1, + | Do f B IN1,)
sonucu bulunur ve ispat tamamlanir.

Sonuc 4.3.14. Teorem 4.3.13’iin kosullar1 altinda (4.3.40) esitsizliginde
a) p = 1 olarak alinirsa (4.3.22)-(4.3.25) formiilleri yardimiyla

ﬁjjf(x) o [(/1 _of (aT"'b> + (1 -Df(a) + llf(b)]

< (- )([A122) 7 (| Lpaf @] MIz1 + | aLpof B [N]z1)"
+(b = @)([414,1) "7 (| aPpaf @] M1 + | D af B INT,1 )" (4.3.44)
esitsizligi bulunur. Ayrica (4.3.12) ve (4.3.15) formiillerinden p = 1 igin

—q— 141+ 2gA1+82* + 6
[A]A,1 =
4(1+q)

(4.3.45)
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—q — 10p + 6qu + 8u* + 2

Al = 3.
[A] 1 20+ ) (4.3.46)
biciminde hesaplanir.
b) (4.3.40) esitsizliginde p = 1 ve g — 1 olarak alinirsa
‘— f fedx - [@ wr (2)+ - D@+ uf(b)H
, 34 5\"
o2y
1
813 —151+9 r—8A3 +242% — 21u + 6\"
X <| Dyqf (@] 24 + [ aDpaf (D) 24 )
2 _H _)
" <“ 278
1
r 8u3 3,u+1 r—8u3 + 24u? — 9u + 2\"
<| aDpaf (@] —————+ [ aDpof B)] o (4.3.47)

sonucu elde edilir.

Sonug 4.3.15. Teorem 4.3.13’1in kosullar1 altinda (4.3.40) esitsizliginde
a) A= %, U= % olarak  almirsa  (4.3.28)-(4.3.31)  formiilleri  kullanilarak

(p, q) —Simpson;
1 1 b N b
E[Pf(a)+4Pf<(1—5)a+5>+pf<(1—5)a+;>

<(b—a)<[ )1__(| aDpaf (@) [M Iz + | aDpaf (b)lr[mﬂ%);

p b
e | 760 ety

1

+(b —a)([ )1__(| Dpaf @] M), + | aDp,qf(b)r[N]#:%); (4.3.48)
esitsizligi elde edilir. Burada (4.3.12) ve (4.3.15) formiillerinden [A]/‘1=§ ve [A]u%
ifadeleri
1 —2p—2q+3pq—6q*+2
[A]Azg =~3¢ P qq o EZ) 1 (4.3.49)
(4] = _i—lOp —10gq + 9pq + 10 (43.50)
#=s 36 q(p +q)

bi¢ciminde hesaplanir.

b) 1= % = %olarak alinirsa (4.3.33)-(4.3.36) formiillerinden
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p (b f(a)+f<(1—%)a+%b>
EL f(x) adp,qx -p 2

<=0 ([la) (| Lpaf @[ M1 + | Dy O V]2 )

1

! 1
+0 =) ([41,2) (| aPpaf @] M, s + | aDpaf B[ NI, ) (43.51)
2 2 2
(p,q) — Hadamard esitsizligi elde edilir. Burada (4.3.12) ve (4.3.15) formiilleri
kullanilarak [A],_: ve [A],Fl formiilleri
2 2
1-2p—2q+pq+2
L=
: 4 q(p +q)
1—-2p —2q +3pq —2q* + 2
| .
=2 4 q(p +q)

biciminde hesaplanir.

[A],_ (4.3.52)

[4] (4.3.53)

< (b~ ) (A11=0)" 7 (| Dpaf @ Mlacs + | Dpaf B IN1az1 )’

+(b - a)([A]u=0)1_; (l aDp,qf(a)lr[M]pL:O + | aDp,qf(b)lr[N]pL:O);

(p,q) — Hadamard esitsizligi elde edilir. Burada (4.3.12) ve (4.3.15) formiilleri

p b
b—aj f(x) adp,qx_p
a

kullamlarak [A];-; ve [A],=o formiilleri

q

Al = — 4.3.54
1-8p—8qg+6pqg+q*+8

Al =g = — 4.3.55

Ao = 3 ap +q) (43.55)

bi¢iminde diizenlenir.
Sonu¢ 4.3.16. Teorem 4.3.13’in kosullar1 altinda Sonu¢ (4.3.15) deki

esitsizliklerde p = 1 olarak alinirsa

1 1. .
a) A—E,H—Elgln,

1 F@+f®)
5= [ 7 adex - LT
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1

1 )1% (1+2q +2¢%)| oDof @] + | Daf D)\
21+ q) 8+ +a+q?)

S(b—a)(

)T (4.3.56)

+Ho =@V (g5 REPEPEYD

b) 1=1, u=0igin;

q )1—% <<zq2 — 1) Dof @+ 24 + )| uDof )|

‘ﬁ | £ adgx (a%b)‘

q )1‘5 <q(1 +4+2¢%)| aDof @) o oDaf B );

S(1’_‘1)(4(1+q) 81+0(1+q+d0) ' 8U+q+qd)

2q—q? \'7
by 2) <4q(1 ¥ q)>

1

(@ DCa-D]Def @[~ +a° = 667 L DY
8(1+q+q*) 8q*(1+q)(1+q +q?)

(4.3.57)

q —Hadamard tipli integral esitsizlikleri elde edilir.
Uyar1 4.3.17. Teorem 4.3.13’iin kosullar1 altinda
1) (4.3.42) esitsizliginde p = 1 ve g = 1 olarak alinirsa esitsizlik (3.5.4) esitsizligine
indirgenir.

2) (4.3.48) esitsizliginde p = 1 olarak alinirsa A =

alu

= % icin esitsizlik (3.4.5)
esitsizligine indirgenir.
3) (4.3.42) esitsizliginde p = 1 ve g — 1 olarak alinirsa
a) A= Z, U= %igin (4.3.42) esitsizligi (3.4.6) esitsizligine indirgenir.
b) 1 =1, u=0igin (4.3.42) esitsizligi (3.3.6) esitsizligine indirgenir.
Teorem 4.3.18. f:] — R fonksiyonu J iizerinde (p, q) —diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, 0 < g <p < 1vet € [0,1]i¢int < p olmak lizere ,D,,f doniisimi, |

araliginda stirekli ve integrallenebilir olsun. 0 < A, u<1ver =1 i¢in | aDp,qfr, ]

araliginda quasi-konveks fonksiyon ise

76



p b
mfa f(x) adp,qx

1 1 1 1
—p[(&—#)f<<1—5>a+5b>+(1—A)f(a)+,uf<<1—5>a+5b>

1
T

< (b—a)4, (max {| aDp,qf(a)lr’ | aDP,qf(b)r})

SR

+(b — @A, (max{| aDpqf @), | Dpaf ®)|'}) (4.3.58)
esitsizligi gergeklenir.

Ispat: Lemma 4.3.1 ve | ,D,,f| fonksiyonu J araligi iizerinde quasi-konveks
oldugundan 0 < g <p <1 ve t € [0,1] i¢in t < p olmak {izere i¢in power mean

esitsizligi de kullanilarak

p b
m.’; f(x) adp,qx

1 1 N1
—p[()l—u)f((l—ﬁ)a+ﬁb>+(1—/1)f(a)+uf<(1—5>a+5b>

Al

1
2 1 t t
= (b—a)lel—l—qtl 11— 21— qtlr aDp,qf<(1—5)a+ 5b) odp gt
0

1 L1 1 t t
+]1 11— p—qt] 7|1 —pu—qtlr oDpyf (1—E)a+ Eb odp gt
2

S(b—a)<]2|1—,1—qt|0dp,qt>
0
1
x f|1 p t|< D f(1 t) + b
— — __a —
o q a~p,q p p
1 1‘%
+(b —a) <]1 |1 —u—qt| Odp,qt>
2

x f1|1 el uDy o f (1 t) +Lp
—u—q , ——Ja+ =
% a~pq p p

sonucu bulunur. (4.3.12) ve (4.3.15) formiillerinden

!

1

r ;
> odp,q t)

1

T
Odp'qt> (4.3.59)
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p b
mfa f(x) adp,qx

1 1 1 1
—p[()l—#)f((l—g)a+5b>+(1—A)f(a)+,uf<(1—5>a+5b>

< (b —a)[4,;] (max {| aDp,qf(a)lr' | aDPJqf(b)r})

il

1
r ™\7
+(b = )[4,] (max{| Dpaf @I, | Dpaf®]'})
ifadesi bulunarak ispat tamamlanir.
Sonug 4.3.19. Teorem 4.3.18’in kosullar altinda (4.3.58) esitsizliginde

a) p = 1 olarak alinirsa

[ 70 ater =@ (552) + (- D@ + )

1

—q— 141+ 291 +82*+6 (max {| aqu(a)Ir, | aqu(b)lr})r

4(1+q)
—q — 10p + 6qu + 8u® + 2
4(1+q)

<b-a)

1
T

(max{| aqu(a)|r, | aqu(b)|r}) (4.3.60)

+(b—a)

sonucu bulunur.

b) (4.3.58) esitsizliginde p = 1 ve g = 1 olarak alinirsa

‘—] f)dx - [(/1 u)f( ) + (1 =Df(a)+ uf(b)”
<(®-a) (AZ Sy )(max{lf @I, 1 (B)I")r

+(b—a) (42 = 5+ ) (maxll @ I B)INDF (43.61)

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.3.20. Teorem 4.3.18’in kosullar altinda (4.3.58) esitsizliginde

a) A= g, U= %olarak alinirsa

tlre i ((1-)as ) o ((1-3)a+2)| -

S(b—a)[A] (max{| quf(a)| | quf(b)|r})%

b
f f(x) adp,qX

SI=

+(b — a)[4] (max {| aDp,qf(a)lr’l aDp.qf(b)lr})

1
6
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s ve [A]

1z formiilleri (4.3.49) ve (4.3.50)
6

(p, q) —Simpson esitsizligi elde edilir. [A] _1
6
esitlikleri ile verilmistir.

b) 1= %, U= % olarak alinirsa

- f(a)+f<(1—%)a+%b>
b_aj;lf(x)adp,qx_p 2

< (b - @Al (max{| Dy af @], | aDpaf (D] })

+(b —a) [A]u% (max {| Dpaf (@] aDp,qf(b)lr});

(p, 9) —Hadamard esitsizligi elde edilir. [A]

1-1 Ve [A],_s formillleri (4.3.52) ve (4.3.53)

2
esitlikleri ile verilmistir.

c) A =1,u = 0 olarak alinirsa(p, q) —Hadamard;

(028

< (b - a)[Al-s (max {| aDp,qf(a)lr' | aDp,qf(b)lr})%

p b
m_f f(x) qdpgx —p
a

SR

+(b = )[Aly=o (max {| aDpo f(@I', | aDpa f(D]'})
(p,q) — Hadamard esitsizligi elde edilir. [A];—; ve [A],=, formiilleri (4.3.54) ve
(4.3.55) esitlikleri ile verilmistir.

Sonu¢ 4.3.21. Teorem 4.3.18’in kosullar1 altinda Sonug (4.3.20) ile verilen

esitsizliklerde p = 1 olarak alinirsa

a) A= g = %igin q —Simpson;

‘U@+#( 1) - fﬂ@dx

1

<G-a) (max {| Dof @', | Des O'})

-1
36(1 +q)

SR

+(b—a) (max{| aqu(a)|r, | aqu(b)lr})

5
36(1+q)

b) 1= % = %igin q —Hadamard,
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1 (P b
o 2220
b—a r r %
=< 4(1—_'_q)(max {l aqu(a)l ’ | aqu(b)l })
29> —q r "\
+0 = @) g s (max{] Def @' [ Do f O '})

c¢) A=1,u = 0ig¢in g —Hadamard,

‘ﬁ | ) adgx =1 (4 b)‘

(b—a)q ;

< 4(1—_I_q)(max{| aqu(a)lr;l aqu(b)lr});
2q — ¢° 4 ny
+(b— a)m(max {| Daf @] | oDgf ()| })

tipli integral esitsizlikleri elde edilir.
Uyan 4.3.22. Teorem 4.3.18’in kosullar1 altinda Sonu¢ (4.3.20) ile verilen
esitsizliklerde p = 1 ve ¢ — 1 olarak alinirsa

Q) A==,u= %igin (4.3.58) esitsizligi (3.4.7) esitsizligine indirgenir.

= olu

b) 1= U= % icin (4.3.58) esitsizligi (3.3.8) esitsizligine indirgenir.

c) A=1,u = 0igin (4.3.58) esitsizligi (3.3.7) esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.3.23. f:] - R fonksiyonu J iizerinde (p, q) —diferansiyellenebilir ve
aDp,qf doniisiimil, ] iizerinde siirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere
| aDp,of | fonksiyonu J iizerinde tgs —konveks bir fonksiyon ise 0 <1, u <1ve 0 <

q<p<10<t<p<licin

p b
m.’; f(x) adp,qx

1 1 N1
—p[(/l—y)f((l—5)a+5b)+(1—A)f(a)+,uf<<1—5>a+5b>

< (b= a)(| aDpaf @] + | aDp,of D)(INT2 = [K1) + (N1, = [K],)]  (43.62)

esitsizligi gergeklenir.

Ispat: Lemma4.3.1den0<g<1ve0<t<p < 1ligin
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p b
mfa f(x) adp,qx

1 1 1 1
—p[(&—#)f<<1—5>a+5b>+(1—A)f(a)+,uf<<1—5>a+5b>

2 t t
f(l—/l—qt) aDp.qf (1——)a+ —=b | odpg4t
0 p p

=(b—a)

S(b—a)lel—/l—qtl odp gt
0

paf ((1-2) e+ 5o}
aDp,qf((l o §b>

sonucu bulunur. |aDp_q f| fonksiyonu J araligi iizerinde tgs — konveks oldugundan

odp,qt (4.3.63)

1
+(b—a)flll—u—qtl
2

(4.3.63) esitsizliginin sol kismi1
% t\ t

LHS < (b— a)f 1-2-qtl(1- E)E(' Doy o@D + | Dy fB)]) o gt
0

+(b - a)_L |1 —p—qt] (1 - g)é(l aDp,qf(a)l + | aDP,qf(b)D odp,qt

= (0= 0)(| Dpaf @] +| Dpaf D) J;u —a- qtl%(l - é) oy gt

! t t
+(b - a)(| aDp,qf(a)l + | aDp,qf(b)DJ; |1 —H= qt|5<1 - E) Odp,qt
2
bigiminde elde edilir. (4.3.13), (4.3.16), (4.3.18) ve (4.3.19) esitliklerinden

p b
e T

1 1 1 1
—p[()l—u)f((l—%)a+5b>+(1—A)f(a)+uf<(1—5)a+5b>

< (b - a)(| aDp,qf(a)l + | aDp,qf(b)D[([N]/l - [K]A) + ([N]# - [K]#)]
bulunarak ispat tamamlanir.
Sonug 4.3.24. Teorem 4.3.23’iin kosullar1 altinda (4.3.62) esitsizliginde

a) p = lolarak alinirsa
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= f P adgr - |- wr(*37) + - Df@+ uf(b)H

< (b - a)(| aDp,qf(a)| + | aDp,qf(b)D[([N]A,l - [K]A,l) + ([N]u,l - [K]/x,l)]
ifadesi bulunur. Burada (4.3.18) ve (4.3.19) esitliklerinden
2q — 3831+ g + 57612 — 38413 + 961* + q?A + q3A1 + 2q* + 2q3 + 95

Kz = B0+ U+ g+ + 0D
(4.3.64)
(1176q 2(1q—3u)4> (1;;4) (12_:3)4
[K]#,1=(1—q)[ P ] (4.3.65)

seklinde hesaplanir.
b) p =1 ve g - 1 olarak alinirsa
1 (P a+b
| r@ax =[G -wf (S50) + A= D@ +ur )
a

<®b- a)(| aDp.qf(a)l + | aDp,qf(b)D

y —96A* + 19313 — 1241 + 43 y 64u* —320u3 + 576u% — 344u + 45
576 192

sonucu elde edilir.
Sonug 4.3.25. Teorem 4.3.23’{in kosullar1 altinda (4.3.62) esitsizliginde

a) A= g,u = éolarak alinirsa (p, q) —Simpson

1 1 b 1 b
‘g[pf(a) + 4pf(<1 —E)a +E> + pf<(1 —E)a +5>
< 0= @)(| Dpaf @]+ | Dpaf O | (V]2 = K1, s) + (IN],: = [K], )|

sonucu elde edilir. Burada (4.3.18) ve (4.3.19) esitliklerinden
K
[ ]/‘L=§

p b
- fa F(x) adpqx

~ 1 (—4pq? — 4p?q — 153pq°> — 153p2q* + 9p3q°
~ 2592 < p2¢* (0 + )% + ) ®? + pq + 42
4pq + 4p? — 4p3 + 4q% — 4¢3 — 153¢°
r*q*(p + @) (p* + q*)(p* + pq + q*) )

(4.3.66)
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1
u=g

B 1 (—625;9q2 — 625p%q — 2214pq°® — 2214p?q* + 540p3q> + 2500pq

T 2592 p2q3(p + q)(p? + q®) (% + pq + q2)
2500p2 — 625p3 + 250092 — 625¢° — 2214q6>
p?q3(p + ) (p? + ¢*)(p? + pq + q?)

formiilleri elde edilir.

(4.3.67)

by A= %, U= % olarak alinirsa (p, g) —Hadamard;

- f(a)+f<(1—%)a+%b>
m—[a f(x) adp,qx -p 2

< 0= (| Dpaf @ + | Dy f O (18,2 = 161, 2) + (18], .~ 1K), )|

sonucu elde edilir. Burada (4.3.18) ve (4.3.19) esitliklerinden

K] 1 (—1219612 — 12p?q — 5pq® — 5p?q* + p3q3
1= ——
A= 96\ p?q*(p + @) (*+q*)(P*+pq+q?)
12pq + 12p% — 12p3 + 12¢2 — 12g3 — 59°
p‘i - p Zp ~ q2 1 . 1 ) (4.3.68)
p?q3(p + ) (p? + q*)(p? + pq + q?)
[K]F%
1 —pq® — p*q — 30pq° — 30p°q* + 4p°q® + 4pq + 4p> — p* + 49> — ¢° — 30¢°
=—— (4.3.69)

32 p’a*(p + @) ®* + ¢*) ®* + pq + %)
formiilleri elde edilir.

¢) A=1,u=0 olarak alinirsa (p,q)-Hadamard

bp%afabf(x) alpqX —Dp [f ((1 — %) a+ %b)]

< (b - a)(| aDp,qf(a)l + | aDp,qf(b)D[([N]Azl - [K]/1=1) + ([N]uzo - [K]u=0)]
sonucu elde edilir. Burada (4.3.18) ve (4.3.19) esitliklerinden
1 q

[K]jey = — 4.3.70
=17 16 p2(0 + Q) (2 + q2) ( )
K] = <—8pq2 — 8p*q — 13pg® — 13p*q* + 4p°¢®
K0T 16\ p2q3(p + Q@2 + ) (% + pq + 47)
32pqg + 32p2 — 8p3 + 3292 — 8g3 — 13¢°
el i B B zq) (43.71)
p?q*(p + Q) (p? + q*)(p? + pq + q?)
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formiilleri elde edilir.
Sonu¢ 4.3.26. Teorem 4.3.23’lin kosullar1 altinda (4.3.62) esitsizliginde p = 1

olarak alinirsa

a) A= g,u = % icin ¢ —Simpson;

2@+ 4 (S50) 470 - 2 [ 0 e

< (b—a)(| aDgf (@] + | aDgf (D)]) [([N]A=§,1 - [K]/1=§,1) + <[N]u=§.1 - [K]u=§.1>]

b) 1= %,,u = %i(;in q —Hadamard,;

1 f(@+f®)
a2

< (b= a)(| aDgf @] + | aDaf (b)) [<[N]/1=§,1 - [K]/1=%,1) + <[N]u=§,1 - [K]u=§,1>]

c¢) A=1,u = 0i¢in g —Hadamard,

bl jf(x) . f(a+b)

<®- a)(| aqu(a)l + | aqu(b)D[([N])L=1,1 - [K]A=1,1) + ([N],u=o,1 — [K],u=0,1)]
integral esitsizlikleri elde edilir. Burada (4.3.18) ve (4.3.19) esitliklerinden yukarida

verilen kisaltmalar

153q + 153g% + 153¢® — 5

K 4.3.72
[ ]A— 17 2502(1 + DA +q>)(1+q+q? ( )
—1875q — 1875q% + 85q> + 2214(q* + ¢° + ¢°) — 1875
K] 1, = 5 > > (4.3.73)
I 2592¢3(1+q)(1+q¢>)(1+q+q?)
5q + 5%+ 5¢% + 11
K = 4.3.74
K = st oararar @ (#3.79)
3 —q—q%—q3+10g*+ 10g°> + 10g° — 1
(K], 1, =% 3 > > (4.3.75)
1 32 1+ A+qg>)(1+q+qg?)
q
Kljeqq = 4.3.76
[ ]1—1,1 16(1 + q)(l + qz) ( )
1 —24q —24q% + 4q® + 13q* + 13q° + 13¢q°® — 24
[K]# 01 = (4.3.77)

16 1+ +9¢>)(A+q+q%)
bi¢iminde kolayca hesaplanir.
Uyan 4.3.27. Teorem 4.3.23’{in kosullar altinda (4.3.62) esitsizliginde p = 1 ve

q — 1 olarak alinirsa
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a) A= g =1 — icin Simpson tipli;

< 15 b ! "(b
m( —a)(f'(@) +f'(b))

@ (S52) 4w - f Fxdx

b) 4 =1,u = 0i¢in Hadamard tipli;

1 (P b 25
5 | 10 ax = ((57)| £ - 052 0 - (@ + 1)

integral esitsizlikleri elde edilir.

Teorem 4.3.28. f:] —» R fonksiyonu J° iizerinde (p, q) —diferansiyellenebilir ve
0<q<p=<1,0<t<p<=<1icin  D,,f doniisiimii, / aralig1 iizerinde siirekli ve

integrallenebilir olsun. 0 <A, u < 1 ve r = 1 igin | oD, 4f| fonksiyonu J araliginda

tgs —konveks ise

r (° 1 1 1 1
b afa f(xX) adypgx — I(A H)f((l - —p) +§b> + 1 -Df(a) + ,uf<<1 _E> a +5b>]
< (b —a)| oDpqgf (@) + oDpof (D)

x | AL 7 (N1 = K17 + (1AL (I — K1, )| (4378)

esitsizligi gergeklenir.

Ispat: Lemma 4.3.1 ve mutlak deger 6zelliginden

o). FO) el
—p[()l—u)f((l—%)a+%b)+(1—/1)f(a)+uf<<1—%>a+%b>
f%(l —A—qt) Dpyf ((1 —£)a+ Eb) 0dp,qt

0 p p

+L1(1_,u—qt) aDp,qf<(1 —£>a+ %b) oy ot

=(b—-a)

odpqt (4.3.79)
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esitsizligi yazilir. | aDpqf |r fonksiyonu, J araligi iizerinde tgs —konveks oldugundan
0<g<1ve 0<t<p<1i¢in (43.79) esitsizlii power mean esitsizligi de

kullanilarak

b
bp+a_f f(x) adp,qx
1 1 1 1
—p[(&—#)f<<1—5>a+5b>+(1—A)f(a)+,uf<<1—5>a+5b>
1 17
<(b-a <f2|1 —1—qt| Odp,qt>
0

X F|1 A= qt| | oDpof (1 t) + b
— — — — a —
. qtl | alp.q D D

+(b —a)

1 17
X(ﬁ |1 —p—qtl Odp,qt>

2

11 D 1 ‘ tb
X .];l —,u—qtl a p,qf ( _E)a'i'g

2
!

<(b-a) <jz|1 —1—qt| Odp,qt>
0

1
2 t t
x <| Dpof (@) + aDp,qf(b)” 11— 21— gt —(1 _ —) Odp’qt>
0 p p
1 1_%
+(b —a) <]1 |1 —u— qt| Odp.qt>
2

r 1 t t r
X <| aDp,qf(a) + aDp,qf(b)l J; |1 B qtl 5(1 - E) Odp,qt
2

1

r T
)

1

r 7
o)

1
T

1

seklinde diizenlenir. Buradan (4.3.12)-(4.3.19) formiilleri yardimiyla
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p b
mfa f(x) adp,qx

1 1 1 1
—p[(&—#)f<<1—5>a+5b>+(1—A)f(a)+,uf<<1—5>a+5b>

1

< (0= DU (| aDpaf @ + oDypaf B (N1 = [K1))'

il

+0 = () 7 (| Dpaf @ + oDyaf B (N, - [K1,))
=(b - a)l aDp,qf(a) + aDp,qf(b)|

x | QAL (N1, = K17 + (1AL (I = K1, )|

esitsizligi bulunurak ispat tamamlanir.
Sonug 4.3.29. Teorem 4.3.28’in kosullar altinda (4.3.78) esitsizliginde

a) p = 1 olarak alinirsa

=il ' g~ [ - wr (S32) 4 @ = wp) + uf(b)”

<(b- a)l aDp,qf(a) + aDp,qf(b)l

(141,)" 7 (V1an ~ (K1) + (141,) 7 (1N — (K1,

b) p =1veq — 1 olarak alinirsa;

=il fedx =[G - (S32) + @ - nf@ + uf(b)”

< (b—-a)lf'(a) + f'(D)]

1 1
y 812 — 121+ 5\ 7 /—961% + 19313 — 124 + 43\"
8 576

1

1
(8;12 — 4y + 1)1‘? <64,u4' —320u3 + 576p% — 344u + 45>?
8 192

sonuclari elde edilir.

Sonug 4.3.30. Teorem 4.3.28’in kosullar1 altinda (4.3.78) esitsizliginde

a) =2, =< icin (p,q) —Simpson;
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b
- bTaL f(x) adp,qx

%[pf(a)+4pf(<1—%)a+%>+pf<(1—%)a+§>

< (b - a)l aDp,qf(a) + aDp,qf(b)l

1

(1.0 -00,5) ) (00,300,

b) A==-,u= %olarak alinirsa(p, q) —Hadamard;

b f(a)+f<(1—%)a+%b>
i | 160 adpgx = .

<(b- a)l aDp,qf(a) + aDp,qf(b)l

1% L

() (10,3 =0,2) +(11,)” ()2 “”ﬂ%ﬂ

c) A =1,u = 0 olarak alinirsa(p, q) —Hadamard;

1 1
f((l —E)a +£b>]
< (b - a)l aDp,qf(a) + aDp,qf(b)l

x| (A1 7 (Ve = [K13e)” + ([Alum0)' " (N0 = [Kmo)'|

tipli integral esitsizlikleri elde edilir.

X

p (P
mj f(x) qdpgx —p
a

Sonug 4.3.31. Teorem 4.3.28’in kosullar1 altinda (4.3.78) esitsizliginde p = 1 igin

a. A= g,u = %iginq —Simpson;

slr@+ar (S52) + o] 5= P& adx

< (b - a)l aqu(a) + aqu(b)l

1 1
= 1-=
T

(1027 (90,5, 10, 5) (1,2 (90, 00,

1

X

ok

b. A1=-,u= %igin q —Hadamard,

B [f(a) - f(b)H
2

2
1 b
e [ 10 e
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< (b - a)l aqu(a) + aqu(b)l

(esa) (g 1) () (0, 061
¢. =1, = 0 icin g —Hadamard;

[ 70w (45)
< (b= @] Dof (@ + Do )
o (P R P ' P L (VS (1 R TS P

tipli integral esitsizlikleri elde edilir.

X

Uyari 4.3.32. (4.3.78) esitsizliginde p = 1 ve g — 1 olarak alinirsa

a e g =2 — icin Simpson tipli;

Flr@+ar (D) + ] -5 [ 1w

< (b-a)|f'(a) + f'(b)] (%)1_% [(1;;2)1 + (1;22)1

b. 4 =1,u = 0 Hadamard tipli;

[ 0 atex - (55)] < - @+ o5 )1[(1%2)+(

integral esitsizlikleri elde edilir.
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5. SONUC ve ONERILER

Son yillarda matematigin bir¢ok alaninda yapilan kuantum genellestirmeler
oldukca yayginlasmistir. Bu nedenle, g- analizinin bir genislemesi olarak ortaya ¢ikan
(p, @) —analizin de kullanimi1 daha elverisli bir hale gelmistir.

Esitsizlikler matematik disinda da bir¢ok bilim dali ile yakindan iligkili olan bir
olgudur. Bugiine kadar bir¢ok arastirmaci konveks fonksiyonlar igin ¢esitli integral
esitsizlikler iizerine sayisiz ¢aligma yapmistir. Boylece (p, g) —analizin ¢esitli integral
esitsizlikler tizerine uygulamalar1 da q — analizdeki sonuglarin genellestirilmesi
acisindan 6nem kazanmastir.

Bu tezde, farkli tiirden konveks fonksiyonlar icin (p, q)-tipli Ostrowski ve
Hadamard-Simpson tipli yeni integral esitsizlikleri elde edildi. Ayrica Opial tipli bazi
esitsizlikler de bulundu. Elde edilen bu yeni esitsizliklerin bir ¢ogu literatiirde var olan
ve iyi bilinen integral esitsizliklerin (p, @) —benzerleridir. (p, q) —benzerlerinde p = 1
alinmas1 durumunda, esitsizliklerin q benzerlerinin elde edildigi goriildi. ¢ — 1 igin ise
esitsizliklerin klasik tiplerine indirgendigi de kolayca gortiliir.

Bu calismada, elde edilen bazi esitlikler kullanilarak farkli tiirden konveks
fonksiyonlar i¢in yeni (p,q) — tipli integral esitsizlikler elde edilebilir. Konveks
fonksiyon tiirlerinin biiylik bir kismini i¢ine alan preinvex fonksiyonlar lizerine yeni
caligmalar yapilabilir.

Hadamard-Simpson tipli integral esitsizligi basliginda verilen (4.3.1) esitligi
ikinci mertebeden (p, q) —diferansiyellenebilir fonksiyonlara genisletilerek bu alanda
yeni ve daha genis kapsamli integral esitsizlikler elde edilebilir. Yeni bir ¢aligma olarak
(p, @) —analiz, matematigin uygulama alanlarinda niimerik hesaplamalara farkli bir

bakis acis1 ve boyut kazandirabilir.
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