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OZET

KISMi TUREVLI DENKLEMLER iCiN OPTIMAL KONTROL
PROBLEMLERINE BIR BAKIS

Matematiksel modelleme, simiilasyon ve optimizasyon, miithendislik, tip ve yasam
bilimlerinde gelecekteki gelismeler icin temel metodolojilerdir. 50 yildan fazladir artan
bilimsel ilgiden sonra, kismi diferansiyel denklemlerle tanimlanan optimal kontrol
problemleri bilime ve miihendislige sayisiz yeni uygulamalar getirerek matematikte iyi
kurulmus bir disipline dontismiistiir. Bu alanin biiyiimesiyle, tanimladigi sistemlerin
karmagiklig1 da artmistir. Optimal kontrollerin sayisal olarak ger¢eklesmesi gittikge daha
zor hale gelmis ve giderek daha sofistike matematiksel araglar gerektirmistir.

Optimal kontrol teorisi, diferansiyel denklemlerle tanimlanan sistemler i¢in maliyet
fonksiyonlarini en aza indiren kontrol fonksiyonlarmin bulunmasiyla ilgilidir. Bu
calisma, durum denkleminin hiperbolik, eliptik veya parabolik kismi diferansiyel
denklem oldugu optimal kontrol problemlerine odaklanmaktadir. Bu ¢alismada optimal
kontrol problemlerinin tarihsel gelisimi incelenerek, kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerle yonetilen sistemlerden ornekler ¢dziimleri ile birlikte sunuldu. Coziim
yontemleri hakkinda bilgiler de derlenerek yakinlarda yapilmis ¢alismalar dahil edilerek
miimkiin oldugunca farkli uygulamalar bir araya getirildi.

2018, 97 sayfa

Anahtar Kelimeler : Optimal Kontrol, Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler, ontrol
Fonksiyonu, Durum Fonksiyonu, Amag¢ Fonksiyonu.



ABSTRACT

OPTIMAL CONTROL PROBLEMS GOVERNED BY PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS

Mathematical modelling, simulation, and optimisation are core methodologies for
future developments in engineering, medicine, and life sciences. After over 50 years of
increasing scientific interest, optimal control of partial differential equations has
developed into a well-established discipline in mathematics with a great deal of
applications to science and engineering. As the field has grown, so too has the complexity
of the systems it describes; the numerical realization of optimal controls has become
increasingly difficult, demanding ever more sophisticated mathematical tools.

Optimal control theory is concerned with finding control functions that minimize
cost functions for systems described by differential equations. This study focuses on
optimal control problems where the state equation is an elliptic, hyperbolic or parabolic
partial differential equation.

In this study, the historical development of optimal control problems is examined
and examples from systems governed by partial differential equations are presented
together with solutions. Information about the solution methods was also compiled,
incorporating recent work and incorporating as many different applications as possible.

2018, 97 pages

Keywords: Optimal Control, Partial Differential Equations, Control Function, State
Function, Objective Function.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

SIMGELER

u(t) : Kontrol degiskeni

X(t) : Durum degiskeni

e(t) : Hata degiskeni

u’(t) :Optimal kontrol degiskeni

y(t) :Cikis degiskeni

Af(t, At) : fonksiyonun t degiskenine bagli artisi
J(u, t) : Amag(Bedel) fonksiyonu

df : f nin diferansiyeli

A(t) : Lagrange carpani( costate fonksiyonu)
x(t) : Durum fonksiyonunun varyasyonu
du(t) : Kontrol fonksiyonunun varyasyonu
V2 - Laplasiyen

KISALTMALAR

H : Hamilton denklemi (Pontryagin fonksiyonu)
L : Lagrange denklemi

HJB : Hamilton-Jacobi-Belmann denklemi
KTDD : Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklem
max : Maksimum

min : Minimum

FEM : Sonlu eleman metodu

FDM : Sonlu fark metodu

FVM : Sonlu hacim metodu

BOI : Biyolojik Oksijen Ihtiyaci

(6[0) : Cozilinmiis Oksijen

Vil



1. GIRIS

Uretimde otomasyon ihtiyaci, insanlarin daha rahat ve giivenli yasam istegi, is
adamlarinin iiretim agamalarinda girdileri en verimli sekilde kullanma gereksinimleri gibi
nedenlerle optimum kontrol konusunu giintimiiziin en énemli basliklarindan biri haline
gelmistir. Optimum kontrol konusu Kontrol Teorisi olarak adlandirilan, 20.yiizyilinin
basindan itibaren bliyiik gelisme kaydeden bir disiplinler aras1 alanin i¢inde énemli bir
boliimdiir. Rudolf E. Kalman Kontrol Teorisi’ni belirli matematiksel sistem ve
proseslerin kontrolii ile ugragan bir uygulamali matematik dal1 olarak tanimliyor. Kontrol
Teorisi ¢esitli etkilere agik olan sistemlerin kontrol edilebilirligi ile ugrasan disiplinler
aras1 bir arastirma alani olarak tarimdan sanayiye, sagliktan uzay arastirmalarina kadar
bircok alandaki uygulamalara sahip olmasi nedeniyle giliniimiiziin en ilgi ceken

alanlarindan biridir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerle yonlendirilen sistemlerde kontrol
problemleri son yillarda bir¢ok arastirmanin konusu olmustur. 1960°da Butkovskiy ve
Lerner muhtemelen bu alanda basili ilk aragtirmayi yazdilar. Bu arastirmada maksimum
prensibini kismi tiirevli diferansiyel denklemler igin genislettiler. 1964°te Wang ve Tung
onciiliik eden eserlerini yayinladilar. Bu eserde dagitilmis parametrik sistemler i¢in daha
ileri gelismeleri formiile ettiler; kiimelenmis parametre sistemi teorisinin gelisimine
paralel olarak, bir dizi kismi tiirevli denklemlerle kesin matematiksel agiklama vermeyi
denediler. Yazarlar kontrol edilebilirlik ve gézlenebilirlik kavramlarini tartigtilar. Ayrica,
optimal kontrol problemini formiile etmis ve genis bir dagitilmis parametreli sistemler
smifi i¢in optimizasyon kosullarmi tiirettiler. Makale ayrica, ayriklastirilmig
yaklagimlarla bazi sayisal ¢oziim araglarini da tartisti. Daha sonrasinda, 1966'da, ayr1 bir
makalede Wang, kararlilik problemini, dogrudan kismi tiirevli diferansiyel denklemler
cercevesinde geri besleme denetleyicileriyle, Lyapunov tekniklerini yaklagimlara
basvurmaksizin kullanarak ele aldi (Wang, 1966).

Sakawa’nin 1966 da kaleme aldig1 makale 1s1 denkleminin optimal kontrolii igin iki
metodu tartist1. Bir1 Fredholm integral denklemini optimal kontrol i¢in gerek kosul olarak
veren varyasyonel metodun bir uygulamasiydi. 1967 de Kim ve Erzberger bir boyutlu
dalga problemine sinir kontrolii ile verilen bir kuadratik amag fonksiyonu olan Hamilton-
Jacobi yaklagimi 6nerdi (Kim ve Erzberger, 1967). 1970’de Graham bir boyutl 1s1 iletim
denklemi i¢in daha basit bir formulasyon verdi. Bu Hamilton-Jacobi denklemine iki
¢Ozlim yolu getiriryordu; Ricatti matris yontemi ve Kalman denklem metodu.

Diger bir ¢alisma Goldwyn, Sriram ve Graham tarafindan 1970°de yapildi. Bu
caligmada hiperbolik sinifi problemlerin optimal kontroliinde Laplace doniigiimiiniin
zamani belirlemede kullanilacagin1 gosterdiler (Graham, 1970). Bu calisma optimal
kontrol iizerinde kismi tiirevli denklemlerin dogasini ve etkilerini géstermesi agisindan
onemliydi. Ayrica ¢aligmada, bir bang-bang kontrol formuna ulastirmayan alt optimal
kontrol yaklagimi da sunuluyordu.

1978'de D.L. Russell kapsamli bir aragtirma yaparak o donemde literatiirde bulunan
en ilgili sonuglar1 ortaya koydu. Yazar kontrol problemlerindeki sorunlara ¢&ziim

olabilecek bir¢ok ara¢ tanimladi, bunlar kismi diferansiyel denklemlerin kullanimini yol



acan araclardi (Russell, 1978). Daha sonra J.L. Lions 1986°da {inlii Hilbert Egsizlik
Metodunu tanitti. Bu kontrol teorisi alanina ilgi patlamasinin baslangigiydi.

1991 de Li ve Fadali ¢ok boyutlu optimal kontroliin Hamiltonian formiilasyonuna
paralel olan iki boyutlu optimal kontrol teorisinin gelismesine yol acan bir ¢alisma (Li &
Fadali, 1991) yayinladi. Yazarlar, durum denklemi, kostate denklemi, duragan denklem
ve sinir kosullarin1 veren bir teorem veriyordu. Her ne kadar bu gelisme ayr1 bir tam
olarak PDE'ye dayal1 problemleri matematiksel anlamda ele almamis olsa da, optimal
kontrol tasarimi i¢in bir ara¢ olarak diisiiniilebilir.

1995°te Lasiecka kismi tiirevli direfansiyel denklemlerle yonlendirilen sistemlerin
tarihsel perspektifi hakkinda bir ¢alisma yayinladi. Bu ¢alisma kisa olmasina ragmen, bu
zamana kadar daginik ve matematiksel olarak homojen olmayan bu alan iizerine
literatiirilin birlesik bir 6zetini sagladi. Fakat, bu ¢calisma sinir ve nokta kontrol problemleri
tizerine detayli incelemeler veriyordu.

Choe ve Chang 1995’te optimal kontrolde kismi tiirevli yaklasim ile Integral
denklemler metodlarini karsilastiran bir caligma yayinladilar. Yazarlar eksensel dagilimhi
boru seklinde bir reaktdr problemi tlizerinde yaptiklar: bu karsilastirmada kismi tiirevli
diferansiyel denklem yontemini daha kullanishi buldular. integral denklemin kesin
¢Ozlimii, KTDD li ¢6ziimiin yaklasik ¢6ziimii vermesine ragmen bu sonug ilgi ¢ekiciydi
¢linkii yazarlarin gozlemledikleri, IE yaklagimindaki zaman alic1 adimlardan biri, eslik
eden karakteristik denkleme yeterli sayida pozitif koklerin yeterli dogrulukla
belirlenmesiydi (Choe ve Chang, 1995).

1997 de Amerika Kontrol Konferansinda(ACC) Banaszuk, yaptigr calismada
Sobolev uzayinda Moore-Greitzer lineer olmayan KTDD lerin ¢ziimiiniin varligini ve
tekligini ispatladi (Banaszuk,Hauksson, ve Mezic, 1997). Bu calisma ayrica gelistirilmis
formulasyon kullanarak bir gizayn metodoloji sunuyordu.

1997 ve 1998’de Christofides, ona eslik eden yazarlarla yayimladiklari bir seri
calismada birgok ¢esit optimal kontrol problemine ¢oziim aradilar. Yazarlar, uzamsal
dogrusal parabolik KTDD ile giidiimlii sistemlerin bir sinifi i¢in bir kontrol tasarim araci
onermiglerdir; bu uzamda, uzamsal diferansiyel operatoriiniin 6zspektrumu, bir sonlu
boyutlu yavas spektruma ve bir sonsuz boyutlu hizli kararli spektruma ayrilabilir.
Onerilen metodolojide, Christofides ve ekibi KTDD dinamikleri i¢in uygun bir adi

diferansiyel denklem sistemi gelistirmek i¢in Galerkin yaklasimini kullandilar ve istenen



tepkiyi takip ederken, kararliligi da garanti eden dogrusal olmayan bir geri besleme
kontrolorii tasarladilar.

1999°da Godasi, Karakas ve Palazoglu lineer olmayan optimal kontrol problemleri
tizerinde calistilar ve diferansiyel sistemlerin ¢éziimiinde simetri guruplarini ve grup
degismez c¢oziimlerini kullanan bir sistem kullanmay1 diistindiiler. Bu ¢alismadan yola
c¢ikarak Karakas ve Palazoglu 2000 yilinda bir ¢alisma yayimlad: (Palazoglu ve Karakas,
2000). Yaptiklar1 c¢alismada simetri gruplarmi kullanarak diferaniyel kontrol
sistemlerinin grup-degismez ¢oziimlerini belirleyebilen hem siirekli hem de siirekli
olmayan bir kontrolor tasarimi 6nerdiler. Bu ¢aligmada tiim durum geribildirimi ve hata
geribildirim regiilatér problemlerinin, bir ¢ift regiilatér denkleminin ¢oziilebilir olmasi
durumunda, stabilizasyon ve tespit edilebilirligin standart varsayimlar1 altinda
coziilebilecegini gostermistir.

2000 yilinda Byrnes, Lauko, Gilliam ve Shubov, Isidori ve Bynes tarafindan
tanitilan ¢ikt1 regililasyonunun geometrik teorisini genisleterek bu yontemi dogrusal
kontrol sistemlerin ¢oziimiinde kullandilar. 2003 yilinda ise Byrnes, Lauko, Gilliam ve
Shubov (Gilliam, Isidori, and Shubov (2003a)), 6nceki ¢alismalarini devam ettirerek
yontemlerini nonlineer parabolik optimal kontrol problemlerine uyguladilar.

2003 yilinda ise King ve Hovakimyan, sonlu bir Linear Quadratic Gaussian (LQG)
kontroloriiniin, adaptif bir ¢ikt1 geri besleme elemant ile dagitilmig bir parametre sistemi
i¢in arttirildig1 bir makale sundu. Uyumsal parametreler, sinir aglar1 (neural network) ile
belirlendi. Teori, dogrusal olmayan titresimlerin kontroliine iligkin bir problemin ¢6ziimii
i¢in gelistirildi.

2007 yilinda Smyshlyaev ve Krstic, parabolik kismi diferansiyel denklemlerin sinir
kosul kontrolleri i¢in yaptiklari ¢calismada Schrodinger denklemine ve birinci mertebeden
hiperbolik kismi diferansiyel denklemlere (tasima denklemi ve tiirevleri) backstepping

yonteminin uygulayarak sonuca ulagsmistir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu tez calismasinda kaynaklar kisminda belirtilmis olan kitap ve makalelerden
yararlanilmistir. Bu kaynaklarda belirtilen ve uygulanan yontemler taranmis, tez
konumuz olan Kismi Tiirevli Denklemler I¢in Optimal Kontrol Problemler hakkindaki
tanim, teorem ve uygulamalar segilerek tezimiz i¢in uygulanabilir hale doniistiirilmiistiir.
Optimal kontrol problemlerinin tarihsel gelisimi, kullanilan belli bash yaklasimlar
Ozetlenerek kismi diferansiyel denklemlerin tiirleri tanitilmistir. Optimal problemlerinin
tiirleri, ¢6ziim yontemleri, kismi tlirevli denklemlerle ¢6ziimde kullanilan uygulanan
temel yontemlerde gerekli olan varyasyonel analizden bazi temel tanimlar ve teoremler
de dahil edilmistir. Optimal kontroliin gliniimiizde kullanilan alanlar ile ilgili segkin
orneklerin yer aldig1 bu tez ¢alismasinda 6zellikle son yillardaki ¢alismalarda uygulanan

yontemlerden ve farkli disiplindeki uygulamalardan yararlanilmistir.

3.1.Kontroliin Amaci Nedir?

Bir kontroliin s6z konusu olmasi i¢in amacinin 6nceden belirlenmesi gerekir.
Kontrolde amag sistemin istedigimiz gibi caligmasini saglamak olarak ifade edilir.
Bunlar:

e Uretimde ayni kalitede ¢ikt1 saglamak ve siirdiirmek

e Insan yasaminda konfor ve rahatlik saglamak

e Insanlar i¢in dogabilecek tehlikeleri ortadan kaldirmak, giivenligi saglamak
e Israfi engellemek, kaynaklari verimli kullanmak

¢ Sistemin ¢aligmasini denetlemek, dengede tutmak, tasarruf saglamak

Isteklerimizin ~maddeler halinde yazilmasindan sonra bu isteklerin
gerceklestirilmesi igin sisteme konulacak sinirlarin neler olacaginin belirtilmesi gerekir.

Kontrol edilecek bir sistemde genel olarak 3 6ge vardir.

1. Bilesenler : Girdi ve ¢iktilarin olusturdugu degisken degerler
2. Ogzellikler : Sistemin dzellikleri ve calisma parametreleri

3. Bagmti : Sistem ile 6zellikleri arasindaki iligkileri ifade eden bagintilar



Bir sistemde kontrol edilecek bir veya birden fazla parametrenin Olgiilmesi ve
istenen degerlerde tutulmasi kontroliin temel amacidir. Kontrol sistemleri genel olarak 2
tirluddir.

Acik Dongii Kontrol Sistemi :

Giris Cikis

———»  Kontrolor
L >

Sistem

Sekil 1.1. A¢ik Dongii Kontrol Sistemi

Acik dongii kontrol sisteminde kontroldr sistemin girisinde bulunur, girdilerin belli
siirlar i¢ginde olmasini denetleyerek sistemin girdilerini ve calisma parametrelerini
istenen bir diizeyde tutmakla sorumludur.

Kapali Dongii Kontrol Sistemi:Kapali dongii kontrol sisteminde sistem bir geri besleme
tinitesi igerir. Cikistan alinan veriler geri besleme tinitesinde degerlendirilir ve istenen
giris degeri ile karsilagtirilir. Cikis degerleri giris degerlerine gore diisiik ya da yiiksek
olma durumuna gore geri besleme negatif ya da pozitif yonde olur. Sistem i¢in kontrolor
tasariminda veya sec¢iminde ilk adim sistem simirlarinin tanimlanmasidir. Ardindan

modelleme yapilir.

Giri
_S', Kontrolér || Sistem ———»CIkIS
Geri
— |
besleme

Sekil 1.2. Kapal1 Dongii Kontrol Sistemi

Sistemin uygulamalara nasil cevap verecegini dnceden tahmin etmek amaci ile
modelleme bir ihtiyactir. Uygulamada bazen deneme yanilma ile kontrol yapilmakta,
modeller olmaksizin bir kontrol sistemi kesfedilmektedir. Ancak bu daha ¢ok girdilerin
kontrol edilmesi ile sistemin kontroliiniin miimkiin oldugu basit sistemlerde ger¢eklesir.
Ornegin bir uydunun yodriingeye oturtulmasi igin alacagi yolun belirlenmesi gibi

problemler deneme yanilma ile gergeklestirilemez. Bu nedenle bilimsel tabanl



modellemelerin sanayi, tarim, ulasim basta olmak iizere ¢ok c¢esitli alanlarda kullanim
zorunlulugu vardir.

Bir sistemin modellenmesinde iki temel yaklasim mevcuttur: Veri yonelimli
modelleme ve mekanik modelleme. Veri yénelimli modelleme mevcut sistem verileri ile
baslar ve verileri kullanarak giris ile ¢ikis arasindaki iligkiyi tespit etmeye calisir. Veriden
model ¢ikaracak yaygin olarak kullanilan yazilimlar mevcuttur. Bu islem sistem
tamimlama olarak bilinir. Buna karsin, mekanik modeller kiitle ve enerji korunum
kanunlarindan veya sistem ig¢inde erisilebilir degiskenler arasindaki bilinen iliskilerden
cikarilir. Modellemenin bu seklinde sistem hafizasini gosteren durum degiskenleri adi
verilen yardimci degiskenler bulunur. Durum degiskenleri fiziksel anlama sahip
olabilirler, fakat ayn1 zamanda sanal matematiksel yapilarda da olabilirler.

Yeni teknolojik ve endiistriyel siiregler ile mekanizmalar yeni kontrol stratejilerine
ihtiyagc duydukca kontrol problemlerinin ¢oziimiinde yeni yontemler islerlik
kazanmaktadir. Kontrol problemleri farkli kontrol tiirlerine, gesitli olasi modelleme
paradigmalarina ya da hassaslik derecesine gore bir¢ok farkli yontemle formiile edilebilir.
Bunlar; optimum kontrol, kontrol edilebilirlik, stabilize edilebilirlik, agik dongiiye karsi
geri besleme veya yakin ¢evrim kontrolleri seklinde cevap tiirleri gerektirir. Bu ¢aligmada
optimum kontrol gerektiren problemlerin kismi tiirevli diferansiyel denklemler
yardimiyla ifade edilmesi, giincel kullanim1 hakkinda 6rnekler ve belli basli ¢6ziim yollari

incelenecektir.

3.2.0ptimal Kontrol Nedir?

Optimizasyon, bir sistemde var olan kaynaklarin (isgiicli, zaman, kapital, siirecler,
hammaddeler, kapasite, ekipman gibi) en verimli sekilde kullanilarak belirli amaglara
(maliyeti en aza indirme, karin en fazla olacagi noktay1 bulma, kapasite kullaniminin en
iist diizeye c¢ikartilmasi, verimliligin en iist diizeyde olmas1 gibi) ulasmay1 saglayan bir
teknoloji olarak tanimlanmaktadir. En 1yi sonucu saglamak i¢in bir sistemin siirekli olarak
denetlenip gerekli miidahalelerle 6nceden belirlenen hedefe ulasacak sekilde kontrol
altinda tutulmasi islemine de Optimal Kontrol denir.

Optimizasyon kavrami ve problemleri gilinliikk hayatimizda da sik¢a yiiz ylize

kaldigimiz problemlerdir. Ornegin tasiti ile bir yere ulasacak bir kisinin yol tarifi i¢in



internet tabanli yazilimlart kullanmasi, bu yazilimlarin  Onerdigi gilizergah
alternatiflerinden kendine uygun olani segmesi bir optimizasyon olarak diisiiniilebilir. En
uygun oteli arama, en uygun isi arama vb. ¢abalarimizda optimal kontrol tekniklerini ne
kadar i1yi kullanirsak ulasacagimiz sonug bizim igin en iyi durum olacaktir. Aciktir ki “en
iyi” tanimlamas1 gorecelidir ve optimal ¢6ziim, problemi tanimlayana baglidir. Ornegin
tesis yeri secim problemi olduk¢a fazla karsilasilan optimizasyon problemlerinden
birisidir. Tesis yeri probleminin ¢6ziimiinde kamu yoneticileri igin kamu hizmet binalari,
okullar, acil servis binalar1 vb. tesislerin yerleri i¢in en 1yi ¢6ziim sehrin i¢inde ulagimi en
kolay olan yeri belirlemek olabilir. Ozel sektor kuruluslar ise rakiplerine karsi avantaj
elde etmek igin, iiretim merkezleri, satis noktalar1 ve depolarin yerleri ile ilgili kritik
kararlar vermek durumunda kalmaktadir (Basti, 2012). Laboratuvarda hazirlanan bir
deney diizeneginde, elde edilecek iirliniin maksimum veya minimum olmasi i¢in cihazin
ayarlanmasi ya da girdilerin uygun seg¢ilmesi islemi de bir optimizasyon stirecidir. Eger
stire¢ deneysel ise, giris parametreleri fiziksel biiyiikliiklerden olusur (Pierre, 1992).
Optimizasyonda modelleme ve ¢oOziimleme iki Onemli asama olarak
belirtilmektedir. Temel bilimlerde karsilasilan birgok problemin ¢dziimiinde; endiistriyel,
finansal ve servis sistemlerinin performanslarinin en iyilenmesinde sik sik kullanilan
optimizasyon teknolojisi bir projede kullanildiginda genelde modelleme ve ¢oziimleme
on plana c¢ikmaktadir (Hillier ve Lieberman, 2005). Optimizasyon teknolojisinin
gelisiminde arastirmacilar oncelikli olarak modellemeyle ilgilenmislerdir. Modeller bir
sistemi zorlayan faktorler karsisindaki davramiglarini belirlemek ve sistemi olusturan
materyallerin karakteristik 6zelliklerini test etmek icin de uygundur. Optimizasyon
modelleri sistemin isleyisini ve 6zelliklerini yansitan, sistemin igindeki ve ¢evresindeki
diger sistemlerle olan etkilesimleri kapsayan matematiksel ifadelerden olusmaktadir
(Williams, 1999). Modeller, temel bilimlerde ve mithendislikte yogun olarak kullanilan,
bliylik kapsamli bir sistemin tiim ozelliklerini yansitacak daha kiigiik boyutlardaki
yapilardir. Modelleme ile belirli bir parametreyi, ornegin rliniin seklini ya da
dayamkliligin1 optimize etmek te isteyebiliriz. Ornegin, tasarrm asamasinda olan bir
ucagin aero-dinamik yapisini incelenirken gercek ucak yerine ugagin modeli kullanilarak
riizgar tiineli deneyleri yapilir. Tarimda ise bir bitkinin tiim 6zellikleri incelenip bitkinin

veriminde iyilestirme calismalar1 yapilirken, bitkinin modelleri laboratuvar ortaminda



degisik parametrelere gore degerlendirilip sonuglar analiz edilir. Diger bir deyisle
modelin ¢dziimlenmesi ile sistemin etkilere olan tepkisi de ortaya ¢ikarilmis olacaktir.

Bu alandaki ilk ¢alismalar Leontief tarafindan Amerika Birlesik Devletleri’nin dis
ticaretini ve ekonomik yapisint modellemek amaciyla yaptig1 yayinlar olarak kabul edilir.
(Leontief, 1933;1936). Rus matematikgisi Kantorovich iiretim planlamasinda en siklikla
karsilagilan problemlerin modellenmesine ve elde edilebilecek en iyi sonuglar1 bulma
metotlarin1 anlattigi makalesiyle modern iiretim sistemlerinde optimizasyona olan
ihtiyaci ortaya koymustur (Kantorovich, 1939). Fakat, Kantorovich’in bu ¢alismasi batili
bilim insanlar1 tarafindan uzun siire sonra fark edilmistir (Kantorovich, 1960). Ote
yandan, Kantorovich ve Gavurin (1940) ulasim sektoriiniin verimliligini arttirmaya
yonelik modelleme c¢alismalar1 da yapmislardir. Ayrica, ekonomi alaninda optimum
kapasite kullanimina yonelik 6zellikle ulastirma sistemlerinde modelleme ¢aligmalari
yapilmistir (Koopmans, 1949; Koopmans, 1951; Koopmans ve Reiter, 1951; Koopmans,
1957; Koopmans ve Bausch, 1959). Bu modelleme ¢alismalari bilim diinyasi tarafindan
kabul gormiis Kantorovich ve Koopmans 1975 yilinda Nobel Ekonomi Odiilii’nii
paylasmiglardir.

Optimizasyon modellerinin teorik 6zelliklerinin arastirilmast ya da genel ¢6ziim
algoritmalarinin gelistirilmesi glinlimiizde de siire giden ¢aligmalar olarak ilgi cekmeye
devam etmektedir. Optimizasyon problemlerinin ¢oziimiine yonelik olarak ilk 6nemli
calisma Dantzig tarafindan yapilmis ve simpleks algoritmasi gelistirilmistir (Dantzig,
1949). Nobel Ekonomi &diiliinii 1975 yilinda alan Koopmans, Dantzig’in ¢alismalarinin
Oonemine inanmis ve Dantzig’in bu ddiile ortak olmas1 gerektigini Nobel 6diil komitesine
belirtmistir. Fakat bu cagrisina cevap alamamistir. Buna karsin Nobel odiiliiniin iicte
birlik kismini Uluslararas1 Uygulamali Sistem Analizi Enstitiisii'nde (International
Institute for Applied Systems Analysis-ILASA) George Dantzig adina kurulan burs
programina bagislamistir (Gass ve Assad, 2004). Koopmans, optimizasyon projelerinde
modelleme ve ¢6ziim gelistirme ¢aligmalarinin birlikte yliriitiilmesi gerekliligine inanmis
ve bu konunun énemini Nobel Odiilii’nii aldiginin agiklanmasindan hemen sonra yaptig1
bu jestle ifade etmistir. Optimizasyon teknolojisi, karar verme siireglerini hizlandirmakta
ve karar kalitesini arttirmakta kullanilarak gercek hayatta karsilagilan problemlerin etkin,
dogru ve gercek zamanl ¢oziimiinde yararlanilmaktadir (Winston, 2003). Optimizasyon,

ekonomik agilardan getirdigi kazanglarin yaninda miisteri, isveren ve ¢alisanlarin tercih



ve kisitlarinin karar siirecinde yer almasinda ve sistemde yer alan kaynaklarin kalitesinin
yiikseltilmesinde de etkin bir sekilde basvurulan bir yontem olarak kullanilmaktadir.
Optimizasyon teknolojisi kullanilarak gergeklestirilen projelerin anlatildig1 Interfaces
dergisi 1971 yilinda yayin hayatina gegmis ve diizenli olarak uygulamali projeler i¢in
gelistirilen modeller, ¢6ziim yontemleri ve sonuglart yaymlanmaktadir (INFORMS,
2006). Bu derginin her yil yayinlanan Ocak ay1 sayisi bir dnceki yilda tamamlanan en
basarili uygulamalar1 detaylariyla tanitmaktadir.

Optimizasyonda sistemin degiskenlerinden sadece bazilar1 i¢in optimal kontrol
uygulanabilecegi gibi tiim degiskenlerin katilimiyla bir optimal kontrol da tasarlanabilir.
Ornegin kazak iireten bir firma i¢in {iretim zamani ve iiretim fiyat1 degiskenler olabilecegi
gibi, tiiketilen enerji, ambalaj ya da kargo giderleri, reklam giderleri gibi bir¢ok degisken
dikkate alinarak optimizasyon tasarlanabilir. Optimizasyonun matematiksel olarak bir
fonksiyonla ifade edilmesinden sonra en sik kullanilan yontem maksimum ve minimum
noktalarin bulunmasidir. Bunun ig¢in tiirev alma, tiirevi sifira esitleyip kok bulma
uygulanir. Optimizasyonda diger bir zorluk elde edilen bir matematiksel sonucun, global
veya lokal bir ¢6ziim olup olmadiginin belirlenmesidir. Ornegin tiirev ile bulunan kékiin
optimal bir ¢6ziim oldugunu anlamak zordur. Ciinkii biitiin kokler, fonksiyonu sifir
yapmaktadir. Dogrusal olmayan bir fonksiyonun da minimumunu bulmak olduk¢a
zordur. Bu tip problemler ya dogrusal bir yaklasimla veya optimizasyon bdlgesini kiigiik
bir bolge ile sinirlamakla ¢oziiliir. Optimizasyonda kullanilan ¢6ziim yontemleri (
algoritmalar) agsagidaki gibi gruplandirilabilir:

e Deneme-Yanilma ile Optimizasyon

o Tek Parametreli-Cok Parametreli Optimizasyon
e Statik - Dinamik Optimizasyon

o Ayrik-Strekli

e Sinirli-Siirsiz

e Rastgele-Minimum Arastirarak

Ornegin; dinamik optimizasyon problemi sinirli veya sinirsiz olabilir. Bazi
parametreler ayrik veya siirekli olarak tanimlanabilir (Bryson, 1965).

Deneme-Yanilma ile Optimizasyon:Sistemin islemesini diizenleyen {initelerden ¢ok

cikisi etkileyen parametrelerin ayarlanmasidir. Ornegin TV “de en iyi goriintii ve sesi elde
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etmek i¢in antenin deneme yanilma yoluyla ayarlanmasi. Deneysel c¢aligmalar bu
yonteme dayanir.

Tek Parametreli-Cok  Parametreli  Optimizasyon:Sadece bir  parametre
varsa, optimizasyon bir boyutludur. Birden fazla parametreye sahip bir sistemin
optimizasyonu i¢in tanimlanan fonksiyon ¢ok boyutlu olur ve optimizasyon da ¢ok
boyutludur. Boyut sayisi artarsa, optimizasyonun zorluk derecesi de artar.

Statik - Dinamik Optimizasyon: Statik Optimizasyon sabit durum sartlar1 altinda sistem
kontroliidiir. Sistem degiskenleri zamanla degismez. Bu nedenle zaman degisken degildir,
dikkate alimmaz. Statik optimizasyonda sistem cebirsel denklemlerle tanimlanir.
Kullanilan teknikler Sayisal Hesaplama, Lagrange Carpanlari, Dogrusal ve Dogrusal
olmayan programlamadir. Dinamik Optimizasyonda ise zaman bir degiskendir. Statik ve
Dinamik optimizasyon prensibini ayirt etmek icin s0yle bir 6rnek verebiliriz: Evden isine
en kisa zamanda gitmek isteyen bir kisinin mobil bir yazilimdan buldugu yol trafige gore
giin i¢inde farkliliklar gosterecektir. Bu yol trafigin olmadig1 saatlerde uzunlugu en kisa
yol, trafigin en yogun oldugu saatlerde ise tenha ama daha uzun bir yol olabilecektir. O
halde bu problem zamana baghdir ve bir dinamik optimizasyon problemdir. Oyle
oldugundandir ki bugiin kullanilan mobil programlar yol soran kisilere hava ya da kaza
gibi bir nedenle trafigin durumuna gére optimum yolu yeniden tanimlayarak dinamiklere
gore hareket etmesini saglamaktadir. Eger bu problemi “Evimden is yerine olan en kisa
yol hangisidir? “ seklinde olusturursak bu problem bir statik optimizasyon problemi
olacaktir. Yapilacak is alternatif yollar1 6l¢iip en kisasmi bulmaktir. Ozetle Dinamik
Optimizasyon zamanla degisebilen sartlar altinda sistem kontroliidiir. Sistem tanimi
zamani gerektirir. Sistem diferansiyel denklemlerle tanimlanir.

Siirekli ve Ayrik Parametreli Optimizasyon :Siirekli parametreler sonsuz deger alirken
ayrik  parametreler  sonlu  sayida  degerler alir.  Ayrik  parametreli
optimizasyon kombinasyonel bir optimizasyon olarak da adlandirilabilir. Bir egri
tizerinde bir fonksiyonun minimum-maximum degerini bulmaya ¢alismak, stirekli
parametreli optimizasyon olarak tanimlanir.

Sinirh ve Smmirsiz Optimizasyon:Simirli optimizasyonda parametreler simirli bir
tanim araliginda degerlendirir. Sinirsiz optimizasyonda ise parametreler her hangi bir
degerde olabilir. Degiskenlerin smirlar1  kaldirilarak sinirli - parametreler sinirsiz

parametrelere gevrilebilir. Ornegin bir f(x) fonksiyonu x’in -1< X <1 sinirlarida taniml
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olsun. Bu fonksiyon x = sin(u) ve u = arcsinx tanimi kullanilarak sinirsiz optimizasyona
dontistiiriilebilir. Burada u’nun degeri ne olursa olsun x; (-1,1) araliginda degisecektir.
Rasgele ve Minimum Arastirma Algoritmalar:: Bazi algoritmalar parametrelerin
baslangi¢c degerlerini ayarlayarak uygunluk degerlerini minimize etmeye calisir. Bu
arastirma teknigi, hizli olmakla beraber lokal minimumlara ulasabilir. Bunlar niimerik
metotlara dayanan klasik optimizasyon algoritmalaridir. Bir parametreden hareketle diger
parametreyi tespit etmek, bazi deterministik adimlarla gergeklestirilmektedir. ihtimaller
Hesabi’na  dayali  metotlar  parametrelerin = optimum  ¢Oziimiinii  bulmada
ihtimal hesaplarin1 ~ kullanirlar. Bu metotlar yavas olmakla birlikte global
minimumu bulmada daha basarilidirlar.

Diger yandan optimizasyon metotlar1 Deterministik metotlar, Istatistiksel metotlar
olmak tizere iki ana gruba da ayrilabilir (Haataja, 1994). Deterministik optimizasyon
metotlari, lokal maksimum veya minimuma indirgenen algoritmalardir. Tiirev igeren
hesaplamalar deterministik metotlara 6rnek verilebilir. Istatistiksel metotlar Niimerik
Analiz ve Thtimaller Hesabina dayalidir ve global minimum veya maksimumu bulmada
bazi stratejileri ve sayisal yontemleri kullanirlar (Palko, 1996). Son yillarda
PC’lerin hizlarindaki artis bu algoritmalarin uygulama sahasinda sik¢a goriilmesine
neden olmustur (Wurtz F. ve ark. 1997). Ozetle belirtmek gerekirse optimal kontrol ya da
kisaca optimizasyon siireci

e Bir kontrollii sistem ve girdi ve ¢ikt1 siireci

e Sistemin ¢iktilarinin siirekli gézlenmesi ve geri besleme etkinligi

e Sistem i¢in belirlenmis bir amag gerektirir.
Kontrol Girisi Cikis y(t)

—

YA >
L% 7 A

Gonderme Sistem

Girisi r(t)

Kont-
— | rolcl

Durum x(t)

<«

Sekil 1.3. Optimizasyon Stireci
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3.3.0ptimal Kontrol Problemlerinin Tarihcesi

Goldstine (1980) , Optimal kontrol problemlerinin Pierre de Fermat (1601-1665) in
1662°de En Kiiciik Zaman Prensibi’ni ortaya atmasiyla bagladigini sdyler. Bu prensibe
gore “Isik bir noktadan digerine bu iki nokta arasinda miimkiin olan yollardan en kisa
olan1 segerek yayilir”. Goldstein’in kastt 1518in optimizasyon kuralini kullandigini
sOylemesidir. Optimal kontrol proplemlerinin matematik bilminde Varyasyonlar
Hesabi’nin gelismesine sebep olan 6nemli etkenlerden oldugunu sdylemek te yanlis
olmayacaktir. Galileo Galilei (1564-1642) iki problem ortaya atar. Bunlardan biri
“Brachistochrone problemi” olarak adlandirilir. Sonradan Varyasyonlar Hesabi ile
¢oziilen ve Varyasyonlar Hesabi'nin en ilging problemlerinden biri olarak kabul edilen bu
problemin adi, Yunanca'da "en kisa zaman" anlamina gelmektedir. Problemi kisaca su
sekilde ozetleyebiliriz:

Brachistochrone problemi: Siirtiinmesiz ortamda, A noktasindaki bir topu B
noktasina en kisa zamanda ulastiracak yol nasil olmalidir? Yani zamani en aza indirmek
icin yolun optimum sekli nasil olmalidir?

Coziim: Farz edelim ki optimum yol i¢in 3 segenegimiz var. Bunlar: AB dogru

parcasi, AB parabolii, AB sikloidi

Sekil 1.4. Brachistochrone Problemi: Hangi Yol En Kisa Zamani Saglar?

Galileo’nun 1638’de ilk olarak ortaya attig1 sdylenen bu problemde ilk bakista
optimum ¢oziim A ile B arasindaki en kisa yol olarak goziikmektedir. Ciinkii iki nokta
arasinda en kisa ¢izgi bir dogru pargasidir, top bu dogru pargasi lizerinden giderse en kisa
yolu kullanir ve en kisa zamanda B noktasina varir. O halde zamanin en az olmasi igin
optimum yolun AB dogru parcasi olmasit akla yatkin goziikebilir. Bu mantikla
aciklamalar sunan Galileo'nun ¢oziimlere iliskin varsayimlart yanlisti. John Bernoulli
(1667-1748), bu problemi 1696 yilinda o giiniin matematikgileri i¢in zorlayici bir problem
olarak tekrar glindeme getirdi. Fermat'in yontemlerini kullanarak 1697'de bu problemi
¢ozdii ve optimum yolun Sikloid egrisinin yolu olacagim ispatladi. Bu ¢oziimde ilk

asamada topu hizlandirmak i¢in asagiya dogru diisiis gosteren bir yol se¢mek, boylece
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topun doniis hizint arttirarak yolu en kisa zamanda almasini saglamak optimum ¢6ziim
olarak ortaya ¢ikt1. Parabol olarak gdsterilen yol da optimum ¢6ziim olamad ¢iinkii topun
yeterince hizlanmasini saglayamadi. Ama parabol yol da dogru pargasina gore daha az
zaman alan bir yol olarak ortaya ¢ikti. Bu problem Johann ve Jakob Bernoulli (1654—
1705) kardesler, Isaac Newton (1642-1727), Gottfried Leibniz (1646-1716) ve Marquis
de L'Hospital (1661-1704) tarafindan da ¢6ziilmiistiir.

Isaac Newton (1642-1727), 1685'de mermi ucunun minimum siirtiinme saglayacak
uc seklini bulmak i¢in yaptigi caligmalarla Varyasyonlar Hesabi’nin temellerini atti,
ancak yontemini 1694 yilina kadar yaymlamadi. John Bernoulli'den ilham alan Leonard
Euler (1707-1783), 1744'de "Maksimum veya Minimum Ozelligi Gosteren Egrileri
Bulma Metodu" adli bir tez yayinladi. Bu eserinde bir¢ok 6zel problemin ¢oziimiinii
vermisti ve Varyasyonlar Hesabi’nin baslangici olan bir¢ok teoriyi ortaya koymustu.
Louis Lagrange (1736-1813) ise “ Varyasyonlar” olarak bilinen yontemi icat etti ve
Euler’e gonderdi. Euler kendisi de benzer sonuglar elde etmisti ancak Lagrange’in
yontemlerinin daha genel oldugunu gordii ve hemen Lagrange’a cevap yazarak fikirlerini
cok begendigini acik¢a ifade etti. Euler de bu yontemi benimsedi ve bir fonksiyonun
ekstremumu i¢in birinci dereceden gerek kosullar1 verdi. Boylelikle Euler-Lagrange

denklemleri olarak adlandirilan denklem ortaya ¢ikti:
I(x) = f: F(x(t),x'(t),t)dt fonksiyonu bir x, noktasinda extremuma sahip

olmasi igin x, noktasinin agagidaki Euler-Lagrange denklemini saglamasi gerekir:

d ,0F

o (08, x'0(8),6) = 2 (G2 (o (6, ¥'o(8), ) = 0, ¢ € [, b] (1.1)

Lagrange ayrica "Lagrange Carpanlari"metodunu da kesfetti ( 1762'ye kadar
yayinlanmadi); modern terimlendirmede bu c¢arpanlar , performans indeksinin
durumlardaki degisiklikleri i¢in "hassasiyetleri" olarak kabul edilir. Bir 6rnekle Lagrange
Carpanlarini agiklayalim:

Ornek:
Kenar uzunluklar x ve y, ¢cevresi 24 metre olan bir dikddrtgenin alaninin maximum

olmasi problemi klasik olarak alan1 veren bagmtinin tek degiskenli olarak yazilmasi ve
tirev alinip sifira esitlenerek maximum yapan degerin bulunmasiyla asagidaki gibi

¢Oziiliir:
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Alan = A(x,y) = x.y ve Cevre C = 2(x+y) = 24 yazilir. x+y =12 ve y = 12-X

bulunup yerine konulur.

Alan(x) =x(12 — x) ve tiirevile A'(x) = 12 — 2x = 0 yazilip x = 6 bulunur. Alan
maximum yapan deger x = 6 dir ve maximum alan A(x) = 36 dir. Simdi bu problemi
Lagrange carpanlari ile ¢ozelim:

A(x,y) = x.y fonksiyonunun 2x + 2y= 24 kosulu altinda maximumunu bulmak
istiyoruz.

Lagrange metodunda F(x, y) fonksiyonunun G(x, y ) = k, kisit1 altinda nasil
optimize edilecegini A garpanlariyla ifade edilir.

Lagrange fonksiyonu L( X, y) = F(X, y) - 2. [G(X, Yy ) - k] seklinde ifade edilir ve

0F OF oF . .. . .
— ,— ve — kismi tiirevlerinin sifir olmasi istenir.
dx " dy ar

Bizim 6rnek problemimizde G(x, y ) = k kisit1 2x + 2y — 24 = 0 olur ve alan
fonksiyonu F(x,y) = x.y olur. Alanin maksimum degerini bulmak i¢in

L(x,y) =x.y+ A(2x + 2y — 24) yazilir ve kismi tiirev alinarak

24 04 04
a—y+2/1—0 4 E—x+2/1—0ve a—2x+2y—24—0

Bu denklemler kullanilarak x = y = 6 bulunur. Maximum alan A(x, y) = 36 olur.
Lagrange ¢arpanlart kismi tiirevli denklemlerin optimum problemlerde ilk kullanilmasi
olarak goriilmektedir. Bu sonuglar, Euler’in 1766’larda Varyasyonlar Hesab1 (Calculus
of Variations) adin1 verecegi bilim dalinin temellerini olusturdu. Adrien Marie Legendre
(1752-1833), Varyasyon hesabinda fonksiyonun ekstremumunu bulma igin yeterli sarti
ikinci varyasyonu ekleyerek 1786’ da agiklayan ilk kisiydi. Ancak Karl Gustav Jacob
Jacobi (1804-1851), 1836 yilinda daha kapsamli bir izahat verdi ve 1836’da u¢ degerler
icin "eslenik noktalar" kesfetti. Jacobi, performans indeksinin u¢ degerler ailesinin
(bugiin "durumlar" olarak adlandirdigimiz) herbir parametresine gore kismi tiirevlerinin
belirli bir diferansiyel denkleme uydugunu gosterdi. Sonradan bu sarta Legendre-Jacobi
sartt denilmistir. Asag1 yukar1 ayn1 zamanlarda William Rowan Hamilton (1805-1865)
iki kismi tiirevli denklem igeren, en az hareketle isleyen mekanik sistemler tizerine yaptigi

caligmasini yayiladi. Jacobi 1838’de, Hamilton'un bu ¢alismasini ilerletti ve bir kismi
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tirevli denklem yeterli oldugunu gosterdi. Sonugta asagidaki Hamilton-Jacobi denklemi

ortaya cikti:

(x,t )e R"x R™ ve @ € R"olmak lzere

H(C,u(x,a,t),t)+ u (x,a,t) =K(a,t) (1.2)

Hamilton- Jacobi denklemi birinci dereceden dogrusal olmayan kismi tiirevli bir
diferansiyel denklemdir, optimal performans endeksi tarafindan belli siireklilik ve
tiiretilebilirlik sartlar1 altinda saglanir. Hatta Hamilton- Jacobi denkleminin bir ¢6ziimii
belirli tiiretilebilir 6zelliklere sahip ise bu ¢dziimiin arzulanan performans endeksi oldugu
da gosterilebilir. Fakat boyle bir ¢éziim var olmayabilir ya da her optimal performans
endeksi bu denklemi saglamayabilir, bu nedenle bu denklem optimal kontrol performans
endeksi igin gerek sart1 degil yeter sart1 gosterir. Bu denklemin varyasyon Hesabi’na derin
etkisi olmus ve Optimal Kontrol ve Dinamik Programlama’nin gelisimine yol agmistir.
Karl Wilhelm Theodor Weierstrass (1815-1897) Varyasyonlar Analizi’ne daha siki bir
temel getirdi ve artan fonksiyonlar i¢cin Bellman ve Pontryagin’in ortaya koydugu
maximum prensibinin atas1 olarak kabul edilen {inlii Weierstrass sartin1 kesfetti.

L(x, Y, z) bir Langrage fonksiyonu olmak iizere;

E(x,y,z,w) = L(x,y,w) — L(x,y,z) —(W—2).L,(x,y,2) (1.3)

olarak verilen fonksiyon Weierstrass E fonksiyonu adini alir ve y’nin giiclii bir
minimum olmasi i¢in E(x,y(x),y'(x),w) = 0 sartim1 saglamalidir. Alfred Clebsch
(1833-1872) Legendre Sartlar1 ( Legendre-Clebsch Sartlari) i¢in daha belirgin yorumlar
verdi ki bu modern anlamda Hamilton denkleminin ikinci tiirevinin kontrol fonksiyonuna
gore pozitif tanimli olmasi gerektigini iddia eder. ( Aktif kontrol veya durum sinrliliklar
olmadig1 varsayilarak) Legendre-Clebsch Sartlar1 : Eger u fonksiyonu Hamilton (H)

denkleminin bir optimali ise

2

. . . H
I Maksimum i¢in : <
aksimum i¢ 5z =0
i, Minimumigin : ot >0
. ¢in o 2
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Oskar Bolza (1857-1942) ve Gilbert A. Bliss ( 1876-1951) Weierstrass’in
calismalarin1 gelistirdiler ve Varyasyonlar Analizini bugiinkii matematiksel yapisina
kavusturdular. Daha Onceden Bliss’in asistanligini yapmis olan Hestenes Kontrol
teorisindeki maximum prensibinin klasik teorideki Euler-Lagrange ve Weierstrass
sartlarina denk oldugunu iddia etti. Tarih siirecindeki tiim bu ¢aligmalarin dogal sonucu
olan metodu Mc Shane 1939 da American Journal of Mathematics dergisinde “Lagrange
Problemlerinin Carpanlar1 Uzerine “adli makalesiyle sundu. Bu makale ¢ok 6nemliydi
fakat onun optimal kontrol teorisi ve dogrusal olmayan programlama iizerindeki derin
etkisi 20 y1l sonra ortaya ¢ikti. Lagrange probleminin ¢6ziimii iki birinci dereceden gerek
sart olarak Euler denklemlerinin ve Weierstrass sartlarinin saglanmasini gerektirir.
McShane’in makalesinden once Weierstrass kosulu ancak Euler denklemlerinin
normallik sart1 sagladigi varsayimiyla kurulabilirdi. McShane makalesinde Weierstrass
sartin1 normallik varsayimi olmadan kurdu. Ispat iki asamaliyd: ve alisilmadik bicimde
verilmisti: Once optimal ydriingenin kararsizlik noktalarma birinci dereceden
yaklagimlarla iiretilen konveks bir koni olusturuldu, ikinci olarak bu koninin ve belirli bir
1s1nin bir hiperdiizlem tarafindan ayrilmasi ile optimalligin olusabilecegini gosterdi. 20
y1l sonra bu fikir Lev S. Pontryagin ve arkadaslari tarafindan optimal kontroliin gerek
kosullariin verildigi, bugiin Pontryagin Maximum Prensibi olarak bilinen teoremin
ispatlanmasinda kullanildi.

Pontryagin Maximum Prensibi optimalligin gerekli kosuludur ve asagidaki gibi

ifade edilir:

max H(t, xl(t)t seey x‘l’l (t), A‘l(t)l LIy A‘Tl(t)l vll ey vr)

(vl,....v]-)ev

= H(t, x,(t), ..., X, (£), A1(1), ..., A, (), uq (1), ..., u,- (1)) (1.4)

Mc Shane (1939) ve Pontryagin (1962) Varyasyonlar Hesab1’ n1 kontrol degiskeni
esitsizligi smirlarmi asmak igin genisletti, Pontryagin maksimum prensibini ortaya
koydu. Pontryagin, Boltyanski, Gamkrelidze ve Mischchenko bu konuda klasik bir kitap
olan” The Mathematical Theory of Optimal Processes” altinda tiim ¢aligsmalarin bir araya
topladilar ve Lenin 6diiliinii kazandilar.

Arthur E. Brysun Jr. ‘a gore 20.ylizyilin baglarinda Bolza ve Bliss Optimal Kontrol
teorisine giiclii dokunuslar yaptilar. R.Bellman(1920- 1984) 1957°de Hamilton-Jacobi
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denklemini ele ald1, diizenledi ve onlardan 100 yil sonra yeni bir bakis getirdi. Boylece
Hamilton-Jacobi-Bellman denklemi (HJB) ortaya ¢ikti:

f(x, t) fonksiyonu degiskenlerine gore tiiretilebilir bir fonksiyon olsun. v deger
fonksiyonu v(x,T) = g(x), (x € R") baslangi¢ kosulu ile HJB olarak bilinen

dogrusal olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢6ziimiidiir. (HJB):

ve(x, t) + r(rllgqx{f(x, a).Vou(x,t)+r(x,a)}=0 ((xXeR™, 0<t<T)
—v(x, t) = urerbi(r}c) {l(x, u, t) + fe,w) v (x,t) +

% tr(S(x, W vy, (x, t))} (1.5)

Ayrik duruma benzer olarak m(x, t) seklinde bir optimal kontrol varsa bu u’ nun bir

degeridir, yukaridaki denklem minimum olur.
n(x,t) = arg min {l(x, u, t) + fe, W) (x,t) + e tr(S(x, W) vy (x, t))} (1.6)
ueu(x) 2

Bu denklem Bellman’in “Dinamik Programlama” adini verdigi alanin temeli olarak
bilinir. Bu yontemin adim adim icrasi su sekildedir:
1. ADIM: HJB denklemini ¢6zerek v deger fonksiyonunu elde ediniz.
2. ADIM: v deger fonksiyonunu ve HJB kismi tiirevli diferansiyel denklemini
a*(.) ile gosterilen bir optimal kontrol tasarlamak i¢in agagidaki gibi kullaniniz:
Her x € R™ noktasini ve her t € [0, T] zamanim1 a(x,t) = a € A ‘ min HIB iginde
bir parametrik deger (Oyle ki bu deger i¢in HIB iginde maksimuma erigilmis olsun )

olmasi i¢in tanimlayiniz.
Diger bir deyisle;

a(x,t) yi o sekilde seginiz ki
ve(x,t) + f(x, a(x, t)).va(x, t) + r(x,a(x, t)) = 0 olsun.

Dinamik programlama yontemi sayesinde bir ¢ok optimal problemin incelenmesi

miimkiin olmustur. Belman’in Dinamik Programlama yontemi ve Pontryagin’in
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Maksimum Prensibi giiniimiizde Optimal Kontrol Teorisi’nin temel yontemleri olarak
kabul edilmektedir.
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4. ARASTIRMA VE BULGULAR

4.1. Optimal Kontrol Problemlerinde Kullanilan Kismi Tiirevli Diferansiyel
Denklemler

v

(1) pd . v(e) u(t) ¥(t)
.}“L L, Harici Y - Dahili giight _,| Dut:um __(_:L h._”m. d N }___..
A giigli kontrolcil geribes sistem '
leme
¥(t)
—

L —
u(z, bt €()

Sekil 2.1. KTDD Lerle Kontrol Stratejisi

Kismi tiirevli diferansiyel denklemler genellikle bilgisayar tabanli analizlerde ve
mekanik, elektrostatik, elektrodinamik ve akustik gibi stirekli fiziksel olgularin
similasyonlarinda kullanilirlar (Press, Flannery ve arkadaslar1 1986). Son 50 yilda kismi
tirevli diferansiyel denklemlerle (KTDD'lerle) modellenen optimal kontrol
problemlerine artmakta olan bilimsel ilgi bu alani bilim ve miihendislikle bir¢ok ara yiize
sahip iyl bir matematik disiplini haline getirmistir. Bu alanin gelismesi ile kontrol
edilecek sistemlerin karmasikligi da 6nemli 6l¢iide artmistir. Boylelikle giintimiizde ¢ok
karmasik goziiken sivi-yapr etkilesimleri, manyetik, hidromekanik, elektromanyetik,
kimya ya da miihendislik problemleri bile coziilebilmektedir. Genellikle karmagsik
sistemlerin  matematiksel modellenmesi kismi tiirevli diferansiyel denklemleri
dogurmaktadir. Ornegin 1s1 akis1, difiizyon, dalga yayilimi, hava akisinmn bir tasit ya da
uzay araci lizerindeki etkisi, sivi akisinin ya da patlamali bir motordaki reaktif tiirbiilans
akisi, elastik ya da elastik olmayan deformasyon( 6rnegin yiike maruz kopriiler, kaza
aninda tagitlarin defarmasyonu), kimyasal reaktorlerdeki reaktif yavag salinim, Kuantum
mekanigi ve Kuantum Teorisi, 151k veya x-isinlarinin biomedikal goriintiilemedeki
siddetleri, bakterilerin kimyasallar karsisindaki davranislari, kemoterapi, borsa fiyatlar
vb. bir¢ok olgu kismi tiirevli diferansiyel denklemlerle modellenmektedir.

KTDD igeren sistemler iki veya daha fazla sayida siirekli parametreye sahip olan

sistemlerdir. BOyle siirekli parametreli sistemler ig¢in optimal kontrol problemleri
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genellikle asagidaki sira ile ¢oziiliir: (Yegerov,1978; Butgovsky, 1965; Lions, 1968;
Vasiliyev, 1974; Ahmedov vd. 1972; Akhiyev, 1976)

1. Once belirli kisitlar altinda Maksimum prensibi saglanir.

2. Sistem, onun es problemi, ve Maksimum prensibi ayriklagtirilir.

3. Buiic ayrik problem birlikte ele alinip ¢6ziiliir ve optimal olas1 kontrol vektorleri
bulunur. Bu olas1 vektdrlerden hangisinin optimal olacagi ise yeter kosullar ya da
diger kisitlar yardimiyla bulunur.

Sayisal Yontemler: Son yillarda yakalanan olaganiistii gelismeler ve biiylik ¢abalara
ragmen bugilin pratikte kullanilan sayisal yontemler sistemlerin tanimladigi olgularin
hassas bir modellemesini vermezler. Bu nedenle, onlarin her birini digerinden ayirmak
ve optimal problem i¢in uygun olanini segmek gerekir. KTDD ile tanimlanan optimum
problemlerinin ¢éziimleri hakkinda sayfalar dolusu bilgiler vardir. Cozlimlerin etkinligi
ve kesinligi sayisal modellemede en 6nemli basamaklardan biridir. KTDD’li optimum
problemlerine uygulanan sayisal yontemler temel olarak iki ana baghk altinda
toplanabilir:

1. KTDD nin ayriklastirmasina dayanan metodlar ( Ornegin Merkezi Fark Metodu)

2. Problemin mekansal ve zaman tanim kiimesinin ayriklagtirllmasina dayanan
metodlar( Sonlu eleman metodu, zaman-uzay eleman metodu gibi)

Bazen bir metod uzaya uygulanirken diger metod zamana uygulanabilir. Birgok
sadelestirmeler iggiidiisel ve bu metodlarin yaklasim dereceleri keyfi usullerle yapilsa
da, bu matematiksel metodlarin yaklagim gegerliligi genellikle iyi tahmin iyi diizeyde
sonuglar vermektedir. Bu nedenle cok genis ¢apli hesaplamali araglar, matematiksel
metodlar vardir. Bunlari1 da 3 gruba ayirabiliriz:

1. Giiglii Form : Hareket denklemlerinin tanim1 uzayda ve zamanda bir KTDD’ler
sistemi ile gosterilmis, bir sinir ve baslangi¢ kosuluyla belirlenmistir. Bazi
hesaplamali metodlar gii¢lii formlar1 cebirsel denklemler sistemine indirger.

2. Zayif Form : Problemin agirlikli bir integral denklemle sunuldugu formlardir.

3. Varyasyonal Form : Fonksiyonel formunin durumsal sartlarina bagl olarak Zayif
Form ya da Giiclii Formlara dontisebilen sekilde verilen problemler. Varyasyonel
Analiz kurallar1 kullanilarak bir formdan digerine ge¢is yapilir.

Optimizasyon problerinde karsimiza ¢ikan KTDD’ler sayisal yontemler olarak

genellikle asagidaki yontemlerin biriyle ¢oziiliir:
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e Sonlu eleman metodu (FEM)
e Sonlu fark metodu (FDM)
e Sonlu hacim metodu (FVM)

KTDD’lere bu ¢oziim metodlar1 uyguladigimizda ¢ok sayida dogrusal ya da
dogrusal olmayan denklem sistemleri karsimiza ¢ikabilir. Ciinkii 3 boyutlu sistemler
yiizlerce ve hatta bazen binlerce denklem iiretebilir. Bu denklem sistemlerinin nasil
¢oziilecegi hakkinda c¢ok cesitli metodlar ve analizlerle bas etmek durumunda kaliriz.

Kisacas1 KTDD ile bir optimum problemi 6zet formda su sekilde ifade edilir:

(P) min J(y,u) ,KTDD(y) = B(u) (2.1)

uelaggq , Y€¥aqd

Bu yazilista KTDD ; y durumunda olan herhangi bir kismi tiirevli diferansiyel
denklemi, B ise u kontrol degiskeni tizerinde hareket eden bir operatorii gdstermektedir.
KTDD igeren optimal problemlerinin sayisal yontemlerle( Niimerik Analiz) ¢ozlimiinde
ise Direkt ve Indirekt Metod olarak bilinen iki temel yontem vardur:

1. Direkt Metod: Once ayriklastir, sonra optimize et.
2. Indirekt Metod : Once optimize et, sonra ayriklastir.
Direkt metod asagidaki sekilde tanimlanabilir:

(Ph) min h, Jnnour) , KTDDp(yp) = By (up)

upeUMyg , yrevhq

Bu yazilista h indisi ayrik degiskenleri, ayrik operatorleri gostermektedir. Burada
sonlu boyutlu uzaylar olan U?; ve Y, nin durum ve kontrol degiskeni icin uygun secimi
kadar KTDD’ in ayriklastirilmast da dnemlidir. Bu yaklasim genel olarak biiyiik ¢aph
dogrusal olmayan bir programlama sorununun ortaya ¢ikmasina neden olur. Ciinki
giiniimiizde biiyiik O6l¢ekli kisith dogrusal olmayan optimizasyon problemleri icin
tasarlanan 6rnegin, Ampl [AMPL Company (2012)] ve Ipopt [Laird and Wachter (2012)]
standart yazilimlar bile, karmasik boyut ayrimi yapilmadigi siirece, orta boyutlu
problemler icin uygulanabilirdir.

Buna karsin Indirekt Metod birinci derece gerek sartlar ister.
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Daraltilmis f(u) = J( Sy, u) fonksiyonu f (u) = 0 formunda, sonradan ayristirilmak
tizere Fh(un) = 0 gibi bir optimal sistemin ¢oziimiinii ister. Buna ek olarak es durum ve
belli garpanlar i¢in uygun tahmini sonlu boyutlu uzaylar secilmelidir. Ozetle “Once
ayristir, sonra optimize et “soziiniin anlami sonsuz boyutlu optimizasyon probleminin
tim ¢okluklar1 yerine sonlu boyutlu parametreler yerlestir ve problem c¢ozme

teknikleriyle ¢6ziimii bul demektir :

min f(u) = J(S(u), u) ise min fn (Un ) = Jn (Sh (Un), Un)

Diger yandan” Once optimize et, sonra ayristir.” sdziiniin anlami sonsuz boyutlu
sistemin optimallik sartlarinin tiirevini al, optimallik sistemini ayristir ve ayrik optimallik

sisteminin ¢6ziimini bul demektir:

f'(u) =0 ise F,(u) =0

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerle tanimlanip kontrol edilecek sistemlerde
“Girdi”; Sinir degerde bir fonksiyon, Bir baslangic degeri, Diferansiyel denklemde bir
katsay1r veya Denklemde herhangi bir parametre olabilir. “Cikt1” ise bu diferansiyel
denklemin ¢oziimiidiir. Girdi kontrol degiskeni, veya kontrol olarak adlandirilirken Cikt1
ise  “Sistemin durumu”, kisaca “Durum” olarak adlandirilir. Sistemin bir kez
denetlenmesi “Durum’a bagli bir haritalamadir. Kontrolde bir¢gok amag ortaya
konulabilir. Bunlar:

e Durum ve Kontrol degiskenine bagli olarak bir kriterin minimize ya da maksimize
edilmesi. Bu bir optimum kontrol problemidir. Bu problemde bilinmeyen kontrol
degiskenidir.

e Sistemin denetlenmesi bazi hedefler i¢in tasarlanmis olabilir. Bu bir kontrol
edilebilirlik problemidir.

e Sistemin Durum’unu ya da Durum’un bir gozlemini stabilize etmek icin bir
kontrol tasarlayabiliriz. Bu bir stabilizasyon problemidir.

Birinci basamaktan bir kismi tiirevli diferansiyel denklem esas olarak x ve y gibi
iki serbest degisken ve onlara bagli bir u degiskeni igerir. Optimal kontrol problemi olarak

diisiintirsek u degiskenini problemde verilen bir kisit, x ve y degiskenlerinin de bu kisit
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sartinin gergeklesmesi icin sistemdeki fiziksel biyiiklikler ( sicaklik, basing, bir
maddenin miktart vb.) olarak diisiinebiliriz. Bu durumda birinci basamaktan bir kismi

tiirevli diferansiyel denklem asagidaki gibi olacaktir:

Optimal kontrol problemlerinde degiskenlerin sayis1 iki veya daha fazla olunca
kismi tiirevli diferansiyel denklemlere ihtiyag olur. Cilinkii bu durumda bagl degiskenler
genellikle iki veya daha fazla serbest degiskenin tiiriinden verilmis, tiirevler kismi tiirev
olmustur. Ornegin (x, y, z) gibi ii¢ boyutlu bir ortamdaki( mesela dikddrtgenler prizmas1
seklindeki bir fabrika icindeki) sicakligin degisimleri incelenirken sicaklik

(uile gosterelim.) odanmn her bir noktasinda degisecebilecegi gibi zamanla (t ile

gosterelim.) da degisecektir. Sonug olarak u degiskeni u = u(x, y, z, t) olacak ve

ou ,a—u ,a—u ,a—u tiirevleri sifirdan farkli olacaktir. Daha ileri optimum problemlerinde
dx "0y 0z "ot
degisken sayis1 ve bagli degisken sayist daha fazla olacagi i¢in (sicaklik, basing,

aydinlatma vb.) daha yiiksek basamaktan

*u  9%u 2%u 2%u
ox2 ’ 0y? ’ oxdy ' 0ydz?

tirevlerin de sistemin fiziksel biiyiikliiklerinin ifadesinde onemleri olabilecektir.

Boyle bir optimum kontrol problemi

P2, 2 2 =0 2.2)

ax ' axat ' ax?

seklinde bir kismi tiirevli diferansiyel denklemle ifade edilir.

Omegin u(x, y) = 3x + 4y>x3 olsun .

Z—Z =3+ 12y% x?% ve g—; = 8y x3 olarak bulunur. Ikinci mertebeden tiirevler de

0%u 2 9%u 3 .. ..

Frle 24y“x Ve a7 8x° vexvey’ ye gore art arda tiirevler alinirsa;
9%u
dxdy

Ornek: Bir Patates En Optimal Bicimde Nasil Kaynatilir?

= 24y x? olur.

Georg Stadler (2006) bir patatesin pisilmesinde optimum kaynatma seklini veren
Oormegiyle optimizasyon problemini soyle agikliyor:

Patates :

Kabuk ya da Sinir : T
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[" iizerinde 1s1 kaynag : u(x)
Patates (Q)igindeki sicaklik : y(x)

olmak tizere;

‘_...r"r
f*"’:_...-- u(x) : Kontrol

“

r-*

Sekil 2.2. Patatesin Pigirilmesinde Optimizasyon

Duragan Is1 Denklemi, termal dengede kati bir maddede sicaklik dagilimini
tanimlar. Sicaklik zamandan bagimsizdir. Bir boyutlu Is1 Denklemi: dw(t, x) = k. 0 2 x
u(t, x) seklindedir. (k >0, 1s1 iletkenlik katsayisidir.)

Optimizasyon probleminin ifadesi : u(x) kontrol degiskenini I' smirinda o sekilde
seciniz ki patatesin igindeki sicakligi gosteren y(x) (Durum degiskeni), istenen bir amag
fonksiyonu olan yq(x) * e yaklagsin.

u kontrol degiskeni ve y durum degiskeni Duragan Is1 Denklemini saglamalidir.
(a > 0) Diferansiyel denklem:

Patates ( Q) iginde : —Ay =0

Patatesin sinirinda ( I') ( kabugunda) Z—Z a(u—1y)

y > 0 olmak lizere amag fonksiyonu su sekilde ifade edilir:
. 1 2 Y
minJ(u,y) = 1 f, (VG0 = ya@)’dx + L[ u(0)ds(0)

Kisitlar1 gosteren esitsizlik te asagidaki gibidir:

Uy (x) < ulx) < up(x) (uave up verilir.)
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4.1.1. Kismi Tiirevli Difereransiyel Denklem Tiirleri

Ax? + Bxy + Cy? + F = 0 denklemi 2.dereceden bir iki degiskenli polinomdur,
kuadratik denklem olarak adlandirilir. Bu denklemde B? — 4AC sayis1 diskriminanttir ;

B%? — 4AC < 0 ise denklem elips gésterir.

B%? — 4AC = 0 ise denklem parabol gésterir.

B% — 4AC > 0 ise denklem hiperbol gosterir.

x ve y degiskenlerine bagl bir u fonksiyonu u(x, y) olsun. Bu fonksiyonun x’e gore

. Jdu , . . Jdu .. .
kismi tiirevi 5, Ve y'ye gore kismi tiirevi % olarak gosterilir. Ikinci mertebeden kismi

tiirevlerde
o%u  9%u 9%u .. o - . R .
—, — Ve —— olarak gosterilir. Ikinci dereceden kismi tiirevli bir diferansiyel
dx2 ' 9y? 0x0y
denklem
9%u 9%u %u .
A 72 B 3x0y + C 372 + F(x,y,u) = 0 seklinde tanimlanir.

Benzer sekilde B?2 — 4AC degerinin isaretine gore bu denklem eliptik, parabolik ve
hiperbolik denklem olarak adlandirilir.

Denklemin derecesi, ¢esiti ve dogrusalligt kismi tlirevli denklemlerin
siiflandirilmasinda 6nemli parametrelerdir. KTDD’in tiirii; hiperbolik, parabolik ya da
eliptik olmas1 modellenen siirecin karekteristik 6zelliklerini yansitir( Logan 2004).:

e Hiperbolik denklemler, Ornegin dalga denklemleri dalga benzeri olgular
modellemede kullanilir. Elektromagnetizma, su ya da acustik yayilmalar dalga
benzeri yayilmalardir.

e Parabolik denklemler, 6rnegin diflizyon denklemleri bu dagilima benzer olgular
modellemede kullanilir. Diflizyon benzeri yayilimlar partikiillerin rastgele
hareketlerini igerirler.

e Eliptik denklemler, 6rnegin Laplace denklemi, denge durumundaki siiregleri
tanmimlamada kullanilir. Ornegin yeralt1 suyu akisi

KTDD leri hesaplama agisindan simiflandirmak diisiiniiliince baglangic deger
problemi ve siir deger problemi olarak iki smif oldugunu belirtmek gerekir ki bu
yukarida verilen smiflandirmadan ¢ok daha 6nemlidir. ( Press, Flannery ve arkadaslari
1986) Hiperbolik ve parabolik denklemler baslangi¢ deger problemi smifina ait

denklemlerdir: Onlar ayn1 zamanda bir siire¢in zaman i¢inde nasil gelistigini gosterdikleri
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icin gelisim denklemleri olarak ta adlandirilirlar. Eliptik denklemler ise denge
denklemleridir, zaman degiskeni igermezler ve sinir deger problemi sinifina aittirler.
Kontrol, smirin yani sira alanin tamaminda tanimlanirsa bu kontrol tiiriine dagitilms
kontrol denir. Sadece smir bolgesinde bir kontrol tanimlandiginda smmir kontrol

problemleri elde ederiz.

Sekil 2.3. Dagitilmis Kontrol
4.1.2. Eliptik Diferansiyel Denklemler ile Optimal Kontrol

Eliptik denklemler genel olarak “potansiyel” ad1 verilen fiziksel biiyiikliigiin bolge
icindeki degisimini temsil ederler. Elektrik potansiyeli, Hiz potansiyeli gibi. Bu nedenle
eliptik denklemler ayn1 zamanda potansiyel denklemleri olarak da adlandirilir. 2 boyutlu
eliptik kismi tiirevli diferansiyel denklem :

0*u  d%u ou du
E+a—yz+f<x,y,u,a,a>= (2.3)

Bu yazilista u bagimli degiskeni u(x, y) potansiyelin herhangi bir noktada sinir
degerlere bagli olarak aldig1 denge degerini veya daimi-durum degerini belirtir. Kismi
tiirevli diferansiyel denklemler sinir sartlari ile verilir. Smir sarti u bagimli degisken
tiirlinden verilmigse “Dirichlet tipi sinir sart’” adin1 alir. Eger sinir sartt u’nun tiirevleri
cinsinden verilmis ise “Neumann tipi sinir sarti” adini alir. Hem u hem de u’nun

tiirevlerini igeren sinir sartlarina “Karisik siir sart1” denir.
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Coziim Bolgesi

Sekil 2.4. Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziim bolgesi ve sinir

Eliptik kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin iki standart bigimi vardir. ki boyutlu
olarak;

Laplace denklemi

7]
_ax(xax+c3’a )+au_0

Poisson denklemi

8
_ax(xax+cya )+au—f(xy)

Burada ¢, , ¢, Ve a sistemin parametreleri olup bunlar x, y ve u degiskenlerine
bagli da olabilir. u ise potansiyeli gdstermektedir. Bu nedenle Laplace denklemine ¢ogu
zaman potansiyel denklemi denilmektedir.

Eger ¢, = ¢, = C sabiti ve a =0 oldugu 6zel bir durum varsa

Laplace denklemi

0’u 0%u
C ﬁ'{‘a—yz =0 (24)

Poisson denklemi

o%u  9%u
(G +558) = fG) (25)
Sekline dé')niisﬁr. Parantez iglerindeki toplamlar birbirine esittir ve ¢ogu zaman bu

toplam V?u = — + 6—1; sembolii ile gosterilir. Bu V2 semboliine Laplasiyen denilir.

Bu laplasiyen semboliinii kullanarak ¢, = ¢, = C sabiti ve a =0 oldugu 6zel
durum i¢in denklemleri yeniden yazarsak;

Laplace denklemi: cV2u =0

Poisson denklemi: ~ cV?u = f(x,y) seklinde bir forma girer.
Dogrusal-Quadratik Eliptik Dagitilmis Kontrol Problemi: Amag fonksiyonu J,
kontrol fonksiyonu u, durum fonksiyonu y olup dogrusal eliptik kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerle yoneltilen, kontrol fonksiyonu tanim kiimesinde bir 1s1 kaynagi gibi

davranan bir sistemin dagitilmis kontrol problemi agagidaki gibi tanimlanir:
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Q bir smirli ve konveks tanim kiimesi, yq istenen bir durum, A > 0 bir belirli
regulasyon parametresi olmak iizere ;

min J(y,u) = %Ily - Ya ”iz(n) + % IIuIIiz @ seklinde tanimlanan amag
fonksiyonu asagidaki durum denklemine;

Qiginde — Ay = fu

['lzerinde y=0

ve asagidaki kontrol kisitlarina tabidir:

Hemen her x € Qicin  u,(x) < u(x) < up(x)
4.1.3. Parabolik Diferansiyel Denklemler ile Optimal Kontrol
Potansiyelin bir t zamanindaki eristigi durum degerleri parabolik KTDD’lerle ifade

edilir. Bu nedenle parabolik KTDD’lerde t zaman degiskeni bagimsiz degiskenlerden biri

olarak bulunur. Bu denklemler Difiizyon, Ist Transmisyonlar1 vb. biytklikleri

tanimlarlar.
- .. 9%u) 1 0u() _ ’ . k
Ornegin Y ;a9 f(x,t) bir parabolik denklemdir.
< e . 9%u(x) _ poul) _
Diflizyon denklemi : P D Py 0

Parabolik diferansiyel denklemler zamana gore birinci derece, uzaya gore ikinci
derece bir diferansiyel operatorii barindirirlar. Parabolik denklemlerin en temel 6rnegi

asagidaki 1s1 denklemidir:

dy _
E—aAy—O

Bu denklemin termal difiizyon sabiti o ile viicutta sicakligin zaman evrimini
modelledigi farz edilir. Laplace operatorii

n 0%
i=1 9x2

Ay =
Bir siv1 i¢inde ¢6ziilmiis maddelerin dagilimi ve yayilimi da 1s1 denklemi ile
modellenebilir (A. Einstein. 1905). Hatta bu maddelerin kimyasal veya biyolojik
reaksiyonlara katildig1 bir ¢ok uygulamalar vardir. Dogrusal olmayan f fonksiyonunun
reaksiyon dinamigini modelledigi varsayilirsa Reaksiyon — Difiizyon denklemi asagidaki

gibidir:
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dy _
2 Ay =f)
4.1.4. Parabolik Denklemlerle Belirlenen Sistemlerde Amag¢ Fonksiyonu

Parabolik kismi tiirevli denklemlerle olusturulan durum denklemine sahip bir

kontrol sisteminin Amag ( Bedel) fonksiyonu:

1
minj(y,u) = 5 f f O = ya)? + K (u — ug)2dxdt
Q

Bu fonksiyon, u dagitilmis kontrolii ile asagidaki parabolik tip kismi tiirevli
diferansiyel durum denklemine maruzdur:

Q := Qx(0,T) icinde %y —Ay+cyy=u

Y := I'x(0,T) lizerinde nVy =g

Xy = Qx{0} lzerinde Y =Y

Ve dogrusal tiirde agsagidaki kontrol kisitlarina da maruzdur:
Q icinde u,(x,t) <u(x,t) < up(x,t)
4.1.5. Hiperbolik Diferansiyel Denklemler ile Optimal Kontrol
Hiperbolik denklemler de zaman1 degisken olarak igerirler. Dinamik problemleri

tanimlarlar. Ornegin

2%u(x) 1 0u?(x) _
0x2 cz2 a9tz f(X, t)

bir hiperbolik denklemdir. Hiperbolik denklemler dalgalarin modellenmesini
sagladiklarindan dalga denklemleri olarak bilinirler.

Ornegin titresen bir yayin dalga denklemi :

T : Yaydaki gerilme

g : Yer ¢ekimi ivmesi

w : birim uzunluk bagina yay olmak iizere asagidaki gibidir:

0%u(x) _Tg ou?(x)
0x2 w  0t?

=0
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Omegin a(x, t), b(x, t), f(x, t), p(x) ve q(t) verilen fonksiyonlar olmak iizere
kimyasal siirecleri tanimlamada kullanilan dogrusal hiperbolik denklem Darboux sinir
kosullarina

z(x, 0) =p(x), z(0, t) = q(t) maruz olarak asagidaki gibidir:

Q= (0,1)?lizerinde % + a(x, t) g—i + b(x,t) % = f(x,t)
Ikinci mertebeden dogrusal olmayan hiperbolik denklem sistemleri igin optimal

kontrol problemi asagidaki sekilde verilmistir (Yegerov, 1978; Ahmedov vd., 1972;
Akhiyev, 1976 ).:

U (8, %) = F(& 2,u(t, %), us (£, ), uy (£, %), v(t, %)), (,x) € G = (Lo, t1)X (0, x1)
u(ty, x) = a(x)

u(t, xo) = B(t)

S(v) = ff fo(t, 2, u(t, %), ue (£, %), ue (t, ), v(t, x))dtdx + @(u(ty, x1)) = min
¢

4.2. Kismi Tiirevli Denklemler I¢in Optimal Kontrol Problem Ornekleri

Dinamik, siireklilik iceren, zamana bagli, mekansal(uzaysal) siire¢lerin optimal
kontrolii gittikce daha onem kazanan bir olgudur. Hastaliklarin yayilmasi (Newman
2002), insanlarin Kitlesel seyahatleri (Brockmann, Hufnagel ve arkadaslari 2006),
epidemik olmayan tiirlerin go¢ii (Seppelt 2005), ve sehirlerin genisleyerek yayilmasi (Li
1999) calismalar1 bu siireclere dnemli 6rnekler olarak sayilmaktadir. Dinamik stireclerin
matematiksel olarak modellenmesinde genellikle KTDD kullanilmaktadir. Ciinkii bir
kismi tiirevli diferansiyel denklem birden fazla degiskene bagli bir degisim siirecini
aciklayabilen, i¢inde kismi tiirevler barindiran bir denklemdir. Kismi tiirevli diferansiyel
denklemler fizik, kimya ve miihendislikte siireklilik arz eden hemen her kavrami
modellemede kullanilir. Mekansal siiregler de dinamik modelleme gerektiren problemler
uretirler. Modeller sistemin dis kuvvetlere karsi nasil davranacagimi 6ngérmek igin
tasarlandigindan bir modelde belirli parametreleri optimize ederek optimal ¢ikis (6rnegin
bicimin optimal edilmesi) amag olarak belirlenebilir. Ya da bir modelde tahmin edilen
reaksiyonu gercek Olclimlerle karsilastirarak bu modeldeki bilinmeyen parametreleri

199 ¢

belirleyebiliriz (“parametre tahmini”, “invers problemler”).
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KTDD ile modellenen sistemlerin belli baglhilar :
e Elastik ve elastik olmayan deformasyon, 6rnegin yiike maruz kopriiler, kazalarda

araglar ya da basing altinda kalan cisimler

0 8 =

Sekil 3.1. Elastik Deformasyon Ornegi

Optimizasyonun amaci mamiiliin iretim maliyetini minimize etmek, dayaniklilig
maximize etmek ya da basinci minimize etmek olabilir.

e Tasitlarinin maruz kaldig1 hava ya da siv1 akintilari

Sekil 3.2. Hava Akimtis1 Ornegi

Optimizasyonun amact kaldirma-siiriikleme oranint maximize etmek, yakit
verimliligini en iist diizeye ¢ikarmak, liretim maliyetini en aza indirmek, ugus yoriingesini
optimize etmek, giivenligi optimize etmek, isletilebilir u¢us rejimini genisletmek olabilir.
Invers problem: Modelleri kullanarak verimi artiran parametreleri bulmak olabilir.

e Reaktif akis simiilasyonlar1 (Birbiriyle reaksiyona giren sivi veya gaz akisi
modelleri) Optimizasyonun amaci kimyasal reaktor iiretimini en st diizeye
cikarmak, zararli yan triinleri en aza indirmek ya da verimi optimize etmek
olabilir. Invers problem: Dogrudan belirlenemeyen reaksiyon parametrelerini
tanimlamak olabilir.

e Elektromanyetik dalgalar
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e Kuantum mekanigi ve kuantum alan teorisi

e Biyomedikal goriintiileme ( Radyasyonun vucudda yayilmasi1 modellenir)

e Kimyasal maddelere maruz birakilan bakterilerin davranisi
Optimizasyon geligsmis bir alan olarak birgok ¢esit problemle basetmek i¢in birgcok
farkl1 yol iiretmistir. Bu metodlar1 bilim ve miihendislikteki gercek hayat problemlerine
uygulamak i¢in oldukga biiylik bir deneyim olugmustur.
KTDD ile yapilan modellemelerde notasyon:
*u: durum degiskeni(degiskenleri)
* q : kontrol degiskeni
* £ dis kuvvetler
KTDD ler genel olarak asagidaki formdadir:
Au=f+Bq veya A(qu =f
Burada A ve B genel bir dogrusal olmayan differansiyel operatordiir. Ornegin
Laplace denklemi kullanilirsa yukardaki yazilis asagidaki gibi olur:
—Au=f+q veya —V.qVu=f
Bu denklem tanim kiimesinin tiim noktalarini tutmalidir. Her noktada bir PDE'nin
tutulmasim gerektirmek yerine, tipik olarak zayif formda ortaya ¢ikar. Ornegin  —Au =

f+q yerine her bir v test fonksiyonu i¢in

Jo Vu@).Vo(x)dx = [ [f(x) +q(x)]v(x)dx denklemine ihtiyag duyariz.
Veya kisa yazilisla (Vu.Vv)q = (f + q,v)q

O zaman genel problem asagidaki yar1 dogrusal formlardan birine indirgenir:
1) Vv icin A(u,v)=(f,v)+B(q,Vv)
2) Vv icin A(q;u,Vv)=(f,v)

Amag(Bedel) fonksiyonu genel olarak asagidaki gibi dogrusal bir amag fonksiyonu
olur:

J@, ) = [, j@u@dx +2lq]2
Ya da asagidaki gibi quadratik bir amag¢ fonksiyonu formundadir:
J@wq) =3 [, [Iu(x) — z(0)]2dx + 5 llqll?

Ornegin Euler sivi dinamiginde q sekil parametrelerinin bir fonksiyonu olarak
kaldirma kuvvetinin hesaplanmasi

J(u) = faﬂ[r_i(x).a’]up(x)dx uy: basing, 7 : normal vektor
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Parametrelerin tahmini yolunu kullanirsak tahmini ve gergek Olciiler arasindaki

uygunsuzlugu minimize etme problemi karsimiza ¢ikar:
1 . .
J@@) =1 [l uC) - z()Pdx + Sllql? u s stk siddeti
Kural olarak KTDD lerin amag¢ fonksiyonlar1 olduk¢a basittir. Optimizasyon
problemi asagidaki gibi yazilir:
min J(u,q) oyle ki Vvicin A(q,u,v) = (f,v)
u.,q
Bazen q iizerindeki bagl sinirlamalar eklenir. O zaman fonksiyonlara (vektorlere

degil) dayal bir Lagrange denklemi
L(u,q,2) =]J(u,q) + A(q,u,2) — (f,2) olur.

Ve optimallik kosullar1 3 bagh kismi tiirevli diferansiyel denklem ile ifade edilir:
Ly(uw,q, D) = J,(w,)(v) + Ay(q,u,v) =0 Vv,
La(uw,q, ) (p) = Jo(w, )(p) + Ag(qu, 1) (p) =0  Vp,
Ly(u,q,v) = A(qu,v) —(f,v) =0 Vv,
Diger bir 6rnek olarak quadratik bir amag fonksiyonu ile optimal kontrol

1 a
min—f (u—z)zdx+—f q*dx oyleki—Au=f+q
u,q 2 Jg 2)q

O zaman Lagrange denklemi
L(u,q,1) = % Jo (w—2)?dx +% Jo @?dx+(Vu, V)~ (f +q,2)
olur.
Bu durumda optimallik kosullar1 asagidaki gibidir:
L,(u,q,)wv)=(u—2zv)+ (VAVY)=0 Vv,
Le(u,q, D(p) = a(q,p) —(A4p) =0 vp,
Ly(u,q,v) = (Vu,Vv) = (f+q,v) =0 Vv,

4.2.1.0ptimal Sistem Probleminin Coziimlenmesi
Optimallik kosullar1 KTDD lerin olusturdugu bir denklem sistemidir.
(u—2z)—va=0

aqg—1=0
—Vu—-(f+q) =0
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Yukaridaki basit dogrusal KTDD li sistem i¢in bile ¢oziilmesi gereken birgok
soru vardir:
e Lagrange ¢arpanlart mevcut mudur?
e Bu sistemin bir ¢6ziimii var midir?
e Eger varsa analitik olarak bulunmasi miimkiin miidiir?
e Eger yoksa bilgisayar yardimiyla yaklasik ¢éziimiinii bulmak miimkiin
olabilir mi?
¢ Bir yaklagik sistemin Lagrange carpanlari olabilir mi?
e Bir yaklagik sistemin Lagrange kararli bir ¢oziimii olabilir mi?

Dogrusal olmayan KTDD ile modellenen bir optimal kontrol probleminde ¢6ziimii
bulmak hig te kolay olmayacaktir. Eyer noktasi problemleri i¢in etkili dogrusal ¢oziiciiler
neredeyse bilinmediginden, en basit problemleri bile ¢6zmek, zorlayici bir arastirma
olarak kabul edilir. Kontrollerin kisitlarla belirlenmesi sistemin yapisini korumayi saglar.
Durum kisitlamalarinin dahil edilmesi de, farkl: teknikler gerektiren ve heniiz ¢oziiciileri

olmayan degisken bir esitsizligi ortaya ¢ikaracaktir.

4.2.2. Biyolojik Sistemlerde Optimal Kontrol

Biyolojik ve bioteknik sistemlerin kontrolii ¢aligmalar1 on yillar 6ncesine kadar
gitmektedir. 1965 yilinda Norbert Wiener'in sibernetik {izerine calismasina, 1929'da
Walter Cannon'un ¢alismalarina ve hatta Claude Bernard'in 1865 yilinda erken donem
caligmalarina kadar gidilebilir. Yine de, kontrol ve sistemlerin biyoloji alanindaki cihaz
ve uygulamalar iizerindeki etkisi, ancak son yillarda ortaya ¢ikmistir. Biyolojik kontrol
sistemleri bir alan olarak uzay, otomotiv, kimyasal siire¢ gibi alanlara gore oldukga
yenidir ve son gelismeler kardiovaskiiler sistemler ve endokronoloji iizerinde
yogunlagsmaktadir. (Doyle Francis J. Ve arkadaslar1 2015)

KTDD’lerle optimal kontroliin kullanildigt Biomedikal bilim ve miihendislik
uygulamalarindan belli basl olanlar1 sunlardir: Kromatografide dalga 6n ¢oziiniirliiligii
VEGTF anjiyogenezisi, termografik timor yerlesimi, kan-doku nakli, iki s1vi ve membran
kiitle transferi, suni karaciger destek sistemi, ¢apraz yayilim epidemiyolojisi, onkolitik
viroterapi, glioblastomalarda tiimor hiicre yogunlugu ve degisken gridler. Asagida bu

uygulamalardan bazi 6rnekler verilmistir.
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4.2.3. Biomekaniksel Sistemlerin Optimal Kontrolii

Giinlik yasamimizda yaptigimiz en basit hareketler, 6rnegin bir ¢antay1 yerden
alma, bir askiya elbise asma gibi hareketlerimizi farkinda olmadan yapar, daha 6nceden
deneyip belirledigimiz en optimal yoldan yerine getiririz. Kaslarin hareketi i¢cin beynimiz
daha dnceden belirledigimiz optimal modele uygun olarak sinyal génderir. Son 20 yilda
kas hareketlerinin dizisi ve hareket yoriingelerinin geometrik 6zellikleri vb. iizerine ¢cok
cesitli arastirmalar yapildi. Fakat beynin bilgi iletisini nasil ulastirdigi, motor hareketleri
nasil Uirettigi konusu hala sirlarla dolu bir problem olarak goriilmektedir.

Miihendislik penceresinden bakilinca biyolojik hareket sisteminin girdilerini
merkezi sinir sisteminin kontroliinden gelen motor komutlar1 olarak diisiintilebilir.
Ciktilarimi ise durum degiskenlerinin bir fonksiyonu olan duyusssal geri besleme
sinyalleri olarak diisliniilebilir. Bunun bir sonucu olarak motor fonksiyon teorileri
hareketlerin optimal yolla kontrol edildigi varsayimma dayanir. Bu fikri sayisal
modellere doniistiirmek, optimal kontrol teorisinin iyi anlasilmasii gerektirir. Bu tiir
optimallik modelleri, yalnizca bir¢ok deneysel olgunun dogru hesaplarini saglamakla
kalmaz, ayn1 zamanda bu alandaki temel sorular1 aydinlatir. Geleneksel vurgu, istenen
hareket yoriingelerinin optimizasyonu iizerinde yogunlasirken, son zamanlarda yapilan
caligmalar karmasik davranmis hedeflerini basarabilecek en iyi geribildirim kontrol
mekanizmalarina odaklanmistir. Bu yaklagim, sistemin neden her zaman oldugu gibi
davrandigin1 agiklamaya calismak ve cevrimici gozlenen davranisi iireten kontrol
yasalarini belirtmek i¢in zarif bir teorik ¢ergeve sunmaktadir.( Weiwei Li, 2006)

Hareketin kontroliinii anlamak sadece teorik bir ¢alisma degildir. Ornegin diinyada
felce muzdarip bir¢ok insan var, bunlar en basit normal kol hareketini bile yapamazlar.
Bu bireylere motor fonksiyonunun geri kazandirilmasi, yasam kalitelerini yiikseltmek
icin ¢cok Oonemlidir. Felgli kaslarin fonksiyonel elektrik stimiilasyonu veya ¢esitli robot
protezleri ile bu miimkiin olabilir. Implante edilebilir kas stimiilatdrleri gibi son
teknolojik gelismeler, motor fonksiyonunun restorasyonu i¢in biiylik bir gelecek vaad
etmektedir. Bu sofistike cihazlar, onlar1 kontrol etmek i¢in uygun yontemleri bulursak
yararli olacaktir. Bu nedenle, bu protez cihazlari i¢in optimal kontrol yontemleri bulmak

ve bu yontemleri modelleyip ¢6zmek son derece dnemlidir.
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4.2.4. Biyolojik Hareket Sistemlerinin Ozellikleri

Biyomekanik sistemlerin, kontrol teorisinde yaygin olarak incelenen sentetik
sistemlerden farkli olan birgok 6zelligi vardir. Bu farkli 6zellikleri anlamak; karmasik
davraniglar1 gergeklestirebilmek, dogal hareketi kontrol etmek ve kontrol mimarilerini
tasarlamak i¢in ¢ok onemlidir.

Cok yiiksek boyutluluk: Biomekaniksel sistemlerin goéze c¢arpan en farkh
ozelliklerinden biri durum alanmin olagan dis1 fazla boyutlu olmasidir. Ornegin ikinci
derece bir sistem olan 2- linkli, 6-kasli kol modelini diisiinelim. Burada durum alan1 2
eklem agis1 ve 2 eklem hiz1 igerir. Oysa gercekci bir durum tanimlanirsa bu 6 kas
aktivasyonu igermelidir, ¢iinkii kaslar sinirsel aktivitenin algak gegiren filtreleri gibi,
ithmal edilemez zaman sabitiyle hareket ederler. Komple bir model kol i¢in benzer bir
sayi(el harig¢), 20 dinamik durum ve 50 kas durumu {iretir.

Belirsizlikler ve Giiriiltiller: Giiriiltii, biyolojik sensorimotor asamalarin
modellenmesinde ¢ok 6nemli bir kavramdir. 1954 yilina gelindiginde, Fitts (P. M. Fitts.
1954.), hizli hedeflenen hareketlerin néromotor kanallarda rastgele giiriiltiiye maruz
kalma ihtimalini gosterdi: Motor hatalarinin degiskenligi hareketin biiyiikligi ile artt1.
Bu sonug sadece giiriiltiiniin etkilerini matematiksel bilgi teorisi agisindan yorumlamakti
ve rasgele hareket degiskenliginden sorumlu mekanizmalar hakkinda ayrintili niceliksel
bir bilgi igermiyordu. Biyolojik hareketlerin belirgin degiskenligi, duyusal motor sistemin
cogunlukla dahili bozukluklarin varliginda g¢alistigin1 gosterir. Giirtiltii hem duyusal
bilgide hem de motor komutlarinda vardir. Ornegin, Duyusal girdideki giiriiltii cismin
algilandig1 konumda belirsizlik ile sonuclanacaktir. Motor komutlarindaki giirtiltii, kasin
urettigi gercek giiciin belirsizligini tarif eder ve bu da hareketin hatali ve degisken
olmasina yol agar.

Motor komutlarindaki giiriiltii sinyallere baglidir. — standart sapma motor kumanda
sinyalinin ( kontrol sinyali) biiytlikliigii ile dogrusal olarak ylikselmektedir. Bu cok 6nemli
varsayim Fitt Kanunlarindan yakalanan gozlemle tutarhidir ve ampirik bulguyla
desteklenmektedir.

Biyolojik sistemlerin optimal kontroliinde giiriiltii olgusu dikkate alinmalidir,

clinkli uygun bir sekilde secilecek kontrol sinyali giiriiltiiyli ger¢ekten azaltacaktir. Son

37



zamanlarda bu model biyolojik hareketleri inceleyen c¢alismalarda genis olarak

kullaniliyor.
4.2.5.Hareket Kontroliinde Optimumluk Prensipleri ve Performans Kriterleri

Yaptigimiz en basit bir hareket bile ¢ok yiiksek diizeyde bilgi isleme igerir. Elimizi
hareket ettirdigimizde miimkiin olan binlerce yol ve hiz segenegi i¢inden bir tercih
yapariz ve bu tercihi bir yoriinge olarak ifade ederken eklem ve kas kombinasyonlari
arasindan da en uygun olani segeriz. Biomekanik alandaki bu gereksiz ¢okluk motor
sistemin kontroliiniin ne denli iyi tasarlanmasi gerektigini bize anlatmaktadir. Motor
alanindaki kontrolde optimumluk ilkeleri, gézlemlenen olaylarin dogru aciklamalarin
saglamakla kalmaz, ayn1 zamanda 6ncelige hak kazanirlar. Bunun nedeni, sensorimotor
sistemin, davranig performansini siirekli gelistiren optimizasyon iglemlerinin iiriini
olmasidir. (yani evrim, gelisme, 6grenme, adaptasyon). Bu nedenle, optimallik ilkeleri
sistemin neden oldugu gibi davrandigini agiklamaya ¢alismak ve gozlemlenen davranisi
tireten kontrol yasalarini belirtmek i¢in uygun bir cerceve saglar. Optimal kontrol
probleminin ¢oziilmesinde kontrol edilen sistemin performansini degerlendirmek igin
0zel bir fonksiyon secilmelidir. Bu fonksiyon hareketin kinematik ilkelerine ve agisal
hizlarin, ivmelerin ve yiiksek mertebeden tiirevlerin pozisyonlarinin dahil oldugu
degiskenlere baghdir. Coziimde hedef bu fonksiyonun degerini en aza indirgemektir.

X(t) ve y(t) kartezyen sistemde bir t zamaninda kolun pozisyonunu gostersin.

Minimum yapilacak fonksiyon

J= fOT (( %)2 + (%)2) dt seklinde kurulur.

Burada T sembolii hareketin siirdii§ii zaman1 gosterir. Hareketin baslama ve
bitisinde hizin ve ivmenin “0 * oldugu kabul edilirse optimal yoriinge asagidaki gibi ifade

edilir:

| =
N——
K

+
(o)}
/N
“ap
N——
(%)}

—/

x(t) = xg + (xr —x0)( 10 (%)3 —15 (T
y(©) = yo+ O —¥0)(10(5) = 15(8) +6(2))

Bu yazilista (x,,y, ) noktasi t = 0 da baslangi¢ noktast, t =T de (xy,yr ) bitis

noktasidir. Bu denklemlerden optimal yoriingenin bir dogru oldugu, ¢an egrisi seklinde
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bir hizlanma profili icerdigi tahmin edilebilir. Bu modellemede x(t) ve y(t) sadece kolun
baslama ve bitis pozisyonlarina ve T zamanina bagli oldugu i¢in optimal yoriinge sadece
hareketin dinamigi ile belirlenir ve hareketi iireten kas iskelet sisteminin dinamiginden
bagimsizdir. Dogrusal olmayan optimal kontrol problemleri Bellman Optimallik prensibi
ve Pontryagin Maksimun Preensibini temel alir. Bellman Optimallik Prensibi ile
modellenen bir problemde global ¢6zlim elde edilir ancak HIB denklemi bir kismi tiirevli
differansiyel denklemdir ve ancak diisiik boyutlu sistemlerde ¢oziilebilir.

Belmann Optimallik Prensibine gore deger fonksiyonu:

T

V(x(T), T) = ®(x(T),T) + fT L(x(t), u(t), t)dt

Deger fonksiyonu bize sistemin t zamaninda, x(T) durumunda baglamasiyla ve
belirli bir kontrol kuraliyla hareketin sonuna kadar kontrol edilmesiyle ne kadar bedelin
toplanacagini anlatmaktadir.

Hamiltonian denklemimi H ‘y1 asagidaki gibi tanimlayarak

av-
H = Lx(0),u(®), ) + —— (x(O) F(x(0),u(e),0)
Optimallik sart1 asagidaki gibi olusturulur:
av* . v .
S (x(®) = —min 3 (x(0),u(®), 5 (#()) ,t) ), HIB denklemidir.

V:(x(T),T) = ®x(T),T)

Bellman’in optimallik prensibi x(t) nin tiim miimkiin durumlarinda V(t, x(t)) ve
u*(t) yi ifade eder. Bu nedenle global bir optimal kontrolii hesaplayan bir metottur.
Biyolojik hareketlerin optimal kontrol i¢in modellenmesi dogal siirece dayali bir
baslangi¢ noktasi saglasa da, bu yapilar mevcut bi¢imleriyle modellenmede ciddi bir
sinirlamaya sahiptir. Ciinkii gergekte biyomekanik sistemler biiyiik agirlilikla dogrusal
degildir, bozukluklar kontrol bagimhdir, kas aktivasyonlar1 negatif degildir ve

performans kriterleri nadiren ikinci dereceden kuadratik denklem 6zelligine sahiptir.
4.2.6.Mekansal-Dinamik Siireclerin Optimal Kontrolii

Dinamik ya da zamana bagli mekansal(uzaysal) siiregler giiniimiizde cografik bilgi
sistemlerinde Onemli siiregler olmaktadir. Mekansal siireglere 6rnek olarak Newman’in

2002 de yaptig1 hastaliklarin yayilmasi hakkindaki ¢alismay1, Brockmann, Hufnagel ve
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arkadaglarinin 2006 da yaptig1 insanlarin seyahatleri ilizerine olan g¢alismayr ya da
Seppelt’in 2005 te yaptig1 epidemik olmayan tiirlerin gocleri hakkindaki ¢alismay1
gosterebiliriz. Genellikle kismi tiirevli denklemlerle modellenen bu dinamik siiregler
olgularia gore dalga benzeri, difiizyon benzeri ve denge denklemleri olarak kabaca ii¢
siifa ayirabiliriz.

Hagere istilalar1 yOnetimi lzerine yapilan calismalar genellikle hagerelerin
mekansal 6zelliklerini diisiinmeden hasere miicadelesi ile hasere sayisin1 kontrol etmek
lizerine yogunlagmaktadir. (Pannell, 1990) Fakat biyolojik istilalarin en 6nemli 6zelligi,
zaman ve mekan i¢inde yayilim gostermeleridir. Genellikle bir bolgeye bir veya birkag
haserenin varmasiyla olusum baslar. Istilac1 niifus hizla {ireme ile artar. Buna ek olarak,
niifus, dagilma yoluyla alana yayilabilir, boylece isgalcilerin baslangigtaki niifusu bir
stire sonra kolonilestirdikleri alandan uzaktaki yerleri etkileyebilir. Biyolojik istilalar bu
nedenle basit dinamik siirecler yerine mekansal-dinamik siiregler olarak diistiniilmelidir.

Mevcut analitik c¢alismalar genellikle istilalarin mekansal 6zelliklerinden
uzaklagmis olsa da, istilaya karsi optimum yonetiminin maliyetlere, hasarlara, iskonto
oranina, biiylime ve yayilma dinamiklerine ve hatta isgalin biiyiikliigline nasil bir sekilde
bagli olduguna iligskin 6nemli bilgiler saglamigtir. Bu bulgularin ¢ogu, istila yayiliminin
mekansal olarak Ortiik modelleri kullanilarak tiiretilmistir; bu, ne zaman ve ne kadar
kontrol edilecegi hakkinda sonuglar vermektedir ( Olson ve Roy, 2002). Cok az
calismada haserelerin mekansal karekteristikleri diigiiniilmiistiir, bu nedenle optimal
kontroliin nerede olacagi hakkinda fazla bilgi yoktur. Diger bir deyisle mekansal
ozelliklerin optimal kontrol se¢eneklerindeki etkisi hakkinda ¢alismalar yetersizdir.

Hasere istilalarinin mekansal yonden yonetilmesi i¢in mekansal olarak agik bir
istila yayilma modeline ihtiya¢ vardir. Genel form olarak mekansal bir yayilma siireci
stirekli bir zaman ve uzay tizerinde bir kismi tiirevli denklemle gosterilebilir. Bir sistemin
optimizasyonu KTDD ile yapildiginda problemin ¢6ziimii olduk¢a zordur. Optimal
olarak kontrol edilen kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemlerinin 6zellikleri lizerine
ekonomi, matematik ve en uygun sekle sokma teorisinde sinirlt bir literatiir vardir.

Yakin zamanlarda mekansal-dinamik sistemlerin genel 06zelliklerini analitik
yaklasimlar kullanarak ortaya ¢ikarmak i¢in yapilmis birkac¢ caligma vardir. En geneli
Brock ve Xepapadeas'in KTDD'ler tarafindan yonetilen bir sistemin optimal kontrolii i¢in

gelistirilmis Pontryagin kosullarin1 tiirettigi calismasidir.(2004, 2008) Brock ve
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Xepapadeas, yontemlerini yogunluga bagli bliylime ve rastgele yerel dagilim altinda balik
hasat1 probleminin optimal ¢6ziimiine uyguladilar. Onlar sistemin kararli durumuna,
Ozellikle de “Acaba kararlt durum alan iizerinde diizgiin dagilimli m1? Yoksa homojen
olmayan Ozellik mi gosteriyor?” sorusuna yogunlastilar. Onlar sistemin mekansal
pargasini sadelestirmek, alanin boyutlulugunu en aza diisiirmek ve daha karmasik sinir
kosullarindan kaginmak i¢in alani bir boyutlu bir daire varsaydilar.

Benzer bir ¢alismada, Sanchirico ve Wilen (1999, 2005, 2007) siirekli bir zaman ve
ayrik uzayda yenilenebilir bir kaynak sistemini modellediler. Boylelikle genel KTDD
sistemini adi diferansiyel denklem sistemine doniismesini saglamis oldular. Sanchirico
ve Wilen (2005) biyokiitle ve hasadin denge konfigiirasyonunun maliyet, fiyat ve indirim
parametrelerine ve yamalar arasindaki baglantilar1 belirleyen dagitma sistemine nasil
bagli oldugunu gostermek igin sisteme optimal kontrol yontemleri uyguladilar.
Sanchirico ve arkadaslar1 (2010) sayisal metotlar kullanarak dengeye yaklagsma yolunu
¢ozmek i¢in optimal metapopiilasyon hasadi modellemesini tamamladilar. Costello ve
Polasky (2008), balik¢ilik sistemini, zaman ve mekanda ayrik olarak karakterize ederler
ve bu da onlara dinamik programlamayi metapopulasyon balik¢ilik sisteminin denge
ozelliklerinin analitik olarak karakterize edilmesinde kullanma imkani1 verir.

Siirekli Mekansal Siirecler: Mekansal-dinamik problemlerin 6zellikleri difiizyon veya
dispersiyon siirecleri, sinir sartlari, uzaysal geometri icermeleridir. Gergek biyofiziksel
stiregler, niteliksel olarak farkli ¢esitte dagilim veya difiizyon siiregleri sergiler (Bhat,
M.G. ve Huffaker, R.G., 2007). En basit difiizyon siireci bir populasyonun( hiicre,
bakteri, balik, bocek, hasere vb.) mekanda rastgele yayildiginin farz edilmesi ile baslar.
Mekanin (uzayin) bir dogru iizerinde bir boyutlu gosterimini diisiinelim. Bir birim
populasyonun N(X, t) bu dogru tizerinde saga ya da sola yayilma olasiligin1 da esit
varsayalim. Bu durumda boyle bir tesadiifi diflizyon stireci asagidaki KTDD ile

gosterilebilir:
ON 0 . ON 92N
-2l =Dz (3.1)

Bu yazilista zaman t ile, mekan x ile gosterilir. D, difiizyon sabitidir. Bu denklem
Fick’in iinlii Diflizyon Kanunu’nu tanimlayan kismi tiirevli diferansiyel denklemidir. Bu
denklem bir noktada parcaciklarin (bireylerin) konsantrasyonunun akiginin,
konsantrasyonun gradyam ile orantili olacak sekilde bir siire¢ iiretecektir. Simdi bu
denklemin tirettigi sekilde bir siire¢ icinde olan bir populasyonumuzun var oldugunu,

baslangigta(orijinde) No birim yayilma oldugunu varsayalim. Bu durumda herhangibir t
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zamaninda ve baglangigtan(orijinden) x uzakligindaki konsantrasyon asagidaki

denklemle ifade edilir:

No

2
N(x,t) = 5= exp{—} (3.2)

(3.2) denklemi aslinda (3.1) denklemi i¢in kapali form ¢6ziimdiir. (3.2) denklemi
populasyonun mekan iizerinde yayildigi bir siire¢i tanimlar. Burada birim populasyon
birimlerinin yiiksek yogunluklu yerlerden diisiik yogunluklu yerlere yayilmasi orani
difiizyon katsayis1 D’ ye baglidir. (Bhat, Huffaker ve Lenhart, 1993)

KTDD’li (1) denklemi ile tanimlanan diflizyon siireci ve onun (2) ile gosterilen
¢Oziimii temel olarak en basit mekansal dinamik siire¢ i¢in yazilmistir. Genellestirme
yapmak i¢in boyut iki yapilarak diizlem iizerinde bir difiizyon veya 3 boyuta gegilerek
kiiresel bir yiizeyde diflizyon tanimlanirsa denklem sistemlerine ihtiya¢ duyulacaktir.

Yenilenebilir kaynak popiilasyonlarini tanimlamak i¢in 6zellikle 6nemli olan diger
bir dogal genelleme, difiizyon siirecinin birlestirilmesini icerir. (her noktada meydana
gelen bir biiyiime siirecinin bir seyin uzayda bir diferansiyel denklem tanimiyla nasil
yayildigim1 tanimlar). Bu ¢ok bilinen denklem Fisher (Fisher, R.A. 1937) reaksiyon-
difiizyon denklemi asagidaki gibidir:

ON 02N
E =D ﬁ + rN(l-N) (33)

Bu yazilista r gerg¢ek biliylime oranidir. Bu mekansal —dinamik denklem tesadiifi
difiizyona maruz kalmig bir populasyonu ve mekanin(uzaym) her bir noktasinda
yogunluga bagli biiylimeyi tanimlar.

Simirlar ve Mekansal Geometri: Mekansal-dinamik siiregin diger bir 6nemli bileseni
mekanin geometrisi ve sinirlaridir. Karasal tiirler i¢in bir sinir kosulunun en basit ve dogal
durumlarindan biri bir adanin ¢evresidir. Modelleyiciler genellikle sinirlar1 gradyanlar
tiiriinden absorbe edici, yansitici veya melez karekterde tanimlarlar. Absorbe edici sinirlar
durum degiskeninin smirda sifir oldugunu ima eder. Bu varsayim, bir zamanlar bir kita
kenarina ya da bir adanin siirina itilen pasif dagilimh tiirler i¢in uygundur. Yansitici
sinirlar, yayilan parcaciklari uzaya (kapali bir akifer) geri dondiiriir ve sifir aki sinirlari,
bir parcacigi ortogonal veya baska bir agida sinirda tasvir eder. Sonug olarak mekansal
geometri ortamin homojen olup olmadigina; darbogazlar, kenarlar, diisman yamalar ve

heterojen tiretkenlik gibi mekansal karakter icerip icermedigi konularint 6nemser.
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Siirekli Mekansal Dinamik Siirecli Bioekonomik Modeller: Kaynak ekonomistleri,
dinamik optimizasyon teorisinin adi diferansiyel denklemlerle modellenen, stoklarinin
dinamiklerini ifade eden geleneksel kaynak kullanim problem uygulamalarini sik¢a
kullanirlar. Mekansal —dinamik siirecler ile tarif edilmis bir sistemin optimizasyonu
geleneksel problemlerden farkli yapidadir. Fisher reaksiyon difiizyon denklemi ile bir
boyutlu bir dogru lizerinde yenilenebilir bir kaynak tanimlandigini diisiinelim. Boyle
olunca populasyon her noktadaki hasat orani ile belirlenen bir sekilde mekan ve zaman
tizerinde evrimlesir. E(x, t) gayretine, q (X, t) avlanabilirlik katsayisina ve biokiitleye

bagli olacagini varsayalim.

Z=D ‘327’2” + 7N, )(1 = N(x, 1) — q(x, OE(x, N (%, 1)

Simdi de, bu kaynagin yasamini siirdiirebilecegi uygun mekani [x1, Xy ] tiirlinden

bazi siirlarla tanimladigimizi varsayalim.

oN %N 02N ..
=Dzt rN(1-N)—qEN=D =T 9g{E, N} kosulu altinda optimizasyon

problemi asagidaki gibi yazilacaktir:

7413 exp(=pt) (BIE, N]}dtdx

Burada amag, KTDD durum denklemine, uzamsal sinir kosullarina ve bir dizi
baslangi¢ kosuluna tabi olan bazi i¢biikey fayda fonksiyonunu maximuma g¢ikarmaktir.
Brock ve Xepapadeas bu problemin ¢dziimiinii karekterize ettiler. Onemli bir sonug
sudur: Altta yatan sistem siirekli bir mekansal-dinamik sistem oldugu zaman, optimize
edilmis Hamiltoniyen'in temel durum ve es durum denklemleri, hem zaman hem de
uzayda kismi diferansiyel denklemler (KTDD'ler) olarak ifade edilen difiizyon
denklemleridir.

Brock ve Xepapadeas, KTDD sisteminin her iki KTDD 'in negatif ve pozitif
isaretlerle ortaya ¢ikan ortak bir difiizyon katsayisina sahip olmasi anlaminda “kendine
es” oldugunu buldu. Kararli durumda, bu 6zellik belirtir ki, biyokiitle degiskenin belirli
bir mekan pargasi lizerinde akis iirettigi alanlarda ( difiizyon yiiksek biyokiitleden diigiik
biyokiitle alanlarina akarken) karsilik gelen es durum degiskenleri zit yonde akim
olusturur(6rn. distik golge degerleri yiiksek golge degerlerine). Bu, mekansal olmayan
sistemlerin bir ozelligini yansitir, yani diisiik biyokiitle seviyeleri yiiksek golge

degerlerine isaret eder, fakat ayn1 zamanda biyokiitlenin baska bir birimdeki golge
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degerinin, uzayda biyokiitlenin nerede bulunduguna bagli olarak degisebilecegini
gosterir. (Sanchirico, J.N., Wilen, 2005.)

Ayrik Mekansal Dinamik Modeller: Alandaki popiilasyonlar1 modellemede, ekologlar
ve popiilasyon biyologlar1 genellikle en az ii¢ nedenden otiirli mekanda ayrik olan
formiilasyonlar1 kullanirlar. Birincisi, popiilasyonlar genellikle allta yatan habitatlar,
akimlar ve diger biyofiziksel kosullardaki mekéansal heterojenligi yansitarak ayrik
yamalar halinde dagilirlar. Ikincisi, popiilasyonlar uzayda siirekli olarak dagitilsa bile,
¢dziim araglarinin ayrik degil siirekli olmak iizere gelistirilebilmesi olas1 degildir. Ugiincii
olarak KTDD leri ¢6zmek i¢in matematiksel meydan okumalar neredeyse her zaman

3

aragtirmacilar1 “yeterince ince agli diizensiz ¢evre” yardimiyla siirekli uzaysal tanim
kiimesine yaklagmaya gotiirmektedir. (Levin, S.A. 1976 )
Stirekli Fisher reaksiyon diflizyon denklemine (3) bir ayrik yaklasim asagidaki

sekilde ifade edilir:
dn;

Nj Q;
i = (1= ) + 2L, i = 4 B0

Kj

Burada mekansal(uzaysal) tanim kiimesi (x) j=1,2,3,...,Q2 seklinde ayrik
pargalara(yamalara) boliintir ve dagilis siireci, toplamadaki terimlerle degistirilir.
(Sanchirico, J. N. 2005 ). Dagilis katsayilar1 djk biokiitlenin bir yamadan digerine hareket
etme oranini gosterir.
4.2.7. Konserve Besinlerin Optimal Sterilizasyonu

Hijyenik problemleri 6nlemek i¢in konserve besinler bir termal isleme tabii tutulur.
Burada amag sicakligi bir zaman i¢in bir diizeyde tutup patojenik mikroorganizmalari
Oldiirmektir. Sicakligin asir1 olmasi besin degerinin diismesine ve kalite 6zalliklerinin
bozulmasina sebep olurken fazladan bir enerji bedeli de ortaya ¢ikar. Istenen kalitede
konserve elde etmek icin sterilize etme asamasinda sicakligin optimal diizeyini dogru
belirlemek ¢ok onemlidir. Su anki uygulamalarda genellikle belli bir sicaklikta belli bir
sirede buhar kullanilmakta ve ardindan sogutma islemi su ile yapilmaktadir. Bu
uygulama optimal olarak goériilmedigi i¢in bilim insanlar1 optimal kontrol metodlar1 ile
bu probleme ¢6ziim yolu iiretmistir. Konserve besinleri sterilize etme probleminin
optimal ¢6ziimii i¢in ortaya konulan diisiince su sekildedir:

Sterilizasyon islemi sonrasinda kutu iginde istenen diizeyde mikroorganizma
azalttmim1 miimkiin kilan zaman t ile gosterilsin. Bu esnada odadaki optimal buhar

sicakligr v(t) ile gosterilsin. Amacimiz enerji tiiketimini minimum diizeyde tutmak ve
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besin degerini maximum yapmaktir. Konserve kutularinin degisken bir buhar sicakligina
maruz kaldigini farz edebiliriz. Bu bizim (0, T) aralifinda sistem kontroliimiiz olarak
almabilir. Kutu igine 1s1 transferinin sadece iletim yoluyla olabilecegini diisiinebiliriz.
Bir konserve kutusunun 3 boyutlu bir cisim oldugunu diisiinerek tanim kiimesini Gama
ile, sinirlar1 da ters L ile gosterelim. Is1 transferi asagidaki baslangig-sinir deger problemi
olarak ifade edilebilir:
o = Ox(0,T) iizerinde p(8)c(8) 2> — V. (k(6)VO) = 0,
Y. =Tx(0,T) lizerinde, k(H)% = a(v— 0),
Qicinde 06(x,0) = 6,(x),
Burada :
e 0 :sicakhigl
e p :yogunlugu
o c:sicaklik kapasitesini
e k: termal iletkenligini
e « : konserve kutusunun tenekesine bagli olarak olcililecek sicaklik transfer
katsay1s1
e v : mukabele sicaklig
e n: harici birim normal vektor
e 0, : baslangig sicaklig
p, ¢, k ve a parametreleri gercek sicakliga baglidir. Fakat bir ilk yaklagim olarak
simdilik bu parametreleri sabit olarak diisiinelim. Sterilizasyon ihtiyacin1 matematiksel
bir yol ile gostermek i¢in mikrobun ilaca direnciyle ilgili bir¢ok parametrenin ve bu
parametrelerin sicakliga bagliliginin bilinmesini gerektirir. Mikroorganizmalarin yok
edilmesi birinci derece bir siire¢ olarak farz edilir ¢linkii dldiiriicti diizeydeki sicakliga
maruz kalan yasayan hiicrelerden yok olanlarin sayist zamana baglh olarak {istel bir

sekilde azalacaktir. Bu gercegi ifade eden atematiksel denklem :

d .
d—i = —Kc burada c(x, t) x noktasinda ve t zamaninda yasayan organizma

konsantrasyonunu gosterir. Parametre K sicakligin bir fonksiyonudur.

K =K, exp(—%

(5 — =-)) seklinde ifade edilir.

Burada , K;: K’nin 6, gibi bir referans noktasindaki degeri
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E : aktivasyon enerjisi
R : evrensel gaz sabitidir.

Amag ya da Bedel fonksiyonu
T
J(v) = vaTdb(v)dt -/, e~ Jo 60Xt gy
Bu yazilista ® ve G siirekli tiiretilebilir reel fonksiyonlar oldugunu farz ediyoruz.

Ayrica @ nin konveks ve G nin de pozitif o/masini da farz ediyoruz. v parametresi negatif

olmayan bir reel say1 olarak J amag fonksiyonunda iki terimin goreceli agirligini temsil
etmektedir. Sterilazyon probleminde fOT ®(v)dt integrali ise enerji bedelini ifade

etmektedir.
4.3.Cevrebilimde Optimal Kontrol
4.3.1.Atik Sularin Optimal Yonetimi

Sinirlart T olan bir Q tanim kiimesinin s1g bir su ile doldugunu, kirletici atik sularin
Ne ile gosterilen acik bosaltimlardan geldigini ve bunlarin her birinin bir dagitma
sistemiyle eslestigini varsayalim. Ayrica tanim kiimesi i¢inde Ai (1 =1, 2, 3, ..., Ny)
seklinde birgok korunmus alanlarin oldugunu ( deniz kiiltiirii gibi), bu korunmus alanlarda
suyun kalitesinin garantilenmesinin gerekli oldugunu, kirlilik diizeyinin verilen bir
maximum diizeyden diisiik olmas1 gerektigini de varsayiyoruz.

Deniz kirliligini kontrol etmek i¢in su kalitesini ve suyun denizde dogal yasamu
idame durumunu gosteren ( oksijen, sicaklik, Ph gibi) bazi parametreler kullanilir.
Bakteriler oksijeni organik maddeleri ¢6ziimlemede kullanir. Bu islem, bu gérevi yapmak
igin oksijen ihtiyact olarak adlandirilan Biyolojik Oksijen Ihtiyaci (BOI) olarak
ol¢iilebilir. Kirlilik seviyesi ¢ok yiiksek degilse, bu ihtiya¢ Cozlinmiis Oksijen (CO) ile
karsilanabilir. Ancak, organik maddeler maksimum bir degerin 6tesine gecerse ayrismak
icin CO’nun yeterli olamaz ve bu ekosistemde onemli modifikasyonlara (anaerobik
siirecler) yol acar. Bu nedenle her bir korunmus alan Ai, i= 1,2,3,...,N; i¢in
BOI nin bir o, esik degeri gecilmemeli ve CO nun minimum diizey &, garanti
edilmelidir. Bu kimyasal ya da biyolojik usulle atik sularin denize bosaltilmasindan 6nce
yapilmali ve kontrol edilmelidir. Her bir tesisteki temizleme bedelinin gelen atik sudaki

BOI diizeyine ve diger teknolojilere bagl oldugu farz edilir. O zaman, belirli bir tesis i¢in
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maliyet, aritmadan sonra BOI ‘nin azalan bir fonksiyonudur. Ciinkii daha diisiik bir BOI
seviyesi elde edilince daha yogun bir temizleme ve dolayisiyla daha yiiksek bir maliyet
olacaktir. Mutlak temizlemenin miimkiin olmadigin1 ve minimum bir sabit maliyetin
(herhangi bir islem gerekmediginde bile) bulundugunu akilda tutarak , j-inci aritma

tesisinin maliyet fonksiyonu, fj, Sekil 3.3'te gosterilene benzer bir sekil alir.

Bedel: f;

BOI seviyesi

Rosaltilan

Sekil3.3.Aritma Tesisi Maliyet Fonksiyonu

O zaman problem sudur: Her tesiste ve her defasinda, aritma sonrasi toplam
temizleme maliyetini en aza indirgeyerek, korunan alanlardaki su kalitesi i¢in yukarida
belirtilen kisitlara uyarak, aritmalardan sonra tahliyelerin BOI seviyesini belirlemektir.
Matematiksel pencereden bakarsak bu parabolik formda bir kismi tiirevli diferansiyel
denklem igeren, noktasal durum kisitlamalar1 ve noktasal kontrol i¢eren optimal kontrol
problemidir.

Acik bosaltimlarinj=1, 2, 3, ..., Ne olmak iizere Pje () noktalarina yerlestirildigini
ve, j= 1, ..., Ne olmak iizere mjile t zamaninda Pjnoktasindan bosaltilan BOI orani
gosterilsin. Streter-Phelps modelin dagitilmis parametre versiyonuna gore tanim
kiimesindeki BOI ve CO gelisimi bir kismi tiirevli denklem sistemi ile aciklanabilir,
yoneltilebilir. Sirasiyla bir x noktasindaki ve bir t zamanindaki BOI ve CO yogunluklari

p1 (x,t) ve p,(x, t) ile gosterilsin O zaman bunlar asagidaki sinir deger probleminin

¢Oziimudiirler:
Ng
. . op1 | _, 1
QX(0,T)ktmesi icinde T +uVp, — f1Ap, = —Kip1 + EZ m;6(x — P;)
j=1
d
I'’X(0, T)kumesi lizerinde % =0

Qicinde p;(x,0) =0
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9:
at

0
I'X(0, T)ktmesi Uzerinde % =0

Qiginde p,(x,0) = pao(x)

Burada h(x, t) siv1 tabakasinin yiiksekligi, ve u (x,t) sivi tabakasinin ortalama

1
OX (0, T)kimesi icinde + Uu'Vp, — BAp, = —Kipy + EKZ (ds — p3)

yatay hizidir. §(x — P;) ifadesi Pj noktasinda Dirac 6lgiisiinii gostermekte, 1 > 0 ve B2
>() parametreleri dagilim ve tiirbiilans etkilerini iceren yatay difiizyon katsayilaridir. K1>0
kinetik katsayisi, parametre K2 > 0 deniz yiizeyi boyunca bir oksijen transfer katsayisidir
ve ds, oksijen doyma yogunlugudur.

j=1,2,..., N; tane korunmus alan oldugunu farz edelim. Buralarda BOI icin
maksimum bir diizey ve CO i¢gin minimum bir diizey tutturulmak zorundadir. Fjile j-inci
tesisteki aritma maliyetini gosterelim. O zaman tiim temizleme sisteminin [0, T] zaman

araliginda toplam maliyet fonksiyonu, (bedel ya da amag da denir.) asagidaki gibidir:
T
Jm) = B [ (my(©)) at
Temizleme sisteminin optimal ydnetimi proplemi BOI degerlerinin [0, T] zaman

araliginda bulunmasi, amag¢ fonksiyonunun durum kisitlar1 altinda minimize

edilmesinden olusur.
4.3.2.Giiriiltiiniin Aktif Kontrolii

Giirtilti kirliligi, giliriltii azaltimi ¢evresel bir sorun olarak giin gectikge daha fazla
onem kazanmaktadir. Ozellikle diisiik frekanslarda olusan giiriiltiiniin azaltilmasi igin
aktif kontrol caligmalar1 son yillarda hizli dijital sinyal iireticilerinin devreye girmesiyle
ilgi toplayan bir konudur. Giiriiltiiniin aktif kontrolii dalgalarin tahrip edici sekilde
kullanilmasi prensibine dayanir: istenmeyen bir giiriiltiiyli iptal etmek i¢in ikincil bir
kaynak tarafindan bir kars1 basing olusturulur. Onemli bir azaltma elde etmek icin, bu
kaynak biiyiik bir hassasiyetle iptal edilecek giirtiltiiniin tersine esit bir genlik tiretmelidir.
Bu tekniklerin uygulamalari, ugaklarda veya otomobillerde giiriiltiiyii azaltmak igin
basartyla kullanilmaktadir.

Dagitilmis sistemlerin optimal kontrol teorisi ¢ercevesinde giiriiltiiniin aktif olarak

kontrol edilmesi probleminin modellenmesi ve ¢dziilmesi 6rneginin ¢oziimiini yapalim.
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Sadelikten dolayi iptal edilecek giiriiltiiniin sadece tek bir frekansa sahip oldugunu kabul
edelim, fakat ayn1 zamanda genis bant giiriiltiisiinii veya periyodik olmayan giiriiltiiyii de
kontrol edebilelim. iki problem ardisik olarak dikkate almr. Ilk adimda, karmasik
genlikler kontrol olarak alinir ve amag, alandaki belirli noktalardaki basinci en aza
indirmektir. ikinci adimda, hoparlorlerin yerleri ayn1 amag ifonksiyonuna gére optimize
edilir. Mikrofon yerlerinin global giiriiltiiyii engellemek i¢in uygun segilmesi kismini

incelememize dahil etmiyoruz.
4.3.3.Matematiksel Model

Sinirli bir tanim kiimesi Qp € R™ (n =2 6 3 ) olsun. Akustik dalgalarin yayilimi

asagidaki bilinen denklemle ifade edilir:

.. 1 9*p(xt)
Qp icinde ke Ap(x,t) = f(x,t)
Burada p, basinci; ¢ ses hizini; f ise kaynagi gosteren terimdir. Problemizde f,
giiriiltiiniin ikincil kaynag1 olan hoparlorler, yani kontroldiir. Ayrica problemde birincil

giiriiltii kaynagi sinirin Iy ile gosterilen bir parcasinda etkin olmaktadir.

op(xt)
on - g(x’ t)

[y € 0QF Uzerinde

Burada n; sinira normal distan birim vektordiir. Bunun anlami Ty tizerinde normal
yer degistirmelerin zorlanmasidir. Bu pratikte dis ¢eperin titresimlerine karsilik gelir.
Hem g hem f'nin harmonik kaynaklar oldugunu varsayarsak:

g(x,t) = Re(G(x)e ™ | f(x,t) = Re(F(x)e ™t

Burada F ve G fonksiyonlar1 komplex fonksiyonlardir ve kompleks genlikler olarak
adlandirilirlar. Aslinda onlarin argiimanlar faz acgilar1 olarak adlandirilirken, modiilleri
fiziksel genliklerdir. Model dogrusal oldugu i¢in ¢oziimleri de ayn1 frekansla harmoniktir:

p(x,t) = Re(P(x)e ™t
Bu durumda akustik dalga denklemi basincin kompleks genligi tarafindan saglanan

asagidaki Helmholtz problemini {iretir:
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( Wh 2

—AP — (?) P=F, 0Qr icinde
oP  iwp o
{ - Z(w) [y € 0Qf Uzerinde
ap L
57, = G [y € 0Q lizerinde

Burada p s1vi yogunlugudur ve Z(w) € C duvar empedansidir.

a(w) .

Z(w) = Bw) +— =i

[, tlizerinde siir kosulu, viskoelastik malzemelerin muhafaza duvarlarindaki
emilim davranigint modellemeye imkani1 verir. Bunlar giiriiltiiyii azaltmak i¢in kullanilan
pasif sistemlerdir. S (w) ve a(w) viskoz ve elastik yanitar ile ilgilidir. Her ikisi de ag1sal
frekans w’nin pozitif fonksiyonlardir. Bizim problemimizde F(x), Na Dirac delta
dlgiilerinin {x¢, ...,x,‘\l,a} verilen noktalarinda, {u, , ...,uNa} kompleks genlikleri ile

belirlenen dogrusal kombinasyonlaridir:
u; € C olmak tizere, F(x)= Zlivz“l u;6xl(x),

Bu, yiiksek sesli hoparlorleri akustik monopoller olarak kabul eder. Giiriiltiiniin
aktif kontroliinii optimal bir kontrol problemi olarak belirtmek i¢in kaynak terim F(x) 1
tanimlayan asagidaki seg¢imleri yapariz:

e Sistem durumu : Qp Uzerinde P(x) basincidir.

e Kontrol degiskeni u : Hoarlorlerin kompleks genliklerinin vektorudir.

u=(uy, .., uy,) €Ca,

Kabul edilebilir kontroller U,; € CNe bir konvex kapali kiimedir ;

e Durumu kontrol eden sistem modeli Helmholtz problemidir.

e Bir z gozlemi Qp igindeki verilen {xf, ...,x,f,s} noktalarina yerlestirilen Ns
mikrofonlarindaki basing degerlerinin kiimesidir. Biz onu asagidaki gozlem
operatorii ile iligkilendiriyoruz:

z=CP(x) = (P(x{), .., P(xy,) )€ CNs
Basinct x; noktalarinda degerlendirmek hoparlérlerin konumlarindan

farkli olduklari siirece mantiklidir. Helmholtz probleminin tek bir ¢6ziimii vardar.
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e Minimize edilecek bedel (amag ) fonksiyonu gozlemlere ve belkide kontroliin

kendisine baghdir:
1 1
Jw) = o(P),w) = SllzlI2 +Zllull? = S %24 1P x)I1* +
NI
Burada v > 0 olmak tizere agirlik faktoriidiir. O zaman optimal kontrol problemi

Uop olarak bulunur, dyle ki agagidaki minimizasyon denkleminin her hangi bir ¢6ziimiidiir:

J(Uop) = _inf J(w)
u€lUaqa

4.4. Halk Saghginda Optimal Kontrol

Difuzyona uygun uzay-zaman dagilimli modeller salgin hastaliklari arastirmak igin
kullanilmaktadir. Murray ve arkadaslar1 (1985) ilk kez, kismi diferansiyel denklemleri,
tilki popiilasyonlarindaki kuduzun mekénsal yayilimini incelemek icin kullanmislardir.
Evans ve Pritchard bu modeli itlaf ve karantinada baslangi¢ kosullarinin kontroliine
uygulayarak enfekte popiilasyonu istenen bir profile getirdiler. Murray'in ¢aligsmalarinin
diger genisletilmis uyarlamalar1 ¢evresel ve habitat heterojenligi alaninda olmustur. Bu
modellerde enfeksiyona duyarli niifus(populasyon) (S) , enfekte niifus (I) ve iyilesen
niifus (R) ile gosterildigi i¢in sonradan bu modele S-I1-R denilmistir. 1981 de Webb ( G.
F. Webb,1981) asagidaki dogrusal olmayan KTDD sistemini verilen baslangi¢ kosullari
ile akis sinir degerleri olmaksizin analiz etmistir:

Si(x,t) = Sy (x, t) —aS(x, t)I(x,t) t>0,-L<x<L

I:(x,t) = Ly (x, t) —aS(x, t)I(x,t) — Al(x,t)

R:(x,t) = R, (x,t) + Al(x,t)

S(+L,t) =L(+L,t)= R,(+L,t) t>0,

S(x,0) =58,(x), I(x,0) =1Iy(x), R(x,0) = Ry(x) —L<x<L

Burada enfeksiyon orani a ve kaldirma oran1 a pozitif sabitler olarak verilir ve ilk
popiilasyonlar So(x), lo(X);, Ro(X) negatif olmayan ve [-L , L] iizerinde siirekli oldugu
kabul edilir. Webb yukaridaki sistem igin bir ten ¢6ziim oldugunu gostermistir. t > 0 ve
t sonsuza giderken S(x,t) nin x i¢in S, ( Bir pozitif sabit fonksiyon) a diizgiin yakinsak
oldugunu ve I(x, t) nin x i¢in I,( [—L,L] araliginda 0 a esit ) a diizgiin yakinsak

oldugunu gosterdi. Bu nedenle t sonsuza giderken enfeksiyonun ona duyarl hastalar i¢in
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degil asla hastalikla temas1 olmayanlar i¢in ortadan kalkar. 1987'de Fitzgibbon ve Morgan
bu modeli keyfi boyutta sinirli alanlar igin genislettiler ve Webb'inkine benzer asimptotik
sonuglar1 kanitladilar. 2002 de M. Bendahmane ve arkadaslar1 dogrusal olmayan KTDD’
li reaksiyon-difiizyon denklem sisteminin en az bir zay1f ¢dziimiiniin varhigini L* tiirii veri
ve akis sinir kosulu olmaksizin ispatladi.

RL Miller Neilan Agustos 2009 da doktora tezinde optimal kontrol teorisine
Webb’in katkilariyla giren, Fitzgibbon, Morgan vve arkadaslarinin gelistirdigi bu modeli
kuduz hastaligina enfekte olan bir populasyon i¢in uyguladi. Enfekte olmus bu niifusu en
aza indirmek icin kontrol stratejileri tasarladi, diger bir amag¢ maliyeti en aza indirmek
olarak belirtildi. Tezinde belirttigi bu modelde konveksiyon-difiizyon hareketi terimleri
ile akig sinir sartlar1 olmaksizin tiglii parabolik kismi diferansiyel denklem sistemini
kullanarak hem zaman hem de uzaydaki hastaligin yayilmasini tanimlamaktadir. Asinin
etkileri modelde bir kontrol degiskeni olarak alinmistir. Durum degiskenleri duyarli,
enfekte ve immiin bireylerin sayisini takip etmektedir. Bir amag fonksiyonu tasarlanmis,
asinin optimal stratejisi ile kontroliin karakterizasyonu i¢in ayrintili analizler veren bu
calismada model ve optimal kontrol sonuglari, raccoonlar arasindaki kuduzun
yayilmasina, oral as1 yemlerinin zamanlamasini ve yerlestirilmesini belirleyen kontrol
fonksiyonu ile uygulanmaktadir. Sonuglar, hem diizenli hem de diizensiz kuduz yayilimi
modelleri i¢cin maliyet-etkin as1 dagitim stratejilerini gostermektedir. Calismada hem
homojen hem de heterojen mekansal alanlarda optimal agilama rejimini aragtirmak ve
hangi uzakliktaki rakun yerdegismelerinin optimal stratejileri etkileyebilecegini
belirlemek hedeflenmistir. S-1-R modelini agsagidaki gibi uygulamistir:

S, I, R verilen bir nokta ve bir zamandaki duyarli, enfekte olmus veya bagisik
populasyon siniflarini gostersin. R" kiimesinde bir agik ve sinirli alt kiime Q olsun.

Q =QX(0, T) kiimesini belirli bir T > 0 zamani i¢in diizenleyelim. V(x, t) kontrolii
verildiginde, ona eslik eden durum degiskenleri (S, I, R) = (S, I, R)(v) asagidaki sistemi
saglar:

(x,t) €Qigin L1S =Db(S + R) - u1S —pSI- avs,
LoI= BSI - pel
L3R =-uiR + avs
Burada Lk operatorleri k =1, 2,3 igin
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Lyu = — = Z}szl(ag‘juxi)xj + Y (bfu)x; Seklinde tamimlanir. Baslangig
kosullar ve akissizlik sinirlar1 asagidaki sekilde verilir:

00X(0,T) lizerinde = =0, Z=0, =0

Burada sadece S ve R nin dogum verdigi kabul edildi. b parametresi dogum orani,
n1 dogal 6liim orani ve p» ise hastaliktan yiikselen 6liim oranidir. Yatay siklik terimi BIS
duyarlilarin enfeksiyon oranini gosterir. Basit kitlesel eylem yasasinin kitlesel eylem
katsayisi ile uygulandig1r varsayiliyor. Kontrol fonksiyonu v, duyarli popiilasyonun
asilama oranini temsil eder. Duyarli populasyonun etkili bir sekilde asilanma oraninin,
toplam duyarl1 popiilasyon biiyiikliigii ile orantili oldugu varsayilmaktadir. Orant1 sabiti,

a> 0 i¢in av olarak alinir. Sinir sartlar1 Popiilasyonun siir boyunca yayilmadigini ima
eder. 0Q iizerinde distan normal vektor 7 ile gosterilir.

O zaman v bilesenleri v; = Z}’zl(ai in j) olan distan konormal vektordiir.

Makul kontroller sinifi baz1 pozitif vmax sabitleri i¢in

U= el (@|v:Q = [0, Vmax])

olarak tanimlanir. Bir epidemik patlamayi T uzunlugundaki bir zaman araliginda
kontrol edebilmek i¢in en iyi strateji enfekte olan insan sayisini ve asilama bedelini bu
zaman aralig1 i¢in minimize etmek olabilir. Biiylik bir duyarl niifusun stirdiiriilmesi de

onemli olabilir. Bu nedenle, amag¢ fonksiyonu minimum yapilir:
Jw) = [, (Al = BS + C(v))dxdt

Burada A, B sabit agirliklar ve C(.) diistik yar1 siirekli konveks bir fonksiyondur ve

as1 maliyetini gosterir.
4.5. Tipta Optimal Kontrol

Kanser, hiicrelerin kontrolsiiz boliinmesi ve cogalmasi ile ortaya ¢ikan ve genetik
ve ¢evresel kosullarin etkisi altinda olan kompleks bir hastaliktir. Bilinen 100°den fazla
kanser tiirii olmasina ve belli tipteki kanserler i¢in olabildigince standart yaklasimlar
gelistirilmesine ragmen kanser ayni zamanda kisisel bir hastaliktir. Diinya tizerindeki
higbir insanin DNA’s1 birbirine benzemedigi i¢in kisilerin benzer tedavilere farkli

cevaplar vermesi sasirtict olmayan bir gergektir. Teknolojinin ilerlemesi ile birlikte
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giiniimiizde var olan tedavilere ek olarak yeni tedavi yontemleri gelistirilmektedir.
Standart olarak kabul edilen kemoterapi, radyoterapi ve cerrahi yontemlere ek olarak
asilar, biyolojik, hormonal, hedeflenmis ve gen terapiler giderek artan sayida
kullanilmaya baslanmistir. (Baykara O. 2016)

Medikal arastirmalarin geligsmesi ile tipta tedavi siireglerinin modelleme ¢aligsmalari
hizla artmaktadir. Miimkiin olan en hassas modeli arayip, optimal ¢oziim bulma
problemleri matematiksel diisiincenin bu alanda uygulamalarimi devreye almistir.
Matematiksel modellemenin karmasik sistemleri ¢oztimleme Ustiinliigli, deneysel ya da
diger maksatlarla biiyiik bedeller gerektirmemesi tipta da tercih edilmesinin en dnemli
nedenleri arasinda gelmektedir.

Her ne kadar adi diferansiyel denklemlerle yapilan modeller kullanigh olsa da bu
denklemlerin uzaysal diisiincede yetersiz kalmasi en 6nemli sakinca olarak ortaya
cikmaktadir. Ornegin kemoterapide can kaybina hastalardaki toplam tiimor sayis1 degil,
baslangigtaki tiimorlerin dokulara saldirmast ve vucudun en uzak yerlerine yayilmasi
(metastaz)ve ikincil tiimdrler kurmasi sebep olmaktadir. Kanser hastalarinda can kaybinin
ana sebebi metastaz kiitleler olmaktadir. Kanser istilas1 ve metastaz yayilma iki énemli
ve 0zl itibariyle mekansal-uzaysal siireclerdir ve kismi tlirevli diferansiyel denklemlerle
tasarlanabilen modellere ihtiya¢ duyulmaktadir.

Bu tiir modellerde bir n popiilasyonu; bir, iki veya li¢ boyutlu uzayda mekansal
konumlarda sirasiyla (x), (X, y) veya (X, y, z) olarak gosterilir ve siklikla bir yogunluk
veya bu pozisyonda maksimum mevcut hacim orani olarak tarif edilir, % 0 -% 100 veya
0-1 arasinda dlgeklenir. (Heiko Enderling, Mark A.J. Chaplain, 2014) n degiskeni sadece
zamandaki degisimlere bagh degil, ayrica mekansal boyuttaki varyasyonlara da baglhdir.
Bu nedenle n” ye bagli denklem onun bagimsiz degiskenlerinin kismi tiirevlerini de igerir.
Dokulara istila kanserin biiylimesi ve yayilmasinda anahtar kavramdir ve basarili bir
metastaz tanisi i¢in ¢ok dnemlidir. Bu istila siireci ii¢ bilesenlidir: kanser hiicreleri gesitli
matriks bozunmasi yapan enzimlerini salgilarlar (MDEs); (MDEs) ler ¢evredeki dokulari
veya hiicre dig1 matrisleri(ECM) tahrip eder; kanser hiicreleri, hizli tireme ve go¢ yoluyla

cevre dokuya aktif olarak yayilir.
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4.5.1. Kanser istilasinin Matematiksel Modellenmesi

Bilim diinyasinda kanser istilasini ilk modelleyen bilim insanlarinin Gatenby ve
Gawlinski oldugu kabul edilmektedir (Gatenby RA, Gawlinski ET. 1996, ). Bu modelde
agirt H iyonlarinin lokal dokuyu bozdugu, kanser hiicrelerinin bu alana yayilmasina ve
cogalmasina izin verdigi temel alinmistir. Kanser hiicrelerinin uzay-zaman gelisimini
modelleyen kismi tiirevli denklem sistemi asagidaki gibi olusturuldu:

o CB5E8EEEEEY LS5
5= V(Del-v)Ve + pet-c)

om e
r V’m + 8(c - m)

w Io&i% bU‘éUme o
E: v(l-v) — ymv
Burada D sabit difiizyon katsayisi, p: kanser hiicresi ¢ogalma orani, & : H'
iyonlari iiretimi orani (bozulma oranina esitt olarak ta alinabilir) ve y hiicre dig1 matriks
bozulma oranidir. Yukaridaki denklemlerden goriilecegi iizere kanser hiicreleri hizla
cogalir ve dogrusal olmayan bir diflizyona ugrarlar (normal doku yogunluguna bagl
olarak- normal dokunun yiiksek yogunlugu disiikk difiizyon, normal dokunun diisiik
yogunlugu yiiksek diflizyon verir) ve normal dokuyu dagitan ve bozan H+ iyonlarinm
salgilarlar. H* iyonlari da dogrusal bir bozulmaya ugrarlar ve normal doku tekrar
sagligina kavusmak adina kanser hiicresinin yoklugundan faydalanarak lojistik bir
biiyiime yapar. Gateby ve Gawlinski’ nin modelinde basitlik i¢in H* iiretimi ve
bozulmasinin ayni oranda oldugu farz edilmistir. yukarida bahsedilen kismi diferansiyel
denklem sistemlerinin hesaplamali simiilasyonu ve matematiksel analizi (dalga teorisi)
kombinasyonuyla, Gatenby ve Gawlinski, normal ve kanserli doku arasindaki ara
yiizeyde bir alt hiicresel boslugun varligin1 6ngérmiistiir.
Sonraki KTDD modelleri bu fikri gelistirdi ve ¢ kanser hiicreleri ile m bozucu
enzimler ve v dokusu arasindaki etkilesimi haptotaksis siirecinin kanser hiicresi go¢ilinde
onemli bir rol oynadigi reaksiyon-difiizyon-taksis modellerini kullanarak arastirdi.

Perumpanani ve arkadaslari(1996) bu calismay: ilk yapanlar oldular. Hesaplamali
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simiilasyonlar ve dalga yayilma analizinin bir araya getirilmesiyle bir kez daha, kanser
hiicrelerinin dokuya girme hizinin ve derinliginin tahminleri yapildi. Haptotaksisin rolii
Ozellikle Anderson ve arkadaslarinin (2000) yaptig1 calismada ele alind1 ve bu ¢alismada
2 boyutlu bir modelleme ilk kez kullanild1 ve dokunun etkisi (ekstraselliiler matriks) agik
bir sekilde arastirildi. Bu modelde sistemi belirten KTDD’ler asagidaki sekilde
verilmistir:

oc 878 eres
e D.V’c—yV(cVV)

om df}@n rim GE}me

=V’m + ac — fm

Ortaya konulan bu modele sadece istilada kanserli hiicre gog¢iiniin roliine
odaklanmak i¢in hiicre ¢ogalmasi dahil edilmemistir. Chaplain ve arkadaslari(2001),
Chaplain ve Lolas (2005), Frieboes ve arkadaglari( 2006), Gerisch and Chaplain(2008)
ve Andasari ve arkadaglari( 2010) diger siireklilik yaklagimlari ile farkli KTDD li

metodlar tizerine ¢alismalar sunan bilim insanlar1 arasindadir.
4.5.2. Tiimér Biiyiimesi I¢in Ayrik Modeller

Anderson ve arkadaglar1 kanser istilasin1 2 boyutlu olarak siirekli bir modelle
acikladiklar1 calismasinda KTDD’li modelden bir ayrik model de tiiretmislerdir. Bu
modelin hesaplamali similasyonlar1 bireysel kanser hiicrelerinin cerrah tarafindan
“algilanabilir” olan kanserli dokunun “gériiniir bir smnirmmin” otesine gecebilecegi
gozlemini kesfetti. Bu muhtemelen tesadiifi olaylar konusunu ve istila modellerinde
olasilig1 aragtiran ilk makaleydi.Sekil 8 den goriildiigl lizere ayrik modelin tesadiifi
dogas1 yiiziinden bireysel kanser hiicreleri matematiksel olarak dokuyu tahmin edilenden
daha biiyiik bir derinlikte delme yetenegine sahipler. Diger ayrik istila modelleri ¢esitli
farkli teknikler kullanilarak gelistirildi. Bunlardan bazilar1 Potts, hiicresel otomat ve ajan
bazli, hibrid siirekli- ayrik yaklasimlar ve bireysel, giic —tabanli modeller olarak

sayilabilir.Ayrik modellerin siirekli modellere olan {istiin tarafi ayrik modellerin her bir

56



hiicre diizeyinde problemi diistinmeleri olarak sdylenebilir. Ayrik modelleri kullanarak
mutasyon gibi onemli olaylarin yaninda farkli fenotipik 6zellikler de dikkate alinir. Ayrik
modellerin ¢ok oOlcekli modellerin dogmasina sebep oldugu sdylenmektedir. Hibrit
stirekli-ayrik modeller de, son 15 yilda, kat1 timor biiyliimesi ve gelisiminde ¢ok 6nemli
baska bir olay olan anjiyojenez’in modellenmesi igin gelistirilmistir. Anderson ve
Chaplain'in (2008) yeni ufuklar acan makalesi, endotelyal hiicrelerin uzay-zaman

etkilesimlerini tanimlayan bir KTDD sistemini diisiindiiler:

tesagufi ilerleme

6 Mg g 6 5TUS

‘Z_rt' = D,V’n -V.(x(a)nVa)-V.(pnVv)
B A Y
ot !
Emis
oa
— =nna

Burada n: endotel hiicreleri, v: hiicredigt matris , a: timor anjiojenik faktdr (TAF)
ile gosterildi.

Endotelyal hiicreler kemotaksis yoluyla yonlendirilmis goclin yam1 sira TAF
gradyanlarina (6rn. VEGF) ve haptotaxise yanit olarak rastgele bir ilerleme yaparlar. Bu
tir ayrik modeller artik kilcal damarlar igindeki kan akiginin etkilerini igerecek sekilde
gelistirilmistir. Literatiirde, timor kaynakli anjiyogenez ve vaskiiler timor biiylimesinin
cesitli yonlerine odaklanan bir¢ok tamamlayict model bulunmaktadir. Ayrica bu ayrik
anjiyogenez modelleri, kan damarlarinin gelisiminin énemli rol oynadig1 6rnegin yara
lyilesmesi ve retinal gelisim gibi, diger sistemleri modellemek i¢in uyarlanmis ve

gelistirilmistir(Watson MG, McDougall SR, Chaplain MAJ ve arkadaslar1. 2012).
4.5.3. Kanser Kemoterapisi icin Optimal Kontrol

Kanser Kemoterapisi i¢in yapilan medikal tedavide optimal kontrol siireci su
sorularla belirlenir:

e NeKadar? ( Doz ne kadar olacak?)

e Ne Siklikta? ( Zamanlama nasil olacak?)
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e Hangi Sirada? (Siralama nasil belirlenecek?)

Optimal kontrol probleminin temel sorusu da su sekilde ifade edilebilir: Doz ve
uygulama takvimini modiile ederek kemoterapinin anti-tiimor, anti-anjiyojenik ve
proimmun etkilerini nasil optimize edebiliriz?

Kanserli hiicrelerin tedavi siirecinde kullanilan ilaglar sitotoksik ve sitostatik ilaglar

olarak simiflandirilir.

Kemoterapotik Ajanlar

Sitotolsilk ilaclar Sitostatik ilaclar

immu.n

i . sistem
Immune tedavi ‘

Ferrribn Antiangiojemk

' tedavl

Sekil 3.4. Kanser Kemoterapi Siireci

Odaciklar(Compartments): Hiicre dongiisiiniin fazlarmin demetleri veya kemoterapik
olarak duyarl: hiicrelerin farkl: tiplerinin olusturdugu demet ya da kiimelerin bulundugu
odaciklar.
Durumlar: N = (N, ..., Nn) {lgili odaciktaki ortalama kanserli hiicre sayisin1 gdsterir.
Kontroller: u = (uy,...,ur) Farkli ilaglarin ila¢ doz oranlarini/konsantrasyonlarini/
etkilerini gosterir.
Dinamikler: Odaciklardaki ortalama kanserli hiicre degisimlerini tanimlar

Kanser kemoterapi tedavileri i¢in matematiksel modelleme ¢abalar1 uzun bir
gecmise sahiptir. Seksenlerden sonra artan ¢abalar kapsamli arastirmalar1 da beraberinde
getirmistir. Kanser kemoterapisi i¢in yeni modelleme cabalarinda hiicreye 06zgii

yontemler benimsenmis ve hiicre donglisii kontrol nesnesi olarak ele alinmigtir. ( A.
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Swierniak 1995) Her hiicre, hiicre dogumundan hiicre boliinmesine kadar bir dizi fazdan
gecer. Baglangi¢ noktasi biiylime fazidir (G1 ). Bundan sonra hiicre DNA sentezinin
oldugu bir S fazina girer. Daha sonra hiicrenin mitoz veya boliinmenin oldugu M fazi i¢in
hazirlandig1 ikinci bir bilyiime faz1 olan G gergeklesir. Iki yavru hiicrenin her biri ya G1
fazina yeniden girebilir ya da bir siireligine G1'e yeniden girinceye kadar ayr1 bir faz Go
icinde duragan kalabilir, bdylece tiim silireci yeniden baslatabilir. Bu ayrimlar ¢ok
onemlidir ¢iinkii ilaglarin ¢ogu hastaligin belirli bir fazinda etkin olmaktadir. Modellenen
ilag tipine ve matematiksel modellerde detay derecesine bagli olarak hiicre dongilisiiniin
fazlar1 kiimeler halinde birlestirilir. Cogu zaman G2 ve M, bu fazlar arasindaki sinirlarin
olusturulmasi zor oldugundan ve Ornegin Paklitaksel (Taxol) gibi bir¢cok Oldiiriicii
maddenin esasen boliinme sirasinda hiicreleri etkiledigi ve dolayisiyla G2 / M'ye 6zgii
oldugu i¢in bir kompartimanda birlestirilir. Bu, hiicre duvart mitoz M'de ¢ok ince ve
gozenekli hale geldiginden ve boylece hiicrenin bir istilaya karsi daha savunmasiz hale
gelmesinden dolay1 biyolojik olarak anlamlidir. Ac¢ikga ila¢ tedavisi hiicre dongiistinii
birgok farkli yolla etkilemektedir, ancak burada sadece en temel yon dikkate alinir: hiicre
oldiirme.

Ledzewicz ve Schattler (2004) i¢ginde farmokinetik ve farmodinamik modellerin de
oldugu basit bir kanser terapi modeli i¢in optimal kontrol analizi yaptiklar1 calismasinda
bu modelin geometrik 6zelliklerinin optimal kontroliin tiiri lizerinde dogrudan etkisi
oldugunu gosterdiler. Onlar belirli bir G2/M tiirii 6ldiiriicii ilag ile kanser kemoterapisinin
matematiksel modelini tasarladilar. Kurduklari model olasiliksaldir. Sistemde durum bir
odaciktaki ortalama kanser hiicresi sayisi, kontrol degiskeni ise ilacin etkisi- dozudur.
[lacin aktif bileseni sitostatik bir maddedir ki o hem kanser hiicrelerini hem de ona benzer
saglikli hiicreleri oldiirebilir. Tedavinin tibbi amaci belli bir tedavi periyodu sonunda
ilacin 6ldiirdiigli kanser hiicresi sayisin1 maximize ederken toksisiteyi normal doku i¢in
kabul edilebilir diizeyde tutmaktir. Bu model daha 6nce Swierniak (1995) tarafindan
onerildi ve analiz edildi. Bu modelde ama¢ fonksiyonu asagidaki gibi verilmistir

(Swierniak, Ledzewicz, Schittler 2003 ):

T
Jw) =rN(T) + f gN(T) + fu(t)dt - min
0

Burada ri ve i negatif olmayan sayilar, £ bir pozitif sabit olmak iizere r =

(ry,7my ) ve q = (qq1, q2) satir vektorleridir. Bir tedavi siirecinin amaci toksisiteyi normal
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doku i¢in kabul edilebilir seviyede tutarak kanseri 6ldiirmek ya da daha fazla yayilmasini
engelleyip minimumda tutmaktir. rN(T) degeri belirli bir [0, T] periyodunda uygulanan
tedavi sonrasinda ortalama olarak toplam kanserli hiicre sayisin1 gdstermektedir. Integral
altina eklenen gN (T) degeri tedavideki ortalama kanser hiicre sayisidir. Bu terim kanser
hiicrelerinin sayisinin ara donemlerde kabul edilemez derecede yiiksek seviyelere
ctkmasini onlemek i¢in tasarlanmistir. Mutlak bir iist sinir gerektirmekten ziyade, bu
“yumusak” kisit, kanser hiicrelerini dolayli olarak en aza indirir. Tedavinin toksisite yan
etkisi son terimle dolayli olarak modellenmistir. Ayrica u ilag dozajin1 toksisitenin 6l¢iisii
olarak daha uygun goriilmistiir ¢linkii ilacin yan etkileri kopyalanacaktir ve hiicre
Oliimleri tiirtinden 6l¢iilmesi miimkiin olmayacaktir.

Maximum prensibi optimallik i¢in gerek kosulu verir. Hamilton denklemi:

m
H = gN + 1AN + z(fj + AB;N)u;
j=1
Es denkleme A gibi 6yle bir ¢oziim vardir ki,

0H

optimal kontrol Hamilton denklemini minimize eder.
Gegis fonksiyonu ®;(t) = ¢; + A(t)B;N(t) olmak iizere;

Bu sartlar altinda optimal kontrolii veren u;(t) fonksiyonunu asagidaki gibi

buldular:
0 d;(t) >0
ui (t) = ? ®;(t) =0
Umax ®;(t) <0

Optimal kontrol i¢in adaylar arasindan se¢im yapilir

4.5.4. Bang-Bang Kontrolii

Umax

: : T
NN 2 202 2= 1

v

Sekil 3.5. Bang Bang Kontrol Siireci
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Bang- bang kontrolii: Maximum doz ile yapilan tedavi protokoliinde, maximum

doz ile terapi uygulanir ve arada doz kesilerek tedavi tekrar uygulanir.
4.5.5. Singular(Tekil) Kontrol

Bir agik aralik iizerinde u; (t) fonksiyonunun singular olmasi @;(¢t) = 0 igin gerek
ve yeter sart1 belirler. Tiirevler de sifir olacagi i¢in bu bir kontrolii belirleyebilir. Bu tiir

kontrollere singular( tekil) denir.

_____________________________________

»
»

Sekil 3.6. Singular Kontrol Siireci

Singular (Tekil kontrol): Degisen diisik dozlarda siirekli verilen ilag ile tedavi
uygulanir.

Ozel durumda ®(T) = £ > 0 oldugunda, optimal kontroller u(t) = 0 olan bir
aralikla sonlanir. (Sezgisel olarak, farmakokinetik bir modelin eklenmesi, kontroliin
etkinliginde bir gecikme yaratir ve bundan dolayi, higbir yarar1 olmamakla birlikte, yine
de olumsuz yan etkiler oldugu i¢in, tedavinin sonuna kadar ilaglarin uygulanmasi optimal
degildir.) Optimal kontrol gecis fonksiyonunun analiz edilmesi ve tiim bu kontrol adaylar1
arasindan sentezlenerek elde edilir. Ornegin kemoterapik olarak duyarli hiicrelerden
olusan homojen tiimoérlar varsa bang bang kontrol optimal ¢6ziimdiir. Yani yiiksek dozda
ilag ve ara verilerek tedavi optimal ¢6ziimii gosterir. Diger yandan ila¢ duyarlilig farkli
farkli olan tiimorlere sahip olan hastalarda ilag direngleri artan hiicre sayisi yiikselirse
singular(Tekil) kontrol optimal ¢6ztimdiir. Yani diisiik dozlarda siirekli bir tedavi yontemi
optimal ¢6ziim olacaktir. Eger ilag direnci ¢ok gii¢lii (baskin) hale gelirse, kemoterapi

sadece kacinilmaz olani sonu geciktirebilir.
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Timoér anti-anjiyogenez: Bu (Hahnfeldt, Panigrahy, Folkman, Hlatky, Cancer

Research, 1999) calismay1 gelistirip asagidaki modeli ortaya koydular:

p = —¢pln (S) p: tuimor hacmi

q= bp— (,u + dpg ) q —yuq q: tasima kapasitesi
u: anti — anjiyojenik doz orant
&: timor biiylime parametresi  y:anti — anjiyojenik engel parametresi
b: endojendz uyarict (dogum) b: endojenoz engelleyici (dogum)
u:dogal 6lum p,q : mm3 tiriinden hacim
Optimal kontrol problemi asagidaki modelle kurulur: Herhangi bir T sonlu zamani
icin p(T) ‘yi tiim
u:[0,T]—>[0u,,]

fonksiyonlar1 tizerinde minimize edelim. u fonksiyonlari

foTu(t)dt < A denklemini
)y = — p .
p=—pin(t)  p0)=po ve

q= bp— (,u + dp§ ) q —vyuq q(0) = q, sartlar1 altinda saglasin.

Eger u~ fonksiyonu bir I agik araliginda singular bir ¢6zliim ise gli¢lendirilmis
Legendre-Clebsch sartlar1 saglanir.

Elde edilen sonuglar su sekilde yorumlanmistir: Optimal kontroliin yapist
parametrelere gore oldukea giicliidiir. Genis bir timor hacimi i¢in diisiik diizeyde dozlar
daha iyi sonuglar verir. Yiiksek dozlarda uygulamalar yerine verilen bir dozdaki
engelleyicileri uzatilmig bir zaman araliginda uygulamak optimum yoldur. Tiimor hacmi
ile tasima kapasitesi arasinda maximum tiimor azaltiminit miimkiin kilan bir optimal iliski
vardir ve bu kemoterapi ve radyoterapi kombinasyonu altinda korunur. Kemoterapi ile
kombinasyon asagidaki sistemle ifade edilir: ( d’Onofrio ve H. Maurer 2009, MBE 2011)
p(T) fonksiyonu

p=—pin(2)—opv, p(0) =p,

2
q= bp—(u+dp3)q—vuq—nqv, q(0) = qo
Anjiojenik engelleyiciler:

T
0 S u S umax )] fo u(t)dt S ymax
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Sitotoksik ajanlar veya diger 6ldiiriicii terim:
0<v<Vnax fOT v(t)dt < Zpax
(Jain ve arkadaslari, 2006) Bir T parametresine bagli 1-boyutlu minimizasyon
problemi olarak Optimal protokolii asagidaki gibi ifade ettiler:
e Baslangigta kemoterapi hi¢ verilmez. v = 0, ve optimal anjiojenik terapi yanliz
basina uygulanir.( Tam doz : Tekil kontrol)
e Belirlenen bir T zamaninda kemoterapi baslatilir, v = vmax , tiim ilaglar bir sezonda
verilir.
Coziimiin optimal olmasi i¢in deger fonksiyonunun Hamilton-Jacobi-Bellman
denklemini(HJB) saglamasi gerekir.
Bir aralikta sinirli,  Olgiilebilir u: [0,T] - U € R™ fonksiyonlarmin kabul

edilebilir kontrolleri
Jw) = ftz L(s,x(s),u(s))ds + ¢(T,x(T)) fonksiyonunu minimize ederler.

Eger deger fonksiyonu ( t, x) noktasinda tiiretilebilir ise o zaman asagidaki birinci

derece kismi tiirevli diferansiyel denklemi saglar:

ov t Y t t L(t =0
E(.x)+rgl1€151(a(,x)f(,x,u)+ (t,x,u) =

HIJB denkleminin ¢6ziimii (V, u) ikilisidir. V tiiretilebilir fonksiyon ve u kontrol
fonksiyonu minimum probleminin ¢oziimiidiir. Birinci derece kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimiinde genellikle tercih edilen yol denklemi adi diferansiyel
denklemler tiirinden ifade edip ¢ozmektir. HIB denklemi bir optimizasyon problemi
ifade eden birinci derece diferansiyel denklemdir. Sonug olarak diisiik boyutlu, minimal
parametreli modeller ile tam bir optimal ¢6zim miimkiin olmaktadir. Optimal ¢oziimler
bilgisi medikal bir bakis agis1 saglar. Bolgesel sentez ¢abalariyla ve optimallik ispatlariyla

baglantili ilgin¢ matematiksel problemlere ilgi yiikselmektedir.
4.5.6. Ultrasound Tedavide Optimal Kontrol

Kanserli hiicrelere uygulanan ultrasound tedavide sicaklik seviyesi yiikseltilerek

kanserli dokular1 yok etmek amagctir. Ultrasound dalgalar1 hiicrelere nakledilirken vucud
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bir enerji dalgasi da absorbe eder ve bu 1siya doniisiir. Bu tedavide ¢ok genis bir alana
yayilan kanserli hiicrelerin tedavisinin bugiinkii tekniklerle uzun siirmesi handikap olarak
belirmektedir. Ultrasound tedavide optimal kontrol problemi kanserli hiicreleri yok
ederken saglikli hiicrelere zarar vermeyecek ylikseklikte sicaklik iireterek, en fazla sayida
hiicre i¢in en az zaman harcamak olarak ifade edilebilir. Tedavi siirecinde saglikli
hiicrelerde goriilen kizarikliklar istenmeyen zararlara yol acabilir. Tedavi planlanmasinda
tedavi alanin1 ve dokulardaki sicakligi hesaplayan matematiksel modeller ¢ogunlukla
yaklasik hesaplamalar igermektedir. Ayrica akustik ve termal parametrelerin ¢ogu
dokudan dokuya, hastadan hastaya degisim gostermektedir.

Dalga Alan1 Modeli: Helmholtz Denklemi: Duragan ve homojen olmayan bir ortamda

dogrusal dalga nakli ve dagilimi asagidaki dalga denklemi ile ifade edilir:

V. (%VP) —p—;%fz 0

Burada P akustik basing, p yogunluk, ¢ ise ses hizidir. Ultrasound tedavide enerji
aktarimi1 yapan sistem belirli bir frekansta ¢alisir, bu nedenle P basincini zaman harmonigi
oldugu zamanda diisiinmek dogaldir. Zaman harmonik durumda, r uzaysal (mekansal)
degiskeni r = 1(x, y, z) ve agisal frekans w olmak iizere P(r, t) = p(r)e" dir.

Basincin mekan baglantili par¢ast Helmholtz denkleminin homojen olmayan bir

absorbe edici ortamda ¢ozliimiidiir:
1 k?
A=VP)——p=
v (pv ) “p=0

Burada yutucu bir ortamda dalga numarasi k = 2nf/c +ia dir. f; alanin frekansi ve
a ; absorbe katsayisidir. Dogrusal olmayan dalga nakillerini ve enine elastik dalgalarin (
Makaslama dalgalar) olusumunu dikkate almamasi Helmholtz modelinin kisitlaridir.
Makaslama dalgalar yumusak doku —kemik arayiizlerinden olusur. Bu dalgalar akustik
alan hesaplamalarinda genellikle ihmal edilirler.
Termal Model : Biois1 Denklemi: Dokulardaki sicakligin gelisimi Pennes Bioisi

Denklemi ile karakterize edilir:
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pCr o= V.kVT — wpCa(T —T,) + Q

Burada T = T(r, t) sicakliktir, Ct = C1(r) dokunun 1s1 kapasitesi, k = k(r) difiizyon
katsayisi, wg = wg(r) atardamar perfuzyonu, Cg = Cg(r) kanin 1s1 kapasitesidir. Taarterial
kan sicakligi ve Q = Q(x, t) ise 1s1 kaynagin1 gosteren terimdir. Bazi kisitlamalarina
ragmen Bioist denkleminin dokulardaki gelisimi dogru bir sekilde tanimladigi
ispatlanmistir (C.Damianou, K. Hynynen 1993).

( Malinen, 2004) iki adimli bir yaklagim sundu. Birinci adim ileri beslemeli (FF)
denetim olarak adlandirildi, amaci istenen sicaklifi veya termal doz dagilimim
hesaplamak olarak belirtildi. ikinci adimda durum tahminli dogrusal quadratik Gausssian
geri beslemeli (FB) kontrol kullanildi, amaci1 FF agamasinda olabilecek modelleme
hatalarini telafi etmek idi.

Malinen, Bioisi denklemini kontrol prosediiriinde durum denklemi olarak kullanda.
Kontrollii degiskenler, transdiiser(aktarag) uyarimlarinin fazi ve genligi idi. Bu yaklasim
bir¢ok genis boyutlu dogrusal olmayan modelle tanimlanmis optimizasyon problemi ile
sonuc¢landi. Amag fonksiyonu istenen 1s1 dozu ile mevcut termal doz arasindaki hatalari
Olcliyordu. Dokulardaki termal doz dagilimi amag¢ fonksiyonu minimize edilerek
bulundu.

Dokulardaki sicakligi kontrol etmek igin

0= [AT© = Tallw + o]

Seklinde bir amag fonksiyonu verdi. Burada istenen sicaklik T¢ mevcut sicaklik
T(t) ile gosterildi.

Termal doz kontrolii i¢in dogrudan kontrol yontemi benimsendi, bu yontemde amag
fonksiyonu

1 I O
JT w0 =5 1D = Dally +3 [ Ta@I de
0

Seklinde idi. Burada basarilan termal doz D ile, istenen termal doz Dy ile gosterildi.

Termal doz optimizasyonu i¢in amag fonksiyonu:
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JD,i58) =5 (D = D)W (D _ D)+ ~J, u (OTSu(t) dt

Burada pozitif tanimli W matrix termal doz D ve istenen termal doz Dg arasindaki
hatay1 ceza altina alir ve transducer uyarilarinin zaman tiirevi de S matrisi ile
cezalandirilir.

Pratikte optimizasyon siirecinde bazi limitler vardir: Birincisi hem saglikli hem de
kanserli hiicrelerdeki sicaklik esitsizlikler ile sinirlandirilmalidir. Ikincisi ultrasaund
transducerin {irettigi maximum genlik pratikte kisitlanir. Bu limitlerde esitsizlik
seklindeki kisitlarla ¢6ziime dahil edilebilir.

Malinen tarafindan sunulan bu optimizasyon modelinde saglikli hiicrelerdeki
sicaklik bir algoritma ile dogrudan minimize edilmektedir. Optimizasyon algoritmasinda
sicaklik ve maximum girdi genligi esitsizlik kisitlariyla yaklagimlar uygulanarak
limitlendirilmistir. Optimizasyon algoritmasinin 3D similasyonlar1 ile saglamasi
yapildi.Optimizasyon similasyonuna goére 1,5 tan 2,4 cm ye kadar ¢api olan doku
hacimlerinde uygulanan bir sonikasyon yeterli oldugu gorilmiistiir. Esitsizlik kisitl
yaklagimlarla dokulardaki sicakliklar etkili bir sekilde sinirlandirilmistir. Bu sayede

saglikl1 ve kanserli dokular arasinda optimal agirliklandirma se¢im gorevi basitlesmistir.
4.6. Miihendislikte Optimal Kontrol
4.6.1.Siirekli Karistirmah Tank Reaktoriiniin(CSTR) Optimal Kontrolii

Siirekli kontrol edilen bir tank reaktdriintin (CSTR) sogutma hiz1 manipiilasyonuyla
sicaklik kontrol problemini diisiinelim. Sicakligin optimal kontrol problemi asagidaki gibi
formiile edilmistir (Ray, 1989).

Asagidaki sartlara maruz :

' _Y
x(t) =1—x(t) +ae x® —u(t)
x(0) =15, x(05) =13 s
Amag fonksiyonu

. — l 0,5 _ 2 2
rgl(ltr)lj = zfo [(x(t) — 1,3)% + uu?(t)]dt, u>0
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Reaktdr modelinde boyutsuzluk degiskenleri asagidaki gibi tanimlanir:

T T AHkoV
x© =L, t=t, =t
f F/V pPCpTsF
_ _E __Q To _Ta
V= Ry T opcpTeF O T ATy

Kullanilan parametre degerleri a = 1000, y = 10 ve u = 0,25

Sistemi temsil eden Hamilton denklemi:

Hx(0,p(0),0) = 2[(x(8) = 1.3) + pu(©)] + p(O[1 - x(8) + ae 50 — u(0)]

Optimal kontrol kuralinin ifadesi asagidaki gibidir:

OH(x(t9,p(D),) _ =
— = pu(t) —p(t) =0
t

0%H(x(t),p(t),t)
ou?(t) B

Optimal kontrol kanunu ifadesi, minimum Hamilton denklemine Kkarsilik

gelmesiyle sonuglanir.
4.6.2. Kimyasal Proseslerde Reaksiyon-Difiizyon Kontrolii

(Griesse ve Volkwein, 2006 ) ve (Barthel, John ve Troltzsch, 2010) Reaksiyon-
Difiizyon denklemi iizerine ¢aligmalar yaptilar. Optimal kontrol problemini asagidaki

gibi olusturdular: Minimize etmek istedigimiz asagidaki amag fonksiyonu
Ac

a o a -
Jw,v,c) = 7u llu — ullsz(Q) + 71; v~ v”%Z(Q)-l- 2

leli?,
asagidaki KTDD’ li kisitlara maruzdur:
Q = QX[0,T] icinde u, — D;V?*u + kqu = —y, uv

Q icinde u, — D,V?v + kv = —y, uv

Y := 00X [0,T]lizerinde Dlz—z =c

X lizerinde D, g—z +ev=0
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Qicinde u(x,0) = uy(x)
Qicinde v(x,0) = vy(x)
Ayrica asagidaki kontrol kisitlarina da sahiptir:

Y lzerinde c € Cpyg:={C € L(Z): cu, <c<c¢y

4.6.3. Sarap Fermantasyonu Siirecinin Optimal Kontrolii

Reaksiyon-difiizyon sisteminin incelenmesinde sarap fermantasyonu ilging bir
ornek olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Literatiirde sarap fermantasyonu temel olarak adi
diferansiyel denklemlerle modellenmektedir. Ancak Juri Merger, Alfio Borzi, Roland
Herzog, ( 2015) yaptiklar ¢alismada fermantasyon siireci igin olusturduklari modeli
biraz daha genislettilermayanin metabolizmasinin aerobikten anaerobike degisimini
modellemek i¢in molekiiler oksijenin konsantrasyonu da modele dahil ettiler. Ayrica,
daha sofistike bir toksisite fonksiyonu kullanildi. Etanol toksisitesi de dikkate alindi.
Mekansal yayilimin varligi ve bir 1s1 denkleminin dahil edilmesi ile model geometrik ve
termal etkilere acik hale geldi. Bu nedenlerden dolay1 sarap fermantasyon siirecinin
optimal kontroliinii reaksiyon difiizyon kismi tiirevli diferansiyel denklemi ile
modellediler. Ideal bir fermantasyon siirecini yonlendirmek amaciyla bir smir optimal
kontrol problemi formiile ettiler. Bu optimal kontrol probleminin teorik izah1 asagidaki
sekildedir:

Daha onceleri gelistirilen modele eklemeler yapildi. Uzay —zaman bagiml
fonksiyonlar ; maya biokiitle konsantrasyonunu X, Nitrojen konsantrasyonu N, Oksijen
O, Seker S, Ethanol E, ve sicaklik T ‘yi gdstermek iizere sistemin bilinmeyen degiskenleri
olarak belirlendi. Bu ¢okluklarin reaksiyonu asagidaki iki mekanizmayla modellendi:

a;N + a3z0 + a,S - aX,
asS — agE + a,;T

Birinci denklem maya biiyiimesini agiklar ¢iinkii var olan her maya nitrojen, oksijen

ve sekeri kullanarak yeni bir hiicre iiretirler. Ikinci denklem mayanin sekeri ethanola

cevirmesi ve 1s1 liretmesi aksiyonunu modeller. ax a7 sabitleri verim katsayilaridir.

n1 ve p2 reaksiyon oranlart asagidaki gibi modellenir:

N 0] S
c1+N c3+0 c3+S

:ul(X'N' O,S, T) = (T - bl)

)
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1, (X,S,E, T) = (T — by) —— -

Cy+S cs+E

Sicaklik bagimliliginin dengeleme sicakliklarini temsil eden ofsetler by ve by ile

dogrusal oldugu varsayilir. % seklindeki kesirler N, O ve S besinleri i¢in Michaelis-
1

Menten terimleridir, yliksek konsantrasyonlar i¢in reaksiyon oraninin doygunluguna
ulastirirlar. Hatta, o bir besin tiiketilmis ise reaksiyonu yasaklar. Michaelis sabitleri ci
(i=1, 2, 3, 4) reaksiyon hizinin miimkiin olan maksimum reaksiyon hizinin yarisina esit
oldugu ilgili maddenin konsantrasyonlarina karsilik gelir. Velten [2009] modelinin
aksine, oksijen ve seker ek besin olarak ekleniyor, ¢ilinkii maya oksijen yoklugunda
metabolizmasini aerobikten anaerobike degistiriyor ve hiicre boliinmesini durduruyor.

Seker tiiketimi i¢in etanoliin engelleme 6zelligi yiiksek etanol konsantrasyonlar1 i¢in daha

Cs
cs+E

formunda bir terim ile dikkate alindi. Tum bu

diisiik bir reaksiyon hizi veren

modellemeler sonucunda ortaya ¢ikan kismi tiirevli diferansiyel denklemler difiizyon
icerecek sekilde asagidaki gibidir:

0X/ ot — o1AX = +a1p1(X, N,O, S, T) — D(E)X,

ON/ 0t — 62AN = —aua(X, N,O, S, T),

00/ ot — 03A0 = —azu1(X, N,O, S, T),

0S/ ot — 64AS = —asp1(X, N,O, S, T) — asp2(X, S, E, T),

OE/ 6t — osAE = +asp2(X, S, E, T),

0T/ 0t — c6AT = +aru2(X, S, E, T).

Bu denklemler uzay-zaman silindirinde Q := Qx(0, tf ) tanimlanmistir. Burada Q0 c
R3 Lipschitz sinirlari ile simirlanmis bir tanim kiimesidir, fermentdriin i¢ kismimi temsil
eder ve tf fermantasyon siirecinin son zamanidir. Yaymim katsayilart o1, . . . , oe pozitif
sabitlerdir. Diger yandan eklenen — ®(E)X terimi fermantasyon sonunda ethanoliin toksik
konsantrasyonu yiiziinden 6len maya nufusunu modellemek i¢indir:

® (B) = (0,5 + ~arctan(ky (E — Eyo1)) ko (E — Eor)?

Reaksiyon Difiizyon sisteminin siir kosullari belirlenirken tiim fermentasyon
siirecinde fermenterin kapali tutuldugunu varsayildigi i¢in X, N, O, S maddelerinin sinira
akis1 olmadig diisiiniildii, bu nedenle homojen Neumann sinir kosullar I' := 0€ tizerinde

uygulandi. Is1 denklemi i¢in Robin tiirii sinir kosulu konuldu. Fermenterin bir duvarinin

su dongiisiine, diger tarafinin ¢evre sartlarina maruz oldugu varsayilarak sinir sifir
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olmayan o6l¢iide iki I' =T'1 U I 2 ayrik kiime olarak diisliniildii. Konulan sinir sartlari
asagidaki gibidir:
X =T x (0, tf) lizerinde

Burada n vektorii I' lizerine dissal birim normal vektorii gosterir. Ayrica konulan
sartlar:

ar _ Thava(le$ - T) ¥ = I‘lx(O, tf) lizerinde

®on” |T,,(u—=T) %, = Ix(0, t¢) lizerinde

Dis sicaklik Tas ve sogutma/isitma dongiisiiniin kontrol edilebilir sicaklik
degiskeni olan u, sirasiyla X; ve X, nin yanal sinirlar {izerinde zamana bagh
fonksiyonlardir. Thava Ve Tsu pozitif parametreleri fermenter duvarlarinin sirastyla havaya
ve suya maruz iken termal iletkenligini temsil etmektedir. Maddelerin

konsantrasyonlarinin baslangi¢ kosullar1 agagidaki gibi verilmistir:

Q {izerinde X(0)= Xo, N(0) = No, 0(0) = 0Og
Q icinde  S(0)=So, E(0) = Eq, T(0)=To

Pratikte Xo, No,Oo, So, Eo ve To negatif olmayan sayilardir. Bunlar fermantasyon
stirecinin basinda bu ¢okluklarin dl¢limiiyle elde edilir. Notasyonu basitlestirmek i¢in 'y
=(X,N,O,S, T)T olarak gosterildi ve denklemler baslangi¢ ve sinir sartlariyla beraber
kisaca agagidaki gibi yazildi:

Q iginde 2 — DAy = f(y)
¥ tizerinde D g—i + 2y =g(u)

Q i¢inde y(0) = yo

Burada diflizyon matrisi D = diag(c1 , 62, 03,04, 05, 66 ). Sag taraftaki reaksiyon

terimleri de f(y) ile gosterildi. Z ve g de asagidaki gibidir:

70



_ {diag(O, 0,0,0,0,Ty4pe) X, lizerinde
~ ldiag(0,0,0,0,0,Ty,) ¥, lizerinde

(0,0,0,0,0, ThapaTsw)T X lizerinde

9@ = {(0, 0,0,0,0,Tpypq u)” %, lizerinde

4.6.4. Oyunlar Teorisinde Optimal Strateji

Son yillarda dijital oyunlar daha fazla ilgi toplarken sadece eglence amaclh
olmaktan Oteye gecip ekonomik olarak giiclii bir sektér olma basarisini1 da yakaladi.
Oyunlar teorisi uzun bir tarihe sahip olmasa da seckin bir yapiya sahiptir. 1915 yilinda
Borel bir matristeki eyer noktalari ile karsilagmis, ancak oyunlarda bir eyer ¢oziimii elde
etmek icin karigik stratejilerin varligina iligkin temel teoremi von Neumann 1936 da
ispatlamistir. von Neumann ve Morgenstern statik oyunlar ve ekonomik davranis
arasindaki baglantilar1 ortaya koydu. Nash, von Stackelberg ve digerleri, ¢alismayr N
kisiyle isbirliksiz oyunlara genisletti. Diferansiyel ve dinamik oyunlar 1969'da Isaacs'in
caligmasinda ortaya ¢ikt1 ve kontrol toplulugunda hizla ilerleyip verimli bir zemin buldu
(Tomlin Claire J. 2005).

Dinamik bir oyunda optimal kontrol i¢in Maximum Prensibi(Varyasyonlar Hesabi)
ya da Dinamik Programlama Prensibi iki ana yaklasim olarak one ¢ikmaktadir. Bu
yaklasimlar i¢in optimizasyon yontemi asagidaki sekilde ifade edilebilir:

1. Varyasyonlar hesab1 i¢in optimal egri, komsu egrilerin daha kiigiik maliyetlere yol
acmayacagl sekilde olmalidir. Boylece, optimal egriye iliskin maliyet
fonksiyonunun "tiirevi" sifir olmalidir.

2. Dinamik programlama i¢in en uygun egri ara noktalarda tam zamaninda optimal
kalir

Iki Kisilik Sifir Toplamh Dinamik Oyun: En basit anlamda iki oyuncunun oynadig bir
oyunda, gittik¢e gelisen dinamiklere sahip bir oyunu kontrol eden iki oyuncu diisiinelim.
Bu oyunculardan her biri i¢in optimal strateji nedir? Bu goriindiigii kadar basit bir
problem degildir ¢iinkii herbir oyuncunun kontrol karar1 digerinin biraz 6nce verdigi
karara, yani ne yaptigina baghdir.

Problemin Modeli: 0 <t <T zaman araligi verilsin, AS R™ , B<S R
kiimeleri boyunca f fonksiyonu f: R™ xAxB — R™ seklinde tanimlansin.

t baslangi¢ zamaninda «(.): [t,T] - A Birinci oyuncu igin bir kontrol
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L ():[t, T] » B ikinci oyuncu igin bir kontrol
Baslangi¢ noktast x € R™ verilince her bir kontrol ¢ifti ile eslesen dinamikleri
asagidaki gibi olustururuz:

d

== f(x()a),B()  (t<s<T)

X(t) = x
Oyunun Bedel(Amag ) fonksiyonu :

Peela(), B = [ r(x(s), als), B(s))ds + g(x(T))

Oyunculardan biri yoriingeye bagli yukaridaki bedel fonksiyonunu maksimize
etmeye calisirken digeri minimize etmeye calistyor olsun.

Kontrolii «(.) olan 1.oyuncu P[.] amag¢ fonksiyonelini maksimize etmek istiyor.
Kontrolii f(.) olan 2. Oyuncu da P[.] amag¢ fonksiyonelini minimize etmek istiyor.
Bu iki kisilik sifir- toplam dinamik bir oyundur. Dinamik programlamayi kullanarak
deger fonksiyonunu tanimlariz.

Oyunun oyun i¢in kontrol kiimeleri :

AR) i ={a():[t,T] = A, a(.) olgilebilirdir.}

B(t): ={B():[t,T] = B, B(.) dlgiilebilirdir.}

Her bir zaman i¢in oyunculardan birinin digerinin hareketini bilemeyecegi
gergegini de modellemek zorundayiz. Varaiya ve Elliott—Kalton’un yiiriirlige koydugu
strateji konseptini kullanacagiz. Buradaki fikir, bir oyuncunun kontrolde rakibinin

secebilecegi tiim olas1 kontrollere cevaplarini se¢meyi dncelleyecidir.

. Tim t < s < T zamanlani¢cin & : B(t) » A(t) eslesmesi 1l.oyuncu
icin bir strateji olarak adlandirilir.
t< 1 <s i¢in B(1) = B(r) denkligi
P[B1(r) = P[BD](7) 1)
kosulunu gerektirir.
@[] yi l.oyuncunun 2.oyuncunun P(.) se¢imine verdigi yanit olarak diistinebiliriz.
(1) kosulu 1.oyuncunun gelecegi ongoremeyecegini agiklamaktadir.
ii. Tim t < s < T zamanlariicin Y:A(t)—B(t) eslemesi 2.oyuncu i¢in bir

strateji olarak adlandirilir.
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t< 1 <s i¢in a(t)=ar) denkligi
Y [a](0)=¢ [ a(1)]( t) kosulunu gerektirir.
Stratejiler kiimesi :
A(t) := 1.oyuncunun t zamaninda baslayan stratejileri
B(t) := 2.oyuncunun t zamaninda baslayan stratejileri

Sonug olarak deger fonksiyonlarini asagidaki gibi tanimlayabiliriz:

Diisiik Deger Fonksiyonu: v(x, t) := xpi%{t) (S;uz?( )Px,t[“ (), Yla]()]
a()eA(t

Yiiksek Deger Fonksiyonu: u(x,t) := sup inf P, [ ®[B](),L()]
dea(t) BOeB@®) ™

Oyunculardan biri digerinin se¢imine karsilik kendi stratejisini yapar. Yani ikinci
olan oyuncu strateji segme sansina sahip oldugundan avantajlidir.

Gergekte, v(x,t) < u(x,t) esitsizligi daima saglanmaktadir. u ve v fonksiyonlariin
Newton denklemlerini saglamali. U fonksiyonu yiiksek New

Diisiik ve Yiiksek Deger fonksiyonlar i¢in kismi tiirevli diferansiyel denklemleri
yazalim:

u(x, t) fonksiyonu asagidaki denklemin bir ¢6ziimiidiir:

{ut + minycgmaxgeq {f (x,a,b).Vou(x, t) + r(x,a,b)} =0
ulx,T) = g(x)

v(x, t) fonksiyonu asagidaki denklemin bir ¢oztiimiidiir:
{vt + maxg.,mingp{f(x,a,b).Vov(x, t) +r(x,a,b)} =0
v(x,T) = g(x)
Bu denklemler Hamilton-Jakobi-Bellman denklemlerinin iki kisi, sifir-toplam
kontrol teorisinde benzesikleridir. Bu denklemleri yeniden
u, + H*(x,V,u) = 0 formunda yazalim.

Yiiksek KTDD’ 1i Hamilton denklem i¢in:
H*(x,p) == minyggmaxgeq {f(x,a,b).p + r(x,a,b)};

ve
ve +H (x,V,v) =0
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Diisiik KTDD’ li Hamilton denklem igin:
H™(x,p) = maxgeaminggif(x,a,b).p +r(x,a,b)}

Genel olarak H~(x,p) < H*(x,p) olacaktir. Diisiik ve Yiiksek denklemler farkli
kismi tiirevli denklemlerdir ve genel olarak diisiik ve yiiksek deger fonksiyonlar esit
degildir. u # v

Bu durumun yorumlanmasi biraz zor goziikse de buradaki fikir, iki oyuncunun kisa
zaman araliklarinda kontrollerini uyguladiklari bir durumu diisiinmek olmalidir. Bu
durumda ilk olmak dezavantaj getirecektir zira ikinci oyuncu hangi kontroliin se¢ilecegini
bilmektedir. u deger fonksiyonu, bu durumun bir tiir “sonsuz kiigiik” versiyonunu temsil
eder ki onun i¢in 1.oyuncu avantaja sahiptir. v deger fonksiyonu zit durumu temsil eder
ki orada da 2.oyuncu avantajlidir. Eger her nasilsa tiim p ve x igin H (x,p) =
H*(x,p) olursa, oyunun minimax sartin1 sagladigi sdylenir. Bu durumda deger
fonksiyonlar1 arasinda u = v oldugu ortaya ¢ikacagi icin oyun degere sahiptir denir.

a*(.) ve B*(.) nin optimal olmasi ( a*(.) ve B*(. )) ¢iftinin P, in bir eyer

(semer) noktasi olmas1 demektir. Bunun anlami

Peela (), B (] < Pee[@7(), B7 ()] S Pee [@™(), B()]

esitsizliginin tim a(.), F(.) i¢in gegerli olmasi1 demektir.
Oyunlar ve Pontryagin Maximum Prensibi: Minimax kosulunun saglandigin1 ve o
(.) , B"(.) seklinde yukaridaki gibi bir optimal kontroliin tasarlandigini varsayalim. (1)
denkleminin a*(.) ve B*(.) optimal kontrolii ile uyumlu bir ¢dziimii x'(.) olsun. O
Zaman

P*(t) := Vyvo(x*(t),t) = Vyu(x*(t),t) olacaktir. Bu denklemin komsu
denklemi:

P (t) = =V, H(x*(t),P*(t),c* (t),8*(t)) oyun teorisi Hamilton denklemidir.

H(x, p, a, b) :=f(x, a, b).p + r(x, a, b)
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Hamilton Jacobi lIsaacs Denklemi: iki kisilik sifir toplamli, t; son noktali bir
diferansiyel oyun problemini diisiinelim. Deger fonksiyonu J"(X(to), to) x, t’ nin diizgiin
bir fonksiyonu olsun. O zaman J(x, t) fonksiyonu Hamilton Jacobi Isaacs denklemini
Ji *(x, tf) = ¢(x) smir kosulu ile tiim x ler i¢in saglar.

F o i
E(x' t)= —H*(x, P (x, 1), 1)

N Kkisilik Dinamik Oyunlar: N kisi bir oyun oynadig1 zaman birgok yeni ve enterasan
olasiliklar ortaya ¢ikar. N kisinin isbirligi i¢inde oynamasi ya da isbirligi yapmadan
oynamasi seklinde iki senaryo ortaya ¢ikar. Isbirlikli oyunlar optimal kontrol
problemleridir. Her bir kisinin sistemin tim durumuna tam girisinin oldugunu ve

isbirliksiz oynadiklarini farzedelim.

isbirliksiz Nash Céziimleri: N tane oyuncunun her birinin siiregteui € R™ ,i=1,...
,N kontrolleri ile etkin olabildigi x" = f(x, uz, . . ., Un, t) ile modellenen bir sistem ve
asagidaki formdaki

B Ui), . . ., uN()) = dilx(tr ), tr ) + fttof Li(x, g, oo, uy, £)dt

her bir bedel fonksiyonu minimize edilecektir. En basit igbirliksiz ¢6ziim stratejisi
cok bilinen Isbirliksiz Nash Dengesidir. Eger her bir oyuncu bu stratejiyi gelistirir ve
diger oyuncularin kendi Nash stratejilerini oynadigin1 farz ederse i = 1, ..., N olmak
tizere u; kontrollerin kiimesinin bir Nash strateji oldugu kabul edilir. Yani i = 1,...,.N
i¢in

vu; (), Li(ug, . ug e uy) = i, g, e, uy)

Nash dengesi tek tiirlii belirli degildir. 2 kisilik sifir toplamli oyunlarda Nash
dengesi bir eyer ¢oziimiidiir. Hash dengesi i¢in Hamilton Jacobi denklemini Hamiltonlari
Hi(X, U1,...,un, p, t) olarak tanimlayarak

Hi(X, uz, ..., un, P, ) = Li(X, U1, ..., UN) + pT (X, U1, ..., Un, t) seklinde yazariz.

Yukaridaki esitsizligin Nash dengesi i¢in kosullar vardir 6yle ki:
H;(x,uj, ..., u;, ..., uy) = Hiy(x,uj, ..., u;, ..., uy, p, t)

N tane oyuncu i¢in ¢oziimleri H; = H; (x,uj, ..., uy,p;, t) olan N tane Hamilton

Jacobi denklemi vardir.
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Isbirliksiz Stackelberg Coziimleri: Oyunculardan biri ya da daha fazlasmin lider olarak
davrandig1 oyunun ¢dziimleri Stackelberg veya Hiyerarsik Denge olarak anmilir. Iki
oyuncunun oynadigi, 1.oyuncunun lider oldugu, 2. Oyuncunun onu izledigi bir oyun i¢in
¢oziim konsepti sdyledir: 1.oyuncu u?(.) seklinde bir strateji yaparsa, 2.oyuncu bedel
fonksiyonu Jz yi minimize etmek igin

x = f(x,u?,uy t) seklinde bir dinamik secer ve

J2 () = B, (x(tr), t) + ftzf L, (x, ul(t), uy, t)dt olur.

Sonra H,(x, uY, u,, p,, t) minimize edilmek icin uj (u?) secilir. Burada p, asagidaki

diferansiyel denklemi saglar:

. oHT ;
Po= — 2 u)u,(u)),p,t)  pa(ty) = DI B (x(tr) tr)

Siras1 gelince oyun lideri kendi stratejisi uj i secerek Ji i minimize etmek isterken
2.oyuncunun rasyonel olarak u; (u7) yi oynayacagi kabulii ile sinirlidir. Bu nedenle onun

J1 1 minimize etmesi i¢in ¢6zmesi gereken denklem sistemi asagidaki kosullara tabiidir:

x = f(x,ug,up, t) x(to) = xg

, oHT '
P2 = — a_xz (x' u:(L)ﬁ Uy (u(1))i p, t) P2 (tf) = DIQ)Z (x(tf)' tf)
0 = D3Hy(x,uq, up, pa, t)
Son denklem Hz nin minimizasyonu i¢in duraganlik kosuludur. Yukaridaki sistemin
optimizasyon problemi R?" de standard bir optimal kontrol degildir ¢iinkii saglanmasi

gereken bir esitlik vardir.
4.6.5. Hava Trafigi Akisinin Optimal Kontrolii

Adi diferansiyel denklemler (ADD) ve kismi tiirevli diferansiyel denklemlerle
(KTDD) yonetilen optimal kontroller; yoriinge planlamasindaki uygulamalar1 (A. E.
Bryson, JR. ; Y.-C. Ho. 1975), aerodinamik tasarimi (A. Jameson 2003), tiirbiilansli akis
kontrolii (O.M. Aamo ; M. Krstic 2003) ve hava trafik akis1 kontrolii (A. M. Bayen, R.
L. Raffard, and C. J. Tomlin) gibi uygulamalar1 da kapsar. Bu gibi problemler i¢in karar

76



degiskenleri siirekli fonksiyonlardir. Ornegin aerodinamikteki bir hava yolunun
geometrik sekli veya hava trafik akisinin hizi siirekli bir fonksiyon olusturur.
Optimizasyon probleminin diferansiyel denklemlerle genel olarak ifadesi soyledir: J iki
kez tiiretilebilir bir reel degerli fonksiyon, u siirekli kontrol degiskeni zamanin ya da
uzayin bir fonksiyonu, x siirekli durum degiskeni ve genellikle zamanin ve/ ya da uzayin
fonksiyonu, N sistemi yoneten diferansiyel denklemleri temsil eden bir operatdr ve son
olarak r iki kez tiirevi olan, durum ve girdi degiskenlerindeki kisitlar1 gosteren bir
fonksiyon olmak iizere;

r(u,x) <0

N(u,x) = 0 kosullar altinda

J(u, x) fonksiyonu minimize edilecektir.

Hava trafik akis kontroliiniin optimum edilmesi problemini yukaridaki genel
optimizasyon problemi tiiriinden ifade edelim: N(u, x) = 0 hava trafik akisinda yer alan
tasima KTDD'lerini anlatmaktadir. Havaciligin akiginin, hava sahasinin Eulerian bakis
acist kullanilarak analiz edilebilecegi ve kontrol edilebilecegini Bayen, Raffard, ve
Tomlin yaptiklar ¢alismayla kanitladilar. (A. M. Bayen ; R. L. Raffard.; C. J. Tomlin
2004). Bu formulasyonda sistemin durum degiskeni p(s,t) ile gosterilen ucgak
yogunlugudur.( s pozisyonu gostermek {iizere). Yogunluk jet yolunun birim uzunlugu
basina ucak sayisini temsil eder. Kontrol degiskeni v(s, t) hizidir, s pozisyonunda ve t
zamaninda hava trafik kontrol6rii tarafindan ucaga verilir. Bir hiz alami verilince,

ucaklarin yogunlugu asagidaki stireklilik denklemini saglar:

ap(s,t) ,Ap(s,t)v(st) _ 0
at as B

Yogunlugun giivenlik yogunlugunu( pp,q, ) asmadigi kisitlamasi altinda hedef
havaalaninda inis yapan ugaklarin sayisini maksimize eden hiz alanim1 belirlemek

istiyoruz.

ap dpv
R d A AP
at ds

P < Pmax » Vmin <V < Uy, kosullar altinda

Jpv)=— | OT p(L,t)v(L, t)dt amag fonksiyonu minimize edilecektir.
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Hedefe inen toplam ugak sayis1 —J(p, v) ile gosterilir. vmin V& Vmax Yetkililerce
belirlenen hiz sinir degerleridir.
Optimal Dizayn: Optimal tasarim, Kismi tiirevli diferansiyel denklemleri ¢ozmeye
yonelik bilgisayar kapasitelerin ve ticari yazilimlarin artmasi ile birlikte hemen hemen
tiim bilim alanlarinda uygulamalar1 olan 6nemli bir endiistriyel alan haline geldi .
Bunlardan en 6nemli goriilen uygulamalardan biri metal yapilarin optimal dizaynidir.
Matematiksel olarak, optimal dizayn baz1 tasarim kriterlerini en optimal yolla karsilamak
icin bir veya daha fazla kismi diferansiyel denklemin kontrol edilmesinin 6zel ters
problemi olarak tanimlanabilir.

Ormegin, D € O c R™ olmak iizere D ile gdsterilen smirli bir agik kiimeyi bulmak

icin olusturulan genel problemi diisiinelim:

D ien{)ad {fp F(u)dx | D iginde G(u) = 0 }

Bu denklemde dizayn kriteri F: R™ — R fonksiyonu ile tanimlanir, u: Q - R"
durum degiskeni D {izerinde G(u) = 0 kismi tiirevli diferansiyel denklemini saglar ve D4
makul bir dizaynlar setini tanimlar. Tipik olarak G kismi diferansiyel operatorii burada
fiziksel bir durumu tanimlarken dizayn kriterleri minimize etmek igin bir miktar enerjiden
ya da bir yeniden yapilandirma probleminden, u 6l¢iimiin ¢oziimii ile ilgili bir hata
fonksiyonelinden olusur. Yukaridaki problem genellikle bir optimal model( bigim)
problemidir ve bu genel olarak kotii konumlanmig olarak algilanir ¢iinkii kiiclik veri
yanilgilar1 ¢6ziimde biiylik degisikliklere sebep olur.

Parametre dizayn problemi optimal bi¢im probleminin yaziminda alternatif bir yol

olarak goriilebilir:

inf . _
XEX., {fD XF(uw)dx | Qicinde XG(u) = O}

Burada Q tanim kiimesi sabitlenmistir ve alinan ebas Xag makul kiimesi i¢inde tiim

karakteristik X : Q —{ 0, 1 } fonksiyonlarinin iistiindedir.
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Tletkenlik icin Optimal Dizayn:

Bir elektrik kondiiktoriinde gii¢ kaybint minimuma diislirme problemini diislinelim.
Verilen bir Q tanim kiimesinde ( 2 < R% ), verilen bir miktarda mesela C kadar iletken
materyal, verilen bir ylizey akimi q : I' = R i¢in, I' € 9 Q

Bicim(sekil) optimizasyonu iletken tanim kiimesi D yi bulma olarak ifade edilir:

Dc Q, T € d D olmak lizere

inf 2 . _n 99 _n 09 _
DEDad{fD ) dx|—dw(l7<p)| p=0, --|dD\T=0, - F—q,}

Burada o sinirdaki normal tiirevi gostermektedir.

peV = {v e H'(D): [ , vdx =0 } , Dad kiimesinde elektrik potansiyelidir.
4.6.6. Ekonomi ve Finansta Optimal Kontrol Fayda Maximizasyonu

x € R} veu € R} olmak tizereu = v(x) arzulanan sonuglart (Tercihler)
gostersin. Kontrol edilemeyen parametreler mallarin fiyatlari ve gelir diizeyidir.
u;'ler RT i¢inde iken fiyatlarin RT, icinde bir vektor oldugu kabul ediliyor. Fiyatlar p
ile gosteriliyor. Kontrol degiskeni x olarak tanimlaniyor.

Amag fonksiyonu : max v(x)
X

Lagrange fonksiyonu : £ = v(x) — A(px — m)

Birinci derece sartlar asagidaki gibi verilir:

ov(x) _
ox =0
—px+m=20

Optimal karar degiskeni X~ (p, m) ile verilir. Optimal deger fonksiyonu:
¥(p,m) = max v(x) = v(x"(p,m))

Optimal deger fonksiyonunu p ve m ye gore tiliretip birinci derece sartlar1 kullanarak

sadelestirme yapilirsa

oY(pm)

% = —x*(p,m) bulunur. Bu 6zdeslik Roy 6zdesligi olarak adlandirilir.

om
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4.6.7. Optimal Maden Cikartimi

Bir maden sahibi a ton cevheri ¢ikarmak istiyor. Bunun i¢in k yili var ve yillara
gore hangi miktarlarda cevher ¢ikarirsa optimal olacagini belirlemek istiyor. U ton maden
satisindan elde edecegi gelir Vu ve birim ¢ikarim maliyeti de ¢ olsun.

Optimal problemi: Toplam kar1 maximize edecek cevher madenciligini
belirlemektir. Bu problem su sekilde ifade edilir:

Xiz1=x;—u;,i=0,1,...,k—1

Xo=a
x; = 0 kosullar altinda

Yo Bt (Ju; — cu;) toplami maximize edilecektir.

Burada i yilinda ¢ikarilacak cevher u; ile, i yilinin basinda madende mevcut
cikarilabilecek cevher de xi ile gosterilmistir. ¢ , a > 0 oldugu agiktir. uj > 0 kisitlart

objektif fonksiyonun tanim kiimesinde yer almaktadir. Bu problem i¢in Hamilton

denklemi :
H; (xiui, 0, i41) = OB (Vuy — cup) + ¥ipa (o — wy)
Es denklem :
OH , — —— o
Y, = 5(9& VUL, Y0, Pis1) = Piga
1
Karsitlik Kosulu :

Y =X
Karsitlik kosulu ve es denklemden her bir i i¢in 1; = X olur. Hatta )® = 0 ise X #
0 olur ve maximum prensibine gore ya ¢éziim yoktur ya da tiim i degerleri i¢in &; = 0
olur. Boyle bir kontrol terminal(ug) sart1 saglayamayacag i¢in kabul edilemezdir. Bu

nedenle ¥° = 1 alinz. ,/u; fonksiyonunun 0 igin bariyer etkisi yiiziinden eger maximum

kosulu i¢in i gibi bir ¢6ziim varsa o zaman mutlaka 7 > 0 olmak zorundadir ve

OH; . _ Bt
Oza_u':('xllulllllpi+1)=<2 ‘a\l_c>_lpi+11
Bt _ . .
Buradan _zﬁ = ¢ + X =: b elde edilir.
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Bunun anlami her yil kari esit kilacak bir ¢ikartimin optimal yol olacagidir. Son

2t
ifadeden kontrol fonksiyonunu @, = f— olarak bulunur. b sabitini durum

b2
denkleminden ve u¢ kosulundan yararlanarak bulmak igin

4a(1-p3?)
1_ﬁ2k

k-1 B*t

i=0 752 olarak bulunur.

=a, Ve b=

Is Stratejisi Problemi: Bir fabrika t zamaninda x(t) orantyla 6zgiin bir iiriin iiretmektedir.
Her an, bu iiretim ya iiretkenlik kapasitesini genisletmek i¢in yatirima doniistiiriilityor ya
da satiliyor. Baglangig tiretim kapasitesi a > 0 ; bu kapasite yatirim oraniyla artmaktadir.
Satis fiyatinin sabit oldugunu dikkate alarak, bir [0, T] zaman araliginda, her hangi bir t
zamaninda, lretimin hangi u(t) oranindaki kismi yatirima dontistiiriilmeli ki toplam
satislar maximize olsun?

Problemin Coziimii:

u: [0, T] — [0, 1] fonksiyonunu tanimlayalim.

Aciktir ki eger u(t) fonksiyonu yatirima giden x(t) nin bir oran ise, x(t) nin bir
pargas1 olan (1 - u(t))x(t) degeri t zamaninda P > 0 fiyatiyla satilan {irtinii verir.
Oyleyse problem asagidaki gibi ifade edilir:

!r max fOT(1 — u(t))x(t)Pdt

X =ux

x(0)=a
LC ={u:[0,T] - [0,1] c R, u € KC}

Burada a ve T pozitif sabitlerdir. Oyle bir V: [0,T]X R —» R fonksiyonu bulacagiz
ki Bellman-Hamilton-Jacobi (BHJ) denkleminin gerek kosulunu saglayacak. x(t) degeri t
zamaninda t zamaninda {iretilen riin miktarin1 gosterdigi icin V(r,&) degerinde

T zamanindaki ¢ iiretiminin negatif olmayacagini kabul etmek mantiklidir. Bu nedenle

V:[0,T]X (0,0) = R oldugunu kabul ederek

v, 1 )+6V —0  V(tx) €[0,TIXR
ot velaX) VX T = ,x) € [0,T]

V(T,x) =0 V> 0 kosullarin1 saglayan V fonksiyonunu bulacagiz. x(0) = a
>0 ve x =ux =0 olmasi1 [0, T] i¢indeki her t i¢in x(t) = a olmasin1 gerektirir.

O zaman x > 0 olur ve BHJ denklemi :

V(t,x) € [0, TIXR* icin 2+ x + x max [(a—" - 1) v] =0
at ve[0,1] ox

Yapilan islemlerden sonra optimal takip asagidaki sekilde bulunur:
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x*(t)z{aet OStST—l
aeT™ T—-1<t<T

Optimal yolun yorumu: Orta veya uzun vade strateji olarak T-1 zamanina kadar
iretim artis1 saglamak i¢in tiim tiretimi yatirima doniistiirmek, sonra hepsini satip kara

dontistiirmek en iyi yol olarak géziikmektedir.
4.6.8. Ekonomik Aktivitelerin Optimal Mekansal Dagilin

Son zamanlarda, baz1 yazarlar, sermaye birikimi ile dinamik ortamlarda ekonomik
aktivitenin optimal mekansal dagilimini incelemislerdir. Brito (2004), bu olguyu ilk
olarak karakterize eden kisi olarak kabul edilmektedir. Brock ve Xepapadeas (2008) ve
Boucekkine ve ark. (2009) onu izlediler. Bu ¢alismalar Desmet ve Rossi-Hansberg (2010)
tarafindan arastirilmistir. Brito ve Boucekkine ve arkadaslari siirtiinmesiz sermaye
hareketliligini diistinmiis, Brock ve Xepapadeas ise sermaye hareketliligi olmaksizin
mekansal bir yan etki iddia etmistir. Ilkinde, iiretim fonksiyonu azalan déniisleri gosterir:
sermaye marjinal verimliligininin diisiik olan bolgelerden yiiksek olan bolgelere dogru
akis yapar. Sonug olarak, sermaye mekansal-zamansal dinamiklerinin agagidaki formda

bir kismi diferansiyel denklem tarafindan yonlendirildigi gosterilmistir:

ok 9%k

E (tr Z) - ﬁ (tl Z) - F(k(t, Z)I Z) - C(t' Z)

Burada z mekansal pozisyonu gostermektedir. Bu pozisyon bir dogru iizerinde ya
da bir ¢emberde olabilir. t, zamani; z de mekan1 gostermek iizere kisi bas tiiketim c(t, z)
ve sermaye k(t, z) ile veriliyor. Uretim fonksiyonu F(. , . ) uzaya baglhdir. Denklemin

dogasini (;27’2( (t, z) terimimden gelmektedir ve uzaydaki kapital akigini yansitmaktadir. Bu
problemi sonsuz boyutlu yapmaktadir.

Kapitalin zaman ve uzay iizerinde hareket kanunu geregince verilen bir (t,6) €
[0,0)X T noktasinda, k(t, 8)fiziksel kapitali asagidaki denkleme gore devinim yapar:

2.(t,60) = Ak(t,0) — c(t,6) — 1(t,60)

Burada A zaman ve uzayda sabit olarak kabul edilen teknoloji diizeyini gosterir.

Uretim fonksiyonu uzayin her bir noktasinda AK {iretim fonksiyonu ile gosterilsin.
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Optimal Yatirnm Problemi: Bir firmanin [0, T] zaman araligindaki yatirim problemini
diisiinelim. Verimli bir k sermayesinin kar orani, sermaye maliyeti hari¢, k? ile orantili
olsun. Sermaye birikimi sabit bir a oraniyla azalsin. O zaman i biiriit yatirimlar olmak
lizere k = i — ak sermayenin briit eklenmesidir . Net kar akist

degerinin [0, T] {izerinde maximize edilmesi gerekir:

T
|(max f e Tt (pk? — oi?)dt + me "Tk(T)?
0

4 k=i—ak
k(0) = kg >0
iel

Burada m, o, a ve r belirli sabit pozitif sabitlerdir. oca? > p ve I ¢ R konveks,
kompakt ve yeterince genistir. Optimal deger fonksiyonu V¢ = V¢ (t, k) olmak iizere

asagidaki diferansiyel denklem saglanmalidir:

_pe+ 25 2 _ gp? — a2 =
rVe + il qjlgf(pk ov® + (v — ak) Ot)_ 0
VE(T, k) = mk? olarak bulunur.
4.7. Kaynak Kullanimi ve Yonetiminde Optimal Kontrol

4.7.1. Optimal Arsa Kullanim

Bir bolgede endiistriyel ve konaklama amagli topraklarin optimal ve dengeli
dagilimi iizerine yapilan caligmada Anastasios Xepapadeas ve Efthymia Kyriakopoulou
kirlilik, ¢evre politikasi, tiretim kisitlari, ise gidip gelme maliyetleri gibi parametreleri
dikkate alarak sanayi ve konut kiimelenmeleri i¢in optimal ¢6zliimii arastirdilar.

Bir kapali, dogrusal ve simetrik O ( sol sinir) ile S (sag sinir) arasinda sinirli bir
bolge farz ettiler. Endiistri firmalar1 ve konutlar bu bolgede her hangi bir yere yerlesebilir.
Firmalarin tek bir Giriinii {irettigi, iirlin fiyatinin bir diinya fiyati1 oldugu, r deki bir yerde
is¢ilik L(r) ile, emisyon E(r) ile, liretimin de q(r) = g(z(r))x(A(r), L(r), E(r) ) verildigi farz
edildi. q: ¢ikis, L: iscilik girisi, E: iiretim siirecinde olusan emisyon toplamidir.

Problemde asagidaki kabuller de yapildi: Firmalar, tiretimdeki digsalliklar, yani

pozitif bilgi yayilimlar1 nedeniyle, diger kuruluslarin yakininda bulunarak olumlu bir
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sekilde etkilenmektedir. Uretim siireci, mekanda yayilan ve sehirdeki toplam kirlilik
yogunlugunu artiran emisyonlar lretir. Bu, ¢ok sayida firmanin calistigi ve cevreyi
kirlettigi yiiksek bir ekonomik aktivite yogunluguna sahip bdlgelerde giiclii olur.
Uretimde emisyonlarin kullanimi ve takip eden olumsuz sonuglar icra edilmesini
gerektirir. Emisyonlarin yani sira, kirlilik yogunlugu, mekansal alan boyunca
yayildigindan, ¢evresel diizenlemeler sahaya 6zel olarak diisiiniildii. Cok sayida hane,
verilen bolge araliginda bir yer segmekte 6zgiirdiir. Yerlesim kiimelenmelerinin endojen
olusumu, hanehalklarinin konum kararlarin1 etkileyen iki giic tarafindan belirlenir:
maliyetler ve kirliligin giderilmesi. Tiketiciler, sanayi sektoriiniin iirettigi mallarin
tiketiminden ve konut alanlarinin miktarindan pozitif yarar saglayarak, kirlilikten
olumsuz etkilendiklerini belirtiyorlar. Bu nedenle, r uzamsal noktasinda yer alan bir ev,
U(c (), I (r); X (r)) hizmetini alir, burada c, tiretilen malin tiikketimidir ve 1' de ikamet
edilen alandir. Tiiketiciler, endiistriyel sektdrde ¢calismak i¢in bir birim zaman ayirmakta,
bunun bir kismi ise gidip gelmek i¢in harcanmaktadir. Uzamsal bir r noktasinda ¢alisanlar
mekansal bir s noktasinda yasar. Bu durum w(s) = w(r)e*"*l olarak ifade edildi.

Optimal arazi kullanimi problemi asagidaki modelle ifade edildi:

ST ra™
nlehi_xf [f P(w)dv —w(r)L(r) —D(r)|dr
EJo o

Birinci dereceden gerekli kosullar:

aq(r)
P@2D = w(r)

dq(r) _ aD(r)
P(q) AE(r) ~ 9E(™)

Bu sistemin ¢6ziimiiyle her bir mekansal r noktasi i¢in optimal tiretim miktar1 q*(r)
elde edildi. Optimal emisyon diizeyi hesaplanarak her bir r noktasindaki toplam kirliligin
X" yogunlugu ve hatta D’(r) zarar1 tammlandi. Optimal arazi kullanimi iki asamali
tanimland1: Birinci agamada her bir r noktas1 i¢in firmalarin 6deyecegi optimal endiistri
arsa kirasi

Ri(r) = pq*(r) — w(r)L*(r) — D*(r) elde edildi.

Ikinci asamada her bir r noktasi i¢in kimselerin 6deyecegi optimal yerlesim arsa

kiras1 U(c, [, X) = u kosulu altinda,
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w(r) = Ry((r) + pe(r) = min[Ry ()L + pe]

olarak elde edildi. Boylelikle hi¢bir hane, bolge icinde veya disinda bagka bir
mekansal noktaya gecme tesvigine sahip olamayacaktir. Denge durumunu ¢ézmek i¢in, r
bolgesinde yasayan bir tliketicinin, X(r) toplam kirlilik miktarii verilen ayn1 mekansal
noktada dikkate aldig1 varsayildi. Problemin Lagrange fonksiyonu olusturuldu ve r
yerinde yasayip s yerinde ¢alismasi ve @ yararlanma diizeyinde olan bir is¢inin bir

birimlik arsa i¢in Ry, () olan kira teklifi tanimlandi. Yiiksek kirlilikteki yerlerde kiralarin

daha diisiik oldugu ai’f < 0 olmasi1 nedeniyle garanti altina alindi. Arsa yogunlugu 1

a
almarak her bir r noktasinda optimal niifus yogunlugu N’(r) tanimlandi. Niifus
dagiliminin artmasi net iicretin artmasi ve kirliligin azalmasiyla oldugu gerceginden
hareketle her bir noktada Rj;(r) ile R;(r) karsilastirmasinin optimal arsa kullanimini

verecegi sonucuna varildi.

4.8. Tartisma

Dinamik programlama ile yapilan optimal kontroliin kismi veya adi diferansiyel
denklemlerle tanimlanmasinda izlenen genel yol asagidaki gibi agiklanmaktadir:
Dinamik sistemlerde genellikle ti¢ tiir degisken so6z konusudur. 1. Girdi degiskenleri:
Harici ajanlarin sistemi etkilemesine veya yonlendirmesine izin veren degiskenler (Bir
arabadaki gaz ve direksiyon simidi, firinda sicaklik kontrol diigmesi vb.) 2. Cikti
degiskenleri: Sensdrler tarafindan 6l¢iilen sonuclar. 3.Durum degiskenleri: Sistemin anlik
verileri (Orn. bir aracin veya bir roketin anlik konumu ve hizi, bir firinin igindeki sicaklik
dagilimi). Once Amag fonksiyonu tanimlanir. Amag fonksiyonu ( durum degiskenine
bagli olabilir, 6rnegin T zamaninda firin i¢indeki sicaklig1 veren bir fonksiyon olabilir ya
da bir durum degiskeninin y&riinge iizerinde bir fonksiyonel degeri de olabilir (Ornegin
bir roketin aldig1 toplam yol ya da bir roketin tiikettigi toplam yakit). Bu sistemlerde
optimal kontrol probleminin ifadesi su sekildedir: Amag fonksiyonunu maximize etmek
icin sistemin girdi degerlerinin bulunmasi ( 6rnegin bir tasitin zamana bagli olarak
stiriilmesinde direksiyon yonii ya da gaz pedalinin seviyesinin tespiti)

Uzay araclari, kimyasal reaksiyonlar veya robot teknolojisi gibi karmagik

sistemlerin optimal kontroliinde gok ¢esitli kisitlar olmasi, bu sistemlerin zamana bagl
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ve dinamik sistemler olmasi kagimilmazdir. Dinamik sistemlerde genellikle kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerle tanimlama yapilmaktadir. Ortaya konulan matematiksel
modeller giin be giin gergek hayat problemlerini ifade etmeye daha da yaklasmaktadir.
Bu aym1 zamanda ¢ok cesitli kisitlarla belirlenen, daha karmasiklik diferansiyel
denklemler ve birgok bilinmeyen iceren modelleri zorunlu kilmaktadir.

Gelecekte optimal kontroliin giinlik yasantimizin ayrilmaz bir parcasi olacagi
beklenmelidir. Ornegin bugiin bir egri boyunca sabit hizda ¢alisan bir ara¢ icin
simiilasyonlar yapip, giivenli optimal referans manevralar1 ile kiyaslayarak siiriis 6nerileri
veren optimal kontrole dayali siirlicii destek sistemleri gelistirilmektedir. Bu sistemler
stiriicliyli olas1 tehlikeli durumlara karsi uyarmak i¢in siirlicii-arag davranigini ve gevre
faktorlerini izlemeyi amaclamaktadir. Bu calismalarin gelecekte tam bir optimal kontrole
evrilip siiriiciisliz calisan tasitlarin yollarda olmasi ile sonuglanmasi beklenmektedir.
Yakin gelecekte evlerimizde kullandigimiz elektronik esyalar, kiicikk ev aletleri vb.
cihazlarin her birinin optimal kontrol yetenegi olan cihazlara donlismesi de kaginilmaz
goziikmektedir. Optimizasyon teknolojisinin gelismesiyle bireysel istek ve taleplere yanit
verebilen optimal kontrollere de ihtiyag olacaktir. Bu durum yakin gelecekte optimal
kontroliin kisiye 6zgli uygulamalarin1 teknoloji diinyasina gorebilecegimiz anlamina
gelmektedir. Ornegin ayn1 marka ve aynm model buzdolabinin cografi bélgelere, evin
konumuna ya da kullanicinin isteklerine gore kisitlar1 farkli olabilecektir.

Sadece teknolojik alanda degil daha bir¢ok alanda yiiriirliige konulacak optimal
kontrol uygulamalar1 olabilecegi diisiiniilebilir. Vergi gelirlerini maximum yaparken
tiretim ve refah1 dengelemek bir optimal kontrol problemi olarak ifade edilebilir ya da
saglik harcamalarinin minimize edilmesi i¢in uygulanacak saglik politikas1 bir optimal
problem konusu olabilir. Iki boyutlu bir diizlemde Brachistochrone problemi ile baglayan
optimal kontrol problemleri yolculugunun gelecekte dinamik programlamay1 gerektirerek
sonsuz boyutlu sistemlerin kontroliine doniismesi kagmilmaz goziikkmektedir. Bu
gelismeler sosyal hayatta bireysel 6zgiirliiklerin genislemesine yol acgacak, toplumsal
huzuru bozacak sonuglara da sebep olabilecektir. Ulkemizde sanayiden tarima rekabetci
bir yap1 olusmasi i¢in verimliligin arttirilmasi, bunu saglamak i¢in optimal kontroliin tim
sektorlerde yiiriirliige alinmasi kaginilmaz bir zorunluluktur. Ulke kaynaklarinin en akilct

ve en etkin olarak degerlendirilmesi i¢in de iyi bir modelleme, ¢6ziimleme ve analiz ile
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optimal kaynak kullanimi, optimal {iretim ve optimal tiiketim saglanmasi gelisme ve

ilerlemede en 6nemli siirtikleyici gli¢ olacaktir.
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5. SONUC VE ONERILER

Ug yiiz yildan fazla siiren bir gelisim sonunda optimal kontrol teorisi, koklerini
Fermat, Newton, Leibnitz ve Benoulliler’in attig1 Varyasyonlar Analizi’nin bir uzantisi
olarak yeni bir alan olusturdu. Varyasyonlar analizi daha sonra gelen Euler, Lagrange
tarafindan gelistirildi, 19. Yiizyilda Legendre, Jacobi, Hamilton ve Weierstrass basata
olmak tizere bircok matematik¢inin ortaya koydugu teorik temele dayanan optimal
kontrol, iyi kurgulanmis bir arastirma alanina dontistii. Bugiin 20.yilizyilin baginda Bolza
ve Bliss’in 6nemli katkilar1 oldu. 1957 de Bellman Hamilton-Jacobi teorisine dinamik
programlama adini vererek yeni bir bakis agis1 getirdi, temel olarak dogrusal olmayan bir
geribeslemeli kontrol semasi olusturdu. 1939 da Mc Shane ve 1962 de Pontryagin
Varyasyonlar analizini kontrol degiskeni kisitlar1 esitsizligini ¢ozecek sekilde genisletti.
Optimal kontrol teorisinin kullanilmas1 bilgisayarlarin 1950 lerde ticari olarak
piyasalarda yer almaya baglamasindan sonra yayginlasti. Bugiin optimal kontrol
uygulamalar1 miihendislikten ekonomiye; biyolojiden ve yonetim bilimlerine kadar pek

cok alanda yayginlast.
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