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OZET

KESIRLI MERTEBEDEN KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN USTEL
FONKSIYON YONTEMI iLE ANALITiK COZUMLERI

Dort boliimden olusan bu tezin, giris boliimiinde kesirli tiirev ve integral kavrami
ile ilgili literatiir bilgisi verildi.

Ikinci boliimde, Conformable kesirli tiirev igeren diferansiyel denklemler ile ilgili
yapilan ¢alismalara yer verildi.

Uciincii boliimde, bazi 6zel fonksiyonlar ve Griinwald-Letnikov, Riemann-
Liouville, Caputo, Conformable kesirli tiirev yaklasimlari verildi. Bu boliimde son olarak
iistel fonksiyon yonteminin conformable tiirev igeren lineer olmayan bir diferansiyel
denkleme uygulanmasi verildi.

Tezin orjinal kismi1 olan dordiincii boliimde, zaman degiskenine gére Conformable
Kesirli degistirilmis Boussinesq, dagmik uzun dalga, Gilson—Pickering, Liouville
denklemlerinin ve avci—av modelinin {stel fonksiyon yontemi kullanilarak analitik
¢oztimleri elde edildi. Elde edilen analitik ¢6ziimlerin ti¢ boyutlu grafikleri verildi.

2019, 64 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemler, Ustel fonksiyon
yontemi, Analitik ¢oziim.



ABSTRACT

ANALYTICAL SOLUTIONS OF FRACTIONAL ORDER PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATION BY EXPONENTIAL FUNCTION METHOD

In the introduction of this thesis, which is composed of four chapter, the literature
information about the concept of fractional derivative and integral is given.

In the second chapter, the studies that node on the conformable fractional
differential equations are given.

In the third chapter, some special functions and Griinwald-Letnikov, Riemann-
Liouville, Caputo, Conformable fractional derivative approaches are given. In this
chapter, finally, the application of exp-function method to nonlinear differential equations
involving conformable derivative is given.

In the fourth chapter, which is the original part of the thesis, analytical solutions
of conformable time fractional variant Boussinesq, dispersive long wave, Gilson-
Pickering, Liouville equations and the predator-prey system are obtained by using exp-
function method. The three dimensional graphics of obtained analytical solutions are
given.

2019, 64 Pages

Key Words: Fractional order partial differential equations, Exponential function method,
Analytical solution.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

I'(x) : Gama fonksiyonu
B(x,y) : Beta fonksiyonu
DPf (1) . f(t) fonksiyonunun [a, t] kapal1 araliginda p —inci mertebeden

Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi

D Pf(E) . f(t) fonksiyonunun [a, t] kapali araliginda p —inci mertebeden
Griinwald-Letnikov kesirli integrali

DY) : f(t) fonksiyonunun [a, t] kapali araliginda p —inci mertebeden
Riemann-Liouville kesirli tiirevi

DPf() . f(t) fonksiyonunun [a, t] kapali araliginda p —inci mertebeden

Riemann-Liouville kesirli integrali

EDEF(L) : £ (t) fonksiyonunun [a, t] kapali araliginda @ —inci mertebeden Caputo
kesirli tirevi

T (f(t)) : f (t) fonksiyonunun a —inci mertebeden conformable kesirli tiirevi

% . f(t) fonksiyonunun n —inci mertebeden tiirevi

O . £(¢) fonksiyonunun k —inc1 mertebeden tiirevi
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1. GIRIS

Kesirli tiirev kavrami, ilk olarak iinlii matematik¢i olan G.W. Leibnitz’ in L’
Hospital’a yonelttigi soru ile 1695 yilinda literatiirde yerini almistir (Oldham ve Spanier,
1974). 17. ylizyildan sonra ise kesirli mertebeden tiirev kavrami bir¢ok matematik¢inin
dikkatini ¢ekmis olup, bu alanda ¢alismalar yapilmistir (Hilfer, 2000).

Kesirli mertebeden tiirevler icin literatiirde birgok yaklasim vardir. Bunlardan
bazilar1  Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo ve Conformable
yaklasimlaridir. iki iinlii matematik¢i olan Riemann ve Liouville’nin tanimladiklari
kesirli mertebeden tiirev yaklagimlarinin birlestirilmesi sonucunda meydana gelen,
Riemann-Liouville kesirli tiirev yaklagimi giiniimiizde siklikla kullanilmaktadir (Kilbas
ve ark., 2006). 1967 yilinda, Griinwald ve Letnikov Sonlu fark yaklagimini kullanarak
Griinwald-Letnikov kesirli mertebeden tiirev yaklagimini tanimlamislardir. Belli sartlar
altinda bir fonksiyonun Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirevi ile Griinwald-
Letnikov kesirli mertebeden tiirevinin esit oldugu goriilmiistiir (Debnath ve Bhatta, 2007).
Tamsay1 mertebeli tiirev igeren baslangi¢ ve sinir degerleri ile verilen kesirli mertebeden
diferansiyel denklemlerin ifade edilmesine uygun olan Caputo tiirev yaklasimi ise M.
Caputo tarafindan 1967 yilinda literatiire kazandirilmistir (Podlubny, 1999). Bu tiirev
yaklasimlarina gore daha basit olmasi sebebiyle bir¢ok matematikg¢i tarafindan tercih
edilen ve adi tiirev ile ifade edilebilen Conformable kesirli tiirev yaklagimi 2014 yilinda
literatiirde yerini almistir (Khalil ve ark., 2014).

Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo yaklagimlarinin saglamadigi
bircok 6zelligi R. Khalil ve arkadaslar tarafindan tanimlanan Conformable kesirli tiirev
yaklagimi saglamaktadir (Rezazadeh ve ark., 2017).

Son yillarda, kesirli mertebeden diferansiyel denklemler, biyoloji, kimya,
mihendislik, fizik, ekonomi ve diger bircok alanda meydana gelen olaylarin
matematiksel modellenmesinde kullanilmaktadir. Ayrica, kesirli mertebeden diferansiyel
denklemler bilim ve miihendislik alaninda 6nemli bir yere sahip olan lineer olmayan
olaylarin da modellenmesinde énemli rol oynamaktadir (Aminikkah, 2016).

Kesirli mertebeden diferansiyel denklemler sinyal isleme, kontrol miihendisligi,

elektromanyetizma, biyolojik bilimler, akiskan mekanigi, diflizyon siiregleri, viskoelastik



malzemelerin dinamigi, siirekli mekanik mekanizmalar ve kiiresel alevlerin yayilimi gibi
bir¢ok fizik ve miihendislik alanlarinda kullanilmaktadir (Ilie, 2018).

Fizik ve miihendislikte meydana gelen olaylarin matematiksel modellenmesi
sonucunda ortaya ¢ikan lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin analitik
¢ozlimlerinin bulunmasinda etkili ve kolay bir yontem olan iistel fonksiyon yontemi 2006
yilinda ilk olarak diferansiyel denklemlere uygulandi ve bu denklemlerin tam ¢oziimleri
elde edildi (He ve Wu, 2006).

Bu tezde; conformable kesirli mertebeden degistirilmis Boussinesq, daginik uzun
dalga, Gilson—Pickering, Liouville denklemlerinin ve avci—av modelinin iistel fonksiyon

yontemi ile analitik ¢oztimleri elde edilecektir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Fizik ve miihendislikte meydana gelen olaylarin matematiksel modellenmesi
sonucunda ortaya ¢ikan lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin analitik
¢Ozilimleri biiyiik bir dneme sahiptir. Bu tiir denklemlerin analitik ¢éziimlerini elde etmek
icin kullanilan yontemler literatiirde mevcuttur. Bu yontemlerden bazilari, tanh-
fonksiyon (Wazwaz, 2004; Malffiet, 2004), Jakobi eliptik (Parkes ve ark., 2002; Zhang
ve Dai, 2006), birinci integral (Feng, 2002; Feng ve Wang, 2003), iistel fonksiyon (He ve
Wu, 2006; He ve Abdou, 2007), alt denklem (Yomba, 2005; Zhang ve Xia, 2006), G'/G
acilimi (Zhang ve ark., 2008; Wang ve ark., 2008), fonksiyonel degisim (Zerarka ve ark.,
2010; Tasbozan ve ark., 2012) yontemleridir.

Conformable kesirli tiirev igeren diferansiyel denklemlerin analitik ve niimerik
¢Ozlimleri bircok matematik¢i tarafindan elde edildi.

2014 yilinda Hammad ve Khalil tarafindan conformable kesirli tiirev i¢in Fourier
serileri tanimlandi ve bazi1 kismi diferansiyel denklemlerinin bu seri yardimiyla ¢6ziimleri
bulundu (Hammad ve Khalil, 2014)

2014 yilinda Hammad ve Khalil tarafindan yapilan bir diger caligmada ise
degisken katsayili conformable kesirli mertebeden lineer diferansiyel denklemler icin
Wronskian formiilii verildi (Hammad ve Khalil, 2014).

2015 yilinda Batarfi ve arkadaslar1 tarafindan baslangi¢ ve ii¢ nokta sinir sartlari
ile verilen conformable kesirli mertebeden diferansiyel denklem ¢alisildi (Batarfi ve ark.,
2015).

2015 yilinda Atangana ve arkadaslar tarafindan yapilan ¢alismada conformable
kesirli tirevin yeni ozellikleri ile birlikte bu tiirev ile ilgili baz1 teoremler verildi
(Atangana ve ark., 2015).

2015 yilinda Kurt ve arkadaglari tarafindan yapilan ¢aligmada conformable kesirli
mertebeden Burger’s denkleminin Fourier serisi yardimiyla analitik ¢oziimleri ve
homotopi analiz yontemi ile yaklasik ¢ozlimleri elde edildi (Kurt ve ark., 2015).

2015 yilinda Kurt ve Cenesiz tarafindan yapilan calismada conformable kesirli
mertebeden iki ve ii¢ boyutlu dalga denklemlerin analitik ¢6ziimleri verildi (Cenesiz ve
Kurt, 2015).



2015 yilinda Abdeljawad conformable kesirli tiirev ve integral i¢in zincir kuralini,
Gronwall’un esitsizligini, kismi integrasyonunu, Taylor kuvvet seri agilimlarini, Laplace
doniistimlerini ve lineer diferansiyel sistemlerini tanimladi (Abdeljawad, 2015).

2016 yilinda Ekici ve arkadaglar1 tarafindan ele aldiklar1 conformable kesrli
mertebeden tiirev igeren kismi diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimleri birinci integral
yontemi yardimiyla bulundu (Ekici ve ark., 2016).

2016 yilinda Benkhettou ve arkadaslar1 zaman skalasinda conformable kesirli
tiirev ve integrali tanimladi (Benkhettou ve ark., 2016).

2016 yilinda Aminikhah ve arkadaslari tarafindan yapilan ¢alismada, conformable
kesirli mertebeden (1+1) ve (2+1) boyuta sahip diizenli uzun dalga denklemlerinin
analitik ¢éziimlerini elde etmek i¢in alt denklem y6ntemi kullanildi (Aminikhah ve ark.,
2016).

2016 yilinda Eslami ve Rezazadeh tarindan yapilan ¢aligmada birinci integral
yontemi ile conformable kesirli mertebeden Wu-Zhang denkleminin analitik ¢oziimleri
elde edildi (Eslami ve Rezazadeh, 2016).

2016 yilinda Kurt ve arkadaslar1 tarafindan homotopi analiz yontemi kullanilarak
yapilan c¢alismada conformable kesirli mertebeden Burgers-Korteweg-de Vries
diferansiyel denkleminin niimerik ¢oziimleri elde edildi (Kurt ve ark.,2016).

2016 yilinda Tasbozan ve arkadaslari tarafindan yapilan ¢alismada conformable
kesirli mertebeden iki boyutlu Boussinesq denklemi ve birlestirilmis KdV-mKdV
denkleminin analitik ¢oziimleri Jacobi eliptik fonksiyon agilim yontemiyle elde edildi
(Tasbozan ve ark., 2016).

2016 yilinda Iyiola ve Nwaeze tarafindan conformable kesirli tlirev ve integral
tanimi gelistirildi ve yeni sonuglar elde edildi (Iyiola ve Nwaeze, 2016).

2017 yilinda Kurt ve arkadaslar tarafindan yapilan ¢alismanda, G'/ G agilim
yontemi ve homotopi analiz yontemi kullanilarak, Nizhnik-Novikov-Veselov denklem
sisteminin tam ve yaklasik ¢oziimleri elde edildi (Kurt ve ark., 2017).

2017 yilinda Ilie ve arkadaslari tarafindan conformable kesirli mertebeden
Bernoulli ve Riccati denklemlerinin genel ¢oziimleri elde edildi (Ilie ve ark., 2017).

2017 yilinda Hosseini ve Ansari tarafindan yapilan ¢alismada lineer olmayan
conformable kesirli mertebeden Boussinesq denkleminin analitik ¢éziimleri Kudryashov

yontemi kullanilarak elde edildi (Hosseini ve Ansari, 2017).



2017 yilinda Rezazadeh ve arkadaglari tarafindan yapilan ¢alismada ise lineer
olmayan zaman degiskenine gore conformable kesirli mertebeden Sharma-Tasso-Olver
denkleminin analitik ¢6ziimleri dogrudan cebirsel yontem yardimiyla elde edildi
(Rezazadeh ve ark., 2017).

2017 yilinda Hosseini ve arkadaslari tarafindan kuadratik ve kiibik nonlineerlige
sahip zamana bagli conformable kesirli mertebeden Klein-Gordon denklemlerinin
analitik ¢oziimlerini elde etmek i¢in modifiye edilmis Kudryashov yontemi kullanildi
(Hosseini ve ark., 2017).

Conformable kesirli tirev igeren Cahn-Allen ve Cahn-Hilliard denklemlerine
Kudryashov yonteminin yeni bir versiyonunu uygulayarak, bu denklemlerin analitik
¢oziimleri 2017 yilinda Hosseini ve arkadaslar tarafindan elde edildi (Hosseini ve ark.,
2017).

2017 yilinda Cenesiz ve arkadaslar tarafindan birinci integral yontemi kullanarak
zaman degiskenine gore conformable kesirli mertebeden Burgers’, modifiye Burgers’ ve
Burgers—Korteweg—de Vries denklemlerinin analitik ¢oziimleri elde edildi (Cenesiz ve
ark., 2017).

2017 yilinda yaygin olarak degisen difiizyon katsayilarina sahip tek boyutlu
diftizyon ile birlikte ele alinan zaman degiskenine gore conformable kesirli kismi tiirev
iceren Robertson denklem sisteminin yaklasik ¢oziimleri q-homotopi analiz yontemini
kullanarak Tyiola ve arkadaslari tarafindan elde edildi (lyiola ve ark., 2017).

2017 yilinda Kaplan ve arkadaglar1 tarafindan yapilan ¢alismada, conformable
kesirli mertebeden (2+1) boyutlu Zoomeron ve EW denklemlerinin modifiye edilmis
basit denklem yontemi yardimiyla analitik ¢oziimleri elde edildi (Kaplan ve ark., 2017).

2018 yilinda Tasbozan ve arkadaslar tarafindan yapilan ¢aligmada, zamana gore
conformable kesirli mertebeden Drinfeld-Sokolov-Wilson denklem sisteminin Sine-
Gordan acilim yontemini kullanilarak analitik ¢oziimleri elde edildi. Ayrica,
pertiirbasyon-iterasyon algoritmast kullanilarak bu sistemin niimerik ¢oziimleri elde
edildi (Tasbozan ve ark., 2018).

2018 yilinda Ilie ve arkadaslari tarafindan yapilan c¢alismada birinci integral
yontemi kullanilarak conformable kesirli mertebeden Burgers — KdV, Klein — Gordon,
KdV-Zakharov — Kuznetsev ve Zakharov — Kuznetsov denklemlerinin analitik ¢6ziimleri
elde edildi (llie ve ark., 2018).



2018 yilinda Rezazadeh ve arkadaglart tarafindan yapilan ¢alismada
genellestirilmis izdiisiimsel Riccati denklem yontemi, conformable kesirli mertebeden
Duffing modelinin analitik ¢6ziimlerini bulmak i¢in onerildi (Rezazadeh ve ark., 2018).

2018 yilinda Darvishi ve arkadaslar1 tarafindan conformable tiirev ve Kesirli
kompleks doniisiimiiniin 6zellikleri kullanilarak, lineer olmayan conformable kesirli
mertebeden (1 + 1) boyutlu Schrédinger modelinin bazi 6zel fonksiyonlar yardimiyla
analitik ¢oziimleri elde edildi (Darvishi ve ark., 2018).

2018 yilinda Kaplan ve Akbulut tarafindan yapilan ¢alismada conformable kesirli
mertebeden bazi diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziimleri modifiye edilmis basit
denklem ve exp(—®(£)) yontemleri ile elde edildi (Kaplan ve Akbulut, 2018).

2018 yilinda Bayram ve arkadaglar1 tarafindan yapilan ¢alismada conformable
kesirli mertebeden Volterra-Fredholm integro-diferansiyel denkleminin niimerik ¢6ziimi
Sinc-collocation yontemi kullanilarak elde edildi (Bayram ve ark., 2018).

2018 yilinda Korkmaz tarafindan yapilan ¢alismada, conformable kesirli
mertebeden KdV ve Burger’s denklemlerinin Kudryashov yontemi yardimiyla analitik
¢ozimleri elde edildi (Korkmaz, 2018).



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, ilk olarak bazi 6zel fonksiyonlar verildikten sonra literatiirde siklikla
kullanilan kesirli tiirev yaklasimlarindan Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville,
Caputo ve Conformable yaklasimlar1 verildi. Daha sonra tezde ele alinacak olan
Conformable kesirli mertebeden tiirev igeren kismi diferansiyel denklemlerin analitik

cozlimlerini elde etmek i¢in kullanilacak olan iistel fonksiyon yontemi verildi.
3.1. Gama Fonksiyonu

Faktoriyel fonksiyonu olarak bilinen, Gama fonksiyonu
I'(x) = fooo t*le~tdt, x>0
seklinde genellestirilmis integrali ile tanimlanir (Podlubny, 1999).
Gama fonksiyonunun en ¢ok kullanilan 6zellikleri
'x+1) =xI'(x), x>0,
'x)=(x—-1), x€N,
F'x+1)=xI'(x), x>0
seklindedir (Altin, 2011).

—1 < x < 0 araliginda x ‘in negatif degerlerindeki Gama fonksiyonu, 0 < x +
1 < 1 olacagindan,

oo = D

formiilii ile hesaplanir. —2 < x < —1 arahigindaki negatif x degerleri igin Gama
fonksiyonu, 0 < x + 2 < 1 olacagindan,

I'(x + 2
I'(x) = ﬁ
esitligi yardimiyla kolayca bulunur.
Benzer diislince ile, n € N olmak iizere —n < x < —n + 1 esitsizligini saglayan
X degerleri igin 0 <x+n<1 olacagindan, —n<x <-n+1 araligimdaki X
degerlerinin Gama fonksiyonu
I'(x +n)

I'(x) = x(x+D(x+2) .. (x+n—1)




formiilii elde edilir (Altin, 2011).
3.2. Beta Fonksiyonu

Beta fonksiyonu, x > 0, y > 0 olmak iizere

Bey) = fy M1 - ) e
seklinde Riemann integrali ile tanimlidir (Tagbozan, 2011).

Beta fonksiyonu ile Gama fonksiyonu arasindaki baginti

_Try)
S )

selinde ifade edilebilir (Altin, 2011).
3.3. Griinwald-Letnikov Yaklasim

f(®) vek =0,1,2,3,..,m + 1 olmak iizere f ¥ (t) fonksiyonlar1 [a, t] araliginda
stirekli olsun. Burada m, m < p < m + 1 sartin1 saglayan bir tamsayidir. Bu varsayimlar

altinda f (t) fonksiyonunun p-inci mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi

JDPF(£) = lim h™ pZ( b ( f(t—rh)

fk(a)(t_a)_p+k 1 ‘ -p+m £(m+1
F(—p+k+1) +F(—p+m+1)fa(t_T) prm f(m+)(7)dr

seklinde tanimlidir. Burada (f) degeri

(p) _pp—-D(-2)..(p—r+1)
r/ r!

formiili ile tanimlanmistir (Podlubny, 1999).
f(t) fonksiyonu [a,t]araliginda siirekli ise f(t) fonksiyonunun p-inci

mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli integrali
D;Pf() = lim b £7o[]f (t —vh) = 1= [ (t = P f(Dde
(3.3.1)

sekinde tanimlanir. Burada [ ] degeri

[p] _plp+D@+2)..(p+r+1)
rl 7!




olarak alinmistir (Podlubny, 1999).
f(t) fonksiyonunun birinci tiirevi olan f'(t) tirevinin [a,t] araliginda siirekli
oldugu varsayilir ve (3.1.1) denkleminin sag tarafina bir kez kismi integrasyon

uygulanirsa

f(@)(t —a)P
F'p+1)

D, Pf(t) = + ! f t(t—r)pf’(t)dr
rp+1)J,

esitligi bulunur. Eger f(t) fonksiyonunun [a,t] araliginda m + 1 kez siirekli
diferansiyellenebilir oldugunu varsayilirsa (3.1.1) denkleminden

C FE(@) (6 — a)PtE
Fp+k+1) F(p+m+1)fa(

DIPf(O) = £ — P (1)

esitligi elde edilir (Podlubny, 1999).
3.4. Riemann-Lioville Yaklasimi

f(t) fonksiyonu (a,t) araliginda siirekli ve integrallenebilir fonksiyon olmak
tizere, f(t) fonksiyonunun p-inci mertebeden Riemann-Liouville Kkesirli integrali p > 0

olmak tizere
D F(O= [1(t = 1P f(D)dr
seklinde tanimlanir (Podlubny, 1999).

0<a<1i¢in k—a>0 olmak tizere f(t) fonksiyonunun (k — a) —mertebeden

Riemann-Liouville kesirli tiirevi

DX Ef(t )_F(a) dtkf (t—1)*1 f()dr (3.4.2)
olarak tanimhidir (Podlubny, 1999).
(3.4.1) esitliginde p = k — a olarak alinirsa

DY f(O= L [ - P f@dr

d —(k-p)
=2 (D7 PF @)
esitligi elde edilir. Burada k — 1 < p < k dir (Podlubny, 1999).



3.5. Riemann-Lioville Yaklasim ile Griinwald-Letnikow Yaklasimn Tliskisi

f(t) fonksiyonunun [a,b]araliginda siirekli ve m+1 defa sirekli
diferansiyellenebilir oldugunu varsayilirsa, 0 < m < p < m + 1 sartin1 saglayan her p
degeri i¢in DYf(t) Riemann-Liouville kesirli tiirevi vardir ve Griinwald-Letnikov
kesirli tlirevine esittir. (3.4.1) ile verilen Riemann-Liouville kesirli tiirev yaklagimina

m + 1 kez kismi integrasyon uygulanirsa

DLf(t) = : (i)m+1 f t—-1)™ P f(r)dr
art " T(—p+m+1)dt

m

N @eom 1 e e
_Z (Cp+k+1D) +F(—p+m+1),[(t_r)p @

k=0

= oD{f(0)
esitligi elde edilir (Podlubny, 1999).

f(t) ve f'(t) fonksiyonlari [a, t] araliginda siirekli olsun. Yukaridaki formiilde
m = 0 alinirsa f(t) fonksiyonunun 0 < p < 1 araligindaki her p i¢in Riemann-Liouville

ve Griinwald-Letnikov kesirli tiirevleri esittir ve

t
D2 = P =TIy L [0 e

NG ) rl-mp)

esitligi ile tanimlidir (Podlubny, 1999).
3.6. Caputo Yaklasim

f(t) fonksiyonu n kez siirekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. n — 1 <
a < n sartim saglayan @ degeri i¢in f(t) fonksiyonunun a-inci mertebeden Caputo
anlamindaki kesirli tiirevi

fr(dr

1 t
EDES() = DED(O) = s | s

esitligi ile tanimhidir (Podlubny, 1999).
Riemann-Liouville yaklagimi ile Caputo yaklasimi arasindaki en biiyiik farklardan

biri sabit bir fonksiyonun tiirevinin hesaplanmasidir. Ornegin; f(t) = A sabit
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fonksiyonunun Caputo anlaminda kesirli mertebeden tiirevi sifira esittir. Fakat bu sabit
fonksiyonun Riemann-Liouville anlamindaki kesirli mertebeden tiirevi a degerinin sonlu
deger olmasi halinde sifira esit degildir. Ciinkii sabit fonksiyonun Riemann-Liouville
anlamindaki kesirli mertebeden tiirevi

At™¢
I'1l-oa)
seklindedir (Podlubny, 1999).

f(t) fonksiyonu (a, t) araliginda siirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon ve m —

DEf(E) =D A=

1 < @ <m sartin1 saglayan bir m tamsayisi i¢in k = 1,2,3,..., m+ 1 olmak iizere
FO(t) tirevlerinde [a,t]arahginda siirekli ve integrallenebilir olsun. Eger k =
0,1,2,3, ..., m — 1 degerleri i¢in f () (a) = 0 sartlart saglantyorsa

DEf () = GDES (D)
esitligi elde edilir (Podlubny, 1999).

3.7. Conformable Yaklasim

Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo kesirli mertebeden tiirev
yaklagimlarinin tanimlarindan, bu ii¢ kesirli mertebeden tiirev yaklagiminin da lineerlik
ozelligini sagladigi kolayca goriilmektedir. Fakat bu ¢ tiirev yaklasimin bazi

dezavantajlar1 asagidaki gibidir (Khalil ve ark., 2014):

e Yukaridaki kisimlarda bahsedildigi gibi, sabit bir fonksiyonun Riemann-Liouville
anlaminda kesirli tiirevi sifira esit degildir.

e Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov ve Caputo kesirli tiirev yaklagimlari,
f(t) ve g(t) fonksiyonlar1 a-mertebeden diferansiyellenebilir fonksiyonlar
olmak iizere, iki fonksiyonun garpiminin tiirev
D (f()g(®)) = f(O)D(g(®)) + g(O)D(f ()

formiiliinii saglamazlar.

e Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov ve Caputo kesirli tiirev yaklasimlari,

f(t) ve g(t) fonksiyonlar1 a-mertebeden diferansiyellenebilir fonksiyonlar ve

g # 0 olmak tizere iki fonksiyonun bdliimiin tiirev
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g(t)

formiiliinii saglamazlar.

D (f(t)> _ gODEF ) — F(ODF(G(L))
‘ [g(D]2

¢ Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov ve Caputo kesirli tiirev yaklagimlari
DE(f(D)og(®) = f@(g(®)g(t)
seklinde verilen zincir kurali formiiliinii saglamazlar.
¢ Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov ve Caputo kesirli tiirev yaklasimlari
DDPf(t) = D*Pf(t)
esitligini saglamazlar.
Tanim 3.7.1. f:[0,00) - R bir fonksiyon olmak tizere t > 0 ve 0 < a < 1 igin

f () fonksiyonunun a —inci mertebeden conformable kesirli tiirevi

ft+et'™*) = f()
&

T.(f(£)) = lim
esitligi ile tanimhidir. Eger f(t) fonksiyonu a > 0 olmak iizere (0,a) agik araliginda
a —inci mertebeden diferansiyellenebilir ve tl_i)r(§1+ £ (t) limiti varsa

F@) = Jim £ (0)

esitligi yazilabilir (Khalil ve ark., 2014).

Teorem 3.7.1. f:[0,o0) — R fonsiyonu t, > 0 noktasinda 0 < @ < 1 olmak tizere
a —inci mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon oldugu varsayilirsa f(t) fonksiyonu ¢,
noktasinda siirekli bir fonksiyon olur (Khalil ve ark., 2014).

Teorem 3.7.2. 0 <a <1 ve t>0 i¢cin f(t) ve g(t) fonksiyonlar1 a —inci
mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar olmak iizere asagidaki 6zellikler saglanir (Khalil
ve ark., 2014):

o Her a,b € R igin Ty (af (t) + bg(t)) = aT,(f(t)) + bT,(g(t)),
o Her p € R igin T, (tP) = ptP~¢,

o Her f(t) = c sabit fonksiyonu i¢in T, (c¢) = 0,

o T(fF®OI®) =fOT(9(®)) + gOTL(F (1)),

F®Y _ 9OT(F®)-FO)T(g(®)
* I (g(t)) = 9O !

o« TU@)=eT TR
Bazi fonksiyonlarin 0 < @ < 1 olmak iizere @ —inci mertebeden conformable

kesirli turevleri
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o a € R olmak iizere T,(e%) = atl~%e%,
. b € R olmak iizere T, (sin(bt)) = bt'~%cos(bt),

e ¢ € R olmak iizere T, (cos(ct)) = —ct' %sin(ct),

t* . t%
cos ) = —sin -

[ [
o T, (e a) =ea,
Tanmm 3.7.2. 0 < @ < 1 olmak tizere f(t) fonksiyonunun a —inci mertebeden

conformable kesirli integrali

1B(f(D) = IE e f () = [ L2 dx (3.7.1)

seklinde genellestirilmis Riemann integrali ile tanimlidir (Khalil ve ark., 2014).

(3.7.1) ile verilen esitlik yardimiyla
o I7(Vtcos (t)) = sin (¢),
2
o [{(cos(2Vt)) = sin(2v)
2

esitlikleri elde edilir.

Teorem 3.7.3. t = a olmak tizere f(t) siirekli fonksiyonu i¢in

T(IG(f (1)) = f(©)
esitligi gecerlidir (Khalil ve ark., 2014).

3.8. Ustel Fonksiyon Yéntemi

F lineer olmayan bir fonksiyon, u(x, t) bilinmeyen bir fonksiyon, x ve t konum

ve zaman bagimsiz degiskenleri olmak iizere

0%u(x,t) du(x,t) 92%u(x,t) 0%u(xt) .
F(u(x,t), ate ' 9x  ot2a ’ gx2 "")_0

seklinde zaman degiskenine gore conformable kesirli mertebeden lineer olmayan kismi

(3.8.1)
diferansiyel denklemi ele alinsin. (3.8.1) ile verilen kesirli mertebeden kismi diferansiyel

denklemine, k ve w daha sonra belirlenecek olan keyfi sabitler olmak tizere

u(x,t) =um),n = kx + W% (3.8.2)
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seklinde dalga doniisiimii uygulansin. (3.8.1) kesirli mertebeden kismi diferansiyel
denklemindeki kismi tiirevler (3.8.2) dalga doniisiimii yardimiyla

0%u(xt) Wdu(n) du(xt) _ k du(n) 0%u(xt) — k2 d?u(n) (3.8.3)

atx dn ' ox dn ' 09x2 dnz 77

adi tiirevlere dontisiir (Abdeljawad, 2015).
(3.8.3) ile elde edilen adi tiirevler (3.8.1) ile verilen zaman degiskenine gore
conformable kesirli mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel denkleminde yerlerine

yazilirsa

du(n) d*u(n) _
Q (utn), 52, R, ) = 0 (384)

seklinde lineer olmayan adi diferansiyel denklemi elde edilir. (3.8.4) ile verilen lineer

olmayan adi diferansiyel denkleminin

S8 anexp(nn) _ a_cexp(=cn)++agexp(dn) (3.8.5)
Ym=—pbmexp(mn) — b_p exp(=pn)+--+bgexp(qn) o

u(n) =
seklinde dalga ¢6ziimii aransin. Burada c, d, p ve g daha sonra belirlenecek olan pozitif
tamsayilar, a, Ve b, ise bilinmeyen katsayilardir.

(3.8.5) denklemindeki, c, d, p ve q pozitif tamsayilarini belirlemek i¢in en yiiksek
mertebeden lineer olan terim ile en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim arasindaki

homojen dengeye bakilir (Tasbozan ve ark, 2017).
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde, baz1 conformable anlaminda kesirli mertebeden tiirev igeren kismi
diferansiyel denklemlerin {istel fonksiyon yontemi ile analitik ¢oziimleri elde edildi. Her

bir denklem i¢in elde edilen analitik ¢dziimlerin ylizeyleri ve egrileri ¢izildi.
4.1. Kesirli Mertebeden Degistirilmis Boussinesq Denklemi

Su dalgalar i¢in bir model olan degistirilmis Boussinesq denkleminde u =
u(x,t) hizi ve v = v (x,t) toplam derinligi ifade etmektedir. 1995 yilinda Wang
tarafindan degistirilmis Boussinesq denkleminin analitik ¢6ziimleri homejen denge
yontemi kullanilarak elde edildi (Wang, 1995). 2005 yilinda Yomba tarafindan yapilan
calismada degistirilmis Boussinesq denkleminin analitik ¢oziimlerini elde etmek
amactyla genisletilmis Fan alt denklem yontemi kullanildi (Yomba, 2005). Ayrica 2005
yilinda Lii tarafindan degistirilmis Boussinesq denkleminin dalga c¢oziimleri Jacobi
eliptik fonksiyon yontemi kullanilarak elde edildi (Lii ve ark., 2005). 2008 yilinda ise
Wang ve arkadaslari tarafindan yapilan bir diger ¢aligmada ise G'/G agilim yontemi
kullanilarak degistirilmis Boussinesq denkleminin analitik ¢6ztimleri elde edildi (Wang
ve ark., 2008).

Ik olarak, conformable kesirli mertebeden degistirilmis Boussinesq denklemini

a € (0,1] olmak tizere

0%u du v
Y +Ua+a— 0,

0%  A(uv) |, 93u

et o tom = 0 (4.1.1)

ele alinsin.

(4.1.1) ile verilen conformable kesirli mertebeden degistirilmis Boussinesq

denkleminine
n=hetwS (4.1.2)

dalga doniisiimii uygulanirsa
wu, + kuu,7 + kv77 =0,

wv, + k(uv), + k3u,,, =0 (4.1.3)
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lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir. (4.1.3) denklem sistemi n
degiskenine gore bir kez integre edilip ve daha sonra integral sabitlerinin sifir alinmasiyla,

(4.1.3) adi diferansiyel denklem sistemi

2
Wu+k%+kv=0,

wv + kuv + k3u,, =0 (4.1.4)
formuna dontisiir. (4.1.4) denklem sistemindeki ilk esitlikten v degeri yalniz birakilirsa
v=—1wu+5 (4.1.5)
esitligi bulunur. Bu esitlik (4.1.4) denklemi sistemindeki ikinci esitlikte yerine yazilirsa
2w?u + 3kwu? + k*u® — 2k*u,, = 0 (4.1.6)
esitligi elde edilir.

(4.1.6) denkleminin ¢ézlimiiniin

2%=—c ane™m
Z?n:—p bme(mn)

u(n) = (4.1.7)

seklinde oldugunu kabul edelim. Burada c, d, p ve q pozitif tamsayilar, a,, (n = —c, ..., d)
ve b, (m = —p, ..., q) daha sonra belirlenecek olan katsayilardir.

Bilinmeyen c, d, p ve g pozitif tam sayilarini1 belirlemek i¢in, (4.1.7) ile verilen
u(n) ve u(n) ifadesinin n degiskenine gore ikinci tiirevi olan u,, degerleri (4.1.6)
denkleminde yerlerine yazilir ve daha sonra, en yiiksek dereceden lineer olmayan terim
olan u3 ile en yiiksek mertebeden tiirev olan Uy, terimleri arasindaki homojen dengeye
bakilir.

(4.1.7) ile verilen u(n) ifadesi yardimiyla, (4.1.6) denklemindeki en yiiksek

mertebeden tiirev olan u,,, ifadesinin degeri

crel=e=3pimly ...

u,m = —Cze[_4p’7]+--- (418)
seklinde ve en yiiksek dereceden lineer olmayan u? ifadesinin degeri ise

[=3enl ...
yd =t (4.1.9)

T e3Py
seklinde hesaplanir. (4.1.8) ve (4.1.9) denklemlerindeki katsayilarin esitlenmesiyle
—c—3p=-3c—p

esitligi bulunur. Buradan

c=p (4.1.10)

elde edilir.
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Benzer sekilde (4.1.7) ile verilen u(n) ifadesi yardimiyla, (4.1.6) denklemindeki
en yiiksek mertebeden tiirev olan u,,, ifadesinin degeri

.tdqel@+3am]

Unn = .tdyeltan] (4'1'11)
olarak ve en yiiksek dereceden lineer olmayan u3 ifadesinin degeri
[3dn]
3 _ ...+d3e
= T (4.1.12)

olarak bulunur. (4.1.11) ve (4.1.12) denklemlerindeki katsayilarin esitlenmesiyle
d+3q=3d+q
esitligi elde edilir ve buradan
q=d (4.1.13)
esitligi bulunur.

Homojen denge sonucunda elde edilen (4.1.10) ve (4.1.13) esitliklerinde p =
c =1veq =d = 1olarak segilirse, (4.1.7) ile verilen u(n) esitligi

a_1eCMiag+ae®
b-le(_")+b0+ble(’7)

u(m) = (4.1.14)

formuna doniisiir.

Boylece (4.1.14) denkleminde verilen u(n) degeri ve u(n) degerinden elde edilen
Uy IKinci tiirevi (4.1.6) denkleminde yerlerine yazilir ve e™ (n = —3(1)3) terimlerine
gore Maple programi yardimiyla diizenlenirse

~[C3CM + C,e @D + C1e™ + Co + C_1eCM + C_,e M + C_3e3M])=0  (4.1.15)
esitligi elde edilir. Burada 4, C3, C,, C;, Cy, C_1, C_,, C_5 Katsayilar1 asagidaki gibidir:
A= (bye™ + b_1eC™ + by)3,

C; = 2w?a,b? + k?a3 + 3kwaib,,

C, = —2k*aoh? + 2w?ayb? + 3k%a?a, + 4w?a,b1by + 3kwa?b, + 6kwa,agb; +
2k*a,b;by ,

C; = 2w?a,b¢ + 3k?a a3 — 2k*a, b + 4w?ayb, by + 6kwa,agby + 3kwadb, +
2k*agb by — 8k*a_,b? + 3k?a?a_; + 2w?a_,b? + 4w?a,b;b_, + 3kwa?b_; +
6kwa,a_.b, + 8k*a,;b,b_4,

Co = 6k?a,apa_, + 4w?a,bob_, + 4w?ayb,b_; + 4w?a_,b by + 12k*agb,b_; —
6k*a,byb_, — 6k*a_,b,by + 6kwa,ayb_, + 6kwa,a_,b, + 6kwaga_,b; +

2w?ayb3 + 3kwadb, + k%ad,
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C_, = 2w?a,b?, + 6kwa_,agby — 2k*a_, b2 + 4w?ayb_,by — 8k*a,b?, +
6kwa,a_,b_; + 3kwadb_; + 3k?a,a?, + 2w?a_,b3 + 2k*ayb_1by +
4w?a_,;b,b_; + 3k%a3a_, + 8k*a_,;b,b_4,

C_, = —2k*aoh?; + 2w?ayb?; + 6kwaga_,b_; + 3k?a?,ay + 2k*a_,;byb_; +
3kwa? by + 4w?a_,b_,by,

C_3 = 2w?a_,b?; + k?a3, + 3kwa?,b_;. (4.1.16)
n = —-3,-2,...,2,3 olmak tizere e™" ifadesinin katsayilarinin
C3 = 0, CZ = 0, Cl = 0 ’CO = 0, C_3 = 0, C—Z == 0, C—l == 0 (4117)

seklinde sifira esitlenmesiyle cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin

Maple yardimiyla ¢oziilmesiyle,

2
a_, =0,by = 2"";;{%,191 =% w = —k? (4.1.18)

katsayilar1 bulunur. Bulunan bu katsayilarin ve (4.1.2) ile verilen dalga doniisiimiiniin

(4.1.14) denkleminde yerlerine yazilmasiyla u(x, t) analitik ¢6ziimii

u(x’ t) — Zkao

(4.1.19)

a
a0+2kb_1e (_x+k%)

olarak elde edilir. v(x,t) analitik ¢oziimi ise (4.1.5) esitliginde (4.1.19) ile verilen
u(x, t) analitik ¢dztimiiniin yerine yazilmasiyla
kt“)

K =+
4-k3a0b_1e ( x a

2
<a0 +2kb_1ek(_x+¥)>

olarak elde edilir.
(Sekil 4.1.) ile (Sekil 4.8.) arasinda (4.1.1) ile verilen comformable kesirli

v(x, t) =

(4.1.20)

mertebeden  degistirilmis  Boussinesq denkleminin  a, =1, b_; =1, k=05
degerlerinde ve —10 < x < 10, 0 <t < 10 araliklarinda farkli @ degerleri igin u(x, t)
ve v(x, t) analitik ¢ozlimlerinin yiizeyleri verildi.

(4.1.1) ile verilen comformable kesirli mertebeden degistirilmis Boussinesq
denkleminin ay=1,b_; =1, k=05, a =09 degerlerinde ve -10<x<
10 araliginda farkli t degerlerinde u(x, t) ve v(x, t) analitik ¢oziimlerinin egrileri (Sekil
4.9.) ve (Sekil 4.10.) da verildi.
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Sekil 4. 1. @ = 0,25 i¢in u(x, t) analitik ¢dzlimiiniin ytlizeyi

= 0,5 icin u(x, t) analitik ¢ézlimiiniin yiizeyi

Sekil 4. 2. a

19



Sekil 4. 3.« = 0,75 i¢in u(x, t) analitik ¢ozlimiiniin yiizeyi

= 0,9 i¢cin u(x, t) analitik ¢6ziimiiniin yiizeyi

Sekil 4. 4. «
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Sekil 4. 5. @ = 0,25 i¢in v(x, t) analitik ¢oziimiiniin ylizeyi

Sekil 4. 6. a = 0,5 icin v(x, t) analitik ¢6ziimiiniin yiizeyi
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Sekil 4. 8. a = 0,9 icin v(x, t) analitik ¢6ziimiiniin yiizeyi
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Sekil 4. 9. Farkli t degerlerinde a = 0,9 i¢in u(x, t) analitik ¢dziim egrisi

<

—+—1: 0.1

Sekil 4. 10. Farkli t degerlerinde a = 0,9 i¢in v(x, t) analitik ¢6ziim egrisi
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4.2. Kesirli Mertebeden Dagimk Uzun Dalga Denklemi

Daginik uzun dalga denkleminde u, su dalgasinin yiikselmesi ve v, x yonii
boyunca suyun yiizey hizimi ifade etmektedir. 1996 yilinda Wang ve arkadaslar
tarafindan daginik uzun dalga denkleminin analitik ¢6ziimleri homojen denge yontemi
kullanilarak elde edildi (Wang ve ark., 1996). 2003 yilinda Zheng ve arkadaslari
tarafindan yapilan ¢alismada da daginik uzun dalga denkleminin ¢éziimleri genisletilmis
tanh-fonksiyon yontemi kullanilarak elde edildi (Zheng, 2003). 2005 yilinda ise Chen ve
arkadaslar1 tarafindan dagimik uzun dalga denkleminin ¢6zlimlerini bulmak igin
genisletilmis Jacobi eliptik fonksiyon yontemi kullanildi (Chen ve ark., 2005). Ayrica
2011 yilinda Akbar tarafindan (2+1) boyutlu daginik uzun dalga denkleminin ¢éziimleri
tistel fonksiyon yontemi kullanilarak elde edildi (Akbar ve Ali, 2011).

« € (0,1] olmak iizere conformable kesirli mertebeden daginik uzun dalga

denklemini
0%u du  ov
s tup 15 =0

0% | o(uv) , 19%u _

ata dx 39x3 0 (4.2.1)

g0z Oniine alinsin.

(4.2.1) ile verilen conformable kesirli mertebenden daginik uzun dalga denklem

sistemine (4.1.2) dalga doniisiimii uygulanirsa
wu, + kuu, + kv, =0,
K3 Uy
wup +k(uv)y +—=—=10 (4.2.2)

diferansiyel denklem sistemi elde edilir. (4.2.2) diferansiyel denklem sisteminin n

degiskenine gore bir kez integre edilmesiyle
ku?
wu + T + kv =0,

3
k> uny
3

wv + kuv +

=0 (4.2.3)

adi diferansiyel denklem sistemi bulunur. Burada integral sabitleri sifir alinmistir.
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v(n) degeri, (4.2.3) denklem sisteminin ilk esitliginden, u(n) degeri cinsinden
2
v =—=(wu+ ) (4.2.4)

olarak bulunur. Yukaridaki esitligin (4.2.3) denklem sistemindeki ikinci denklemde

kullamlmastyla, sadece u(7) ve u(n) degerinin n degiskenine gore ikinci tiirevi olan u,,,

degerlerini igceren
6w?u + 9kwu? + 3k*u® — 2k*u,, =0 (4.2.5)
esitligi elde edilir.

Onceki kisimda oldugu gibi, (4.2.5) denkleminin ¢dziimiiniin (4.1.7) formunda

oldugunu kabul edelim.

(4.1.7) ile verilen u(n) degerinin (4.2.5) esitliginde yerine yazilmasiyla olusan
denklemdeki en yiiksek dereceden lineer olmayan terim u3 ile en yiiksek mertebeden
tiirev olan uy, terimleri arasindaki homojen dengeye bakilarak, c, d, p ve g pozitif

tamsayilarinin degerleri belirlenir.

Kesirli mertebeden degistirilmis Boussinesq denkleminin ¢dziimiinde oldugu gibi
homojen denge sonucunda ¢ = p ve q = d esitlikleri elde edili.c =p=1veq=d =

1 olarak alinirsa (4.1.7) ile verilen u(n) esitligi (4.1.14) formuna doniisiir.

(4.1.14) ile verilen u(n) degeri ile bu degerin ikinci tiirevinin (4.2.5) denkleminde
kullanilmasiyla cebirsel denklem elde edilir. Bu cebirsel denklem e™ (n = —3(1)3)

terimlerine gére Maple programi yardimiyla diizenlenirse

~[C3CM + G,V + C1e™ + Co + €16 + C_pe T2 4 €3]0 (4.2.6)

formunda yazilir. Bu cebirsel denklemde yer alan A, C;, C,, Cy, Cy, C_4, C_5, C_3

katsayilar1 asagidaki gibidir:
A= (bye™ + b_1eC™ + by)3,
C; = —6w?a,b? — 3k?a3 — 9kwa?b;,

CZ = _6W2a0bf - 9k2a%a0 + 2k4a0bf - 12W2a1b1b0 - 9kwa%b0 -

18kwa1a0b1 - 2k4a1b1b0 y
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C1 = _6W2a1bg - 9k2a1a(2) + 2k4a1bg - 12W2a0b1b0 - 18kwa1a0b0 -
9kwaib, — 2k*ayb,by — 9k%ata_, — 6w?a_,b? + 8k*a_,b? — 12w2a,;b;b_; —

9kwa?b_, — 18kwa,a_,b; — 8k*a,b,b_4,

CO = —3k2a(3; - 12W2a_1b1b0 - 12W2a1b0b_1 - 18kwa1a0b_1 - 18kwa1a_1b0 -
12W2a0b1b_1 + 6k4a1b0b_1 + 6k4a_1b1b0 - 12k4a0b1b_1 - 18k2a1a0a_1 -

9kwa3b, — 6w?agbh3 — 18kwagya_, by,

C—l = _6W2a_1bg - 9k2a(2)a_1 + 2k4a_1bg - 12W2a0b_1b0 - 9kwa(2)b_1 -
18kwa0a_1b0 - 2k4a0b_1b0 + 8k4a1b31 - 9k2a1a31 - 6W2a1b31 -

8k*a_,;b;b_, — 12w?a_,b;b_, — 18kwa,a_,b_; — 9kwa? b,

C—Z = _9k2a0a31 - 6W2a0b31 + 2k4a0b31 - 12W2a_1b0b_1 - 18kwa0a_1b_1 -

9kwa?,by — 2k*a_,byb_,
C_3 = _6W2a_1b31 - 3k2a§1 - 9kwa31b_1. (427)

e™ (n=-3,-2,..,2,3) terimlerinin katsayilar1 olan Cj;, C,, C;, Cy, C_,

C_,, C_5 ifadelerin
C3 = 0, CZ = 0, Cl = 0 FCO = 0,C_3 = 0, C_z == O, C—l == 0 (428)
seklinde sifira esitlenmesiyle cebirsel denklem sistemi bulunur. Bulunan denklem

sisteminin Maple yardimiyla ¢ézlilmesiyle, baz1 degiskenlerin degerleri

— V3 k2
a_1=O,a0=0,b_1=0,b1=+7al,w=iﬁ (4.2.9)

olarak elde edilir.

(4.2.9) ile verilen degisken degerlerinin ve (4.1.2) dalga doniistimiiniin (4.1.14)

denkleminde yerine yazilmasiyla u(x, t) analitik ¢oziimleri

2ka1

uy (x,t) = — — (4.2.10)
V3a,—2kbge " \Ba
w,(x,t) = L T (4.2.11)

—kx+
V3a;+2kbge V3a

olarak bulunur. (4.2.10) ve (4.2.11) ile verilen u(x,t) analitik ¢éziimlerinin degerleri

(4.2.4) esitliginde yerine yazilirsa v(x, t) analitik ¢6ziimleri
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s S
x+
_ 4k3a1boe V3a
vl(x! t) - = K k2t
x+
\/§(a1\/§e ﬁa —Zkbo)z

(4.1.12)

P
X+

_ 4k3a1b0€ V3a
Uy (x, t) -

K2t® (4.1.13)
V3(aiV3ek*+2kbgye V3a )2

olarak elde edilir.

(4.2.1) ile verilen conformable kesirli mertebeden daginik uzun dalga denkleminin
a,=1,by=-1, k=05 degerlerinde —10<x <10, 0 <t <10 araliklarinda
farklt @ degerleri igin u, (x,t) ve vy (x,t) analitik ¢oziimlerinin yiizeyleri (Sekil 4.11.)
ile (Sekil 4.19.) arasinda verildi.
(Sekil 4.20.) ve (Sekil 421) de a; =1, by=-1, k=05, a =09

degerlerinde ve —10 < x < 10 aralifinda farkli t degerlerinde (4.2.1) ile verilen

conformable kesirli mertebeden daginik uzun dalga denkleminin wu,(x,t) ve v;(x,t)
analitik ¢oziimlerinin egrileri verildi.

Sekil 4. 11. a = 0,25 igin u4 (x, t) analitik ¢oziimiiniin ylizeyi
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0,9 i¢in u4 (x, t) analitik ¢ozlimiiniin yiizeyi

Sekil 4. 14. a

0,25 i¢in v4 (x, t) analitik ¢ozlimiiniin yiizeyi

Sekil 4. 15. a
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Sekil 4. 17. a = 0,75 igin v, (x, t) analitik ¢ozlimiiniin yiizeyi
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—+—1t: 10

Sekil 4. 19. Farkl1 t degerlerinde @ = 0,9 i¢in u4 (x, t) analitik ¢ézlim egrisi
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Sekil 4. 20. Farkli t degerlerinde a = 0,9 i¢in v, (x, t) analitik ¢6zlim egrisi

4.3. Kesirli Mertebeden Gilson—Pickering Denklemi

2009 yilinda Chen ve arkadaslari tarafindan Gilson-Pickering denkleminin
analitik c¢oziimleri elde edildi (Chen ve ark., 2009). Ayrica 2009 yilinda Fan ve
arkadasglar tarafindan Gilson-Pickering denkleminin analitik ¢oziimleri G'/G yontemi
kullanilarak elde edildi (Fan ve ark., 2009). 2011 yilinda Ebadi ve arkadaslari tarafindan
yine G'/G yontemi kullanilarak Gilson-Pickering denkleminin ¢oziimleri elde edildi
(Ebadi ve ark., 2011). 2011 yilinda Aslan tarafindan Gilson-Pickering denkleminin

analitik ¢oztimleri boliim teoremi yardimiyla elde edildi (Aslan, 2011).

Conformable kesirli mertebeden Gilson-Pickering denklemi

"u o3u ou ou d?u
oty 6x26t+b_+cu_+a T Porax =

~0 (4.3.1)

ele alinsin. Burada a, b, c, « ve [ sabit katsayilardir. Ayrica y € (0,1] olmak {izere y,

conformable anlaminda kesirli mertebeden tiirevi géstermektedir.

(4.3.1) ile verilen conformable kesirli mertebeden Gilson-Pickering kismi

diferansiyel denklemine
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n=kx+ w% (4.3.2)

dalga doniisiimii uygulanirsa, (4.3.1) kismi diferansiyel denklemi
wu, + ak*wu,, + bku, + ck3uu,,, + akuu, + fk3u,u,, =0 (4.3.3)

seklinde adi diferansiyel denkleme doniisiir. (4.3.3) denkleminin ¢oziimiiniin (4.1.7)
formunda oldugunu kabul edelim. (4.1.7) esitligindeki c, d, p ve g pozitif tamsayilarini

belirlemek igin (4.3.3) adi diferansiyel denklemindeki w, ile w,,,u ifadelerinin

arasindaki homojen dengeye bakilir. (4.1.7) denklemi yardimiyla (4.3.3) denklemindeki

uy ifadesi
[(=c—p)nl4...
_ € +
Uy = (4.3.4)

seklinde ve u,,,u ifadesi

czel(=2c=7pInl4 ..

Uyt = Z— (4.3.5)

cael P ¢
seklinde yazilir. (4.3.4) ve (4.3.5) denklemlerindeki katsayilarin esitlenmesiyle
—c—8p=-2c—T"7p
denklemi bulunur ve buradan
c=p
esitligi elde edilir.

Benzer sekilde, u, ve u,,,u ifadeleride

_ .t dqelld+an]
un - _._+dze[2qn] ’

tdzel@d+7a)m]

Ut = = g, elam

seklinde yazilir. Yukaridaki iki denklem birbirine esitlenirse
d+8qg=2d+7q

denklemi bulunur. Bdylece
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q=d
esitligi elde edilmis olur.

Kolaylik olmasit agisindan, p =c =1 ve q =d = 1 olarak alirsa, (4.1.7) ile

verilen u(n) degeri (4.1.14) ile verilen degere donsiir.

(4.1.14) denklemi (4.3.3) denkleminde yerine yazilirsa

%[C4e(4’7) + C5eCM + C,e@M + CLe™ + Cy + C_1eC™ + €2 + €331 +

C_,e4]=0 (4.3.6)
esitligi elde edilir. Burada A4, Cy, C3, C;, Cy, Cy, C_4, C_5, C_3, C_, katsayilar
A= (bie™ + b_1eC™ + by)°®,

C, = aka?b?by — ak?waybf + ck®a?b?by + wa,bob3 — ck3a,ayb3 +

ak?wa, by b} — waybf — akajayb? — bkaybf + bka,byb3,

C3 = —2wa_, b} + 3wa,b2b? — Bk3ab} — 3wayb3b, — akaib? + 2wa,b_,b3 —
2bka_,b} — cka3b3 + 3ak?*waq, b3by — 3ak?*wa,b2b? + 2aka?b b3 —
8ak?wa_,b} — 4ck3a?b,bj — 8ck3a,a_,b} — 2aka,a_1b} + 2aka?b?b_; +
8ck3a?b?b_, + 5ck3a aqb?by — aka,agb?b, + 8ak?*wa,b_,b3 + 2bka,;b_,b3 —
Bl3a2b, b2 + 3bkayh2b? — 3bkagh3by + 28k3a,agh?by,

C2 = 4Ck3agb%b0 - 6ﬁk3a%b1b0b_1 + 6ﬁk3a1a_1bfb0 - 18Ck3a%b1b0b_1 +
akalaob%b_l - 3aka0a_1bf - 6ﬁk3a0a_1b13 + 31Ck3a1a0b12b_1 -
4ck3aja_1b?by + 6Bk3a,agb?b_, — 5ck3a aob,bE — 2pk3a,ayb b3 +

9wa, bob?b_, + 22ak?*wayb3b_, — 9ck3aga_, b3 — 3bkayb?b3 — 2aka3b?b, +
9bka,bob?b_, — 7bka_,b3b, — 13ak?*wa_,b3by + ck3a?b3 + fk3a?bd —
2waob3b_, — 3wagh?b? + 3wa,;b3b, — 7wa_,b3by + aka?bd + aka,agh,bE —
3ak?wa,b3b;, + 3ak?*wagh?bZ + fk2a2b?b, — 2bkayb3b_, + 6aka?b,byb_, —
9ak2Wa1b0bfb_1 - 4aka1a_1b]?b0 + Sbkalbgbl,

C, = —bkayb,b3 — ck3adb b3 — akaib,b? — 8ck3a,a,b b3 + 4ck3a?bib_, —
Zakala_lblb(z) + 12W(11bgb1b_1 - 12,8](3 aoalbob_l + 4‘0Ck3a1a_1b12b_1 -
2ﬁk3a0a_1b%b0 + 4‘aka%bgb_1 - 32Ck3a%b1bzl + 6aka0a1b1b0b_1 +
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12bka,bib b_, + 6bka,b? b? + ak?*wa_,b§ + bka b — 4ak?*wa,b? b? —
8Bk3a%,b? + 24ak’*wa_,bib_, — 9ak?*wa_,bibé + 6wa,b? b — 6wa_,bib_; —
9wa_,b?b3 — 2aka,a_1b?b_; + 2k3a,a_1b b3 + 27ak*wayb?byb_, —
18ck3aga,b;bob_, + 16Bk3a,a_,b?b_, — 3wayb?byb_, — 18ak?*wa,bib,b_, —
aka2b?b_, — 9bka_,b2b2 + daka?b,b2, — 3bkagh?bob_; + 5Bk3aZb2h_, —
wagh b3 — 7akaga_,b?by + 23ck3a2b?b_, — ak*wayb,;b3 — 8ck3a?, —
ck3aga_,b?by — 6bka_,bib_; + akaga,; by + 7Bk3aibib_, — 2aka? b3 —
8Bk3a?b,b?, + ck3aya b3 + wa,bg,

CO = _55Ck3a1a0b1b31 - 50(ka0a_1b%b_1 + 20Bk3a0a_1b%b_1 + 20ﬂk3a0a_1b%b_1 -
20Bk>ayagh b?, + Sakagb_ib3 + 5wa,bib_; + 5akaibyb®, + 108k atbyb%, —
10Bk3a? |b%by — Sakaga_,bs — 5wa_,biby + 15wa;bob,b% + 5cka2byb%, —
Scka?,b3by — 15wa,bbob_; + 55ck>aga_ib*b_; + 5ckajagh_,b5 — S5ckaga_b, b3 +
Sak*wa,bib_, — 45ak*wa,bob1b?, + 45ak*wa_,bibyb_; — Sak*wa,b b3 +
Sbka,b3b_; + 15bka,byb,b*, — 15bka,b?bob_, — 5bka_,b;bs — 5aka® b%by +

5aka1a0b1b31,

C_, = —6wa_1b?b2, + 6wa,b3,b; + 2aka?b3?, + 8fk3ab3, + 8ck3aib3, —
bka_,b§ + 9wa,bib?, + 3wagb,byb?; + 2aka,a_,b;b?; — 6bka_,bib?; —
12bka_,b?b2b_; + 9ak?wa,b2b?, — wa_,bg + 18ck>aga_,b1bob_; +
3bkagh,byb?, + 2Bk>ayagb’ by — 6akaga_ibybob_, — ak*wa_1bs — 5Bk>a® b, b —
40ck®*aja_ibyb%, — 16Bk*aja_1byb%, — 12wa_ b bib_, — 2Bkaja_1bib_; —
27ak*wagb byb%, — 4aka® b b — 4cka® b b} + 12Bk>aga_,bbgb_; +
32ck3a? b b_, + 8Bk3a% b*b_, + Takayagh® by — 7Bk adb,b%, + ck*adb_, b} +
akagb_lb(z) - ck3a0a_1b8 - akaoa_lbg + ck3a1a0b31b0 + aka%blbzl -
24ak*wa, b2 by + 24ak*wa_,bib%, + 18ak*wa_,b,b3b_; — 23ck®aib b%, +
8ck*aja_1bib_y — 4aka® b b_, + 2akaja_ibib_; + 9bka,bib* | + 6bka,b> b, +
waghb_1b3 + bkagb_1b3 + ak*wayb_, b3,

C_, = —9wa_, b, byb?%, — 22ak*wayb, b3, — 3bka_,b3b_, + 3bkayh?,b3 —
6Bk3a,a_1bob?; — akaya_,bib?; + 7bka,byb?; + 6Bk3a* b;byb_, —
9bka_,b,bob?, — 6Bk3ayga_,b;b%; + 18ck3a?,b bob_, + 6Bk3a,ayb3, —
6aka? b bob_1 + 2aka3b?,by + 4ck3aa_,byb?%, + 4aka,a_;byb?, +
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9ck3a,aob®, — 31ck3aga_1b b2, + 5ck3aga_,bib_, — 4ck3aib? b, +
3ak?*wa_,b3b_; — 3ak*wayb?,b2 — fk3a3b? by + 2bkayb, b3, +
13ak?wa,bob3, + 2Bk3aga_,b2b_; + 9ak?*wa_,b,byb?, + 3aka,agh®, —
Bk3a?,bd + 2wayb, b3, — ck3a?,b3 — aka?,b3 — 3wa_,b3b_; + 3wayb?,b2 +

7wa,bob3,,

C_; = akaga_,byb?; — 8ck3a?,b,b?, — 8ak?wa_,b,;b3; — 3bka_,b3b?, +
3bkayh3,by — 2aka?,b2b_, + 8ck3a_ja,b3; + 2aka_,a,bh3; —
S5ck3aga_,bob?, + ck3a3b3, + 2bka,b*, — 3wa_,;b2b?; + 3wayh3,by +
Bk3aib3, — 2wa_,b, b3, + akaib3?, + 2wa,b?, + 8ak?*wa,b?; +
3ak?wa_,b3b2, — 3ak?*wayb3,by + Bk3a®,b3b_, — 2bka_,b;b3, —
2Bk3aga_1byb?, + 4ck3a® bib_, — 2aka?,b b2,

C_, = ak?wagb®, + wagb?, — aka? byb?; + ck3a_jagh3; — wa_,byb3; —

Ck3a31b0b31 + bkaobfl - akzwa_lbobgl - bka_lbobil + dka_laobfl. (437)

seklindedir. (4.3.7) ile verilen C,, (n = =3, =2, ...,2,3) katsayilarinin sifira esitlenmesiyle

olusan cebirsel denklem sisteminin ¢oziilmesiyle

2
.= W,bq —0,b, = 0,a = —Bk2 — ck? (4.3.8)
degerleri bulunur.

(4.1.14) denklemi (4.3.8) ile verilen katsayilarinin ve (4.3.2) dalga doniigiimiiniin

yerlerine yazilmasiyla u(x, t) analitik ¢ozimii

wtY wtY
u(x, t) = b—lo <a_1e_kx_7 + alekx+7 + —bO(w+i(3bﬁ+akw))> (4.3.9)

olarak elde edilir.

(4.3.1) ile verilen conformable kesirli mertebeden Gilson—Pickering denkleminin
a,=1,by=1,a_,=1,k=01,w=01,a=1,=1,a=1,b=1, c=
1 degerlerinde —5<x <5,0<t<1 araliklarinda farkli y degerleri ig¢in u(x,t)

analitik ¢oziimlerinin yiizeyleri (Sekil 4.21.) ile (Sekil 4.24.) arasinda verildi.
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(Sekil 425) de a; =1, by=1,a_,=1,k=01,w=01,a=1, B =
1,a=1,b=1,c=1, y=0.9 degerlerinde ve —1 <x <1 araliginda farkli t
degerlerinde (4.3.1) ile verilen conformable Kkesirli mertebeden Gilson—Pickering

denkleminin u(x, t) analitik ¢éziimlerinin egrileri verildi.

Sekil 4. 21. y = 0,25 i¢in u(x, t) analitik ¢oziimiiniin yiizeyi
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2040

AE5T

Sekil 4. 22.y = 0,5 i¢in u(x, t) analitik ¢ozlimiiniin ylizeyi

2040

Sekil 4. 23.y = 0,75 i¢in u(x, t) analitik ¢dzlimiiniin ylizeyi
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2040

20351

Sekil 4. 24.y = 0,9 i¢in u(x, t) analitik ¢6zlimiiniin yiizeyi

Sekil 4. 25. Farkli t degerlerinde y = 0,9 i¢in u(x, t) analitik ¢6zliim egrisi
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4.4. Kesirli Mertebeden Avci - Av Modeli

Av-avcr modeli denklem sisteminde u av sayisint v ise avcl sayisini
modellemektedir. Av-avci modelinin analitik ¢oziimleri 2013 yilinda Kraenkel ve
arkadaglar tarafindan G'/G ac¢ilim yontemi kullanilarak elde edildi (Kraenkel ve ark.,
2013). Ayrica 2013 yilinda Atangana tarafindan av-aver modelinin yaklasik ¢oziimleri
homotopi ayrigtirma yontemi kullanilarak da elde edildi (Atangana, 2013). 2015 yilinda
Abdelrahman ve arkadaslar1 tarafindan av-aver modelinin ¢oziimleri exp(—® (<))
yontemi kullanilarak elde edildi (Abdelrahman ve ark., 2015). Zayed ve Amer tarafindan
da 2015 yilinda av-avclr modelinin analitik ¢ozlimleri modifiye edilmis basit denklem
yontemi kullanilarak elde edildi (Zayed ve Amer, 2015). 2016 yilinda ise Choi ve
arkadaglar tarafindan av-avclr modelinin ¢oziimleri Q-fonksiyon yontemi kullanilarak

elde edildi (Choi ve ark., 2016).

Conformable kesirli mertebeden Avci - Av modeli, 0 < a < 1 olmak tizere

0%  0%u

— ——+pu— (A +pu*+ud+uv =0,

ate  ax?
a 2
%—%—Kuv+mv+6v3 =0 (4.4.1)

olarak ele alinsin. Burada k, §, m ve § pozitif parametrelerdir. (4.4.1) denklem sisteminde

m=pfvek+ \/% = [ + 1 olarak alinirsa, (4.4.1) denklem sistemi

0% _2%u _ A\, 2, .3 _

e ax2+'3u (K+\/S>u +u® +uv =0,

a 2

zTZ — % —kuv+ Bv+6v3 =0 (4.4.2)

olarak yeniden yazilir. (4.4.2) conformable kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklem
sistemine (4.1.2) dalga doniisiimii uygulanirsa, u ve v bagimli degiskenler ve n bagimsiz

degiken olmak iizere

wu, — k*uy, + fu — (K+\/%)u2 +ud+uv =0,
wv, — k?v,, — kuv + v + 6v3 =0 (4.4.3)
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seklinde adi tiirevli diferansiyel denklem sistemi elde edilir. (4.4.3) adi tiirevli

diferansiyel denklemini adi tiirevli diferansiyel denkleme dontistiirmek igin

doniistimii kullanilirsa
k*up, —wuy, — Bu + ku? —u® =0 (4.4.4)
denklemi elde edilir.

(4.4.1) conformable kesirli mertebeden avcr — av modelinin analitik ¢éziimiini
bulmak i¢in (4.4.4) denkleminde (4.1.7) formunda ¢6ziim aransin. (4.1.7) denklemindeki

¢, d, p ve q pozitif tamsayilari belirlemek i¢in, en yiiksek mertebeden tiirev olan u,, ve

en yiiksek dereceden lineer olmayan u3 ifadelerinin degerleri, (4.1.7) esitligi yardimiyla

crel=e=3pIml ...

Unn =~ e-apniz. (4.4.5)
ve

[-3enl4...
ud =Gl (4.4.6)

T Ceel-3pnlg

olarak hesaplanir. (4.4.5) ve (4.4.6) denklemlerinden
—c—3p=-3c—p

esitligi bulunur. Boylece

c=p

elde edilir. (4.1.7) denkleminde bulunan d ve q pozitif tam sayilar1 arasindaki bagnti ise

tdqel@+3am]
U =

m T T fdjelanl
ve
3 .+dzel397]
= el
esitliklerinden
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q=d

olarak bulunur. Kolaylik olmasi agisindan, p =c =1 ve q =d = 1 olarak alinirsa
(4.1.7) denklemi,

a_1eCMiag+ae®
b-le(_”)+b0+ble(n)

u(n) = (4.4.7)

formuna doniisiir.

(4.4.7) esitligi ile verilen u(n) ve u(n) ifadesinin (4.4.7) esitliginden elde edilen
n degiskenine gore birinci ve ikinci tiirevleri (4.4.4) adi diferansiyel denkleminde yerine

yazilir ve daha sonra gerekli diizenlemeler yapilirsa,
A= (bye™ +b_jeC™ + by)3
C; = —fa,b? — a3 + ka?b,,

Cz = _3a0a% + Waob12 - ﬁaoblz - k2a1b0b1 + kzaoblz + K‘a%bo - Wa1b0b1 -

2faibgby + 2xayaq by,

Cl = _3a_1a% + kzalbg — Wa_lbg F— ﬁa_lbg + Ka(%b_l — kzaob_lbo -
Waob_lbo - Zﬁaob_lbo + ZKaoa_1b0 - 3aga_1 - ﬁalbzl + 4k2a1b31 -
2wa,b?, + xa%,b, — 4k*a_,b;b_, + 2wa_, byb_; — 2Ba_,b;b_; + 2xa,a_,b_4,

CO = _ﬁaobg + ZKalaob_l - Zﬁa_lblbo + 3k2a1b0b_1 + 3k2a_1b1b0 -
6k2a0b1b_1 - Zﬁaoblb_l - 3wa1b0b_1 + 2Ka1a_1b0 + Ka(z)bo + 3wa_1b1b0 -

2Ba,bob_; — a3 + 2kaga_,b; — 6a,a0a_q,

C_1 = _3a1a31 + kza_lb(z) - Walbg - ﬁalbg + Ka(z)bl - kzaoblbo + Wa0b1b0 -
Zﬂaoblbo + 2Ka0a1b0 - 3a%a1 - ﬁa_lblz + 4‘k2a_1b12 + 2wa_1b12 + K’a%b_l -
4k?a,b,b_, — 2way byb_; — 2Ba,b;b_; + 2xa,a_, by,

C—Z = _3a0a31 - Waobzl - ﬁaobzl - kza_lbob_l + kzaobzl + K’azlbo +

Wa_lbob_l - Zﬁa_lbob_l + Zkaoa_lb_l,
C_3 = _ﬁa_lbzl - a?—’l + Ka%lb_l.

olmak tzere
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~[C3eCM + C,e@M 4+ C1e™ + Co + C_1eCM + €, 4 (_;e3M]=0  (4.48)
esitligi elde edilir.

(4.4.8) denklemindeki Cs, C,, Cy, Cy, C_3,C_,, C_; Kkatsayilarmin sifira
esitlenmesiyle ve olusan cebirsel denklem sisteminin ¢éziilmesiyle, baz1 parametrelerin
degerleri

ag = 0,by = (—a.b_, +a_iby) / = 2oethia (4.4.9)

1b1

olarak bulunur.

(4.4.9) ile verilen ay, by, k parametrelerin degerleri ve (4.1.2) dalga

doniigiimiiniin (4.4.7) denkleminde yerine yazilmasiyla, u(x, t) analitik ¢6ziimii

u(x,t) =
2 2
-t
b2_1 b% \/Ex(a_l—ﬂ>
a_,e @ +aje \b-1 b1
2 2
ta(%—a—%> (alb_1—a_1b1)(\/5xb_1b1+t0‘(a1b_1+a_1b1))
Mot | afeay e
b_ie a +bie -1 bi/ie -1P1 e ———(—a;b_1+a_1bq)
(4.4.10)

olarak elde edilir. (4.4.1) conformable kesirli mertebeden avci —av modelinin (4.4.10) ile

elde edilen u(x, t) analitik ¢6ziimiiniin

1
v(x,t) = —=u(x,t)

V6

denkleminde yerine yazilmasiyla v(x, t) analitik ¢6ziimii

v(x,t) =
N
bZ, b3 a-1_4%41
a_ie a +aleﬁx(b—1 b1>
aZ a
ta(%l——%) (alb_l—a_lbl)(ﬁxb_lbl+ta(a1b_1+a_1b1))
_\bSy by ﬁx(ﬁ—a—l) zabZ b2
V8| b_qe a +bqe -1 bi/te @b-1P1 \/ a_ia; ——(-a;b_1+a_,by)
(4.4.11)

olarak bulunur.
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(4.4.1) ile verilen conformable kesirli mertebeden aver — av modelinin a_; =
l,a;, =1, b_1=1, b;=1, k=1,w=1,6 =01 degerlerinde —-5<x<5,0<
t <1 araliklarinda farkli a degerleri i¢in u(x,t) ve v(x,t) analitik ¢éziimlerinin

yiizeyleri (Sekil 4.26.) ile (Sekil 4.33.) arasinda verildi.

(Sekil 4.34.) ve (Sekil 4.35)dea_; =1,a;, =1, b_1 =1, by =1, k=1,w =
1,6 = 0.1, = 0.9 degerlerinde ve —10 < x < 10 araliginda farkli t degerlerinde
(4.3.1) ile verilen conformable kesirli mertebeden Gilson—Pickering denkleminin u(x, t)

analitik ¢oziimlerinin egrileri verildi.

Sekil 4. 26. « = 0,25 i¢in u(x, t) analitik ¢cdziimiiniin yilizeyi
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Sekil 4. 27. a = 0,5 i¢in u(x, t) analitik ¢éziimiiniin ylizeyi

Sekil 4. 28. « = 0,75 i¢in u(x, t) analitik ¢oziimiiniin ylizeyi
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Sekil 4. 29. a = 0,9 i¢in u(x, t) analitik ¢éziimiiniin ylizeyi

Sekil 4. 30. @ = 0,25 i¢in v(x, t) analitik ¢dziimiiniin yilizeyi
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Sekil 4. 31. @ = 0,5 i¢in v(x, t) analitik ¢oziimiiniin ylizeyi

= 0,75 i¢in v(x, t) analitik ¢ozlimiiniin yiizeyi

Sekil 4. 32. a
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Sekil 4. 33. a = 0,9 igin v(x, t) analitik ¢6zliimiiniin yiizeyi

10

= 0,9 i¢in u(x, t) analitik ¢6zlim egrisi

Sekil 4. 34. Farkli t degerlerinde
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035

- 0.40;

045
. 050

- 055

- 060,

Sekil 4. 35. Farkli t degerlerinde @ = 0,9 i¢in v(x, t) analitik ¢oziim egrisi

4.5. Kesirli Mertebeden Liouville Denklemi

Liouville denklemini periyodik ¢oziimleri 2005 yilinda Wazwaz tarafindan, tanh
yontemi kullanilarak bulundu (Wazwaz, 2005). Ayrica 2008 yilinda Wazwaz ve
arkadaslar1 tarafindan genisletilmis tanh yontemi kullanilarak Liouville denkleminin
analitik ¢coziimleri elde edildi (Wazwaz, 2008). 2010 yilinda da Kutluay ve arkadaslar
tarafindan G' /G agilim yontemi ile Liouville denklem sisteminin analitik ¢6ziimleri elde
edildi (Kutluay ve ark., 2010). 2015 yilinda ise Kurt ve Tasbozan tarafindan Liouville
denkleminin analitik ¢ozlimleri fonksiyonel degisken ve genisletilmis deneme yontemleri

kullanilarak elde edildi (Kurt ve Tasbozan, 2015).

Conformable kesirli mertebeden Liouville denklemi

i(ﬂ) Let =0 (4.5.1)

0x \0t%

ele alinsin. (4.5.1) ile verilen conformable kesirli mertebeden Liouville denklemine

(4.1.2) dalga doniistimii uygulanirsa

kwu,, +e“ =0 (4.5.2)
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adi tiirevli diferansiyel denklemi elde edilir. (4.5.2) ile verilen denklemi 6 = e%*

doniigiimii uygulanirsa

kw (8,00 = (6,)°) +6% =0 (4.5.3)
adi tirevli diferansiyel denklemi elde edilir. (4.5.3) denkleminin ¢6ziimii (4.1.7)
formunda olsun. (4.1.7) denklemindeki bilinmeyen c, d, p ve q pozitif tamsayilarini
bulmak i¢in bundan &nceki kisimlarda oldugu gibi 6,,,6 ile 03 terimlerinin arasindaki

homojen dengeye bakilsin.
(4.5.4) denklemindeki en yiiksek mertebeden tiirev olan 6,6,

crel=e=3pIml ...

Onn® = =y (4.5.4)
seklinde ve en yiiksek derece lineer olmayan terim 63,
[-3en] ;...
3 _ C3e +
9 - Cje[_3p77]+... (4'5'5)
seklinde yazilir.

(4.5.4) ve (4.5.5) denklemlerindeki katsayilari esitlenerek dengelenirse,
—c—3p=-3c—p
esitliginden,
c=p
bulunur.

Benzer sekilde

ot dq elld+3gm]
0. 0 ="
m wtdpeltan
ve

...+d3e[3d’7]
tdgel3an

6% =

esitliklerinden
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q=d
bulunur.p = c =1ve q = d = 1 ve dzel olarak b; = 1 alinirsa, (4.1.7) denklemi

a_,eCMiag+a e
b-le(_”)+b0+e(n)

o) =

(4.5.6)

formuna doniisiir.

(4.5.7) ile verilen 8(n) degerinin kendisi, birinci ve ikinci tlirevlerinin (4.5.3)

denklemlerinde yerlerine yazilip ve gerekli diizenlemelerin yapilmasiyla

%[C4e(477) +C3eCM + C,e®M + Ce™ + Cy+ C_1eCM + C_e 2 + C_ge3M +
C_,e*M]=0 (4.5.7)
esitligi elde edilir. Burada A4, C,,C5,C,,C1,Cy, C_4,C_,, C_3,C_, katsayilar1 asagidaki
gibidir:

A= (™ +b_1eC™ + by)*

C4 = a%,
C; = —kwa?b, + 3ata, + kwagya, + a3b,,
C, = adb_; +3a,a3 — 4kwa?b_, + 4kwa_,a, + 3a?a_, + 3aZayb, ,

C, = —kwa?byb_, + kwa,b3a, + 6kwa,bya_, — kwa3b, + kwaya_; +

3aZayb_, — 6kwa,b_jay + 6a,aqa_, + a3 + 3a?a_,by + 3a,ab,,

Co = 3a,a3b_; — 4kwab_, + 3a%a_, + 6a,a¢a_1by + 3a?a_,b_; + 3a,a%; +

asby + 4kwa,béa_;,

C_, = 3aga?, +3a2a_,by + adb_; — kwadb_,by + kwa_,béa, + kwa,b?,a, —

6kwa_,aob_, + 6kwa,b_ja_,by — kwa?,by + 3a,a%,by + 6a,aa_,b_4,
C_, = —4kwa?,b_, + 3a,a?,by + 3a2a_,b_; + 3a,a%,b_, + 4kwa,b%,a_; + a3,
C_3 = _kwazlbob_l + ailbo + 3a0a31b_1 + kwaobzla_l,

C_4 = ailb—l'
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n =—-3,-2,...,2,3 olmak tizere e ™ ifadesinin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle elde

edilecek olan cebirsel denklem sisteminin ¢éziimiinden

2
a_;=0,a,=0,b_y =—2_ p, == (4.5.8)

T oak2w2’ U0 T gy
degerleri elde edilir.

(4.5.6) denkleminde (4.5.8) ile verilen katsayilar ve (4.1.2) dalga doniisiimii yerine
yazilmasiyla 6 (x, t) analitik ¢ozimii

a

t%w
kx+ =2
a k?w?ag

4e
0(x,t) = taw
<Zekx+7kw+ao)

, (4.5.9)

olarak elde edilir. (4.5.9) ile verilen 6 (x, t) analitik ¢6ziimiiniin 6 = e" esitliginde yerine

yazilmasiyla, u(x,t) analitik ¢6ziimii

/ 4ekx+wka2W2ao \
u(x,t) =1In} 5

tw
\(2ekx+7kw + ao) /

seklinde elde edilir.

(4.5.1) ile verilen conformable kesirli mertebeden Liouville denkleminin a, =
1,k=1,w=1 degerlerinde =5 < x < 5,0 <t <1 araliklarinda farkli a degerleri

icin u(x, t) analitik ¢6ziimlerinin yiizeyleri (Sekil 4.36.) ile (Sekil 4.39.) arasinda verildi.

(Sekil 4.40.) da ap=1,k=1,w=1,a=0.9 degerlerinde ve —8 <x <
5 araliginda farkli t degerlerinde (4.5.1) ile verilen conformable kesirli mertebeden

Liouville denkleminin u(x,t) ve v(x, t) analitik ¢6ziimlerinin egrileri verildi.
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Sekil 4. 36. a = 0,25 i¢in u(x, t) analitik ¢6ziimiiniin yiizeyi

Sekil 4. 37. a = 0,5 i¢in u(x, t) analitik ¢6zlimiiniin yiizeyi
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Sekil 4. 38. @ = 0,75 i¢in u(x, t) analitik ¢oziimiiniin ylizeyi

= 0,9 icin u(x, t) analitik ¢6ziimiiniin yiizeyi

Sekil 4. 39. a
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Sekil 4. 40. Farkli t degerlerinde a = 0,9 icin u(x, t) analitik ¢6ziim egrisi
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, zaman degiskenine bagli comformable kesirli kismi tiirev igeren kesirli
mertebeden degistirilmis Boussinesq, dagimik uzun dalga, Gilson — Pickering, Liouville
denklemlerinin ve avci — av modelinin analitik ¢dziimleri iistel fonksiyon yontemi

yardimiyla basaril1 bir sekilde elde edildi.

Elde edilen analitik ¢oziimlerde yer alan katsayilar i¢in alinan baz1 degerlerde her
bir problemin yiizeyleri verildi. Ayrica analitik ¢oziimlerde zaman degiskeni sabit

tutularak konum degiskenine gore analitik ¢oziimlerin egrileri verildi.

Sonug olarak, dogadaki bircok olayin matematiksel modellenmesiyle meydan
gelen ve conformable kesirli mertebeden tiirev igeren kismi diferansiyel denklemlerin

analitik ¢oziimleri iistel fonksiyon yontemi ile etkili ve kolay bir sekilde ¢oziilebilir.
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