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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

Bu çal¬̧smada, ultrahiperbolik Schrödinger denklemleri için baz¬direkt ve ters problem-

lerin çözümlerinin kararl¬l¬¼g¬Carleman de¼gerlendirmeleri yard¬m¬yla araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Schrödinger denklemi, ilk olarak Ervin Schrödinger�in 1926 y¬l¬nda yay¬nlad¬¼g¬"An Undu-

latory Theory of the Mechanics of Atoms and Molecules" başl¬kl¬makalesinde yer alm¬̧st¬r.

Bu denklem kuantum mekani¼ginin temel denklemi olup atom ve moleküler �zikte önemli

uygulamalar¬mevcuttur (Duarte 2014, s. 179).

Literatürde klasik Schrödinger denklemini konu alan pek çok çal¬̧sma mevcut olmas¬na

ra¼gmen, ultrahiperbolik Schrödinger denklemi ile ilgili s¬n¬rl¬say¬da çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r.

Bu kapsamda başlang¬ç de¼ger problemi Kenig et al. (1998, 2006) taraf¬ndan incelenerek

uygun uzaylarda iyi konulmuş oldu¼gu gösterilmi̧stir. Bu tür denklemlerin başta su dalgas¬

problemleri olmak üzere farkl¬alanlarda önemli uygulamalar¬vard¬r (Davey and Stewart-

son 1974, Djordjevic and Redekopp 1977, Escauriaza et al. 2011, Ichinose 1990, Zakharov

and Schulman 1980, Zakharov and Kuznetsov 1986). Ayr¬ca kuantum kinetik teorisinde

de bu denklemler kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r:

Örne¼gin, bir
�
(x; p; t) : x =

�
x1; x

0� 2 Rn; x1 > 0; p 2 Rn; t 2 R	 bölgesinde
@u

@t
+

nX
i=1

pj
@u

@xj
=

i

(2�)n h

Z
R2n

�
�

�
x� h

2
y; t

�
� �

�
x+

h

2
y; t

��
� exp [iy (p� p)]u (x; p; t) dpdy + f (1.1)

kuantum kinetik denklemini ele alal¬m. Burada u (x; p; t) kuantum da¼g¬l¬m fonksiyonu, h

Planck sabiti, � (x; t) potansiyel ve f (x; p; t) kayna¼g¬karakterize eden fonksiyonu gösterir.

(1.1) denklemine p de¼gi̧skenine göre Fourier dönüşümü uygulan¬r ve

x� 1
2
hy = �; x+

1

2
hy = �

de¼gi̧sken dönüşümü yap¬l¬rsa

@w

@t
+
i

2
h (�� ���)w + i [� (�)� � (�)]w = bf

1



ultrahiperbolik Schrödinger denklemi elde edilir. Burada w (�; �; t) = bu (x; p; t) ; bu ve bf
fonksiyonlar¬da u ve f �nin Fourier dönüşümlerini göstermektedir (Amirov 2001, s. 152).

Carleman de¼gerlendirmeleri, ilk kez 1939 y¬l¬nda Torsten Carleman taraf¬ndan iki boyutlu

eliptik denklemlerin çözümlerinin baz¬özelliklerinin araşt¬r¬lmas¬amac¬yla kullan¬lm¬̧st¬r.

Geleneksel olarak bu eşitsizlikler özellikle kötü konulmuş problemlerin çözümlerinin tek-

li¼ginin ispat¬nda önemli bir araç olmuştur. Bu problemlere örnek olarak:

i) Dirichlet ve Neumann s¬n¬r verisi sadece s¬n¬r¬n bir parças¬nda verildi¼ginde eliptik denk-

lemler için Cauchy problemi,

ii) Dirichlet ve Neumann s¬n¬r verileri yan s¬n¬r¬n bir parças¬nda verilip başlang¬ç şart-

lar¬n¬n t = 0 da bilinmedi¼gi durumda parabolik ve hiperbolik denklemler için stan-

dart olmayan Cauchy problemi

verilebilir.

1973 y¬l¬nda S. P. Shishatskii, bu �kri Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş olan problem-

ler için şartl¬Hölder kararl¬l¬¼g¬n¬n araşt¬r¬lmas¬nda kullanm¬̧st¬r. Ters problemler teori-

sine uygulanmas¬ise Bukhgeim and Klibanov (1981) taraf¬ndan gerçekleştirilmi̧stir. A.

L. Bukhgeim ve M. V. Klibanov, Carleman de¼gerlendirmelerini kullanarak baz¬katsay¬

ters problemleri için genel (global) teklik ve kararl¬l¬k teoremlerini ispatlam¬̧slard¬r. Bu

çal¬̧sma öncesinde katsay¬ters problemleri ile ilgili sadece yerel (lokal) teklik teoremleri

bilinmekteydi.

Daha sonra bu yöntem Puel and Yamamoto (1996), Isakov and Yamamoto (2000), Imanu-

vilov and Yamamoto (2001a, b), Bellassoued and Yamamoto (2006b), Klibanov and Ya-

mamoto (2006) taraf¬ndan hiperbolik denklemler için çeşitli ters problemlerin çözüm-

lerinin kararl¬l¬¼g¬n¬n araşt¬r¬lmas¬nda kullan¬lm¬̧s ve önemli sonuçlar elde edilmi̧stir.

Kha¼¬darov (1987), Isakov (2006), Doubora and Osses (2006), Baudoin et al. (2011),

Baudouin et al. (2007), Yuan and Yamamoto (2007), Liu and Triggiani (2012) bu alanda

yap¬lan di¼ger önemli çal¬̧smalard¬r.

Parabolik denklemler için katsay¬ ters problemleriyle ilgili olarak Imanuvilov and Ya-

mamoto (1998), Yamamoto (2009), Lü (2012), Egger et al. (2005), Bellassoued and

Yamamoto (2006a), Benabdallah et al. (2007), Isakov (2006) önemli sonuçlar elde et-

mi̧slerdir.
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Amirov (2001), Lavrent�ev et al. (1986), Romanov (2006) ultrahiperbolik denklemler için

ters problemlerin çözümlerinin tek devaml¬l¬k özelli¼gini ve kararl¬l¬¼g¬n¬Carleman de¼ger-

lendirmeleri yard¬m¬yla ele alm¬̧slard¬r. Gölgeleyen and Yamamoto (2014), ultrahiperbo-

lik denklemler için baz¬ters problemlerin çözümlerinin koşullu Hölder kararl¬l¬¼g¬n¬ispat-

lam¬̧slard¬r.

Klasik Schrödinger denklemi için bu do¼grultudaki ilk çal¬̧sma Baudouin and Puel (2002)

taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada n 2 N; T > 0 için 
 � Rn s¬n¬rl¬bir bölge, @
 s¬n¬r¬

C2�den ve �; @
�n¬n aç¬k bir alt kümesi olmak üzere

i@ty (x; t) + �y (x; t) + q (x) y (x; t) = 0; x 2 
; t 2 (0; T ) ;

y (x; t) = h (x; t) ; x 2 @
; t 2 (0; T ) ;

y (x; 0) = y0 (x) ; x 2 


ba¼g¬nt¬lar¬ndan

@�yj��(0;T ) = g (x; t)

ek bilgisi yard¬m¬yla q (x) katsay¬s¬n¬n belirlenmesi ters probleminin çözümünün tekli¼gi ve

Lipschitz kararl¬l¬¼g¬, Imanuvilov and Yamamoto (2001b) de verilen yöntem kullan¬larak

ispatlanm¬̧st¬r. Burada � � @
 belirli geometrik koşullar¬sa¼glayan s¬n¬r¬n bir parças¬olup

� 2 Rn; @
 s¬n¬r¬na göre birim d¬̧s normal vektörü göstermektedir. Mercado et al. (2008)

ise daha esnek bir pseudo-konvekslik şart¬alt¬nda yeni bir Carleman eşitsizli¼gi elde etmi̧s

ve bu eşitsizlik yard¬m¬yla daha az s¬n¬r koşulu ve ölçüm verisi kullanarak kararl¬l¬¼g¬is-

patlam¬̧st¬r. Baudouin and Puel (2002) ve Mercado et al. (2008) de temel kabul, ölçümün

yap¬ld¬¼g¬s¬n¬r parças¬n¬n gözlemlenebilirlik için geometrik optik şart ile ilgili bir geometrik

koşulu sa¼glamas¬d¬r (Bardos et al. 1992). Bu geometrik koşul, Bellassoued and Choulli

(2009) taraf¬ndan uzaysal bölgenin s¬n¬r¬n¬n bir komşulu¼gunda potansiyelin bilindi¼gi kabul

edilerek daha da esnetilmi̧stir. Yuan and Yamamoto (2010), negatif mertebeden Sobolev

uzaylar¬nda bir klasik Schrödinger denklemi için regüler bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu kullanarak

bir Carleman de¼gerlendirmesi elde etmi̧sler ve Lp potansiyellerinin belirlenmesi ters prob-

leminin çözümünün tekli¼gini ispatlam¬̧slard¬r. Cristofol and Soccorsi (2011), sonlu say¬da

Neumann verisinden Schrödinger denkleminin zamana ba¼gl¬katsay¬s¬n¬n belirlenmesi ters

problemini çal¬̧sm¬̧slard¬r. Kian et al. (2015), Baudouin and Puel (2002) de elde edilen

sonuçlar¬s¬n¬rs¬z bölgelere geni̧sletmi̧stir. Triggiani and Zhang (2015), bir Riemann mani-

foldunun s¬n¬rl¬ba¼glant¬l¬bir bölgesinde tan¬ml¬manyetik potansiyel içeren Schrödinger

3



denklemini göz önüne alm¬̧slard¬r. Amirov (2008) de Schrödinger tipi bir denklem için

baz¬ters problemler, s¬n¬rs¬z bir bölgede noktasal Carleman de¼gerlendirmesi kullan¬larak

ele al¬nm¬̧st¬r ve bu problemlerin çözümlerinin tekli¼gi ile kararl¬l¬¼g¬na ili̧skin teoremler

verilmi̧stir.

Bu tez kapsam¬nda ilk olarak, 
 = D �G� (�T; T ) bölgesinde

Au � ia0(x; y)@tu (x; y; t) + �yu (x; y; t)��xu (x; y; t)

+

nX
i=1

ai (x; y; t) @xiu (x; y; t) +
mX
j=1

bj (x; y; t) @yju (x; y; t)

+c (x; y; t)u (x; y; t) = f(x; y; t); (x; y; t) 2 
 (1.2)

formunda bir ultrahiperbolik Schrödinger denkleminin

u = g; @�u = h; (x; y; t) 2 ��G� (�T; T ) (1.3)

Cauchy koşullar¬n¬sa¼glayan çözümünün bulunmas¬problemi ele al¬nm¬̧st¬r. Burada D �

Rn bölgesi @D düzgün s¬n¬r¬na sahip s¬n¬rl¬bir bölge, L > 0 için G = fy 2 Rm; jyj < Lg

ve T > 0 d¬r. Ayr¬ca � � @D dir.

(1.2) denklemi için yerel bir Carleman de¼gerlendirmesi Isakov (2006) da verilen yöntem

kullan¬larak elde edilmi̧s ve bu de¼gerlendirme yard¬m¬yla (1.2)-(1.3) Cauchy probleminin

çözümünün Hölder kararl¬l¬¼g¬gösterilmi̧stir.

·Ikinci olarak, Q = D �G� (�T; T ) bölgesinde

i@tv(x; y; t) + �yv(x; y; t)��xv(x; y; t)� p(x; y)v(x; y; t) = 0; (x; y; t) 2 Q (1.4)

ultrahiperbolik Schrödinger denkleminin

v(x; y; 0) = a(x; y); (x; y) 2 D �G (1.5)

başlang¬ç ve

v(x; y; t) = 0; (x; y; t) 2 @D �G� (�T; T ) (1.6)

s¬n¬r koşullar¬alt¬nda p(x; y); (x; y) 2 D �G katsay¬s¬n¬n

@�v(p)j@D+�G�(�T;T ) (1.7)

ek bilgisi yard¬m¬yla belirlenmesi katsay¬ters problemi ele al¬nm¬̧st¬r. Burada D � Rn

bölgesi @D düzgün s¬n¬r¬na sahip s¬n¬rl¬bir bölge ve L > 0 için G = fy 2 Rm; jyj < 2Lg
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ve T > 0 d¬r. (1.4) denklemi için genel bir Carleman de¼gerlendirmesi elde edilmi̧s ve bu

de¼gerlendirme yard¬m¬yla (1.4)-(1.7) probleminin çözümünün koşullu kararl¬l¬¼g¬ispatlan-

m¬̧st¬r.

Bu tezin beşinci ve alt¬nc¬bölümlerinde ele al¬nan problemler daha önce incelenmemi̧s

olup elde edilen sonuçlar bu alanda bir ilk niteli¼gindedir.
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BÖLÜM 2

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tan¬m 2.1 (Cm (
) Uzay¬) 
; Rn uzay¬nda bir bölge, m negatif olmayan bir tamsay¬,

j�j � m olsun. Her m için, D�' k¬smi türevleri 
 bölgesinde sürekli olan tüm ' fonk-

siyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu vektör uzay Cm (
) ile gösterilir. Ayr¬ca C0 (
) ve C10 (
),

s¬ras¬yla C (
) ve C1 (
) s¬n¬f¬ndan olan ve 
 bölgesinde kompakt supporta sahip tüm

fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu uzaylard¬r (Adams and Fournier 2003, s. 10).

Tan¬m 2.2 (Lp (
) Uzay¬) 
; Rn uzay¬nda bir bölge ve p bir pozitif reel say¬olsun. 


bölgesinde tan¬ml¬Z



ju (x)jp dx <1

şart¬n¬sa¼glayan tüm ölçülebilir u fonksiyonlar¬n¬n uzay¬Lp (
) ile gösterilir (Adams and

Fournier 2003, s. 23).

Tan¬m 2.3 (L1 (
) Uzay¬) 
 bölgesi üzerinde ölçülebilir bir u fonksioyonu bu bölgede

esas olarak s¬n¬rl¬d¬r (essential bounded) denir, e¼ger 
 bölgesi üzerinde hemen hemen

her yerde ju (x)j � K olacak şekilde bir K sabiti varsa. Bu K sabitlerinin en büyük alt

s¬n¬r¬
 üzerinde juj�nun esas supremumu olarak adland¬r¬l¬r ve ess supx2
 ju(x)j şeklinde

gösterilir. Bu uzayda norm

kuk1 = ess sup
x2

ju(x)j

şeklinde verilir (Adams and Fournier 2003, s. 27).

Tan¬m 2.4 (Genelleşmi̧s Fonksiyon) C10 (
) üzerinde aşa¼g¬daki yak¬nsakl¬k yard¬m¬

ile verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzay¬denir ve D (
) ile gösterilir:

i) Öyle bir K � 
 kompakt cümlesi vard¬r ki her k 2 N için supp 'k 2 K d¬r.

ii) Her � = (�1; �2; : : : ; �n) ve k ! 1 için D�'k (x) ! D�' (x) yak¬nsamas¬
 böl-

gesinde düzgün yak¬nsak ise k !1 için 'k
D(
)! ' yak¬nsar denir.
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D (
) topolojik uzay¬nda tan¬ml¬ sürekli, lineer fonksiyonellere, genelleşmiş fonksiyon

denir. Genelleşmiş fonksiyonlar s¬n¬f¬D0 (
) ile gösterilir (Vladimirov 1971, s. 66).

Tan¬m 2.5 (Genelleşmi̧s Türev) f 2 D0
(
) olmak üzere, f genelleşmiş fonksiyonunun

D
�
f (
) (genelleşmiş) türevi,

(D
�

f; ') = (�1)j�j
�
f;D

�

'
�
; ' 2 D (
)

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r (Vladimirov 1971, s. 79).

Tan¬m 2.6 (Hm (
) Uzay¬) Hm (
), kendisi ve m: mertebeye kadar tüm genelleşmiş

türevleri L2 (
) uzay¬na ait olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümledir. Bu cümleye

ait baz¬özellikler aşa¼g¬da verilmiştir:

i) Hm (
) lineer uzayd¬r ve H0 (
) = L2 (
) olarak tan¬mlan¬r.

ii) Hm (
) üzerinde tan¬mlanan

(f1; f2)Hm(
) =
X
j�j�m

Z



D�f1D
�f2dx

iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r, bu iç çarp¬m ile tan¬mlanan norm

kfkHm(
) =

0@X
j�j�m

Z



jD�f j2 dx

1A1=2

biçimindedir.

iii) @
 2 Cm (
) ise C1
�


�
uzay¬, Hm (
) uzay¬nda her yerde yo¼gundur.

iv) @
 2 Cm (
) ise Hm (
) ayr¬labilir uzayd¬r (Mikhailov 1978, s. 121).

Tan¬m 2.7 (Hm
0 (
) Uzay¬) H

m
0 (
) uzay¬, k:kHm Sobolev normuna göre Cm

0 (
) uza-

y¬n¬n tamlan¬̧s¬d¬r (Reddy 1998, s. 243).

Tan¬m 2.8 (Sobolev Uzaylar¬) m pozitif bir tamsay¬ve 1 � p � 1 olmak üzere k�km;p
fonksiyoneli aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlans¬n:

kukm;p =

0@ X
0�j�j�m

kD�ukpp

1A1=p

; 1 � p <1; (2.1)

kukm;1 = max
0�j�j�m

kD�uk1 : (2.2)

Yukar¬daki k�kp sembolü Lp (
) uzay¬ndaki normu göstermektedir. (2.1) veya (2.2) norm-

lar¬ile verilen aşa¼g¬daki uzaylar 
 bölgesi üzerinde Sobolev uzay¬olarak adland¬r¬l¬r:
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i) Hm;p (
) �
n
u 2 Cm (
) ; kukm;p <1

o
kümesinin k�km;p normuna göre tamlan¬̧s¬d¬r.

ii) Wm;p (
) � fu 2 Lp (
) ; D�u 2 Lp (
) ; 0 � j�j � mg dir.

iii) Wm;p
0 (
) � Wm;p (
) uzay¬nda C10 (
) uzay¬n¬n kapan¬̧s¬d¬r.

Aç¬kt¬r ki W 0;p (
) = Lp (
) ve W 2;p (
) = Hp (
) d¬r (Adams and Fournier 2003, s.

59).

Tan¬m 2.9 (LP (0; T ; X) Uzay¬) X bir Banach uzay¬olmak üzere, u : [0; T ] ! X şek-

linde tan¬ml¬ve ölçülebilir tüm fonksiyonlar¬n uzay¬Lp (0; T ; X) ile gösterilir. Bu uzayda

norm

i) kukLp(0;T ; X) :=
�R T

0
ku (t)kpX dt

�1=p
<1; 1 � p <1;

ii) kukL1(0;T ; X) := ess sup
0�t�T

ku (t)kX <1

şeklinde verilir (Evans 1997, s. 285).

Tan¬m 2.10 (C ([0; T ] ; X) Uzay¬) X bir Banach uzay¬ olmak üzere, u : [0; T ] ! X

şeklinde tan¬ml¬tüm sürekli fonksiyonlar¬n uzay¬C ([0; T ] ; X) ile gösterilir. Bu uzayda

norm

kukC([0;T ]; X) := max
0�t�T

ku(t)kX <1

biçiminde tan¬mlan¬r (Evans 1997, s. 285).

Tan¬m 2.11 (W 1;p (0; T ; X) Uzay¬) X bir Banach uzay¬ olmak üzere, kendisi ve bi-

rinci mertebeden genelleşmiş türevi Lp (0; T ; X) uzay¬na ait olan tüm u fonksiyonlar¬n¬n

uzay¬W 1;p (0; T ; X) ile gösterilir. Bu uzayda norm

kukW 1;p(0;T ; X) :=

8><>:
�R T

0
ku(t)kpX +



u0(t)

p
X
dt
�1=p

; 1 � p <1;

ess sup
0�t�T

�
ku(t)kX +



u0(t)


X

�
; (p =1)

olarak tan¬mlan¬r.

Aç¬kt¬r ki H1 (0; T ; X) =W 1;2 (0; T ; X) dir (Evans 1997, s. 286).
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Tan¬m 2.12 (Hm (
) Uzay¬·Için ·Iz Teoremi) Kabul edelim ki 
; Rn uzay¬n¬n aç¬k

ve s¬n¬rl¬ bir bölgesi olsun. 
 bölgesinin � s¬n¬r¬ n � 1 boyutlu düzgün bir manifold

olsun. Ayr¬ca 
 bölgesi yerel olarak � s¬n¬r¬n¬n bir taraf¬nda yer als¬n. Bu durumda

D
�


�
! (D (�))m uzaylar¬aras¬ndaki

u!
�
@ju

@�j

���� j = 0; :::;m� 1�
dönüşümü

Hm (
)!
m�1Y
j=0

Hm�j� 1
2 (�)

uzaylar¬aras¬nda

u!
�
@ju

@�j

���� j = 0; :::;m� 1�
sürekli lineer bir dönüşüme genişletilebilir. Bu dönüşüm örtendir ve

@j

@�j
<�!g ! <�!g , 0 � j � m� 1

olacak şekilde

m�1Y
j=0

Hm�j� 1
2 (�)! Hm (
)

uzaylar¬aras¬nda

�!g = fgjg ! <�!g

sürekli lineer bir ters dönüşüm vard¬r. Burada E bir Hilbert uzay¬olmak üzere,

< (a; b; E) =

8>>><>>>:
C0 ([a; b] ; E) = f[a; b]! E sürekli fonksiyonlar, a ve b sonlu iseg

t � a! E sürekli s¬n¬¬rl¬fonksiyonlar, a sonlu ve b = +1 ise

R! E sürekli s¬n¬¬rl¬fonksiyonlar, a = �1, b = +1 ise

şeklinde tan¬mlan¬r (Lions and Magenes 1972, s. 39).

Ek olarak s � 0 reel bir say¬olmak üzere, Hs (
) Uzay¬için iz teoremi aşa¼g¬da verilmi̧stir:

Tan¬m 2.13 (Hs (
) Uzay¬için ·Iz Teoremi) Kabul edelim ki 
; Rn uzay¬n¬n aç¬k ve

s¬n¬rl¬ bir bölgesi olsun. 
 bölgesinin � s¬n¬r¬n � 1 boyutlu düzgün bir manifold olsun.
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Ayr¬ca 
 bölgesi yerel olarak � s¬n¬r¬n¬n bir taraf¬nda yer als¬n. Bu durumda

D
�


�
! (D (�))m uzaylar¬aras¬ndaki

u!
�
@ju

@�j

���� j = 0; :::; ��

dönüşümü Hs (
)!
�Q
j=0

Hs�j� 1
2 (�) uzaylar¬aras¬nda

u!
�
@ju

@�j

���� j = 0; :::; ��
sürekli lineer bir dönüşüme genişletilebilir. Burada �; � < s� 1

2
şart¬n¬sa¼glayan en büyük

tamsay¬d¬r (Lions and Magenes 1972, s. 41).

Tan¬m 2.14 (Lp (
; w) A¼g¬rl¬kl¬Lebesgue Uzay¬) 1 � p < 1 ve w = w(x) bir

a¼g¬rl¬k fonksiyonu, yani ölçülebilir ve 
 bölgesinde hemen hemen her yerde pozitif bir

fonksiyon olmak üzere Lp (
; w) uzay¬

Lp (
; w) =
n
u = u(x); uw

1
p 2 Lp (
)

o
şeklinde tan¬mlan¬r. Bu uzay

kukp;w =
�Z




ju (x)jpw(x)dx
� 1

p

normuyla birlikte bir Banach uzay¬d¬r (Drabek et al. 1997, s. 18).

Tan¬m 2.15 (W k; p (
; w) A¼g¬rl¬kl¬Sobolev Uzay¬) k 2 N; p > 1 ve w = fw�; j�j � kg ;

w� a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬n¬n ailesi olsun. D�u(x) genelleşmiş türevler olmak üzereZ



jD�u(x)jpw�dx <1, j�j � k

şart¬n¬sa¼glayan tüm u = u(x) fonksiyonlar¬n¬n kümesi W k; p (
; w) uzay¬olarak tan¬m-

lan¬r. Bu uzayda norm

kukk;p;w =

0@X
j�j�k

Z



jD�u(x)jpw�dx

1A 1
p

biçiminde verilir (Drabek et al. 1997, s. 13).
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Tan¬m 2.16 (Diferensiyel Operatör) 
 � Rn aç¬k bir küme olsun. Katsay¬lar¬C1 (
)

uzay¬ndan olan m: mertebeden bir diferensiyel operatör

P = P (x;D) =
X
j�j�m

a� (x)D
�

şeklinde tan¬mlan¬r. P operatörünün temel k¬sm¬(ya da temel sembolü)

p (x; �) =
X
j�j=m

a� (x) �
�

ile verilir. Burada � = (�1; �2; : : : ; �n) ; j�j = �1 + �2 + : : : + �n ve �
� = ��1��2 : : : ��n

dir (Hörmander 1976, s. 29).

Tan¬m 2.17 (Karakteristik Yüzey) ' 2 C1 (
) için r' (x0) 6= 0 olsun. E¼ger

p (x0;r' (x0)) = 0

ise, o zaman S = fx 2 
; ' (x) = ' (x0)g yüzeyi m: mertebeden P operatörüne göre

x0 2 
 noktas¬nda karakteristik yüzey olarak adland¬r¬l¬r. E¼ger her noktas¬nda karakte-

ristik ise, S yüzeyine karakteristik yüzey denir (Hörmander 1976, s. 30).
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BÖLÜM 3

KISM·I TÜREVL·I D·IFERENS·IYEL DENKLEMLER ·IÇ·IN CAUCHY

PROBLEM·I: VARLIK VE TEKL·IK TEOREMLER·I

Bilindi¼gi üzere analitik katsay¬l¬k¬smi türevli denklem sistemleri için Cauchy probleminin

çözümünün varl¬¼g¬ve tekli¼gi, başlang¬ç verisinin analitik olmas¬ şart¬alt¬nda ilk olarak

1842 y¬l¬nda Augustin Cauchy ve daha genel olarak 1875 y¬l¬nda Sophie Kowalevsky

taraf¬ndan ispatlanm¬̧st¬r.

Teorem 3.1 (Cauchy-Kovalevsky Teoremi) u1; u2; u3; : : : ; uN bilinmeyen fonksiyon-

lar ve t; x1; x2; : : : ; xn ba¼g¬ms¬z de¼gişkenler olmak üzere aşa¼g¬daki denklem sistemini göz

önüne alal¬m:

@niui
@tni

= Fi

�
t; x1; x2; : : : ; xn; u1; : : : ; uN ; : : : ;

@kuj

@tk0@xk11 : : : @xknn
; : : :

�
; (3.1)

k0 + k1 + : : :+ kn = k � nj; k0 < nj; (i; j = 1; 2; : : : ; N) ;

@kui
@tk

����
t=t0

= '
(k)
i (x1; x2; : : : ; xn) ; (k = 0; 1; 2; : : : ; ni � 1) : (3.2)

E¼ger tüm Fi fonksiyonlar¬
�
t0; x

0
1; x

0
2; : : : ; x

0
n; : : : ; '

0
j;k0;k1;:::;kn

; : : :
�
noktas¬n¬n bir komşu-

lu¼gunda analitik ve tüm '
(k)
j fonksiyonlar¬da (x01; x

0
2; : : : ; x

0
n) noktas¬n¬n bir komşulu¼gunda

analitik ise, bu durumda (3.1)-(3.2) Cauchy problemi (t0; x01; x
0
2; : : : ; x

0
n) noktas¬n¬n bir

komşulu¼gunda analitik bir çözüme sahiptir ve bu çözüm analitik fonksiyonlar s¬n¬f¬nda

tektir (Petrovskii 1967, s. 16).

(3.1)-(3.2) Cauchy problemine örnek olarak, verilen başlang¬ç koşullar¬ndan sonsuz ho-

mojen bir zar¬n titreşiminin belirlenmesi problemi, yani

@2u

@t2
=
@2u

@x21
+
@2u

@x22
(3.3)

denkleminin

u (t0; x1; x2) = '(0) (x1; x2) ; ut (t0; x1; x2) = '(1) (x1; x2) (3.4)
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koşullar¬n¬sa¼glayan çözümünü bulma problemi verilebilir. Di¼ger taraftan Cauchy-Kovalev-

sky teoremi genel olarak (3.1)-(3.2) formunda olmayan sistemlere uygulanamaz. Bu du-

rum için Kovalevsky taraf¬ndan aşa¼g¬daki örnek verilmi̧stir:

@u

@t
=
@2u

@x2
(3.5)

denkleminin

u (0; x) =
1

1� x; jxj < 1 (3.6)

başlang¬ç koşulunu sa¼glayan bir u(t; x) analitik çözümü varsa bu çözümün orijinin bir

komşulu¼gunda

1X
n=0

(2n)!

n!

tn

(1� x)2n+1
(3.7)

serisi ile temsil edilebilir olmas¬gerekir. Ancak bu seri t 6= 0 için her noktada ¬raksakt¬r.

20. yüzy¬la gelindi¼ginde k¬smi diferensiyel denklemlerin çözümünde kullan¬lan en temel

yöntem olarak kuvvet serilerine aç¬l¬m yöntemi kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r. Bunun nedeni her

realistik çözümün başlang¬ç noktas¬n¬n/yüzeyinin bir komşulu¼gunda yak¬nsak bir kuvvet

serisine aç¬labilir olmas¬yani analitik olmas¬gerekti¼gi düşüncesiydi. Ancak zamanla bu

bak¬̧s aç¬s¬n¬n matematiksel �zi¼gin problemleri için yetersiz kald¬¼g¬ve analitik olmayan

çözümlerin de araşt¬r¬lmas¬gerekti¼gi görülmüştür. Cauchy-Kovalevsky teoremi bir ana-

litik Cauchy probleminin birden fazla analitik çözümü olamayaca¼g¬n¬gösterir, analitik

olmayan di¼ger çözümlerinin varl¬¼g¬hakk¬nda bir bilgi vermez. Bu durum ise lineer analitik

denklemler için Holmgren Teoremi ile aç¬kl¬¼ga kavuşturulmuştur.

Son y¬llarda ters problemler ve kontrol teorisi gibi uygulamal¬alanlardaki geli̧smeler bu

konuda yeni problemlerin ortaya ç¬kmas¬na neden olmuştur. K¬smi diferensiyel denklem-

lerin çözümü için tek devam (unique continuation) özelli¼gi bunlardan biridir ve aşa¼g¬daki

şekilde tan¬mlan¬r:

Tan¬m 3.1 (Tek Devam Özelli¼gi) P (x;D) bir k¬smi diferensiyel operatör ve S; 
 böl-

gesinde yönlendirilebilir bir hiperyüzey olsun. E¼ger her bir x0 2 S noktas¬n¬n bir V (x0)

komşulu¼gu var öyle ki 
 bölgesinde P (x;D)u = 0 ve S�nin pozitif taraf¬nda u � 0

oldu¼gunda V (x0) komşulu¼gunun tamam¬nda u � 0 ise, bu durumda u genelleşmiş fonksi-

yonu için S boyunca P operatörüne göre tek devam özelli¼gi sa¼glan¬r denir (Gilbert et al.

2000, s. 71).
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Yukar¬daki tan¬mdan da görülebilece¼gi gibi tek devam özelli¼gi yerel bir özelliktir. Ancak

kompaktl¬k kriterinin sa¼glanmas¬ durumunda genel sonuçlar elde edilebilir. 1990�lar¬n

başlar¬nda bu alanda iki klasik sonuç bilinmekteydi. Bunlardan birincisi hiperyüzeyin

geometrisi aç¬s¬ndan daha optimal görülebilecek ancak analitik katsay¬lara ihtiyaç duyan

Holmgren Teoremi; ikincisi ise sadece sürekli diferensiyellenebilir katsay¬l¬diferensiyel o-

peratörleri ele alan ancak hiperyüzeyin kuvvetli pseudo-konveks olmas¬n¬gerektiren Hör-

mander Teoremi�dir.

Teorem 3.2 (Holmgren Teoremi) P (x;D) operatörü, katsay¬lar¬analitik olan bir dife-

rensiyel operatör olsun. Ayr¬ca S yönlendirilebilir C1 hiperyüzeyi, x0 noktas¬nda karak-

teristik olmas¬n. Bu durumda her u 2 D0(
) için S boyunca x0 noktas¬nda P operatörüne

göre tek devam özelli¼gi sa¼glan¬r. Burada D0(
) genelleşmiş fonksiyonlar uzay¬d¬r (Gilbert

et al. 2000, s. 71).

Yukar¬daki teoremde analitik olmas¬ gerekmeyen key� Cauchy verileri için problemin

çözümünün tekli¼gi genelleşmi̧s fonksiyon uzaylar¬nda ispatlanm¬̧s, di¼ger taraftan u çözümü-

nün varl¬¼g¬kabul edilmi̧stir. Analitik olmayan diferensiyel denklemler için Cauchy prob-

leminin çözümünün tekli¼gi hala araşt¬r¬lmas¬gereken bir konudur.

·Iki boyutlu eliptik denklemler için teklik teoremi, katsay¬lar¬n analitik olmamas¬duru-

munda 1939 y¬l¬nda Torsten Carleman taraf¬ndan ispatlanm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada daha

sonra Carleman de¼gerlendirmeleri olarak adland¬r¬lan, bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu (') ve büyük

parametre (s) içeren ve her u 2 C10 (
) fonksiyonu için sa¼glanan

s kes'ukL2(
) � C kes'PukL2(
)

formundaki ön de¼gerlendirmeler kullan¬lm¬̧st¬r. Burada C sabiti s�den ba¼g¬ms¬z olup


 2 R2 aç¬k bir kümedir (Kenig 1986, s. 948).

Carleman�¬n elde etti¼gi sonuçlar C. Müller (1954) taraf¬ndanRn�e genelleştirilmi̧stir. Daha

sonra A. P. Calderon (1958) ve L. Hörmander (1960) pseudo-konvekslik kavram¬n¬kulla-

narak günümüzde birçok çal¬̧smaya temel teşkil eden önemli sonuçlar elde etmi̧slerdir.

Tan¬m 3.2 (Pseudo-Konveks Fonksiyon) S � Rn aç¬k bir küme ve f : S ! R dife-

rensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. E¼ger her x1; x2 2 S için rf (x1) (x2 � x1) � 0 iken

f (x2) � f (x1) oluyorsa ya da f (x2) < f (x1) iken rf (x1) (x2 � x1) < 0 oluyorsa, bu

durumda f fonksiyonuna pseudo-konvekstir denir (Borwein and Lewis 2010, s. 143).
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P operatörü, Rn�de katsay¬lar¬reel olan ikinci mertebeden bir diferensiyel operatör olsun.

Rn � Rn�de aşa¼g¬daki adi diferensiyel denklem sistemini göz önüne alal¬m:

dxi
ds

=
@p

@�i
(x; �) ;

d�i
ds
= � @p

@xi
(x; �) ; i = 1; 2; :::; n: (3.8)

(3.8) sistemi p (x; �)�ye kaŗs¬l¬k gelen Hamilton denklemleridir. Bu sistemin çözümü belirli

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan Rn�Rn�de bir e¼gridir ve bikarakteristik olarak adland¬r¬l¬r.

E¼ger bir bikarakteristik üzerinde baz¬noktalarda p (x; �) = 0 ise, o zaman bu bikarak-

teristik üzerinde tüm noktalarda p (x; �) = 0 d¬r. p (x; �) = 0 oldu¼gunda bikarakteristik-

lere, s¬f¬r bikarakteristikler denir. (x; �) ! x dönüşümü alt¬nda s¬f¬r bikarakteristiklerin

izdüşümleriyle Rn�de elde edilen e¼grilere P (x;D) operatorünün ¬̧s¬nlar¬denir.

P (x;D)�nin bikarakteristikleri boyunca türev almak

Hp (x; �) :=

nX
i=1

@p

@�i

@

@xi
� @p

@xi

@

@�i

Hamilton vektör alan¬boyunca türev almak demektir.

Herhangi iki p (x; �) ; q (x; �) sembolü için Poisson parantezi

fp; qg =
nX
i=1

p�iqxi � pxiq�i = Hpq =
d

ds
(q (x (s) ; � (s)))

şeklinde tan¬mlan¬r.

Bu nedenle fp; qg ; P (x;D)�nin bikarakteristikleri boyunca q�nun türevlerini gösterir.

Benzer şekilde

fp; fp; qgg (x (s) ; � (s)) = d

ds
(fp; qg (x (s) ; � (s))) = d2

ds2
q (x (s) ; � (s))

ve fp; fp; qgg ; P (x;D)�nin bikarakteristikleri boyunca q�nun ikinci türevlerini ifade et-

mektedir. E¼ger q, ��den ba¼g¬ms¬zsa, o zaman fp; fp; qgg ; P (x;D)�nin ¬̧s¬nlar¬boyunca

q�nun ikinci türevini gösterir.

Kabul edelim ki 
 � Rn aç¬k s¬n¬rl¬bir küme,  (x) ve � (x) fonksiyonlar¬, 
 bölgesinde

her noktada r 6= 0 ve r� 6= 0 olan düzgün fonksiyonlar olsun (Rakesh 2011, s. 2).

Buna göre aşa¼g¬daki tan¬mlar verilebilir:

Tan¬m 3.3 (Operatöre Göre Pseudo-Konveks Fonksiyon) E¼ger her x 2 
 ve

� 6= 0 2 Rn için

p (x; �) = 0; fp;  g (x; �) = 0 (3.9)

iken
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fp; fp;  gg (x; �) > 0 (3.10)

oluyorsa, bu durumda  fonksiyonuna 
 bölgesinde P (x;D) operatörüne göre pseudo-

konvekstir denir. Di¼ger bir deyişle P (x;D)�nin herhangi bir x (s) ¬̧s¬n¬ için  (x (s))

fonksiyonunun her kritik noktas¬nda d2

ds2
 (x (s)) > 0 şart¬ sa¼glan¬yorsa  (x) ; P (x;D)

operatörüne göre pseudo-konvekstir denir. Bundan dolay¬ (x (s)) ; kritik noktada yerel

minimuma sahiptir (Rakesh 2011, s. 3).

Tan¬m 3.4 (Operatöre Göre Kuvvetli Pseudo-Konveks Fonksiyon) E¼ger  pseu-

do-konveks ve her x 2 
; � = � + i�r (x) ; � 2 Rn; � 6= 0 için

p (x; �) = 0; fp (x; �) ;  (x)g = 0 (3.11)

iken

1

i�

n
p (x; �); p (x; �)

o
> 0 (3.12)

oluyorsa, bu durumda  fonksiyonuna 
 bölgesinde P (x;D) operatörüne göre kuvvetli

pseudo-konvekstir denir (Rakesh 2011, s. 4).

P (x;D) operatörü ikinci mertebeden oldu¼gunda pseudo-konvekslik ve kuvvetli pseudo-

konvekslik birbirine denktir.

Carleman de¼gerlendirmelerini elde etmek için kuvvetli pseudo-konvekslikten daha güçlü

bir koşula ihtiyaç vard¬r. Bu koşul genellikle özel şart olarak adland¬r¬l¬r, standart bir

ismi yoktur.

Tan¬m 3.5 (Özel şart) E¼ger '; P (x;D) operatörüne göre pseudo-konveks fonksiyon ve

her � = � + i�r' (x) ; � 2 Rn; � 6= 0 için p (x; �) = 0 oldu¼gunda her x 2 
 için (3.12)

sa¼glan¬yorsa, ' fonksiyonu 
 bölgesinde P (x;D) operatörü için özel şart¬ sa¼glar denir.

Yani özel şart, (3.11)�in ikinci şart¬n¬ sa¼glamay¬ gerektirmez. Bu yüzden özel şartlar

kuvvetli pseudo-konveksli¼gi gerektirir (Rakesh 2011, s. 4).

 fonksiyonu 
 bölgesinde P (x;D) operatörüne göre kuvvetli pseudo-konveks olsun. O

zaman yeterince büyük reel � için, ' = e� fonksiyonu 
 bölgesinde özel şart¬ sa¼glar

(Rakesh 2011, s. 4).
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Teorem 3.3 (Hörmander Teoremi) P operatörü, katsay¬lar¬reel ve temel sembolü C1

uzay¬ndan olan bir diferensiyel operatör olsun. Ayr¬ca S yönlendirilebilir C2 hiperyüzeyi,

x0 noktas¬nda P operatörüne göre kuvvetli pseudo-konveks olsun. Bu durumda her

u 2 H(m�1)(
) fonksiyonu için S boyunca x0 noktas¬nda P�ye göre tek devam özelli¼gi

sa¼glan¬r (Gilbert et al. 2000, s. 72).
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BÖLÜM 4

TERS PROBLEMLER TEOR·IS·IN·IN B·IL·IM VE TEKNOLOJ·IDEK·I BAZI

UYGULAMALARI

Ters problemler teorisi, 20. yüzy¬l¬n ortalar¬ndan başlayarak her geçen gün bilim ve

teknolojide daha önemli hale gelmi̧stir. Bu tür problemlerin; �zik, jeo�zik, t¬p ve ast-

ronomi gibi matemati¼gin kullan¬ld¬¼g¬pek çok sahada önemli uygulamalar¬vard¬r. Zira

bu problemlerin çözümleri, incelenen ortama ait yo¼gunluk, dalga yay¬l¬m h¬z¬, elastisite

parametreleri, iletkenlik, elektriksel ve manyetik geçirgenlik gibi önemli �ziksel özellikler

hakk¬nda bilgi vermektedir (Kabanikhin 2008, s. 317).

Direkt problem, var olan bir sebepten ortaya ç¬kabilecek sonuçlar¬n bulunmas¬ prob-

lemi iken; ters problem mevcut sonuçlardan sebebin belirlenmesi problemi olarak ifade

edilebilir. Örne¼gin, grip olan bir hastada ortaya ç¬kabilecek belirtilerin neler oldu¼gunun

saptanmas¬bir direkt problemdir, di¼ger taraftan yüksek ateş, burun ak¬nt¬s¬ve halsiz-

lik şikayetleri olan bir ki̧sinin hastal¬¼g¬n¬n teşhisi ise bir ters problemdir. Bu belirtiler

farkl¬ sa¼gl¬k sorunlar¬ndan kaynaklanabilece¼ginden böyle bir problemin çözümünün tek

olmad¬¼g¬ aç¬kt¬r. Matematiksel �zikte direkt problem; denklem, bölge ve koşullar ve-

rildi¼ginde denklemi ve koşullar¬sa¼glayan çözümün bulunmas¬problemi olarak tan¬mlan¬r

(Y¬ld¬z 1995, s. 6). Burada amaç, belli bir anda bölgenin belli bir noktas¬ndaki �zik-

sel alan¬veya süreci tan¬mlayan (elektromanyetik, akustik, sismik vb.) bir fonksiyonun

bulunmas¬d¬r. Ayr¬ca bu problemlerde ortam¬n özelliklerinin, �ziksel sürecin başlang¬ç

an¬ndaki durumunun ve/veya s¬n¬rda sa¼glanan özelliklerin bilindi¼gi kabul edilir. Di¼ger

yandan s¬kl¬kla ortam¬n özelliklerinin bilinmedi¼gi durumlarla da kaŗs¬laş¬lmaktad¬r. Bu

da direkt problemin çözümü hakk¬nda verilen ek bilgi yard¬m¬yla ilgili denklemin kat-

say¬lar¬n¬n belirlenmesi ters problemi olarak kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r (Kabanikhin 2008, s.

318).
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4.1 TERS PROBLEMLER TEOR·IS·IN·IN BAZI UYGULAMA ALANLARI

Bilim ve teknolojinin farkl¬ alanlar¬nda ortaya ç¬kan çeşitli ters problemlere örnekler

aşa¼g¬da sunulmuştur.

4.1.1 Endüstrideki Baz¬Ters Problemler

Bilindi¼gi gibi nükleer güç santralleri di¼ger enerji kaynaklar¬na göre nispeten daha ucuz,

daha verimli ve karbon-nötr bir enerji üretimi sa¼glamaktad¬r. Bununla birlikte bu tesisler-

de büyük facialara yol açabilecek kazalar¬n yaşanmas¬ihtimali az da olsa her zaman vard¬r.

Uluslararas¬Atom Enerjisi Kurumu büyük nükleer kazalar¬, planl¬ve uzun süreli önlem-

lerin uygulanmas¬n¬gerektiren, geni̧s alana yay¬lm¬̧s sa¼gl¬k ve çevresel etkileri olan, önemli

miktarda radyoaktif madde sal¬n¬m¬n¬n söz konusu oldu¼gu durumlar olarak tan¬mlamak-

tad¬r.

Atmosferde taş¬narak daha geni̧s bölgelere yay¬lan, büyük ölçekli ve uzun süreli çevre

kirlili¼gine yol açan radyoaktif maddeler ayr¬ca kansere, bili̧ssel geli̧sim gerili¼gine ve kalp

hastal¬klar¬na neden olmaktad¬r. Bu yüzden toprak, su ve atmosferdeki radyoaktif kirli-

li¼gin izlenmesi bir zorunluluk olarak ortaya ç¬kmaktad¬r. Di¼ger taraftan, cihazlar¬n yüksek

maliyeti nedeni ile kirlilik ölçümü maalesef sadece s¬n¬rl¬say¬da noktada hassas bir şekil-

de yap¬labilmektedir. Bu durum atmosferik da¼g¬l¬m için bir say¬sal simülasyonun geli̧sti-

rilmesi ihtiyac¬n¬ortaya ç¬karmaktad¬r. Fakat do¼gru konsantrasyon ve birikim de¼gerlerinin

elde edilebilmesi, kaynak hakk¬nda bilgi sahibi olunmas¬na, yani hangi zamanda ne kadar

radyoaktif maddenin sal¬nd¬¼g¬n¬n bilinmesine ba¼gl¬d¬r. Kirlilik oran¬n¬n tespiti ve risk

azalt¬c¬önlemlerin al¬nabilmesi için bu verilerin do¼gru bir şekilde de¼gerlendirilmesi son

derece önemlidir. Ancak bu bilgiler genellikle halka aç¬k de¼gildir ya da bilinmemektedir.

Örne¼gin, 2011 y¬l¬nda meydana gelen Fukushima nükleer kazas¬nda kamuoyu ile paylaş¬lan

verilerin do¼grulu¼guna ili̧skin çeşitli iddialar ortaya at¬lm¬̧st¬r. ·I̧ste bu noktada ters prob-

lemler teorisi, kaynak fonksiyonunun belirlenmesi için alternatif bir çözüm yolu olarak

ortaya ç¬kmaktad¬r. Başka bir deyi̧sle, ölçüm noktalar¬ndan toplanan veriler ve oluşturu-

lan matematiksel model kullan¬larak radyoaktif madde sal¬n¬m¬n¬n zamansal de¼gi̧siminin

belirlenmesi ters probleminin çözümü, yukar¬daki sorunun cevab¬olarak kaŗs¬m¬za ç¬k-

maktad¬r (Martinez-Camara et al. 2013, s. 4330).

Ters problemler teorisi, demir-çelik endüstrisinde de önemli uygulama alanlar¬na sahiptir.
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Demir-çelik üretim sürecinde entegre tesislerin ana ünitesi olan yüksek f¬r¬nlarda, demir

cevherinin içeri¼ginde bulunan demir oksit kok kömürü ile indirgenerek s¬cak maden ya

da s¬v¬ham demire dönüştürülür. S¬v¬ham demir içinde yüksek oranda bulunan; kar-

bon, silisyum, fosfor, kükürt gibi elementler istenilen ölçüde ar¬t¬larak ve gerekli alaş¬m

maddeleri ilave edilerek çelik üretimi gerçekleştirilir (Tatl¬dil ve Say¬n 2011, s. 60).

Yüksek f¬r¬n¬n içindeki s¬cakl¬k da¼g¬l¬m¬, homojen olmamakla birlikte yaklaş¬k 1500� C�dir.

Büyük boyutta bir f¬r¬n yaklaş¬k 100 m yüksekli¼ginde olup günlük 1200 ton civar¬nda üre-

tim yapmaktad¬r. Yüksek f¬r¬nlar¬n boyutu, yap¬s¬ve içerideki yüksek s¬cakl¬k nedeniyle

¬s¬ak¬̧s¬n¬n direkt olarak gözlemlenmesi mümkün de¼gildir. Dolay¬s¬yla f¬r¬n¬n taban¬na

yak¬n d¬̧s bölgeye yerleştirilmi̧s ¬s¬l çift ad¬verilen ayg¬tlar kullan¬larak elde edilen s¬cak-

l¬k verilerinden f¬r¬ndaki ¬s¬ak¬̧s¬n¬n davran¬̧s¬n¬n belirlenmesi problemi kaŗs¬m¬za ç¬kar.

Bu ters problemin çözümü, üretim tesisinde ortaya ç¬kabilecek sorunlar¬n önceden tespiti

için hayati önem taş¬r (Şekil 4.1).

Şekil 4.1: Yüksek f¬r¬n¬n yap¬s¬(Demir 2013).
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F¬r¬nda, yüksek s¬cakl¬k alt¬nda çok fazl¬ oldukça karmaş¬k bir süreç gerçekleşti¼ginden

bu durumun matematiksel modelinin oluşturulmas¬oldukça zordur. Ancak burada amaç

yüksek f¬r¬n¬n güvenlik kontrolünü sa¼glamak için bir indeks elde etmek oldu¼gundan ¬s¬l

çiftlerden elde edilen verilerin de¼gerlendirilebilece¼gi bir minimal model oluşturulmal¬d¬r.

Bunun için en uygun model bir boyutlu ¬s¬denklemidir:

ut (x; t) = �uxx (x; t) ; 0 < x < l; 0 < t < T:

Burada � > 0 ¬s¬iletim katsay¬s¬, 0 < x < l f¬r¬n¬n taban¬n¬oluşturan tu¼glalar¬n derinlik

de¼gi̧skeni olup x = l ve x = 0 s¬ras¬yla tu¼glan¬n alt ucuna ve erimi̧s demir ile temas etti¼gi

noktaya kaŗs¬l¬k gelmektedir. Di¼ger yandan problemin çözümü için mevcut olan veriler

u (l; t) = h(t); 0 < t < T;

ux (l; t) = g(t); 0 < t < T

şeklinde al¬nabilir. Böylece ilgili ters problem g(t), h(t) (0 < t < T ) verilerinden

f(t) = �ux (0; t) ; 0 < t < T

fonksiyonunun belirlenmesi problemi olarak kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r. Burada u (x; 0),

0 < x < l başlang¬ç de¼gerinin de bilinmedi¼gine dikkat edilmelidir (Yamamoto 2013, s.

83).

Ters problemlerde bazen kullan¬labilecek verilerin miktar¬oldukça azd¬r. Uzak bir gök

cisminin veya uzak bir galaksinin görüntüsünün belirlenmesi veya deprem verilerinden

çok derindeki bir jeo�zik yap¬n¬n tespiti böyle problemlere örnek olarak verilebilir. Baz¬

durumlarda ise, ilgi duyulan nesneye farkl¬sinyaller gönderilerek, bu sinyallerin seçimine

ba¼gl¬olarak farkl¬ölçüm sonuçlar¬elde edilir. Örne¼gin; t¬bbi görüntülemede, insan vücu-

duna ultrason veya X ¬̧s¬n¬sinyalleri gönderilerek vücudun içinden geçen veya yans¬yan

sinyallere göre elde edilen ölçüm sonuçlar¬de¼gerlendirilir (Şekil 4.2).

4.1.2 T¬ptaki Baz¬Ters Problemler

Günümüzde gö¼güs kanseri insan sa¼gl¬¼g¬n¬ tehdit eden büyük sorunlardan biridir. Her

ne kadar bu kanser türünün özel sebepleri bilinmese de erken teşhis ve tümörün karak-

terinin belirlenmesi tedavinin başar¬s¬nda kilit bir rol oynamaktad¬r. Matematiksel olarak,

kanser hücresi sa¼gl¬kl¬gö¼güs dokusunda ortaya ç¬kan homojenli¼gin bozuldu¼gu bir nokta
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veya bölge olarak görülebilir. Burada problem, yüzeyden yans¬yan akustik dalgalardan

elde edilen veriler yard¬m¬yla homojenli¼gin bozuldu¼gu bölgenin di¼ger bir deyi̧sle kanser

hücresinin yerini tespit etmektir.

Şekil 4.2: Mamogra� cihaz¬(www.medicalradiation.com).

·Insan vücudunu bir hacimsel iletken ve kalbimizi de bir biyoelektrik hacimsel kaynak

olarak düşündü¼gümüzde, günlük klinik tan¬larda kardiyologlar¬n t¬bbi cihazlarla elde

edilen biyoelektrik sinyalleri kullanarak, kayna¼g¬n yap¬s¬n¬n belirlenmesi ters problemini

çözmeye çal¬̧st¬klar¬n¬görürüz (Şekil 4.3), (Malmivuo and Plonsey 1995, s. 212).

Şekil 4.3: Kardiyolojide direkt ve ters problem

(Malmivuo and Plonsey 1995).
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Ters problemlerin karakteristik özelliklerinden biri onlar¬n genellikle kötü konulmuş prob-

lemler olmas¬d¬r.

4.2 TERS VE KÖTÜ KONULMUŞ PROBLEMLER

·Iyi ve kötü konulmuş problem kavramlar¬1902 y¬l¬nda Frans¬z matematikçi J. S. Hadamard

taraf¬ndan verilmi̧stir. U ve F metrik uzaylar, A : U ! F bir operatör olmak üzere

Au = f (4.1)

denklemini göz önüne alal¬m. (4.1) denkleminin aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan çözümünün

bulunmas¬problemine (U; F ) uzay çifti için Hadamard anlam¬nda iyi konulmuş problem

denir:

i) Her f 2 F için U uzay¬nda problemin çözümü vard¬r.

ii) Problemin çözümü U uzay¬nda tektir.

iii) Problemin koşullar¬F uzay¬nda az de¼gi̧sti¼ginde problemin çözümü de U uzay¬nda

az de¼gi̧sir (kararl¬l¬k koşulu) (Lavrent�ev et al. 1986, s. 26). Bu şartlardan herhangi

birinin sa¼glanmamas¬durumunda problem, (U; F ) uzay çifti için Hadamard anlam¬nda

kötü konulmuş problem olarak adland¬r¬l¬r. Bir (U1; F1) uzay çifti için iyi, başka bir

(U2; F2) uzay çifti için kötü konulmuş probleme, (U2; F2) uzay çifti için zay¬f kötü konul-

muş problem denir. Tüm uzay çiftlerinde kötü konulmuş probleme kuvvetli kötü konulmuş

problem denir. Hadamard�¬n kendisinin örnek olarak gösterdi¼gi bir kötü konulmuş prob-

lem; Laplace denklemi için Cauchy problemidir. En basit şekliyle bu problem aşa¼g¬daki

biçimde ifade edilebilir:

u = u (x; y) ; �u = 0; y > 0; (4.2)

u (x; 0) = 0; uy (x; 0) = � sinnx; x 2 [0; �] (4.3)

ba¼g¬nt¬lar¬verilsin. (4.2)-(4.3) Cauchy problemi

u (x; y) =
�

n
sinnx sinhny

çözümüne sahiptir.

y = 0 da verilen Cauchy verileri kullan¬larak y > 0 için u çözümünün bulunmas¬prob-

lemini ele alal¬m. Aç¬kt¬r ki, uygun normlu uzay çiftleri, her " > 0; c > 0 ve y > 0

için
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k� sinnxk < ";



�
n
sinnx sinhny




 > c

olacak şekilde � ve n seçmek mümkündür. Dolay¬s¬yla koşullar az de¼gi̧sti¼ginde çözüm

sonsuz şekilde de¼gi̧smektedir. O halde, problem Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş

problemdir.

Is¬ denklemi için ters zamanl¬ çözümün verilere sürekli ba¼g¬ml¬l¬¼g¬na ili̧skin benzer bir

durum aşa¼g¬daki Cauchy probleminde ortaya ç¬kar:

u = u (x; y) ;
@u

@t
= �@

2u

@x2
; t > 0; (4.4)

u (x; 0) = f(x): (4.5)

Laplace denklemi ve daha genel olarak eliptik denklem için Cauchy problemi Hadamard

anlam¬nda kötü konulmuştur. Gerçekten de Cauchy problemi zamana ba¼gl¬�ziksel olay-

lar¬n tasviri için kullan¬l¬rken, eliptik denklemler ise zamandan ba¼g¬ms¬z �ziksel olaylar¬ve

alanlar¬tasvir etmektedir. Is¬denklemi için ters zamanl¬Cauchy probleminin Hadamard

anlam¬nda kötü konulmuş olmas¬termodinami¼gin ikinci yasas¬yla ilgilidir.

Örnek 4.1


 = f(x; t) j x 2 D � Rn; 0 < t < Tg

bölgesinde verilen,

Lu � utt �
nX

i;j=1

aij (x)uxixj +
nX
i=1

ai (x)uxi + b (x)ut + a0 (x)u = f (x; t) (4.6)

formunda bir hiperbolik tip denklemin

u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) (4.7)

koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümünün bulunmas¬ problemini göz önüne alal¬m. (4.6)-(4.7)

hiperbolik denklem için bir Cauchy problemi olup D = Rn iken (C2(D); C(D)) uzay

çiftinde Hadamard anlam¬nda iyi konulmuştur. Ancak D bölgesi Rn ile çak¬̧sm¬yor ise

çözüm birden fazla olabilece¼ginden bu problem verilen uzay çiftinde kötü konulmuştur.

Bu durumda (4.6)-(4.7) probleminin çözümünün tekli¼gini garanti etmek için 
 bölgesinin

s¬n¬r¬n¬n

� = @D � (0; T ) = f(x; t) j x 2 @D; 0 < t < Tg
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k¬sm¬nda bir ek koşul verilmesi gerekir. Örnek olarak,

uj� = u2 (x; t) (4.8)

koşulu verilebilir. Bu durumda (4.6)-(4.8) problemine 1. kar¬̧s¬k problem denir. Bu

problem (C2(D); C(D)) uzay çiftinde Hadamard anlam¬nda iyi konulmuştur. (4.8) koşulu

yerine,

@u

@n

����
�

= u3 (x; t) (4.9)

al¬n¬rsa (4.6), (4.7), (4.9) problemi 2. kar¬̧s¬k problem olarak adland¬r¬l¬r. Burada n;

@D�nin d¬̧s normalidir. Ele al¬nan problem (C2(D); C(D)) uzay çiftinde Hadamard an-

lam¬nda iyi konulmuştur. E¼ger (4.6)-(4.7) problemine ek olarak

� (x; t)u (x; t) + � (x; t)
@u

@n

����
�

= u4 (x; t) (4.10)

koşulu verilirse (4.6), (4.7), (4.10) problemine 3. kar¬̧s¬k problem denir. Bu problem de

(C2(D); C(D)) uzay çiftinde Hadamard anlam¬nda iyi konulmuştur. Burada �(x; t) ve

�(x; t) verilen key� fonksiyonlar olup �2(x; t) + �2(x; t) 6= 0 d¬r.

Örnek 4.2 (4.6) denklemi yerine

Lu � ut �
nX

i;j=1

aij (x)uxixj +
nX
i=1

ai (x)uxi + a0 (x)u = f (x; t) (4.11)

formunda bir parabolik denklem, (4.7) şart¬yerine de

u (x; 0) = u0 (x)

koşulu al¬n¬rsa (4.11) denklemi için Cauchy problemi, 1., 2. ve 3. kar¬̧s¬k problemler

(C2(D); C(D)) uzay çiftinde Hadamard anlam¬nda iyi konulmuş olur.

Örnek 4.3 Bir D bölgesinde,

Lu �
nX

i;j=1

aij (x)uxixj +

nX
i=1

ai (x)uxi + a (x)u = f (x) (4.12)

denkleminin

uj@D = u0 (x) (4.13)

26



koşulunu sa¼glayan çözümünün bulunmas¬problemine Dirichlet problemi (1. s¬n¬r de¼ger),

(4.13) şart¬na da Dirichlet şart¬denir. Eliptik denklem için Dirichlet problemi a

(C2(D); C(D)) uzay çiftinde iyi konulmuş, hiperbolik ve parabolik denklemler için ise kötü

konulmuştur. E¼ger (4.13) yerine,

@u

@n

����
@D

= u1 (x) (4.14)

şart¬al¬n¬rsa (4.12) denkleminin (4.14) şart¬n¬sa¼glayan çözümün bulunmas¬problemine

Neumann problemi (2. s¬n¬r de¼ger), (4.14) şart¬na da Neumann şart¬denir. Burada n;

@D�nin d¬̧s normalidir. a

Eliptik tip denklem için Neumann problemi (C2(D); C(D)) uzay çiftinde Hadamard an-

lam¬nda iyi konulmuştur, hiperbolik ve parabolik tip denklemler için ise kötü konulmuştur.

(4.12) denkleminin

� (x)u (x) + � (x)
@u

@n

����
@D

= u2 (x) (4.15)

şart¬n¬sa¼glayan çözümünün bulunmas¬problemine Roben problemi (3. s¬n¬r de¼ger), (4.15)

şart¬na da Roben şart¬denir. Burada �(x) ve �(x) sürekli fonksiyonlar olup

�2(x)+�2(x) 6= 0 d¬r. a

Eliptik tip denklem için Roben problemi (C2(D); C(D)) uzay çiftinde Hadamard anlam¬nda

iyi konulmuş, hiperbolik ve parabolik denklemler için ise kötü konulmuştur.

Örnek 4.4

@tu = i�u+ P (u;rxu; u;rxu) ; t 2 R; x 2 Rn;

u (x; 0) = u0 (x)

ba¼g¬nt¬lar¬yla verilen lineer olmayan Schrödinger denklemi için başlang¬ç de¼ger problemi

Hs (Rn) ; s 2 R Sobolev uzay¬nda Hadamard anlam¬nda yerel olarak iyi konulmuştur.

Burada u = u (x; t) karmaş¬k de¼gerli fonksiyon, P : C2n+2 ! C lineer veya sabit terimleri

olmayan polinom ve rxu = (@x1u; :::; @xnu) dur (Kenig et al. 1993, s. 256).

Örnek 4.5

@tu = i

 X
j�k

@2xju�
X
j>k

@2xju

!
+ P (u;rxu; u;rxu) ; t 2 R; x 2 Rn; k 2 f1; :::; ng ;

u (x; 0) = u0 (x)
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ba¼g¬nt¬lar¬yla verilen lineer olmayan Schrödinger denklemi için başlang¬ç de¼ger problemi

Hs (Rn) ; s 2 R Sobolev uzay¬nda Hadamard anlam¬nda yerel olarak iyi konulmuştur.

Burada u = u (x; t) karmaş¬k de¼gerli fonksiyon, P : C2n+2 ! C lineer veya sabit terimleri

olmayan polinom ve rxu = (@x1u; :::; @xnu) dur (Kenig et al. 1998, s. 489).

Hadamard�a göre kötü konulmuş problemler, reel �ziksel anlam¬ olan pratik olaylar¬

tan¬mlamaz. Çünkü pratikte koşullar her zaman belirli bir hata pay¬ile verilir. Bu hatal¬

koşullar kullan¬larak bulunan çözüm, kesin çözümden çok farkl¬olabilir ve bu da pratikte

yanl¬̧s sonuçlar¬n elde edilmesine sebep olur. Bu nedenle başlang¬çta birçok matematikçi

sadece Hadamard anlam¬nda iyi konulmuş problemlerle ilgilenmi̧stir. Daha sonralar¬ise

bilim ve teknolojide ortaya ç¬kan birçok problemin kötü konulmuş problem oldu¼gunun

görülmesi matematikçilerin dikkatini çekmi̧stir. Hatta Hadamard�¬n kendisinin örnek

olarak gösterdi¼gi Laplace denklemi için Cauchy problemi de elektromanyetik alanlar¬n

bulunmas¬probleminde kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r.

1943 y¬l¬nda Rus Matematikçi A. N. Tikhonov, kötü konulmuş problemlerin pratikteki

önemine i̧saret ederek bu problemlerin kararl¬çözümlerinin bulunabilece¼gi ihtimali üze-

rinde durmuştur. Tikhonov�un yaklaş¬m¬, çözüm uzay¬n¬n s¬n¬rland¬r¬lmas¬�krine dayan-

maktad¬r. Buna göre aşa¼g¬daki üç koşul sa¼glan¬yorsa problem, Tikhonov anlam¬nda iyi

konulmuş problem olarak adland¬r¬l¬r:

i) U bir metrik uzay olmak üzere, problemin çözümü var ve belirli bir M � U cümlesine

aittir.

ii) Problemin çözümü M�de tektir.

iii) Problemin çözümü M�de koşullara sürekli ba¼g¬ml¬d¬r, yani çözümü M cümlesinin

d¬̧s¬na ç¬karmayan koşullar F metrik uzay¬nda sonsuz küçük bir de¼gi̧sikli¼ge u¼grad¬klar¬nda

problemin çözümü de U metrik uzay¬nda sonsuz küçük de¼gi̧sir (Lavrent�ev et al. 1986, s.

27).

M cümlesine problemin do¼gruluk cümlesi denir.

Günlük yaşant¬m¬zda sürekli olarak ters ve kötü konulmuş problemlerle kaŗs¬laş¬r¬z. Zi-

hinsel ve �ziksel olarak sa¼gl¬kl¬oldu¼gumuz durumlarda bu tür problemler daha h¬zl¬ve

etkili bir şekilde çözülebilir. Örne¼gin, görsel alg¬m¬z¬ele alal¬m. Gözlerimizin belli bir

anda çevremizdeki sonlu say¬da noktadan görsel bilgi alabildi¼gi bilinmektedir. Peki ne-

den etraf¬m¬zdaki her şeyi tam olarak görebildi¼gimiz hissine kap¬l¬yoruz? Hiç şüphesiz

bunun nedeni, ki̧sisel bir bilgisayar gibi çal¬̧sarak belirli noktalardan al¬nan verileri inter-
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polasyon ve kestirim yaparak görüntüyü tamamlayan beynimizdir. Bir ortam¬n gerçek

görüntüsünün belli say¬daki noktadan yeteri kadar düzgün bir şekilde oluşturulabilmesi

için bu ortam¬n daha önceden görülmüş olmas¬ gerekir. Dolay¬s¬yla bir nesnenin ve

çevresinin görüntüsünün oluşturulmas¬problemi kötü konulmuş bir problemdir. Çünkü

çözüm tek de¼gildir veya verilerdeki küçük de¼gi̧siklikler, çözümde büyük de¼gi̧sikliklere

sebep olabilir. Buna ra¼gmen beynimiz oldukça h¬zl¬bir şekilde bu problemi çözebilmek-

tedir. Bunun nedeni, beynin önceki geni̧s tecrübelerini (ön bilgi-a priori information)

kullanabilme yetene¼gidir (Kabanikhin 2008, s. 318).

Son olarak, uzayda farkl¬aç¬lardan ayd¬nlat¬labilen bir cismi ele alal¬m. Bu cismin şekli

biliniyorken gölgesinin şeklinin bulunmas¬problemi bir direkt problem olup iyi konulmuş-

tur. Di¼ger taraftan cismin çeşitli düzlemler üzerindeki izdüşümlerinden (gölgesinden),

cismin şeklinin belirlenmesi bir ters problemdir ve bu problem sadece konveks cisimler

için iyi konulmuştur. Çünkü konveks olmayan bir bölge bu yolla belirlenemez. Böyle

bir problem, ilk defa ay¬n üzerine düşen gölgesinden dünyan¬n şeklinin küresel oldu¼gu

sonucuna varan Aristo taraf¬ndan formülize edilmi̧s ve çözülmüştür. Aç¬kt¬r ki sadece ay

yüzeyi üzerindeki gölgesinin şeklinden yararlanarak dünyan¬n şeklinin belirlenmesi ters

probleminin çözümü tek de¼gildir (Kabanikhin 2008, s. 328).
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BÖLÜM 5

ULTRAH·IPERBOL·IK SCHRÖDINGER DENKLEM·I ·IÇ·IN B·IR CAUCHY

PROBLEM·I

Bu bölümde, k¬smi türevli denklemler için baz¬Cauchy problemlerinin çözümlerinin tek-

li¼ginin ve kararl¬l¬¼g¬n¬n araşt¬r¬lmas¬nda kullan¬lan ve Carleman de¼gerlendirmeleri üzerine

kurulu genel bir yöntem verilmi̧stir. Bu amaçla ilk olarak, bu yönteme temel teşkil eden

ve Isakov (2006) taraf¬ndan verilmi̧s olan baz¬tan¬m ve teoremler ele al¬nm¬̧st¬r.

Kabul edelim ki m multi-indeksinin mj pozitif tamsay¬bileşenleri m1 = � � � = mq >

mq+1 � � � � koşulunu sa¼glas¬n. rq operatörü rq = (@1; : : : ; @q; 0; : : : ; 0) olarak tan¬mlan-

s¬n. Ayr¬ca

A (x; @) =
X

a�@
�; (j� : mj � 1)

diferensiyel operatörünü göz önüne alal¬m. Burada j� : mj = �1=m1 + � � �+ �n=mn dir.

Am; j� : mj = 1 olmak üzere, A operatörünün m: temel k¬sm¬olarak tan¬mlan¬r ve

Am (x; �) =
X

a�i
j�j��

ile gösterilir. 
; Rn�de s¬n¬rl¬bir bölge olmak üzere a� 2 L1 (
) ve m: temel k¬sm¬n

katsay¬lar¬C1
�


�
fonksiyonlar s¬n¬f¬ndan olsun. ' 2 C2

�


�
olup 
 bölgesinde rq' 6= 0

d¬r. Üstel a¼g¬rl¬k fonksiyonunu exp (s' (x)) şeklinde tan¬mlayal¬m. Burada C sabiti sadece

A; 
; �; ' büyüklüklerine ba¼gl¬d¬r.

Teorem 5.1 Kabul edelim ki her � 2 Rnn f0g için Am (x; �) 6= 0 veya Am�in katsay¬lar¬

reel de¼gerli olsun. E¼ger

Am (x; �) = 0; � = � + isrq'; s 6= 0 (5.1)

oldu¼gunda 
 bölgesinde bir pozitif � say¬s¬içinX
j; k�q

�
@j@k'

�
@Am=@�j

� �
@Am=@�k

�
+ s�1 Im

�
@kAm

�
@Am=@�k

���
> � (5.2)
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eşitsizli¼gi sa¼glan¬yorsa, bu durumda u 2 C10 (
) fonksiyonu için C < s iken

s

Z



j@�uj2w2dx � C

Z



jAuj2w2dx; j� : mj < 1 (5.3)

olacak şekilde bir C sabiti vard¬r (Isakov 2006, s. 51, Teorem 3.2.1).

Yukar¬daki teoremde ' fonksiyonu üzerine konulan şartlar, kuvvetli pseudo-konveks şart¬

olarak adland¬r¬l¬r.

Teorem 5.2 Kabul edelim ki A; temel k¬sm¬n¬n katsay¬lar¬ reel olan ikinci mertebeden

bir k¬smi diferensiyel operatör olsun ve  2 C2
�


�
olmak üzere

Am (x; �) = 0;
X�

@Am=@�j
�
@j = 0; � 6= 0

oldu¼gunda 
 bölgesindeX
(@j@k )

�
@Am=@�j

�
(@Am=@�k)

+
X��

@k@Am=@�j
�
@Am=@�k � @kAm@2Am=@�j@�k

�
@j > 0

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. Ayr¬ca

A (x;r (x)) 6= 0; x 2 


olsun. Bu durumda a¼g¬rl¬k fonksiyonu

' = e� 

olmak üzere C1 (�) ; C2 sabitleri vard¬r öyle ki C2 < �; C1 < s; j�j � 1 iken her u 2 H2 (
)

fonksiyonu için

s3�2j�j
Z



j@�uj2 e2� dx � C

0@Z



jAuj2 e2� dx+
Z
@


s jruj2 + s3 juj2 e2� dx

1A
eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Isakov 2006, s. 52, Teorem 3.2.1

0
).

Teorem 5.2�de  fonksiyonu üzerine konulan şartlar pseudo-konvekslik şart¬olarak ad-

land¬r¬l¬r.

Yukar¬da verilen Carleman de¼gerlendirmelerinin bir uygulamas¬olarak

Au = f; x 2 
; (5.4)

@jvu = gj; j � m1 � 1; x 2 �; @�u 2 L2 (
) ; j� : mj < 1 (5.5)
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ba¼g¬nt¬lar¬yla verilen Cauchy problemi için teklik ve kararl¬l¬k sonuçlar¬verilebilir. Burada

�, @
 s¬n¬r¬n¬n bir parças¬olup, bu s¬n¬r Cm1 fonksiyonlar s¬n¬f¬ndand¬r. Ayr¬ca


� = 
 \ f' > "g şeklinde tan¬mlans¬n.

Teorem 5.3 (Teklik ve Kararl¬l¬k) Kabul edelim ki '; Teorem 5.1�in koşullar¬n¬sa¼gla-

yan ve @
n� s¬n¬r¬nda ' < 0 olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda (5.4)-(5.5) Cauchy

probleminin bir u çözümü için

k@�ukL2(
) (
�) � C
�
F +M1��F �

�
, j� : mj < 1 (5.6)

olacak şekilde 
; �; ' ve " büyüklüklerine ba¼gl¬C ve � 2 (0; 1) sabitleri vard¬r. Burada

F = kfkL2(
) +
P
kgjkH(m1�j�1=2)(�) ; (j � m1 � 1) ve j� : mj < 1 için M = k@�ukL2(
)

d¬r (Isakov 2006, s. 54, Teorem 3.2.2).

Bu teorem @
n� s¬n¬r parças¬nda ' < 0 koşulunu sa¼glayan kuvvetli pseudo-konveks bir '

fonksiyonu bulunabildi¼gi takdirde, 
0 bölgesinde u çözümünün tekli¼gini garanti eder.

·Ispat. Geni̧sleme teoremi kullan¬larak (5.5) Cauchy verisini sa¼glayan bir u� fonksiyonu

bulunabilir öyle ki (5.6) eşitsizli¼ginin sol taraf¬CF ile s¬n¬rl¬kal¬r. Bu durumda u � u�

fark¬� üzerinde s¬f¬r de¼gerini al¬r. Şimdi 0 � � � 1 olmak üzere

� =

8<: 1;

0;


"=2;


n
"=4

şeklinde bir � 2 C1 kesme fonksiyonu tan¬mlayal¬m. Buna göre w = �v 2 H
(m1)
0 (
0)

olsun.

Çarp¬m¬n türevi için Leibniz formülü kullan¬larak A (�v) = �Av + Am�1v elde edilir.

Burada Am�1 operatörü j� : mj < 1 için sadece @� türevlerini içerir. Ayr¬ca v 2 C10 (
)

fonksiyonu için ifade edilen (5.3) eşitsizli¼gi yaklaş¬m yoluyla v 2 H(m1)
0 (
0) fonksiyonuna

geni̧sletilebilece¼ginden w fonksiyonu için bu de¼gerlendirme uygulan¬rsa

s
X
kes'@�wk2

L2(
"=2) � C
�
kes'fk2L2(
) +

X
kes'@�vk2L2(
)

�
elde edilir. 
"=2 bölgesinde w = v oldu¼gundan eşitsizli¼gin sol taraf¬nda 
 bölgesi yerine


"=2 bölgesi al¬n¬rsa w yerine v yaz¬labilir. Di¼ger taraftan bu eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki

ikinci terim 
 = 
n
"=2 [ 
"=2 eşitli¼gi kullan¬larakX
kes'@�vk2

L2(
"=2) � C
�
kes'fk2L2(
) +

X
kes'@�vk2

L2(
n
"=2[
"=2)

�
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yaz¬labilir. Burada s > 2C olarak seçilirse 
" � 
"=2 oldu¼gu göz önünde bulundurularak

X
kes'@�vk2L2(
") � C

�
kes'fk2L2(
) +

X
kes'@�vk2

L2(
n
"=2)

�
eşitsizli¼gi elde edilir.


" bölgesinde " < ' oldu¼gundan exp (s") < exp (s'), 
 bölgesinde � = sup' olmak

üzere exp (s') < exp (s�) ve 
n
"=2 bölgesinde exp (s') � exp (s"=2) olur. Böylece ilgili

integral bölgesinde eşitsizli¼gin sol taraf¬nda exp (s') fonksiyonunun minimumu ile sa¼g

taraf¬nda maksimumu yer de¼gi̧stirilir ve her iki taraf exp (2s") ile bölünürse

k@�ukL2(
") � C exp (s (�� "))F + C exp (�s"=2)M

elde edilir. Burada

s = max
�
(�� "=2)�1 ln (M=F ) ; C (")

	
olarak seçelim. Ayr¬ca C (") > 0 için s > 2C şart¬sa¼glan¬r. Bu seçim nedeniyle sa¼g

taraftaki ikinci terim birinci terimden büyük olamaz. Yukar¬daki eşitsizlikte s�yi yerine

yazarsak � = "= (2�� ") için (5.6) elde edilir.

5.1 SCHRÖDINGER DENKLEM·I ·IÇ·IN B·IR CAUCHY PROBLEM·IN·IN

ÇÖZÜMÜNÜN TEKL·I¼G·IN·IN VE KARARLILI¼GININ

ARAŞTIRILMASI

Teorem 5.3�ün bir uygulamas¬olarak 
 = D � (�T; T ) bölgesinde

Au � ia0(x)@tu (x; t)��u (x; t)+
nX
j=1

bj (x; t) @ju (x; t)+c (x; t)u (x; t) = f(x; t); (x; t) 2 


Schrödinger denklemini

u = g; @�u = h; (x; t) 2 � = 
 � (�T; T )

Cauchy koşullar¬ ile birlikte ele alal¬m. Bu problemin çözümünün tekli¼gi ve kararl¬l¬¼g¬

araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Burada, a0 > 0 olmak üzere, a0 2 C1
�
D
�
ve 1 � j � n için bj; c 2 L1(
)

olarak kabul edilmi̧stir.
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Teorem 5.4 D; Rn�de bir bölge ve 
 2 C2; D�nin s¬n¬r¬n¬n bir parças¬olmak üzere

D �
n
�h < xn < 0;

���x0n��� < r
o
; 
 = @D \ fxn < 0g (5.7)

koşullar¬sa¼glans¬n. Ayr¬ca

�2a0 < x � ra0; @na0 � 0; (x; t) 2 
 (5.8)

olsun. Bu durumda 
" � 
[� olan her 
" için (5.4)-(5.5) Cauchy probleminin u çözümü

tektir ve

k@jukL2(
") � C
�
F +M1��F �

�
; j = 1; : : : ; n

de¼gerlendirmesi sa¼glan¬r. Burada C; � 2 (0; 1) ; 
" veM büyüklüklerine ba¼gl¬sabitler olup

M = k
P
@kukL2(
) (
) + kukL2(
) (
) ; F = kfkL2(
) +

P
kgkH(1=2)(�) +

P
khkH(3=2)(�) ve

x
0
n = (x1; x2; :::; xn�1; 0; 0) şeklinde tan¬ml¬d¬r (Isakov 2006, s. 79, Teorem 3.4.13).

·Ispat. Teoremin kabullerinden pozitif s say¬s¬için 
" � fjtj < T � sg yaz¬labilir. Ayr¬ca

C1 fonksiyonlar s¬n¬f¬ndan olan bir ! (t) fonksiyonu seçelim öyle ki ! (t) = 0; jtj < T � s;

0 � ! � h ve ! (T ) = ! (�T ) = h olsun. Di¼ger yandan,

x1 = y1; : : : ; xn�1 = yn�1; xn = yn � ! (t) ; t = m

de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬l¬rsa A operatörünün temel k¬sm¬ve (5.8)�de verilen ikinci koşul

olan @na0 � 0 de¼gi̧smezken birinci koşulun �2a0 < y � ra0 � !@na0 ile yer de¼gi̧stirdi¼gi

görülür. Bu durumda @
 \ fyn < 0g � � ve 
" � fjy0j < r; � h < yn < 0g yaz¬labilir.

Daha sonra (5.8) koşulunda ortaya ç¬kan de¼gi̧sim göz önünde bulundurularak tekrar x

gösterimine geçilebilir.

Şimdi,

 (x; t) = x21 + � � �+ x2n�1 + (xn � �n)
2 � �2n � r2; h2 + 2h�n > r2

olmak üzere ' = exp (�=2 ) a¼g¬rl¬k fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Bu tan¬ma göre '

fonksiyonunun (5.2) kuvvetli pseudo-konveks fonksiyon olma şart¬n¬m = (2; : : : ; 2; 1)

ve q = n olmak üzere sa¼glay¬p sa¼glamad¬¼g¬n¬kontrol edelim.

� = � + isrn' ve rn' = �=2'r olmak üzere Am (�) = 0 eşitli¼ginin reel ve sanal

k¬s¬mlar¬s¬ras¬yla

�a0�n+1 +
X

�2j = s2�24�1'2 jr j2 ; 0 = � � r (5.9)
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ba¼g¬nt¬lar¬na eşittir. (5.2) eşitsizli¼ginin sol taraf¬

J1 = 4�'
�
j�1j

2 + � � �+ j�nj
2�+ ��1 Im

�
@1 + � � �+ @na0�n+12�n

�
;

J2 = �2' j@1 �1 + � � �+ @n �nj
2

terimlerinin toplam¬ndan oluşur. Burada � = � + isrn' ve (5.9) ba¼g¬nt¬lar¬kullan¬larak

J1 = �'
�
4 j�j2 + s2�2�2 jr j2 � 2�n+1x � ra0 + 2�n+1�n@na0

�
= �'

�
2a�10 (2a0 + x � ra0 � �n@na0) j�j

2

+a�10 (2a0 + x � ra0 + �n@na0) 2
�1s2�2�2 jr j2

�
;

J2 = �4'2s2 jr j2

elde edilir.

Homojenlik özelli¼gi ve j�j = 1 kabulü kullan¬larak s = 0 al¬nd¬¼g¬nda (5.8) koşulu ve (5.9)

ba¼g¬nt¬lar¬n¬n ilki gere¼gi �n yeterince büyük iken J1 > 0 oldu¼gu görülür. Buradan J > 0

sonucuna ulaş¬l¬r. �n sabitlenir. Bu eşitsizlik jsj < "0 oldu¼gunda süreklilik gere¼gi korunur.

jsj � "0 oldu¼gunda � büyük seçilerek poziti�ik koşulu tekrar elde edilebilir. Böylece '

fonksiyonu kuvvetli pseudo-konveks fonksiyondur ve Teorem 5.3 uygulanabilir. Bunun

için 
�� alt bölgesini 

�
� = 
\f > �g olarak tan¬mlayal¬m. �n büyük seçilerek bir küçük

� için 
" � 
�� yaz¬labilir.  fonksiyonunun tan¬m¬ve �n için verilen koşul @
n� s¬n¬r¬nda

 < 0 olmas¬n¬garanti eder. Böylece Teorem 5.3 gere¼gi ispat tamamlan¬r.

5.2 ULTRAH·IPERBOL·IK SCHRÖDINGER DENKLEM·I ·IÇ·IN B·IR

CAUCHY PROBLEM·IN·IN ÇÖZÜMÜNÜN KARARLILI¼GININ

ARAŞTIRILMASI

Bu bölümde, baz¬katsay¬lar¬de¼gi̧sken olan ultrahiperbolik Schrödinger denklemi için yerel

bir Carleman de¼gerlendirmesi Isakov (2006) da verilen yöntem kullan¬larak elde edilmi̧s ve

bu de¼gerlendirme kullan¬larak Cauchy probleminin çözümünün kararl¬l¬¼g¬ispatlanm¬̧st¬r.

Kabul edelim ki, n; m 2 N; T > 0 olmak üzere D � Rn bölgesi @D düzgün s¬n¬r¬na sahip

s¬n¬rl¬bir bölge olsun. Ayr¬ca L > 0 için G = fy 2 Rm; jyj < Lg şeklinde verilsin:
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Bu bölümde, 
 = D �G� (�T; T ) bölgesinde

Au � ia0(x; y)@tu (x; y; t) + �yu (x; y; t)��xu (x; y; t)

+
nX
i=1

ai (x; y; t) @xiu (x; y; t) +
mX
j=1

bj (x; y; t) @yju (x; y; t)

+c (x; y; t)u (x; y; t) = f(x; y; t); (x; y; t) 2 
 (5.10)

de¼gi̧sken katsay¬l¬ultrahiperbolik Schrödinger denklemi

u = g; @�u = h; (x; y; t) 2 ��G� (�T; T ) (5.11)

Cauchy koşullar¬ile birlikte ele al¬nm¬̧st¬r. (5.10) denkleminde a0 2 C1
�
D �G

�
; a0 > 0

ve ai; bj; c 2 L1(
); 1 � i � n; 1 � j � m oldu¼gu kabul edilmektedir.

Ayr¬ca

H(1;1;0) (
) = L2
�
�T; T ; H1 (D)� L2 (G)

�
\ L2

�
�T; T ; L2 (D)�H1 (G)

�
;

H(2;2;1) (
) = H1
�
�T; T ; L2 (D)� L2 (G)

�
\ L2

�
�T; T ; H2 (D)� L2 (G)

�
\L2

�
�T; T ; L2 (D)�H2 (G)

�
;

H
(2;2;1)
0 (
) =

�
u 2 H(2;2;1) (
) ; suppu � 


	
uzaylar¬n¬tan¬mlayal¬m.

Problem 5.1 
 bölgesinin bir alt bölgesinde (5.10) denklemini ve (5.11) Cauchy koşullar¬n¬

sa¼glayan u fonksiyonunun belirlenmesi problemini ele alal¬m:

Bu amaçla � > 0, x0 =2 D ve 0 < � < 1 olmak üzere


 (�) =
�
(x; y; t) 2 
; jx� x0j2 � jyj2 � � jtj2 > �2

	
(5.12)

bölgesini tan¬mlayal¬m (Şekil 5.1).

Şekil 5.1: A¼g¬rl¬k fonksiyonu ile oluşturulan alt bölge.
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Bir Yerel Carleman De¼gerlendirmesi

Bu bölümde, kararl¬l¬k de¼gerlendirmelerinin ispat¬nda kullan¬lacak olan (5.10) denklemi

için bir Carleman de¼gerlendirmesi verilmi̧stir.

Bu amaçla 
 > 0 olmak üzere

' (x; y; t) = e
 (x;y;t) (5.13)

şeklinde bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu tan¬mlayal¬m. Burada

 (x; y; t) = jx� x0j2 � jyj2 � � jtj2

olarak al¬nm¬̧st¬r.

Önerme 5.1 Kabul edelim ki

inf f4 +rx log a0 � rx �ry log a0 � ry ; (x; y; t) 2 
 (�)g > 0 (5.14)

olsun. Bu durumda her s � s0 ve u 2 H(2;2;1)
0 (
 (�)) fonksiyonu içinZ


(�)

(s jryuj2 + s jrxuj2 + s3 juj2)e2s'dxdydt

� C

Z

(�)

jAuj2 e2s'dxdydt (5.15)

olacak şekilde C > 0 ve s0 > 0 sabitleri vard¬r.

·Ispat. C10 (
 (�)) fonksiyonlar uzay¬,H
(2;2;1)
0 (
 (�)) fonksiyonlar uzay¬nda yo¼gun oldu¼gun-

dan her u 2 H
(2;2;1)
0 (
 (�)) fonksiyonuna bir un 2 C10 (
 (�)) dizisi ile yaklaş¬labilir.

Gerçekten, Reddy (1998, s. 243 Teorem 8)�den Hm
0 (
 (�)) uzay¬, C

1
0 (
 (�))�n¬n k:kHm

normuna göre tamlan¬̧s¬d¬r. Di¼ger taraftan, tamlan¬̧s tan¬m¬ndan C10 (
 (�)) ; H
m
0 (
 (�))

da yo¼gundur. Ayr¬ca H(2;2;1)
0 (
 (�)) � Hm

0 (
 (�)) oldu¼gundan C
1
0 (
 (�)) ; H

(2;2;1)
0 (
 (�))

da yo¼gundur. Bu nedenle (5.15) eşitsizli¼gini u 2 C10 (
 (�)) için ispatlamak yeterli ola-

cakt¬r. O halde, Isakov (2006) taraf¬ndan elde edilen genel sonuç (Teorem 5.1) burada

kullan¬larak Önerme 5.1 ispatlanabilir.

A operatörünün m: temel k¬sm¬

Am (x; y; t; �) =

nX
k=1

�2k �
n+mX
k=n+1

�2k � a0�n+m+1 (5.16)

şeklinde tan¬mlans¬n. Burada

� = � + isrx;y;t'; � =
�
�x; �y; �n+m+1

�
2 Rn+m+1;

�x = (�1; � � � ; �n) ; �y =
�
�n+1; � � � ; �n+m

�
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dir. Teorem 5.1�den,

Am (x; y; t; �) = 0; � 6= 0; (x; y; t) 2 
 (�)

iken

J (x; y; t; �) =
n+m+1X
k;j=1

@j@k'
�
@Am=@�j

� �
@Am=@�k

�
+
1

s
Im

 
n+m+1X
k=1

(@kAm)
�
@Am=@�k

�!
> 0 (5.17)

oldu¼gunu göstermeliyiz. (5.16) eşitli¼ginden

Am (x; y; t; �) = j�xj
2 �

���y��2 � a0�n+m+1 + 2is�x � rx'� 2is�y � ry'

�ia0s@t'� s2 jrx'j2 + s2 jry'j2

yaz¬labilir. Burada

j�xj
2 =

nX
k=1

�2k;
���y��2 = mX

k=1

�2n+k; jrx'j2 =
nX
k=1

@2xk'; jry'j2 =
mX
k=1

@2yk'

dir. Ayr¬ca

rx' = 
'rx ; ry' = 
'ry ; @t' = 
'@t ;

jrx'j2 = 
2'2 jrx j2 ; jry'j2 = 
2'2 jry j2

oldu¼gundan

Am (x; y; t; �) = j�xj
2 �

���y��2 � a0�n+m+1 + 2is
'�x � rx � 2is
'�y � ry 

�ia0s
'@t � s2
2'2 jrx j2 + s2
2'2 jry j2

bulunur. Di¼ger yandan, � = �+ is
'rx;y;t için Am (x; y; t; �) = 0 eşitli¼ginin reel ve sanal

k¬s¬mlar¬s¬ras¬yla

j�xj
2 �

���y��2 � a0�n+m+1 = s2
2'2
�
jrx j2 � jry j2

�
; (5.18)

2
�
�x � rx � �y � ry 

�
= a0@t (5.19)

ba¼g¬nt¬lar¬na denktir. (5.17) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬n¬n birinci ve ikinci terimini s¬ras¬yla J1

ve J2 ile gösterelim.

Ayr¬ca

@j =

8>>><>>>:
@
@xj
; 1 � j � n;

@
@yj
; 1 � j � m;

@
@t
; j = n+m+ 1
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gösterimlerini kullanal¬m. Bu durumda

@k' = 
'@k ; @j@k' = 
2'@k @j + 
'@j@k ; 1 � k; j � n+m+ 1 (5.20)

oldu¼gundan

J1 =
n+m+1X
k;j=1


2'@k @j 
@Am
@�j

@Am
@�k

+
n+m+1X
k;j=1


'@j@k 
@Am
@�j

@Am
@�k

: = J11 + J12

elde edilir ve burada

J11 = 
2'

�����
n+m+1X
j=1

@j 
@Am
@�j

�����
2

;

J12 =
nX
j=1

2
'

����@Am@�j

����2 � n+mX
j=n+1

2
'

����@Am@�j

����2 � 2
'� ���� @Am
@�n+m+1

����2
dir. (5.19) ve (5.20) ba¼g¬nt¬lar¬ndan

J11 = 
2'

�����
n+m+1X
j=1

@j 
@Am
@�j

�����
2

= 
2'

�����
nX
k=1

@xk (2�k)�
mX
k=1

@yk 
�
2�n+k

�
� @t a0

�����
2

= 
2'

�����
nX
k=1

@xk (2�k + 2is
'@xk )�
mX
k=1

@yk 
�
2�n+k + 2is
'@yk 

�
� @t a0

�����
2

= 
2'
��2�x � rx � 2�y � ry + 2is
'

�
jrx j2 � jry j2

�
� @t a0

��2
= 4s2
4'3

�
jrx j2 � jry j2

�2
(5.21)

elde edilir.

Benzer hesaplamalar yap¬larak

J12 =

nX
j=1

2
'

����@Am@�j

����2 � n+mX
j=n+1

2
'

����@Am@�j

����2 � 2
'� ���� @Am
@�n+m+1

����2
= 2
'

 
nX
k=1

j2�kj
2 �

mX
k=1

���2�n+k��2 � � j�a0j2
!

= 2
'

 
4

 
nX
k=1

�2k �
mX
k=1

�2n+k

!
+ 4s2
2'2

 
nX
k=1

@2xk �
mX
k=1

@2yk 

!
� �a20

!
= 8
'

�
j�xj

2 �
���y��2�+ 8s2
3'3 �jrx j2 � jry j2

�
� 2
'�a20
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bulunur. Di¼ger taraftan

J2 = s�1 Im

 
n+m+1X
k=1

(@kAm)
�
@Am=@�k

�!

= s�1 Im

 
�

nX
k=1

(@xka0) �n+m+1
�
2�k
�
�

mX
k=1

(@yka0) �n+m+1
�
�2�n+k

�!

= s�1 Im

 
�

nX
k=1

2 (@xka0)
�
�n+m+1 + is
'@t 

�
(�k � is
'@xk )

+
mX
k=1

2 (@yka0)
�
�n+m+1 + is
'@t 

� �
�n+k � is
'@yk 

�!

= s�1 Im

 
�

nX
k=1

2 (@xka0)
�
�n+m+1�k � is
'�n+m+1@xk + is
'�k@t 

+s2
2'2@t @xk 
�

+
mX
k=1

2 (@yka0)
�
�n+m+1�n+k � is
'�n+m+1@yk + is
'�n+k@t 

+s2
2'2@t @yk 
��

= 
'

 
nX
k=1

2 (@xka0)
�
�n+m+1@xk � �k@t 

�
+

mX
k=1

2 (@yka0)
�
��n+m+1@yk + �n+k@t 

�!
= 
'�n+m+1 (2rxa0 � rx � 2rya0 � ry )

+
'�t
�
4rxa0 � �x � 4rya0 � �y

�
olarak hesaplan¬r. Böylece

J12 + J2 = 8
'
�
j�xj

2 �
���y��2�+ 8s2
3'3 �jrx j2 � jry j2

�
� 2
'�a20

+
'�n+m+1 (2rxa0 � rx � 2rya0 � ry )

+
'�t
�
4rxa0 � �x � 4rya0 � �y

�
= 
'a�10

�
j�xj

2 �
���y��2� (8a0 + 2rxa0 � rx � 2rya0 � ry )

+s2
3'3a�10 (8a0 � 2rxa0 � rx + 2rya0 � ry )

+
'�t
�
4rxa0 � �x � 4rya0 � �y

�
� 2
'�a20

olur.

J11 = 4s
2
4'3

�
jrx j2 � jry j2

�2
;
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J12 + J2 = 
'a�10

�
j�xj

2 �
���y��2� (8a0 + 2rxa0 � rx � 2rya0 � ry )

+s2
3'3a�10 (8a0 � 2rxa0 � rx + 2rya0 � ry )

+
'�t
�
4rxa0 � �x � 4rya0 � �y

�
� 2
'�a20

eşitliklerinde s = 0 olarak al¬nd¬¼g¬nda

J12 + J2 = 
'
�
j�xj

2 �
���y��2� (8a0 + 2rx log a0 � rx � 2ry log a0 � ry )

+
'�t
�
4rxa0 � �x � 4rya0 � �y

�
� 2
'�a20

bulunur. (5.14) eşitsizli¼ginin sol taraf¬"1 ile gösterilir ve

J12 + J2 � 
'
��
j�xj

2 �
���y��2� "1 � C (� + �T )

�
(5.22)

yaz¬labilir. Burada C > 0, a0 ve 
 büyüklüklerine ba¼gl¬sabitlerdir: (5.22) eşitsizli¼ginde

j�xj
2 �

���y��2 > 0 ve � > 0 yeterince küçük olacak şekilde seçilirse��
j�xj

2 �
���y��2� "1 � C (� + �T )

�
> 0

oldu¼gu görülür. Bu nedenle J12 + J2 > 0 olur ve buradan J (x; y; t; �) > 0 bulunur.

Böylece teoremin ispat¬tamamlan¬r.

5.2.1 Kararl¬l¬k De¼gerlendirmeleri

Teorem 5.5 Kabul edelim ki u 2 H(2;2;1) (
) fonksiyonu (5.10)-(5.11) ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glas¬n.

Ayr¬ca

max
x2D
jx� x0j <

p
L2 + �2; (5.23)

max
x2D
jx� x0j <

q
�T 2 + �2 (5.24)

eşitsizlikleri ve � � @D alt s¬n¬r¬için

� � @D \ fjx� x0j � �g (5.25)

koşulu sa¼glans¬n. Bu durumda her �1 > � için

kukH(1;1;0)(
(�1))
� C"�

�
"1�� + kuk1��H(1;1;0)(
)

�
(5.26)

olacak şekilde C > 0 ve � 2 (0; 1) sabitleri vard¬r. Burada

" = kfkL2(
) + kgkL2(�T;T ; H 3
2 (�)�L2(G))

+ kgkH2(�T;T ; H�(�)�L2(G))

+ kgkL2(�T;T ; H�(�)�H2(G)) + khkL2(�T;T ; H 1
2 (�)�L2(G))

+ khkH2(�T;T ; H�(�)�L2(G)) + khkL2(�T;T ; H�(�)�H2(G))
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şeklinde tan¬ml¬olup � key� pozitif bir say¬d¬r.

·Ispat. Öncelikle problemin ele al¬nd¬¼g¬alt bölge ve bu alt bölgenin s¬n¬rlar¬n¬belirlemek

gerekir. Bu amaçla

er = max
x2D
jx� x0j (5.27)

olmak üzere x 2 D, jyj � L ve  (x; y; t) > �2 için (5.24) eşitsizli¼ginden

�2 <  (x; y; t) � er2 � � jtj2 � �T 2 + �2 � � jtj2

yaz¬labilir. Buradan jtj < T elde edilir:

Di¼ger taraftan @
 (�) s¬n¬r¬@
 (�) =
5S
j=1

�j olmak üzere

�1 = (@D �G� (�T; T )) \
�
(x; y; t) 2 
;  (x; y; t) > �2

	
;

�2 = (D � @G� (�T; T )) \
�
(x; y; t) 2 
;  (x; y; t) > �2

	
;

�3 = (D �G� (�T; T )) \
�
(x; y; t) 2 
;  (x; y; t) = �2

	
;

�4 = (D �G� ft = Tg) \
�
(x; y; t) 2 
;  (x; y; t) > �2

	
;

�5 = (D �G� ft = �Tg) \
�
(x; y; t) 2 
;  (x; y; t) > �2

	
şeklindedir. Burada �2 = ; oldu¼gu kolayca gösterilebilir. Gerçekten de, (5.23) eşit-

sizli¼ginden

�2 <  (x; y; t) � er2 � jyj2 � er2 � L2 < �2

elde edilir, bu ise imkans¬zd¬r.

Şimdi �4 = ; ve �5 = ; oldu¼gunu gösterelim: Bu durumda (5.24) eşitsizli¼ginden

�2 <  (x; y; t) � er2 � � jtj2 � er2 � �T 2 < �2

bulunur. Bu ise bir çeli̧skidir.

Ayr¬ca �1 � (@D �G� (�T; T )) \
�
(x; y; t) 2 
; jx� x0j > �

	
oldu¼gundan

�1 � ��G� (�T; T )

şeklindedir ve böylece

@
 (�) � (��G� (�T; T )) [
�

 \

�
(x; y; t) 2 
;  (x; y; t) = �2

	�
(5.28)
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olur.

Burada Sobolev uzaylar¬için geni̧sleme teoremini tekrar hat¬rlayal¬m (Lions and Magenes

1972, s. 41):


; Rn uzay¬n¬n aç¬k ve s¬n¬rl¬bir bölgesi olsun. 
 bölgesinin � s¬n¬r¬n�1 boyutlu düzgün

bir manifold olsun.


0u = uj� ; 
1u = @�uj�

olmak üzere � > 1
2
için


0 : H
� (
) ! H�� 1

2 (�) ; 
1 : H
�+1 (
) ! H�� 1

2 (�)

olup özel olarak


0 : H
2 (
) ! H

3
2 (�) ; 
1 : H

2 (
) ! H
1
2 (�)

dönüşümleri tan¬ml¬d¬r.

O halde, � key� pozitif bir say¬olmak üzere geni̧sleme teoreminden


0F = g; 
1F = h; (x; y; t) 2 ��G� (�T; T ) (5.29)

olacak şekilde bir F 2 H(2;2;1) (
) fonksiyonu vard¬r veAF 2 L2 (�T; T ; L2 (D)� L2 (G))

yani

�xF 2 L2
�
�T; T ; L2 (D)� L2 (G)

�
; (5.30)

�yF 2 L2
�
�T; T ; L2 (D)� L2 (G)

�
; (5.31)

@tF 2 L2
�
�T; T ; L2 (D)� L2 (G)

�
(5.32)

dir. Böylece (5.29) ve (5.30)�dan

g 2 L2(�T; T ; H 3
2 (�)� L2 (G)); h 2 L2(�T; T ; H 1

2 (�)� L2 (G))

olur. (5.29) ve (5.31)�den

g 2 L2
�
�T; T ; H� (�)�H2 (G)

�
; h 2 L2

�
�T; T ; H� (�)�H2 (G)

�
bulunur. (5.29) ve (5.32)�den

g 2 H1
�
�T; T ; H� (�)� L2 (G)

�
; h 2 H1

�
�T; T ; H� (�)� L2 (G)

�
44



yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla

kFk2H(2;2;1)(
) � C
�
kgk2

L2(�T;T ; H
3
2 (�)�L2(G))

+ kgk2H1(�T;T ; H� (�)�L2(G))

+ kgk2L2(�T;T ; H� (�)�H2(G)) + khk
2

L2(�T;T ; H
1
2 (�)�L2(G))

+ khk2H1(�T;T ; H� (�)�L2(G)) + khk
2
L2(�T;T ; H� (�)�H2(G))

�
� CD (5.33)

olur.

Di¼ger yandan, v = u� F olarak al¬n¬rsa (5.10) ve (5.11) ba¼g¬nt¬lar¬ndan

Av = f � AF; (x; y; t) 2 
;

v = @�v = 0; (x; y; t) 2 ��G� (�T; T ) (5.34)

elde edilir. Bir önceki bölümde ispatlad¬¼g¬m¬z Önerme 5.1�i uygulamak için Cauchy veri-

lerinin @
 (�) s¬n¬r¬nda s¬f¬r olmas¬gerekir. Bu amaçla 0 � � (x; y; t) � 1 ve

� (x; y; t) =

8<: 1; (x; y; t) 2 
 (� + 2") ;

0; (x; y; t) 2 Rn+m+1n
 (� + ")
(5.35)

olacak şekilde bir � = � (x; y; t) 2 C10 (Rn+m+1) kesme fonksiyonu tan¬mlayal¬m.

Buna göre w = �v olsun: (5.34)�deki Cauchy verileri, kesme fonksiyonu tan¬m¬ve (5.28)

ba¼g¬nt¬lar¬ndan w 2 H(2;2;1)
0 (
 (�)) oldu¼gu görülür. Ayr¬ca

Aw = ia0v (@t�) + 2ryv � ry�+ v�y�� 2rxv � rx�� v�x�

+

nX
i=1

ai (@xi�) v +

mX
j=1

bj
�
@yj�

�
v + (f � AF )�

yaz¬labilir. Bu durumda w fonksiyonuna Carleman de¼gerlendirmesi uygulanabilir:Z

(�)

�
s3 jwj2 + s jrywj2 + s jrxwj2

�
e2s'dxdydt

� C

Z

(�)

jia0v (@t�) + 2ryv � ry�+ v�y�� 2rxv � rx�� v�x�

+

nX
i=1

ai (@xi�) v +

mX
j=1

bj
�
@yj�

�
vj2 e2s'dxdydt

+ C

Z

(�)

jf � AF j2 e2s'dxdydt: (5.36)
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Di¼ger taraftan,

�2 = e
(�+2")
2

olmak üzere (5.35) fonksiyonunun tan¬m¬ndan @t�; ry�; rx�; �y�; �x� fonksiyonlar¬n¬n

supportu 
 (� + ") =
 (� + 2") bölgesinin alt kümeleri oldu¼gundan

C

Z

(�)

jia0v (@t�) + 2ryv � ry�+ v�y�� 2rxv � rx�� v�x�

+
nX
i=1

ai (@xi�) v +
mX
j=1

bj
�
@yj�

�
vj2 e2s'dxdydt

� Ce2s�2
Z


(�+")=
(�+2")

�
jvj2 + jryvj2 + jrxvj2

�
dxdydt

� C kvk2H(1;1;0)(
(�)) e
2s�2 (5.37)

yaz¬labilir. Son eşitsizlikte v = u� F oldu¼gu göz önünde bulundurulursaZ

(�)

�
s3 jwj2 + s jrywj2 + s jrxwj2

�
e2s'dxdydt

� C kvk2H(1;1;0)(
(�)) e
2s�2 + C

Z

(�)

jf � AF j2 e2s'dxdydt

� C
�
kuk2H(1;1;0)(
(�)) + C kFk2H(1;1;0)(
(�))

�
e2s�2 + Ce2sC

�
kfk2L2(
(�)) + kFk

2
H(2;2;1)(
(�))

�
� C kuk2H(1;1;0)(
(�)) e

2s�2 + Ce2sC
�
kfk2L2(
(�)) + kFk

2
H(2;2;1)(
(�))

�
� C kuk2H(1;1;0)(
(�)) e

2s�2 + Ce2sC
�
kfk2L2(
(�)) +D

�
(5.38)

elde edilir. (5.38) de
R

(�)

jf � AF j2 e2s'dxdydt � 2
R

(�)

�
jf j2 + jAF j2

�
e2s'dxdydt ve

C

Z

(�)

jAF j2 e2s'dxdydt

= C

Z

(�)

�����ia0@tF +�yF ��xF +
nX
i=1

ai@xiF +

mX
j=1

bj@yjF + cF

�����
2

e2s'dxdydt

� C

Z

(�)

�
j@tF j2 + j�yF j2 + j�xF j2 + jF j2

�
e2s'dxdydt

� Ce2sC kFk2H(2;2;1)(
(�))

eşitsizlikleri kullan¬lm¬̧st¬r.
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Di¼ger yandan, (5.36) eşitsizli¼ginin sol taraf¬içinw = �v eşitli¼gi ve (5.35) dikkate al¬nd¬¼g¬nda

�3 = e
(�+3")
2

olmak üzereZ

(�)

�
s3 jwj2 + s jrywj2 + s jrxwj2

�
e2s'dxdydt

�
Z


(�+3")

�
s3
��v2�2��+ s jry (v�)j2 + s jrx (v�)j2

�
e2s'dxdydt

� e2s�3
Z


(�+3")

�
s3 jvj2 + s jryvj2 + s jrxvj2

�
dxdydt (5.39)

bulunur. Bu durumda (5.38)-(5.39) eşitsizliklerinden

e2s�3
Z


(�+3")

�
s3 jvj2 + s jryvj2 + s jrxvj2

�
dxdydt

� C kuk2H(1;1;0)(
(�)) e
2s�2 + Ce2sC

�
kfk2L2(
) +D

�
olur, yani her s � s0 için

kvk2H(1;1;0)(
(�+3")) � C kuk2H(1;1;0)(
(�)) e
�s� + Ce2sCD1 (5.40)

olacak şekilde bir s0 > 0 sabiti vard¬r: Burada, � = �3 � �2 > 0 ve D1 = D + kfk2L2(
)
şeklindedir:

Son eşitsizlikte s ve C yerine s¬ras¬yla s + s0 ve CeCs0 al¬n¬rsa her s � 0 için (5.40)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. De¼gerlendirmenin tamamlanmas¬için iki farkl¬durum ele al¬nacakt¬r.

1. Durum (5.40) eşitsizli¼ginde D1 = 0 olarak al¬n¬rsa u = v bulunur ve s ! 1 iken,


 (� + 3") bölgesinde u = 0 elde edilir. Böylece (5.26) sa¼glan¬r.

2. Durum D1 > 0 olsun. ·Ilk olarak e¼ger kuk2H(1;1;0)(
(�)) � D1 ise, bu durumda (5.40)

eşitsizli¼gi s � 0 için kvk2H(1;1;0)(
(�+3")) � Ce2sC (D1)
1
2 olarak bulunur: Bu durumda (5.26)

sa¼glan¬r.

·Ikinci olarak kuk2H(1;1;0)(
(�)) > D1 olsun.

kuk2H(1;1;0)(
(�)) e
�s� = e2sCD1; yani, s =

1

2C + �
log

 
kuk2H(1;1;0)(
(�))

D1

!
> 0

olur. Bu durumda (5.37) eşitsizli¼ginden

kvkH(1;1;0)(
(�+3")) � C kuk
2C

2C+�

H(1;1;0)(
(�))
D

�
2(2C+�)

1

sa¼glan¬r.
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Ayr¬ca � = �
2C+�

olmak üzere

kvkH(1;1;0)(
(�+3")) � C kuk1��H(1;1;0)(
(�)) (D1)
�
2

yaz¬labilir. ·Iki durum birlikte de¼gerlendirilerek

kvkH(1;1;0)(
(�+3")) � C
�
kuk1��H(1;1;0)(
(�)) (D1)

�
2 + (D1)

1
2

�

bulunur. Ayr¬ca kuk � kF k� ku� Fk =k vk oldu¼gundan

kukH(1;1;0)(
(�+3")) � kFkH(1;1;0)(
(�+3")) � C kuk1��H(1;1;0)(
(�)) (D1)
�
2 + C (D1)

1
2

olur. kFk2H(2;2;1)(
) � CD eşitsizli¼ginden

kukH(1;1;0)(
(�+3")) � C
�
kuk1��H(1;1;0)(
(�)) (D1)

�
2 + (D1)

1
2

�

elde edilir. Son olarak (a+ b)� � a� + b�; 0 < � < 1 temel eşitsizli¼ginden

kukH(1;1;0)(
(�+3")) � C"�
�
"1�� + kuk1��H(1;1;0)(
)

�

olur. Burada

" = kfkL2(
) + kgkL2(�T;T ; H 3
2 (�)�L2(G))

+ kgkH1(�T;T ; H� (�)�L2(G))

+ kgkL2(�T;T ; H� (�)�H2(G)) + khkL2(�T;T ; H 1
2 (�)�L2(G))

+ khkH1(�T;T ; H� (�)�L2(G)) + khkL2(�T;T ; H� (�)�H2(G))

olarak al¬nm¬̧st¬r. Böylece Teorem 5.5�in ispat¬tamamlan¬r.
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BÖLÜM 6

ULTRAH·IPERBOL·IK SCHRÖDINGER DENKLEM·I ·IÇ·IN BAZI TERS

PROBLEMLER·IN ÇÖZÜMLER·IN·IN KARARLILI¼GININ

ARAŞTIRILMASI

Bu bölümde, ultrahiperbolik Schrödinger denklemi için baz¬ ters problemlerin çözüm-

lerinin kararl¬l¬¼g¬Carleman de¼gerlendirmeleri kullan¬larak araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Kabul edelim ki, n; m 2 N; T > 0 olmak üzere D � Rn bölgesi @D düzgün s¬n¬r¬na sahip

s¬n¬rl¬bir bölge olsun. Ayr¬ca L > 0 için G = fy 2 Rm; jyj < 2Lg şeklinde verilsin:

Q = D �G� (�T; T ) bölgesinde

i@tv(x; y; t) + �yv(x; y; t)��xv(x; y; t)� p(x; y)v(x; y; t) = 0; (x; y; t) 2 Q (6.1)

ultrahiperbolik Schrödinger denklemi

v(x; y; 0) = a(x; y); (x; y) 2 D �G (6.2)

başlang¬ç koşulu ve

v(x; y; t) = 0; (x; y; t) 2 @D �G� (�T; T ) (6.3)

Dirichlet s¬n¬r koşulu ile birlikte ele al¬nm¬̧st¬r.

v = v(p); (6.1)�(6.3) ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glas¬n. Aşa¼g¬daki katsay¬ters problemini göz önüne

alal¬m:

Problem 6.1 (6.1) denkleminden (6.2) başlang¬ç ve (6.3) s¬n¬r koşullar¬alt¬nda p(x; y);

(x; y) 2 D � G katsay¬s¬n¬n @�v(p)j@D+�G�(�T;T ) ek bilgisi yard¬m¬yla belirlenmesi prob-

lemi.

Burada, x0 =2 D için

@D+ = fx 2 @D; (x� x0) � � � 0g

şeklinde tan¬ml¬bir s¬n¬r parças¬olup � 2 Rn; @D s¬n¬r¬na göre birim d¬̧s normal vektörü

göstermektedir (Şekil 6.1).
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Şekil 6.1: Problem 6.1 için geometrik şart.

Problem 6.1 ters kaynak problemine indirgenebilir. Gerçektende v(p) ve v(q) s¬ras¬yla p

ve q katsay¬l¬(6.1)�(6.3) ba¼g¬nt¬lar¬n¬n iki çözümü olmak üzere u = v(p)� v(q),

f(x; y) = p(x; y)� q(x; y); R = v(q)(x; y; t) olarak al¬n¬rsa

Au = i@tu(x; y; t) + �yu(x; y; t)��xu(x; y; t)� p(x; y)u(x; y; t)

= f(x; y)R(x; y; t); (x; y; t) 2 Q; (6.4)

u(x; y; 0) = 0; (x; y) 2 D �G; (6.5)

u(x; y; t) = 0; (x; y; t) 2 @D �G� (�T; T ) (6.6)

ters kaynak problemi elde edilir.

Problem 6.2 Uygun p ve R fonksiyonlar¬ için f(x; y); (x; y) 2 D � G fonksiyonunun

@�uj@D+�G�(�T;T ) ek bilgisi yard¬m¬yla belirlenmesi problemini ele alal¬m.

Burada v(p) ve v(q) çözümlerinin varl¬¼g¬ kabul edilirken tekli¼gi ile ilgili bir kabul söz

konusu de¼gildir. Problem 6.2 için aşa¼g¬daki sonuç elde edilmi̧stir:

6.1 CARLEMAN DE¼GERLEND·IRMES·I

Bu bölümde, kararl¬l¬k de¼gerlendirmelerinin ispat¬nda kullanaca¼g¬m¬z

Lw := i@tw (x; y; t) + �yw (x; y; t)��xw (x; y; t) +
nX
i=1

ai (x; y; t)wxi

+
mX
j=1

bj (x; y; t)wyj + a0 (x; y; t)w (6.7)
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ultrahiperbolik Schrödinger denklemi için bir Carleman de¼gerlendirmesi verilmi̧stir. Ayr¬ca

G
0 � G olmak üzere Q

0
= D�G0 � (�T; T ) alt bölgesini göz önüne alal¬m. (6.7) denkle-

minde 0 � i � n; 1 � j � m için ai; bj 2 L1(Q
0
) olarak kabul edilmektedir.

x0 =2 D; y0 2 Rm, �; � 2 (0; 1) ve 
 > 0 olmak üzere

' (x; y; t) = e
 (x;y;t) (6.8)

şeklinde bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu tan¬mlayal¬m. Burada

 (x; y; t) = jx� x0j2 � �jy � y0j2 � � jtj2 (6.9)

olarak al¬nm¬̧st¬r.

Önerme 6.1 Kabul edelim ki bir �0 > 0 için

jx� x0j2 � �2jy � y0j2 > �0; (x; y) 2 D �G
0

(6.10)

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. Bu durumda her s � s0 ve

w (x; y; t) = 0; (x; y; t) 2 @D �G0 � (�T; T );

w (x; y; t) = jryw (x; y; t)j = 0; (x; y; t) 2 D � @G
0 � (�T; T );

w (x; y; T ) = w (x; y;�T ) = 0; (x; y) 2 D �G0
(6.11)

ba¼g¬nt¬lar¬n¬sa¼glayan her w 2 H1(�T; T ; H2(D �G0
)) fonksiyonu içinZ

Q0
(s jrywj2 + s jrxwj2 + s3 jwj2)e2s'dxdydt

� C

Z
Q0
jLwj2 e2s'dxdydt+ C

Z
@D+�G0�(�T;T )

s j@�wj2 e2s'dSxdydt (6.12)

olacak şekilde C > 0 ve s0 > 0 sabitleri vard¬r.

·Ispat. ·Ilk olarak, a¼g¬rl¬kl¬L2 normlar¬n¬kullanabilmek için yeni bilinmeyen z fonksi-

yonunu ve Ps operatörünü

L0w := i@tw +�yw ��xw = F (6.13)

olmak üzere

z (x; y; t) = es'w (x; y; t) ; Psz (x; y; t) = es'L0w (6.14)

51



şeklinde tan¬mlayal¬m. (6.13)-(6.14) ba¼g¬nt¬lar¬ndan

Psz = es'L0w

= i@tz � is@t'z +�yz ��xz � 2s (ry' � ryz �rx' � rxz)

�s (�y'��x') z + s2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
z

elde edilir ve

P+s z = i@tz +�yz ��xz + s2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
z; (6.15)

P�s z = �2s (ry' � ryz �rx' � rxz)� s (�y'��x') z (6.16)

olmak üzere

Psz + is@t'z = P+s z + P�s z (6.17)

dir. Burada her z = (z1; :::; zN) 2 CN ; z
0
=
�
z
0
1; :::; z

0
N

�
2 CN için z � z0 =

NP
i=1

ziz
0
i şeklinde

tan¬mlanm¬̧st¬r. Norm tan¬m¬gere¼gi

kPsz + is@t'zk2L2(Q0 ) =


P+s z

2L2(Q0 ) + 

P�s z

2L2(Q0 ) + 2Re �P+s z; P�s z�L2(Q0 ) (6.18)

yaz¬labilir. Di¼ger yandan, (6.15) ve (6.16) eşitlikleri kullan¬larak

I1 = �4sRe
Z
Q0
i@tz (ry' � ryz �rx' � rxz) dxdydt;

I2 = �2sRe
Z
Q0
i@tz (�y'��x') zdxdydt;

I3 = �4sRe
Z
Q0
�yz (ry' � ryz �rx' � rxz) dxdydt;

I4 = �2sRe
Z
Q0
�yz (�y'��x') zdxdydt;

I5 = 4sRe

Z
Q0
�xz (ry' � ryz �rx' � rxz) dxdydt;

I6 = 2sRe

Z
Q0
�xz (�y'��x') zdxdydt;

I7 = �4s3Re
Z
Q
0

�
jry'j2 � jrx'j2

�
z (ry' � ryz �rx' � rxz) dxdydt;

I8 = �2s3Re
Z
Q0

�
jry'j2 � jrx'j2

�
z (�y'��x') zdxdydt

olmak üzere

2Re
�
P+s z; P

�
s z
�
L2(Q

0
)
= I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6 + I7 + I8 (6.19)

52



elde edilir. Şimdi, Green formülü yard¬m¬yla ve z (x; y;�T ) = 0 oldu¼gunu da göz önünde

bulundurarak Ik, 1 � k � 8 terimlerini de¼gerlendirelim. Aşa¼g¬da yap¬lan i̧slemlerde

�x = @D �G0 � (�T; T ) ve �y = D � @G0 � (�T; T ) olarak tan¬mlan¬r.

I1 = �4sRe
Z
Q0
i@tzry' � ryzdxdydt+ 4sRe

Z
Q0
i@tzrx' � rxzdxdydt

= 4s Im

Z
Q0
@tzry' � ryzdxdydt� 4s Im

Z
Q0
@tzrx' � rxzdxdydt

= 2s Im

Z
Q0
@tzry' � ryzdxdydt� 2s Im

Z
Q0
@tzry' � ryzdxdydt

�2s Im
Z
Q0
@tzrx' � rxzdxdydt+ 2s Im

Z
Q0
@tzrx' � rxzdxdydt

= 2s Im

Z
D�G0

z ry' � ryzjT�T dxdy � 2s Im

Z
Q0
z@t (ry') � ryzdxdydt

� 2s Im
Z
Q0
zry' � @t(ryz)dxdydt� 2s Im

Z
D�G0

z rx' � rxzjT�T dxdy

� 2s Im
Z
Q0
z@t (rx') � rxzdxdydt� 2s Im

Z
Q0
zrx' � @t (rxz) dxdydt

�2s Im
Z
Q0
@tzry' � ryzdxdydt+ 2s Im

Z
Q0
@tzrx' � rxzdxdydt

= �2s Im
Z
Q0
z@t(ry') � ryzdxdydt� 2s Im

Z
Q0

mX
j=1

�
'yjz@tz

�
yj
dSydxdt

+2s Im

Z
Q0
ryz � ry'@tzdxdydt+ 2s Im

Z
Q0
z�y'@tzdxdydt

�2s Im
Z
Q0
@tzry' � ryzdxdydt+ 2s Im

Z
Q0
z@t(rx') � rxzdxdydt

+2s Im

Z
Q0

nX
i=1

�
'xiz@tz

�
xi
dSydxdt� 2s Im

Z
Q0
rxz � rx'@tzdxdydt

�2s Im
Z
Q0
z�x'@tzdxdydt+ 2s Im

Z
Q0
@tzrx' � rxzdxdydt

= �2s Im
Z
Q0
z@t(ry') � ryzdxdydt� 2s Im

Z
�y

z@tz (ry' � �) dSydxdt

+2s Im

Z
Q0
ryz � ry'@tzdxdydt+ 2s Im

Z
Q0
z�y'@tzdxdydt

�2s Im
Z
Q0
@tzry' � ryzdxdydt+ 2s Im

Z
Q0
z@t(rx') � rxzdxdydt

+2s Im

Z
�x

z@tz (rx' � �) dSxdydt� 2s Im
Z
Q0
rxz � rx'@tzdxdydt

�2s Im
Z
Q
0
z�x'@tzdxdydt+ 2s Im

Z
Q
0
@tzrx' � rxzdxdydt
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= �2s Im
Z
Q0
z@t(ry') � ryzdxdydt� 2s Im

Z
�y

z@tz (ry' � �) dSydxdt

+2s Im

Z
Q0
z�y'@tzdxdydt+ 2s Im

Z
Q0
z@t(rx') � rxzdxdydt

+2s Im

Z
�x

z@tz (rx' � �) dSxdydt� 2s Im
Z
Q0
z�x'@tzdxdydt: (6.20)

(6.20) eşitli¼ginde Re (iz) = � Im (z) ve Im (z)�Im (�z) = 2 Im (z) ba¼g¬nt¬lar¬kullan¬lm¬̧st¬r.

I2 = �2sRe
Z
Q0
i@tzz (�y'��x') dxdydt

= �2s Im
Z
Q0
@tzz (�y'��x') dxdydt: (6.21)

(6.21) eşitli¼ginde Re (iz) = Im (�z) eşitli¼gi göz önüne al¬nm¬̧st¬r.

I3 = �4sRe
Z
Q0
�yzry' � ryzdxdydt+ 4sRe

Z
Q0
�yzrx' � rxzdxdydt

= 4sRe

Z
Q0
ryz � ry (ry' � ryz) dxdydt� 4sRe

Z
�y

(@�z)ry' � ryzdSydxdt

�4sRe
Z
Q0
ryz � ry (rx' � rxz) dxdydt+ 4sRe

Z
�y

(@�z)rx' � rxzdSydxdt

= 4sRe

Z
Q0
ryz � ry

 
nX
i=1

'yi�zyi

!
dxdydt� 4sRe

Z
�y

(@�z)ry' � ryzdSydxdt

�4sRe
Z
Q0
ryz � ry

 
nX
j=1

'xj �zyj

!
dxdydt+ 4sRe

Z
�y

(@�z)rx' � rxzdSydxdt

= 4sRe

Z
Q0

nX
j=1

0@zyj
 

nX
i=1

'yizyi

!
yj

1A dxdydt+ 4sRe

Z
�y

(@�z)ry' � ryzdSydxdt

�4sRe
Z
Q
0

mX
i=1

0@zyi
 

nX
j=1

'xjzxj

!
yi

1A dxdydt� 4sRe
Z
�y

(@�z)rx' � rxzdSydxdt

= 4sRe

Z
Q0

nX
j=1

zyj

nX
i=1

�
'yiyjzyi + 'yizyiyj

�
dxdydt

�4sRe
Z
Q0

mX
i=1

zyi

nX
j=1

�
'xjyizxj + 'xjzxjyi

�
dxdydt

�4sRe
Z
�y

(@�z)rx' � rxzdSydxdt+ 4sRe

Z
�y

(@�z)ry' � ryzdSydxdt
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= 4sRe

Z
Q0

nX
i;j=1

'yiyjzyizyjdxdydt+ 4sRe

Z
Q0

nX
i;j=1

'yizyiyjzyjdxdydt

+4sRe

Z
�y

(@�z)ry' � ryzdSydxdt� 4sRe
Z
Q0

mX
j=1

nX
i=1

'xjyizxjzyidxdydt

4sRe

Z
Q0

mX
j=1

nX
i=1

'xjzxjyizyidxdydt� 4sRe
Z
�y

(@�z)rx' � rxzdSydxdt

= 4sRe

Z
Q0

nX
i;j=1

'yiyjzyizyjdxdydt+ 2s

Z
Q0

nX
i=1

'yi
�
jryzj2

�
yi

dxdydt

�4sRe
Z
�y

(@�z)ry' � ryzdSydxdt� 4sRe
Z
Q0

mX
j=1

nX
i=1

'xjyizxjzyidxdydt

�2s
Z
Q0

mX
j=1

'xj
�
jryzj2

�
xj
dxdydt+ 4sRe

Z
�y

(@�z)rx' � rxzdSydxdt

= 4sRe

Z
Q0

nX
i;j=1

'yiyjzyizyjdxdydt+ 2s

Z
Q0

nX
i=1

'yi
�
jryzj2

�
yi

dxdydt

�4sRe
Z
�y

(@�z)ry' � ryzdSydxdt� 4sRe
Z
Q0

mX
j=1

nX
i=1

'xjyizxjzyidxdydt

�2s
Z
Q0

mX
j=1

'xj
�
jryzj2

�
xj
dxdydt+ 4sRe

Z
�y

(@�z)rx' � rxzdSydxdt

= 4sRe

Z
Q0

nX
i;j=1

'yiyjzyizyjdxdydt� 2s
Z
Q0
�y' jryzj2 dxdydt

+2s

Z
�y

(@�') jryzj2 dSydxdt� 4sRe
Z
�y

(@�z)ry' � ryzdSydxdt

�4sRe
Z
Q0

mX
j=1

nX
i=1

'xjyizxjzyidxdydt+ 2s

Z
Q0
�x' jryzj2 dxdydt

�2s
Z
�x

(@�') jryzj2 dSxdydt+ 4sRe
Z
�y

(@�z)rx' � rxzdSydxdt: (6.22)

(6.22) eşitli¼ginde Re zyj �zyiyj =
1
2

���zyj ��2�
yi
ba¼g¬nt¬s¬dikkate al¬nm¬̧st¬r.

I4 = �2sRe
Z
Q0
�yz (�y'��x') zdxdydt

= 2sRe

Z
Q0
ryz � ry ((�y'��x') z) dxdydt

�2sRe
Z
�y

(@�z) (�y'��x') zdSydxdt
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= 2sRe

Z
Q0
(�y'��x')ryz � ryzdxdydt

+2sRe

Z
Q0
zryz � ry (�y'��x') dxdydt

�2sRe
Z
�y

(@�z) (�y'��x') zdSydxdt

= 2s

Z
Q0
(�y'��x') jryzj2 dxdydt

+s

Z
Q0
ry

�
jzj2
�
� ry (�y'��x') dxdydt

�2sRe
Z
�y

(@�z) (�y'��x') zdSydxdt

= 2s

Z
Q0
(�y'��x') jryzj2 dxdydt

�s
Z
Q0
�y (�y'��x') jzj2 dxdydt

+s

Z
�y

@� (�y'��x') jzj2 dSydxdt

�2sRe
Z
�y

(@�z) (�y'��x') zdSydxdt: (6.23)

(6.23) eşitli¼ginde Re zryz =
1
2
ry

�
jzj2
�
ifadeleri kullan¬lm¬̧st¬r.

I5 = 4sRe

Z
Q0
�xzry' � ryzdxdydt� 4sRe

Z
Q0
�xzrx' � rxzdxdydt

= �4sRe
Z
Q0
rxz � rx (ry' � ryz) dxdydt� 4sRe

Z
�x

(@�z)ry' � ryzdSxdydt

+4sRe

Z
Q0
rxz � rx (rx' � rxz) dxdydt+ 4sRe

Z
�x

(@�z)rx' � rxzdSxdydt

= �4sRe
Z
Q
0

mX
j=1

zxj

 
nX
i=1

'yizyi

!
xj

dxdydt� 4sRe
Z
�x

(@�z)ry' � ryzdSxdydt

+4sRe

Z
Q0

nX
j=1

zxj

 
nX
i=1

'xizxi

!
xj

dxdydt+ 4sRe

Z
�x

rx' � rxzdSxdydt

= �4sRe
Z
Q0

mX
j=1

nX
i=1

�
'yixjzyizxj + 'yizyixjzxj

�
dxdydt

+4sRe

Z
Q0

nX
i;j=1

�
'xixjzxizxj + 'xjzxixjzxj

�
dxdydt

+4sRe

Z
�x

rx' � rxzdSxdydt� 4sRe
Z
�x

ry' � ryzdSxdydt
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= �4sRe
Z
Q0

mX
j=1

nX
i=1

'yixjzyizxjdxdydt

�2s
Z
Q0

mX
i=1

'yi

 
nX
j=1

��zxj ��2
!
yi

dxdydt

�4sRe
Z
�x

(@�z)ry' � ryzdSxdydt+ 4sRe

Z
Q0

nX
i;j=1

'xiyjzxizxjdxdydt

+2s

Z
Q0

nX
j=1

'xj

 
mX
i=1

jzxij
2

!
xj

dxdydt+ 4sRe

Z
�x

(@�z)rx' � rxzdSxdydt

= �4sRe
Z
Q0

mX
j=1

nX
i=1

'yixjzyizxjdxdydt� 2s
Z



mX
i=1

�y' jrxzj2 dxdydt

�2s
Z
�y

(@�') jrxzj2 dSydxdt+ 4sRe
Z
�x

(@�z)ry' � ryzdSxdydt

+4sRe

Z
Q0

nX
i;j=1

'xixjzxizxjdxdydt� 2s
Z
Q0
�x' jrxzj2 dxdydt

�2s
Z
�x

(@�') jrxzj2 dSxdydt+ 4sRe
Z
�x

(@�z)rx' � rxzdSxdydt: (6.24)

(6.24) eşitli¼ginde Re zxjzxjyi =
1
2

���zxj ��2�
yi
ba¼g¬nt¬s¬kullan¬lm¬̧st¬r.

I6 = 2sRe

Z
Q0
�xz (�y'��x') zdxdydt

= �2sRe
Z
Q
0
rxz � rx ((�y'��x') z) dxdydt

+2sRe

Z
�x

@�z (�y'��x') zdSxdydt

= �2sRe
Z
Q0
(�y'��x')rxz � rxzdxdydt

�2sRe
Z
Q0
zrxz � rx (�y'��x') dxdydt

+2sRe

Z
�x

(@�z) (�y'��x') zdSxdydt

= �2s
Z
Q0
(�y'��x') jrxzj2 dxdydt

�s
Z
Q0
rx

�
jzj2
�
� rx (�y'��x'))dxdydt

+2sRe

Z
�x

(@�z) (�y'��x') zdSxdydt
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= �2s
Z
Q0
(�y'��x') jrxzj2 dxdydt

+s

Z
Q0
�x (�y'��x')) jzj2 dxdydt

�
Z
�x

@� (�y'��x') jzj2 dSxdydt

+2sRe

Z
�x

(@�z) (�y'��x') zdSxdydt: (6.25)

(6.25) eşitli¼ginde Re z rxz =
1
2
rx

�
jzj2
�
eşitli¼gi dikkate al¬nm¬̧st¬r.

I7 = �4s3Re
Z
Q0

�
jry'j2 � jrx'j2

�
z (ry' � ryz �rx' � rxz) dxdydt

= �4s3Re
Z
Q0

�
jry'j2 � jrx'j2

�
((zryz � ry')� zrxz � rx') dxdydt

= �2s3
Z
Q0

�
jry'j2 � jrx'j2

� �
ry' � ry

�
jzj2
�
�rx' � rx

�
jzj2
��
dxdydt

= �2s3
Z
Q0

�
jry'j2 � jrx'j2

�
ry' � ry

�
jzj2
�
dxdydt

+2s3
Z
Q0

�
jry'j2 � jrx'j2

�
rx' � rx

�
jzj2
�
dxdydt

= �2s3
Z
Q0
ry' � ry

�
jzj2

�
jry'j2 � jrx'j2

��
dxdydt

+2s3
Z
Q0
ry' � ry

�
jry'j2 � jrx'j2

�
jzj2 dxdydt

+2s3
Z
Q0
rx' � rx

�
jzj2

�
jry'j2 � jrx'j2

��
dxdydt

�2s3
Z
Q0
rx' � rx

�
jry'j2 � jrx'j2

�
jzj2 dxdydt

= 2s3
Z
Q
0
�y' jzj2

�
jry'j2 � jrx'j2

�
dxdydt

�2s3
Z
�y

(@�') jzj2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
dSydxdt

+2s3
Z
Q0
jzj2ry

�
jry'j2 � jrx'j2

�
� ry'dxdydt

�2s3
Z
Q
0
�x' jzj2

�
jry'j2 � jrx'j2

�
dxdydt

+2s3
Z
�x

(@�') jzj2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
dSxdydt

�2s3
Z
Q0
jzj2rx

�
jry'j2 � jrx'j2

�
� rx'dxdydt
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= 2s3
Z
Q0
jzj2

�
jry'j2 � jrx'j2

�
(�y'��x') dxdydt

�2s3
Z
�y

(@�') jzj2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
dSydxdt

+2s3
Z
Q0
jzj2ry' � ry

�
jry'j2 � jrx'j2

�
dxdydt

+2s3
Z
�x

@�' jzj2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
dSxdydt

�2s3
Z
Q0
jzj2rx' � rx

�
jry'j2 � jrx'j2

�
dxdydt: (6.26)

(6.26) eşitli¼gindeRe zryz =
1
2

�
ry jzj2

�
veRe zrxz =

1
2

�
rx jzj2

�
ba¼g¬nt¬lar¬kullan¬lm¬̧st¬r.

I8 = �2s3Re
Z
Q0

�
jry'j2 � jrx'j2

�
(�y'��x') zzdxdydt

= �2s3
Z
Q0

�
jry'j2 � jrx'j2

�
(�y'��x') jzj2 dxdydt: (6.27)

O halde, (6.19) eşitli¼ginden

2Re
�
P+s z; P

�
s z
�
L2(Q0 )

= J1 + J2 + J3 + J4 + J5 + J6 +B0

elde edilir. Burada,

J1 = �2s Im
Z
Q0
z@t(ry') � ryzdxdydt

+2s Im

Z
Q
0
z@t(rx') � rxzdxdydt;

J2 = 4sRe
nX

i;j=1

Z
Q0
'yiyjzyjzyidxdydt

�4sRe
mX
j=1

nX
i=1

Z
Q0
'yixjzyizxjdxdydt;

J3 = �s
Z
Q
0
jzj2�y (�y'��x') dxdydt;

J4 = �4sRe
mX
j=1

nX
i=1

Z
Q0
'yixjzyizxjdxdydt

+4sRe
nX

i;j=1

Z
Q0
'xixjzxizxjdxdydt;

J5 = s

Z
Q0
jzj2�x (�y'��x') dxdydt;

J6 = 2s3
Z
Q0
jzj2ry' � ry

�
jry'j2 � jrx'j2

�
dxdydt

�2s3
Z
Q0
jzj2rx' � rx

�
jry'j2 � jrx'j2

�
dxdydt
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ve

B0 = �2s Im
Z
�y

z@tz (ry' � �) dSydxdt

+4sRe

Z
�y

(@�z) (rx' � rxz �ry' � ryz) dSydxdt

+2s

Z
�y

(@�')
�
jryzj2 � jrxzj2

�
dSydxdt

�2s3
Z
�y

(@�') jzj2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
dSydxdt

�2s
Z
�y

(@�z) (�y'��x') zdSydxdt+ s

Z
�y

@� (�y'��x') jzj2 dSydxdt

+2s Im

Z
�x

z@tz (rx' � �) dSxdydt

+4sRe

Z
�x

(@�z) (ry' � ryz �rx' � rxz) dSxdydt

�2s
Z
�x

(@�')
�
jryzj2 � jrxzj2

�
dSxdydt

+2s3
Z
�x

(@�') jzj2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
dSxdydt

+2s

Z
�x

(@�z) (�y'��x') zdSxdydt� s
Z
�x

@� (�y'��x') jzj2 dSxdydt

dir.

A¼g¬rl¬k fonksiyonunun aşa¼g¬da verilen özelliklerini kullanarak Jk; 1 � k � 6 ve B0

ifadelerini de¼gerlendirelim:

@t' = (�2
�t)'; 'xixi = 
'
�
2 + 
 2xi

�
;

'xiyj = 
2' xi yj ; 'xixj = 
'
�
 xixj + 
 xi xj

�
;

'yiyj = 
'
�
 yiyj + 
 yi yj

�
; rx' = 
'rx ;

ry' = 
'ry ; @t(rx') = (�2
2�t)'rx ;

@t(ry') = (�2
2�t)'ry ; �x' = 
'
�
�x + 
 jrx j2

�
;

�y' = 
'
�
�y + 
 jry j2

�
; �y'��x' = 
'd1 ( ) + 
2'd2 ( ) :

Burada,

d1 ( ) = �y ��x ;

d2 ( ) = jry j2 � jrx j2
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şeklindedir. O halde

J1 = �2s Im
Z
Q0
z@t(ry') � ryzdxdydt+ 2s Im

Z
Q0
z@t(rx') � rxzdxdydt

= �2s Im
Z
Q0

�
�2
2�t

�
z'ry � ryzdxdydt

+2s Im

Z
Q
0

�
�2
2�t

�
z'rx � rxzdxdydt (6.28)

ve

J2 =
mX

i;j=1

Re

Z
Q0
4s'yiyjzyjzyidxdydt� Re

mX
j=1

nX
i=1

Z
Q0
4szyizxj'yixjdxdydt

=

mX
i;j=1

Re

Z
Q0
4s
'

�
 yiyj + 
 yi yj

�
zyjzyidxdydt

�
mX
j=1

nX
i=1

Re

Z
Q0
4s
2' xj yizyizxjdxdydt

=
mX

i;j=1

Re

Z
Q0
4s
' yiyjzyjzyidxdydt+

nX
i;j=1

Re

Z
Q0
4s
2' yi yjzyjzyidxdydt

�
mX
j=1

nX
i=1

Z
Q0
4s
2' xj yizyizxjdxdydt

=
mX

i;j=1

Re

Z
Q0
4s
' yiyjzyjzyidxdydt

+
nX

i;j=1

Z
Q0
4s
2' jry � ryzj2 dxdydt

�
mX
j=1

nX
i=1

Z
Q0
4s
2' (ry � ryz) (rx � rxz) dxdydt (6.29)

formunda hesaplan¬r.

Di¼ger yandan, J3 ifadesi için

�y ('d2 ( )) = (�y') d2 ( ) + 2ry' � ry (d2 ( )) + '�y (d2 ( ))

= 
' (�y ) d2 ( ) + 
2' jry j2 d2 + 2
'ry � ry (d2 ( ))

+'�y (d2 ( )) ;

�y ('d1 ( )) = (�y') d1 ( ) + 2ry' � ry (d1 ( )) + '�y (d1 ( ))

= 
' (�y ) d1 ( ) + 
2' jry j2 d1 + 2
'ry � ry (d1 ( ))

+'�y (d1 ( ))
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eşitlikleri göz önünde bulundurularak

J3 = �s
Z
Q0
jzj2�y (�y'��x') dxdydt

= �s
Z
Q0
jzj2�y

�

2'd2 ( ) + 
'd1 ( )

�
dxdydt

= �s
Z
Q0
jzj2 
2�y('d2( )dxdydt� s

Z
Q0
jzj2 
�y('d1 ( ))dxdydt

= �s
Z
Q0
jzj2 
2 (�y'd2( ) + '�y(d2 ( )) + 2ry' � ry (d2 ( )))dxdydt

�s
Z
Q0
jzj2 
 (�y'd1( ) + '�y(d1 ( )) + 2ry' � ry (d1 ( )))dxdydt

= �s
Z
Q0
jzj2 
2

�

2' jry j2 d2 ( ) + 
'�y d2 ( )

+'�y (d2 ( )) + 2ry' � ry (d2 ( ))) dxdydt

�s
Z
Q0
jzj2 
2

�

2' jry j2 d1 ( ) + 
'�y d1 ( )

+'�y (d1 ( )) + 2ry' � ry (d1 ( ))) dxdydt

= �s
Z
Q0
jzj2 
2

�

2' jry j2 d2 ( ) + 
'ry 

+'�y (d2 ( )) + 2
'ry � ry (d2 ( ))) dxdydt

�s
Z
Q0
jzj2 
2

�

2' jry j2 d1 ( ) + 
'�y d1 ( )

�
dxdydt

= �
Z
Q0
s
2' jzj2 (d1 ( )�y +�y (d2 ( ))) dxdydt

�
Z
Q0
s
3' jzj2

�
d1 ( ) jry j2 + (�y ) d2 ( ) + 2ry � ry (d2 ( ))

�
dxdydt

�
Z
Q0
s
4' jzj2 jry j2 d2 ( ) dxdydt (6.30)

elde edilir. (6.30) eşitli¼ginde ry (d1 ( )) = 0 ve �y (d1 ( )) = 0 ba¼g¬nt¬lar¬kullan¬lm¬̧st¬r.

J4 = �
mX
j=1

nX
i=1

Re

Z
Q
0
4s'yixjzyizxjdxdydt+

nX
i;j=1

Re

Z
Q0
4s'xixjzxizxjdxdydt1

= �
mX
j=1

nX
i=1

Re

Z
Q0
4s
2' yi xjzyizxjdxdydt

+

nX
i;j=1

Re

Z
Q
0
4s
'

�
 xixj + 
 xi xj

�
zxizxjdxdydt

= �
mX
j=1

nX
i=1

Re

Z
Q
0
4s
2' yi xjzyizxjdxdydt

+

nX
i;j=1

Re

Z
Q0
4s
' xixjzxizxjdxdydt+

nX
i;j=1

Re

Z
Q0
4s
2' xi xjzxizxjdxdydt
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= �Re
Z
Q0
4s
2' (ry :ryz) (rx � rxz) dxdydt

+

nX
i;j=1

Re

Z
Q0
4s
' xixjzxizxjdxdydt

+

Z
Q0
4s
2' jrx � rxzj2 dxdydt: (6.31)

J5 ifadesinin de¼gerlendirilmesinde

�x ('d2 ( )) = (�x') d2 ( ) + 2rx' � rx (d2 ( )) + '�x (d2 ( ))

= 
' (�x ) d2 ( ) + 
2' jrx j2 d2 + 2
'rx � rx (d2 ( ))

+'�x (d2 ( ))

eşitli¼gi kullan¬larak

J5 = s

Z
Q0
jzj2�x (�y'��x') dxdydt

= s

Z
Q0
jzj2�x

�

2'd2 ( ) + 
'd1 ( )

�
dxdydt

= s

Z
Q0
jzj2 
2�x ('d2 ( )) dxdydt+ s

Z
Q0
jzj2 
�x ('d1 ( )) dxdydt

= s

Z
Q0
jzj2 
2 (�x'd2 ( ) + '�x(d2( )) + 2ry' � ry (d2 ( ))) dxdydt

+s

Z
Q0
jzj2 
(�x'd1( ) + '�x (d1 ( )) + 2rx' � rx (d1 ( )))dxdydt

= s

Z
Q0
jzj2 
2

�

2' jrx j2 d2( ) + 
'�x d2 ( )

+'�xd2 ( ) + 2rx' � rx (d2 ( ))) dxdydt

+s

Z
Q0
jzj2 


�

2' jrx j2 d1( ) + 
'�x d1 ( )

+'�xd1 ( ) + 2rx' � rx (d1 ( ))) dxdydt

= s

Z
Q0
jzj2 
2

�

2' jrx j2 d2( ) + 
'�x d2 ( )

+'�xd2 ( ) + 2
'rx � rx (d2 ( ))) dxdydt

+s

Z
Q0
jzj2 


�

2' jrx j2 d1( ) + 
'�x d1 ( )

�
dxdydt

=

Z
Q0
s
2' jzj2 (d1 ( )�x +�x (d2 ( ))) dxdydt

+

Z
Q0
s
3' jzj2

�
d1 ( ) jrx j2 +�x d2 ( ) + 2rx � rx (d2 ( ))

�
dxdydt

+

Z
Q
0
s
4' jzj2 jrx j2 d2 ( ) dxdydt (6.32)

bulunur. (6.32) eşitli¼ginde rx (d1 ( )) = 0 ve �x (d1 ( )) = 0 ba¼g¬nt¬lar¬kullan¬lm¬̧st¬r.
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Ayr¬ca

ry' � ry

�
jry'j2 � jrx'j2

�
= 2
4'3d2 ( )ry � ry + 
3'3ry � ry (d2 ( ))

ve

rx' � rx

�
jry'j2 � jrx'j2

�
= 2
4'3d2 ( )rx � rx + 
3'3rx � rx (d2 ( ))

oldu¼gundan

J6 = 2s3
Z
Q0
jzj2ry' � ry

�
jry'j2 � jrx'j2

�
dxdydt

�2s3
Z
Q0
jzj2rx' � rx

�
jry'j2 � jrx'j2

�
dxdydt

= 2s3
Z
Q0
jzj2

�
2
4'3d2 ( )ry � ry + 
3'3ry � ry (d2 ( ))

�
dxdydt

�2s3
Z
Q0
jzj2

�
2
4'3d2 ( )rx � rx + 
3'3rx � rx (d2 ( ))

�
dxdydt

=

Z
Q0
4s3
4'3 jzj2 d2 ( )

�
jry j2 � jrx j2

�
dxdydt

+

Z
Q0
2s3
3'3 jzj2 (ry � ryd2 ( )�rx � rx (d2 ( ))) dxdydt

= 4

Z
Q0
s3
4'3 jzj2 (d2 ( ))2 dxdydt

+

Z
Q0
2s3
3'3 jzj2 (ry � ryd2 ( )�rx � rx(d2 ( )))dxdydt (6.33)

elde edilir. Son olarak s¬n¬r terimleri

B0 = �2 Im
Z
�y

s
'z@tz (ry � �) dSydxdt

+4Re

Z
�y

s
' (@�z) (rx � rxz �ry � ryz) dSydxdt

+

Z
�y

2s
' (@� )
�
jryzj2 � jrxzj2

�
dSydxdt

�
Z
�y

2s3
3'3@v jzj2 d2 ( ) dSydxdt

�2Re
Z
�y

s
�

'd1 ( ) + 
2'd2 ( )

�
z (@�z) dSydxdt

+

Z
�y

s
��

2'd1 ( ) + 
3'd2 ( )

�
(@� )

+
2' (@� (d2 ( )))
�
jzj2 dSydxdt
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+2 Im

Z
�x

s
'z@tz (rx � �) dSxdydt

+4Re

Z
�x

s
' (@vz) (ry � ryz �rx � rxz) dSxdydt

�
Z
�x

2s
' (@� )
�
jryzj2 � jrxzj2

�
dSxdydt

+

Z
�x

2s3
3'3 (@� ) jzj2 d2 ( ) dSxdydt

+2Re

Z
�x

s
�

'd1 ( ) + 
2'd2 ( )

�
z (@�z) dSxdydt

�
Z
�x

s
��

2'd1 ( ) + 
3'd2 ( )

�
(@� )

+
2'@� (d2 ( ))
�
jzj2 dSxdydt (6.34)

olur. Ayr¬ca (6.28)-(6.34) eşitliklerinden

2Re
�
P+s z; P

�
s z
�
L2(Q0 )

=
mX

i;j=1

Re

Z
Q0
4s
' yiyjzyjzyidxdydt

+
nX

i;j=1

Re

Z
Q0
4s
' xixjzxizxjdxdydt

+

Z
Q0
4s
2' jry � ryz �rx � rxzj2 dxdydt

+

Z
Q0
4s3
4'3 jzj2 (d2 ( ))2 dxdydt+B0 +X1 +X2

bulunur. Burada,

X1 =

Z
Q0
2s3
3'3 jzj2 d5 ( ) dxdydt;

X2 = �2 Im
Z
Q0
s
�
�2
2�t

�
z'ry � ryzdxdydt

+2 Im

Z
Q0
s
�
�2
2�t

�
z'rx � rxzdxdydt

�
Z
Q0
s
4' jzj2 (d2 ( ))2 dxdydt

�
Z
Q0
s
2' jzj2 d3 ( ) dxdydt

�
Z
Q0
s
3' jzj2 d4 ( ) dxdydt

ve

d3 : = d3 ( ) = (d1 ( ))
2 +�y (d2 ( ))��x (d2 ( )) ;

d4 : = d4 ( ) = 2 (d1 ( ) d2 ( ) +ry � ry (d2 ( ))�rx � rx (d2 ( ))) ;

d5 : = d5 ( ) = ry � ry (d2 ( ))�rx � rx (d2 ( ))
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dir.

Z
Q0
4s
2' jry � ryz �rx � rxzj2 dxdydt � 0

ve (6.10) şart¬ndan

d22 = 16(jx� x0j2 � �2jy � y0j2)2 � 16�20

oldu¼gundan

2Re
�
P+s z; P

�
s z
�
L2(Q0 )

� 8s
'

�Z
Q0
��jryzj2dxdydt+

Z
Q0
jrxzj2dxdydt

�
+64�20

Z
Q0
s3
4'3jzj2dxdydt+B0 +X1 +X2 (6.35)

eşitsizli¼gi elde edilir. Burada jrxzj2 ve jryzj2 terimlerinin i̧saretleri farkl¬oldu¼gundan

başka bir de¼gerlendirme yapmak gerekir:

2Re
�
P+s z + P�s z; 'z

�
L2(Q

0
)
= 2Re

Z
Q0
i@tzz'dxdydt+ 2Re

Z
Q0
�yzz'dxdydt

�2Re
Z
Q0
�xzz'dxdydt

+2Re

Z
Q0
s2(jry'j2 � jrx'j2)'zzdxdydt

�4Re
Z
Q0
s (ry' � ryz �rx' � rxz)'zdxdydt

�2Re
Z
Q0
s (�y'��x') z'zdxdydt

= K1 +K2 +K3 +K4 +K5 +K6:

Şimdi s¬ras¬yla Kj; 1 � j � 6 terimlerini de¼gerlendirelim:

K1 = 2Re

Z
Q0
i@tzz'dxdydt

= �2 Im
Z
Q
0
@tzz'dxdydt;
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K2 = 2Re

Z
Q0
�yz'zdxdydt

= �2Re
Z
Q0
ryz � ry ('z) dxdydt+ 2Re

Z
�y

(@�z) ('z) dSydxdt

= �2Re
Z
Q0
zryz � ry'dxdydt� 2Re

Z
Q0
'ryz � ryzdxdydt

+2Re

Z
�y

(@�z) ('z) dSydxdt

= �
Z
Q0
ry

�
jzj2
�
� ry'dxdydt� 2

Z
Q0
'
�
jryzj2

�
dxdydt

+2Re

Z
�y

(@�z) ('z) dSydxdt

=

Z
Q0
jzj2�y'dxdydt�

Z
�y

jzj2 (@v') dxdydt

�2
Z
Q0
'
�
jryzj2

�
dxdydt+ 2Re

Z
�y

(@�z) ('z) dSydxdt

=

Z
Q0
jzj2

�

'
�
�y + 
 jry j2

��
dxdydt�

Z
�y


' (@� ) jzj2 dxdydt

�2
Z
Q0
' jryzj2 dxdydt+ 2Re

Z
�y

(@�z) ('z) dSydxdt

=

Z
Q0

' jzj2�y dxdydt+

Z




2' jzj2 jry j2 dxdydt

�2
Z
�y


' (@� ) jzj2 dxdydt� 2
Z
Q0
' jryzj2 dxdydt

+2Re

Z
�y

(@�z) ('z) dSydxdt;

K3 = �2Re
Z
Q
0
�xzz'dxdydt

= 2Re

Z
Q0
rxz � rx ('z) dxdydt� 2Re

Z
�x

(@�z) ('z) dSxdydt

= 2Re

Z
Q0
rxz � rxz'dxdydt+ 2Re

Z
Q
0
zrxz � rx'dxdydt

�2Re
Z
�x

(@�z) ('z) dSxdydt

= 2

Z
Q0
' jrxzj2 dxdydt+

Z
Q0
rx

�
jzj2
�
� rx'dxdydt

�2Re
Z
�x

(@�z) ('z) dSxdydt

= 2

Z
Q
0
' jrxzj2 dxdydt�

Z



jzj2�x'dxdydt

+

Z
�x

(@�') jzj2 dSxdydt� 2Re
Z
�x

(@�z) ('z) dSxdydt
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= 2

Z
Q0
' jrxzj2 dxdydt�

Z
Q0

�

'
�
�x + 
 jrx j2

��
jzj2 dxdydt

+

Z
�x


' (@� ) jzj2 dSxdydt� 2Re
Z
�x

(@�z) ('z) dSxdydt

= 2

Z
Q0
' jrxzj2 dxdydt�

Z
Q0

'�x jzj2 dxdydt

�
Z
Q0

2' jrx j2 jzj2 dxdydt+

Z
�x


' (@� ) jzj2 dSxdydt

�2Re
Z
�x

(@�z) ('z) dSxdydt;

K4 = 2Re

Z
Q0
s2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
'zzdxdydt

= 2

Z
Q0
s2
�
jry'j2 � jrx'j2

�
' jzj2 dxdydt

= 2

Z
Q0
s2
2'3

�
jry j2 � jrx j2

�
jzj2 dxdydt

= 2

Z
Q0
s2
2'3d2 ( ) jzj2 dxdydt;

K5 = �4Re
Z
Q0
s'z (ry' � ryz �rx' � rxz)'zdxdydt

= �4Re
Z
Q0
s' (zryz � ry'� zrxz � rx') dxdydt

= �2
Z
Q0
s'
�
ry

�
jzj2
�
� ry'�rx

�
jzj2
�
� rx'

�
dxdydt

= �2
Z
Q0
sry

�
jzj2 '

�
� ry'dxdydt+ 2

Z
Q0
s jzj2 jry'j2 dxdydt

+2

Z
Q0
srx

�
jzj2 '

�
� rx'dxdydt� 2

Z
Q0
s jzj2 jrx'j2 dxdydt

= 2

Z
Q0
s' jzj2�y'dxdydt� 2

Z
�y

s' (@�') jzj2 'dxdydt

+

Z
Q0
s jzj2 jry'j2 dxdydt� 2

Z
Q0
s' jzj2�x'dxdydt

+2

Z
�x

s' (@�') jzj2 'dxdydt� 2
Z
Q0
s jzj2 jrx'j2 dxdydt

= 2

Z
Q
0
s' jzj2

�

'
�
�y + 
 jry j2

��
dxdydt� 2

Z
�y

s
'2 (@� ) jzj2 dSydxdt

+2

Z
Q0
s
2'2 jzj2 jry j2 dxdydt� 2

Z
Q0
s' jzj2

�

'
�
�x + 
 jrx j2

��
dxdydt

+2

Z
�x

s
'2 (@� ) jzj2 dSxdydt� 2
Z
Q0
s
2'2 jzj2 jrx j2 dxdydt
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= 2

Z
Q0
s'2
 jzj2 d1 ( ) dxdydt+ 4

Z
Q0
s
2'2 jzj2 d2 ( ) dxdydt

�2
Z
�y

s
'2 (@� ) jzj2 dSydxdt+ 2
Z
�x

s
'2 (@� ) jzj2 dSxdydt;

K6 = �2Re
Z
Q0
s'zz (�y'��x') dxdydt

= 2Re

Z
Q0
s' jzj2 (�y'��x') dxdydt

= �2
Z
Q0
s
'2 jzj2

�
�y + 
 jry j2

�
dxdydt+ 2

Z
Q0
s
'2 jzj2

�
�x + 
 jrx j2

�
dxdydt

= �2
Z
Q0
s
'2 (�y ��x ) jzj2 dxdydt� 2

Z
Q0
s
2'2 jzj2

�
jry j2 � jrx j2

�
dxdydt

= �2
Z
Q0
s
'2d1 ( ) jzj2 dxdydt� 2

Z
Q0
s
2'2 jzj2 d2 ( ) dxdydt

şeklinde hesaplan¬r. Bu durumda

2Re

Z
Q0

�
P+s z + P�s z

�
'zdxdydt = �2

Z
Q0
' jryzj2 dxdydt+ 2

Z
Q0
' jrxzj2 dxdydt

+B1 +X3 +X4 (6.36)

olur. Burada,

X3 = 2

Z
Q0
s2
2'3d2 ( ) jzj2 dxdydt;

X4 = �2 Im
Z
Q0
@tzz'dxdydt+

Z
Q0

' jzj2 d1 ( ) dxdydt

+

Z
Q0

2' jzj2 d2 ( ) dxdydt

dir. Ayr¬ca �x [ �y s¬n¬r¬nda z = 0 oldu¼gundan

B1 = �
Z
�y


' (@� ) jzj2 dSydxdt+ 2Re
Z
�y

(@�z) ('z) dSydxdt

�2
Z
�y

s
'2 (@� ) jzj2 dSydxdt+
Z
�x


' (@� ) jzj2 dSxdydt

�2Re
Z
�x

(@�z) ('z) dSxdydt+ 2

Z
�x

s
'2 (@� ) jzj2 dSxdxdt = 0

olarak bulunur. (6.36) denklemi � > 0 olmak üzere�s
 (4�+ �) ile çarp¬l¬rsa

�2Re
Z
Q
0
(4�+ �)

�
P+s z + P�s z

�
s
'zdxdydt = 2

Z
Q
0
(4�+ �) s
' jryzj2 dxdydt

�2
Z
Q0
(4�+ �) s
' jrxzj2 dxdydt

+X5 +X6 (6.37)
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olur. (6.37) eşitli¼ginde

X5 = �2
Z



(4�+ �)s3
3'3d2 ( ) jzj2 dxdydt;

X6 = 2 Im

Z



s
 (4�+ �) @tzz'dxdydt

�
Z



(4�+ �) s
2' jzj2 d1 ( ) dxdydt

�
Z



(4�+ �) s2
3' jzj2 d2 ( ) dxdydt

olarak al¬nm¬̧st¬r. (6.35) eşitsizli¼gi ve (6.37) denklemi taraf tarafa toplan¬rsa,

2Re
�
P+s z; P

�
s z
�
L2(Q0 )

� 2Re
Z
Q0
(4�+ �) s


�
P+s z + P�s z

�
'zdxdydt

� 2�

Z
Q0
s
' jryzj2 dxdydt+ (8� 8�� 2�)

Z
Q0
s
' jrxzj2 dxdydt

+64�20

Z
Q0
s3
4'3jzj2dxdydt+B0 +X1 +X2 +X5 +X6 (6.38)

elde edilir. Di¼ger taraftan,

kPsz + is@t'zk2L2(Q0 ) =


P+s z

2L2(Q0 ) + 

P�s z

2L2(Q0 ) + 2Re �P+s z; P�s z�L2(Q0 )

ve

�2Re
Z
Q0
(4�+ �) s
 (Psz + is@t'z)'zdxdydt

� (4�+ �)

�Z
Q0
jPsz + is@t'zj2 dxdydt+ s2
2'2

Z
Q0
jzj2 dxdydt

�
oldu¼gundan

(4�+ �)

Z
Q0
jPsz + is@t'zj2 dxdydt �

Z
Q0

��P+s z��2 dxdydt+ Z
Q0

��P�s z��2 dxdydt
+2�s


Z
Q0
' jrxzj2 dxdydt

+(8� 8�� 2�) s

Z
Q0
' jryzj2 dxdydt

+64�20s
3
4
Z
Q0
'3 jzj2 dxdydt+B0

+X1 +X2 +X5 +X6

olarak bulunur. 
1 > 0 bir sabit olmak üzere key� 
 > 
1 için bir 
1 sabiti vard¬r, X1 ve
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X5 terimleri 64�
2
0s
3
4
R
Q0 '

3 jzj2 dxdydt taraf¬ndan absorbe edilebilir ve böylece

(4�+ �)

Z
Q0
jPsz + is@t'zj2 dxdydt �

Z
Q0

��P+s z��2 dxdydt+ Z
Q0

��P�s z��2 dxdydt
+2�s


Z
Q0
' jrxzj2 dxdydt

+(8� 8�� 2�) s

Z
Q0
' jryzj2 dxdydt

+64�20s
3
4
Z
Q0
'3 jzj2 dxdydt+B0 +X2 +X6

olur. Ayr¬ca 
 > 
1 için Q
0 bölgesinde ' > 0 oldu¼gundan, her s > s1 için

(4�+ �)

Z
Q0
jPsz + is@t'zj2 dxdydt �

Z
Q0

��P+s z��2 dxdydt+ Z
Q0

��P�s z��2 dxdydt
+C1 (
) �s

Z
Q0
jrxzj2 dxdydt

+C1 (
) (8� 8�� 2�) s
Z
Q0
jryzj2 dxdydt

+C1 (
) s
3

Z
Q0
jzj2 dxdydt+B0 +X2 +X6

olacak şekilde C1 = C1 (
) ve s1 = s1 (
) sabitleri vard¬r. O halde s2 = s2 (
) > 0

seçilebilir öyle ki her s > s2 içinX2 veX6 terimleri kP+s zk
2
L2(Q0 ) ; kP�s zk

2
L2(Q0 ) ; C1 krxzk2L2(Q0 ) ;

C1 kryzk2L2(Q0 ) ve C1s3 kzk
2
L2(Q0 ) terimleri taraf¬ndan absorbe edilebilir. Böylece yeterince

büyük s > 0 için

(4�+ �)
R
Q0 jPsz + is@t'zj2 dxdydt � (4�+ �)

�
2
R
Q0 jPszj

2 dxdydt+ C2s
2
R
Q0 jzj

2 dxdydt
�

oldu¼gundan

C3 (4�+ �)

Z
Q0
jPszj2 dxdydt �

Z
Q0

��P+s z��2 dxdydt+ Z
Q0

��P�s z��2 dxdydt
+�s

Z
Q0
jrxzj2 dxdydt

+(8� 8�� 2�) s
Z
Q0
jryzj2 dxdydt

+s3
Z
Q0
jzj2 dxdydt+B0 (6.39)

bulunur. Di¼ger taraftan (6.11) koşulundan �y s¬n¬r parças¬ndaki tüm integraller s¬f¬r ve
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�x s¬n¬r parças¬nda ryz = 0 ve rxz = (@�z) � � oldu¼gundan

B0 = �4Re
Z
�x

s
' (@�z)rx � rxzdSxdydt+

Z
�x

2s
' (@� ) jrxzj2 dSxdydt

= �8
Z
�x

s
' j@�zj2 (x� x0) � �dSxdydt+ 4
Z
�x

s
' j@�zj2 (x� x0) � �dSxdydt

= �4
Z
�x

s
' j@�zj2 (x� x0) � �dSxdydt

� �4
Z
�x\f(x�x0)���0g

s
' j@�zj2 (x� x0) � �dSxdydt

elde edilir. (6.39) eşitsizli¼ginde

(8� 8�� 2�) > 0 (6.40)

olacak şekilde yeterince küçük � > 0 seçilirse

Z
Q0

��P+s z��2 dxdydt+ Z
Q0

��P�s z��2 dxdydt+ s

Z
Q0
jrxzj2 dxdydt

+s

Z
Q0
jryzj2 dxdydt+ s3

Z
Q0
jzj2 dxdydt:

� C4

Z
Q0
jPszj2 dxdydt+ C4s

Z
@D+�G0�(�T;T )

j@�zj2 dSxdydt

bulunur. Son olarak z fonksiyonunun yerine w fonksiyonu yaz¬l¬r ve

jzj2 = e2s' jwj2 ; j@�zj2 = j@�wj2 e2s'; (x; y; t) 2 @D+ �G
0 � (�T; T );

jrxwe
s'j2 = jrxz � s�'es'wrx j2 � 2 jrxzj2 + 2s2�2'2 jrx j2 jzj2 ;

jrywe
s'j2 = jryz � s�'es'wry j2 � 2 jryzj2 + 2s2�2'2 jry j2 jzj2 ;

jL0wj2 � 2 jLwj2 + 2
�����
nX
i=1

ai (x; y; t)wxi +

mX
j=1

bj (x; y; t)wyj + a0 (x; y; t)w (x; y; t)

�����
2

ba¼g¬nt¬lar¬göz önünde bulundurulursa her s > s0 içinZ
Q
0
(s jrywj2 + s jrxj2 + s3 jwj2)e2s'dxdydt

� C5

Z
Q0
jLwj2 e2s'dxdydt+ C5

Z
@D+�G0�(�T;T )

s j@�wj2 e2s'dSxdydt

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde C5 = C5 (
) ve s0 > s2 (
) pozitif sabitlerinin mevcut oldu¼gu

görülür. Böylece Önerme 6.1�in ispat¬tamamlan¬r.
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6.2 KARARLILIK DE¼GERLEND·IRMELER·I

Teorem 6.2 p 2 L1 (D �G) olsun ve u fonksiyonu Q bölgesinde (6.4)�(6.6) ba¼g¬n-

t¬lar¬n¬sa¼glas¬n. Kabul edelim ki



@kt u

H1(�T;T ; H2(D�G)) �M; k = 1; 2; (6.41)

R 2 H2 (�T; T ; L1 (D �G))

ve



@kt R

L2(�T;T ; L1(D�G)) �M; k = 1; 2

sa¼glans¬n. Ayr¬ca

jR(x; y; 0)j � r0; x 2 D; y 2 G (6.42)

olacak şekilde bir r0 > 0 sabiti mevcut olsun ve yeterince küçük �; � > 0 için

L >
1p
�
max
x2D
jx� x0j ; (6.43)

T >
1p
�
max
x2D
jx� x0j (6.44)

eşitsizlikleri sa¼glans¬n. Bu durumda her küçük � > 0 için

kfk
L2(D�fjyj<L��g)

� C
2X

k=1



@�@kt u

�
L2(@D+�G�(�T;T ))

olacak şekilde � 2 (0; 1) ve C > 0 sabitleri vard¬r.

·Ispat. ·Ilk olarak,

er = max
x2D
jx� x0j ; (6.45)

r = min
x2D
jx� x0j (6.46)

gösterimleri tan¬mlans¬n. Buradan x0 =2 D için r > 0 oldu¼gu aç¬kt¬r.

Ayr¬ca

�L2

�2
< r2 (6.47)

olacak şekilde yeterince büyük � > 1 seçilsin.
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Di¼ger yandan

jy0j � L� L

�
� � (6.48)

eşitsizli¼gini sa¼glayan key� y0 = (y1; y2; : : : ; ym) 2 Rm noktas¬na ba¼gl¬olmak üzere

G (y0) = fy 2 Rm; jy � y0j < Lg ;

Q0 (y0) = D �G (y0)� ft = 0g ;

Q (y0) = D �G (y0)� (�T; T )

bölgeleri tan¬mlans¬n. Bu durumda

G (y0) � G

oldu¼gu görülür. (6.45) ve (6.44) ba¼g¬nt¬lar¬ndan, e¼ger x 2 D ve jy � y0j � L ise;

 (x; y;�T ) � jx� x0j2 � �T 2 � er2 � �T 2 < 0 (6.49)

olur.

(6.45) ve (6.43) ba¼g¬nt¬lar¬ndan, e¼ger x 2 D; jy � y0j = L ve jtj � T ise;

 (x; y; t) � jx� x0j2 � � jy � y0j2 � er2 � �L2 < 0 (6.50)

bulunur. E¼ger x 2 D ve jy � y0j � L
�
ise;

 (x; y; 0) = jx� x0j2 � � jy � y0j2 � r2 � �L
2

p2
> 0 (6.51)

elde edilir. Böylece, her küçük � > 0 için bir � > 0 vard¬r öyle ki

 (x; y; t) < ��; x 2 D; T � 2� � jtj � T ya da L� 2� � jy � y0j � L (6.52)

ve

 (x; y; t) > �; x 2 D; jtj < �; jy � y0j �
L

�
(6.53)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r.

Önerme 6.1�i uygulamak için � (y; t) = �0 (t)�1 (jy � y0j) şeklinde bir kesme fonksiyonu

tan¬mlayal¬m. Burada �0; �1 2 C10 (R) ; 0 � �0; �1 � 1 ve

�0 (t) =

8<: 0;

1;

T � � � jtj � T;

jtj � T � 2�;
(6.54)
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�1 (jy � y0j) =

8<: 0;

1;

L� � � jy � y0j � L;

jy � y0j � L� 2�
(6.55)

şeklindedir. Bu durumda � 2 C10 (Rm+1) ; 0 � � � 1 ve

� (y; t) =

8<: 0;

1;

T � � � jtj � T veya L� � � jy � y0j � L;

jtj � T � 2� ve jy � y0j � L� 2�
(6.56)

oldu¼gu görülür.

Gerekirse, � > 0 daha küçük seçilirse,

L

�
< L� 2� (6.57)

olur.

wk =
�
@kt u
�
�; k = 1; 2 (6.58)

şeklinde yeni bir bilinmeyen fonksiyon tan¬mlayal¬m. Bu durumda

Awk = f@kt R�+ 2
�
ry@

k
t u � ry�

�
+ @kt u (�y�+ i@t�) ;

x 2 D; y 2 G (y0) ; k = 1; 2 (6.59)

ve

wk (x; y; t) = jrywk (x; y; t)j = 0; (x; y; t) 2 D � @G (y0)� (�T; T );

wk (x; y; t) = 0; (x; y; t) 2 @D �G (y0)� (�T; T );

wk (x; y; T ) = wk (x; y;�T ) = 0; (x; y; t) 2 D �G (y0) (6.60)

olur. O halde, Önerme 6.1�in koşullar¬sa¼gland¬¼g¬ndan, w1; w2 fonksiyonlar¬na Carleman

de¼gerlendirmesi uygulan¬r:Z
Q(y0)

2X
k=1

�
s jrxwkj2 + s jrywkj2 + s3 jwkj2

�
e2s'dxdydt

� C

Z
Q(y0)

2X
k=1

�2f 2
��@kt R��2 e2s'dxdydt

+C

Z
Q(y0)

2X
k=1

���2 �ry@
k
t u � ry�

�
+ @kt u (�y�+ i@t�)

��2� e2s'dxdydt
+C

Z
@D+�G(y0)�(�T;T )

2X
k=1

s j@�wkj2 e2s'dSxdydt

= S1 + S2 + S3: (6.61)
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Bundan sonra C > 0 sabiti s > 0 parametresinden ba¼g¬ms¬z sabitleri gösterecektir. R ile

ilgili kabullerden,

S1 = C

Z
Q(y0)

2X
k=1

�2f 2
��@kt R��2 e2s'dxdydt

� C

Z
Q(y0)

�2f 2e2s'dxdydt

elde edilir.

(6.54), (6.56) tan¬mlar¬ndan jtj � T � 2� veya T � � � jtj � T için @t� = 0 d¬r ve

benzer olarak (6.55), (6.56) tan¬mlar¬ndan jy � y0j � L � 2� veya L � � � jy � y0j � L

için jry�j = �y� = 0 olur: O halde, e¼ger jtj 2 [0; T � 2�] [ [T � �; T ] ve jy � y0j 2

[0; L� 2�] [ [L� �; L] oluyorsa, bu durumda @t� = jry�j = �y� = 0 bulunur. Bu

nedenle

S2 = C

 Z
fT�2��jtj�T��g\Q(y0)

2X
k=1

��2 �ry@
k
t u � ry�

�
+@kt u (�y�+ i@t�)

��2 e2s'dxdydt�
+C

 Z
fL�2��jy�y0j�L��g\Q(y0)

2X
k=1

��2 �ry@
k
t u � ry�

�
+@kt u (�y�+ i@t�)

��2 e2s'dxdydt�
= C

 Z
fT�2��jtj�T��g\Q(y0)

2X
k=1

��2 �ry@
k
t u � ry�

�
+@kt u (�y�+ i@t�)

��2 �exp(2se�
�)�)dxdydt�
+C

 Z
fL�2��jy�y0j�L��g\Q(y0)

2X
k=1

��2 �ry@
k
t u � ry�

�
+@kt u (�y�+ i@t�)

��2 �exp(2se�
�)�)dxdydt�
� C

Z
Q(y0)

2X
k=1

���@kt u��2 + ��ry@
k
t u
��2� e2s�1dxdydt

� CM2e2s�1 (6.62)

olur. (6.62) eşitli¼ginde (6.52) ba¼g¬nt¬s¬ve

�
j@t�j2 + jry�j2 + j�y�j2

�
e2s' � Ce2s�1

eşitsizli¼gi kullan¬lm¬̧st¬r. Burada,

�1 = e�
�
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şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r. Son olarak

S3 = C

Z
@D+�G(y0)�(�T;T )

2X
k=1

s j@�wkj2 e2s'dSxdydt

� CeCs
Z
@D+�G�(�T;T )

2X
k=1

��@�@kt u��2 dSxdydt := CeCsd2 (6.63)

bulunur. (6.63) eşitli¼ginde

d2 =

Z
@D+�G�(�T;T )

2X
k=1

��@�@kt u��2 dSxdydt
ile tan¬ml¬d¬r. Sonuç olarak (6.61) eşitsizli¼gindenZ

Q(y0)

2X
k=1

�
s jrxwkj2 + s jrywkj2 + s3 jwkj2

�
e2s'dxdydt

� C

Z
Q(y0)

�2f 2e2s'dxdydt+ CM2e2s�1 + CeCsd2 (6.64)

elde edilir. Şimdi (6.56) tan¬m¬ndan y 2 G (y0) için �(y;�T ) = 0 oldu¼gu kullan¬larakZ
Q0(y0)

j� (y; 0)j2 ji@tu (x; y; 0)j2 e2s'(x;y;0)dxdy

=

0Z
�T

@t

0B@ Z
Q0(y0)

�2 j@tu (x; y; t)j2 e2s'(x;y;t)dxdy

1CA dt

=

0Z
�T

Z
Q0(y0)

�
2�@t� j@tuj2 + �2@t

�
j@tuj2

�
+ �2 j@tuj2 2s@t'

�
e2s'(x;y;t)dxdydt

=

0Z
�T

Z
Q0(y0)

�
2�@t� j@tuj2 + 2�2Re @2t u@t�u+ �2 j@tuj2 2s@t'

�
e2s'(x;y;t)dxdydt

�
Z
Q(y0)

j�@tuj2 e2s'dxdydt+
Z
Q(y0)

j@t�@tuj2 e2s'dxdydt

+

Z
Q(y0)

j�@tuj2 e2s'dxdydt+
Z
Q(y0)

���@2t u��2 e2s'dxdydt
+Cs

Z
Q(y0)

j�@tuj2 e2s'dxdydt

�
Z
Q(y0)

j@t�@tuj2 e2s'dxdydt

+C

Z
Q(y0)

�
j�@tuj2 +

���@2t u��2 + s j�@tuj2
�
e2s'dxdydt

� CM2e2s�1 + C

Z
Q(y0)

�
jw1j2 + jw2j2 + s jw1j2

�
e2s'dxdydt
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yaz¬labilir. Bu nedenleZ
Q0(y0)

j� (y; 0)j2 ji@tu (x; y; 0)j2 e2s'(x;y;0)dxdy

� CM2e2s�1 + C

Z
Q(y0)

�
s jw1j2 + jw2j2

�
e2s'dxdydt

oldu¼gu görülür. O halde son eşitsizlikte (6.64) Carleman de¼gerlendirmesi uygulanarakZ
Q0(y0)

j�1 (jy � y0j)j
2 ji@tu (x; y; 0)j2 e2s'(x;y;0)dxdy

� C

s

Z
Q(y0)

�20 (t)�
2
1 (jy � y0j) jf j

2 e2s'(x;y;t)dxdydt+ CM2e2s�1 + CeCsd2

� C

s

Z
Q0(y0)

�21 (jy � y0j) jf j
2 e2s'(x;y;0)dxdy + CM2e2s�1 + CeCsd2 (6.65)

bulunur. Burada, x 2 D ve y 2 G (y0) için j�0 (t)j � 1 ve e2s'(x;y;t) � e2s'(x;y;0) oldu¼gu

kullan¬lm¬̧st¬r:

Di¼ger yandan (6.4) denkleminde t = 0 yerine yaz¬l¬r, (6.5) koşulu ve (6.42) kabulü dikkate

al¬n¬rsa

f (x; y) =
i@tu (x; y; 0)

R (x; y; 0)
; x 2 D; y 2 G (6.66)

elde edilir. (6.65) eşitsizli¼ginde (6.66) eşitli¼gi uygulan¬rsa her büyük s > 0 içinZ
Q0(y0)

�21 (jy � y0j) jf j
2 e2s'(x;y;0)dxdy

� C

s

Z
Q0(y0)

�21 (jy � y0j) jf j
2 e2s'(x;y;0)dxdy + CM2e2s�1 + CeCsd2

olur. Son eşitsizlikte s > 0 yeterince büyük seçilerek sa¼g taraftaki ilk terim sol taraftaki

terim içine absorbe edilir ve böylece her s > 0 içinZ
Q0(y0)

�21 (jy � y0j) jf j
2 e2s'(x;y;0)dxdy � CM2e2s�1 + CeCsd2

bulunur. D�
�
y; jy � y0j <

L

�

�
� Q0 (y0) oldu¼gundan, Q0 (y0) bölgesi ile a

D �
�
y; jy � y0j <

L

�

�
bölgesi yer de¼gi̧stirilerek (6.53), (6.55), (6.57) yard¬m¬yla her

s � s0 için

e2s�2
Z
D�fy; jy�y0j<L

� g
jf j2 dxdy � CM2e2s�1 + Cecsd2

eşitsizli¼gi elde edilir. Burada, s0 bir sabit ve �2 = e
� şeklinde tan¬ml¬d¬r. Ayr¬ca �2 > �1

oldu¼gundan � = �2 � �1 > 0 olacak şekilde her s � s0 için son eşitsizliktenZ
D�fy; jy�y0j<L

� g
jf j2 dxdy � CM2e�2s� + CeCsd2 (6.67)
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elde edilir. Son eşitsizlikte s ve C yerine s¬ras¬yla s + s0 ve CeCs0 al¬n¬rsa her s � 0

için (6.67) eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. De¼gerlendirmenin tamamlanmas¬için iki farkl¬durum ele

al¬nacakt¬r.

1. Durum M < d olsun: O halde (6.67) eşitsizli¼ginde s = 0 al¬narak

Z
D�fy; jy�y0j<L

� g
jf j2 dxdy � 2Cd2

sonucuna var¬l¬r.

2. Durum M � d olsun: Bu durumda M2e�2s� = eCsd2 eşitli¼ginden s = 2
C+2�

log M
d
� 0

bulunur. (6.67) eşitsizli¼ginde s yerine yaz¬l¬rsa

Z
D�fy; jy�y0j<L

� g
jf j2 dxdy � Cd2�

elde edilir. Burada � = 2�
C+2�

2 (0; 1) d¬r. Böylece

Z
D�fy; jy�y0j<L

� g
jf j2 dxdy � C

�
d2� + d2

�

oldu¼gu görülür. Di¼ger taraftan,


@kt u

H1(�T;T ; H2(D�G)) � M ön kabulünden, iz teoremi

kullan¬larak d � CM ve buradan d2� + d2 � Cd2� olur ve

Z
D�fy; jy�y0j<L

� g
jf j2 dxdy � Cd2�

bulunur. Sonuç olarak

[�
y 2 Rm; jy � y0j �

L

�
; jy0j < L� L

�
� "
�
= fy 2 Rm; jyj < L� �g

oldu¼gundan

Z
D�fy; jyj<L��g

jf (x; y)j2 dxdy � Cd2�

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.
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BÖLÜM 7

SONUÇ

·Ilk defa 1939 y¬l¬nda Torsten Carleman taraf¬ndan kullan¬lan ve daha sonra k¬smi türevli

denklemler teorisinde önemli bir uygulama alan¬bulan Carleman eşitsizlikleri, Klibanov

ve Bukhgeim (1981) ile ters problemler teorisinde teklik ve kararl¬l¬k araşt¬rmalar¬nda

önemli bir araç haline gelmi̧stir.

Bu tez çal¬̧smas¬nda ultrahiperbolik Schrödinger denklemleri için yerel ve global Carleman

tipi eşitsizlikler elde edilmi̧s ve bu eşitsizlikler yard¬m¬yla baz¬direkt ve ters problemler

için Hölder tipi kararl¬l¬k de¼gerlendirmeleri ispatlanm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧smada ele al¬nan problemler daha önce incelenmemi̧s olup elde edilen sonuçlar bu

alanda bir ilk niteli¼gindedir.
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