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Bu tez alti boliimden olusmaktadir. Birinci boliim klasik ve ultrahiperbolik Schrédinger
denklemleri igin direkt ve ters problemler hakkinda literatiirde mevcut olan temel sonuglara
ayrlmistir. Ikinci béliimde, sdzii edilen problemlerin ¢oziilebilirliginin arastirilmasinda
kullanilan temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Uciincii boliimde, kismi tiirevli
denklemler i¢in Cauchy probleminin ¢6ziimiiniin varligi ve tekligi ile ilgili literatiirde yer alan
baslica sonuglar ele alinmistir. Doérdiincii bolimde, ters ve kotii konulmus problemler
teorisinin bilim ve teknolojideki cesitli uygulamalarina yer verilmistir. Besinci boliimde, bir
ultrahiperbolik Schrodinger denklemi igin yerel bir Carleman degerlendirmesi elde edilmis ve
bu degerlendirme kullanilarak Cauchy probleminin ¢6ziimiiniin Holder kararlilig
gosterilmistir. Son boliimde ise bir ultrahiperbolik Schrodinger denklemi igin bazi ters
problemler ele alinmis, elde edilen genel Carleman degerlendirmeleri yardimiyla bu

problemlerin ¢oziimlerinin kosullu Holder kararlilig1 ispatlanmustir.
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This thesis consists of six chapters. The first chapter is devoted to the main results on the
direct and inverse problems for classical and ultrahyberbolic Schrédinger equations in the
literature. In the second chapter, some basic definitions and theorems that are used to
investigate the solvability of these problems are presented. In the third chapter, some of the
major results in the literature on the existence and uniqueness of the solution of Cauchy
problem for partial differential equations are discussed. In the fourth chapter, various
examples of the applications of inverse and ill-posed problems in science and technology are
given. In the fifth chapter, a local Carleman estimate for the ultrahyperbolic Schrodinger
equation is obtained and the Holder stability for the Cauchy Problem is proved. In the last
chapter, we obtain a global Carleman estimate and prove conditional Holder stability for some

inverse problems for the ultrahyperbolic Schrodinger equation.
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BOLUM 1
GIRIS

Bu caligmada, ultrahiperbolik Schrédinger denklemleri igin bazi direkt ve ters problem-
lerin ¢oziimlerinin kararhiligi Carleman degerlendirmeleri yardimiyla aragtirilmigtir.
Schrodinger denklemi, ilk olarak Ervin Schrodinger’in 1926 yilinda yayinladigi "An Undu-
latory Theory of the Mechanics of Atoms and Molecules" baglikli makalesinde yer almigtar.
Bu denklem kuantum mekaniginin temel denklemi olup atom ve molekiiler fizikte énemli
uygulamalar1 mevcuttur (Duarte 2014, s. 179).

Literatiirde klasik Schrodinger denklemini konu alan pek c¢ok calisma mevcut olmasina
ragmen, ultrahiperbolik Schrodinger denklemi ile ilgili sinirhi sayida galisma yapilmigtir.
Bu kapsamda baglangi¢ deger problemi Kenig et al. (1998, 2006) tarafindan incelenerek
uygun uzaylarda iyi konulmus oldugu gosterilmistir. Bu tiir denklemlerin basta su dalgasi
problemleri olmak iizere farkli alanlarda énemli uygulamalar1 vardir (Davey and Stewart-
son 1974, Djordjevic and Redekopp 1977, Escauriaza et al. 2011, Ichinose 1990, Zakharov
and Schulman 1980, Zakharov and Kuznetsov 1986). Ayrica kuantum kinetik teorisinde
de bu denklemler kargimiza gikmaktadir:

Ornegin, bir {(x,p, t): = (xl,:z;') ER" 21>0, peR”, te R} bolgesinde

@+n4@—;./(1) _ﬁt_q) _|_ﬁt
ot - =Por; T @nh oY T

n

x exp iy (p — )] u (z,p,t) dpdy + f (1.1)

kuantum kinetik denklemini ele alalim. Burada u (z, p, t) kuantum dagilim fonksiyonu, h
Planck sabiti, ® (z, t) potansiyel ve f (z, p,t) kaynag karakterize eden fonksiyonu gosterir.

(1.1) denklemine p degiskenine gore Fourier doniigiimii uygulanir ve
1 1
— Zhy = “hy =
r—shy=¢ v+ ghy=n
degigken doniisiimii yapilirsa

%+%h(An—A5)w+i[¢(n)—‘I)(ﬁﬂw:f

—_



ultrahiperbolik Schrodinger denklemi elde edilir. Burada w (§,n,t) = @ (x,p,t), u ve f
fonksiyonlari da v ve f 'nin Fourier doniigiimlerini gostermektedir (Amirov 2001, s. 152).
Carleman degerlendirmeleri, ilk kez 1939 yilinda Torsten Carleman tarafindan iki boyutlu
eliptik denklemlerin ¢oziimlerinin bazi 6zelliklerinin arastirilmas: amaciyla kullanilmigtar.
Geleneksel olarak bu egitsizlikler 6zellikle kotii konulmug problemlerin ¢oziimlerinin tek-

liginin ispatinda 6nemli bir ara¢ olmustur. Bu problemlere 6rnek olarak:

i) Dirichlet ve Neumann sinir verisi sadece sinirin bir parcasinda verildiginde eliptik denk-

lemler icin Cauchy problemi,

ii) Dirichlet ve Neumann sinir verileri yan sinirin bir pargasinda verilip baglangic sart-
lariin ¢ = 0 da bilinmedigi durumda parabolik ve hiperbolik denklemler i¢in stan-

dart olmayan Cauchy problemi

verilebilir.

1973 yilinda S. P. Shishatskii, bu fikri Hadamard anlaminda kotii konulmusg olan problem-
ler icin sarthh Holder kararhiliginin arastirilmasinda kullanmistir. Ters problemler teori-
sine uygulanmasi ise Bukhgeim and Klibanov (1981) tarafindan gergeklestirilmistir. A.
L. Bukhgeim ve M. V. Klibanov, Carleman degerlendirmelerini kullanarak baz1 katsay1
ters problemleri icin genel (global) teklik ve kararlihk teoremlerini ispatlamiglardir. Bu
caligma 6ncesinde katsay1 ters problemleri ile ilgili sadece yerel (lokal) teklik teoremleri
bilinmekteydi.

Daha sonra bu yontem Puel and Yamamoto (1996), Isakov and Yamamoto (2000), Imanu-
vilov and Yamamoto (2001a, b), Bellassoued and Yamamoto (2006b), Klibanov and Ya-
mamoto (2006) tarafindan hiperbolik denklemler igin gesitli ters problemlerin ¢oziim-
lerinin kararliliginin arastirilmasinda kullanilmig ve énemli sonuglar elde edilmigtir.
Khaidarov (1987), Isakov (2006), Doubora and Osses (2006), Baudoin et al. (2011),
Baudouin et al. (2007), Yuan and Yamamoto (2007), Liu and Triggiani (2012) bu alanda
yapilan diger énemli ¢aligmalardir.

Parabolik denklemler i¢in katsay:1 ters problemleriyle ilgili olarak Imanuvilov and Ya-
mamoto (1998), Yamamoto (2009), Lii (2012), Egger et al. (2005), Bellassoued and
Yamamoto (2006a), Benabdallah et al. (2007), Isakov (2006) énemli sonuglar elde et-

miglerdir.



Amirov (2001), Lavrent’ev et al. (1986), Romanov (2006) ultrahiperbolik denklemler igin
ters problemlerin ¢oziimlerinin tek devamlilik 6zelligini ve kararhiligini Carleman deger-
lendirmeleri yardimiyla ele almiglardir. Golgeleyen and Yamamoto (2014), ultrahiperbo-
lik denklemler i¢in bazi ters problemlerin ¢oziimlerinin kogullu Holder kararhiligini ispat-
lamiglardir.

Klasik Schrédinger denklemi ig¢in bu dogrultudaki ilk galhisma Baudouin and Puel (2002)
tarafindan yapilmigtir. Bu ¢calismada n € N, T > 0 i¢in 2 C R" sinirhi bir bolge, 9€) sinir1

C?den ve I', 0Qnin acik bir alt kiimesi olmak tizere

Oy (,t) + Ay (z,1) + ¢ (2)y (z,1) = 0, z€Q, t€(0,T),
y(z,t) = h(x,t), x€df, te(0,T),
y(xa()) = yO(x)ﬂ z € ()

bagintilarindan

auy’FX(O,T) =g(z,1)

ek bilgisi yardimiyla ¢ (x) katsayisinin belirlenmesi ters probleminin ¢ziimiiniin tekligi ve
Lipschitz kararliligi, Imanuvilov and Yamamoto (2001b) de verilen yontem kullanilarak
ispatlanmigtir. Burada I' C 0f2 belirli geometrik kogullari saglayan sinirin bir pargasi olup
v € R™, 0N stirina gore birim dig normal vektorii gostermektedir. Mercado et al. (2008)
ise daha esnek bir pseudo-konvekslik sart1 altinda yeni bir Carleman egitsizligi elde etmis
ve bu esitsizlik yardimiyla daha az sinir kogulu ve 6l¢tim verisi kullanarak kararliligr is-
patlamigtir. Baudouin and Puel (2002) ve Mercado et al. (2008) de temel kabul, 6l¢iimiin
yapildig1 sinir parcasinin gozlemlenebilirlik i¢in geometrik optik sart ile ilgili bir geometrik
kosulu saglamasidir (Bardos et al. 1992). Bu geometrik kosul, Bellassoued and Choulli
(2009) tarafindan uzaysal bolgenin siniriin bir komgulugunda potansiyelin bilindigi kabul
edilerek daha da esnetilmigtir. Yuan and Yamamoto (2010), negatif mertebeden Sobolev
uzaylarida bir klasik Schrodinger denklemi icin regiiler bir agirlik fonksiyonu kullanarak
bir Carleman degerlendirmesi elde etmisler ve LP potansiyellerinin belirlenmesi ters prob-
leminin ¢oziimiiniin tekligini ispatlamiglardir. Cristofol and Soccorsi (2011), sonlu sayida
Neumann verisinden Schrodinger denkleminin zamana bagl katsayisinin belirlenmesi ters
problemini ¢aligmiglardir. Kian et al. (2015), Baudouin and Puel (2002) de elde edilen
sonuglar sinirsiz bolgelere genigletmigtir. Triggiani and Zhang (2015), bir Riemann mani-

foldunun siirl baglantili bir bolgesinde tanimli manyetik potansiyel iceren Schrodinger



denklemini g6z 6niine almiglardir. Amirov (2008) de Schrodinger tipi bir denklem igin
bazi ters problemler, sinirsiz bir bélgede noktasal Carleman degerlendirmesi kullanilarak
ele alinmigtir ve bu problemlerin c¢oziimlerinin tekligi ile kararlihigina iligskin teoremler
verilmigtir.

Bu tez kapsaminda ilk olarak, Q = D x G x (=T, T) bolgesinde
Au = dag(z,y)o0wu (z,y,t) + Ayu (z,y,t) — Agu(z,y,1)

+ Y ai(@,y,0) g (2,9, 1) + > by (2,9, 1) Ou (2, y,1)
j=1

1=1

te(z,y, u(@,y,t) = flz,y,t), (,y,t) €Q (1.2)
formunda bir ultrahiperbolik Schridinger denkleminin
u=g, Ou=h, (x,y,t) e ' x G x (=T1,T) (1.3)

Cauchy kosullarimi saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemi ele alinmistir. Burada D C
R™ bolgesi 0D diizgiin smirma sahip siirh bir bolge, L > 0 igin G = {y € R™; |y| < L}
ve T'> 0 dir. Ayrica I' C 9D dir.

(1.2) denklemi igin yerel bir Carleman degerlendirmesi Isakov (2006) da verilen yontem
kullanilarak elde edilmig ve bu degerlendirme yardimiyla (1.2)-(1.3) Cauchy probleminin
¢Oziimiintin Holder kararhihigr gosterilmistir.

Ikinci olarak, Q@ = D x G x (=T, T) bolgesinde

i (x,y,t) + Ayv(x,y, t) — Ayo(z,y, t) — p(x, y)v(z,y,t) =0, (z,y,t) € Q (1.4)
ultrahiperbolik Schrédinger denkleminin

v(z,y,0) =a(x,y), (r,y) € DxG (1.5)
baglangi¢ ve

v(z,y,t) =0, (z,y,t) € 0D x G x (-=1,7) (1.6)
sinir kogullar altinda p(zx,y), (x,y) € D x G katsayisinin

d,v(p) |aDJr xGx(=T,T) o

ek bilgisi yardimiyla belirlenmesi katsay1 ters problemi ele alinmigtir. Burada D C R”

bolgesi 0D diizgiin simirina sahip simirli bir bolge ve L > 0 i¢in G = {y € R™; |y| < 2L}



ve T'> 0 dir. (1.4) denklemi igin genel bir Carleman degerlendirmesi elde edilmis ve bu
degerlendirme yardimiyla (1.4)-(1.7) probleminin ¢6ziimiiniin kogullu kararhlig: ispatlan-

migtir.

Bu tezin beginci ve altinci boliimlerinde ele alinan problemler daha 6nce incelenmemis

olup elde edilen sonuglar bu alanda bir ilk niteligindedir.






BOLUM 2
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1 (C™ () Uzay1) Q, R" uzayinda bir bolge, m negatif olmayan bir tamsays,
la| < m olsun. Her m igin, D*p kismi tirevieri Q0 bolgesinde siirekli olan tim ¢ fonk-
siyonlarman olusturdugu vektor uzay C™ (Q) ile gosterilir. Ayrica Cy(2) ve C§° (£2),
siraswyla C () ve C™ () stmafindan olan ve Q2 biolgesinde kompakt supporta sahip tim
fonksiyonlarin olusturdugu uzaylardir (Adams and Fournier 2003, s. 10).

Tamim 2.2 (L (2) Uzay1) Q, R" uzayinda bir bolge ve p bir pozitif reel sayr olsun. )

bélgesinde tanimla

/Q|u(x)|pdx <o

sartine saglayan tim olgilebilir u fonksiyonlarinin uzayr LP () ile gosterilir (Adams and

Fournier 2003, s. 23).

Tanim 2.3 (L (Q) Uzay1) Q bolgesi dizerinde dlgiilebilir bir u fonksioyonu bu bélgede
esas olarak simirlidir (essential bounded) denir, eger € bolgesi tizerinde hemen hemen
her yerde |u(z)| < K olacak sekilde bir K sabiti varsa. Bu K sabitlerinin en biyik alt
sinary §) tzerinde |u| ‘nun esas supremumu olarak adlandirilir ve ess sup,cq |u(z)| seklinde

gosterilir. Bu uzayda norm
[ull o = ess supfu(z)|
e
seklinde verilir (Adams and Fournier 2003, s. 27).

Tanim 2.4 (Genellesmis Fonksiyon) C§° () duzerinde asagidaki yakinsaklk yardima

ile verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzay: denir ve D () ile gosterilir:

i) Oyle bir K C Q kompakt ciimlesi vardur ki her k € N i¢in supp v € K dor.

il) Her a = (a1, qa,...,q,) ve k — oo igin DY, (x) — D%p (z) yakinsamast Q bol-

gesinde diizgiin yakinsak ise k — 0o i¢in ¢, o) » yakinsar denir.



D (Q) topolojik uzaynda tanwmly siirekli, lineer fonksiyonellere, genellesmis fonksiyon

denir. Genellesmis fonksiyonlar sinifs D' (2) ile gosterilir (Viadimirov 1971, s. 66).

Tanim 2.5 (Genellesmis Tiirev) f € D' (Q) olmak dizere, f genellesmis fonksiyonunun
D" f(Q) (genellesmis) tiirevi,

(D" fo9) = (=1)" (£,D"¢) , p € D()
esitligi ile tanvmlanwr (Viadimirov 1971, s. 79).
Tanim 2.6 (H™ (2) Uzay1) H™ (), kendisi ve m. mertebeye kadar tim genellesmis

tirevleri L* () uzayma ait olan tiim fonksiyonlarn olusturdugu ciimledir. Bu ciimleye

ait baz ozellikler asagida verilmistir:

i) H™(Q) lineer uzaydir ve H® (Q) = L? () olarak tanimlanar.

if) H™ () tzerinde tanvmlanan

(e fmiey = 3 [ DD Fads

la|<m

i¢ carpymana gore bir Hilbert uzayidir, bu i¢ ¢carpim ile tanimlanan norm
1/2

/]

H™(Q) — Z /\Daﬂzd?ﬁ
|| <m
bicimindedar.

iii) 002 € C™ (Q) ise C* (ﬁ) uzayr, H™ () uzayinda her yerde yogundur.

iv) 0Q € C™(Q) ise H™ (Q) ayriabilir uzaydir (Mikhailov 1978, s. 121).

Tamm 2.7 (HJ* (?) Uzay1) HJ () uzayr, |.||gm Sobolev normuna gore CJ* (2) uza-
yrman tamlamgidir (Reddy 1998, s. 243).

Tanmim 2.8 (Sobolev Uzaylar1) m pozitif bir tamsay: ve 1 < p < oo olmak iizere ||, ,

fonksiyoneli asaqidaki sekilde tanimlansin:

1/p
lull,,, = Dl | L 1<p< oo, (2.1)
0< o <m
= D~ . 2.2
[l =, max (10l (22

Yukaridaki [|-[|,, sembolii LP () wzayindaki normu géstermektedir. (2.1) veya (2.2) norm-

lar ile verilen asagidaki uzaylar  bolgesi tizerinde Sobolev uzayn olarak adlandurilir:



i) H™?(Q) = {u € C™(Q); ull,,, < oo} kiimesinin [|-||,, , normuna gdre tamlamsidar.
if) WP (Q) ={ue LP(Q); D*uec L (), 0 <|a| <m} dir
iii) Wy () = W™ (Q) uzayinda C° () uzaywman kapanisidar.

Agiktar ki WP (Q) = LP(Q) ve WP (Q) = HP (Q) dur (Adams and Fournier 2003, s.
59).

Tamm 2.9 (LF(0,T; X) Uzay1) X bir Banach uzay olmak iizere, u : [0,T] — X sek-
linde tanamly ve él¢iilebilir tim fonksiyonlarin uzayy LP (0,T; X) ile gosterilir. Bu uzayda

norm

. T 1/p
i) Nl x) = (o e (@)l dt) ™ < 00, 1<p <o,
i) [[ull oo o7, x) = esssup[lu ()] x < oo
0<t<T
seklinde verilir (Evans 1997, s. 285).

Tamim 2.10 (C ([0,7]; X) Uzay1) X bir Banach uzay olmak dzere, u : [0,T] — X
seklinde tanymly tim siirekli fonksiyonlarin uzay C ([0, T]; X) ile gosterilir. Bu uzayda

norm

lulleqory; x) = nax, [u(t)]lx < o0

biciminde tanwvmlanir (Evans 1997, s. 285).

Tanim 2.11 (W' (0,7; X) Uzay1) X bir Banach uzay olmak iizere, kendisi ve bi-
rinci mertebeden genellesmis tirevi LP (0,T; X) wzayina ait olan tim u fonksiyonlarinin

uzayr WP (0, T; X) ile gosterilir. Bu uzayda norm

ale dt)”p, 1<p<oo,

(6 Nty

esssup ([lu(t)| x + [Ju' ()] ) » (
0<t<T

lullwrror; x) =

olarak tanimlanar.

Agiktar ki H* (0,T; X) =W%Y2(0,T; X) dir (Evans 1997, s. 286).



Tanim 2.12 (H™ () Uzay: Igin iz Teoremi) Kabul edelim ki Q, R" uzayman agik
ve stmrly bir bolgesi olsun. € bolgesinin ' sinwre n — 1 boyutlu diizgiin bir manifold

olsun. Ayrica Q bolgesi yerel olarak T' stmurinan bir tarafinda yer alsin. Bu durumda

D (Q) — (D (D)™ uzaylar arasindaks

dul|
U — {% ] :0,...,m—1}
doniistimii
m—1
H™(Q) — [[H™ 72 (T)
§=0

uzaylary arasinda

du
%
Y O

ij,...7m—1}

stirekli lineer bir doniisiime genisletilebilir. Bu dondistim ortendir ve

o7
5%7—>%7,0§j§m—1

olacak sekilde

uzaylary arasinda
g =19} =Ry
stirekli lineer bir ters dontigiim vardir. Burada E bir Hilbert uzay: olmak tizere,

C°([a,0]; E)={[a,b] — E siirekli fonksiyonlar, a ve b sonlu ise}
R (a,b; E) = t > a — FE siirekli sinurly fonksiyonlar, a sonlu ve b = 400 1ise

R — E stirekli sinurl fonksiyonlar, a = —oo, b = 400 ise

geklinde tanimlanwr (Lions and Magenes 1972, s. 39).
Ek olarak s > 0 reel bir say1 olmak iizere, H* (2) Uzay1 i¢in iz teoremi agagida verilmigtir:

Tanim 2.13 (H* (Q) Uzay1 igin iz Teoremi) Kabul edelim ki Q, R" uzayimn agik ve

stmarl bir bolgesi olsun. 2 bélgesinin I' sanare n — 1 boyutlu diizgiin bir manifold olsun.
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Ayrica 2 bolgesi yerel olarak T’ stmarinan bir tarafinda yer alsin. Bu durumda

D (Q) — (D (D)™ uzaylar arasindaki

Hul 0
oi| I =0 n
p o
dontigtimi H* (Q) — [[H* 772 (I") uzaylar, arasinda
j=0
du| 0
il I =0 n

stirekli lineer bir doniisiime genigletilebilir. Burada i, i1 < s —% sartine saglayan en biiyiik

tamsaydir (Lions and Magenes 1972, s. 41).

Tanim 2.14 (L? (Q,w) Agirlikli Lebesgue Uzay1) 1 < p < oo ve w = w(x) bir
agqirlik fonksiyonu, yani 6lgilebilir ve ) bélgesinde hemen hemen her yerde pozitif bir

fonksiyon olmak tizere LP (2, w) uzays
LP (Qw) = {u = u(z); wwr € I (Q)}

seklinde tanimlanir. Bu uzay

full. = ( |u<as>|pw<x>dx)’l’

normuyla birlikte bir Banach uzayidir (Drabek et al. 1997, s. 18).

Tanim 2.15 (W* ? (Q,w) Agirlikli Sobolev Uzay1) k € N, p > 1 vew = {w,; |a| <k},

Wy, agurlk fonksiyonlarman ailesi olsun. D*u(x) genellesmig tirevler olmak tizere
/|Dau(x)|p Wedr < 00, |af <k
Q

sartina saglayan tim u = u(x) fonksiyonlarimn kiimesi W P (Q,w) uzay olarak tanim-

lanar. Bu uzayda norm

llleyw = [ 3 / D*u(@)|? wade

o<k

bi¢iminde verilir (Drabek et al. 1997, s. 13).
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Tamim 2.16 (Diferensiyel Operator) Q2 C R™ agik bir kiime olsun. Katsayilar, C™ (Q)

uzayndan olan m. mertebeden bir diferensiyel operator

P=P(x,D)= Y a.(zx)D"

la|<m
seklinde tanimlanar. P operatoriniin temel kisma (ya da temel sembolii)
p(,8) =) as()¢"

|lal=m

ile verilir. Burada o = (o, e, .., ), |a] = a1 + ag + ... + a, ve & = ML ...

dir (Hormander 1976, s. 29).
Tamim 2.17 (Karakteristik Yiizey) ¢ € C' () i¢in Vo (x0) # 0 olsun. Eger

p (20, Vo (20)) = 0

ise, 0 zaman S = {x € Q; ¢ (x) = ¢ (x9)} ylizeyi m. mertebeden P operatorine gore
xo €  noktasinda karakteristik yiizey olarak adlandwrilar. Eger her noktasinda karakte-

ristik ise, S ylzeyine karakteristik yiizey denir (Hormander 1976, s. 30).
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BOLUM 3

KISMi TOREVLI DIFERENSIYEL DENKLEMLER IiCIN CAUCHY
PROBLEMIi: VARLIK VE TEKLiK TEOREMLERI

Bilindigi tizere analitik katsayili kismi tiirevli denklem sistemleri i¢in Cauchy probleminin
¢oziimiiniin varhgi ve tekligi, baslangic verisinin analitik olmas1 sart1 altinda ilk olarak
1842 yilinda Augustin Cauchy ve daha genel olarak 1875 yilinda Sophie Kowalevsky

tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 3.1 (Cauchy-Kovalevsky Teoremi) uy,us,us,...,uy bilinmeyen fonksiyon-
lar ve t,x1, s, ...,x, bagimsiz degiskenler olmak tizere asagqidaki denklem sistemini goz

ontine alalim:

0" u; 0Fu,;
L= Fit,o, T, Ty Uty e UN, - - I o), (81
ot ( L g M gtko gk L Ok ) (8:1)
ko+ki+...+k, = ]{TSTLJ', k0<nj, ('L,]: 1,2,...,N),
Ok,
g = QOEk)<I1,{E27...,l’n), (k=0,1,2,...,n;, — 1). (5.2)
otk |,_,,
Eger tim F; fonksiyonlar (to, T A /L S ,(,097,{0’,617”’,{”, .. ) noktasimin bir komsu-
lugunda analitik ve tim gpék) fonksiyonlar da (29,23, ..., 28) noktasiman bir komsulugunda
analitik ise, bu durumda (3.1)-(3.2) Cauchy problemi (to, 29,29, ...,2%) noktasinan bir

komsulugunda analitik bir ¢ézime sahiptir ve bu ¢éziim analitik fonksiyonlar sinifinda

tektir (Petrovskii 1967, s. 16).

(3.1)-(3.2) Cauchy problemine ¢rnek olarak, verilen baglangi¢ kosullarindan sonsuz ho-

mojen bir zarin titresiminin belirlenmesi problemi, yani

Pu  Pu  O*u

o 02 i 03 (3:3)
denkleminin
U (to, 71, 2) = O (21, 22) , w (to, 71, 02) = Y (21, 72) (3.4)
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kogullarini saglayan ¢oziimiinii bulma problemi verilebilir. Diger taraftan Cauchy-Kovalev-
sky teoremi genel olarak (3.1)-(3.2) formunda olmayan sistemlere uygulanamaz. Bu du-

rum i¢in Kovalevsky tarafindan agagidaki 6rnek verilmigtir:

ou  0%*u

s _Z" 3.5

ot  0x? (3.5)

denkleminin

w(0,2) = —— ol <1 (3.6)
) - 1 _ w’ M

baglangi¢ kogulunu saglayan bir wu(t,z) analitik ¢oziimii varsa bu ¢oziimiin orijinin bir

komsulugunda
= (2n)! "

3.7
nZ:O n! (1_x)2n+1 ( )

serisi ile temsil edilebilir olmas1 gerekir. Ancak bu seri ¢ # 0 icin her noktada iraksaktir.
20. yiizyilla gelindiginde kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan en temel
yontem olarak kuvvet serilerine agilim yontemi kargimiza ¢ikmaktadir. Bunun nedeni her
realistik ¢oziimiin baglangi¢ noktasinin/yiizeyinin bir komsulugunda yakinsak bir kuvvet
serisine agilabilir olmasi yani analitik olmasi gerektigi diisiincesiydi. Ancak zamanla bu
bakig agisinin matematiksel fizigin problemleri icin yetersiz kaldig1 ve analitik olmayan
¢oziimlerin de aragtirilmasi gerektigi goriilmiistiir. Cauchy-Kovalevsky teoremi bir ana-
litik Cauchy probleminin birden fazla analitik ¢oziimii olamayacagini gosterir, analitik
olmayan diger ¢coziimlerinin varligi hakkinda bir bilgi vermez. Bu durum ise lineer analitik
denklemler i¢in Holmgren Teoremi ile agikliga kavusturulmustur.

Son yillarda ters problemler ve kontrol teorisi gibi uygulamali alanlardaki gelismeler bu
konuda yeni problemlerin ortaya ¢ikmasina neden olmustur. Kismi diferensiyel denklem-
lerin ¢oziimii i¢in tek devam (unique continuation) 6zelligi bunlardan biridir ve agagidaki

sekilde tanimlanir:

Tanim 3.1 (Tek Devam Ozelligi) P(z, D) bir kismi diferensiyel operator ve S, Q bol-
gesinde yonlendirilebilir bir hiperyiizey olsun. Eger her bir zo € S noktasinin bir V(xo)
komsulugu var oyle ki Q bolgesinde P(x,D)u = 0 ve S’nin pozitif tarafinda v = 0
oldugunda V (x¢) komsulugunun tamaminda v = 0 ise, bu durumda u genellesmis fonksi-

yonu i¢in S boyunca P operatiriine gore tek devam ozelligi saglanar denir (Gilbert et al.

2000, s. 71).
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Yukaridaki tanimdan da goriilebilecegi gibi tek devam 6zelligi yerel bir 6zelliktir. Ancak
kompaktlik kriterinin saglanmasi durumunda genel sonuglar elde edilebilir. 1990’larin
baslarinda bu alanda iki klasik sonug bilinmekteydi. Bunlardan birincisi hiperytizeyin
geometrisi acisindan daha optimal goriilebilecek ancak analitik katsayilara ihtiya¢ duyan
Holmgren Teoremi; ikincisi ise sadece siirekli diferensiyellenebilir katsayili diferensiyel o-
peratorleri ele alan ancak hiperyiizeyin kuvvetli pseudo-konveks olmasini gerektiren Hor-

mander Teoremi’dir.

Teorem 3.2 (Holmgren Teoremi) P(x, D) operatiri, katsayilar: analitik olan bir dife-
rensiyel operator olsun. Ayrica S yonlendirilebilir C hiperyiizeyi, xo noktasinda karak-
teristik olmasin. Bu durumda her v € D'(Q) i¢in S boyunca xy noktasinda P operatoriine
gore tek devam ézelligi saglaniyr. Burada D'(QY) genellesmis fonksiyonlar uzayidur (Gilbert

et al. 2000, s. 71).

Yukaridaki teoremde analitik olmasi gerekmeyen keyfi Cauchy verileri i¢in problemin
¢Oziimiiniin tekligi genellesmis fonksiyon uzaylarinda ispatlanmis, diger taraftan u ¢oziimii-
niin varligi kabul edilmistir. Analitik olmayan diferensiyel denklemler i¢in Cauchy prob-
leminin ¢oziimiiniin tekligi hala aragtirilmasi gereken bir konudur.

Iki boyutlu eliptik denklemler icin teklik teoremi, katsayilarn analitik olmamas1 duru-
munda 1939 yilinda Torsten Carleman tarafindan ispatlanmigtir. Bu cgalismada daha
sonra Carleman degerlendirmeleri olarak adlandirilan, bir agirlik fonksiyonu (¢) ve biiyiik

parametre (s) igeren ve her u € C§°(£2) fonksiyonu igin saglanan
slle*ull @) < Clle* Pull 1,

formundaki 6n degerlendirmeler kullanilmigtir. Burada C' sabiti s’den bagimsiz olup
Q € R? agk bir kiimedir (Kenig 1986, s. 948).

Carleman’in elde ettigi sonuclar C. Miiller (1954) tarafindan R™’e genellegtirilmistir. Daha
sonra A. P. Calderon (1958) ve L. Hormander (1960) pseudo-konvekslik kavramimi kulla-

narak giiniimiizde bir¢ok calismaya temel tegkil eden énemli sonuclar elde etmislerdir.

Tanim 3.2 (Pseudo-Konveks Fonksiyon) S C R" agik bir kiime ve f : S — R dife-
rensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger her x1,z5 € S i¢in V f (x1) (x2 — x1) > 0 iken
f(x2) > f(x1) oluyorsa ya da f(x3) < f(x1) tken Vf(x1) (xe —x1) < 0 oluyorsa, bu

durumda f fonksiyonuna pseudo-konvekstir denir (Borwein and Lewis 2010, s. 143).
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P operatorii, R™’de katsayilar reel olan ikinci mertebeden bir diferensiyel operator olsun.
R"” x R™de asagidaki adi diferensiyel denklem sistemini goz 6niine alalim:

dr;  Op @ L dp

ds ¢, (%,8) ds Ox;

(x,€), 1=1,2,...,n. (3.8)

(3.8) sistemi p (x, £)’ye kargilik gelen Hamilton denklemleridir. Bu sistemin ¢oziimii belirli
baglangi¢ kosullarini saglayan R™ x R™’de bir egridir ve bikarakteristik olarak adlandirilir.
Eger bir bikarakteristik iizerinde baz noktalarda p (x,£) = 0 ise, o zaman bu bikarak-
teristik tizerinde tiim noktalarda p (z,£) = 0 dir. p(x,€&) = 0 oldugunda bikarakteristik-
lere, sifir bikarakteristikler denir. (z,{) — x doniigiimii altinda sifir bikarakteristiklerin
izdiigtimleriyle R™de elde edilen egrilere P (x, D) operatoriiniin 1ginlar1 denir.

P (z, D)’nin bikarakteristikleri boyunca tiirev almak

" Op 0 dp 0
Hp(fL‘7 )ZZ 0372 _8377,6_51

Hamilton vektor alani boyunca tiirev almak demektir.
Herhangi iki p (z,€), ¢ (z,&) sembolii igin Poisson parantezi
(9.0} = 3 Pt~ Prsts, = Hya = - (a(w (5) 6 (5))
i=1
seklinde tanimlanir.
Bu nedenle {p,q}, P (z, D) nin bikarakteristikleri boyunca ¢nun tiirevlerini gosterir.

Benzer sekilde

{pAp,a}} (2 (s),€(s) = d% ({p,q} (z(s),€(5))) = j—;q (z(s),£(s))

ve {p,{p,q}}, P (x, D) nin bikarakteristikleri boyunca ¢'nun ikinci tiirevlerini ifade et-
mektedir. Eger ¢, {’den bagimsizsa, o zaman {p,{p,q}}, P (x, D)’nin 1gmlar1 boyunca
¢’nun ikinci tiirevini gosterir.

Kabul edelim ki © C R™ acik siirh bir kiime, 1 (x) ve ¢ (x) fonksiyonlar1, Q bolgesinde
her noktada Vi # 0 ve V¢ # 0 olan diizgiin fonksiyonlar olsun (Rakesh 2011, s. 2).

Buna gore agagidaki tanimlar verilebilir:

Tamim 3.3 (Operatdre Gére Pseudo-Konveks Fonksiyon) Eger her x € Q ve
£#0eR" igin

p(z,€) =0, {p,¢}(z,§) =0 (3.9)
tken
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{p.{p,v}} (,§) >0 (3.10)

oluyorsa, bu durumda 1 fonksiyonuna Q bolgesinde P (x, D) operatoriine gire pseudo-

konvekstir denir. Diger bir deyisle P (x, D)’nin herhangi bir x(s) wne i¢in ¢ (z(s))

d2

fonksiyonunun her kritik noktasinda 5>

(x(s)) > 0 sart saglamyorsa ¢ (x), P (z, D)
operatorine gore pseudo-konvekstir denir. Bundan dolay ¢ (z (s)), kritik noktada yerel

minimuma sahiptir (Rakesh 2011, s. 3).

Tanim 3.4 (Operatére Gore Kuvvetli Pseudo-Konveks Fonksiyon) FEger ) pseu-
do-konveks ve her x € Q, ( = £ +ioVy (x), £ €R™, 0 # 0 igin

p(z,¢) =0, {p(z,¢),¢(2)} =0 (3.11)
iken
@00} >0 (3.12)

oluyorsa, bu durumda v fonksiyonuna Q bélgesinde P (x, D) operatoriine gore kuvvetli

pseudo-konvekstir denir (Rakesh 2011, s. 4).

P (z, D) operatori ikinci mertebeden oldugunda pseudo-konvekslik ve kuwvvetli pseudo-

konvekslik birbirine denktir.

Carleman degerlendirmelerini elde etmek i¢in kuvvetli pseudo-konvekslikten daha gii¢li
bir kosula thtiya¢c vardir. Bu kosul genellikle 6zel sart olarak adlandwrilir, standart bir

1smi yoktur.

Tanim 3.5 (Ozel sart) Eger ¢, P (x, D) operatérine gore pseudo-konveks fonksiyon ve
her ( = & +ioVp(x), £ € R, o # 0 igin p(x,() = 0 oldugunda her x € Q igin (3.12)
saglanwyorsa, ¢ fonksiyonu Q bolgesinde P (x, D) operatorii icin ézel sarty saglar denir.
Yani ozel sart, (3.11)%n ikinci sartine saglamayr gerektirmez. Bu yizden ozel sartlar

kuvvetli pseudo-konveksligi gerektirir (Rakesh 2011, s. 4).

Y fonksiyonu Q bolgesinde P (x, D) operatériine gire kuvvetli pseudo-konveks olsun. O

zaman yeterince biiyiik reel X igin, ¢ = e fonksiyonu Q bélgesinde ozel sartr sajlar

(Rakesh 2011, s. 4).
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Teorem 3.3 (Hormander Teoremi) P operatirii, katsaylar reel ve temel sembolii C*
wzayimdan olan bir diferensiyel operator olsun. Ayrica S yonlendirilebilir C? hiperyiizeyi,
xo noktasinda P operatoriine gore kuvvetli pseudo-konveks olsun. Bu durumda her

u € HmY(Q) fonksiyonu i¢in S boyunca xy noktasinda P’ye gére tek devam ozelligi
saglanwr (Gilbert et al. 2000, s. 72).
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BOLUM 4

TERS PROBLEMLER TEORISININ BiLiM VE TEKNOLOJIDEKI BAZI
UYGULAMALARI

Ters problemler teorisi, 20. yiizyilin ortalarindan baglayarak her gecen giin bilim ve
teknolojide daha 6nemli hale gelmigtir. Bu tiir problemlerin; fizik, jeofizik, tip ve ast-
ronomi gibi matematigin kullanildig1 pek cok sahada 6nemli uygulamalar1 vardir. Zira
bu problemlerin c¢oziimleri, incelenen ortama ait yogunluk, dalga yayilim hizi, elastisite

parametreleri, iletkenlik, elektriksel ve manyetik gecirgenlik gibi 6nemli fiziksel 6zellikler

hakkinda bilgi vermektedir (Kabanikhin 2008, s. 317).

Direkt problem, var olan bir sebepten ortaya cikabilecek sonuclarin bulunmasi prob-
lemi iken; ters problem mevcut sonuglardan sebebin belirlenmesi problemi olarak ifade
edilebilir. Ornegin, grip olan bir hastada ortaya cikabilecek belirtilerin neler oldugunun
saptanmasi bir direkt problemdir, diger taraftan yiiksek ates, burun akitis1 ve halsiz-
lik sikayetleri olan bir kisinin hastaliginin teshisi ise bir ters problemdir. Bu belirtiler
farkl saglik sorunlarindan kaynaklanabileceginden boyle bir problemin ¢oziimiiniin tek
olmadig1 aciktir. Matematiksel fizikte direkt problem; denklem, bolge ve kogullar ve-
rildiginde denklemi ve kosullar1 saglayan ¢oziimiin bulunmasi problemi olarak tanimlanir
(Yildiz 1995, s. 6). Burada amag, belli bir anda bélgenin belli bir noktasindaki fizik-
sel alan1 veya siireci tamimlayan (elektromanyetik, akustik, sismik vb.) bir fonksiyonun
bulunmasidir. Ayrica bu problemlerde ortamin 6zelliklerinin, fiziksel siirecin baslangic
anindaki durumunun ve/veya sinirda saglanan 6zelliklerin bilindigi kabul edilir. Diger
yandan siklikla ortamin 6zelliklerinin bilinmedigi durumlarla da karsilagilmaktadir. Bu
da direkt problemin ¢oziimii hakkinda verilen ek bilgi yardimiyla ilgili denklemin kat-
sayilarinin belirlenmesi ters problemi olarak karsimiza ¢ikmaktadir (Kabanikhin 2008, s.

318).

19



4.1 TERS PROBLEMLER TEORISIiNiN BAZI UYGULAMA ALANLARI

Bilim ve teknolojinin farkli alanlarinda ortaya cikan cesitli ters problemlere 6rnekler

asagida sunulmustur.

4.1.1 Endiistrideki Baz1 Ters Problemler

Bilindigi gibi niikleer gii¢ santralleri diger enerji kaynaklarina gore nispeten daha ucuz,
daha verimli ve karbon-nétr bir enerji tiretimi saglamaktadir. Bununla birlikte bu tesisler-
de biiyiik facialara yol acabilecek kazalarin yaganmasi ihtimali az da olsa her zaman vardir.
Uluslararast Atom Enerjisi Kurumu biiyiik niikleer kazalari, planli ve uzun siireli 6nlem-
lerin uygulanmasini gerektiren, genig alana yayilmig saglk ve cevresel etkileri olan, 6nemli
miktarda radyoaktif madde saliniminin s6z konusu oldugu durumlar olarak tanimlamak-
tadir.

Atmosferde tasimarak daha genis bolgelere yayilan, biiyiik olgekli ve uzun siireli gevre
kirliligine yol acan radyoaktif maddeler ayrica kansere, biligsel gelisim geriligine ve kalp
hastaliklarina neden olmaktadir. Bu yiizden toprak, su ve atmosferdeki radyoaktif kirli-
ligin izlenmesi bir zorunluluk olarak ortaya ¢ikmaktadir. Diger taraftan, cihazlarin yiiksek
maliyeti nedeni ile kirlilik 6l¢timii maalesef sadece sinirh sayida noktada hassas bir sekil-
de yapilabilmektedir. Bu durum atmosferik dagilim i¢in bir sayisal simiilasyonun gelisti-
rilmesi ihtiyacini ortaya ¢ikarmaktadir. Fakat dogru konsantrasyon ve birikim degerlerinin
elde edilebilmesi, kaynak hakkinda bilgi sahibi olunmasina, yani hangi zamanda ne kadar
radyoaktif maddenin salindiginin bilinmesine baghdir. Kirlilik oraninin tespiti ve risk
azaltict onlemlerin alinabilmesi i¢in bu verilerin dogru bir gekilde degerlendirilmesi son
derece nemlidir. Ancak bu bilgiler genellikle halka agik degildir ya da bilinmemektedir.
Ornegin, 2011 yihinda meydana gelen Fukushima niikleer kazasinda kamuoyu ile paylasilan
verilerin dogruluguna iliskin cesitli iddialar ortaya atilmustir. Iste bu noktada ters prob-
lemler teorisi, kaynak fonksiyonunun belirlenmesi icin alternatif bir ¢oziim yolu olarak
ortaya ¢ikmaktadir. Bagka bir deyisle, 6l¢iim noktalarindan toplanan veriler ve olusturu-
lan matematiksel model kullanilarak radyoaktif madde saliniminin zamansal degigiminin
belirlenmesi ters probleminin ¢oziimii, yukaridaki sorunun cevabi olarak kargimiza ¢ik-

maktadir (Martinez-Camara et al. 2013, s. 4330).

Ters problemler teorisi, demir-gelik endiistrisinde de énemli uygulama alanlarina sahiptir.
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Demir-celik iiretim siirecinde entegre tesislerin ana iinitesi olan yiiksek firinlarda, demir
cevherinin igeriginde bulunan demir oksit kok komiirii ile indirgenerek sicak maden ya
da sivi ham demire doniigtiiriiliir. Sivi ham demir i¢inde yiiksek oranda bulunan; kar-
bon, silisyum, fosfor, kiikiirt gibi elementler istenilen 6l¢iide aritilarak ve gerekli alagim
maddeleri ilave edilerek celik tiretimi gergeklestirilir (Tathdil ve Sayin 2011, s. 60).

Yiiksek firinin i¢indeki sicaklik dagilimi, homojen olmamakla birlikte yaklagik 1500° C’dir.
Biiyiik boyutta bir firm yaklagik 100 m yiiksekliginde olup giinliik 1200 ton civarinda iire-
tim yapmaktadir. Yiiksek firinlarin boyutu, yapisi ve igerideki yiiksek sicaklik nedeniyle
1s1 akiginin direkt olarak gozlemlenmesi miimkiin degildir. Dolayisiyla firinin tabanina
yakin dig bolgeye yerlestirilmis 1s1l ¢ift adi verilen aygitlar kullanilarak elde edilen sicak-
lik verilerinden firindaki 1s1 akiginin davraniginin belirlenmesi problemi karsimiza c¢ikar.
Bu ters problemin ¢oziimii, iiretim tesisinde ortaya ¢ikabilecek sorunlarin 6nceden tespiti

i¢in hayati 6nem tagir (Sekil 4.1).

Gaz Kanallar
_ ylkleme noktas

\ Ank gaz

Demir cevheri,
kok ve
Kiregtagin
tagimak igin Demir cevheri, kek
kullanilan ve kiregtagi
konveyor katmanlan

GCelik duvar

Reframr
‘ & astar

Sicak gaz

‘# borusu "o,
Sywn demir

'. Ufles —
{pik demir) =

Cilruf alma —y
L

TCY = scwkoa

Sekil 4.1: Yiiksek firmin yapisi (Demir 2013).
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Firinda, yiiksek sicaklik altinda cok fazli oldukca karmasik bir siire¢ gerceklestiginden
bu durumun matematiksel modelinin olusturulmasi oldukca zordur. Ancak burada amag
yiitksek firinin giivenlik kontroliinii saglamak icin bir indeks elde etmek oldugundan 1sil
ciftlerden elde edilen verilerin degerlendirilebilecegi bir minimal model olusturulmalidir.

Bunun icin en uygun model bir boyutlu 1s1 denklemidir:
up (x,t) = Qg (x,t), 0 <z <, 0<t<T.

Burada o > 0 1s1 iletim katsayisi, 0 < x < [ firinin tabanini olusturan tuglalarin derinlik
degiskeni olup x = [ ve z = 0 sirasiyla tuglanin alt ucuna ve erimis demir ile temas ettigi

noktaya karsilik gelmektedir. Diger yandan problemin ¢oziimii i¢in mevcut olan veriler

w(l,t) = h(t), 0<t<T,

ug (L,t) = g(t), 0<t<T
seklinde alinabilir. Boylece ilgili ters problem g(t), h(t) (0 <t < T) verilerinden
ft)=—u, (0,), 0<t<T

fonksiyonunun belirlenmesi problemi olarak kargimiza ¢ikmaktadir. Burada u (x,0),

0 < x < [ baglangi¢ degerinin de bilinmedigine dikkat edilmelidir (Yamamoto 2013, s.
83).

Ters problemlerde bazen kullanilabilecek verilerin miktar1 olduk¢a azdir. Uzak bir gok
cisminin veya uzak bir galaksinin goriintiisiiniin belirlenmesi veya deprem verilerinden
cok derindeki bir jeofizik yapinin tespiti boyle problemlere érnek olarak verilebilir. Bazi
durumlarda ise, ilgi duyulan nesneye farkl sinyaller gonderilerek, bu sinyallerin se¢imine
bagl olarak farkli lciim sonuclar elde edilir. Ornegin; tibbi goriintiilemede, insan viicu-
duna ultrason veya X 111 sinyalleri gonderilerek viicudun i¢inden gecen veya yansiyan

sinyallere gore elde edilen 6l¢iim sonuglar1 degerlendirilir (Sekil 4.2).

4.1.2 Tiptaki Bazi1 Ters Problemler

Giintimiizde gogiis kanseri insan saghigini tehdit eden biiyiik sorunlardan biridir. Her
ne kadar bu kanser tiiriiniin 6zel sebepleri bilinmese de erken teshis ve tiimoriin karak-
terinin belirlenmesi tedavinin bagarisinda kilit bir rol oynamaktadir. Matematiksel olarak,

kanser hiicresi saglikli gogiis dokusunda ortaya ¢ikan homojenligin bozuldugu bir nokta
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veya bolge olarak goriilebilir. Burada problem, yiizeyden yansiyan akustik dalgalardan
elde edilen veriler yardimiyla homojenligin bozuldugu bélgenin diger bir deyisle kanser

hiicresinin yerini tespit etmektir.

X Igim Kaynag

X Isimi Demeti

Plaka Film

Sekil 4.2: Mamografi cihaz1 (www.medicalradiation.com).

Insan viicudunu bir hacimsel iletken ve kalbimizi de bir biyoelektrik hacimsel kaynak
olarak diisiindiigiimiizde, giinliik klinik tanilarda kardiyologlarin tibbi cihazlarla elde
edilen biyoelektrik sinyalleri kullanarak, kaynagin yapisinin belirlenmesi ters problemini

¢ozmeye caligtiklarini goriiriiz (Sekil 4.3), (Malmivuo and Plonsey 1995, s. 212).

Kaynak ve iletkenden biyoelektrik alanlarin belirlenmesi: Direkt problem

Alan ve iletkenden kaynagin belirlenmesi: Ters problem

Sekil 4.3: Kardiyolojide direkt ve ters problem
(Malmivuo and Plonsey 1995).
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Ters problemlerin karakteristik 6zelliklerinden biri onlarin genellikle kotii konulmus prob-

lemler olmasidir.
4.2 TERS VE KOTU KONULMUS PROBLEMLER

Iyi ve kotii konulmus problem kavramlar: 1902 yilinda Fransiz matematikei J. S. Hadamard

tarafindan verilmistir. U ve F' metrik uzaylar, A : U — F' bir operator olmak iizere
Au=f (4.1)

denklemini gz 6niine alalim. (4.1) denkleminin agagidaki 6zellikleri saglayan ¢oziimiiniin
bulunmasi problemine (U, F') uzay ¢ifti i¢cin Hadamard anlaminda iyi konulmug problem
denir:

i) Her f € F i¢in U uzayinda problemin ¢oziimii vardir.

ii) Problemin ¢oziimii U uzaymda tektir.

iii) Problemin kogullar1 F' uzayinda az degistiginde problemin ¢oziimii de U uzaymda
az degigir (kararlihk kogulu) (Lavrent’ev et al. 1986, s. 26). Bu sartlardan herhangi
birinin saglanmamasi durumunda problem, (U, F') uzay cifti i¢gin Hadamard anlaminda
kotii konulmug problem olarak adlandirilir. Bir (U, F}) uzay cifti igin iyi, bagka bir
(Us, F3) uzay cifti igin kotii konulmus probleme, (Us, F3) uzay ¢ifti igin zayif kotii konul-
mus problem denir. Tiim uzay ciftlerinde kotii konulmus probleme kuvvetli kotii konulmus
problem denir. Hadamard’in kendisinin 6rnek olarak gosterdigi bir kotii konulmus prob-
lem; Laplace denklemi i¢in Cauchy problemidir. En basit sekliyle bu problem agagidaki
bicimde ifade edilebilir:

u = u(z,y), Au=0, y >0, (4.2)

u(x,0) = 0, uy(z,0) =asinnz, x € [0, 7] (4.3)
bagmtilar1 verilsin. (4.2)-(4.3) Cauchy problemi

a . .
u (z,y) = — sinnx sinh ny

n

¢Oziimiine sahiptir.
y = 0 da verilen Cauchy verileri kullanilarak y > 0 i¢in v ¢dziimiiniin bulunmasi prob-
lemini ele alalm. Agiktir ki, uygun normlu uzay ciftleri, her ¢ > 0, ¢ > 0 ve y > 0

icin
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. a . .
|lasinnz|| < e, H—smnmsmhnyH > c
n

olacak sekilde a ve n se¢gmek miimkiindiir. Dolayisiyla kosullar az degistiginde ¢oziim
sonsuz sekilde degismektedir. O halde, problem Hadamard anlaminda kotii konulmusg
problemdir.

Ist denklemi i¢in ters zamanli ¢oziimiin verilere siirekli bagimhihgina iliskin benzer bir
durum agagidaki Cauchy probleminde ortaya cikar:

ou J%u

u = u(x,y), E:_@’t>0’ (4.4)

u(z,0) = f(z). (4.5)

Laplace denklemi ve daha genel olarak eliptik denklem igin Cauchy problemi Hadamard
anlaminda kotii konulmustur. Gergekten de Cauchy problemi zamana bagl fiziksel olay-
larin tasviri i¢in kullanilirken, eliptik denklemler ise zamandan bagimsiz fiziksel olaylar: ve
alanlar1 tasvir etmektedir. Is1 denklemi i¢in ters zamanli Cauchy probleminin Hadamard

anlaminda kotii konulmus olmasi termodinamigin ikinci yasasiyla ilgilidir.
Ornek 4.1
Q={(z,t) |]re DCR", 0<t<T}

bolgesinde verilen,

n

Lu = uy — Z aij (T) Ugye; + Z a; () Uy, + b () ur + ag () u = f(x,1) (4.6)

,j=1

formunda bir hiperbolik tip denklemin
u(z,0) =wuo (z), w (z,0) =uy (x) (4.7)

kosullarini saglayan ¢oziminin bulunmasi problemini géz onine alalim. (4.6)-(4.7)
hiperbolik denklem i¢in bir Cauchy problemi olup D = R" iken (C*(D),C(D)) uzay
ciftinde Hadamard anlaminda iyi konulmustur. Ancak D bolgesi R™ ile cakigmayor ise
coztim birden fazla olabileceginden bu problem wverilen uzay ¢iftinde kéti konulmustur.
Bu durumda (4.6)-(4.7) probleminin ¢éziminiin tekligini garanti etmek i¢in Q0 bolgesinin

Stnirinin
I =8D x (0,T) = {(2,t) |z €D, 0 <t < T}
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kismanda bir ek kosul verilmesi gerekir. Ornek olarak,
ulp = s (2,1) (4.8)

kosulu verilebilir. Bu durumda (4.6)-(4.8) problemine 1. karigik problem denir. Bu
problem (C?*(D),C(D)) uzay ¢iftinde Hadamard anlaminda iyi konulmustur. (4.8) kosulu

yerine,

ou
0 o ug (z,1t) (4.9)

alvarsa (4.6), (4.7), (4.9) problemi 2. karigik problem olarak adlandirilir. Burada n,

D 'nin dis normalidir. Ele alinan problem (C*(D),C(D)) uzay ¢iftinde Hadamard an-
lamanda iyi konulmustur. Eger (4.6)-(4.7) problemine ek olarak

Ou

a(z,t)u(x,t)+ B (x,t) o .

= uy (z,1) (4.10)

kosulu verilirse (4.6), (4.7), (4.10) problemine 3. karisik problem denir. Bu problem de
(C?*(D),C (D)) uzay ¢iftinde Hadamard anlaminda iyi konulmustur. Burada o(z,t) ve
B(x,t) verilen keyfi fonksiyonlar olup o?(z,t) + 5*(x,t) # 0 dir.

Ornek 4.2 (4.6) denklemi yerine

Lu = u — i ij (T) Uga; + iai () ug, + ap () u = f (z,1) (4.11)

1,j=1

formunda bir parabolik denklem, (4.7) sarti yerine de
u(z,0) = ug ()

kosulu alinirsa (4.11) denklemi i¢in Cauchy problemi, 1., 2. wve 3. karigik problemler
(C*(D),C(D)) uzay ¢iftinde Hadamard anlamanda iyi konulmus olur.

Ornek 4.3 Bir D bolgesinde,

Lu = Z Qij () Ugyo; + Z a; () uy, +a(x)u = f(x) (4.12)

3,j=1

denkleminin
ulyp = uo () (4.13)

26



kosulunu saglayan ¢ézimiinin bulunmast problemine Dirichlet problemi (1. sinar deger),
(4.18) sartina da Dirichlet sarty denir. Eliptik denklem i¢in Dirichlet problemi

(C?*(D),C (D)) uzay ¢iftinde 1yi konulmus, hiperbolik ve parabolik denklemler i¢in ise kitii
konulmustur. Eger (4.13) yerine,

% o = uy () (4.14)
sarty almarsa (4.12) denkleminin (4.14) sartine saglayan ¢ézimin bulunmasi problemine
Neumann problemi (2. sinuwr deger), (4.14) sartina da Neumann sarty denir. Burada n,
0D 'nin dis normalidir.

FEliptik tip denklem i¢in Neumann problemi (C*(D),C(D)) uzay ¢iftinde Hadamard an-
lamanda iyi konulmustur, hiperbolik ve parabolik tip denklemler i¢in ise koti konulmustur.

(4.12) denkleminin

a(z)u(z)+ 5 (z) % e (x) (4.15)

sartina saglayan ¢oziminin bulunmasi problemine Roben problemi (3. sinar deger), (4.15)
sartina da Roben sarty denir. Burada o(x) ve B(x) strekli fonksiyonlar olup
o?(x)+5%(x) # 0 dur.

Eliptik tip denklem i¢in Roben problemi (C*(D), C(D)) uzay ¢iftinde Hadamard anlaminda

1yt konulmus, hiperbolik ve parabolik denklemler i¢in ise kétii konulmustur.
Ornek 4.4
Owu = iAu+ P (u,V,u,u,V,u), t e R, z € R",

u(z,0) = ug ()

bagintilaryla verilen lineer olmayan Schrédinger denklemsi igin baslangig deger problems
H?(R"), s € R Sobolev uzayinda Hadamard anlaminda yerel olarak iyi konulmustur.
Burada u = u (x,t) karmasik degerli fonksiyon, P : C*"*2 — C lineer veya sabit terimleri

olmayan polinom ve V,u = (Op,u, ..., 0y u) dur (Kenig et al. 1993, s. 256).
Ornek 4.5

Ou =1 (Z@%u — Z@gju) + P(u,V,u,u,V,u), te R, € R", ke {l,..,n},

i<k i>k

u(z,0) = ug ()

27



bagintilariyla verilen lineer olmayan Schrédinger denklemi i¢in baglangi¢ deger problemi
H?*(R"), s € R Sobolev uzayinda Hadamard anlaminda yerel olarak iyi konulmustur.
Burada u = u (x,t) karmagik degerli fonksiyon, P : C*"*2 — C lineer veya sabit terimleri

olmayan polinom ve V,u = (O, u, ..., 0y, u) dur (Kenig et al. 1998, s. 489).

Hadamard’a gore kotii konulmus problemler, reel fiziksel anlami olan pratik olaylar:
tanimlamaz. Ciinkii pratikte kogullar her zaman belirli bir hata pay ile verilir. Bu hatali
kogullar kullanilarak bulunan ¢oziim, kesin ¢oziimden ¢ok farkl olabilir ve bu da pratikte
yanlig sonuclarin elde edilmesine sebep olur. Bu nedenle baslangicta bircok matematikci
sadece Hadamard anlaminda iyi konulmusg problemlerle ilgilenmistir. Daha sonralar ise
bilim ve teknolojide ortaya cikan birgok problemin kotii konulmus problem oldugunun
goriilmesi matematikgilerin dikkatini ¢ekmistir. Hatta Hadamard’in kendisinin ¢rnek
olarak gosterdigi Laplace denklemi icin Cauchy problemi de elektromanyetik alanlarin
bulunmasi probleminde kargimiza ¢ikmaktadir.

1943 yilinda Rus Matematik¢i A. N. Tikhonov, kotii konulmus problemlerin pratikteki
onemine igsaret ederek bu problemlerin kararli ¢oziimlerinin bulunabilecegi ihtimali tize-
rinde durmustur. Tikhonov’un yaklagimi, ¢éziim uzayinin simnirlandirilmasi fikrine dayan-
maktadir. Buna gore asagidaki {i¢ kosul saglaniyorsa problem, Tikhonov anlaminda iyi
konulmus problem olarak adlandirilir:

i) U bir metrik uzay olmak iizere, problemin ¢oziimii var ve belirli bir M C U ciimlesine
aittir.

ii) Problemin ¢oziimii M’de tektir.

iii) Problemin ¢oziimii M’de kosullara siirekli bagimhidir, yani ¢ziimii M ciimlesinin
digina ¢ikarmayan kosullar F' metrik uzayinda sonsuz kiiciik bir degisiklige ugradiklarinda
problemin ¢oziimii de U metrik uzayinda sonsuz kiiciik degisir (Lavrent’ev et al. 1986, s.
27).

M citimlesine problemin dogruluk ciimlesi denir.

Giinliik yagantimizda siirekli olarak ters ve kotii konulmug problemlerle kargilagiriz. Zi-
hinsel ve fiziksel olarak saglikli oldugumuz durumlarda bu tiir problemler daha hizhi ve
etkili bir sekilde coziilebilir. Ornegin, gorsel algmmizi ele alalim. Gozlerimizin belli bir
anda cevremizdeki sonlu sayida noktadan gorsel bilgi alabildigi bilinmektedir. Peki ne-
den etrafimizdaki her seyi tam olarak gorebildigimiz hissine kapiliyoruz? Hig siiphesiz

bunun nedeni, kisisel bir bilgisayar gibi ¢alisarak belirli noktalardan alinan verileri inter-
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polasyon ve kestirim yaparak goriintiiyli tamamlayan beynimizdir. Bir ortamin gercek
goriintiisiiniin belli sayidaki noktadan yeteri kadar diizgiin bir gsekilde olusturulabilmesi
icin bu ortamin daha onceden goriillmiis olmasi gerekir. Dolayisiyla bir nesnenin ve
gevresinin goriintiisiiniin olusturulmasi problemi kotii konulmus bir problemdir. Ciinkii
¢oziim tek degildir veya verilerdeki kiigiik degisiklikler, c¢oziimde biiyiik degisikliklere
sebep olabilir. Buna ragmen beynimiz oldukc¢a hizli bir gekilde bu problemi ¢6zebilmek-
tedir. Bunun nedeni, beynin tnceki genis tecriibelerini (6n bilgi-a priori information)

kullanabilme yetenegidir (Kabanikhin 2008, s. 318).

Son olarak, uzayda farkl agilardan aydinlatilabilen bir cismi ele alalim. Bu cismin gekli
biliniyorken golgesinin seklinin bulunmasi problemi bir direkt problem olup iyi konulmus-
tur. Diger taraftan cismin cesitli diizlemler iizerindeki izdiigiimlerinden (golgesinden),
cismin geklinin belirlenmesi bir ters problemdir ve bu problem sadece konveks cisimler
i¢in iyi konulmusgtur. Ciinkii konveks olmayan bir bolge bu yolla belirlenemez. Boyle
bir problem, ilk defa ayin iizerine diisen golgesinden diinyanin seklinin kiiresel oldugu
sonucuna varan Aristo tarafindan formiilize edilmis ve ¢oziilmiistiir. Agiktir ki sadece ay
yiizeyi tizerindeki golgesinin geklinden yararlanarak diinyanin geklinin belirlenmesi ters

probleminin ¢oziimii tek degildir (Kabanikhin 2008, s. 328).
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BOLUM 5

ULTRAHIPERBOLIK SCHRODINGER DENKLEMI IiCIN BIiR CAUCHY
PROBLEMI

Bu boliimde, kismi tiirevli denklemler igin baz1 Cauchy problemlerinin ¢éziimlerinin tek-
liginin ve kararliliginin aragtirilmasinda kullanilan ve Carleman degerlendirmeleri iizerine
kurulu genel bir yontem verilmistir. Bu amagla ilk olarak, bu yonteme temel tegkil eden

ve Isakov (2006) tarafindan verilmig olan baz1 tanim ve teoremler ele alinmigtir.

Kabul edelim ki m multi-indeksinin m; pozitif tamsay1 bilesenleri m; = --- = my, >
Mg1 > - -+ kosulunu saglasin. V, operatorii V, = (01,...,0,,0,...,0) olarak tanimlan-
sin. Ayrica

A(x;0) = Zaaﬁo‘, (lao:m| < 1)

diferensiyel operatoriinii goz oniine alahm. Burada |a : m| = ay/my + - -+ + o, /my, dir.

A, | m| =1 olmak iizere, A operatoriiniin m. temel kismi olarak tanimlanir ve

A (2:¢) =) agd®I¢®

ile gosterilir. €2, R™’de sinirh bir bolge olmak iizere a, € L™ () ve m. temel kismin
katsayilar1 C! (ﬁ) fonksiyonlar siifindan olsun. ¢ € C? (ﬁ) olup Q2 bolgesinde V¢ # 0
dir. Ustel agirhik fonksiyonunu exp (s¢ (7)) seklinde tamimlayalim. Burada C sabiti sadece
A, Q, T', ¢ biiytikliiklerine baghdir.

Teorem 5.1 Kabul edelim ki her & € R™\ {0} i¢in A, (x;€) # 0 veya Ay, in katsayilar

reel degerli olsun. Eger

A, (25¢) =0, (=E&+isVyp, s#0 (5.1)

oldugunda §2 bélgesinde bir pozitif § sayist i¢in

3 (ajakgp (0A,,/0C,) (m) 45 'Im (8kAm, (W))) > 6 (5.2)

J, k<q
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egitsizligi saglanwyorsa, bu durumda u € C§° () fonksiyonu i¢in C < s iken

s/ |0%u|* wldz < C’/ |Au)® wldz, |o:m| <1 (5.3)
Q Q

olacak sekilde bir C' sabiti vardur (Isakov 20006, s. 51, Teorem 3.2.1).

Yukaridaki teoremde ¢ fonksiyonu iizerine konulan gartlar, kuvvetli pseudo-konveks sarti

olarak adlandirilir.

Teorem 5.2 Kabul edelim ki A, temel kisminan katsayilary reel olan ikinci mertebeden

bir kismi diferensiyel operatér olsun ve ¢ € C? (ﬁ) olmak tizere

Ap (£:€) =0, Y (0An/0€;) 0 =0, £#0

oldugunda Q bolgesinde

> (0;000) (0AR/0E;) (DA 0,)
+ > ((0k0A/08,) DA 08, — 01 AWD* Ay, |O€,0€,) Dyb > 0

esitsizligi saglansin. Ayrica
Az, Vi (2)) #0, 2 €Q
olsun. Bu durumda agirhk fonksiyonu

p=e"

olmak iizere Cy (\), Cy sabitleri vardur éyle ki Co < X\, Cy < s, |a| < 1 iken heru € H? ()

fonksiyonu i¢in

532l / |8au|2 M < O / |Au|2 EMdr + / S |Vu|2 + s |u|2 M dx
Q Q

o

esitsizligi saglanar (Isakov 2006, s. 52, Teorem 3.2.1 ).

Teorem 5.2’de 9 fonksiyonu iizerine konulan gartlar pseudo-konvekslik sarti olarak ad-
landirilir.

Yukarida verilen Carleman degerlendirmelerinin bir uygulamasi olarak

Au = f, 2 €, (5.4)

du = gj, j<mi—1, €T, ®uecL*(Q), |a:m|<1 (5.5)

(%
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bagintilariyla verilen Cauchy problemi i¢in teklik ve kararlilik sonuglar: verilebilir. Burada
I', 092 sinirin bir parcasi olup, bu simir C™ fonksiyonlar sinmifindandir. Ayrica

Q. = QN {p > e} geklinde tanimlansin.

Teorem 5.3 (Teklik ve Kararlihik) Kabul edelim ki p, Teorem 5.1%in kogullarin sagla-
yan ve OQ\I' ssmarinda ¢ < 0 olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda (5.4)-(5.5) Cauchy

probleminin bir u ¢ézimii i¢in
H@O‘uHLg(Q) Q) <C (F + MI*”F’"”) , Jaim] <1 (5.6)

olacak sekilde 2, ', ¢ wve € biyikliklerine baglh C ve k € (0,1) sabitleri vardur. Burada
F = 1l gaey + S 1951l ssrmey » G < ma = 1) ve Jasm] < 1 igin M = [|07]| o
dur (Isakov 2006, s. 54, Teorem 3.2.2).

Bu teorem 0Q\I' sunur parcasinda ¢ < 0 kogulunu saglayan kuvvetli pseudo-konveks bir o

fonksiyonu bulunabildigi takdirde, €2y bélgesinde u ¢ozimiiniin tekligini garanti eder.

Ispat. Genisleme teoremi kullamilarak (5.5) Cauchy verisini saglayan bir u* fonksiyonu
bulunabilir syle ki (5.6) esitsizliginin sol tarafi C'F' ile simirh kalir. Bu durumda u — u*

farki I iizerinde sifir degerini alir. Simdi 0 < x < 1 olmak {izere

17 Qe/27
0, Q\Q.p

seklinde bir y € C'* kesme fonksiyonu tanimlayalim. Buna gére w = yv € Héml) ()
olsun.

Carpimin tiirevi igin Leibniz formiilii kullanmilarak A (xv) = xAv + A,,—1v elde edilir.
Burada A,,_; operatorii |a : m| < 1 igin sadece 0% tiirevlerini igerir. Ayrica v € C§° (£2)
fonksiyonu i¢in ifade edilen (5.3) esitsizligi yaklagim yoluyla v € Héml) (Qp) fonksiyonuna

genigletilebileceginden w fonksiyonu icin bu degerlendirme uygulanirsa

s e o ullag, ) < C (1€ flla + Do 10 ol}aq )

elde edilir. 2./, bolgesinde w = v oldugundan esitsizligin sol tarafinda €2 bolgesi yerine
€. /2 bolgesi alinirsa w yerine v yazilabilir. Diger taraftan bu esitsizligin sag tarafindaki

ikinci terim € = Q\Q. /2 U €. /2 esitligi kullamlarak

s a2 s 2 soaa. 12
> et 0 vliaa, ) < O (I aey + D 1900 a0 i, )
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yazilabilir. Burada s > 2C' olarak segilirse ). C ()., oldugu goz 6niinde bulundurularak

s o 2 s 2 s [ 2
S 0y < O (19 ey + 3 170 o, )

esitsizligi elde edilir.

Q). bolgesinde ¢ < ¢ oldugundan exp (se) < exp (sp), Q bolgesinde & = sup ¢ olmak
tizere exp (sp) < exp (s®) ve Q\()./, bolgesinde exp (sp) < exp (s¢/2) olur. Boylece ilgili
integral bolgesinde egitsizligin sol tarafinda exp (s¢) fonksiyonunun minimumu ile sag

tarafinda maksimumu yer degistirilir ve her iki taraf exp (2s¢) ile boliiniirse
[0%ul| 2o,y < Cexp (s (@ —¢€)) F' + Cexp (—se/2) M

elde edilir. Burada

s = max { (P — £/2) 'n (M/F), C(e)}

olarak segelim. Ayrica C'(g) > 0 igin s > 2C sart1 saglanir. Bu se¢im nedeniyle sag
taraftaki ikinci terim birinci terimden biiyiik olamaz. Yukaridaki egitsizlikte s’yi yerine

yazarsak k = ¢/ (20 — ¢) icin (5.6) elde edilir. =

5.1 SCHRODINGER DENKLEMI ICIN BIR CAUCHY PROBLEMININ
COZUMUNUN TEKLIGININ VE KARARLILIGININ
ARASTIRILMASI

Teorem 5.3’tin bir uygulamasi olarak Q = D x (=T, T) bolgesinde

Au = iag(z)0u (x,t)—Au (:p,t)—l—z bj (x,t) Ou(x, t)+c(x, t)u(z,t) = f(z, 1), (z,t) € Q

J=1

Schrodinger denklemini
u=4g, Oyu = hv (fL‘,t) el =7 X <_TaT)

Cauchy kogullar: ile birlikte ele alalim. Bu problemin ¢oziimiiniin tekligi ve kararliligi
arastirilmistir. Burada, ag > 0 olmak {izere, ag € C*! (E) vel <j <nignb;, c € L®(Q)
olarak kabul edilmigtir.
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Teorem 5.4 D, R"’de bir bélge ve v € C?, D nin sinarvman bir parcasi olmak tizere

DC{—h<a:n<(),

z,, <r}; v=0DN{z, <0} (5.7)

kosullar saglansin. Ayrica
—2ap < x - Vag, Opap <0, (z,t) € (5.8)

olsun. Bu durumda Q. C QUT olan her Q. igin (5.4)-(5.5) Cauchy probleminin u ¢oziimii

tektir ve
105ull o) < C(F+MTF"), j=1,...,n

degerlendirmesi saglanir. Burada C, k € (0,1); Q. ve M biyiikliklerine bagl sabitler olup

M= 6k“||L2(Q) (€2) + ||U||L2(Q) (Q), F= ||f||L2(Q) +2 ||g||H(1/2)(F) +2 HhHH(3/2)(F) ve
x, = (r1, T, ..., Ty_1,0,0) seklinde tanwmhdur (Isakov 2006, s. 79, Teorem 3.4.13).

Ispat. Teoremin kabullerinden pozitif s says1 icin Q. C {|t| < T — s} yazlabilir. Ayrica
C* fonksiyonlar simifindan olan bir w (¢) fonksiyonu segelim dyle ki w (¢) =0, [t| < T —s,

0<w<hvew(T)=w(—=T)=h olsun. Diger yandan,
T =Yy s Tyl = Yn-1, Tn =Yp —w(t), t=m

degisken degisimi yapilirsa A operatériiniin temel kismi ve (5.8)’de verilen ikinci kogul
olan d,a9 < 0 degismezken birinci kogulun —2ay < y - Vag — wd,aq ile yer degistirdigi
goriiliir. Bu durumda 9Q N{y, <0} C ' ve Q. C {|y/| <r, —h <y, <0} yazlabilir.
Daha sonra (5.8) kosulunda ortaya ¢ikan degigim goz oniinde bulundurularak tekrar x
gosterimine gegilebilir.

Simdi,
Y (o,t) =at 4+ a2+ (2, — B,)° — B2 — 1% B+ 2hB, > 1P

olmak fiizere ¢ = exp(0/2¢) agirhk fonksiyonunu tammlayalim. Bu tamma gore ¢
fonksiyonunun (5.2) kuvvetli pseudo-konveks fonksiyon olma sartii m = (2,...,2,1)
ve ¢ = n olmak {iizere saglayip saglamadigini kontrol edelim.

¢ =&+ isVup ve Vyp = 0/2pV1Y olmak iizere A, (() = 0 esitliginin reel ve sanal

kisimlar sirasiyla
—aol, i+ Y& = ST VY, 0=¢- VY (5.9)
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bagintilarina esittir. (5.2) esitsizliginin sol tarafi

J = dop (|<1|2 4+t |Cn|2) +7 ' Im (31 4+ ana0§n+12<n) )

Jo = 0% |0C, 4+ 0,0C, )

terimlerinin toplamindan olugur. Burada ¢ = £ +isV,¢ ve (5.9) bagmtilar1 kullamlarak

Ji = oo (4)Ef + s20%¢* [V — 2€, 12 - Vag + 26,11 8,0na0)
= 0 (205 (200 + 7 - Vag — B8, 0na0) |€[°
+ay" (2a9 + z - Vag + B,0,a0) 2 8% ¢ |V1/J|2) :

Jy = o*p?s? |Vl

elde edilir.
Homojenlik 6zelligi ve |(| = 1 kabulii kullanilarak s = 0 alindiginda (5.8) kosulu ve (5.9)

bagintilarinin ilki geregi 3, yeterince biiyiik iken J; > 0 oldugu goriiliir. Buradan J > 0
sonucuna ulagilir. 3,, sabitlenir. Bu esitsizlik |s| < €y oldugunda siireklilik geregi korunur.
|s| > e¢ oldugunda o biiyiik segilerek pozitiflik kogulu tekrar elde edilebilir. Boylece ¢
fonksiyonu kuvvetli pseudo-konveks fonksiyondur ve Teorem 5.3 uygulanabilir. Bunun
icin 2} alt bolgesini 0 = QN {y > §} olarak tamimlayalim. [, biiyiik segilerek bir kiiciik
J i¢in Q. C 2 yazlabilir. ¢ fonksiyonunun tanimi ve (3, i¢in verilen kogul 0Q\I" simirinda

1 < 0 olmasini garanti eder. Boylece Teorem 5.3 geregi ispat tamamlanir. m

5.2 ULTRAHIPERBOLIK SCHRODINGER DENKLEMI iCiN BiR
CAUCHY PROBLEMININ COZUMUNUN KARARLILIGININ
ARASTIRILMASI

Bu boliimde, baz1 katsayilar: degisken olan ultrahiperbolik Schrodinger denklemi icin yerel
bir Carleman degerlendirmesi Isakov (2006) da verilen yontem kullanilarak elde edilmig ve
bu degerlendirme kullanilarak Cauchy probleminin ¢oziimiiniin kararhiligi ispatlanmigtir.
Kabul edelim ki, n, m € N, T' > 0 olmak iizere D C R" bolgesi 0D diizgiin siirina sahip

siirli bir bolge olsun. Ayrica L > 0 i¢in G = {y € R™; |y| < L} seklinde verilsin.
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Bu boliimde, 2 = D x G x (=T, T) bolgesinde

Au = dag(z,y)o0wu (z,y,t) + Ayu (z,y,t) — Au(z,y, 1)
+> ai (2,9, 1) Opu (x,y,t) + > by (2,,1) Oy u (2, y, 1)
i—1 =1

tel(z,y, Hu(@,y,t) = flz,y,t), (,y,t) €Q (5.10)
degigken katsayili ultrahiperbolik Schrodinger denklemi
u=g, Ou=h, (x,y,t) e x G x (=T,T) (5.11)

Cauchy kosullar ile birlikte ele alnmigtir. (5.10) denkleminde ag € C* (m) , ag >0
ve a;, bj, c € L®(Q), 1 <i<n,1<j<m oldugu kabul edilmektedir.
Ayrica
HOYO(Q) = L*(-T,T7; H' (D) x L*(G)) N L* (-T,T; L* (D) x H'(G)),
H®2D(Q) = H'(-T,T; L*(D) x L*(G)) N L* (-T,T; H*(D) x L*(G))
NL* (-T,T; L* (D) x H*(@G)),
HSQ’ZI) Q) = {ue H®2Y (Q): suppu C Q}
uzaylarini tanimlayalim.
Problem 5.1 2 bolgesinin bir alt bolgesinde (5.10) denklemini ve (5.11) Cauchy kogullarim

saglayan u fonksiyonunun belirlenmesi problemini ele alalim.

Bu amagcla § > 0, 29 ¢ D ve 0 < 8 < 1 olmak iizere
Q) = {(z,y,1) € |z —wol* — [yI> = BIt|* > 6°} (5.12)

bolgesini tanimlayalim (Sekil 5.1).

O Q)

Sekil 5.1: Agirlik fonksiyonu ile olugturulan alt bolge.
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Bir Yerel Carleman Degerlendirmesi
Bu boliimde, kararlilik degerlendirmelerinin ispatinda kullanilacak olan (5.10) denklemi
i¢in bir Carleman degerlendirmesi verilmistir.

Bu amagla v > 0 olmak {izere

o (z,y,t) = V@D (5.13)
seklinde bir agirlik fonksiyonu tanimlayalim. Burada

W (2,9,t) = & — x> — |y> = Bt

olarak alimmustir.

Onerme 5.1 Kabul edelim ki
inf {4+ V,logao- V¢ — V,logag - V5 (z,y,t) € Q(0)} >0 (5.14)
olsun. Bu durumda her s > sg ve u € Hé2’2’1) (2(9)) fonksiyonu icin
/ (s|Vyul® + s |Voul® + s* |[ul*)e?*?dedydt
Q(8)
< C’/ | Aul|? 2 dxdydt (5.15)
Q(s)

olacak gekilde C' > 0 ve s¢g > 0 sabitleri vardir.

Ispat. C3° (Q (6)) fonksiyonlar uzay, Hé2’2’1) (2 (0)) fonksiyonlar uzayinda yogun oldugun-
dan her u € Hém’l) (©(0)) fonksiyonuna bir u, € C§°(2(5)) dizisi ile yaklagilabilir.

Gergekten, Reddy (1998, s. 243 Teorem 8)’den H{" (©2(9)) uzayi, C§° (2 (0))'mn ||| zm

normuna gore tamlanmigidir. Diger taraftan, tamlang tanmmimdan C§° (2 (0)), HJ" (2 (6))

da yogundur. Ayrica H(()2’2’1) (Q(0)) € Hi* (©2(6)) oldugundan C§° (2 (6)), Hém’l) (©(0))

da yogundur. Bu nedenle (5.15) esitsizligini v € C§° (22 (0)) igin ispatlamak yeterli ola-

caktir. O halde, Isakov (2006) tarafindan elde edilen genel sonug (Teorem 5.1) burada

kullanilarak Onerme 5.1 ispatlanabilir.

A operatoriiniin m. temel kismi

n n+m
Am ($a y7 ta C) = Z Ci - Z Cz - aOCn+m+1 (516>
k=1 k=n+1

seklinde tanimlansin. Burada

C = g—i_ isvx,y,tgoa f: (§x7€y>€n+m+1) € Rn+m+1’

5:): = (§17"' 7571)7 gy = (£n+1>.” ’§n+m)
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dir. Teorem 5.1°den,

A (2,,1,¢) =0, ¢#0, (z,y,t) € 2(5)

iken
n+m-+1
(@90 = > 0i0kp (04,/0¢,) (94,700, )
k,j=1
1 ’ n+m-+1
+ - Im ( ; (O Ar) (aAm/agk)> >0 (5.17)

oldugunu gostermeliyiz. (5.16) esitliginden
2 . .
Am (.T, Y, tu C) = ‘€$|2 - |£y| - aU£n+m+1 + 22553: ’ VIQO - 225’53} ’ VyQO
—iagsdup — 5° |Vap|” + 57 [Vl

yazilabilir. Burada

=38 16, F =" IVapl’ =Y o, Vel = 2o
k=1 k=1 k=1 k=1

dir. Ayrica

Vep = vV, Vyp =0V ah, Oip = yp0s),

Vapl? = P Vi, [Vyel® =726 V0
oldugundan
Am (Z’, y,t, C) = ‘5:2’2 - |€y|2 - aJU’Sn—i—m—Q—l + 228’7@5% ’ V:ﬂﬂ - 2287§0€y ’ Vy¢

—iagsypdyp — 2% p? |Vx¢|2 + 5720 |Vy¢|2
bulunur. Diger yandan, ( = {+isypV, 0 icin A, (x,y,t, () = 0 esitliginin reel ve sanal

kisimlar1 sirasiyla

2 2 2,2 2 2 2
Eal” = 1€, = a0nimer = $7°¢° (IVat]” — [Vyf) (5.18)
2 (5:1: ’ vxw - gy ’ Vgﬂﬂ) = ao(?tw (519>

bagintilarina denktir. (5.17) esitliginin sag tarafinin birinci ve ikinci terimini sirasiyla J;

ve Jy ile gosterelim.

Ayrica
9 .
%7 1§j§n7
R el .
8]_ (9_yj’ 1§j§m7
ol

39



gosterimlerini kullanalim. Bu durumda

Oxp = Yo, 0;0p0 = V00 +v00;0kp, 1 <k, j<n+m+1

oldugundan
n+m+1 n+m-+1
A, OA,, dA,, DA,,
Jio= ) Yoo 5. C, Z Y0, Ot — o, ac
k,j=1 k
= Ji1 + Jio
elde edilir ve burada
n+m-+1 A 2
J11—’Y 2 Z ag¢ aC
" 0A P X A, |2 2
Jip = 2%0‘ - 2y ‘—m 27 ‘—
jzl 0 j;ﬂ aCj OCprsm+1

dir. (5.19) ve (5.20) bagintilarindan

n+m+1

Ju =~ Z aﬂb (%

2

=7 Z O ¥ (2€1) — Z Oy (2Cn+k) — Oag
k=1 k=1

=70 0u, 0 (26, + 2is7p0n, 1) — Y 0yt (26,14 + 205700y, 1))

k=1 k=1
— 20|26, - Voip — 26, - Vi + 2isyp (Va2 — [Vyio?) — Ortbao|”
— 4574 |V — [Vyo?)

elde edilir.

2 n+m

Benzer hesaplamalar yapilarak
- 0A 0A,,

Jig = 2 — 2
12 le 790' aC j;l 790‘ (9(

= 2yp (Z 20 =3 |=2¢, 0] - 8 I—ao\2>
k=1 k=1

2 2

— 2vpf3 ‘—
aCn—&-m—i—l

- at¢ao

= 27y (4 <Z £ — Z§i+k> + 452922 <Z — Z@;k@/)) — Baﬁ)
k=1 k=1 k=1

= 890 (1612~ |6, ) + 856" IV = IV ") — 230603
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bulunur. Diger taraftan

J2:

. nfl (04 (94, /ack)>

s 'Im Z (92,00) o1 2Ck Z (09 @0) Cpimes1 (_2m)>
k=1

s 'Im Z (0r,00) (Enpmir T is7900) (&), — i5700x, 1)
k=1
+ Z 2 (aykaO) (€n+m+l + 257¢8t¢) (€n+k - zsywﬁykgb))
k=1

871 Im <_ Z 2 (85% GU) (€n+m+1£k - i87@§n+m+183§k¢ + zsvgofk(?tz/}
=1

+527% 02010y, )

+ Z 2 (ayk CL()) (gn—l—m—i-lfn-l—k - i87¢£n+m+layk¢ + 15790§n+k8t1/)

+5*720* 000, 0))

= ¥ <Z 2 (amkGO) (€n+m+1ark¢ il gkat¢)

+ Z 2 aykao n+m+1aykw + €”+katw)>

'790§n+m+1 (ZanO V. — 2VyaO : vy¢)
+790/6t (4-V:£a0 ’ gaj - 4vya0 : é-y)

olarak hesaplanir. Boylece

J12 + J2

olur.

8y (\&!2 - |£y|2> + 857" (Vo[ = |V 0 *) — 29 fBag
Y0 imy1 (2Vaag - Votp — 2Vyaq - Vi)
+y9Bt (4Vaa0 - €, — 4V yao - €,)

voay (yg 2= g, ) (8ao + 2V,aq - Vot — 2V, a0 - V1))
+s2y3p%ag ! (8ag — 2V,ag - Vo1b + 2V ag - V1)

+y0Bt (4V,a0 - €, — 4Vya0 - €,) — 2y0Ba

I = 45*y'0* (Ve = [V, 0P)
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Jio+Jo = vypag! (ygx|2 . ]5y12) (8ag + 2Vuao - Vath — 2V a0 - V1))
+5*v3pPagt (8ag — 2V a0 - Vatb + 2V a0 - V1)
+ypBt (4V,a0 - &, — AVyao - €,) — 2vpPag

esitliklerinde s = 0 olarak alindiginda

oty = 29 (167~ [6,[) (8a0 + 2V, logao - V. — 2V, logan - V)
+ypBt (4V,a0 - &, — AVyao - €,) — 2v¢pBag

bulunur. (5.14) esitsizliginin sol tarafi ¢, ile gosterilir ve

T+ Iy 2 70 (16 = |6, [*) &1 = € (8 + 8T)) (5.22)

yazilabilir. Burada C' > 0, ag ve Q biiyiikliiklerine bagh sabitlerdir. (5.22) esitsizliginde
- ‘fy‘Q > 0 ve § > 0 yeterince kiigiik olacak sekilde secilirse

(16" = I, er - (B4 8T)) > 0

oldugu goriiliir. Bu nedenle J12 + Jo > 0 olur ve buradan J(x,y,t,{) > 0 bulunur.

Boylece teoremin ispati tamamlanir. =

5.2.1 Kararhlik Degerlendirmeleri

Teorem 5.5 Kabul edelim kiu € H**Y (Q) fonksiyonu (5.10)-(5.11) bagimtilarima saglasmn.

Ayrica

max | — 0| < VL2 + 6%, (5.23)
xzeD

meag |z — 0| < \/BT? +6° (5.24)

egitsizlikleri ve I' C OD alt sinary i¢in
I' DD N{|x — x| > 5} (5.25)
kosulu saglansin. Bu durumda her 1 > 0 i¢in

”uHH(lJvO)(Q(&l)) < Ce” ( ey ||u||H(1 1,0) )> (5.26)

olacak sekilde C' > 0 ve r € (0,1) sabitleri vardir. Burada

€ = ||f||L2(Q) + ||g||L2(7T,T; H%(F)XLQ(G)) + ||g||H2(7T,T; H5(1")><L2(G))
9l (—rr; sy cmzey) W oy b ryezcan

+ HhHH2(—T,T; HS(T)x L2(G)) + HhHLQ(—T,T; HO(T)x H2(G))
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seklinde taniml olup T keyfi pozitif bir sayidar.

Ispat. Oncelikle problemin ele alindig alt bolge ve bu alt bolgenin simirlarini belirlemek

gerekir. Bu amagcla

7 = max |r — x| (5.27)
z€D

olmak iizere v € D, |y| < L ve ¢ (z,y,t) > 6° icin (5.24) esitsizliginden
0% < (w,y,1) <72 = BIH* < BT + 6% = Btf

yazilabilir. Buradan |t| < T elde edilir.
5
Diger taraftan 0€ (9) smur1 02 (0) = (J I'; olmak tizere

j=1

I = (0D xGx (-T,T))N{(z,y,t) € (z,y,t) > 6%},

(z,y,1) > 0%},

Q ¢ (z,y,t) =6},

DxGx{t=T}Hn{(z,y,t) € Y ¥ (z,y,t) >},
& Y

(x,y,t) > 52}

& Y
Iy = (Dx0Gx (-T,T))N{(z,y,t) € Y ¢

(
(

Iy = (DxGx(-T,7))N{(z,y,t) €
Iy = (
(

I5 = (DxGx{t=-THn{(zy.t)e

seklindedir. Burada T's = () oldugu kolayca gosterilebilir. Gergekten de, (5.23) egit-

sizliginden
0 <P (x,y,t) ST — |y <7 - L2 < &

elde edilir, bu ise imkansizdir.

Simdi T’y = () ve T's = () oldugunu gosterelim. Bu durumda (5.24) esitsizliginden
0 < (a,y,t) <P =Bl <7 BT < 8

bulunur. Bu ise bir celigkidir.

Aynica Ty C (0D x G x (=T,1)) N {(z,y,t) € QY |z — 2| > 0} oldugundan
IMcI'xGx (=T,7)

seklindedir ve boylece

() C(TxGx (=T, 7)) U (Qn{(z,y,t) € ¢ (z,y,t) =5}) (5.28)
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olur.

Burada Sobolev uzaylar igin genigleme teoremini tekrar hatirlayalim (Lions and Magenes
1972, s. 41):

), R™ uzayimin acik ve sinirh bir bolgesi olsun. €2 bolgesinin I' sinir1 n — 1 boyutlu diizgiin

bir manifold olsun.

You = ulp, Vyu= Oyulp

olmak tizere o > % icin

Yo H7(Q) — H"2 (T), 7, : H™H(Q) «— H73 ()
olup ozel olarak

Yo i H? (@) — HE (L), 7y HA () — HE (T)

doniistimleri tanimhidar.

O halde, 7 keyfi pozitif bir say1 olmak iizere genigleme teoreminden
YF =9 1F=h, (z,y,t) el xGx (-T1,7T) (5.29)

olacak sekilde bir F' € H?2Y (Q) fonksiyonu vardir ve AF € L? (—T,T; L? (D) x L*(Q))

yani

AF € L*(-T,T; L* (D) x L*(G)), (5.30)
A)F € L*(-T,T; L* (D) x L* (G)), (5.31)
OF € L*(-T,T; L*(D) x L*(Q)) (5.32)

dir. Boylece (5.29) ve (5.30)’dan

g€ L*(~T,T; H?(T) x L*(G)), h € L*(~T,T; Hz (T) x L*(G))
olur. (5.29) ve (5.31)’den

g€ L*(=T,T; H (T') x H*(G)) ,h € L* (-T,T; H™ (T') x H*(G))
bulunur. (5.29) ve (5.32)’den

g€ H' (-T.T; H (T) x L*(G)), he H' (-T,T; H (I') x L*(G))
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yazilabilir. Dolayisiyla

2 2 2
||F||H(2,2,1)(Q) S C (Hg||L2(—T,T; H%(F)XL2(G)) + ||g||H1(—T7T; HT(F)XLQ(G))
2 2
+ Hg||L2(—T,T; H7(T)xH2(G)) + HhHL2(—T,T; H%(F)XLQ(G))

2 2
+ 1l st mr@yxrey + 102 rr, HT(F)><H2(G)))
CD (5.33)

olur.

Diger yandan, v = u — F' olarak alimirsa (5.10) ve (5.11) bagmtilarindan

Av = f — AF, (z,y,t) € Q,
v=00=0, (z,y,t) e x G x (=T,7) (5.34)

elde edilir. Bir énceki boliimde ispatladigimiz Onerme 5.1°1 uygulamak icin Cauchy veri-

lerinin 0% (0) simirinda sifir olmasi gerekir. Bu amagla 0 < y (z,y,t) < 1 ve

, (@,,1) € Q0+ 2¢),

1
(5.35)
0, (2,9,1) € R™™I\Q (5 +e)

X (@, y,t) =

olacak gekilde bir x = x (x,y,t) € C5° (R""™ 1) kesme fonksiyonu tanmimlayalim.
Buna gore w = yv olsun. (5.34)’deki Cauchy verileri, kesme fonksiyonu tanimi ve (5.28)

bagintilarindan w € HSQ’M) (©2(9)) oldugu goriiliir. Ayrica
Aw = iaov (Orx) +2Vyv - Vyx +vAyx —2V,v - Vox — vAgx
+ZOLZ s X U—i—Zb Yo+ (f—AF)x
yazilabilir. Bu durumda w fonksiyonuna Carleman degerlendirmesi uygulanabilir:

/ (s lw|® + 5 |V,w|* + s |wa|2) e**? dxdydt

Q(5)
<C / liagu (Opx) + 2V v - Vyx + vAyx —2V,v - Vo x — vA,x
9(5)
+ Z a; (Op; x) v + Z b 2 2 dadydt
+C / |f — AF)? e2*duadydt. (5.36)
Q(9)

45



Diger taraftan,

Ho = ¢7(6+20)°

olmak tizere (5.35) fonksiyonunun tanmimindan 9,x, V,x, Vax, Ayx, Azx fonksiyonlarnin
supportu Q (§ + ¢) /2 (§ + 2¢) bolgesinin alt kiimeleri oldugundan

C / liapu (Opx) + 2V v - Vyx + vAyx — 2V, v - Vox — v x
Q(5)
+ Z a; (Op,x) v + Z b; (0y,x) o|® €2 dadydt
i=1 j=1

< Cetws / (Jof? + [V, 0l + | Vs0]?) dedydt

Q(5+¢)/Q(5+2¢)

2s
<C HU”iI(l»l,O)(Q(a)) e (5.37)
yazilabilir. Son egitsizlikte v = u — F' oldugu goz ¢niinde bulundurulursa

/ (s° lw|? + 5 |V, w|* + s |wa|2) e*** dxdydt

Q(5)

<C HUH?‘I(LLO)(Q(é)) e*t 4 C / |f — AF? e*°dxdydt
Q(5)

2 2 s s 2 2
< C (ullfrosoae) + € 1F oo ) €2 + e (If 1@y + 1 ey
2 s s 2 2
< Cullasoay € + € (I 2ae + 1F s o)

< C lullasaqaey = + Ce*C (I aa + D) (5.39)

elde edilir. (5.38) de [ |f — AF|”e*¢dwdydt <2 [ (|f|* +|AF[?) e**dxdydt ve
Q(8) Q(8)

C / |AF|? e2*? dxdydt

Q(s)
n m 2
= C / 1000 F' + Ay F — AL F + Z a;0,, F + Z b;0, F + cF| **dudydt
Q(s) i=1 j=1
= C / (10.F + |A FI? + |ALF[* + | F|*) ¢ dadydt
Q(s)

s 2
< O ||F||H(2,271)(Q(5))
esitsizlikleri kullanilmigtir.
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Diger yandan, (5.36) esitsizliginin sol tarafi igin w = yv esitligi ve (5.35) dikkate alindiginda

2
pts = €70F3)” olmak tizere

/ (s° lw|® + 5 |V,w|* + s |wa]2) e*** dxdydt

Q(%)
> / (s* |02\ + 5|V, ()P + 5| V. (0x) ) e**¢dadydt
Q(6+3¢)
> o253 / (s jv|* 4 s|V,0|* + s |va|2) dxdydt (5.39)

Q(6+3¢)

bulunur. Bu durumda (5.38)-(5.39) esitsizliklerinden

%5 / (s® > + 5|V + s ]va\Q) dxdydt
Q(5-+3¢)

2 s s 2
< Cllulfnsn @y € + 0= (1 f}@) + D)

olur, yani her s > s¢ icin
2 2 —s s
[Vl aro@erae < Cllullgaroge) e ™ + Ce* Dy (5.40)

olacak sekilde bir sy > 0 sabiti vardir. Burada, 1 = pi3 — py > 0 ve D1 = D + ||f||iQ(Q)
seklindedir.

Son esitsizlikte s ve C yerine sirasiyla s + so ve Ce®®0 alimirsa her s > 0 igin (5.40)
esitsizligi saglanir. Degerlendirmenin tamamlanmasi icin iki farkli durum ele alinacaktir.
1. Durum (5.40) esitsizliginde D; = 0 olarak alinirsa © = v bulunur ve s — oo iken,
Q(d + 3¢) bolgesinde u = 0 elde edilir. Boylece (5.26) saglanur.

2. Durum D; > 0 olsun. Ilk olarak eger HUJH%(LLO)(Q(J)) < D ise, bu durumda (5.40)

= Ce?s¢ (Dl)% olarak bulunur. Bu durumda (5.26)

esitsizligi s > 0 igin [[0]|%0.1.0) (05450

saglanir.

Ikinci olarak HuH?{(LLm(Q((;)) > D; olsun.

1 ||U||2 (1,1,0)
2 —su __ 2sC : _ H (8(9))
HuHH(LLO)(Q(é)) e =€ Dy yani, 5 = 20+ 11 log ( D, >0

olur. Bu durumda (5.37) esitsizliginden

525 _p
||UHH(1,1,0)(Q(5+35)) <cC ||u||;1621+,L1L,0)(Q(6)) D12(20+/L)

saglanir.
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_ _u 5
Ayrica k = 54 T olmak tizere

1-k =
[0l oo @essey) < O lullzaie o) (D1)?

yazilabilir. Tki durum birlikte degerlendirilerek

bulunur. Ayrica ||u|| — ||F[|< ||u — F|| =/ v|| oldugundan

N[

1-x 5
lull a0 @@ saey = 1 N r0a0 @180 < Clullpaan @y (P1)? +C (D)

olur. HFH?I(MJ)(Q) < CD esitsizliginden

VI

)

elde edilir. Son olarak (a 4 b)" < a"+ 0", 0 < k < 1 temel egitsizliginden

1-k g
||u||H(1»170)(Q(6+35)) <cC (”U”H(l,w)(g((s)) (D1)2 + (Dy)

— 1—
1l 010 @ssey < C" (677 + lullydog
()

olur. Burada

€ = ||f||L2(Q) + ||g||L2(7T,T; H%(F)XLQ(G)) + ||g||H1(—T,T; H7™(D)x L2(@G))
+ ”g”L?(—T,T; HT(D)xH2(G)) T HhHLz(—T,T; H? (T)xL2(Q))

TNl crzy mr@yxr2ey + 1Pl 2rr; mr <o)

olarak alinmigtir. Boylece Teorem 5.5’in ispat1 tamamlanir. m
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BOLUM 6

ULTRAHIPERBOLIK SCHRODINGER DENKLEMI iCIN BAZI TERS
PROBLEMLERIN COZUMLERININ KARARLILIGININ
ARASTIRILMASI

Bu boliimde, ultrahiperbolik Schrodinger denklemi igin bazi ters problemlerin ¢oziim-
lerinin kararlihigi Carleman degerlendirmeleri kullanilarak aragtirilmigtir.

Kabul edelim ki, n, m € N, T' > 0 olmak tizere D C R" bolgesi 0D diizgiin sinirina sahip
siurh bir bolge olsun. Ayrica L > 0 igin G = {y € R™; |y| < 2L} seklinde verilsin.

Q =D x G x (=T,T) bolgesinde

i (x,y,t) + Ayv(x,y, t) — Ayu(z,y, t) — ple, y)v(z,y,t) =0, (z,y,t) € Q (6.1)
ultrahiperbolik Schrédinger denklemi

v(z,y,0) = a(x,y), (x,y) € D x G (6.2)
baglangic kosulu ve

v(z,y,t) =0, (z,y,t) € 0D x G x (=T,T) (6.3)

Dirichlet sinir kogulu ile birlikte ele alinmigtar.

v = v(p), (6.1)—(6.3) bagmtilarin saglasin. Asagidaki katsay1 ters problemini goz oniine
alalim:

Problem 6.1 (6.1) denkleminden (6.2) baslangi¢ ve (6.3) smir kogullar1 altinda p(z,y),
(z,y) € D x G katsayismun 0,0(p)|sp, xax( 77 €k bilgisi yardimiyla belirlenmesi prob-
lemi.

Burada, 79 ¢ D igin
0D, ={x € 0D; (x —x9)-v >0}

seklinde taniml bir sinir parcasi olup v € R", @D siirina gore birim dig normal vektorii

gostermektedir (Sekil 6.1).
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Gozlemlenebilen
bolge

Gozlemlenemeyen
bolge

Sekil 6.1: Problem 6.1 icin geometrik sart.

Problem 6.1 ters kaynak problemine indirgenebilir. Gergektende v(p) ve v(q) sirasiyla p
ve ¢ katsayili (6.1)—(6.3) bagintilarimin iki ¢oziimii olmak iizere v = v(p) — v(q),

f(z,y) =p(z,y) —q(z,y), R =v(q)(x,y,t) olarak alimirsa

Au = idwu(z,y,t) + Ayu(z,y,t) — Ayu(z,y,t) — plx, y)u(z, y, t)

= [z, 9)R(z,y,1), (2,y,1) € Q, (6.4)
u(z,y,0) = 0, (z,y) € D xG, (6.5)
u(z,y,t) = 0, (x,y,t) € 0D x G x (=T,T) (6.6)

ters kaynak problemi elde edilir.

Problem 6.2 Uygun p ve R fonksiyonlar igin f(x,y), (z,y) € D x G fonksiyonunun
dyul, Dy xGx(~T.T) ek bilgisi yardimiyla belirlenmesi problemini ele alalim.
Burada v(p) ve v(q) ¢oziimlerinin varhg: kabul edilirken tekligi ile ilgili bir kabul s6z

konusu degildir. Problem 6.2 icin asagidaki sonug elde edilmigtir:
6.1 CARLEMAN DEGERLENDIiRMES]

Bu boliimde, kararlilik degerlendirmelerinin ispatinda kullanacagimiz

Lw :=idw (z,y,t) + Ayw (x,y,t) — Ayw (x,y,t) + Z a; (z,y,t) w,,
i—1

+ > b (w,y, 1) wy, + a (z,y,t)w (6.7)

Jj=1
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ultrahiperbolik Schrodinger denklemi igin bir Carleman degerlendirmesi verilmigtir. Ayrica
G’ C G olmak iizere Q' = D x G' x (=T, T) alt bolgesini goz éniine alalim. (6.7) denkle-
minde 0 < i <n, 1 <j < migin a;, b; € L=®(Q") olarak kabul edilmektedir.

o0& D, yo €R™, «, B € (0,1) ve v > 0 olmak iizere
o (w,y,t) = Vv (6.8)
seklinde bir agirlik fonksiyonu tanimlayalim. Burada
(w9, t) = |z — zof* — aly — yol* = B¢[* (6.9)

olarak alinmistir.

Onerme 6.1 Kabul edelim ki bir 5o > 0 icin
|z — x> — &2y — yo|> > b0, (z,9) € DX G (6.10)
egitsizligr saglansin. Bu durumda her s > sg ve

w(x,y,t) = 0, (z,y,t) € ID X G x (=T,T),
w(zr,y,t) = |[Vyw(z,y,t) =0, (z,y,t) € DX oG x (=T,T),
w(r,y,T) = w(x,y, -T)=0, (x,y) €D xG (6.11)
bagintilarma saglayan her w € HY (=T, T; H*(D x G/)) fonksiyonu i¢in
/ (s|Vyw]® + 5 |Vw|® + s° |w|?)e* P dadydt
Ql
< C’/ | Lw|? €2 dadydt + C/ s |9, w|* e*¢dS, dydt (6.12)
Q B

Dy xG' x(=T,T)

olacak sekilde C > 0 ve sqg > 0 sabitleri vardar.

Ispat. Ilk olarak, agirhkh L, normlarim kullanabilmek igin yeni bilinmeyen z fonksi-

yonunu ve P, operatoriinii

Lyw :=i0w + Ayw — Ayw = F (6.13)
olmak tizere

z (z,y,t) = e*fw (z,y,t), Pz (x,y,t) =e**Low (6.14)
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seklinde tanimlayalim. (6.13)-(6.14) bagintilarindan

P,z = e*Low
= 0z —isOipz + ANyz — Ayz — 25 (Vo - Vyz — Vo - V,2)

—S (Ay@ - AxSD) z+ 8 (|vy90|2 - |vm90|2) z
elde edilir ve

Plz = i0z+Ayz — Ayz + 5 (|Vygo|2 - \VIQDF) z, (6.15)

s

Pz = —25(Vyp-Vyz—V,0-V,2) —s(Ayp — Ayp) 2 (6.16)

S

olmak tizere

P,z +is0ypz = P2+ P, 2 (6.17)
! ’ / / N !
dir. Burada her z = (21,...,2n5) € CV, 2" = (2, ..., 2y) € CN i¢in 2 - 2’ =} 2;2; seklinde
i=1
tanmimlanmigtir. Norm tanimi geregi

1Pz + isdp2l|7aiqry = 1P 2l ooy + 1P 2] oy + 2Re (B 2, PY2) oy (6.18)
yazilabilir. Diger yandan, (6.15) ve (6.16) esitlikleri kullanilarak

I, = —4sRe /Q/ 10z (Vyp - VyZ — V- V,Z) dedydt,

I, = —2sRe /Q/ 1012 (Ayp — Ayp) Zdadydt,

I; = —4sRe /Q/ Ayz (Vyp - VyZ — V-V, 2) dedydt,

I, = —2sRe /Q/ Ayz (Ayp — App) Zdedydt,

Is = 4sRe /Q/ Az (Vyp - VyZ — Ve - V,Z) dedydt,

Is = 2sRe /Q’ Apz (Ayp — Ayp) Zdudydt,

I; = —4s’Re /Q’ (|Vy90|2 — \Vm<p|2) 2(Vyp - VyZ =V, - V,.Z) dedydt,

Iy = —2s°Re /Q’ (IVy? = [V.9?) 2 (Ayp — Aygp) Zdudydt

olmak {izere

2Re (P2, P 2) gy =Dt bt Is+ Lo+ Is + Is + In + I (6.19)
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elde edilir. Simdi, Green formiilii yardimyla ve z (z,y, £7) = 0 oldugunu da goz éniinde
bulundurarak I, 1 < k < 8 terimlerini degerlendirelim. Agagida yapilan islemlerde
[,=0DxG x (=T,T)vel', =D x G x (=T, T) olarak tanimlanir.

I, = —4sRe /Q/ 102V o - VyZdxdydt + 4s Re /Q, 10:2V 2o - YV Zdxdydt
= 4sIm /Q/ 0,2V yp - Vyzdadydt — 4sIm /Q/ 0,2V - V Zdxdydt
= 2sIm /Q/ 0:2Vyp - Vyzdrdydt — 2sIm /Q/ 07ZV o - Vyzdodydt
—2sIm /Q/ 012V - V,Zdrdydt + 2s Im /Q’ 0, ZV pp - Ve zdxdydt
= 2slm 2 Vyp- VyEET dxdy — 2sIm /Q/ 20, (V) - VzZdrdydt

DxG

— 2s Im/ 2V - 0{(VyZ)dxdydt — 25 Im 2 Vap- VmEET dxdy
Q' DxG’

— 25 Im/ 20y (V) - Vizdrdydt — 2s Im/ 2V o - 0p (V. Z) dedydt
Q' Q'

—2s Im/ 0.zV yp - Vyzdrdydt + 2s Im/ 0,ZV 2 - Vzdxdydt
Q' Q'

= —2s Im/ 20¢(V ) - V, Zdxdydt — 2s Im/ Z (goyjzﬁtz) dS,dxdt
Q Q j=1 Yi
+2s Im/ Vyz - Vypoizdedydt + 2s Im/ 2Ny 0 zdxdydt
Q' Q'

—2s Im/ 0.ZV yp - Vyzdrdydt + 2s Im/ 20{(Voyp) - Vyzdrdydt
Q Q

+2sIm /Q' 2": (gpxizf)ﬁ) ., dS,dxdt — 2sIm /Q' V.2 - Voo Zzdrdydt
i=1
—2sIm /Q/ 2A 0 Zdxdydt + 2s Im /Q/ 0 ZV pp - Ve zdxdydt
= —2slm /Q/ 20{(Vyp) - V,Zdrdydt — 25 Im A 20iZ (Vyp - v) dS,dzdt
+2sIm /Q/ Vyz - Vypoizdrdydt + 2s Im /Q/ 2 Ay 0 zdxdydt
—2sIm /Q/ 0.ZV yp - Vyzdzdydt + 2sIm /Q/ 20{(Vop) - Vozdadydt
+2sIm 20,Z (Vi - v) dSydydt — 2sIm /Q, V.2 - V00 Zzdrdydt

Ty

—2s Im/ 20 Zzdxdydt 4 2s Im/ 0,ZV 2o - Vzdxdydt
Q' Q
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= —25 Im/ 20{(Vyp) - VyZdedydt —2sIm [ 20,z (Vo - v)dS,dzdt
Q' r,

+25 Im/ 2Ny O Zdrdydt 4 25 Im/ 200(Vpp) - Vezdxdydt
QI QI

+2sIm 2002 (Ve - ) dSpdydt — 2s Im/ 2A 0 Zdxdydt. (6.20)
Q/

Ty

(6.20) esitliginde Re (iz) = —Im (2) ve Im (2)—Im (2) = 2Im (z) bagintilar: kullanilmigtir.

I, = —2s Re/ 10p2Z (Ayp — Apip) dedydt
Q/

= —2s Im/ 0zz (Ayp — Ayp) dudydt. (6.21)
Q/
(6.21) esitliginde Re (iz) = Im (Z) esitligi gtz oniine almmigtir.

I3 = —4s Re/ AyzVyp - Vyzdadydt + 4s Re/ AyzV g -V Zdxdydt
Q' Q'
= 4s Re/ Vyz -V, (Vyp -V, Z)dedydt — 4s Re/ (0y2) Vyp - V,z2dS,dxdt
Fy

—4s Re/ Vyz -V, (Ve -V, Z) dedydt + 4s Re/ (0y2) Vap - V,ZdS,dxdt

Ly

= 4s Re/ Vyz-V (Z Oy Zy; ) dxdydt — 4s Re/ (0,2) Vyp - V,2dS,dxdt
Fy

—4s Re/ Vyz-V, (Z Pa, Zy]) dxdydt + 4s Re/ (0v2) Vi - V,ZdS,dxdt
Q j=1 Ty

= 4s Re/ Z 2y, (Z goyiEyZ) dxdydt + 4s Re/ (0y2) Vyp - V,2dS,dzdt
[ i=1 r

vj Y

—4sRe [ Y |z, <Z %J_zxj> dzdydt — 4s Re / (8,2) Vo - V,2dS,dxdt
Q=1 j=1 Iy

Yi
n n

— 4sRe / DTS <<pyiyjzyi - @yizyiy) drdydt
Q@ j=1 =1
n

m
—4s Re/ Z Zy; Z (gowjy}mj + Sowjziji> dzdydt
[ — j=1

—4s Re/ (0v2) Vi - V,ZdS,dxdt + 4s Re/ (0v2) Vyp - V,ZdS,dxdt
r r

Yy Yy
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n n
4s Re / Z Pyuy, 2y 2y; drdydt + 4s Re / Z Dy Zyi; 2y, drdydl
Q' ' Q

i,j=1 i,j=1

+4sRe / (0,2) Vyp - V,2dS,dxdt — 45 Re / SN 0y Za, 2y dadydt
r Q'

Y j=1 i=1

4s Re/ Z Z Do Zajy 2y drdydt — 4s Re/ (0v2) Vi - V,ZdS,dxdt
o) ’

j=1 i=1 Iy

4s Re/ Z Py, Zui 2y; drdydt + 25/ Zgoyi (IVy2?)  dadydt
Q/ Q/ p Yi

i.j=1

—4s Re/ (0v2) Vyp - V, z2dS,dxdt — 4s Re/ Z Z Doy 2y 2y A dydt
r Q o

y j=1 i=1

_25/ Z Do, (|Vyz|2)$' dxdydt + 4s Re/ (0,2) Vo - V.2dS,dzdt
Q' j=1 / Ty

4s Re/ Z Pyuy; Zyi 2y drdydt + 23/ ngyi (|Vyz|2) dxdydt
Q' ij=1 Q=1 "

—4s Re/ (0v2) Vyp - V,Z2dS,dxdt — 4s Re/ Z Z D yi 2oy 2y dxdydt
r Q' ’

y j=1 i=1

_25/ Z Do (!Vyzﬁ)m. dxdydt + 4s Re/ (0,2) Vg - V,2dS,dxdt
Ql j=1 / Ty

4s Re /
Ql

+25 / (8,9) |Vy2|* dS,dxdt — 45 Re / (8,2) Vo - V,ZdS, dxdt
T r

Yy Yy

Z Pyoy, Zyi 2y drdydt — 28/ Ay |V, 2| dedydt
Q/

ij=1

—4s Re/ Z Z Do ys 2y 2y drdydt + 23/ Ay \Vsz dxdydt
Q/ J ’

j=1 i=1 Q

—25/ (8,0) |Vy2|” dS,dydt + 4s Re/ (0y2) Vi - V,ZdSydxdt.
v r

Y

(6.22) esitliginde Re z,,Z,,, = % (‘zyj ‘2> bagintisi dikkate alinmigtir.
Yi

—2s Re/ Ayz (Ayp — Ayp) Zdrdydt
Q/
2s Re/ V2V, (Ayp — App) Z) dedydt
Q/

—2s Re/ (0v2) (Ayp — Ayp) Zd S, dxdt
r

Y

95

(6.22)



= 2s Re/ (Ayp — Ayp) Vyz - V Zdrdydt
QI
+2s Re/ ZVyz -V, (Ayp — Ayp) dudydt
Ql

—2s Re/ (0v2) (Ayp — Ayp) ZdS,dxdt
r

Yy

= 28/ (A, — D) |V, 2| dadydt
Q/
—i—s/ Vv, (\z|2) -V (Ayp — Ayyp) dedydt
Ql

—2s Re/ (0v2) (Ayp — Ayp) ZdS,dxdt
r

Yy

= 28/ (A, — D) |V, 2| dadydt
Q/
_s/ A, (Ayp — App) |2|? dadydt
Ql
+s5 / 0, (Ay — App) |2|° dS,ydadt
Fy

—2s Re/ (0,2) (Ayp — Ayp) ZdS,dxdt. (6.23)
r

Yy

(6.23) esitliginde RezV,z = 1V, (|2]?) ifadeleri kullamlmustur.

Is = 4s Re/ Ay2V o - VyZdxdydt — 4s Re/ A2V - Vo Zdrdydt
Q Q

= —4s Re/ Vaoz Vi (Vyp -V Z) dedydt — 4s Re/ (0,2) Vyp - V,z2d S, dydt
QI

x

T

+4s Re/ Vez -V (Vep - V,Z) dedydt + 4s Re/ (0,2) Vyp - V,ZdS,dydt
Q/
= —4s Re/ Z Zg, (Z goyzzyi) dxdydt — 4s Re/ (0,2) Vyp - V,ZdS,dydt
Q= i=1 . Lz

+4s Re/ Z 2 (Z %;?m) dxdydt + 4s Re/ V.- V,zdS,dydt
Q=1 o T

i=1
J

m n

— —4sRe / >N (goyﬂjzyizxj + ¢, Zyia, z;ﬁj) dadydt
QI

j=1 i=1
n

+4sRe / Z ((pxiijmzxj + 0, Zwia; zxj> dxdydt
Q/

ij=1

+4sRe Ve -V, zdS,dydt — 4s Re V-V, zdS,dydt

'y Iy

o6



—4sRe / Z Z Pyra,; Zys 2y dadydt

7j=1 =1

—2s / Z%Z< |22, 2) drdydt

Yi

—4s Re/ (0,2) Vyp - V,ZdS,dydt + 4s Re/ Z Psy; Zai 2y drdydl

7,7=1

/ Z Pu, ( |zx1|2> dxdydt + 4s Re/ (0v2) Vi - V,Zd S, dydt
=1 T

T
J

—4s Re/ Z Z Pyoz; Zys 2a; drdydt — 28/ Z Ay |V, 2| dedydt

7j=1 =1

—25/ (8,9) |Vpz|? dS,dxdt + 4s Re/ (0y2) Vyp - V,Z2d S, dydt
r r

Yy T

+4s Re/ Z Py, By 2oy drdydt — 23/ Ay |sz‘2 dxdydt
Q/ P Q/

—23/ (8,0) |Voz|? dSydydt + 4s Re/ (0,2) V- V,Z2dS,dydt.

T

(6.24) esitliginde Re z,,%,,,, = % (}zxj |2> bagintis1 kullanilmistar.
y

Is

%

2s Re/ Az (Ayp — Ayp) Zdxdydt
Q/
—2s Re/ Va2 Vi (Ayp — App) Z) dedydt
Ql
+2sRe [ 0,2 (Ayp — Ayp) ZdS,dydt

Ty

—QSRe/ (Ayp — App) Vyz -V Zdrdydt

’

—28Re/ ZVaz - Vi (Ayp — Ayp) dedydt

Q

+2sRe Ay — App) ZdS,dydt
Fz
—23/ (Ayp — Dp) |Vaz| dedydt
s / V. (122) - Vi (Ayp — Agp))dadydt
Q/

+2s Re/ (0,2) (Ayp — App) ZdS,dydt

o7
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—25/ (A0 — Do) |Vo2|” dadydt
Ql
—i—s/ Ay (Ayp — Do) |2 dadydt
Q/
0y (Ayp — D) |2|* dS,dydt

Ty

+2s Re/ (0v2) (Ayp — Ayp) ZdS,dydt.

(6.25) esitliginde Rez V,z = 1V, (|z|2) esitligi dikkate alinmugtir.

I7

—45°Re /Q/ (IVyol® = |Vaol?) 2 (Vyp - VyZ — Vo - V,Z) dadydt
—45° Re /Q’ (|Vy<,0|2 - \Vx<p|2) ((2VyZ - Vyp) — 2V, Z - V) dedydt
248 /Q (9,0l = [Vo02) (V- V, (122) = Vo - Vi (1217)) dadydt
—2s? /Q/ (IVy> = [Va9l?) Vyp - V, (|2[°) dadydt

+25° /Q, (IVy0l* = [Vapl?) Vag - Vi (|2]%) dadydt

2 /Q 0, (12 (V0 = Vapl?)) dodyt

+25° /Q’ Vo Vy (Ve = |Vapl?) |2)? dodydt

X /Q Vo Vo (12 (0l — 1Vapl?)) dadyat

a8 /Q Vap Ve (V0 = [Vagl?) [2f? drdydt

2s° /Q/ Ay 2P (IVyel” = [Vaip|?) dodydt

25 [ (@) |28 (Vo = Vel dS ot

+25° /Q/ 12>V, (\Vygp\2 - !V1<P|2) - Vypdxdydt

—25° /Q/ Asol2” (IVyp? = [Vapl?) dodydt

#258 [ @) |2 (Wl = V.ol dSdy

27 /Q NP V. (19,0 = [Val?) - Vapdadydt

o8
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g /Q e (V0 = [Vapl?) (Ayp — Aggp) dudydt
93 / 0,9) 212 (1Yol — [Vapl?) dS, dedt
Fy

+25° /Q/ 12[* Vo -V, (IVyel” — [Vaup]?) dudydt

+283/ Aup|2” (IVyel® = |Vapl?) dS.dydt
™

—2s? /Q/ 12 V- Vo (IVy 0> = [Vapl?) dadydt. (6.26)
(6.26) esitliginde Re 2V, z = 1 (V, |z|2) veRezV,z =1 (V, |z|2) bagintilar: kullanilmigtar.
Iy = —2s5°Re /Q’ (|Vy<,0|2 — |Vw90|2) (Ayp — App) zZdadydt

= 25" [ (Wil ~ 9F) (Do~ Do) ol oy (6.27)

O halde, (6.19) esitliginden

s

2Re (P2, Pl 2) hy = i+ o+ Js+ Ju+ Js + Js + Bo

elde edilir. Burada,

J = —ZSIm/ 20(Vyp) - V, Zdxdydt
Q/

+25 Im/ 20i(Vp) - V,Zdxdydt,
Q/

Jy = 4SRGZ/ Pyuy; 2y 2y drdydt
QI

ij=1
—4sRe Z Z / Pyiar, 2yi Zajdrdydt,
s g—_—yol
J3 = —5/ 122 A, (A0 — Ayp) dadydt,
Ql
Jy = —4s ReZZ/ goyiszyizxjda:dydt
=1 i=1 /@

+4sRe Z / Payz, 2 2y ddydt,
ij=17Q
Joo= s [ e Bu(Byp - Aug) dudydt,
Q/
Jo - 253/ 2,0V, (1V,0l — [Vapl?) dedydt
Ql

—2¢° /Q 1P V- Vo Va0l — [Vl dadydt

29



ve

By = —2sIm | 20,z(Vyp-v)dS,dxdt

Ly

+4s Re/ (0,2) (Vup - VZ = Vyp - V,Z)dS,dxdt
r

Yy

125 / (0v9) (I, — [V.a2[?) dS, dadt
T

Yy

_233/ 0u0) 12 (IVyol* = |Vapl’) dS,dadt
T

Y

—23/ (8,2) (Ayp — App) ZdS,dadt + s | 0, (Ayo — App) |2 dS,dxdt

Ty Ty

+2sIm 200Z (Vi - v) dS,dydt

|
+4s Re/ (0v2) (Vyp - VyZ = Vo -V, Z) dS,dydt
95 / (8v9) (V2 — [Va[?) dS,dydt
Ty
+25° [ (@) ol (Vyolt = V) dS.dyd
F:L‘

+2S/ (8,2) (Ayp — App) ZdS,dydt —s | 0, (Ayp — App) |2|* dS.dydt

Ty

dir.
Agirhik fonksiyonunun asagida verilen ozelliklerini kullanarak Ji, 1 < k < 6 ve By

ifadelerini degerlendirelim:

Orp = (—275t) , Poas = 1P (2+ 793, ,
Pusyy = VPV, Poiz; = VP <¢mi + mi%) :
Pyiy; = VP (%iyj + Wyi%j) : Vo =70V,
Vo =19V, (V) = (=27°Bt) pVau1b,
0 (Vyp) = (=27°5t) V0, Az = v (Dth +7[Vatp]?)

Ay =70 (A0 +7|V¥?), Ayp — Apip = vpdy (V) +v2pds (V) .

Burada,

di (V) = Ay — A,
d (V) = |Vyl* = |Vl

60



seklindedir. O halde

Ji

ve

o

—2s Im/ 20(Vyp) - V Zdrdydt + 2s Im/ 20 (V) - VZdrdydt
Q' Q'

—2s Im/ (—272675) 2oV - Vyzdxdydt
QI

+2sIm / (—29°Bt) 29Vt - V,zdadydt (6.28)
Ql

Z Re / 45¢y.y, 2y, 2y, drdydl — Re Z Z / 452y, 25,0y, drdydl
Q Q

i,j=1 =1 i=1
m
Z Re / , 4syp <wyiyj + vaiwyj) 2y, 2y dxdydt
ij=1 Q@
— Z Z Re / 4572901%;— V. 2y, Ze ddydt
j=1 i=1 Q
Z Re/ 45790¢yiyjzyj2yidxdydt + Z Re/ 4372g0¢yi¢yjzyj2yida:dydt
ij=1 Q ij=1 Q'
— Z Z / / 457290wa Yy 2y, 22 dxdydt
j=1 i=1 7@
Z Re / A5y oty 2y, Zy, ddydt
ij=1 Q

+> / 45720 |V b - V2| dedydt
Ql

1,7=1

-2 /Q AV (V- Vy2) (Vo) - V,.7) dadydt (6.29)

j=1 i=1

formunda hesaplanir.

Diger yandan, J3 ifadesi i¢in

Ay (pda () = (Ayp)da (¥) +2Vyp -V, (da () + Ay (da (1))

= 70 (A) da (V) + V20 V| dat) + 290V b - V,, (da (1))
+oA, (dy (V)

A, (pdi (V) = (AyQO) dy (¥) + 2Vyp -V, (dy () + A (di (¥))

= 10 (AY) di (V) + 770 [V di) + 299V 9 - Y, (dr (1))
+pAy (di (¥))

61



esitlikleri goz oniinde bulundurularak

J3

—s /Q/ 1217 Ay (Ayp — Avp) dudydt

s /Q 2P Ay (Yiods () + vy (¥)) dedydt

s /Q 2P 20, (pda()drdydt — s /Q 2P,y () dadydt

s [0 (Bupa(s) + 8,0 () + 29,0 o (4 My
—s / 2P 7 (Ao () + Ay (dr (1)) + 29,0 - ¥, (d (1)) dadydt

/ 2P 92 (2 V0 d (1) + 1 Aytids (1)
—HOA dy (¢ ))+2Vy90 V, (dy (¥))) dedydt
= [ (% 190 dy () + 0 (1)
oAy (dh (8)) + 2V, - Vy (ds () dadyds

/ 12192 (VP [V | da (v) + 1Vt
Ty (d ($)) + 299V, -V, (do () dadydt

/ 2P 72 (120 V01 dy () + 1 Ayiods (1)) dodyds

= el () Byt + 8 (0 (1)
- /Q 7% P (d () IV, 007 + (Ay) da () + 2V, - ¥, (dz (1)) dardyat

- /Q syt |22 [V, da () dadydt (6.30)

elde edilir. (6.30) esitliginde V,, (d; (¢)) = 0 ve A, (dq (¢)) = 0 bagintilar: kullamilmisgtar.

Ja

_ Z Z Re/ 450y, By Za; ddydt + Z Re/ 480y, % 2 dvdydt]

=1 =1 i,j=1 Q
— Z ZRe / 4372g0wyi¢wj2yizxjda:dydt
7=1 =1
Z Re / sy (1 ( viz; + vwmi%) 2, 20, dadydt
4,7=1
— Z ZRe/ 4572§owyiwwj2yizmjdxdydt
j=1 =1
+ Z Re / 43790@Z)xixj2mizxjdxdydt + Z Re / 4372g0¢xiwxj2xizxjdxdydt
i,j=1 ij=1 Q
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= — Re/ 4sv%p (Vy0.V,2) (Vo) - V,2) dedydt
Q/

+ Z Re / A5V Py 0 Ze dxdydt

Q=1 Q
—|—/ 45720 |V ot - V2| dedydt. (6.31)
Ql

J5 ifadesinin degerlendirilmesinde

A, (pds (1) = (Dup)ds () + 2V, - Vi, (da (1)) + 9, (da (1))
= 79 (M) do (V) + 720 [Vt [P doth + 29V 30 - V,, (da (1))

esitligi kullanilarak
J; = S/QI 121> Ay (Ayp — App) dadydt
= s [ 141 A (0 (00 + s (1) vy
= o [ 1A o () it 15 |12 (s (0) dacyi
= o [ (B (1) + A (da(4) + 2V - 9, (o (1) ddy
o e (0) + 9I0s (dy (9) + 2 V. (o ()i

= S/Q, 2172 (Vo Vot da () + v atids (1)
ol ds () + 2V, - Y, (da (1)) dedydt

+8/Q, |2y (P IV [ di () + v Aatpds (1)
+Aydy (V) + 2V -V, (di (1)) dedydt

= S/Q, 217 (P [Vatl” da(9) + vpAatpds (1)
+Ayds (V) + 290V - Vy (da (1)) dadydt
+s /Q 1zl (P IV di () + vpdatpds (4)) dadyd

= [ el ) At sy (0)
[ Pl () 1920+ Aoty (4) + 25 - V. (o ()

s [ sl IV (0) dody (6.32)
Q/

bulunur. (6.32) esitliginde V, (dy () =0 ve A, (d; ()) = 0 bagmtilar1 kullanilmigtir.
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Ayrica

2 2N o 4 3 3 3
VW : Vy (|vy90| - |Va:§0| ) = 27 p"dy (¢> qu/J : vgﬂb + 77 V?ﬂ/} : vy (d2 (77[]))
ve

Vo - Va (IVy0l* = [Vaipl?) = 29" 0%d (1) Vot - Vatb + 207V oth - Vo (da (1))

oldugundan

Jo = 253/@ 2P Vo -V, (IVyp” — [Vapl?) dudydt
<2 [ 14 V- V. (Wl = Vel oyt
_ 298 / 122 (263 () Vb - V0 + PPV - V', (da () dudydt
—2s° / 21 (29*°da () Vot - Voth + 7*@* Vot - V, (dp (1)) dadydt
- /Q 4598 [P dy (0) (V6 — [V, ) dedydt
+ /Q S |2 (V- Vs () = Vi - V, (ds (1)) dadydt
= 4 [ 59l () dody

+/ 25%7° 0% |2|* (V0 - Vyda (V) — Vot - Vo(da (v)))ddydt (6.33)
Q/
elde edilir. Son olarak sinir terimleri

By = —2Im [ sypz0,Z (V- v)dS,dxdt

Ly

+4 Re/ sy (0,2) (Vap - V,Z = V) - V, Z) dS,dadt
r

Yy

+/ 2570 (8,0) (|V, P |sz|2) dS,dzdt
r

Y

— / 253 030,00 |2|° dy (1) dS, dxdt
Ty

—2Re / s (yedi (V) + v eds (¥)) Z (0,2) dSydadt
N

Y

+/ s (Vdi () +7dz (v)) (9,4)

Yy

770 (0, (d2 (1)) |2 S, dzdt
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+2Im | sypz0;Z (V1) - v) dS,dydt
Tz

+4Re /F 70 (9y2) (V- V7 — Vb - V,7) dS,dyt
—/ zsﬁ( ) (I, — [Vaz[?) dS,dydt

+/F 2596 (0,0) |2 da (1) dS, dydt

+2Re / s (yedi (V) + veds (¥)) Z (0,2) dS,dydt

- / s (0P () + 70 (4) (O,0)
+7°00, (dz (1)) |2[* dSadydt

olur. Ayrica (6.28)-(6.34) esitliklerinden

2Re (Pfz, P, 2) Z Re/ 450y, 2y; 2y ddydt

zgl

+ Z Re / 4svgpwwwjfxizxjdxdydt

7,7=1

+ / 457%p |V b - Vyz — Vi - V2| dadydt
Ql

+ / 455948 |2 (da (1))? dadydt + Bo + Xi + X
Ql

bulunur. Burada,

X, = / 2599368 2|2 ds () dadydt,
Q/

Xy, = —2Im | s(=2v°Bt) 2pV 0 - V, Zdzdydt
+2Im o 5 (—272675) 2V ) -V, Zdxdydt
= [ ol ) i
- /Q 92| dy (1) dadydt

~ [ 5 el du (0) dody
Q/

ds = =ds(v) = (di ()" + A, (d2 (¢)) — As (da (1)) ,
dy @ =dy (w) =2 (dl W) ds (iﬂ) + Vyw : Vy (d2 (w)) - wa -V (dz (1/1))) )
ds :+ =ds(¢) = V- Vy(da (¥)) = Votp - V, (d2 (V)
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dir.

/Q A0 |V Vyz = Vi V.z|* daedydt > 0
ve (6.10) sartindan

d = 16(|z — o|* — @®|ly — y|*)? > 1647

oldugundan

2Re (sz,Ps’z)LQ(Q,) > 8svyp (/Q' —a|V,z|*dzdydt + /Q’ ]Vﬂﬁdmdydt)

16467 / s*vo?| 2|2 dxdydt + By + X1 + Xo (6.35)
QI

esitsizligi elde edilir. Burada |V,z]* ve |V,z|* terimlerinin isaretleri farkli oldugundan

bagka bir degerlendirme yapmak gerekir:

s

2Re (sz + Pz, gpz) Q) = 2 Re/ 10y 2Zpdxdydt + 2 Re/ AyzZedrdydt

—2Re | A,zzZedxdydt

’

+2Re | $2(|V,¢|* — | Vel ) pzzdadydt

’

e\@\

—4 Re/ s (Vyp - Vyz — V- Vy2) pzdedydt
Ql

-2 Re/ s (Ayp — Ayp) zpzdrdydt
Ql
== K1+K2+K3+K4+K5+K6.

Simdi sirasiyla K, 1 < j < 6 terimlerini degerlendirelim:

K; = 2Re / 10, 2Zpdxdydt
Ql

= —2Im / O zZpdxdydt,
Q/
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Ky

2Re / Ayzpzdrdydt
Q/
-2 Re/ Vyz -V, (pZ) dedydt + 2 Re/ (0,2) (¢Z) dS,dxdt
Q' r,

-2 Re/ ZVyz - Vypdrdydt — 2 Re/ ©Vyz - Vyzdxdydt
Q Q

+2 Re/ (0,2) (Z) dS,dxdt
r

Y

[V 8) Vet 2 [ (19,:17) dady
Q Q'

+2 Re/ (0v2) (pZ) dS,dxdt
r

Y

212 A, odrdydt — 212 (8,0) drdydt
2| Aypdady ©) dzdy
Q r,

—2/ 0 (|Vyz|2) dxdydt + 2 Re/ (0,2) (pZ) dS,dxdt
@ r

Y

/Q, 2% (e (Ayw+vlvywlz))d:vdydt—/ v (0.4) |2" dadydt

Ly

—2/ 0 |V, 2| dedydt + 2Re/ (0v2) (¢Z) dSydzdt
Q r

Yy
/Q vlalt Aypdudydt + [ P15 9,01 dudy
=2 [ (00 ot dudydt —2 [ [V, dndyat
I Q/

Y

+2 Re/ (0v2) (pZ) dS,dxdt,
r

Y

—2Re / A 2Zpdrdydt
Ql
2 Re/ V.2 - Vi (¢Z) dedydt — 2 Re/ (0,2) (¢Z) dS,dydt
Q P
2 Re/ V2 - Vi zZpdxdydt 4 2 Re/ zZV ez - Vypdxdydt
Q Q
-2 Re/ (0,2) (¢Z) dS,dydt
2/ ©|Vz2|? dedydt +/ Ve (]2|2) - Vepdxdydt
Q Q
-2 Re/ (0v2) (pZ) dS,dydt
F(L'

2/ g0|sz|2dxdydt—/ |2|* Agpdadydt
Q Q

+/ (8,0) |2|? dS,dydt — 2 Re/ (0,2) (¢Z) dS,dydt

T
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2/ wIszl2dxdydt—/ (v (Aot + 7|V *)) |2 dadydt
@ ol
+ / v (,10) |2 dS,dydt — 2 Re / (8,2) (¢Z) dS,dydt
2/ 90|V$z|2dacdydt—/ Yo A1) | 2| dedydt
Q Q
- /Q IVl af ddydt + [ i 00) |2 dS.dyd
Fz

—9Re / (0,2) (%) dS.dydt,

= 2Re/ s (\Vy¢\2—|vx90|2) pzzdxdydt
Q/
= 2 [ Vel = [uel?) o |of dodyds
Q/
= 2 [ 2 (V0 - (V) ol dadyd
Q

_ / P28y () |2 ddydt,
Ql

= —4 Re/ spZ (Vyp - Vyz — Vaup - Vu2) pZdadydt
Q/
= —4 Re/ sp (ZVyz - Vyp —2ZV,2 - V) dedydt
Q/
= 2 [ 5o (9(=F) - Vi = Ve (oF) - Vi) oy
= —2/ sV, (|27 ¢) - V, pdodydt + 2/ 5|22 |V |? dedydt
Q Q'
+2/ sV (|Z|2 ¢) - Vypdrdydt — 2/ s |27 Vool dudydt
Q Q
= 2/ s 2> A pdrdydt — 2/ s¢ (0,¢) |2|” edxdydt
Q Ly
+/ 5|22 |V 0|? dedydt — 2/ s |2|* Appdadydt
Q Q
+2/ s (0,) |2|? wdxdydt — 2/ s|2* |V ool” dudydt
r, Q
2 2 2 2
= 2/, so |z (v (AyY + 7 |Vy|7)) dadydt — 2/ sy~ (0,) 2| dSydxdt
Q Ty

+2 / s7%0% |2* |V | dardydt — 2 / s@ |21* (v (Asth + 7 [Var)[*)) dadydt
Q' Q'

+2 / 570% (0,0) |2]* dS,dydt — 2 / 7% |2* | V| dadydt
T Q'
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K

2/ s 2% dy () dedydt + 4/ $v%0% |2 dy (1) dadydt
Q Q'

—2/ sv0% (0,0) |2|* dS,dxdt + 2/ 5702 (8,0) |2|” dS,dydt,
r

Yy x

= —2Re /Q' sp2Z (Ayp — Ayyp) dxdydt

= 2Re /Q, s |27 (Ayp — App) dudydt

= -2 /Q/ sv¢? |2 (A + |Vy¢]2) dxdydt + 2 /Q/ syo? |2 (App +v ]VHMQ) dxdydt
= _Q/Q, $79° (Ay1h — Agt)) |2|2dxdydt—2/Q/ V20" |2 (IVy0* — |Voh|?) dadydt

= —2/ sy2dy (V) |2|? dedydt — 2/ sv2 0% | 2|? dy (1) dadydt
Q Q

seklinde hesaplanir. Bu durumda

2Re/ (P2 + Py z) pzdudydt = —2/ ¢|Vyz|2dxdydt+2/ ©|Vaz|* dedydt
Ql Q/ !

Q
+By + X3+ X, (6.36)

olur. Burada,

X3

X4

= 2 [ %60, (0) sl dudy,
Q/
= —21m/ (9t25g0dxdydt+/ v |2|P dy () dedydt
Q' Q'

+/ V2o 2| dy (1) dudydt
Ql

. Aynica I'; UT', simirinda 2z = 0 oldugundan

= —/ v (0,10 |2 dS,dzdt + 2 Re/ (0v2) (pZ) dS,dxdt
Iy

Ty

_2/ syp% (0,1) |2|? dS,dxdt +/ v (8, || dS,pdydt
r T,

Yy

—2 Re/ (0y2) (pZ) dS,dydt + 2/ sv02 (8,0) |2|* dSydaxdt = 0

T

olarak bulunur. (6.36) denklemi 7 > 0 olmak iizere—s~v (4o + 1) ile ¢arpilirsa

-2 Re/ (4o + 1) (P2 + Py 2) sypzdadydt = 2/ (4o + 1) 579 |V 2| dadydt
Q Q

—2/ (4o + 1) 5790 |Vaz|* dudydt
Q/
+ X5+ Xo (6.37)
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olur. (6.37) esitliginde
X5::—24@a+mﬁfw@@mmﬂmwﬁ,
X = QIm/QS’y (4o + p) Oy zZpdrdydt

- [ o+ w sy lofdy (0) dodyd

= [ s )0 o dy (v) dudy
Q

olarak alinmigtir. (6.35) esitsizligi ve (6.37) denklemi taraf tarafa toplanirsa,

S S

2Re (P2, P’Z)H(Q,) —2Re /Q' (4o +n) s (P2 + P, z) pzdudydt
> 277/ sy \Vyz\2 dxdydt + (8 — 8 — 277)/ sy |Vaz|” dedydt
Q' Q'
16462 / s>y |2 Pdadydt + By + X1 + Xo + X5 + X6 (6.38)
QI

elde edilir. Diger taraftan,

| Psz + i58t<,02||iz(Q/) = HszHig(Ql) + HP;Z“iQ(Q/) +2Re (P2, P;Z)L2(Q/)

ve
-2 Re/ (4o +n) 57 (Psz + is0ppz) pzdxdydt
Q/
< (da+n) (/ |P,z + is9yz|” drdydt + s> / 2| da:dydt)
Q Q'

oldugundan

(4da +n) / |P,z + isOypz|” dedydt > / }sz|2 dxdydt + / }P;z|2 dxdydt
Q Q Q
—1—27737/ 0 |V,z2|? dedydt
Ql
+ (8 — 8ar — 21) s*y/ © |V, 2| dedydt
Q/

—}—64(535374/ 0% |2)? dudydt + By
Q/

+Xq + Xo + X5 + X

olarak bulunur. v; > 0 bir sabit olmak tizere keyfi v > 7, icin bir v, sabiti vardir, X; ve
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X5 terimleri 6455s%7* [ o ¢ |2)? dedydt tarafindan absorbe edilebilir ve boylece

(40 +n)/ |Poz + isOypz|* dudydt > / | P 2| dadydt +/ |P; 2| dadydt
Q Q Q'
—1-27757/ ©|Vaz|* dedydt
Q/
+ (8 — 8ar — 21) 37/ © |V, 2| dedydt
Q/

—1—64(535374/ 0% 2| dzdydt + By + Xa + Xe
Q/
olur. Ayrica v > v, igin Q' bolgesinde ¢ > 0 oldugundan, her s > s; i¢in

(4a +1n) / P,z + isOypz|* dedydt > / | Pt z|* dedydt + / | P 2| dadydt
Q Q' Q
+C1 () 775/ V2| dedydt
Q/
+C1 (7) (8 — 8a — 27) s/ IV, 2| dedydt
Q/

+C; () 8 / |2 dedydt + By 4+ Xo + X
Ql

olacak gekilde C7; = Cy () ve s1 = s1 () sabitleri vardir. O halde s3 = s3(y) > 0
segilebilir 6yle ki her s > s5 icin X5 ve Xg terimleri ||sz||iz(Q/) : ||sz||iz(Q/) . C4 ||sz||i2(Q,) ,
C1 IV, 2[5. @) ve G 53 HzHiQ(QI) terimleri tarafindan absorbe edilebilir. Boylece yeterince
biiyiik s > 0 i¢in

(4o + 1) fQ, |P,z + isOppz|” dedydt < (4a + 1) (2 fQ, |P,z|? dedydt + Cys? fQ, ER dxdydt)

oldugundan
Cs (4a + n)/ |P,z|? dedydt > / ‘sz|2 dxdydt + / ‘PS_Z}Q dxdydt
Q Q Q
+773/ V2| dadydt
Ql

+ (8 — 8ar — 27) s/ IV, 2|* dedydt
Q/

+5° / 2| ddydt + By (6.39)
QI

bulunur. Diger taraftan (6.11) kosulundan I'y simir parcasindaki tiim integraller sifir ve
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', siur pargasinda Vyz = 0 ve V,2z = (0,2) - v oldugundan

By = —4 Re/ sy (0,2) Vb - V,ZdS,dydt + / 2570 (8,0) |Vp2|? dSydydt

x

= —8/ sy 8,27 (x — x0) - vdS,dydt + 4/ sv¢ 0,2 (x — x0) - vdS,dydt
Ty

x

= —4/ sy |0, 2" (x — x0) - vdS,dydt

> —4/ sy 8,2|° (x — x0) - vdS,dydt
Lzn{(z—z0)-v>0}
elde edilir. (6.39) esitsizliginde
(8=8a—2n) >0 (6.40)
olacak gekilde yeterince kiiciik > 0 secilirse

L,

+s / IV, 2|* dedydt + s° / 2| dazdyqdt.
Q' Q'

S

sz\zd:cdydw/ ‘Pz‘zdmdydt—ks/ V2| dadydt
Q Q

< C’4/ |PSZ|2dxdydt+C4s/ 10, 2| dS,dydt
Q 0

Dy xG' x(=T,T)

bulunur. Son olarak z fonksiyonunun yerine w fonksiyonu yazilir ve

B = P, 0l = B2, (r,y,1) € 0D, x G x (~T,T),
IV,we?|? = |Voz — shpe**wV,o|* < 2|V,z)* + 2520202 |V, 0| |27,

|Vywew|2 = |Vyz — s)\goes‘pwaM? <2 |Vyz|2 + 252\ 2 |Vy¢|2 |z|2 ,
2

|Low|* < 2|Lw]* +2

> (@, ) we, + by (2,, 1) wy, + ag (2, y, 8) w (2, y, 1)
=1

j=1

bagintilar1 gbz 6niinde bulundurulursa her s > s( icin

/ (5|Vyw|* + 5|V, |* + 5 [w|?)e*?dudydt
Q/

< Cj / |Lw[2 e¢dxdydt + Cs / s ]3Vw|2 e2%dS, dydt
Q' d

Dy xG' x(=T,T)

esitsizligi saglanacak gsekilde Cs = C5 () ve so > so (7y) pozitif sabitlerinin mevcut oldugu

goriiliir. Boylece Onerme 6.1’in ispat1 tamamlanir. m
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6.2 KARARLILIK DEGERLENDIiRMELERI

Teorem 6.2 p € L>* (D x G) olsun ve u fonksiyonu @ bolgesinde (6.4)—(6.6) bagin-

tilarina saglasin. Kabul edelim ki

Hafu”Hl(—T,T; w2 (pxay = M, k=12, (6.41)

Re H?(~T,T; L™ (D x @))
ve

|6F <M, k=12

RHL2(—T,T; L*(Dx@Q)) =
saglansin. Ayrica
|R(z,y,0)| > 1o, €D, ye G (6.42)
olacak sekilde bir ro > 0 sabiti mevcut olsun ve yeterince kiiciik o, 5 > 0 i¢in

1
L > — max |z — x|, (6.43)

\/a €D

1
T > — max |z — x| (6.44)

\/B xeD

egitsizlikleri saglansin. Bu durumda her Kigik € > 0 i¢in

2
0
<C oo
HfHLQ(DX{\yKLfe}) ¢ — ||ayatUHLQ(BDJFXGX(fT,T))

olacak sekilde 6 € (0,1) ve C > 0 sabitleri vardur.

Ispat. Ilk olarak,

xzeD
r = minl|x — x| (6.46)
xeD

gosterimleri tanimlansm. Buradan zo ¢ D icin » > 0 oldugu aciktir.

Ayrica

al?
7 < 7”2 (647)

olacak sekilde yeterince biiyiik p > 1 segilsin.
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Diger yandan

L
’Z/0|§L—;—€

esitsizligini saglayan keyfi yo = (y1,¥2, .- -, Ym) € R™ noktasina bagl olmak iizere

G(yo) = {yeR™; |y—wo| <L},
Qo (o) = D xG(yo) x{t=0},
Q) = DxG(y)x (=T,T)

bolgeleri tanimlansin. Bu durumda

G(y) CG

oldugu goriiliir. (6.45) ve (6.44) bagmtilarindan, eger x € D ve |y — yo| < L ise,
O (z,y, FT) < |z — zo|* — T2 <7 — BT? < 0

olur.

(6.45) ve (6.43) bagintilarindan, eger x € D, |y —yo| = L ve |t| < T ise,
1/J($,y»t) < |1’_-T0‘2 _04|y_y0‘2 < 5:2 —OéL2 <0

bulunur. Eger x € D ve |y — yo| < % ise,
2 2 L?
?ﬁ(%%o) = |fL’—l‘0‘ _a‘y—yo‘ Z?“Q—Oép—Q >0
elde edilir. Boylece, her kiiciik i > 0 i¢in bir 6 > 0 vardir 6yle ki

Y(z,yt)<—p, €D, T—20 < |t|<TyadaL—20<|y—yo| <L

ve

— L
¢($7y7t)>l% QZ‘GD, |t|<5a |y_y0’ S;

esitsizlikleri saglanir.

(6.48)

(6.49)

(6.50)

(6.51)

(6.52)

(6.53)

Onerme 6.1’i uygulamak icin x (y,1) = xo (t) X1 (|¥ — %o|) seklinde bir kesme fonksiyonu

tanimlayalim. Burada y,, x; € C5° (R), 0 < xq, x1 < 1 ve

0, T—6<|t|<T,

Xo () =
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07 L_5§|y_y0’§L7
X1 (ly — wol) = (6.55)
L ly—wl|<L-25
seklindedir. Bu durumda xy € Cg° (R™1), 0 < x <1 ve
0, T—0<|t|]<TveyaL—0<|y—uyol <L,

X (y,t) = o - B (6.56)
1, [t| <T —26 ve |y —yo| < L—26

oldugu goriiliir.

Gerekirse, 0 > 0 daha kiigiik segilirse,

L
S <L-2 (6.57)
olur.

= (Ofu) x, k=1,2 (6.58)

seklinde yeni bir bilinmeyen fonksiyon tanimlayalim. Bu durumda

Awy = fafRX + 2 (Vyaf“ . VyX) + 8tku (Ayx +ix) ,

x € D, yeG(y), k=1,2 (6.59)
ve

Wy, (.f,y,t) = |vywk (x7y7t>’ = 07 (l’,y,t) €D x oG <y0> X (_T7 T)a
wg (x,y,t) = 0, (z,y,t) € 0D x G (yo) x (=1, T),
W (l’, Y, T) = Wg ('1:7 Y, _T) = 07 ($7 Y, t) €D X G (yO) (660)

olur. O halde, Onerme 6.1’in kosullar1 saglandigindan, w,, wy fonksiyonlarina Carleman

degerlendirmesi uygulanir:

/ Z s |Vowy|® + 5 [Vywi)? + 5° Jwy|*) e*dwdydt

Q(yo) k=

IA

/ ZX 2 |0FR|” ¥ dudydt
Q

(yo) k=1

+C/ Z 12 (Vy0ru- Vyx) + 0fu (Ayx + z'atx)|2> e*?dxdydt
Qo) =1

2

+C / > s10,wyl* e*dS, dydt
OD 4 xG(yo)x (=T\T) 1

— S+ S5+ Ss. (6.61)
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Bundan sonra C' > 0 sabiti s > 0 parametresinden bagimsiz sabitleri gosterecektir. R ile

ilgili kabullerden,
Sy = / ZX 2 |OFR|” e dudydt
yo —_

< C/ 2 fRe* P dadydt
Q(yo

elde edilir.

(6.54), (6.56) tamimlarindan [t| < T — 20 veya T'— ¢ < |t| < T igin dyx = 0 dir ve
benzer olarak (6.55), (6.56) tanimlarindan |y —yo| < L —25 veya L — 6 < |y —yo| < L
icin |[Vyx| = Ayx = 0 olur. O halde, eger [t| € [0, —20] U [T —6,T] ve |y —yo| €
[0, L —26] U [L — 4, L] oluyorsa, bu durumda 0;x = |V,x| = Ayx = 0 bulunur. Bu

nedenle
2

Sy = C(/ > 12(Vy08u- Vyx)
{T—25<|t|<T-8}Q(v0)

k=1
+0Fu (A, x +i0yx) ‘2 eQdedydt>

2

+C </ Z ’2 (Vyafu . Vyx)
{L—20<|y—yo|<L—3}NQ(vo)

k=1
+0Fu (A, x +i0yx) ‘2 eQS“”dxdydt)

2

= ¢ 2(V,0Fu -V
(/{T25<tI<T6}mQ(yO)Z‘ ( yOr U yx)

k=1
+0Fu (A, +i0x) ‘2 (exp(ZSe’W)))dxdydo

2

+C ( / > 12(Vy0fu- Vyx)
{L—26<|y—yo|<L—0}NQ(¥o)

k=1

+0Fu (A, x +i0rx) ‘2 (exp(Zse’”“)))da:dydt)
< / Z |8ku| + ’V 0ku} ) e dadydt
Q(yo)

< CM% ey (6.62)
olur. (6.62) esitliginde (6.52) bagmtisi ve
(18ex1” + [Vyx[* + |8, x%) €2 < Ce?
esitsizligi kullanilmistir. Burada,
Ky = e
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seklinde tanimlanmigtir. Son olarak

2
Sy = C/ Z § |(9,,wk|2 e**dS, dydt
OD4+ xG(yo)x (=TT 31—

2

< e / S 0,0Fu]® dS,dydt = Ce*d?
0Dy XGX(=T\T) .—1

bulunur. (6.63) esitliginde
2
2 — / S 10,08 ul* dS, dydt
0Dy XGX(-T\T) p—1

ile tanimhdir. Sonug olarak (6.61) esitsizliginden

2
/ Z (s \Vowi|* + 5|V we|* + ° \wk\g) e**?dxdydt
Qwo) !
< C / Y22 dxdydt + CM?e* 1 4 Ce®*d?
Q(yo)

(6.63)

(6.64)

elde edilir. Simdi (6.56) tammindan y € G (yo) icin x(y, —7") = 0 oldugu kullanilarak

/ X (1, 0)? [idu (, y, 0)|” €240 dady
Qo(yo)

0

= / O / X2 O (2, y, t)* 29D dady | dt

=T Qo(yo)
0

= / / (2x0rx 0wul” + X0, (|8tu|2) + 2 |0yu)? 250,p) €PN dydydt
Qo(yo)

0

= / / (2x0rx |8yul? 4 2x% Re 02ud, i + x? |0yul? 250,) 2@ ddydt
Qo(yo)

IN

/ IxOwu|” e dxdydt + / |0, xOyu|” 2P dadydt
Q(yo) Q(vo)

+ / IxOu|® 2P dxdydt + / }Xﬁfuf X dxdydt
Q(vo) Q(vo)

+C's / IxOul® €% dadydt
Q(yo)

IA

/ |9y xOpu|” e*¢ dadydt
Q(yo)

+C/ (|X8tu|2 + |X@fu|2 + 5 |X0tu|2> e dxdydt
Q(yo)

IN

Q(yo)

7

CM?e*" + C’/ (|w1|2 + |wa)* + 5 \w1|2) e**?dxdydt



yazilabilir. Bu nedenle
/ IX (1, 0)? [idu (, y, 0)|” ¢ @¥0 dady
Qo(yo)

< OM?e*™ + C’/ (s lwy |* + |w2|2) e**?dxdydt

Q(yo)
oldugu goriiliir. O halde son esitsizlikte (6.64) Carleman degerlendirmesi uygulanarak

[y = s P i .00 209y

Qo(yo)

< —/ X3 (ly — vol) | £ > @D dudydt + CM?*e*™ 4 Ce*d?
yo)

< o ) (|y Yo |) |f|2 23@(xy0)dwdy+CM2 2sK1 +C€CSd2 (665)
ol\¥o

bulunur. Burada, z € D ve y € G (1) igin |y, (t)] < 1 ve e2¢@v:t) < 2¢@v.0) gldugu
kullanilmigtar.
Diger yandan (6.4) denkleminde ¢ = 0 yerine yazilir, (6.5) kosulu ve (6.42) kabulii dikkate

alinirsa

Z.étu (:L‘7 Y, O)

_— D G 6.66
R(x,y,O)’IE , Y € ( )

flzy) =
elde edilir. (6.65) esitsizliginde (6.66) esitligi uygulanirsa her biiyiik s > 0 i¢in

[ = P oy
Qo(vo)

C
< S Ry ) 1 O dudy + M + O

Qo(yo)
olur. Son esitsizlikte s > 0 yeterince biiyiik secilerek sag taraftaki ilk terim sol taraftaki

terim igine absorbe edilir ve boylece her s > 0 icin

/ X3 (ly = wol) |2 0¥V dady < CM?e>™ + Ce®d?
Qo(yo)

L
bulunur. D x {y; ly — yo| < —} C Qo (yo) oldugundan, Qg (yo) bolgesi ile
P

L
D x {y; ly — yo| < —} bolgesi yer degistirilerek (6.53), (6.55), (6.57) yardimiyla her
P

5 > Sp icin
e / [P dady < CMPe*™ + Ce®d’
Dx{y; ly-vol<L}

egitsizligi elde edilir. Burada, sq bir sabit ve ko = e?* geklinde tamimlidir. Ayrica ko > K

oldugundan k = ko — k1 > 0 olacak sekilde her s > s( icin son esitsizlikten

/ |f|? dedy < CM?e=25F 4 CeCsd? (6.67)
Dx{y; ly—yol<L}
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elde edilir. Son esitsizlikte s ve C' yerine sirasiyla s + s ve C'e“*0 almirsa her s > 0
igin (6.67) esitsizligi saglanir. Degerlendirmenin tamamlanmasi i¢in iki farkli durum ele

alinacaktir.

1. Durum M < d olsun. O halde (6.67) esitsizliginde s = 0 alinarak

/ |f|? dedy < 2Cd?
Dx{y; ly—yol<% }
sonucuna varilir.

2. Durum M > d olsun. Bu durumda M?2e=2%% = ¢“*d? esitliginden s = ﬁ log % >0

bulunur. (6.67) esitsizliginde s yerine yazilirsa

/ \f|? dedy < Cd?
Dx{y; ly—wol<L}

elde edilir. Burada 6 = z%5- € (0,1) dir. Boylece

/ AP dady < O (d* + &)
Dx{y; ly—yol<Z

oldugu goriiliir. Diger taraftan, H@fu” 1 < M on kabuliinden, iz teoremi

—T,T; H2(DXQ))
kullanilarak d < CM ve buradan d? + d?> < Cd% olur ve

/ fI dudy < Cd?*
Dx{y; ly—wol<L}

bulunur. Sonug olarak

U{?/ER ; |y—y0]§;, |yo|<L—;—€}={y€R Dyl < L —€}

oldugundan

/ f (@, )| dady < Cd®
Dx{y; ly|<L—e}

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m
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BOLUM 7

SONUC

Ik defa 1939 yilinda Torsten Carleman tarafindan kullanilan ve daha sonra kismi tiirevli
denklemler teorisinde onemli bir uygulama alan1 bulan Carleman esitsizlikleri, Klibanov
ve Bukhgeim (1981) ile ters problemler teorisinde teklik ve kararlilik aragtirmalarinda

onemli bir ara¢ haline gelmistir.

Bu tez caligmasinda ultrahiperbolik Schrédinger denklemleri igin yerel ve global Carleman
tipi egitsizlikler elde edilmis ve bu esitsizlikler yardimiyla bazi direkt ve ters problemler

icin Holder tipi kararlilik degerlendirmeleri ispatlanmistir.

Bu calismada ele alinan problemler daha ¢nce incelenmemis olup elde edilen sonuclar bu

alanda bir ilk niteligindedir.
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