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7,p € R olmak iizere,

RUGN 00 = [ feor+poydx
R

integrallerinden f(x,y) fonsiyonunun bulunmasi probleminin yaklagik ¢oziimii i¢in Es-
zamanl Iteratif Rekonstriiksiyon Teknikleri (SIRT- Simultaneous lterative Reconstruction
Techniques) arastirilmistir. R{f (x, y)}(p, T) doniisiimii sismolojide dnemli uygulamalara sahip
olup tau-p donisiimii olarak adlandirilmaktadir. Tau-p doniisimii ve Radon donisiimi
arasindaki iliskiden yararlanilarak bu doniisiimlerin ayrik formlar1 arasindaki iligki ortaya
konulmustur. Bu problemlerin ayrik modellemesinden ortaya c¢ikan denklem sistemleri
genellikle kotii-kosullanmig ve biiyiikk o6lgekli olup, bu calismada ortaya ¢ikan denklem
sistemlerinin yaklasik ¢6ziimii i¢in Landweber, SART, Cimmino, CAV ve DROP yontemleri
kullanilmistir. Ayrica yaklasik ¢6ziim ve kesin ¢éziimiin karsilastirilmasina yonelik 6rnekler

verilmis, giiriltii hatasinin yaklasik ¢oziime etkisi ve yari-yakinsama davranigi gosterilmistir.
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Simultaneous Iterative Reconstruction Techniques (SIRT) have been investigated for the

approximate solution of the problem of finding the function f (x, y) from the integrals

RUFCo )}, 7) = j Flo + pr)dx,
R

where 7,p € R. R{f(x,y)}(p, ) transform has important applications in seismology and is
called as tau-p transform. By using the relation between tau-p transform and Radon transform,
the relationship between the discrete form of these transforms is obtained. The system of
equations derived from the discrete models of these problems are often ill-conditioned and
large-scaled, and Landweber, SART, Cimmino, CAV and DROP methods are used for
approximating the solution of the resulting equation systems. In addition, examples are given
for comparing the approximate solution and exact solution, and the effect of noise error to

approximate solution and semi-convergence behavior are shown.
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BOLUM 1

GIRIS

Bir fonksiyonun Radon déniigiimii (RT) veya tau — p doniigiimii verileri kullanilarak, bu
fonksiyonun kendisinin bulunmasi problemi bir (gériintii) rekonstriiksiyon problemidir ve
bu problem matematigin énemli ters problemlerinden biridir. Radon doéniigiimii medikal
goriintiilemedeki 6nemli bir yontem olan bilgisayarli tomografide (CT), tau — p doniigtimii
sismik goriintiilemede, jeofizikte yeralti yapilarinin hareketlerinin 6l¢iimii ile deprem aragtir-

malarinda kullamilmaktadar.

20. yiizyihn ortalarina dogru bilgisayar teknolojilerindeki hizli gelismeler ile ters prob-
lemlerin yaklagik ¢oziimlerinin arastirilmasi énem kazanmis ve yaklagik ¢oziimlere yonelik
caligmalar artig gostermigtir. Bu tiir problemlerin ayrik modellenmesinde ortaya cikan;

A € R™" ve b € R™ olmak iizere,
Ax=Db

denklem sistemleri genellikle kotii-sartlanmig ve biiyiik olgeklidir. Bu problemlerde, sis-
temin kotii-konulmuslugu, veri boyutlarimin biiyiikliigii ve veride yer alan giiriiltii gibi
sebeplerden dolay1 direkt yontemler ile ¢oziim elde edilemeyebilir. Bunun yerine, daha
etkili olan cebirsel rekonstriiksiyon teknikleri (ART) (Gordon et al. 1970), es-zamanh
iteratif rekonstriiksiyon teknikleri (SIRT) gibi iteratif yontemler gelistirilmistir (Gilbert
1972). Kiiciik boyutlu lineer denklem sistemleri icin genellikle direkt ¢oziim yontemleri
tercih edilirken, biiyiik boyutlu lineer denklem sistemleri igin iglem sayisinin ¢oklugu ne-
deniyle direkt yontemler tercih edilmemektedir. Ayrica b giiriiltiisiiz sag taraf ve db

giiriiltii bileseni olmak {izere,
b =Db+db

verisindeki db bilegeninden gelen giiriiltii hatasi (veri hatasi) ile bu yontemlerdeki her

iterasyondan gelen iterasyon hatasimin (yaklagim hatasi) biiyiikliikleri arasindaki iligkiye



gore yontemin yari-yakinsaklik davranigi ortaya cikabilir. Giiriiltii hatasinin biiyiikliigi
iterasyon hatasimin biiyiikliigiine ulastiginda veya daha biiyiik oldugunda toplam hatanin
belirli bir iterasyon adimina kadar azalmasina ragmen bu adimdan sonra artmaya bagla-
mas1 yari-yakinsaklik olarak ifade edilir (Natterer 1986, s. 89). Giiriiltii hatasinin olma-
mas1 veya iterasyon hatasinin biiyiikliigiine gore énemsenmeyecek biiyiikliikte oldugunda
ise toplam hata, iterasyondan kaynaklanan hataya bagh olacagindan, iterasyon sayis1 art-
tikca yaklagik coziim kesin ¢oziime veya en kiigiik kareler probleminin minimal norm

¢ozlimiine yakmsar (Jiang and Wang 2003).

1.1 TEZIN KAPSAMI VE ONEMIi

Tau — p doniigiimii sismolojide 6nemli uygulamalara sahip olup, bu calismada

7,p € R olmak iizere,

R @)l o) = [ far+pa)da

integralleri bilindiginde f(z,y) fonksiyonunun bulunmasi problemi ve bu problemin yak-
lagik ¢oziimii aragtirilmistir. Bunun i¢in éncelikle problemin ayrik formu direkt olarak elde
edilmis olup, daha sonra bu ayrik forma karsilik gelen lineer denklem sisteminin yaklagik
¢Oziimii i¢in eg-zamanl iteratif rekonstriiksiyon teknikleri (SIRT-Simultaneous Iterative
Reconstruction Techniques) kullamilmigtir. Ayrica, tau—p doniisiimii ve Radon doniigiimii
arasindaki iligskiden yararlanarak yaklasik ¢oziim igin ikinci bir yol ortaya konulmustur.
Baz1 ornekler iizerinde yaklasik coziim ve kesin ¢oziim kargilagtirilmig, giiriiltii hatasinin

yaklagik coziime etkisi ve yakinsama, yari-yakinsama davraniglar: gosterilmistir.

x( € R” keyfi olsun. {\;}r>0 gevseme (relaxation) parametresi, M ve T simetrik pozitif

k)

taniml matrisler olmak tizere, x*) iterasyon vektorleri icin SIRT algoritmas:

xF+D — x® 4+ N, TATM(b — Ax™), £ =0,1,2,...

olarak ifade edilebilir. Buradaki T ve M matrislerinin se¢imine gore yontemler gesitlen-

mektedir.

M =1 ve T = I alindiginda Landweber algoritmasi

xFHD) = x® 4\ AT (b — Ax®)), k=0,1,2, ...,



D, = diag(||a’|,), D. = diag(||a;||,) olmak iizere, M = D_" ve T =D, " alindiginda
es-zamanh cebirsel rekonstriiksiyon teknigi (SART-simultaneous algebraic reconstruction

technique)

xHD) — x® L ADTATD Y (b — Ax™)

1
ve D =—diag ( )olmak tizere M =D ve T =1 i¢in Cimmino algoritmasi
m

la’ll3

x*+D — x® L N ATD(b — AxV)

olarak ifade edilir.

Jj =12 ..,nic¢n s; = NNZ(a;) (NNZ: sifirdan farkl bilegenler) olmak ﬁzere S =
diag(s1, S, ..., Sp) olarak tamimlansin. ¢ = 1,2,...,m i¢in HaZH; = (a',Sa’) ZGUSJ

normu olmak tizere, M = Dg=diag (W
a'llg

genigletmesi olarak bilegen ortalama (CAV-component averaging) algoritmasi

) ve T =TI i¢in Cimmino algoritmasinin bir

xF+D) = x® L X, ATDg(b — AxV)

w;

la’ll3

diger bir genisletmesi olarak diagonal olarak gevsemis ortogonal projeksiyonlar yontemi

1
ve T=S""' ve D =—diag ( > icin M = mD olmak iizere Cimmino algoritmasinin
m

(DROP-diagonally-relaxed orthogonal projections) algoritmasi
x®HD = x® 4+ STTATD (b — AxH))
olur (Hansen and Saxild-Hansen 2012).

Tez dort boliimden olugmaktadir. Tkinci boliimde, Radon déniisiimii, tau — p doniistimii
ve genel ozellikleri ifade edilmistir. Radon doniigiimii ile tau — p doniigiimii arasindaki
iligki yardimiyla rekonstriiksiyon probleminin ayrik modellemelerinden denklem sistemi-
nin elde edilisi verilmistir. Uciincii boliimde es-zamanl iteratif rekonstriiksiyon teknikleri
kapsaminda Landweber, SART, Cimmino, CAV ve DROP yo6ntemleri tanitilmigtir ve bu
yontemlerin yakinsaklik ve yari-yakinsaklik davraniglari genel bir gsema igin verilmistir.
Dordiincii boliimde ise tau — p doniigtimiiniin tersi i¢in es zamanl iteratif rekonstriiksiyon

tekniklerinin uygulanmasina yer verilmistir.






BOLUM 2
TAU-P DONUSUMU VE OZELLIKLERI

Bu boliimde, tau—p doniigiimii ve bu doniigiimiin temel 6zellikleri verilecek olup ve Radon

doniigiimii ile tau — p doniisiimii arasindaki iligki incelenecektir.

Radon doniigiimiiniin 6zel bir hali olarak verilen tau — p (7-p) doniisiimii, sismoloji
alaninda 6nemli uygulamalara sahip olup, egimli — yigilma (slant — stacking) doniigiimii
olarak da adlandirilmaktadir. T'au — p doniigiimii, f(x,y) fonksiyonunun diizlemdeki her

bir
Lpry: y=17+pr, z€R

dogrusu boyunca, x degiskenine gore, egrisel integrallerinin hesaplanmasi ile elde edilir.

Buradaki p ve 7, sirasiyla dogrularin egim ve ofset parametreleridir.

Tanim 2.0.1 (Tau-p doniisiimii) Sirekli ve reel degerli bir f(x,y) fonksiyonunun tau-

p doniistimii

R{f(x.9)} (0. 7) = / f(&,7+pr)de, T.peR (2.1)

ile tanimlanar.

Tau — p doniigiimii Dirac delta, §(-), kullanilarak,
R{7 )} p7) = [ [ £2.0)8y = -+ pa))dady (22)
R R

seklinde yazilabilir.

R{f(z,y)}(p, ) egrisel integrali, iki-boyutlu p — 7 uzayinda tamiml bir fonksiyon olup
her bir integrale tau — p doniistimiiniin bir 6rnegi (sample) denir ve bu egrisel integrallerin

tiimii f(x,y) fonksiyonunun tau — p doniigiimiinii verir.



2.1

TAU-P DONUSUMUNUN TEMEL OZELLiKLERI

Onerme 2.1.1 Tau-p déniisimi asagudaki temel ézelliklere sahiptir.

(1)

(2)

(3)

Riafi(z,y) + Bfo(x,y)}p, 7) = aR{ fi(z,y) }(p, 7) + BR{fa(z,y) } (P, 7).
R{f({L’ —a,y — b)}(p, T) = R{f($7y)}(pa T +pa - b)

pa T

R{r(Go5) o) = aR (S @} (55)-

ispat .

(1)

a, B € R olmak iizere,

Rlafi(z,y) + Bfa(z, y)}p,7) = /(afl(fv,ﬂrpw)+ﬁfz(flfﬁ+px))dﬂf

= a/fl(:zj,7+px)dx+ﬁ/f2(a:,7+pa:)da:
= aR{fi(z,y)}(p,7) + BR{fo(z,y)}(p.T)  (2.3)

olur.

a,b € R olmak iizere,

R{f(x —a,y—b)}p,7) = /f(m—a,7+px—b)dm, {t=x—-a

= /f(i,r—i—pa—b—l—pa‘c)di:
R
= R{f(x,y)}(p,r+pa—b) (24)
olur. Bir dogrunun 6telenmesi ile egiminin degismeyecegi dikkate aliirsa f(z,y)

fonksiyonunun 6telenmesi, tau — p doniigiimiinde ofset parametresinin degismesine

neden olur.



(3) a,b € (0,00) olmak iizere,

Rl o = [r(2 75 an (et

olur.

2.2 TAU-P VE RADON DONUSUMU ARASINDAKI ILiSKi

Bu boliimde, Radon doniigiimii ve tau — p doniigtimii arasindaki iligski, Radon doéniistimii

parametreleri ve p, 7 parametreleri yardimiyla ifade edilecektir.

Tanim 2.2.1 ((Normal) Radon Déniisiimii) ¢t € R, § = (cos6,sinf) € S' (birim
cember) olmak tizere, v — y-diizlemindeki her bir dogru L gy ile verilsin. ds yay wzunlugu

parametresi igin strekli bir f(x,y) fonksiyonunun, Ly g dogrular: boyunca integralleri ile

R{f(z,y)}(0,1) :/f(tcos@—ssin@,tsin9+scos¢9)ds (2.6)
R

olarak tanimlanar.

Diizlemdeki her bir dogru
L gy : (2(s),y(s)) = (tcosf — ssinf, tsinf 4+ scosf), seR (2.7)

seklinde verilsin.

Tz =1tcosf — ssind
seR (2.8)

y =tsinf + scosf

esitlikleri dikkate alimirsa, L ¢) dogrularmin normal formdaki

t=xcost + ysinb (2.9)



denklemi elde edilir. Burada [t|, L) dogrusunun orjine dik uzakligi ve # ise orjinden

gegen ve L g) dogrusuna dik olan dogrunun z—ekseniyle yaptigr pozitif yonlii agidir.

Radon doniigiimii Dirac delta, §(-), kullanilarak,
R {F e} 0.0) = [ [ w)s(t — cosd — ysino)dody
R R

seklinde de tanimlanabilir (Toft 1996).

6 € (0,7) icin, (2.9) denkleminden L 4y dogrular:

L)y = tescl — xcot 0 (2.10)
seklinde ifade edilebilir. Boylece,

p = —coth,

T = tecscl (2.11)

olarak alinirsa, tau — p doniisiimii, Radon doniisiimii parametreleri yardimiyla

R{f(x,y)}(—cotf,tcscl) = /f(x, tescl — xcot B)dx (2.12)
R

esitligi ile tanimlanabilir.
(2.7) dogrularimin, (2.10) formunda yazilmasi ile yay uzunlugu parametresi,
ds = /1 + cot? 0dz = |csc O] dx

olur. Bu durum dikkate alindiginda, 6 € (0, 7) olmak iizere, Radon doniigiimii ve tau — p

doniigiimii arasindaki iligki;
R{f(z,y)}(0,t) = /f(tcos@ — ssinf, tsinf + scosf)ds
R

= csc&/f(x,tcsc@—a:cot@)da:
R

= cscOR{f(z,y)}(—coth, tcsch) (2.13)

esitligi ile verilir.



Ayrica, p = — cot 0 ve 7 = t csc ) olarak kabul edildiginden, 6 € (0, 7) olmak iizere,

1
cscl = =+/1+p?

sin 6

1
sinff = ——,
1+ p?
cosf = —L,
V1 +p?
;o T
1+ p?
yazilabilir.

Sonug olarak, (2.13) bagmtisinda tau —p doniigiimiiniin parametreleri kullanilarak, Radon

doniigiimii ve tau — p doniisiimii arasindaki iligki,

_\/1p+p2’ ¢1l+p2’ ¢1T+p2> = V1+pR{f(z,9)}p.7) (2.14)

esitligi ile verilir.

R{f(z,9)} (

Tau-p doniistimiiniin diizlem egrileri iizerine bir genellestirmesinin, Radon doniisiimii ile

iligkisi (Ustaoglu 2017) ¢alismasinda verilmigtir.
2.3 REKONSTRUKSIYON PROBLEMIi VE AYRIK FORMU

Siirekli bir f fonksiyonunun Radon déniigiimii veya tau—p doniigiimii verileri kullanilarak,
fonksiyonun kendisinin bulunmasi problemi bir (goriintii) rekonstriiksiyon problemidir.

Ozel olarak bu calismada, 7,p € R olmak tizere,

R{f(e.0)}p.1) = [ S+ pode
R
integralleri bilindiginde f fonksiyonunun bulunmasi problemi ele alinacaktir.

Radon déniigiimiiniin kompakt destege (support) sahip bir f(z,y) fonksiyonuna gore li-
neer olmasi ve bu f(x,y) fonksiyonunun Radon déniigiimiiniin geometrik olarak yorum-
lanabilmesi, rekonstriiksiyon probleminin cebirsel olarak ifade edilmesine olanak sagla-

maktadir (Epstein 2007).
Bu galismada, f(x,y) fonksiyonu igin

{B;(x,y) | j=1,2,...,n, n e N} (2.15)



piksel taban fonksiyonlarinin sonlu bir kiimesi alinip, bu fonksiyonun bazi degerleri ile
taban fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu sonucu yaklagtirilabilecegi varsayilmaktadir.

Bunun icin

Hf(a:, y) — Z fiBi(z,y) (2.16)

2

normunu minimum yapan,
{fili=12,..,n neN}

olacak gekilde {f;} katsayilar: aranmaktadir. Ayrica
Rf(w,y) = Y fiR0;(.y) (2.17)
j=1

olacak gekilde rekonstriiksiyon probleminde kullanilan taban fonksiyonlari, parcali sabit

fonksiyonlar ailesidir.

f(z,y) fonksiyonunun desteginin, bir kare bolge iizerinde oldugu varsayilsin. Kare bolge,

diizgiin bir N x N hiicre olacak sekilde boliinsiin ve N x N hiicrenin elemanlar:

1 ,(z,y) € j. hiicre
B (w,y) = , (2.18)
0 ,diger durumda

ile tanimlansin. Eger f;, j. karede f fonksiyonunun ortalamasi ise
M= 18 () (2.19)
j=1

f fonksiyonuna N x N hiicrenin elemanlari ile yaklagim yapilabilir. Boylece, rekonstriik-
siyon probleminde kompakt destege sahip siirekli bir f(x,y) fonksiyonu i¢in { N } dizisi

N — oo iken f fonksiyonuna diizgiin yakinsar (Epstein 2007). Radon déniigiimii lineer

oldugundan;

RfF¥(@,y) =D [iR{BY (@.9)} (t.w) (2.20)
j=1

olur.

Bu yaklagimda dogrular boyunca alinan her integral icin doniigiim verileri
{(ti, wl) | 1= 1, 2, ,m}
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orneklemeleri yardimiyla R { f(x,y)} (¢;, w;) ile gosterilsin. Bu durumda,

Q5 :%{Bj(x,y)}(tl,wl), 1= 1,2,,m (221)

ve doniigiim verileri ise
b =R{fY(z,9)} twi), i=12,...m (2.22)

olarak tamimlanir ise rekonstriiksiyon problemi,

n

b= ayfi, i=12..m (2.23)

j=1
seklinde n bilinmeyenli m tane denklemden olusan lineer denklem sistemi olarak ifade

edilebilir. Bu lineer denklem sistemi matris formunda, b = (by by - - - by)" , £ =(f1 fo--- fu)"
ve A = (a;j)

s, Olmak iizere,

Af=D>
olarak yazilabilir.

Rekonstriiksiyon problemi ile elde edilen denklem sisteminde, i. dogrunun gectigi her bir
hiicredeki uzunlugu ile o hiicrelerdeki f; degerlerinin lineer kombinasyonu, ¢. denklem

olarak tanmimlanmaktadir.

2.3.1 Rekonstriiksiyon Probleminin Direkt Ayrik Formu

Bu kisimda, tau —p doniigiimii i¢in rekonstriiksiyon probleminin ayrik formu direkt olarak
ifade edilecektir. Bu ayrik form yazilirken, tau — p doniisiimii, (normal) Radon doniigiimii

parametreleri ile verilecektir.

f(z,y) fonksiyonu bir kare bolgede kompakt destege sahip olsun ve bu bolge N x N
hiicreye ayrilsin. n = N2, m toplam projeksiyon (tau — p doniisiimiiniin alinmasi) sayist,
f(z,y) fonksiyonunun j. hiicredeki sabitlenmis degeri f; ve ﬁ;v (x,y) taban fonksiyonlari

i¢in f(x,y) fonksiyonu
=2 58 (@y) (2:24)
j=1

11



olarak ayrik formda yazildiginda, tau — p doniistimiiniin lineerliginden
R {fN(x, y)} (—cot;,t;csc ;) = Z iR {Bj»v(x, y)} (—cot b;,t; cscb;) (2.25)
j=1

olur.

R { B;V (z, y)} (—cot 0;,t; cscB;) degerleri yardimiyla a;;, 7. dogru ile j. hiicrenin kesigtigi
noktalarin apsisleri arasindaki uzaklik veya j. hiicre ile kesismiyorsa 0 olarak tanimlanirsa,

tau — p doniigiimiine karsilik gelen lineer denklem sistemi

n

J=1

veya matris formunda
Af=b (2.27)

olarak yazilabilir.

2.3.2 Rekonstriiksiyon Probleminin Radon Do6niisiimii Yoluyla Ayrik Formu

Rekonstriiksiyon probleminin ayrik formu, Boliim 2.2’de verilen tau-p doniisiimii ile Radon
dontistimi arasindaki iliskiden yararlanilarak yeniden yazilacaktir. Boylece rekonstriik-

siyon probleminin yaklagik ¢oziimii i¢in alternatif bir yol ortaya konulmus olacaktar.

Radon doniigiimii i¢in rekonstriiksiyon probleminin ayrik formu igin, A matrisinin i
bilesenleri, 7. dogrunun j. hiicredeki pargasinin uzunlugu veya j. hiicre ile kesismiyorsa 0
olarak tamimlanir. Bu durumda, tau-p doniisiimii i¢in rekonstriiksiyon probleminin ayrik
formunda ortaya cikan lineer denklem sistemi, tau-p doéniigiimii ve Radon doéniigiimii

arasindaki iligkiden yararlanarak, 6; € (0, 7) igin

gi = bl CSCGi = Zdljf], Z — 1,2, ...,m (2'28)

=1
~ e . N

olur. Bu denklem sistemi matris formunda, b= (bl by - - - bm> ve A= (a;;) olmak {izere,

b= Af (2.29)

olarak ifade edilir.
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BOLUM 3
ES-ZAMANLI iTERATIF REKONSTRUKSIYON TEKNIKLERI (SIRT)

A e R™" f €R” ve b € R™ olmak iizere
Af=b (3.1)

denklem sisteminin ¢oziimii i¢in direkt ve iteratif yontemler gibi cesitli ¢oziim yontemleri
vardir. Bunlardan Cramer yontemi, Gauss eliminasyon yontemi, Gauss-Jordan yéntemi
ve Thomas yontemi direkt yontemlere ¢rnek verilebilir. Bu yontemler daha cok kiigiik
boyutlu lineer denklem sistemlerinin ¢oziimii i¢in kullanilirken iteratif yontemler ise biiytik
boyutlu denklem sistemlerinin ¢dziimii i¢in iglemlerin hizli ve kisa siirede yapilmasindan

dolay1 daha cok tercih edilmektedir.

Ayrica (3.1) lineer denklem sistemi tutarsiz oldugunda
Af —b

farkim minimum (uygun bir norma gore) yapacak bir f vektorii aramir. A matrisinin
siitun uzay1 (stitun vektorlerinin gerdigi uzay) Col(A) olmak iizere, eger b € Col(A) ise
bu sistemin ¢oziimii vardir. Ancak b ¢ Col(A) ise ¢oziim yoktur ve bu durumda Af — b
farkini minimum yapan bir f vektoriiniin bulunmas1 yontemi en kiigiik kareler yontemi

olarak adlandirilir.

b ¢ Col(A) ise, b vektoriiniin Col(A) uzay: iizerine dik izdiigiimii alinarak;
bp = proj (b) € Col(A)

elde edilir. Bu durumda

b=bp+ by

13



olmak tizere
by =b — bp,

Col(A) uzayma diktir.

W
bp E
Col(A)

Sekil 3.1 by vektoriiniin Col(A) uzaymna dikligi.

Buna gore by, A matrisinin tiim siitun vektorlerine dolayisiyla da AT matrisinin tiim

satir vektorlerine dik oldugundan, A matrisinin siitun vektorleri a, ..., a,, olmak {izere,
af (af . by)

A'by = i | by = : =0
al (al ,by)

olur. Ayrica, (3.1) sisteminin bir en kiigiik kareler ¢oziimii,

Af =bp (3.2)

sisteminin gercek c¢oziimiidiir. Ayrica

Af =bp=b—by

oldugundan

ATAf =A"b— ATby

bulunur. Burada ATby = 0 oldugundan

ATAf=A"b (3.3)

elde edilir ve (3.3) denklemi (3.1) lineer denklem sisteminin normal denklemi olarak ad-
landirihir. (3.2) sisteminin ¢oziimii ayn zamanda (3.3) normal denkleminin de ¢ziimiidiir.
Boylece (3.3) normal denkleminin ¢oziimii (3.1) lineer denklem sisteminin bir en kiigiik

kareler ¢oziimiidiir.
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Rekonstriiksiyon problemlerinin ¢oziimiine yonelik cebirsel yaklagimlar temel olarak, ce-
birsel rekonstriiksiyon teknigi (ART-Algebraic Reconstruction Technique) ve eg-zamanl
iteratif rekonstriiksiyon teknigi (SIRT-Simultaneous Iterative Reconstruction Techniques)
olmak iizere iki iteratif teknikten olugur. ART, giincelleme igleminin her projeksiyondan
sonra yapildigi dizisel iteratif bir yontem iken SIRT, giincelleme isleminin tiim projek-
siyonlarin eg-zamanli olarak tamamlanmasinin ardindan yapildigi es-zamanh iteratif bir

yontemdir. ART ve SIRT yaklagimlar i¢in hata ayni sekilde hesaplanir.

Gortintiileme ile ilgili uygulamalarda, A katsayilar matrisi, rekonstriiksiyon problem-
lerinin modellemesinde kullanilan problemin ayrik hale getirilmesiyle olusur ve algorit-
manin amacit, b (giiriiltiilii) verisi kullamlarak f goriintiisiinii elde etmektir. SIRT al-
goritmasinin bir iterasyonunda (3.1) denklem sistemindeki tiim denklemler ayni anda

es-zamanl olarak kullanilir.

f© ¢ R™ keyfi olsun. {\;} x>0 gevseme parametresi, M ve T simetrik pozitif tanimh

matrisler olmak iizere, f*) iterasyon vektorleri icin SIRT algoritmasi
fED — £B) L\, TATM (b — Af™), £ =0,1,2,... (3.4)

olarak ifade edilebilir.

Algoritma 3.0.1 (SIRT Algoritmasi)
Advm 1. Keyfi baslangig vektori £ olsun.
Advm 2. k=1,2,... icin
Mevcut £®) jterasyonu ileri projeksiyonlanur: Af®.
Bu sonug, orjinal projeksiyondan ¢ikarilir: (b — Af (k)).
Bulunan fark, T ve M ile agirlastirimis AT tarafindan geri projeksiyonlanar.
TA"M(b — Ag(k)) diizeltme faktori olusur.
Adwvm 3. Diizeltme faktori, mevcut iterasyona eklenir ve giincelleme yapilip bir sonraki

iterasyona gecilir: f*F+1) = £(k)

Tim vektorler stitun vektorleri olmak tizere, A matrisinin j. stitunu a;, A matrisinin 1.

satirinin transpozu a’, (x,y) = x'y standart i¢ carpim, p(.) spektral yaricap (en biiyiik
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pozitif dzdeger) olarak tanmimlansin. (3.1) sistemindeki her bir lineer denkleme karsilik

gelen afin hiperdiizlemler
H; ={f eR" | (a',f) =b,} (3.5)

olarak tanimlanmak tizere, bir z vektoriiniin H; hiperdiizlemleri iizerine ortogonal pro-
jeksiyonu

b; — (a', z)

2
la’]l;

Pi(z) =z + a' (3.6)

olarak ifade edilebilir.
3.1 ES-ZAMANLI iTERATIiF REKONSTRUKSIYON TEKNIiKLERI

Es-zamanli iteratif yontemler, (3.4) algoritmasinda yer alan T ve M matrislerinin farkl
se¢imlerine gore simiflandirilabilir. Es-zamanl iteratif yontemler kapsaminda Landweber
yontemi, es-zamanl cebirsel rekonstriiksiyon yontemi (SART), Cimmino yontemi, bilesen
ortalama (CAV) yontemi ve diagonal gevsemis ortogonal projeksiyonlar yontemi (DROP)

asagida ifade edilecektir.

3.1.1 Landweber Yontemi

Landweber iterasyonu veya Landweber algoritmasi ilk olarak Louis Landweber (Landwe-
ber 1950) tarafindan ortaya konulmustur ve bir ¢ok genel yontemin temeli olarak deger-

lendirilebilir.

Direkt problemlerin iteratif problemlere gore anlagilmas: daha kolay olmakla birlikte, 6zel-
likle goriintiileme ile ilgili uygulamalarda kargilagilan denklem sistemlerinin ¢oziimii icin
genellikle iteratif algoritmalar kullanilir. (3.1) denklem sistemindeki A matrisi singiiler
degil ise, f = A~'b bu sistemin acik ¢oziimiidiir. Ancak, A matrisi singiiler ise boyle bir

coziim yoktur. Iteratif yontemlerle ¢oziim arastirihirken 6ncelikle
ATAf=A"b

normal denklemi ve bu denkleme denk bir

f=f— AT(Af —b)
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sabit nokta denklemi dikkate alinir. Buna gore, en basit haliyle iteratif algoritma
£ — B _ AT(Af® b)), keN

olarak ifade edilebilir.

2
A matrisinin en biiyiik singiiler degeri o; olmak iizere, 0 < A < —; sartin saglayan A
01

gevseme parametresi i¢in ve (3.4) algoritmasinda M = I ve T = I alinmasiyla Landweber

iterasyonu
fOHD — £ L AAT (b — Af®), keN (3.7)

olarak tamimlanir. Lineer problemler icin standart baslangic vektorii genellikle f(© = 0

olarak alinir.
Landweber iterasyonu
3(f) = min||Af — b
en kiiciik kareler fonksiyoneli icin
fED — £ _\J'(f), keN
= f® L AAT (b — AfH) (3.8)

olarak tamimli bir gradient metoda egittir. Eger \ yeteri kadar biiyiik degil ise fonksiyonel,

iterasyon boyunca artan degildir. Gergekten,

2
HAf(k“)—bH - HAf _b-AAAT(Af* H
2
HAf(’“)—bH + N HAAT(Af““ —b)H
) <Af(k)—b, AAT(Af<’“)—b)>

2 2 2
— [[af®_p +)\()\HAAT(Af(k)—b)H —2HAT(Af(’“)—b)H)

IN

2 2
AfY b+ AT (AFD-b) | (A A) - 2)

2

Af® _p

IN

oldugundan, en kiigiik kareler fonksiyonelinin artan olmadig gosterilmis olur (Pietschmann

2012).
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3.1.2 Es-Zamanli Cebirsel Rekonstriiksiyon Teknigi (SART)

Bu yontem cebirsel rekonstriiksiyon tekniginin (ART) gelistirilmig bir formu olmakla bir-
likte, her bir iterasyondaki projeksiyonlar es-zamanlh olarak gerceklestiginden SIRT al-
goritmalar1 sinifina dahil edilebilir. ART, ilk defa (Gordon et al. 1970) ve (Hounsfield
1972) galigmalarinda ortaya konmustur. Ayrica bu yontem tutarli olan lineer denklem
sistemlerinin ¢oziimii igin Kaczmarz (Kaczmarz 1937) tarafindan ortaya konulan temel
yontemin tiiretilmig halidir. SART (Simultaneous Algebraic Reconstruction Technique),
ii¢ temele dayanmaktadir: 1) Verilen bir projeksiyonda tiim iginlar i¢in, ART tarafindan
hesaplanan hata diizeltme terimlerinin eg-zamanli uygulanmasi; 2) 1ginlar boyunca geri
yayilmig diizeltme terimlerinin uzunlamasima agirliklagtirilmasi; 3) siirekli goriintiiniin
1510 integraline ayrik yaklagimi icin bilineer elemanlarin kullanilmas: (Andersen and Kak

1984).

Eger bu algoritma dizisel olarak degil de, belirli bir projeksiyondaki igmlar icin tim
hata diizeltme terimleri es-zamanh olarak uygulanirsa, giiriiltiiniin 6nemli 6l¢iide azalmasi
saglanir. Bu yontem bir SIRT-tipi algoritma gibi goriilebilir ve SIRT algoritmasinin bazi

iistiin 6zelliklerine sahiptir.

Tiim bilgisayarli goriintiilemelerde, sonlu say1 kiimeleri (veriler) tarafindan f(z,y) goriin-
tiilerinin tanimlanmasi igin bir yol gereklidir. Genel bir yaklagim, siirekli bir goriintiiniin
N tane {b;(z,y)} temel goriintiisiiniin bir lineer kombinasyonuna genisletilmesidir (Her-

man and Lent 1976, Herman 1980).

1.060

1.037

1025 4

PE T T Y L bkl

1,012 4

1.000 4

9B75 4

9750 {

9625 +

9500 . - v
b " 4o00 -750 -500 -250 000 .250 500 .750 1.00

Sekil 3.2 (a) Es-zamanh ART icin bir iterasyondaki rekonstriiksiyon, (b) Ug kiiciik
tiimorden gegen kesit goriintiisii (y=-0.605) (Andersen and Kak 1984).
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Sekil 3.2’de belirli bir tarama yonii i¢in tiim diizeltme terimlerinin es-zamanl bir uygula-
mas1 kullanildiginda elde edilen rekonstriiksiyon gosterilmektedir. Bu uygulamada, 6zgiin
diizeltme terimleri her zamanki gibi hesaplanir. Bu terimler, goriintiideki tiim iginlar
hesaplandiktan sonra kaydedilir. Her bir goriintii elemanina gore ortalama diizeltmesi

hesaplanarak, giincelleme goriintiisiinii olugturmak i¢in eklenir;

n bz — <G,T,f(k)>
Sy
J ’ Zil Q5

n
E CLz’j
J

Buradaki j’'ye gore toplam, belirli bir tarama yonii i¢in ¢. goriintii bilegeni ile kesigen
N

isinlarin iizerindedir. Ozgiin diizeltme terimlerinin paydasindaki Z a;; faktort, j. 15m-
=1

fl+1) _ p(k) |

(3.9)

larin gergek fiziksel uzunluguna egittir. Eg-zamanl yontemde, < a;,f k)> ifadesinin Z i

tarafindan degistirilmesi, yeniden olusturulan goriintiiniin degismezligi nedeniyle yaplhr

Ayrica, giincelleme vektorii igin hatasiz adimlar: korur.

Es-zamanli teknigin basit bir formu Oppenheim tarafindan (Oppenheim 1977) calig-
masinda kullanilmigtir. Bu yontem, herhangi bir temsili goriintiiyle oldugu kadar, ortiisen
veya Ortiigmeyen 151n geritli egimli 1sinlar icin genel bir goriintii rekonstriiksiyon proble-

minde avantajli olarak kullanilabilir.

Dizisel sema igin rekonstriiksiyona kiyasla es-zamanlh yontem, giiriiltiiniin yogunlugunda
bir azalma saglar. Buna ek olarak yeniden olusturulmus goriintiideki giiriiltii onceki ile
kargilagtirildiginda daha yavas dalgalanan bir hale gelir. Bu teknik, ART-tipi algorit-
malarin hizh bir gekilde yakinsamasini saglarken ayni zamanda SIRT-tipi algoritmalarin
giiriiltii bastiric1 6zelliklerine sahiptir (Gilbert 1972). SIRT yonteminde oldugu gibi, es-
zamanlh uygulama da diizeltme terimleri icin ek bir dizinin depolanmasini gerektirir.
Es-zamanli yontem, belirli bir goriintimdeki tiim 1ginlardan gelen diizeltmelerin, siirekli

bir giiriiltii igleviyle sonuclanmasi gerektigi iddiasiyla dogrulanir (Solmon 1976).

Son olarak (3.9) esitligi matris formunda

glk+1) _ f(k)—{—)\kD;lATDc_l(b _ Af(k)) (3.10)
1

seklinde ifade edilebilir. Burada T = D ' = diag (H T ) ve M =D_ ' = diag <|| I >
asily

olarak alinmigtir (Hansen and Saxild-Hansen 2012).

19



3.1.3 Cimmino Yontemi

Cimmino yontemi, A € R"™*" singiiler olmayan reel bir matris ve b € R" olmak iizere,
(3.1) lineer denklem sisteminin goz 6niine almdigr (Cimmino 1938) caligmasinda, Gian-

franco Cimmino tarafindan ortaya konulmustur. A matrisinin 7. satir1

a; = (an Gig...ai,)

olarak gosterilirse,

H; ={f eR" | (a',f) =} (3.11)

tarafindan tamimlanan n tane hiperdiizlemin tek kesisim noktas1 f* = A~'b dir. Verilen
f(© ¢ R™ baslangic vektorii, her i = 1,2, ..., m icin, (3.11) de verilen hiperdiizleme gore
£(O) baslangic vektoriiniin fi(o) projeksiyonlari

b= (o, £9)

fz'(O) —£0) 19 i “2 a; (3.12)
a;

olarak ifade edilir.

Bu algoritmada, fl-(o) projeksiyonlarinin m; > 0 kiitlesine sahip oldugu varsayilarak, bu
noktalarin agirlik merkezini ve fz-(o) projeksiyon noktalarini hesaplayarak bir sonraki f(*)

iterasyonu olugturulur (Sekil 3.3).

Sekil 3.3 Cimmino yaklagimi (Nikazad 2008).

f(©) baglangic vektorii ve onun (3.11) de verilen n hiperdiizlemine gére tiim projeksiyon-

lar1, merkezi lineer sistemin ¢oziimii olan bir hiperkiire tizerinde uzanmr. {m;};", kiitleler
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sisteminin agirhk merkezi bu hiperkiirenin icinde olmalidir, bu nedenle f(!) iterasyonu
coziime daha iyi yaklasir. Bundan dolay1, bir sonraki f(1) iterasyonu coziime f(©) vek-
toriinden daha iyi bir yaklagimdir. Sonraki iterasyon f(!) yeni yaklagimu ile benzer sekilde

devam eder. {f(k)} dizisi, k — oo icin f* = A~'b ye yakinsar.

D € R™™ olmak iizere,

D = DD

- dmg( o e me) (3.13)
la1[|” |l @zl [ @]

ve A\ gevseme parametresi icin matris formunda

£+ — £ L AATD(b — AF") (3.14)
yazilabilir. w; = /m; olmak iizere,

F+D) — +AZwZ H<:H >az (3.15)

1
bulunur. Tiim w; ler — olarak alinirsa, Cimmino algoritmasi
m

(k)
FD — £ 4 N Z %a (3.16)
a;

olarak ifade edilir (Benzi 2005).

3.1.4 Bilesen Ortalama (CAV) Yo6ntemi

Bilegen ortalama (CAV-Component Averaging) yontemi, biiyiik ve seyrek yapilandirilmig
lineer denklem sistemleri i¢in uygun bir iteratif yontem olup, bu yéntemde es-zamanh
olarak tiim sistem hiperdiizlemleri iizerine mevcut iterasyonun projeksiyonu alinir. CAV
yontemi, ortogonal projeksiyonlar ve skaler agirliklar yerine egik projeksiyonlar ve kat-

sayilar matrisinin seyrekligine bagh agirliklar ile diagonal agirlik matrislerini kullanir.

Biiyiik ve seyrek lineer denklem sistemleri birgok ¢nemli pratik uygulamada ortaya cik-
maktadir. Lineer denklemlerin ¢oziimii, konveks fizibilite problemi olarak adlandirilan, bir

freC= ﬂ C; # 0 noktasinin bulunmasi probleminin 6zel bir durumudur. Buradaki C,

i=1
Fuclid uzayinda C; C R", + = 1,2,...,m kapali konveks kiimelerinin kesigim noktasidir.
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Es zamanl algoritmalarin ilki olarak kabul edilen Cimmino yonteminde, 6éncelikle Pc,, C;

iizerine ortogonal projeksiyon olmak iizere
fEDE— po (F®)) 1 =1,2,...,m (3.17)

orta noktalarmi elde etmek icin gecerli f(*) iterasyonunun tiim C; kiimeleri iizerine pro-

jeksiyonu alinir. Boylece bir sonraki iterasyon
FRHD — £B) 1 ) (Z wifF=D fo)) (3.18)
i=1

olur, burada w;, i = 1,2, ...,m i¢in w; > 0 ve Z w; = 1 olacak sgekilde sabit agirliklardir.
i=1

Cimmino yontemi, A matrisinin yogun matris oldugu zaman uygun olan projeksiyonlar-
dan gelen katkilarin egit agirligim kullanir. CAV yontemi ise A matrisinin seyrekligiyle
ilgili Cimmino yonteminin bir genigletilmesidir. Cimmino yoénteminde, konveks fizibilite
problemi icin A gevseme parametresi ve w; = % agirhiklar: icin £+ iterasyonu, £f*)
iterasyonunun projeksiyonlarinin ortalamasidir. CAV algoritmasinda ise tamamen fark-
hdir. Tiim ¢ = 1,2, ..., m i¢in j. siitunun sifirdan farkl elemanlarinin sayist s; = NNZ(a;)

olmak iizere, (3.16) yeniden diizenlenirse,

g 23 e 319
Sj i=1 Ha’ H2

A = (a;;) € R™" matrisi seyrek ise, s; degerleri m’den daha kiigiik degerlerdir.

Tamm 3.1.1 Tim j = 1,2,...,n i¢in, b € R, a = (a;) € R" ve a # 0 olmak tzere,
H = {f e R" | (a,f) = b} hiperdiizlem olsun. S, n x n tipinde pozitif tanwml simetrik
matris ve ||f||z = (£,Sf) olmak iizere, S'ye gire H tizerine bir z € R"™ noktasimn egik
projeksiyonu tim j = 1,2, ...,n i¢in,
Py (z) =z + b-laz) <(21’ Z>S_1a

lalls-:

olarak tanvmlanar, burada S™1, S matrisinin tersidir.

fO € R keyfi verilsin. i = 1,2,...,m ve j = 1,2,...,n icin s; = NNZ(a;) olmak iizere,
iterasyon yaklagimi

b, — <a £k
FRFD — g 4\ = o Wij
! Z Z;  Siais)? !
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olarak ifade edilebilir. S = diag(sy, sa, ..., s,) ve |a’]z = (@', Sa’) = Zsj(aij)Z olmak
j=1
lizere,

Dg = diag ( ! ! ! ) (3.20)

la'lls" lla?lls™ " lla™ls

olarak tamimlansin. Buradan, CAV algoritmasi (3.4) formunda M = Dg ve T =1 i¢in
£ — £ L NATDg(b — Af®), £ =0,1,2,... (3.21)

olarak ifade edilir. A matrisi yogun ise S =mlI olur ve Cimmino y6ntemi elde edilir (Censor

et al. 2001).

3.1.5 Diagonal Gevsemis Ortogonal Projeksiyonlar (DROP) Yo6ntemi

Bu kisimda, lineer fizibilite probleminin ¢oziimii i¢in es-zamanh iteratif yontemlerden biri
olan diagonal gevsemis ortogonal projeksiyon (DROP-diagonally-relaxed orthogonal pro-
jections) yontemi incelenmistir. Bir énceki boliimde bahsedilen konveks fizibilite prob-
lemleri i¢in projeksiyon algoritmalari, bu tiir problemlerin ¢oziimii i¢in merkezi bir rol
oynar. C; kiimeleri iizerine olan bu projeksiyonlar, bircok yontemde kullanilmasina rag-
men, projeksiyonlarin kullanildigi her yontem bu algoritmalar sinifina ait degildir ve ait
olan algoritmalar, projeksiyondan goriintii rekonstriiksiyonunda problemlerin tamamen

ayrik modellerine bagariyla uygulanmigtir (Herman 1980).

Konveks kiimeler i¢in tamamen eg-zamanli (paralel) algoritmik gemalar

FEHD — fR) 4 ), (Z Wz',PCi(f(k)) _ f(k)) (3.22)
i=1

formunun benzeri iteratif adimlari kullanmirlar. Pg,, C; kiimeleri tizerinde bir f noktasinin

ortogonal projeksiyonu, tiim ¢ = 1,2, ...,m igin w; > 0 agirhklarmin bir sistemi {w;};",
m

ve Zwi = 1’dir. (3.22) es-zamanh projeksiyonlarinda (Censor and Zenios 1997) w; = -
i=1
olarak yerine yazilirsa

)\ m
D) — £ ZENTp ) — £(R) 3.23
o 3R ) (3.23)
bulunur. Burada P¢, icin (3.6) kullamilirsa, j = 1,2,...,n i¢in s; = NNZ(a;) (NNZ:
sifirdan farkli bilegenler) ve S = diag(sy, S2, ..., S,) olmak tizere

plk1) — gh) Ak i M .

P12
Sj i=1 Ha’z”2

(3.24)
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olur. A matrisi seyrek ise s; < m dir. Oyleyse (3.19) esitligi w; agirliklar igin yeniden

diizenlenecek olursa

FR)Y
fEHD — £0) )\, 8 sz H<aH >a’ (3.25)
a’L

elde edilir. Bu esitlik, T=1ve D = %dmg ( ) icin M =mD olmak iizere, matris

la’ll3

formunda yazilacak olursa DROP algoritmasi
£ — £®) L, STLATD(b — AfK) (3.26)
seklinde ifade edilir.

Bu yontem de Cimmino yonteminin diger bir genigletilmis halidir. CAV’dan farkl olarak,

s; elemanlarmin farkh bir sekilde secilmesiyle elde edilmistir.

St=mI

durumunda A matrisi yogun oldugunda Cimmino yontemi elde edilir (Hansen and Saxild-
Hansen 2012).

3.2 SIRT ALGORITMASININ YAKINSAKLIGI

SIRT Algoritmasinin yakinsakhigr (Jiang and Wang 2003) calismasi temel alinarak gos-
terilecektir. Yakinsaklik gosterilirken goriintii rekonstriiksiyonu i¢in Landweber metodunu
temel alan genel bir iterasyon semasi (eg-zamanlh blok-iteratif) ortaya konulacaktir. ART,
SIRT, SART, Cimmino metodunda kullanilan algoritmalar genel semanin 6zel baz1 6rnek-

leridir.

Ele alinan denklem sisteminin tutarli veya tutarsiz olmasi durumlarinda limit, agirhikh
en kiiciik kareler probleminin minimal norm ¢éziimii ve baglangi¢ goriintiisiiniin sistem

matrisinin sifir uzay: tizerine egik projeksiyonunun toplami olarak bulunur.

(3.4) algoritmasimin Ay > 0 olmak iizere T =V ve M = W alinarak yeniden yazilmasiyla

elde edilen
£ = B 4 N VIATW (b — Af®), £ =0,1,2, ... (3.27)
semasinin yakinsakligi incelenecektir.
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Oncelikle (3.27) iterasyon semasinin daha basit bir formu i¢in yakimsaklik gosterilecektir.

(3.27) deki genel durum igin yakinsaklik daha sonra gosterilecektir.

zF) = vaf®), (3.28)
G = W2AV 2, (3.29)
b = W:ib (3.30)

olsun. Buradan

fO = voag®

[N
SIS

A = GV

WA ,
W zb

(NI

b =
i¢in (3.27) iterasyonundan
Vgt = voagM ViV ATWEI WS (W—éf) - W5GV%V—%z<k>)
= VoigW v (WéAV%)T (W%W—%B = W%W_éGz(k))
elde edilir ve esitligin her iki tarafi soldan Vs ile carpildiginda
2= 720\ GT (b — G2) (3.31)

olur. Ayrica, (3.1) sistemine kargilik gelen sistem

w:Gv:v2zk) = Wb
W:Ww:Gz*? = W:W:b
Gz® = b (3.32)
olarak elde edilir. G nin
G'Gz=G"b (3.33)

normal denkleminin minimal norm ¢oziimii zy1(G,b) olsun. Ayrica (3.32) tutarliysa,

z11(G,b), (3.32) denkleminin de minimal norm ¢oziimiidiir.

Teorem 3.2.1 (Jiang and Wang 2003) Varsayalim ki HGGT” <1 wve tim k > 0 i¢in

0 < A\p <2 olsun. Eger,

Zmin()\k, 2— ) =400
k=0

saglanarsa, (3.31) iterasyonu ile olusturulan {z®} dizisi (3.33) iin bir ¢éziimiine yakinsar

ve {zM} dizisinin limit ZI,I(G,B)—i—P(G)z(O) olur.
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(3.27) genel iterasyon semasinin yakinsakligi igin (3.28)-(3.30) da tammlanan déniigtimler

kullanilarak (3.33) normal denklemi

ATWAV 2z = A"Wb (3.34)
olarak yazilabilir. Eger f = V™27 ise, 113 = ||z]|* olur. Bu sebeple,

ATWAF = ATWb (3.35)
normal denkleminin minimal norm ¢oziimii

V™= 2211(G,b) = fy (A, b)

olur. R” den N(G)’ye tamumli P(G) ortogonal projeksiyonu ve Ry, den N(A)’ya tanimh
Py (A) ortogonal projeksiyonu igin,

oldugu goriiliir.
SVD kullanilarak, HGGTH = HGTG” elde edilir ve bu, GTG veya GG’ nin maksimal

ozdegerine esittir. GTG ozeslenik oldugundan

|IG'G|| = sup (G'Gz,z)

z€R" ||z||=1

= sup |Gel’
z€R" ||z]|=1

1 1 2
W2AV 2z

== sup
ZGR”7H2”:1

= sup HAV_%Z

‘2
zeR" ||z||=1

w

z = V2f dontigiimii tekrar kullanilarak, |z|| = ||f||y, oldugundan,

IGTG] = sup [Aflly

feR™,||f||y,=1

= Allvw (3:36)

elde edilir ve A, Ry, den Ry ye tanimh bir lineer déniistim olarak alindiginda [|Afly v,
A nin operatér normudur.
Teorem 3.2.1 ve yukaridaki degerlendirmeler sonucunda (3.27) iterasyon semasinin yakin-

saklig1 agagidaki teoremde ifade edilmigtir.
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Teorem 3.2.2 (Jiang and Wang 2003) p = ||A|y w olmak tzere, her k > 0 igin

0<p?\ <2 we

Z min(p*\g, 2 — p?Ap) = +00 (3.37)
k=0

sarte saglanyorsa, (3.27) iterasyonu ile olusturulan {£™} dizisi, (3.1) denklem sistemi

tutarsiz olsa bile, fy w (A, b)+Py(A)f O coziimiine yakinsar.
3.3 SIRT ALGORITMASININ YARI-YAKINSAKLIGI

En genel haliyle
£ — gD 4 N TATM(b — Af* YD), k=1,2,... (3.38)

olarak ifade edilen SIRT algoritmasinin yari-yakinsaklik davrams (Elfving et al. 2010) ve

(Nikazad 2008) caligmalar1 temel alinarak incelenecektir.

Yari-yakinsaklik ile ilgili sonuglar1 vermeden 6nce gerekli bazi gosterimler ifade edilecek

ve singiiler deger ayrigimi (SVD-singular value decomposition) hakkinda bilgi verilecektir.

2-normu ||f|| = V£7f olarak tamiml olsun ve M simetrik pozitif tanimli matris olmak
tizere ||f|y; = VETMS olur. Ayrica M2, M matrisinin karekokii ve p(A), A matrisinin
spektral yaricap: (p(A) := max{|A| : A\, A matrisinin 6zdegeri }) olsun.

A, m x n tipinde bir matris olmak {iizere, A matrisinin singiiler deger ayrigimi
A = UDV? (3.39)

seklindedir, burada U = (uy,ug, ..., uy), AAT nin 6zvektorleri U matrisinin siitunlari
olacak sekilde m x n tipinde siitun ortogonal matris, V. = (vy,vs,...,v,), ATA nin
ozvektorleri 'V matrisinin siitunlar1 olacak sekilde n x n tipinde ortogonal matris ve
D = diag(01,09,...,0,), 01 > 09 > ... > 0, olacak sekilde A matrisinin singiiler deger-
lerinden olusan n x n tipinde bir diagonal matristir. o, A matrisinin singiiler degeri ise
o2, ATA nmin ozdegeridir ve rank(A), A matrisinin sifirdan farkh singiiler degerlerinin

sayisina esittir. Ayrica
AAT = (UDV")(UDVH)T = UDV'VD'U” = UD?*U”

27



ve
ATA = (UDVH)T(UDV') = vD'UTUDV’ = VD*V”
olur ve (3.39) esitligi
A= z": UiuiviT
=1
seklinde de ifade edilebilir.

Eger A matrisi n X n tipinde singiiler olmayan bir matris ise, tersi
A7'=(UDVH)'=vD'U!

olur, burada

Eger A matrisi singiiler ise SVD yardimiyla A matrisinin tersi i¢in bir yaklagim
A7' = (UDV!) ' = VD,'U™
olarak verilir, burada
-1 %7 g; >1 q o
D, = ; (t kiigiik esik deger).
0, diger
2—¢

Teorem 3.3.1 (Elfving et al. 2010) p = p(ATMA) olmak idizere, 0 < e < \j, <

oldugu varsaylsin. ¢ > 0 veya ¢ = 0 ve Y min(pAg,2 — p\g) = +oo ise SIRT al-
k=0
goritmasian iterasyonlary min [|[Af — b||,, probleminin bir £* ¢ézimine yakinsar. Eger

fO € R(AT) ise £* minimal Euclid normunun tek ¢ézimiidiir.

(3.38) ifadesinde T = I ve \; = ) icin genelligi bozmadan f(®) = 0 olsun. Ayrica B = ATMA
ve ¢ = ATMb olmak tizere;
£ = gD L NATM(b — AfF) (3.40)

= D L AATMb-AATMA ¢

= =D 4 e 4+ ABf*Y

= (I-AB)f* Y 4\

= I= B+ X\I-XB)* Ye+ ...+ AI—-AB)c+ e

o
—_

= A) (I-XB)Yc

<
Il
o

28



bulunur (Elfving et al. 2010).
Varsayalim ki, M:A nin singiiler deger ayrigimi
M:A = USV7’
olsun. Buna gore,
B = ATMA
— ATM:M:A
= (M?A)"(M?A)
= (uzvhHT(uzvh
= v'u'uzv”
= vizv? (3.41)
ve p(B) = ¢? olur, burada U = (uy, us, ..., u,) ve V. = (v1, vy, ..., v,) ortogonal matrisler

ve 01 > 09 > ... > 0, > 0 (rank(A) = p) icin ¥ = diag(o1,09, ...,0,,0,...,0) dir.
(3.41) kullanilarak,

N
—

k—1
> 1-By = (I-AVETzvT)i
7=0

> .
= O

= I-VixTzvhy

o

J
= I-VAZTEVT) 4+ (1= VASTEV!) 4+ (I- VAR DV )
I-I-VAE'EVH + 4+ (I-VAZRTEVH)H!

= VE, V'

bulunur (Nikazad 2008), burada

(1= =XDF1—(1=AcdD)F 1—-(1—AoD)F
E, = diag ( v LA v 2 v P 0,..,0]. (3.42)
1 2 P
Yukarida verilen egitlik daha acik olarak,
Z I-ABY = (141X} + ...+ (1D
7=0
k—1
(1—(1—=Xo?))) (I-2IB)
g A== A+ A=A+ (L= Agp)E )
Ao? B Ao?

(2 (2

B i 1F — (1= Ao2)
N \o?

i=1 ¢
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oldugundan

VE, V' =

( 1= o >VT

|
<

2
Ao

= VI+1-2d)' +..+(1=Ao2)

?r

= (I—)\B)

J=0

seklinde ifade edilebilir. Buradan,

k—1
f9 = A) (I-IB)c

= AVE,V'ATMb

— AVE, V'(M?A)"M: (b + ob)
= AVE,VI(UZVHM: (b + &b)
= AVE,V'VETU"M: (b + éb)
= V(AE,)Z U™z (b + éb)

P . L 2\k 1 —
s A1 = (1—Ao?) }JiuiTMg(b+6b)vi

4 Ao?
1=0

p T % i
- 2{1 - (1- )\a?)k}ui M:(b+ 6b)vi

- o)
=0

olurve:=1,2, ..

2010).

icing, =1—(1

(1— 1—)\0 NI+ (1= X))t +

+(1— )\af))k‘l)> vr

I)VT

(3.43)

— A\o?)k filtre carpani olarak adlandirihir (Elfving et al.

Simdi giiriiltiisiiz sag tarafli agirhikli en kiiciik kareler probleminin f minimum-norm

¢Oziimii goz oniine alinirsa;
f = argmin HAf — BHM
f

SVD kullanilarak,
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oldugu asagidaki gibi gosterilebilir;

Af
ATMATF

(MFA) (MEA)] (MFA)T (MEA)F

olup

B 1(UxV")"™M:b
= vV lveTU"™™:b
= VEV'VX'U"M:b

— VEX'U"™M?b.

b
ATMb

1 -1 1
[(MEA)T(M%A) (M2 A) M3

(3.43) ve (3.44) kullamlarak k. iterasyondaki hata icin

f,—f =

V(AE,)Z U™ (b + 6b) — VEX UTMzb

— V[\E,—E)S"U"M2b+AE; X" UMz 6b)]

elde edilir. Ayrica (3.42) dikkate alinarak

D, = (AE,—E)X7
. AL = (1 =AD"
= d —_ —
(=001
A1 — (1= Xo2)F) 1
T Ao o2
(1= —(1—2A
- diag( (1= o) s aees ( ?
g1 o
“ o2k (1= Ao?
= —diag <(1 Ag) ,...,( id
01 Op
ve
D, = MEXT

b



elde edilir. Eger 8 = UTM:b ve §3 = UTM24b olarak alinirsa

eV = VI(f —f)
— V7 (V(AEk)zTUTM% (b + db) — VEZTUTM%B>
= \E,XTUTMz:(b + 6b) — EX"U"M2b
= (AE;,—E)=TU"M:b + \E,XTUTM:26b
— D3+ D,53

hatas1 bulunur.

1—\o?)F 1—(1—M\o?)"
(o) = LTAT) gy = L= AT (3.46)
o o
fonksiyonlar1 tanimlanarak, SVD esasina gore e¥-* hatasmnimn j. bileseni
e/ " = vl (f—f) = —0%(0;, \)B; + T¥(0,N)é8;, j=1.2,...p (3.47)

ile verilir.

Hata bileseninin ilk terimine toplamsal hata veya iterasyon hatasi, ikinci terimine ise
giiriiltii hatasi veya veri hatasi denir. Bu metodun yari-yakinsakligi bu iki terim arasindaki

kargilikli etkilesimle agiklanir.

k’min kiiciik degerleri i¢in U*(o, \) yardimiyla ifade edilen giiriiltii hatas1 goz ardi edilebilir
ve iterasyon kesin ¢oziime yaklagir. Giiriiltii hatasi, yaklagim hatasiyla ayni dereceden
biiyiikliige ulaginca, yayilan giiriiltii hatasi iterasyon adiminda goz ardi edilemez ve toplam

hata artmaya baglar.

3.3.1 Giiriiltii Hatasinin Analizi

Bu kisimda, yukarida elde edilen ®*(o, \) ve U¥(o, \) fonksiyonlarmm, (Elfving et al.

2010) galigmasinda yer alan bazi temel 6zellikleri verilecektir.
Onerme 3.3.2 (Elfving et al. 2010) Varsayalum ki

2 1

O<e< A< < —crvel<o < — 3.48

A5 S (3.48)
olsun.
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a) \ ve o sabit olmak iizere, k degiskenine baglh fonksiyonlar olarak ®*(a,\) fonksiyonu
azalan ve konvekstir, U*(a, \) fonksiyonu ise artan ve konkavdar.
b) Vk > 0 degerleri i¢in, (o, \) > 0, Uk(a,\) >0, ®*(0,0) = 1/0 ve ¥*(5,0) =0 dor.

¢) \ sabit olmak tizere, biitin k > 0 icin o ya bagh fonksiyon olarak ®*(o, \) azalandar.
Ispat. y = y(0) = 1 — Ao? olsun. (3.48) ifadesi
O<y<l-eo.<1 (3.49)

ifadesini gerektirir.

k

1

(a)mm ispat1 i¢in (o, \) = Y e Uk (o, \) = olarak yazilabilir. Ayrica ®¥(a, \)
o

ve ®F (0, \) sirasiyla, k’ya gore ®F (o, \) fonksiyonunun birinci ve ikinci tiirevidir. Yani

k
y"Iny
2o, = L1,
k 2
y"(Iny)
q)]l:k(o-7)\) = o

ve bundan dolay1 y € (0,1) i¢in ®F(co,\) < 0 ve ®%, (o, ) > 0 olur. Dolaysiyla ®* (o, \)

fonksiyonu azalan ve konvekstir.

1 ¢ 1

Ui, \) = -~ L =2 a0, ),
o o g

Ui(o,\) = —®F

‘ng(a,/\) = —‘Pik

oldugundan ¥¥(o,\) > 0 ve ¥F, (0, \) < 0 dir. Dolayisiyla ¥*(o, \) fonksiyonu artan ve
konkavdir.
(b) direkt olarak (3.46) ve (3.49) dan goriiliir;

®*(o,\) > 0 icin ¥¥(o, A) >0

olur. Ayrica

1

d*(0,0) = —
(7,0) =
oldugundan

1
U (0,0) = = — ®"(0,0) =0
g

olur.
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(¢)’nin ispat1 igin

1
—>0">d >0,

VA

olsun. Bu durumda y(0’) = 1 — A (0’)* € (0,1) ve y(0”) =1 — A (¢”)* € (0,1) olup

yHo) 1)

@k(0_17 )\) — 0./ = 0-/ ,

k(1 1\2

k y* (") _1=X(0")
® (OJ,’ )\) = o = o

oldugundan ®*(o’, \) > ®*(0”, \) oldugu goriiliir. m

1
dir. 0 < e < A < — oldugunda agikga

01
1 2 1
o > oy dir ve — < A < — oldugunda 6 > — 7L dir. Bundan dolayr (3.48)

ot ot V2/ar V2

v . o . . 01 :
sartine saglayan biitin A gevseme parametreleri i¢in & > E dir.

Uyar1 3.3.3 (3.48) deki o igin st simr 6 =

Si-

Onerme 3.3.4 (Elfving et al. 2010) Onerme 38.3.2 deki (3.48) sarti saglansin ve A

sabit olsun. Vk > 2 i¢in

ot = argmax V¥ (o, \)
0<o<1/vA

olacak sekilde bir o} € (0, %) noktasy vardur. Ayrica, o} tektir ve

ot = /1 _)\fk (3.50)

esitligi ile verilir, burada &,
ge-1(y) = 2k =y = (" P+ +y+1) =0 (3.51)

esitliginin (0,1) agik araligindaki tek kokidir.

Ispat. ¥*nin o ya gore tiirevi ¥’ olsun. Bu durumda

1 (1= Xo?)*
P S
g o

(o, \) = — + 20k (1 — Ao?)it
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olup,
b1 L= (1 =Xt
Ao?
k-1 1— (1=Ac?)"
1—(1-Xo?)

~U'(c,\) = 2k(1—\o?)

= 2k(1 - \o?)

= 2ky* Tt —

-y

Q-1+ +y+1)
l—vy

= 2kt (TP Ly D)

= 2kytt —

= k-1 ="+ ry D)
= G-1(y)
olarak tamimlanan gy_; fonksiyonu siireklidir ve gx_1(0) = 1 ve g_1(1) = k. Bundan

dolay1 gr_1(&,) = 0 olacak sekilde en az bir £, € (0, 1) noktas1 vardir. Gosterim kolaylhig

i¢cin bu kanmtm geri kalaninda g = gx—1 ,2 = &, ve 0" = o}, olarak alinacaktir.

/1— 1
z = (1 — Xo?) olup o* = ) ® noktasi U*mn (O, ﬁ) acik araliginda bulunan bir

kritik noktasidir. Simdi z'nin tekligi gosterilecektir.

gly) —9(z) = k-1 1= P+ . +y+1)
—(2k — 1) (PP 2 D)

= (y—2)[(2k =1y 2+ ((2k — 1)z — 1)y**

b (2R = 1)2F 2= )]
buradan
% = (26— Ly 2+ (2k — 1)z — 1yt
H(2h = 1)2" 2= 1yt
Fot (2= 1) 2 = A - 1)
= Q)

oo )= 22

olur. Bunun i¢in ¢ + o < 1 olacak sekilde 0 < ¢t < 1 ve a > 0 olsun. Bu durumda

= % > 0 dir. y > 0 i¢in Q(y)’nin arttig1 gosterilirse ispat tamamlanmig

Qt+a)—Qt) = (k—1)((t+a)"?—1"?)
+((2k — 1)z — D((t + a)F 3 —t573)
+((2k = 1)2% — 2 = )((t + ) — b7

o F (2 =123 =M 2= D) ((t+a) —t).
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g(z) = 2k — 1)zt — (272 + ... + 2 + 1) = 0 oldugundan

P2k -1)z-1) = 3+ 4241

ARk -1 —2-1) = (P4 4+241)

22k —1)F Pt 1) = 241

elde edilir. Bundan dolay1 Q(t + «) — Q(t) > 0 ’dir. Boylece 2z ve o* tektir.
9(y) = (y — 2)Q(y) ve Q(y) > 0 oldugundan

y > z iken g(y) > 0 ve y < z iken g(y) < 0 (3.52)

A
U’ = \g(y) < 0 olur ve tersi de dogrudur. Baylece, U¥(o, \)'min bir maksimum noktasinin

sonucu elde edilir. y < z icin 1 — A\o? < 2z veya o > olur, yani 0 > ¢* iken

o* oldugu gosterilmis olur. m

Onerme 3.3.5 (Elfving et al. 2010) Onerme 3.3.4’te tansmlanan 1€ty dizisi

0 <& <&y <1

sartine saglar ve kll_g &L=E6=1.

Ispat. Onerme 3.3.4'ten 0 < &, < 1 dir. (3.51) kullamlarak

gr(y) = (2k + 1)y" — 2ky* ™ + gia (y) (3.53)

bulunur. $imdi, ¢gx(§,) < 0 oldugu gosterilecek ve (3.52) (g(z) = 0 olacak sekilde g = g
ve z = £, icin) dikkate almarak &, < &, oldugu elde edilmis olacaktur.

(3.51) ve geometrik seri formiilii kullanilarak

R e A
gr-1(y) = 2k = )y — 1oy (3.54)
elde edilir. y = 525 olmak iizere, 2(2k)" — (2k 4+ 1)* > 0 veya denk olarak 2 > 1+ 5 ise
) gy (2) )
F\2kr1) T 2k + 1 - (25)
_202k)F — 2k + 1)
B (2k + 1)kt
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z
Jk—1 (%) > 0 oldugu elde edilmis olur. (3.52)’den
2k

<—
B ok a1

pozitiftir. > 0 i¢in 2% — 1 > 0 olup, eger bu esitsizlikte x = % olarak alnirsa

3 (3.55)

dir. Ayrica (3.53) kullanilarak

ge(&) = (2k+ 1)EF — 2kEFT 4 g1 (€)
= (&) ((2k +1)€, — 2k) < 0.

Bundan dolay1 klirn £, =& < 1olur. Simdi £ = 1 oldugu gosterilecektir. (3.54), y = &, ile
kullamlarak ve &, = 1 — z;, yerine konulursa (0 < z; < 1)

B 1— (1 — Zk)kil
1— (1 — Zk)

elde edilir. Buradan (1 —z;)* " 1((2k— 1)z +1) = 1 ve (1—2;) " Y = (2k— 1)z, +1 < 2k

Geo1(1—21) = 0= (2k — 1)(1 — z,)F*

olur. Bu nedenle k — oo igin, 0 < —In(1 — z;) = —In&, < In 2~ — 0 olur. Bundan

dolay1 £ = ’}LIEO &, = 1 elde edilir. =

Onerme 3.3.6 (Elfving et al. 2010) U*(o3, \) degeri k mn artan bir fonksiyonudur.
Ispat. Onerme 3.3.2 a) dan

U (o, \) > T¥(o,)), 0<o<é

olur (bu sonug, o > o0, olarak kabul edilir, ancak o > 0 i¢in de gegerli oldugu kolayca

gosterilebilir). Bundan dolay,

k+1 * _ k+1
U (o1, A) = UIE%X&\I/ (0, )
> max U*(o,\)
0<o<é
= TF(o}, N).
u

Ozet olarak; sabit A degerleri icin k. iterasyonda, M2 A nin SVD’si kullanilarak elde edilen
(3.47) esitligi ile toplam hatanin, iterasyon hatasinmi kontrol eden ® ve giiriiltii hatasim
kontrol eden ¥ fonksiyonlarina bagh oldugu goriilmektedir. Her iki fonksiyon da k,o
ve X\ ya baghdir. Yari-yakinsaklik analizi ile ilgili yukarida ifade edilen sonuclar dikkate
alinarak uygun A\ gevseme parametrelerinin segimi miimkiin olabilmektedir (Elfving et al.

2010).

37






BOLUM 4
TAU-P DONUSUMUNUN TERSI iCIN SIRT UYGULAMALARI

Bu boéliimde tau — p doniigiimiiniin tersi i¢in Boliim 3’te tamitilan Landweber, SART,
Cimmino, CAV ve DROP yontemlerinin yakinsaklik davraniglarinin analizine yonelik
bazi uygulamalara yer verilmistir. Sayisal hesaplamalarda MATLAB programi kullanilmig
ve AIR Tools (Hansen and Saxild-Hansen 2012) MATLAB paketinden yararlanilmigtir.
AIR Tools MATLAB paketi Radon déniigiimiinii temel almakta olup, bu calisma kap-
saminda, ilgili program paketinde tau — p doniisiimiiniin uygulanmasi icin gerekli degisik-
likler yapilmigtar.
Uygulamalarda oncelikle bir f(z,y) fonksiyonu tanmimlanmig ve bu fonksiyonun tau — p
doniigiimii verileri hesaplanmigtir. Pratikte, giiriiltii (noise) etkisinden dolay1, hesaplanan
bu doniisiim verilerini goriintiileme ile ilgili problemlerde direkt olarak kullanabilmek
genellikle miimkiin degildir. Bu nedenle, es-zamanl iteratif rekonstriiksiyon teknikleri
kullanilarak f(z,y) fonksiyonuna yaklagimlar yapilirken giiriiltiisiiz doniigiim verilerinin
yani sira, %1, %3 ve %5 oraninda giiriiltii (Gauss beyaz giiriiltiisii) eklenen doniigiim
verileri kullanilmigtar.
f(z,y) fonksiyonunun kesin degerleri ile yapilan yaklagimlar sonucu elde edilen degerlerin
kargilagtirilmasi relatif hata hesabi ile yapilmigtir. Relatif hata, kesin degerlerin f vektorii
ile k adet iterasyon ile hesaplanan f*) yaklagimi icin
1£% — £,

[1£1]
orani ile hesaplanmigtir, burada ||-||,, Euclid normudur.
Ele alinan 6rneklerde f(x,y) fonksiyonlari, destegi [—1, 1] x [—1, 1] kare bolgesinde olacak
sekilde

exXp 3 , (7 — &i)Q + (y — bi)z < r?ise,
Ci(z,y) = <7"? —(z—a)* - (y—b¢)2>

0 , diger durumda,

(4.1)

fonksiyonlarinin toplami olarak tanimlanmistir.
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Hesaplamalar, [—1, 1] x [—1, 1] kare bolgesi i¢in 50 x 50 diizgiin 1zgara olusturularak, bu
1zgaranin her bir diigiim noktasinda f(z,y) fonksiyonun 2500 ayrik degeri i¢in yapilmigtir.
(0, 7) araliginda 0 = 5°,10°, ..., 175° olmak iizere, § acisi icin 35 farkli deger ve [—v/2, /2]
araliginin diizgiin parcalanmasi ile ¢ igin 75 farkli deger kullanilarak toplam 2625 projek-

siyon verisinden yararlanilmigtir.

Ornek 4.0.1 f(x,y) fonksiyonu Tablo 4.1’de verilen parametreler ile Ci(x,v) fonksiyon-

larman toplama olarak tanimlansin.

Tablo 4.1 Cy(z,y) icin parametreler (Ornek 4.0.1).

i Merkez (a;,b;) Yaricap 7;
1 (0.6,0.2) 0.2
2 (—0.4,05) 0.4
3 (—0.1,-0.5) 0.3

f(z,y) fonksiyonunun grafigi Sekil 4.1°de verilmistir.

Sekil 4.1 f fonksiyonunun grafigi (Ornek 4.0.1).

Landweber, SART, Cimmino, CAV ve DROP yontemleri kullanilarak, ilk 500 iterasyon
icin relatif hata degerleri, giiriiltiisiiz veri icin Sekil 4.2’de ve %1, %3 ve %5 oramnda
giiriiltiilii veri i¢in sirasiyla Sekil 4.3, 4.4 ve 4.5’te verilmistir. Sekil 4.2’de, giiriiltiisiiz
veri kullanildiginda, rekonstriiksiyon probleminin direkt ayrik formu ve Radon doniistimii
yardimiyla ayrik formu icin kullanilan beg yontemin de benzer yakinsama davranigi gos-

terdigi ve iterasyon sayisi arttikca relatif hatanin giderek azaldigr goriilmektedir.
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Relatif Hata

Relatif Hata

Relatif Hata

0.8

0.7

0.6

0.8

0.7

0.6

0.1
0

Gurlltisiz veri ile rekonstriiksiy on

0.8 (

‘200 300
Iterasyon Say si

Gurlltisuz veriile RT yardimiy la rekonstriiksiy on

— Landweber
07 — — = SART
2 Cimmino
------- CAV
0.6 DROP
05
g |
< |
£ o4l
g0
) {
o 1
0.3 Jl
|
02r
01r
) 0 . . . . )
500 0 100 200 300 400 500

iterasy on Saysi

Sekil 4.2 Giiriiltiisiiz veri ile rekonstriiksiyon igin relatif hata (Ornek 4.0.1).

Guraltula veri (%1) ile rekonstruksiy on

Guraltula veri (%1) ile RT yardimiy la rekonstriksiy on

0.8
Landweber ( Landweber
— — —SART 075} — — —SART
~~~~~ Cimmino : == Cimmino
------- CAV eeeess CAV
DROP 06 DROP
0.5
g
I
£ 04
©
) {
4
0.3 j
{
{
\
0.2 *i
fiiimiadiiad HERREARI SIS 01 &
ST T L e Eme—————— o Lot i s
. . . . ) 0 . . . . )
100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

iterasy on Say si

iterasy on Say Isi

Sekil 4.3 Giiriiltiilii veri (%1) ile rekonstriiksiyon igin relatif hata (Ornek 4.0.1).

Guraltulu veri (%3) ile rekonstriksiy on

08

Landweber
— — = SART
~~~~~ Cimmino
"""" CAV
DROP

0.7

0.6

0.5

0.4

Relatif Hata

i
{
0.3 jl
i

. .
200 300
Iterasy on Say Isi

I
400

Guraltula veri (%3) ile RT yardimiy la rekonstriiksiy on

Landweber
— — — SART
~~~~~ Cimmino
------- CAV
DROP

)
500 0

iterasy on Say Isi

Sekil 4.4 Giiriiltiilii veri (%3) ile rekonstriiksiyon igin relatif hata (Ornek 4.0.1).
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Gurultulu veri (%5) ile rekonstriksiy on Gurultulu veri (%5) ile RT yardimiy la rekonstriiksiy on

08 0.8
Landweber { Landweber
— — —SART | — — —SART
0.7 Cimmino 0.7 & Cimmino
------- CAV seeeees CAV
DROP DROP
0.6 06 |

0.5

0.4

Relatif Hata
Relatif Hata

0.3

————

0.2

0.1

. . . . ) 01 . . . . )
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Iterasy on Say I1s1 Iterasy on Say Isi

Sekil 4.5 Giiriiltiilii veri (%5) ile rekonstriiksiyon i¢in relatif hata (Ornek 4.0.1).

Bununla birlikte Sekil 4.3, 4.4 ve 4.5’te, doniigiim verilerine dahil edilen giiriiltii oranindaki
artigin neden oldugu giiriiltii hatasi ile belirli bir iterasyon adimina kadar azalmakta olan
relatif hata degerlerinin daha sonra artmakta oldugu goriilmektedir. Bu durum yaklagim

i¢in kullanilan iterasyon yontemlerinin yari-yakinsaklik davranigi olarak ifade edilmekte-

dir.

Sekil 4.3, 4.4 ve 4.5’te goriilen, %1, %3 ve %5 oramnda giiriiltiilii veri i¢in minimum
relatif hata degerleri ve bu degerlerin hangi iterasyon sayisi icin elde edildigi sirasiyla
Tablo 4.2, 4.3 ve 4.4’te ifade edilmistir. Doniistim verilerine dahil edilen giiriiltii oranlar
artarken minimum relatif hata degerleri de artmakla beraber, bu degerlerin elde edildigi
iterasyon sayilar1 giderek azalmaktadir. Bunun sebebi, artan giiriiltii hatasinin kullanilan
yontemlerdeki azalmakta olan iterasyon hatasina daha diisiik iterasyon adimlarinda istiin

gelmesidir.

Sekil 4.3-4.5 ve Tablo 4.2-4.4’ten, giiriiltiilii veri kullanildigi zaman, rekonstriiksiyon prob-
leminin Radon doéniigiimii yardimiyla ayrik formu icin elde edilen relatif hata degerlerinin,
direkt ayrik formu icin elde edilenlere gore daha kiiciik oldugu ve genel olarak Landweber
ve SART yontemlerinin, Cimmino, CAV ve DROP yontemlerine gore giiriiltii oranindan
daha az etkilendigi goriilmektedir. Landweber ve SART yontemleri ile elde edilen mini-
mum relatif hata degerleri birbirine yakin olmakla birlikte, bu degerler SART yonteminde
Landweber yontemine kiyasla daha kiigiik iterasyon sayilarinda elde edilir. Bu bakimdan,
SART yontemi kullanilan diger yontemlere gére daha iistiindiir. Ayrica, Cimmino, CAV

ve DROP yontemleri benzer yakinsama davranigi gostermektedirler.
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Tablo 4.2 %1 giiriiltiilii veri icin minimum relatif hata degerleri (Ornek 4.0.1).

Direkt RT yardimiyla
Iterasyon Min. relatif hata Iterasyon Min. relatif hata
Landweber 500" 0.0743 81 0.0518
SART 118 0.0668 67 0.0528
Cimmino 36 0.0700 63 0.0551
CAV 36 0.0701 63 0.0552
DROP 40 0.0846 87 0.0726

*: Minimum relatif hata 608. iterasyonda elde edilmektedir.

Tablo 4.3 %3 giiriiltiilii veri icin minimum relatif hata degerleri (Ornek 4.0.1).

Direkt RT yardimiyla
Iterasyon Min. relatif hata Iterasyon Min. relatif hata
Landweber 173 0.1270 33 0.0787
SART 44 0.1184 31 0.0867
Cimmino 20 0.1394 29 0.0939
CAV 20 0.1395 29 0.0944
DROP 20 0.1483 31 0.1063

Tablo 4.4 %5 giiriiltiilii veri icin minimum relatif hata degerleri (Ornek 4.0.1).

Direkt RT yardimiyla
Iterasyon Min. relatif hata Iterasyon Min. relatif hata
Landweber 106 0.1696 25 0.1063
SART 30 0.1602 23 0.1205
Cimmino 14 0.1984 23 0.1328
CAV 14 0.1985 23 0.1337
DROP 16 0.2050 23 0.1433

f fonksiyonu icin elde edilen yaklagik goriintiiler, giiriiltiisiiz veri i¢in 5 iterasyon ve 500
iterasyon ile Sekil 4.6-4.7'de, %1, %3 ve %5 oraninda giiriiltiilii veri igin ise Tablo 4.2-
4.4’te verilen minimum relatif hatanin elde edildigi iterasyon sayis1 ve 500 iterasyon ile

Sekil 4.8-4.13’te gosterilmistir.
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Landweber SART Cimmino DROP

Landweber-RT SART-RT Cimmino-RT CAV-RT DROP-RT

Q.
L€

Sekil 4.6 Giiriiltiisiiz veri ile rekonstriiksiyon; Iterasyon sayis1=5 (Ornek 4.0.1).

Landweber SART Cimmino DROP

Landweber-RT SART-RT Cimmino-RT CAV-RT DROP-RT

Sekil 4.7 Giiriiltiisiiz veri ile rekonstriiksiyon; Iterasyon say1s1=500 (Ornek 4.0.1).
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Landweber SART Cimmino DROP

Landweber-RT SART-RT Cimmino-RT CAV-RT DROP-RT

Sekil 4.8 Minimum relatif hata durumunda giiriiltiilii veri (%1) ile rekonstriiksiyon

(Ornek 4.0.1).

Landweber SART Cimmino DROP
Landweber-RT SART-RT Cimmino-RT CAV-RT DROP-RT

Sekil 4.9 Giiriiltiilii veri (%1) ile rekonstriiksiyon; Iterasyon say1s1=500
(Ornek 4.0.1).
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Landweber SART Cimmino DROP

Landweber-RT SART-RT Cimmino-RT CAV-RT DROP-RT

Sekil 4.10 Minimum relatif hata durumunda giiriiltiilii veri (%3) ile rekonstriiksiyon

(Ornek 4.0.1).

Landweber SART Cimmino

Landweber-RT SART-RT Cimmino-RT CAV-RT DROP-RT

Sekil 4.11 Giiriiltiilii veri (%3) ile rekonstriiksiyon; Iterasyon sayisi=500
(Ornek 4.0.1).
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Landweber SART Cimmino DROP

Landweber-RT SART-RT Cimmino-RT CAV-RT DROP-RT

Sekil 4.12 Minimum relatif hata durumunda giiriiltiilii veri (%5) ile rekonstriiksiyon

(Ornek 4.0.1).

Cimmino

Landweber

Landweber-RT ~ SART-RT  Cimmino-RT ~ CAV-RT DROP-RT
9P . BV . B9 .
2 2 o

Sekil 4.13 Giiriiltiilii veri (%5) ile rekonstriiksiyon; Iterasyon sayisi=500
(Ornek 4.0.1).
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Ornek 4.0.2 f(z,y) fonksiyonu Tablo 4.5’te verilen parametreler ile Cy(x,y) fonksiyon-

lariman toplama olarak tanimlansin.

Tablo 4.5 Cj(z,y) igin parametreler (Ornek 4.0.2).

i Merkez (a;,b;) Yaricap r;
1 (02,-02) 0.6
2 (0,0.4) 0.4
3 (—0.4,0) 0.4

f(z,y) fonksiyonunun grafigi Sekil 4.14 ’te verilmistir.

-1 -1

Sekil 4.14 f fonksiyonunun grafigi (Ornek 4.0.2).

-1
-0.5 ’
yo :
05 -
1
1 05 0 -05 -1
X

Yukarida tanmimlanan f fonksiyonunun tau — p projeksiyonlarindan yaklagik olarak elde

edilmesinde hesaplanan relatif hata degerleri, giiriiltiisiiz veri i¢in ve %1, %3 ve %5

oraninda giiriiltiilii veri icin sirasiyla Sekil 4.15, 4.16, 4.17 ve 4.18’de verilmistir.

Gurultisiz veri ile rekonstriksiy on

Gurultasitz veriile RT yardimiy la rekonstriksiy on

—— Landweber
— — — SART
Cimmino

08 0.8
Landweber
07 — — —SART 07
. Cimmino .
------- CAV
06 DROP 0.6
05 0.5
g g
© <
T I
s 04 5 04
© ©
[} i [}
['4 o
0.3 0.3
0.2 0.2
) i
01r 5, 01t}
-...T..T.‘.—...—..w-..-...-. ST A S ———r ; ——

o
o

n
0 100 200 300 400 500 0 100 200
Iterasy on Say isi

|
300

Iterasy on Say Isi

|
400

Sekil 4.15 Giiriiltiisiiz veri ile rekonstriiksiyon icin relatif hata (Ornek 4.0.2).
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Guraltulu veri (%1) ile rekonstriksiy on Guraltula veri (%1) ile RT yardimiy la rekonstriksiy on

08 08
Landweber Landweber
07 — — = SART o7t — — = SART
1 Cimmino [ Cimmino
------- CAV seeeees CAV
0.6 DROP 0.6 DROP
0.5 0.5
o] b 8
< <
I I
= 04 £ 04
K l o
o] ‘, ]
14 | 4
03H 0.3
1
|
0.2 - 02
'.“ isiessotiasniiiiasia
01f N o= m =TT o1y o i et i A i S
0 . . . . ) 0 . . . . )
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
Iterasy on Say I1s1 Iterasy on Say Isi

Sekil 4.16 Giirtiltiilii veri (%1) ile rekonstriiksiyon icin relatif hata (Ornek 4.0.2).

Gurltula veri (%3) ile rekonstriksiy on Guraltula veri (%3) ile RT yardimiy la rekonstriiksiy on
08 08
Landweber Landweber
— — = SART 07k — — = SART
o7y e Cimmino I N It Cimmino
------- CAV secees CAV
DROP 06 DROP
0.6
0.5
g os} g
T i e I
5 R £ 04
K et ©
[} pme 2
g o4 g @

o 100 _200 300 400 500 0 100 _200 300 400 500
Iterasy on Say Is1 Iterasy on Say Isi

Sekil 4.17 Giiriiltiilii veri (%3) ile rekonstriiksiyon icin relatif hata (Ornek 4.0.2).

Guraltulu veri (%5) ile rekonstriksiy on Guraltulu veri (%5) ile RT yardimiy la rekonstriiksiy on
08 B 08
Landweber Landweber
— — = SART — — = SART
0.7 e i Cimmino o7y e Cimmino
T R cav | e cAv
P DROP DROP
0.6 i 06|
© R - - [of
2 o5} - - < 05
I / _-" I
8 - g
T 04 -7 & 04
0.3
02
01 . . . . ) 01 . . . . )
0 100 _200 300 400 500 0 100 _200 300 400 500
Iterasy on Say Isi Iterasy on Say isi

Sekil 4.18 Giirtiltiilii veri (%5) ile rekonstriiksiyon igin relatif hata (Ornek 4.0.2).

%1, %3 ve %5 oraminda giiriiltiilii veri i¢in elde edilen minimum relatif hata degerleri ve
bu degerlerin hangi iterasyon sayisi icin elde edildigi sirasiyla Tablo 4.6, 4.7 ve 4.8’de ifade

edilmigtir. Ayrica, f fonksiyonu igin yapilan yaklagimlar ile elde edilen yaklagik goriintiiler
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Sekil 4.19-4.26’da gosterilmistir.

Tablo 4.5’te verilen parametreler ile C;(x,y) fonksiyonlarmin toplami olarak tanimlanan
f fonksiyonu igin, rekonstriiksiyon probleminin direkt ayrik formu ve Radon doéniigtimii
yardimiyla ayrik formu kullanilarak uygulanan yontemlerin Ornek 4.0.1°deki ile benzer

yakinsama davramsi gosterdikleri goriilmektedir.

Tablo 4.6 %1 giiriiltiilii veri icin minimum relatif hata degerleri (Ornek 4.0.2).

Direkt RT yardimiyla
Iterasyon Min. relatif hata Iterasyon Min. relatif hata
Landweber 212 0.0649 43 0.0395
SART 50 0.0590 39 0.0424
Cimmino 30 0.0741 37 0.0464
CAV 30 0.0741 37 0.0467
DROP 30 0.0905 43 0.0685

Tablo 4.7 %3 giiriiltiilii veri icin minimum relatif hata degerleri (Ornek 4.0.2).

Direkt RT yardimiyla
Iterasyon Min. relatif hata Iterasyon Min. relatif hata
Landweber 50 0.1142 29 0.0840
SART 26 0.1169 27 0.0957
Cimmino 18 0.1752 25 0.1069
CAV 18 0.1753 25 0.1077
DROP 18 0.1829 27 0.1195

Tablo 4.8 %5 giiriiltiilii veri icin minimum relatif hata degerleri (Ornek 4.0.2).

Direkt RT yardimiyla
Iterasyon Min. relatif hata Iterasyon Min. relatif hata
Landweber 32 0.1506 25 0.1263
SART 20 0.1675 21 0.1441
Cimmino 12 0.2543 19 0.1623
CAV 12 0.2544 19 0.1635
DROP 12 0.2598 21 0.1715

20



Landweber SART Cimmino DROP

Landweber-RT SART-RT Cimmino-RT CAV-RT DROP-RT

Sekil 4.19 Giiriiltiisiiz veri ile rekonstriiksiyon; Iterasyon sayisi=5 (Ornek 4.0.2).

Landweber SART Cimmino DROP

slafoole

Landweber-RT SART-RT Cimmino-RT CAV-RT DROP-RT

53 53 &3 &

Sekil 4.20 Giiriiltiisiiz veri ile rekonstriiksiyon; Iterasyon say1s1=500 (Ornek 4.0.2).
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Landweber SART Cimmino DROP

Landweber-RT SART-RT Cimmino-RT CAV-RT DROP-RT

IIEEI

Sekil 4.21 Minimum relatif hata durumunda giiriiltiilii veri (%1) ile rekonstriiksiyon

(Ornek 4.0.2).

Landweber SART Cimmino DROP
Landweber-RT SART-RT Cimmino-RT CAV-RT DROP-RT

Iﬂﬂﬂﬂ

Sekil 4.22 Giiriiltiilii veri (%1) ile rekonstriiksiyon; Iterasyon sayisi=500
(Ornek 4.0.2).
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Landweber SART Cimmino DROP

slafefo]e

Landweber-RT SART-RT Cimmino-RT CAV-RT DROP-RT

SIS BJS] S

Sekil 4.23 Minimum relatif hata durumunda giirtiltiilii veri (%3) ile rekonstriiksiyon

(Ornek 4.0.2).

Landweber SART Cimmino

Landweber-RT SART-RT Cimmino-RT CAV-RT DROP-RT

Sekil 4.24 Giiriiltiilii veri (%3) ile rekonstriiksiyon; Iterasyon sayisi=500
(Ornek 4.0.2).
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Landweber SART Cimmino DROP

slafefe]s

Landweber-RT SART-RT Cimmino-RT CAV-RT DROP-RT

B8 EE

Sekil 4.25 Minimum relatif hata durumunda giiriiltiilii veri (%5) ile rekonstriiksiyon

(Ornek 4.0.2).

Landweber SART Cimmino

Landweber-RT SART-RT Cimmino-RT CAV-RT DROP-RT

Sekil 4.26 Giiriiltiilii veri (%5) ile rekonstriiksiyon; Iterasyon sayisi=500
(Ornek 4.0.2).
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