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𝜏, 𝑝 ϵ ℝ olmak üzere, 

𝑅{𝑓(𝑥, 𝑦)}(𝑝, 𝜏) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝜏 + 𝑝𝑥)𝑑𝑥
ℝ

 

integrallerinden 𝑓(𝑥, 𝑦) fonsiyonunun bulunması probleminin yaklaşık çözümü için Eş-

zamanlı İteratif Rekonstrüksiyon Teknikleri (SIRT- Simultaneous Iterative Reconstruction 

Techniques) araştırılmıştır. 𝑅{𝑓(𝑥, 𝑦)}(𝑝, 𝜏) dönüşümü sismolojide önemli uygulamalara sahip 

olup tau-p dönüşümü olarak adlandırılmaktadır. Tau-p dönüşümü ve Radon dönüşümü 

arasındaki ilişkiden yararlanılarak bu dönüşümlerin ayrık formları arasındaki ilişki ortaya 

konulmuştur. Bu problemlerin ayrık modellemesinden ortaya çıkan denklem sistemleri 

genellikle kötü-koşullanmış ve büyük ölçekli olup, bu çalışmada ortaya çıkan denklem 

sistemlerinin yaklaşık çözümü için Landweber, SART, Cimmino, CAV ve DROP yöntemleri 

kullanılmıştır. Ayrıca yaklaşık çözüm ve kesin çözümün karşılaştırılmasına yönelik örnekler 

verilmiş, gürültü hatasının yaklaşık çözüme etkisi ve yarı-yakınsama davranışı gösterilmiştir. 
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Simultaneous Iterative Reconstruction Techniques (SIRT) have been investigated for the 

approximate solution of the problem of finding the function 𝑓(𝑥, 𝑦) from the integrals 

𝑅{𝑓(𝑥, 𝑦)}(𝑝, 𝜏) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝜏 + 𝑝𝑥)𝑑𝑥
ℝ

, 

where 𝜏, 𝑝 ϵ ℝ. 𝑅{𝑓(𝑥, 𝑦)}(𝑝, 𝜏) transform has important applications in seismology and is 

called as tau-p transform. By using the relation between tau-p transform and Radon transform, 

the relationship between the discrete form of these transforms is obtained. The system of 

equations derived from the discrete models of these problems are often ill-conditioned and 

large-scaled, and Landweber, SART, Cimmino, CAV and DROP methods are used for 

approximating the solution of the resulting equation systems. In addition, examples are given 

for comparing the approximate solution and exact solution, and the effect of noise error to 

approximate solution and semi-convergence behavior are shown. 
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BÖLÜM 1

GİRİŞ

Bir fonksiyonun Radon dönüşümü (RT) veya tau− p dönüşümü verileri kullanılarak, bu

fonksiyonun kendisinin bulunmasıproblemi bir (görüntü) rekonstrüksiyon problemidir ve

bu problem matematiğin önemli ters problemlerinden biridir. Radon dönüşümü medikal

görüntülemedeki önemli bir yöntem olan bilgisayarlıtomografide (CT), tau−p dönüşümü

sismik görüntülemede, jeofizikte yeraltıyapılarının hareketlerinin ölçümü ile deprem araştır-

malarında kullanılmaktadır.

20. yüzyılın ortalarına doğru bilgisayar teknolojilerindeki hızlıgeli̧smeler ile ters prob-

lemlerin yaklaşık çözümlerinin araştırılmasıönem kazanmı̧s ve yaklaşık çözümlere yönelik

çalı̧smalar artı̧s göstermi̧stir. Bu tür problemlerin ayrık modellenmesinde ortaya çıkan;

A ∈ Rm×n ve b ∈ Rm olmak üzere,

Ax = b

denklem sistemleri genellikle kötü-̧sartlanmı̧s ve büyük ölçeklidir. Bu problemlerde, sis-

temin kötü-konulmuşluğu, veri boyutlarının büyüklüğü ve veride yer alan gürültü gibi

sebeplerden dolayıdirekt yöntemler ile çözüm elde edilemeyebilir. Bunun yerine, daha

etkili olan cebirsel rekonstrüksiyon teknikleri (ART) (Gordon et al. 1970), eş-zamanlı

iteratif rekonstrüksiyon teknikleri (SIRT) gibi iteratif yöntemler geli̧stirilmi̧stir (Gilbert

1972). Küçük boyutlu lineer denklem sistemleri için genellikle direkt çözüm yöntemleri

tercih edilirken, büyük boyutlu lineer denklem sistemleri için i̧slem sayısının çokluğu ne-

deniyle direkt yöntemler tercih edilmemektedir. Ayrıca b̄ gürültüsüz sağ taraf ve δb

gürültü bileşeni olmak üzere,

b = b̄ + δb

verisindeki δb bileşeninden gelen gürültü hatası (veri hatası) ile bu yöntemlerdeki her

iterasyondan gelen iterasyon hatasının (yaklaşım hatası) büyüklükleri arasındaki ili̧skiye

1



göre yöntemin yarı-yakınsaklık davranı̧sıortaya çıkabilir. Gürültü hatasının büyüklüğü

iterasyon hatasının büyüklüğüne ulaştı̆gında veya daha büyük olduğunda toplam hatanın

belirli bir iterasyon adımına kadar azalmasına rağmen bu adımdan sonra artmaya başla-

masıyarı-yakınsaklık olarak ifade edilir (Natterer 1986, s. 89). Gürültü hatasının olma-

masıveya iterasyon hatasının büyüklüğüne göre önemsenmeyecek büyüklükte olduğunda

ise toplam hata, iterasyondan kaynaklanan hataya bağlıolacağından, iterasyon sayısıart-

tıkça yaklaşık çözüm kesin çözüme veya en küçük kareler probleminin minimal norm

çözümüne yakınsar (Jiang and Wang 2003).

1.1 TEZİN KAPSAMI VE ÖNEMİ

Tau− p dönüşümü sismolojide önemli uygulamalara sahip olup, bu çalı̧smada

τ , p ∈ R olmak üzere,

R{f(x, y)}(p, τ) =

∫
R
f(x, τ + px)dx

integralleri bilindiğinde f(x, y) fonksiyonunun bulunmasıproblemi ve bu problemin yak-

laşık çözümü araştırılmı̧stır. Bunun için öncelikle problemin ayrık formu direkt olarak elde

edilmi̧s olup, daha sonra bu ayrık forma kaŗsılık gelen lineer denklem sisteminin yaklaşık

çözümü için eş-zamanlıiteratif rekonstrüksiyon teknikleri (SIRT-Simultaneous Iterative

Reconstruction Techniques) kullanılmı̧stır. Ayrıca, tau−p dönüşümü ve Radon dönüşümü

arasındaki ili̧skiden yararlanarak yaklaşık çözüm için ikinci bir yol ortaya konulmuştur.

Bazıörnekler üzerinde yaklaşık çözüm ve kesin çözüm kaŗsılaştırılmı̧s, gürültü hatasının

yaklaşık çözüme etkisi ve yakınsama, yarı-yakınsama davranı̧slarıgösterilmi̧stir.

x(0) ∈ Rn keyfiolsun. {λk}k≥0 gevşeme (relaxation) parametresi, M ve T simetrik pozitif

tanımlımatrisler olmak üzere, x(k) iterasyon vektörleri için SIRT algoritması

x(k+1) = x(k) + λkTATM(b−Ax(k)), k = 0, 1, 2, ...

olarak ifade edilebilir. Buradaki T ve M matrislerinin seçimine göre yöntemler çeşitlen-

mektedir.

M = I ve T = I alındı̆gında Landweber algoritması

x(k+1) = x(k) + λkA
T (b−Ax(k)), k = 0, 1, 2, ...,

2



Dr = diag(‖ai‖1), Dc = diag(‖aj‖1) olmak üzere, M = D−1c ve T = D−1r alındı̆gında

eş-zamanlıcebirsel rekonstrüksiyon tekniği (SART-simultaneous algebraic reconstruction

technique)

x(k+1) = x(k) + λD−1r ATD−1c (b−Ax(k))

ve D =
1

m
diag

(
wi

‖ai‖22

)
olmak üzere M = D ve T = I için Cimmino algoritması

x(k+1) = x(k) + λkA
TD(b−Ax(k))

olarak ifade edilir.

j = 1, 2, ..., n için sj = NNZ(aj) (NNZ : sıfırdan farklı bileşenler) olmak üzere, S =

diag(s1, s2, ..., sn) olarak tanımlansın. i = 1, 2, ...,m için ‖ai‖2S = 〈ai,Sai〉 =
n∑
j=1

a2ijsj

normu olmak üzere, M = DS=diag

(
wi

‖ai‖2S

)
ve T = I için Cimmino algoritmasının bir

geni̧sletmesi olarak bileşen ortalama (CAV-component averaging) algoritması

x(k+1) = x(k) + λkA
TDS(b−Ax(k))

ve T = S−1 ve D =
1

m
diag

(
wi

‖ai‖22

)
için M = mD olmak üzere Cimmino algoritmasının

diğer bir geni̧sletmesi olarak diagonal olarak gevşemi̧s ortogonal projeksiyonlar yöntemi

(DROP-diagonally-relaxed orthogonal projections) algoritması

x(k+1) = x(k) +mλkS
−1ATD(b−Ax(k))

olur (Hansen and Saxild-Hansen 2012).

Tez dört bölümden oluşmaktadır. İkinci bölümde, Radon dönüşümü, tau − p dönüşümü

ve genel özellikleri ifade edilmi̧stir. Radon dönüşümü ile tau − p dönüşümü arasındaki

ili̧ski yardımıyla rekonstrüksiyon probleminin ayrık modellemelerinden denklem sistemi-

nin elde edili̧si verilmi̧stir. Üçüncü bölümde eş-zamanlıiteratif rekonstrüksiyon teknikleri

kapsamında Landweber, SART, Cimmino, CAV ve DROP yöntemleri tanıtılmı̧stır ve bu

yöntemlerin yakınsaklık ve yarı-yakınsaklık davranı̧slarıgenel bir şema için verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde ise tau−p dönüşümünün tersi için eş zamanlıiteratif rekonstrüksiyon

tekniklerinin uygulanmasına yer verilmi̧stir.
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BÖLÜM 2

TAU-P DÖNÜŞÜMÜ VE ÖZELLİKLERİ

Bu bölümde, tau−p dönüşümü ve bu dönüşümün temel özellikleri verilecek olup ve Radon

dönüşümü ile tau− p dönüşümü arasındaki ili̧ski incelenecektir.

Radon dönüşümünün özel bir hali olarak verilen tau − p (τ -p) dönüşümü, sismoloji

alanında önemli uygulamalara sahip olup, eğimli−yığılma (slant−stacking) dönüşümü

olarak da adlandırılmaktadır. Tau− p dönüşümü, f(x, y) fonksiyonunun düzlemdeki her

bir

L(p,τ) : y = τ + px, x ∈ R

doğrusu boyunca, x deği̧skenine göre, eğrisel integrallerinin hesaplanmasıile elde edilir.

Buradaki p ve τ , sırasıyla doğruların eğim ve ofset parametreleridir.

Tanım 2.0.1 (Tau-p dönüşümü) Sürekli ve reel dĕgerli bir f(x, y) fonksiyonunun tau-

p dönüşümü

R{f(x, y)}(p, τ) =

∫
R

f(x, τ + px)dx, τ , p ∈ R (2.1)

ile tanımlanır.

Tau− p dönüşümü Dirac delta, δ(·), kullanılarak,

R{f(x, y)}(p, τ) =

∫
R

∫
R

f(x, y)δ(y − (τ + px))dxdy (2.2)

şeklinde yazılabilir.

R{f(x, y)}(p, τ) eğrisel integrali, iki-boyutlu p − τ uzayında tanımlıbir fonksiyon olup

her bir integrale tau−p dönüşümünün bir örneği (sample) denir ve bu eğrisel integrallerin

tümü f(x, y) fonksiyonunun tau− p dönüşümünü verir.
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2.1 TAU-P DÖNÜŞÜMÜNÜN TEMEL ÖZELLİKLERİ

Önerme 2.1.1 Tau-p dönüşümü aşăgıdaki temel özelliklere sahiptir.

(1) R{αf1(x, y) + βf2(x, y)}(p, τ) = αR{f1(x, y)}(p, τ) + βR{f2(x, y)}(p, τ).

(2) R{f(x− a, y − b)}(p, τ) = R{f(x, y)}(p, τ + pa− b).

(3) R
{
f
(x
a
,
y

b

)}
(p, τ) = aR {f (x, y)}

(pa
b
,
τ

b

)
.

İspat.

(1) α, β ∈ R olmak üzere,

R{αf1(x, y) + βf2(x, y)}(p, τ) =

∫
R

(αf1(x, τ + px) + βf2(x, τ + px)) dx

= α

∫
R

f1(x, τ + px)dx+ β

∫
R

f2(x, τ + px)dx

= αR{f1(x, y)}(p, τ) + βR{f2(x, y)}(p, τ) (2.3)

olur.

(2) a, b ∈ R olmak üzere,

R{f(x− a, y − b)}(p, τ) =

∫
R

f(x− a, τ + px− b)dx, {x̄ = x− a

=

∫
R

f(x̄, τ + pa− b+ px̄)dx̄

= R{f(x, y)}(p, τ + pa− b) (2.4)

olur. Bir doğrunun ötelenmesi ile eğiminin deği̧smeyeceği dikkate alınırsa f(x, y)

fonksiyonunun ötelenmesi, tau− p dönüşümünde ofset parametresinin deği̧smesine

neden olur.

6



(3) a, b ∈ (0,∞) olmak üzere,

R
{
f
(x
a
,
y

b

)}
(p, τ) =

∫
R

f

(
x

a
,
τ + px

b

)
dx,

{
x̄ =

x

a

= a

∫
R

f
(
x̄,
τ

b
+
pa

b
x̄
)
dx̄

= aR {f (x, y)}
(pa
b
,
τ

b

)
(2.5)

olur.

2.2 TAU-P VE RADON DÖNÜŞÜMÜ ARASINDAKİ İLİŞKİ

Bu bölümde, Radon dönüşümü ve tau− p dönüşümü arasındaki ili̧ski, Radon dönüşümü

parametreleri ve p, τ parametreleri yardımıyla ifade edilecektir.

Tanım 2.2.1 ((Normal) Radon Dönüşümü) t ∈ R, θ = (cos θ, sin θ) ∈ S1 (birim

çember) olmak üzere, x− y-düzlemindeki her bir dŏgru L(t,θ) ile verilsin. ds yay uzunlŭgu

parametresi için sürekli bir f(x, y) fonksiyonunun, L(t,θ) dŏgrularıboyunca integralleri ile

<{f(x, y)} (θ, t) =

∫
R

f(t cos θ − s sin θ, t sin θ + s cos θ)ds (2.6)

olarak tanımlanır.

Düzlemdeki her bir doğru

L(t,θ) : (x(s), y(s)) = (t cos θ − s sin θ, t sin θ + s cos θ), s ∈ R (2.7)

şeklinde verilsin.

x = t cos θ − s sin θ

y = t sin θ + s cos θ
, s ∈ R (2.8)

eşitlikleri dikkate alınırsa, L(t,θ) doğrularının normal formdaki

t = x cos θ + y sin θ (2.9)
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denklemi elde edilir. Burada |t| , L(t,θ) doğrusunun orjine dik uzaklı̆gıve θ ise orjinden

geçen ve L(t,θ) doğrusuna dik olan doğrunun x−ekseniyle yaptı̆gıpozitif yönlü açıdır.

Radon dönüşümü Dirac delta, δ(·), kullanılarak,

R {f(x, y)} (θ, t) =

∫
R

∫
R

f(x, y)δ(t− x cos θ − y sin θ)dxdy

şeklinde de tanımlanabilir (Toft 1996).

θ ∈ (0, π) için, (2.9) denkleminden L(t,θ) doğruları

L(t,θ) : y = t csc θ − x cot θ (2.10)

şeklinde ifade edilebilir. Böylece,

p = − cot θ,

τ = t csc θ (2.11)

olarak alınırsa, tau− p dönüşümü, Radon dönüşümü parametreleri yardımıyla

R{f(x, y)}(− cot θ, t csc θ) =

∫
R

f(x, t csc θ − x cot θ)dx (2.12)

eşitliği ile tanımlanabilir.

(2.7) doğrularının, (2.10) formunda yazılmasıile yay uzunluğu parametresi,

ds =
√

1 + cot2 θdx = |csc θ| dx

olur. Bu durum dikkate alındı̆gında, θ ∈ (0, π) olmak üzere, Radon dönüşümü ve tau− p

dönüşümü arasındaki ili̧ski;

<{f(x, y)} (θ, t) =

∫
R

f(t cos θ − s sin θ, t sin θ + s cos θ)ds

= csc θ

∫
R

f(x, t csc θ − x cot θ)dx

= csc θR{f(x, y)}(− cot θ, t csc θ) (2.13)

eşitliği ile verilir.
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Ayrıca, p = − cot θ ve τ = t csc θ olarak kabul edildiğinden, θ ∈ (0, π) olmak üzere,

csc θ =
1

sin θ
=
√

1 + p2,

sin θ =
1√

1 + p2
,

cos θ = − p√
1 + p2

,

t =
τ√

1 + p2

yazılabilir.

Sonuç olarak, (2.13) bağıntısında tau−p dönüşümünün parametreleri kullanılarak, Radon

dönüşümü ve tau− p dönüşümü arasındaki ili̧ski,

<{f(x, y)}
(
− p√

1 + p2
,

1√
1 + p2

,
τ√

1 + p2

)
=
√

1 + p2R{f(x, y)}(p, τ) (2.14)

eşitliği ile verilir.

Tau-p dönüşümünün düzlem eğrileri üzerine bir genelleştirmesinin, Radon dönüşümü ile

ili̧skisi (Ustaoğlu 2017) çalı̧smasında verilmi̧stir.

2.3 REKONSTRÜKSİYON PROBLEMİ VE AYRIK FORMU

Sürekli bir f fonksiyonunun Radon dönüşümü veya tau−p dönüşümü verileri kullanılarak,

fonksiyonun kendisinin bulunmasıproblemi bir (görüntü) rekonstrüksiyon problemidir.

Özel olarak bu çalı̧smada, τ , p ∈ R olmak üzere,

R{f(x, y)}(p, τ) =

∫
R
f(x, τ + px)dx,

integralleri bilindiğinde f fonksiyonunun bulunmasıproblemi ele alınacaktır.

Radon dönüşümünün kompakt desteğe (support) sahip bir f(x, y) fonksiyonuna göre li-

neer olmasıve bu f(x, y) fonksiyonunun Radon dönüşümünün geometrik olarak yorum-

lanabilmesi, rekonstrüksiyon probleminin cebirsel olarak ifade edilmesine olanak sağla-

maktadır (Epstein 2007).

Bu çalı̧smada, f(x, y) fonksiyonu için

{
βj(x, y) | j = 1, 2, ..., n, n ∈ N

}
(2.15)
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piksel taban fonksiyonlarının sonlu bir kümesi alınıp, bu fonksiyonun bazıdeğerleri ile

taban fonksiyonlarının lineer kombinasyonu sonucu yaklaştırılabileceği varsayılmaktadır.

Bunun için∥∥∥∥∥f(x, y)−
n∑
j=1

fjβj(x, y)

∥∥∥∥∥
2

(2.16)

normunu minimum yapan,

{fj | j = 1, 2, ..., n, n ∈ N}

olacak şekilde {fj} katsayılarıaranmaktadır. Ayrıca

<f(x, y) ≈
n∑
j=1

fj<βj(x, y) (2.17)

olacak şekilde rekonstrüksiyon probleminde kullanılan taban fonksiyonları, parçalısabit

fonksiyonlar ailesidir.

f(x, y) fonksiyonunun desteğinin, bir kare bölge üzerinde olduğu varsayılsın. Kare bölge,

düzgün bir N ×N hücre olacak şekilde bölünsün ve N ×N hücrenin elemanları

βNj (x, y) =

 1 , (x, y) ∈ j. hücre

0 , diğer durumda
(2.18)

ile tanımlansın. Eğer fj, j. karede f fonksiyonunun ortalamasıise

f̄N =

n∑
j=1

fjβ
N
j (x, y) (2.19)

f fonksiyonuna N ×N hücrenin elemanlarıile yaklaşım yapılabilir. Böylece, rekonstrük-

siyon probleminde kompakt desteğe sahip sürekli bir f(x, y) fonksiyonu için
{
f̄N
}
dizisi

N → ∞ iken f fonksiyonuna düzgün yakınsar (Epstein 2007). Radon dönüşümü lineer

olduğundan;

<f̄N(x, y) =
n∑
j=1

fj<
{
βNj (x, y)

}
(t, w) (2.20)

olur.

Bu yaklaşımda doğrular boyunca alınan her integral için dönüşüm verileri

{(ti, wi) | i = 1, 2, ...,m}
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örneklemeleri yardımıyla <{f(x, y)} (ti, wi) ile gösterilsin. Bu durumda,

aij = <
{
βj(x, y)

}
(ti, wi) , i = 1, 2, ...,m (2.21)

ve dönüşüm verileri ise

bi = <
{
f̄N(x, y)

}
(ti, wi), i = 1, 2, ...,m (2.22)

olarak tanımlanır ise rekonstrüksiyon problemi,

bi =
n∑
j=1

aijfj, i = 1, 2, ...,m (2.23)

şeklinde n bilinmeyenli m tane denklemden oluşan lineer denklem sistemi olarak ifade

edilebilir. Bu lineer denklem sistemi matris formunda, b = (b1 b2 · · · bm)T , f = (f1 f2 · · · fn)T

ve A = (aij)m×n olmak üzere,

Af = b

olarak yazılabilir.

Rekonstrüksiyon problemi ile elde edilen denklem sisteminde, i. doğrunun geçtiği her bir

hücredeki uzunluğu ile o hücrelerdeki fj değerlerinin lineer kombinasyonu, i. denklem

olarak tanımlanmaktadır.

2.3.1 Rekonstrüksiyon Probleminin Direkt Ayrık Formu

Bu kısımda, tau−p dönüşümü için rekonstrüksiyon probleminin ayrık formu direkt olarak

ifade edilecektir. Bu ayrık form yazılırken, tau−p dönüşümü, (normal) Radon dönüşümü

parametreleri ile verilecektir.

f(x, y) fonksiyonu bir kare bölgede kompakt desteğe sahip olsun ve bu bölge N × N

hücreye ayrılsın. n = N2, m toplam projeksiyon (tau− p dönüşümünün alınması) sayısı,

f(x, y) fonksiyonunun j. hücredeki sabitlenmi̧s değeri fj ve β
N
j (x, y) taban fonksiyonları

için f(x, y) fonksiyonu

f̄N =

n∑
j=1

fjβ
N
j (x, y) (2.24)
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olarak ayrık formda yazıldı̆gında, tau− p dönüşümünün lineerliğinden

R
{
f̄N(x, y)

}
(− cot θi, ti csc θi) =

n∑
j=1

fjR
{
βNj (x, y)

}
(− cot θi, ti csc θi) (2.25)

olur.

R
{
βNj (x, y)

}
(− cot θi, ti csc θi) değerleri yardımıyla aij, i. doğru ile j. hücrenin kesi̧stiği

noktaların apsisleri arasındaki uzaklık veya j. hücre ile kesi̧smiyorsa 0 olarak tanımlanırsa,

tau− p dönüşümüne kaŗsılık gelen lineer denklem sistemi

bi =

n∑
j=1

aijfj, i = 1, 2, ...,m (2.26)

veya matris formunda

Af = b (2.27)

olarak yazılabilir.

2.3.2 Rekonstrüksiyon Probleminin Radon Dönüşümü Yoluyla Ayrık Formu

Rekonstrüksiyon probleminin ayrık formu, Bölüm 2.2’de verilen tau-p dönüşümü ile Radon

dönüşümü arasındaki ili̧skiden yararlanılarak yeniden yazılacaktır. Böylece rekonstrük-

siyon probleminin yaklaşık çözümü için alternatif bir yol ortaya konulmuş olacaktır.

Radon dönüşümü için rekonstrüksiyon probleminin ayrık formu için, Ã matrisinin ãij

bileşenleri, i. doğrunun j. hücredeki parçasının uzunluğu veya j. hücre ile kesi̧smiyorsa 0

olarak tanımlanır. Bu durumda, tau-p dönüşümü için rekonstrüksiyon probleminin ayrık

formunda ortaya çıkan lineer denklem sistemi, tau-p dönüşümü ve Radon dönüşümü

arasındaki ili̧skiden yararlanarak, θi ∈ (0, π) için

b̃i = bi csc θi =

n∑
j=1

ãijfj, i = 1, 2, ...,m (2.28)

olur. Bu denklem sistemi matris formunda, b̃=
(
b̃1 b̃2 · · · b̃m

)T
ve Ã= (ãij) olmak üzere,

b̃= Ãf (2.29)

olarak ifade edilir.
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BÖLÜM 3

EŞ-ZAMANLI İTERATİF REKONSTRÜKSİYON TEKNİKLERİ (SIRT)

A ∈ Rm×n, f ∈Rn ve b ∈ Rm olmak üzere

Af = b (3.1)

denklem sisteminin çözümü için direkt ve iteratif yöntemler gibi çeşitli çözüm yöntemleri

vardır. Bunlardan Cramer yöntemi, Gauss eliminasyon yöntemi, Gauss-Jordan yöntemi

ve Thomas yöntemi direkt yöntemlere örnek verilebilir. Bu yöntemler daha çok küçük

boyutlu lineer denklem sistemlerinin çözümü için kullanılırken iteratif yöntemler ise büyük

boyutlu denklem sistemlerinin çözümü için i̧slemlerin hızlıve kısa sürede yapılmasından

dolayıdaha çok tercih edilmektedir.

Ayrıca (3.1) lineer denklem sistemi tutarsız olduğunda

Af − b

farkınıminimum (uygun bir norma göre) yapacak bir f vektörü aranır. A matrisinin

sütun uzayı(sütun vektörlerinin gerdiği uzay) Col(A) olmak üzere, eğer b ∈ Col(A) ise

bu sistemin çözümü vardır. Ancak b /∈ Col(A) ise çözüm yoktur ve bu durumda Af − b

farkınıminimum yapan bir f vektörünün bulunmasıyöntemi en küçük kareler yöntemi

olarak adlandırılır.

b /∈ Col(A) ise, b vektörünün Col(A) uzayıüzerine dik izdüşümü alınarak;

bP = proj (b) ∈ Col(A)

elde edilir. Bu durumda

b = bP + bN
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olmak üzere

bN = b− bP ,

Col(A) uzayına diktir.

Şekil 3.1 bN vektörünün Col(A) uzayına dikliği.

Buna göre bN , A matrisinin tüm sütun vektörlerine dolayısıyla da AT matrisinin tüm

satır vektörlerine dik olduğundan, A matrisinin sütun vektörleri a1, ...,an olmak üzere,

ATbN =


aT1
...

aTn

bN =


〈
aT1 ,bN

〉
...〈

aTn ,bN
〉
 = 0

olur. Ayrıca, (3.1) sisteminin bir en küçük kareler çözümü,

Af = bP (3.2)

sisteminin gerçek çözümüdür. Ayrıca

Af = bP = b− bN

olduğundan

ATAf = ATb−ATbN

bulunur. Burada ATbN = 0 olduğundan

ATAf = ATb (3.3)

elde edilir ve (3.3) denklemi (3.1) lineer denklem sisteminin normal denklemi olarak ad-

landırılır. (3.2) sisteminin çözümü aynızamanda (3.3) normal denkleminin de çözümüdür.

Böylece (3.3) normal denkleminin çözümü (3.1) lineer denklem sisteminin bir en küçük

kareler çözümüdür.
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Rekonstrüksiyon problemlerinin çözümüne yönelik cebirsel yaklaşımlar temel olarak, ce-

birsel rekonstrüksiyon tekniği (ART-Algebraic Reconstruction Technique) ve eş-zamanlı

iteratif rekonstrüksiyon tekniği (SIRT-Simultaneous Iterative Reconstruction Techniques)

olmak üzere iki iteratif teknikten oluşur. ART, güncelleme i̧sleminin her projeksiyondan

sonra yapıldı̆gıdizisel iteratif bir yöntem iken SIRT, güncelleme i̧sleminin tüm projek-

siyonların eş-zamanlıolarak tamamlanmasının ardından yapıldı̆gıeş-zamanlıiteratif bir

yöntemdir. ART ve SIRT yaklaşımlarıiçin hata aynışekilde hesaplanır.

Görüntüleme ile ilgili uygulamalarda, A katsayılar matrisi, rekonstrüksiyon problem-

lerinin modellemesinde kullanılan problemin ayrık hale getirilmesiyle oluşur ve algorit-

manın amacı, b (gürültülü) verisi kullanılarak f görüntüsünü elde etmektir. SIRT al-

goritmasının bir iterasyonunda (3.1) denklem sistemindeki tüm denklemler aynı anda

eş-zamanlıolarak kullanılır.

f (0) ∈ Rn keyfi olsun. {λk}k≥0 gevşeme parametresi, M ve T simetrik pozitif tanımlı

matrisler olmak üzere, f (k) iterasyon vektörleri için SIRT algoritması

f (k+1) = f (k) + λkTATM(b−Af (k)), k = 0, 1, 2, ... (3.4)

olarak ifade edilebilir.

Algoritma 3.0.1 (SIRT Algoritması)

Adım 1. Keyfi başlangıç vektörü f (0) olsun.

Adım 2. k = 1, 2, ... için

Mevcut f (k) iterasyonu ileri projeksiyonlanır: Af (k).

Bu sonuç, orjinal projeksiyondan çıkarılır: (b−Af (k)).

Bulunan fark, T ve M ile ăgırlaştırılmı̧s AT tarafından geri projeksiyonlanır.

TATM(b−Ag(k)) düzeltme faktörü oluşur.

Adım 3. Düzeltme faktörü, mevcut iterasyona eklenir ve güncelleme yapılıp bir sonraki

iterasyona geçilir: f (k+1) = f (k).

Tüm vektörler sütun vektörleri olmak üzere, A matrisinin j. sütunu aj, A matrisinin i.

satırının transpozu ai, 〈x,y〉 = xTy standart iç çarpım, ρ(.) spektral yarıçap (en büyük
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pozitif özdeğer) olarak tanımlansın. (3.1) sistemindeki her bir lineer denkleme kaŗsılık

gelen afin hiperdüzlemler

Hi =
{
f ∈ Rn |

〈
ai, f

〉
= bi

}
(3.5)

olarak tanımlanmak üzere, bir z vektörünün Hi hiperdüzlemleri üzerine ortogonal pro-

jeksiyonu

Pi(z) = z +
bi − 〈ai, z〉
‖ai‖22

ai (3.6)

olarak ifade edilebilir.

3.1 EŞ-ZAMANLI İTERATİF REKONSTRÜKSİYON TEKNİKLERİ

Eş-zamanlıiteratif yöntemler, (3.4) algoritmasında yer alan T ve M matrislerinin farklı

seçimlerine göre sınıflandırılabilir. Eş-zamanlıiteratif yöntemler kapsamında Landweber

yöntemi, eş-zamanlıcebirsel rekonstrüksiyon yöntemi (SART), Cimmino yöntemi, bileşen

ortalama (CAV) yöntemi ve diagonal gevşemi̧s ortogonal projeksiyonlar yöntemi (DROP)

aşağıda ifade edilecektir.

3.1.1 Landweber Yöntemi

Landweber iterasyonu veya Landweber algoritmasıilk olarak Louis Landweber (Landwe-

ber 1950) tarafından ortaya konulmuştur ve bir çok genel yöntemin temeli olarak değer-

lendirilebilir.

Direkt problemlerin iteratif problemlere göre anlaşılmasıdaha kolay olmakla birlikte, özel-

likle görüntüleme ile ilgili uygulamalarda kaŗsılaşılan denklem sistemlerinin çözümü için

genellikle iteratif algoritmalar kullanılır. (3.1) denklem sistemindeki A matrisi singüler

değil ise, f = A−1b bu sistemin açık çözümüdür. Ancak, A matrisi singüler ise böyle bir

çözüm yoktur. İteratif yöntemlerle çözüm araştırılırken öncelikle

ATAf = ATb

normal denklemi ve bu denkleme denk bir

f = f −AT (Af − b)
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sabit nokta denklemi dikkate alınır. Buna göre, en basit haliyle iteratif algoritma

f (k+1) = f (k) −AT (Af (k)−b), k ∈ N

olarak ifade edilebilir.

A matrisinin en büyük singüler değeri σ1 olmak üzere, 0 < λ <
2

σ21
şartınısağlayan λ

gevşeme parametresi için ve (3.4) algoritmasındaM = I ve T = I alınmasıyla Landweber

iterasyonu

f (k+1) = f (k) + λAT (b−Af (k)), k ∈ N (3.7)

olarak tanımlanır. Lineer problemler için standart başlangıç vektörü genellikle f (0) = 0

olarak alınır.

Landweber iterasyonu

J(f) := min
f
‖Af − b‖2

en küçük kareler fonksiyoneli için

f (k+1) = f (k) − λJ′(f), k ∈ N

= f (k) + λAT (b−Af (k)) (3.8)

olarak tanımlıbir gradient metoda eşittir. Eğer λ yeteri kadar büyük değil ise fonksiyonel,

iterasyon boyunca artan değildir. Gerçekten,∥∥∥Af (k+1)−b
∥∥∥2 =

∥∥∥Af (k)−b−λAAT (Af (k)−b)
∥∥∥2

=
∥∥∥Af (k)−b

∥∥∥2 + λ2
∥∥∥AAT (Af (k)−b)

∥∥∥2
−2λ

〈
Af (k)−b,AAT (Af (k)−b)

〉
=

∥∥∥Af (k)−b
∥∥∥2 + λ

(
λ
∥∥∥AAT (Af (k)−b)

∥∥∥2−2
∥∥∥AT (Af (k)−b)

∥∥∥2)
≤

∥∥∥Af (k)−b
∥∥∥2 + λ

∥∥∥AT (Af (k)−b)
∥∥∥2 (λ ‖A‖2 − 2

)
≤

∥∥∥Af (k)−b
∥∥∥2

olduğundan, en küçük kareler fonksiyonelinin artan olmadı̆gıgösterilmi̧s olur (Pietschmann

2012).
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3.1.2 Eş-ZamanlıCebirsel Rekonstrüksiyon Tekniği (SART)

Bu yöntem cebirsel rekonstrüksiyon tekniğinin (ART) geli̧stirilmi̧s bir formu olmakla bir-

likte, her bir iterasyondaki projeksiyonlar eş-zamanlıolarak gerçekleştiğinden SIRT al-

goritmaları sınıfına dahil edilebilir. ART, ilk defa (Gordon et al. 1970) ve (Hounsfield

1972) çalı̧smalarında ortaya konmuştur. Ayrıca bu yöntem tutarlı olan lineer denklem

sistemlerinin çözümü için Kaczmarz (Kaczmarz 1937) tarafından ortaya konulan temel

yöntemin türetilmi̧s halidir. SART (Simultaneous Algebraic Reconstruction Technique),

üç temele dayanmaktadır: 1) Verilen bir projeksiyonda tüm ı̧sınlar için, ART tarafından

hesaplanan hata düzeltme terimlerinin eş-zamanlıuygulanması; 2) ı̧sınlar boyunca geri

yayılmı̧s düzeltme terimlerinin uzunlamasına ağırlıklaştırılması; 3) sürekli görüntünün

ı̧sın integraline ayrık yaklaşımıiçin bilineer elemanların kullanılması(Andersen and Kak

1984).

Eğer bu algoritma dizisel olarak değil de, belirli bir projeksiyondaki ı̧sınlar için tüm

hata düzeltme terimleri eş-zamanlıolarak uygulanırsa, gürültünün önemli ölçüde azalması

sağlanır. Bu yöntem bir SIRT-tipi algoritma gibi görülebilir ve SIRT algoritmasının bazı

üstün özelliklerine sahiptir.

Tüm bilgisayarlıgörüntülemelerde, sonlu sayıkümeleri (veriler) tarafından f(x, y) görün-

tülerinin tanımlanmasıiçin bir yol gereklidir. Genel bir yaklaşım, sürekli bir görüntünün

N tane {bi(x, y)} temel görüntüsünün bir lineer kombinasyonuna geni̧sletilmesidir (Her-

man and Lent 1976, Herman 1980).

Şekil 3.2 (a) Eş-zamanlıART için bir iterasyondaki rekonstrüksiyon, (b) Üç küçük

tümörden geçen kesit görüntüsü (y=-0.605) (Andersen and Kak 1984).
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Şekil 3.2’de belirli bir tarama yönü için tüm düzeltme terimlerinin eş-zamanlıbir uygula-

masıkullanıldı̆gında elde edilen rekonstrüksiyon gösterilmektedir. Bu uygulamada, özgün

düzeltme terimleri her zamanki gibi hesaplanır. Bu terimler, görüntüdeki tüm ı̧sınlar

hesaplandıktan sonra kaydedilir. Her bir görüntü elemanına göre ortalama düzeltmesi

hesaplanarak, güncelleme görüntüsünü oluşturmak için eklenir;

f (k+1)= f (k) +

n∑
j

aij bi − 〈aTj , f (k)〉∑N

i=1
aij


n∑
j

aij

. (3.9)

Buradaki j’ye göre toplam, belirli bir tarama yönü için i. görüntü bileşeni ile kesi̧sen

ı̧sınların üzerindedir. Özgün düzeltme terimlerinin paydasındaki
N∑
i=1

aij faktörü, j. ı̧sın-

ların gerçek fiziksel uzunluğuna eşittir. Eş-zamanlıyöntemde,
〈
aTj , f

(k)
〉
ifadesinin

N∑
i=1

aij

tarafından deği̧stirilmesi, yeniden oluşturulan görüntünün deği̧smezliği nedeniyle yapılır.

Ayrıca, güncelleme vektörü için hatasız adımlarıkorur.

Eş-zamanlı tekniğin basit bir formu Oppenheim tarafından (Oppenheim 1977) çalı̧s-

masında kullanılmı̧stır. Bu yöntem, herhangi bir temsili görüntüyle olduğu kadar, örtüşen

veya örtüşmeyen ı̧sın şeritli eğimli ı̧sınlar için genel bir görüntü rekonstrüksiyon proble-

minde avantajlıolarak kullanılabilir.

Dizisel şema için rekonstrüksiyona kıyasla eş-zamanlıyöntem, gürültünün yoğunluğunda

bir azalma sağlar. Buna ek olarak yeniden oluşturulmuş görüntüdeki gürültü önceki ile

kaŗsılaştırıldı̆gında daha yavaş dalgalanan bir hale gelir. Bu teknik, ART-tipi algorit-

maların hızlıbir şekilde yakınsamasınısağlarken aynızamanda SIRT-tipi algoritmaların

gürültü bastırıcıözelliklerine sahiptir (Gilbert 1972). SIRT yönteminde olduğu gibi, eş-

zamanlı uygulama da düzeltme terimleri için ek bir dizinin depolanmasını gerektirir.

Eş-zamanlıyöntem, belirli bir görünümdeki tüm ı̧sınlardan gelen düzeltmelerin, sürekli

bir gürültü i̧sleviyle sonuçlanmasıgerektiği iddiasıyla doğrulanır (Solmon 1976).

Son olarak (3.9) eşitliği matris formunda

f (k+1)= f (k)+λkD
−1
r ATD−1c (b−Af (k)) (3.10)

şeklinde ifade edilebilir. BuradaT = D−1r = diag

(
1

‖ai‖1

)
veM = D−1c = diag

(
1

‖aj‖1

)
olarak alınmı̧stır (Hansen and Saxild-Hansen 2012).
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3.1.3 Cimmino Yöntemi

Cimmino yöntemi, A ∈ Rm×n singüler olmayan reel bir matris ve b ∈ Rn olmak üzere,

(3.1) lineer denklem sisteminin göz önüne alındı̆gı(Cimmino 1938) çalı̧smasında, Gian-

franco Cimmino tarafından ortaya konulmuştur. A matrisinin i. satırı

ai = (ai1 ai2...ain)

olarak gösterilirse,

Hi =
{
f ∈ Rn |

〈
ai, f

〉
= bi

}
(3.11)

tarafından tanımlanan n tane hiperdüzlemin tek kesi̧sim noktasıf∗ = A−1b dir. Verilen

f (0) ∈ Rn başlangıç vektörü, her i = 1, 2, ...,m için, (3.11) de verilen hiperdüzleme göre

f (0) başlangıç vektörünün f
(0)
i projeksiyonları

f
(0)
i = f (0) + 2

bi −
〈
ai, f

(k)
〉

‖ai‖2
ai (3.12)

olarak ifade edilir.

Bu algoritmada, f
(0)
i projeksiyonlarının mi ≥ 0 kütlesine sahip olduğu varsayılarak, bu

noktaların ağırlık merkezini ve f
(0)
i projeksiyon noktalarınıhesaplayarak bir sonraki f (1)

iterasyonu oluşturulur (Şekil 3.3).

Şekil 3.3 Cimmino yaklaşımı(Nikazad 2008).

f (0) başlangıç vektörü ve onun (3.11) de verilen n hiperdüzlemine göre tüm projeksiyon-

ları, merkezi lineer sistemin çözümü olan bir hiperküre üzerinde uzanır. {mi}mi=1 kütleler
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sisteminin ağırlık merkezi bu hiperkürenin içinde olmalıdır, bu nedenle f (1) iterasyonu

çözüme daha iyi yaklaşır. Bundan dolayı, bir sonraki f (1) iterasyonu çözüme f (0) vek-

töründen daha iyi bir yaklaşımdır. Sonraki iterasyon f (1) yeni yaklaşımıile benzer şekilde

devam eder.
{
f (k)
}
dizisi, k →∞ için f∗ = A−1b ye yakınsar.

D̃ ∈ Rm×m olmak üzere,

D̃ = DTD

= diag

(
m1

‖a1‖2
,
m2

‖a2‖2
, ...,

mm

‖am‖2
)

(3.13)

ve λ gevşeme parametresi için matris formunda

f (k+1) = f (k) + λAT D̃(b−Af
(k)

) (3.14)

yazılabilir. ωi =
√
mi olmak üzere,

f (k+1) = f (k) + λ
m∑
i=1

ωi
bi −

〈
ai, f

(k)
〉

‖ai‖2
ai (3.15)

bulunur. Tüm ωi ler
1

m
olarak alınırsa, Cimmino algoritması

f (k+1) = f (k) + λ
1

m

m∑
i=1

bi −
〈
ai, f

(k)
〉

‖ai‖2
ai (3.16)

olarak ifade edilir (Benzi 2005).

3.1.4 Bileşen Ortalama (CAV) Yöntemi

Bileşen ortalama (CAV-Component Averaging) yöntemi, büyük ve seyrek yapılandırılmı̧s

lineer denklem sistemleri için uygun bir iteratif yöntem olup, bu yöntemde eş-zamanlı

olarak tüm sistem hiperdüzlemleri üzerine mevcut iterasyonun projeksiyonu alınır. CAV

yöntemi, ortogonal projeksiyonlar ve skaler ağırlıklar yerine eğik projeksiyonlar ve kat-

sayılar matrisinin seyrekliğine bağlıağırlıklar ile diagonal ağırlık matrislerini kullanır.

Büyük ve seyrek lineer denklem sistemleri birçok önemli pratik uygulamada ortaya çık-

maktadır. Lineer denklemlerin çözümü, konveks fizibilite problemi olarak adlandırılan, bir

f∗ ∈ C =
m⋂
i=1

Ci 6= 0 noktasının bulunmasıprobleminin özel bir durumudur. Buradaki C,

Euclid uzayında Ci ⊆ Rn, i = 1, 2, ...,m kapalıkonveks kümelerinin kesi̧sim noktasıdır.
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Eş zamanlıalgoritmaların ilki olarak kabul edilen Cimmino yönteminde, öncelikle PCi , Ci

üzerine ortogonal projeksiyon olmak üzere

f (k+1),i = PCi(f
(k)), i = 1, 2, ...,m (3.17)

orta noktalarınıelde etmek için geçerli f (k) iterasyonunun tüm Ci kümeleri üzerine pro-

jeksiyonu alınır. Böylece bir sonraki iterasyon

f (k+1) = f (k) + λ

(
m∑
i=1

ωif
(k−1),i − f (k)

)
(3.18)

olur, burada ωi, i = 1, 2, ...,m için ωi > 0 ve
m∑
i=1

ωi = 1 olacak şekilde sabit ağırlıklardır.

Cimmino yöntemi, A matrisinin yoğun matris olduğu zaman uygun olan projeksiyonlar-

dan gelen katkıların eşit ağırlı̆gınıkullanır. CAV yöntemi ise A matrisinin seyrekliğiyle

ilgili Cimmino yönteminin bir geni̧sletilmesidir. Cimmino yönteminde, konveks fizibilite

problemi için λ gevşeme parametresi ve ωi = 1
m
ağırlıkları için f (k+1) iterasyonu, f (k)

iterasyonunun projeksiyonlarının ortalamasıdır. CAV algoritmasında ise tamamen fark-

lıdır. Tüm i = 1, 2, ...,m için j. sütunun sıfırdan farklıelemanlarının sayısısj = NNZ(aj)

olmak üzere, (3.16) yeniden düzenlenirse,

f
(k+1)
j = f

(k)
j +

λ

sj

m∑
i=1

bi −
〈
ai, f (k)

〉
‖ai‖22

ai. (3.19)

A = (aij) ∈ Rm×n matrisi seyrek ise, sj değerleri m’den daha küçük değerlerdir.

Tanım 3.1.1 Tüm j = 1, 2, ..., n için, b ∈ R, a = (aj) ∈ Rn ve a 6= 0 olmak üzere,

H = {f ∈ Rn | 〈a, f〉 = b} hiperdüzlem olsun. S, n × n tipinde pozitif tanımlı simetrik

matris ve ‖f‖2S = 〈f ,Sf〉 olmak üzere, S’ye göre H üzerine bir z ∈ Rn noktasının ĕgik

projeksiyonu tüm j = 1, 2, ..., n için,

PSH(z) = z +
b− 〈a, z〉
‖a‖2S−1

S−1a

olarak tanımlanır, burada S−1, S matrisinin tersidir.

f (0) ∈ Rn keyfi verilsin. i = 1, 2, ...,m ve j = 1, 2, ..., n için sj = NNZ(aj) olmak üzere,

iterasyon yaklaşımı

f
(k+1)
j = f

(k)
j + λ

m∑
i=1

bi −
〈
ai, f (k)

〉∑n
j=1 sj(aij)

2
aij
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olarak ifade edilebilir. S = diag(s1, s2, ..., sn) ve ‖ai‖2S = 〈ai,Sai〉 =
n∑
j=1

sj(aij)
2 olmak

üzere,

DS = diag

(
1

‖a1‖2S
,

1

‖a2‖2S
, ...,

1

‖am‖2S

)
(3.20)

olarak tanımlansın. Buradan, CAV algoritması(3.4) formunda M = DS ve T = I için

f (k+1) = f (k) + λATDS(b−Af (k)), k = 0, 1, 2, ... (3.21)

olarak ifade edilir.Amatrisi yoğun ise S =mI olur ve Cimmino yöntemi elde edilir (Censor

et al. 2001).

3.1.5 Diagonal Gevşemi̧s Ortogonal Projeksiyonlar (DROP) Yöntemi

Bu kısımda, lineer fizibilite probleminin çözümü için eş-zamanlıiteratif yöntemlerden biri

olan diagonal gevşemi̧s ortogonal projeksiyon (DROP-diagonally-relaxed orthogonal pro-

jections) yöntemi incelenmi̧stir. Bir önceki bölümde bahsedilen konveks fizibilite prob-

lemleri için projeksiyon algoritmaları, bu tür problemlerin çözümü için merkezi bir rol

oynar. Ci kümeleri üzerine olan bu projeksiyonlar, birçok yöntemde kullanılmasına rağ-

men, projeksiyonların kullanıldı̆gıher yöntem bu algoritmalar sınıfına ait değildir ve ait

olan algoritmalar, projeksiyondan görüntü rekonstrüksiyonunda problemlerin tamamen

ayrık modellerine başarıyla uygulanmı̧stır (Herman 1980).

Konveks kümeler için tamamen eş-zamanlı(paralel) algoritmik şemalar

f (k+1) = f (k) + λk

(
m∑
i=1

ωiPCi(f (k))− f (k)

)
(3.22)

formunun benzeri iteratif adımlarıkullanırlar. PCi , Ci kümeleri üzerinde bir f noktasının

ortogonal projeksiyonu, tüm i = 1, 2, ...,m için ωi > 0 ağırlıklarının bir sistemi {ωi}mi=1
ve

m∑
i=1

ωi = 1’dir. (3.22) eş-zamanlıprojeksiyonlarında (Censor and Zenios 1997) ωi = 1
m

olarak yerine yazılırsa

f (k+1) = f (k) +
λk
m

m∑
i=1

(Pi(f (k))− f (k)) (3.23)

bulunur. Burada PCi için (3.6) kullanılırsa, j = 1, 2, ..., n için sj = NNZ(aj) (NNZ :

sıfırdan farklıbileşenler) ve S = diag(s1, s2, ..., sn) olmak üzere

f (k+1) = f (k) +
λk
sj

m∑
i=1

bi −
〈
ai, f (k)

〉
‖ai‖22

ai (3.24)
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olur. A matrisi seyrek ise sj < m dir. Öyleyse (3.19) eşitliği ωi ağırlıklarıiçin yeniden

düzenlenecek olursa

f (k+1) = f (k) + λkS
−1

m∑
i=1

ωi
bi −

〈
ai, f (k)

〉
‖ai‖22

ai (3.25)

elde edilir. Bu eşitlik, T = I ve D = 1
m
diag

(
ωi

‖ai‖22

)
için M =mD olmak üzere, matris

formunda yazılacak olursa DROP algoritması

f (k+1) = f (k) +mλkS
−1ATD(b−Af (k)) (3.26)

şeklinde ifade edilir.

Bu yöntem de Cimmino yönteminin diğer bir geni̧sletilmi̧s halidir. CAV’dan farklıolarak,

sj elemanlarının farklıbir şekilde seçilmesiyle elde edilmi̧stir.

S−1 = m−1I

durumundaA matrisi yoğun olduğunda Cimmino yöntemi elde edilir (Hansen and Saxild-

Hansen 2012).

3.2 SIRT ALGORİTMASININ YAKINSAKLIĞI

SIRT Algoritmasının yakınsaklı̆gı(Jiang and Wang 2003) çalı̧smasıtemel alınarak gös-

terilecektir. Yakınsaklık gösterilirken görüntü rekonstrüksiyonu için Landweber metodunu

temel alan genel bir iterasyon şeması(eş-zamanlıblok-iteratif) ortaya konulacaktır. ART,

SIRT, SART, Cimmino metodunda kullanılan algoritmalar genel şemanın özel bazıörnek-

leridir.

Ele alınan denklem sisteminin tutarlıveya tutarsız olmasıdurumlarında limit, ağırlıklı

en küçük kareler probleminin minimal norm çözümü ve başlangıç görüntüsünün sistem

matrisinin sıfır uzayıüzerine eğik projeksiyonunun toplamıolarak bulunur.

(3.4) algoritmasının λk > 0 olmak üzere T = V veM = W alınarak yeniden yazılmasıyla

elde edilen

f (k+1) = f (k) + λkV
−1ATW(b−Af (k)), k = 0, 1, 2, ... (3.27)

şemasının yakınsaklı̆gıincelenecektir.
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Öncelikle (3.27) iterasyon şemasının daha basit bir formu için yakınsaklık gösterilecektir.

(3.27) deki genel durum için yakınsaklık daha sonra gösterilecektir.

z(k) = V
1
2 f (k), (3.28)

G = W
1
2AV−

1
2 , (3.29)

b̃ = W
1
2b (3.30)

olsun. Buradan

f (k) = V−
1
2z(k),

A = W− 1
2GV

1
2 ,

b = W− 1
2 b̃

için (3.27) iterasyonundan

V−
1
2z(k+1) = V−

1
2z(k)+λV−

1
2V−

1
2ATW

1
2W

1
2

(
W− 1

2 b̃−W
− 1
2GV

1
2V−

1
2z(k)

)
= V−

1
2z(k)+λV−

1
2

(
W

1
2AV−

1
2

)T (
W

1
2W− 1

2 b̃−W
1
2W− 1

2Gz(k)
)

elde edilir ve eşitliğin her iki tarafısoldan V
1
2 ile çarpıldı̆gında

z(k+1)= z(k)+λkG
T (b̃−Gz

(k)
) (3.31)

olur. Ayrıca, (3.1) sistemine kaŗsılık gelen sistem

W− 1
2GV

1
2V−

1
2z(k) = W− 1

2 b̃

W
1
2W− 1

2Gz(k) = W
1
2W− 1

2 b̃

Gz(k) = b̃ (3.32)

olarak elde edilir. G nin

GTGz = GT b̃ (3.33)

normal denkleminin minimal norm çözümü zI,I(G, b̃) olsun. Ayrıca (3.32) tutarlıysa,

zI,I(G, b̃), (3.32) denkleminin de minimal norm çözümüdür.

Teorem 3.2.1 (Jiang and Wang 2003) Varsayalım ki
∥∥GGT

∥∥ ≤ 1 ve tüm k ≥ 0 için

0 ≤ λk ≤ 2 olsun. Ĕger,
∞∑
k=0

min(λk, 2− λk) = +∞

săglanırsa, (3.31) iterasyonu ile oluşturulan {z(k)} dizisi (3.33) ün bir çözümüne yakınsar

ve {z(k)} dizisinin limiti zI,I(G, b̃)+P (G)z(0) olur.
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(3.27) genel iterasyon şemasının yakınsaklı̆gıiçin (3.28)-(3.30) da tanımlanan dönüşümler

kullanılarak (3.33) normal denklemi

ATWAV−
1
2z = ATWb (3.34)

olarak yazılabilir. Eğer f = V−
1
2z ise, ‖f‖2V = ‖z‖2 olur. Bu sebeple,

ATWAf = ATWb (3.35)

normal denkleminin minimal norm çözümü

V−
1
2zI,I(G, b̃) = fV,W(A,b)

olur. Rn den N(G)’ye tanımlıP (G) ortogonal projeksiyonu ve RnV den N(A)’ya tanımlı

PV(A) ortogonal projeksiyonu için,

PV(A) = V−
1
2P (G)V

1
2

olduğu görülür.

SVD kullanılarak,
∥∥GGT

∥∥ =
∥∥GTG

∥∥ elde edilir ve bu, GTG veya GGT nin maksimal

özdeğerine eşittir. GTG özeşlenik olduğundan

∥∥GTG
∥∥ = sup

z∈Rn,‖z‖=1

〈
GTGz, z

〉
= sup

z∈Rn,‖z‖=1
‖Gz‖2

= sup
z∈Rn,‖z‖=1

∥∥∥W 1
2AV−

1
2z
∥∥∥2

= sup
z∈Rn,‖z‖=1

∥∥∥AV−
1
2z
∥∥∥2
W
.

z = V
1
2 f dönüşümü tekrar kullanılarak, ‖z‖= ‖f‖V olduğundan,√

‖GTG‖ = sup
f∈Rn,‖f‖V=1

‖Af‖W

= ‖A‖V,W (3.36)

elde edilir ve A, RnV den RmW ye tanımlıbir lineer dönüşüm olarak alındı̆gında ‖A‖V,W,

A nın operatör normudur.

Teorem 3.2.1 ve yukarıdaki değerlendirmeler sonucunda (3.27) iterasyon şemasının yakın-

saklı̆gıaşağıdaki teoremde ifade edilmi̧stir.
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Teorem 3.2.2 (Jiang and Wang 2003) ρ = ‖A‖V,W olmak üzere, her k ≥ 0 için

0 ≤ ρ2λk ≤ 2 ve

∞∑
k=0

min(ρ2λk, 2− ρ2λk) = +∞ (3.37)

şartı săglanıyorsa, (3.27) iterasyonu ile oluşturulan {f (k)} dizisi, (3.1) denklem sistemi

tutarsız olsa bile, fV,W(A,b)+PV(A)f (0) çözümüne yakınsar.

3.3 SIRT ALGORİTMASININ YARI-YAKINSAKLIĞI

En genel haliyle

f (k) = f (k−1) + λkTATM(b−Af (k−1)), k = 1, 2, ... (3.38)

olarak ifade edilen SIRT algoritmasının yarı-yakınsaklık davranı̧sı(Elfving et al. 2010) ve

(Nikazad 2008) çalı̧smalarıtemel alınarak incelenecektir.

Yarı-yakınsaklık ile ilgili sonuçlarıvermeden önce gerekli bazıgösterimler ifade edilecek

ve singüler değer ayrı̧sımı(SVD-singular value decomposition) hakkında bilgi verilecektir.

2-normu ‖f‖ =
√

fT f olarak tanımlıolsun ve M simetrik pozitif tanımlımatris olmak

üzere ‖f‖M =
√

fTMf olur. Ayrıca M1/2, M matrisinin karekökü ve ρ(A), A matrisinin

spektral yarıçapı(ρ(A) := max{|λ| : λ, A matrisinin özdeğeri }) olsun.

A, m× n tipinde bir matris olmak üzere, A matrisinin singüler değer ayrı̧sımı

A = UDVT (3.39)

şeklindedir, burada U = (u1, u2, ..., un), AAT nin özvektörleri U matrisinin sütunları

olacak şekilde m × n tipinde sütun ortogonal matris, V = (v1, v2, ..., vn), ATA nın

özvektörleri V matrisinin sütunları olacak şekilde n × n tipinde ortogonal matris ve

D = diag(σ1, σ2, ..., σn), σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σn olacak şekilde A matrisinin singüler dĕger-

lerinden oluşan n × n tipinde bir diagonal matristir. σ, A matrisinin singüler değeri ise

σ2, ATA nın özdeğeridir ve rank(A),A matrisinin sıfırdan farklı singüler değerlerinin

sayısına eşittir. Ayrıca

AAT = (UDVT )(UDVT )T = UDVTVDTUT = UD2UT
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ve

ATA = (UDVT )T (UDVT ) = VDTUTUDVT = VD2VT

olur ve (3.39) eşitliği

A =
n∑
i=1

σiuiv
T
i

şeklinde de ifade edilebilir.

Eğer A matrisi n× n tipinde singüler olmayan bir matris ise, tersi

A−1 = (UDVT )−1 = VD−1U−1

olur, burada

D−1 = diag(
1

σ1
,

1

σ2
, ...,

1

σn
).

Eğer A matrisi singüler ise SVD yardımıyla A matrisinin tersi için bir yaklaşım

A−1 = (UDVT )−1 ≈ VD−10 U−1

olarak verilir, burada

D−10 =

 1
σi
, σi > t

0, diğer
(t küçük eşik değer).

Teorem 3.3.1 (Elfving et al. 2010) ρ = ρ(ATMA) olmak üzere, 0 ≤ ε ≤ λk ≤
2− ε
ρ

oldŭgu varsayılsın. ε > 0 veya ε = 0 ve
∞∑
k=0

min(ρλk, 2 − ρλk) = +∞ ise SIRT al-

goritmasının iterasyonlarımin ‖Af − b‖M probleminin bir f∗ çözümüne yakınsar. Ĕger

f (0) ∈ R(AT ) ise f∗ minimal Euclid normunun tek çözümüdür.

(3.38) ifadesindeT = I ve λk = λ için genelliği bozmadan f (0) = 0 olsun. AyrıcaB = ATMA

ve c = ATMb olmak üzere;

f (k) = f (k−1) + λATM(b−Af (k−1)) (3.40)

= f (k−1) + λATMb−λATMAf (k−1)

= f (k−1) + λc + λBf (k−1)

= (I− λB)f (k−1) + λc

= (I− λB)f (0) + λ(I− λB)(k−1)c + ...+ λ(I− λB)c + λc

= λ
k−1∑
j=0

(I− λB)jc
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bulunur (Elfving et al. 2010).

Varsayalım ki, M
1
2A nın singüler değer ayrı̧sımı

M
1
2A = UΣVT

olsun. Buna göre,

B = ATMA

= ATM
1
2M

1
2A

= (M
1
2A)T (M

1
2A)

= (UΣVT )T (UΣVT )

= VΣTUTUΣVT

= VΣTΣVT (3.41)

ve ρ(B) = σ21 olur, burada U = (u1, u2, ..., un) ve V = (v1, v2, ..., vn) ortogonal matrisler

ve σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σp > 0 (rank(A) = p) için Σ = diag(σ1,σ2, ..., σp, 0, ..., 0) dır.

(3.41) kullanılarak,
k−1∑
j=0

(I− λB)j =
k−1∑
j=0

(I−λVΣTΣVT )j

=
k−1∑
j=0

(I−VλΣTΣVT )j

= (I−VλΣTΣVT )0 + (I−VλΣTΣVT )1 + ...+ (I−VλΣTΣVT )k−1

= I− (I−VλΣTΣVT )1 + ...+ (I−VλΣTΣVT )k−1

= VEkV
T

bulunur (Nikazad 2008), burada

Ek = diag

(
1− (1− λσ21)k

λσ21
,
1− (1− λσ22)k

λσ22
, ...,

1− (1− λσ2p)k

λσ2p
, 0, ..., 0

)
. (3.42)

Yukarıda verilen eşitlik daha açık olarak,
k−1∑
j=0

(I− λB)j = (1 + (1− λσ21)1 + ...+ (1− λσ2p)k−1)

(1− (1− λσ2i ))
k−1∑
j=0

(I− λB)j

λσ2i
=

(1− (1− λσ2i ))(1 + (1− λσ21)1 + ...+ (1− λσ2p)k−1)
λσ2i

=

p∑
i=1

1k − (1− λσ2i )k
λσ2i
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olduğundan

VEkV
T = V

(
1k − (1− λσ2i )k

λσ2i

)
VT

= V

(
(1− (1− λσ2i ))(1 + (1− λσ21)1 + ...+ (1− λσ2p)k−1)

λσ2i

)
VT

= V(1 + (1− λσ21)1 + ...+ (1− λσ2p)k−1)VT

=

k−1∑
j=0

(I− λB)j

şeklinde ifade edilebilir. Buradan,

f (k) = λ

k−1∑
j=0

(I− λB)jc

= λVEkV
TATMb

= λVEkV
T (M

1
2A)TM

1
2 (b̄ + δb)

= λVEkV
T (UΣVT )TM

1
2 (b̄ + δb)

= λVEkV
TVΣTUTM

1
2 (b̄ + δb)

= V(λEk)Σ
TUTM

1
2 (b̄ + δb)

=

p∑
İ=0

λ{1− (1− λσ2i )k}
λσ2i

σiu
T
i M

1
2 (b̄ + δb)vi

=

p∑
İ=0

{1− (1− λσ2i )k}
uTi M

1
2 (b̄ + δb)

σi
vi (3.43)

olur ve i = 1, 2, ... için φi = 1− (1− λσ2i )k filtre çarpanıolarak adlandırılır (Elfving et al.

2010).

Şimdi gürültüsüz sağ taraflı ağırlıklı en küçük kareler probleminin f̄ minimum-norm

çözümü göz önüne alınırsa;

f̄ = arg min
f

∥∥Af − b̄
∥∥
M
.

SVD kullanılarak,

f̄ = VEΣTUTM
1
2 b̄, (3.44)

E = diag

(
1

σ21
,

1

σ22
, ...,

1

σ2p
, 0, ..., 0

)
(3.45)
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olduğu aşağıdaki gibi gösterilebilir;

Af̄ = b̄

ATMAf̄ = ATMb̄[
(M

1
2A)T (M

1
2A)

]−1
(M

1
2A)T (M

1
2A)̄f =

[
(M

1
2A)T (M

1
2A)

]−1
(M

1
2A)TM

1
2 b̄

olup

f̄ = B−1(UΣVT )TM
1
2 b̄

= [VΣTΣVT ]−1VΣTUTM
1
2 b̄

= VEVTVΣTUTM
1
2 b̄

= VEΣTUTM
1
2 b̄.

(3.43) ve (3.44) kullanılarak k. iterasyondaki hata için

fk−f̄ = V(λEk)Σ
TUTM

1
2 (b̄ + δb)−VEΣ

T
UTM

1
2 b̄

= V[(λEk−E)ΣTUTM
1
2 b̄+λEkΣ

TUTM
1
2δb]

elde edilir. Ayrıca (3.42) dikkate alınarak

D1 ≡ (λEk−E)ΣT

= diag

{(
λ(1− (1− λσ21)k)

λσ21
− 1

σ21

)
σ1

, ...,

(
λ(1− (1− λσ2p)k)

λσ2p
− 1

σ2p

)
σp, 0, ..., 0

}

= diag

(
−(1− λσ21)k

σ1
, ...,
−(1− λσ2p)k

σp
, 0, ..., 0

)

= −diag
(

(1− λσ21)k
σ1

, ...,
(1− λσ2p)k

σp
, 0, ..., 0

)

ve

D2 ≡ λEkΣ
T

= diag

{(
λ(1− (1− λσ21)k)

λσ21

)
σ1, ...,

(
λ(1− (1− λσ2p)k)

λσ2p

)
σp, 0, ..., 0

}

= diag

(
1− (1− λσ21)k

σ1
, ...,

1− (1− λσ2p)k

σp
, 0, ..., 0

)
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elde edilir. Eğer β̄ = UTM
1
2 b̄ ve δβ = UTM

1
2δb olarak alınırsa

eV,k = VT (fk−f̄)

= VT
(
V(λEk)Σ

TUTM
1
2 (b̄ + δb)−VEΣTUTM

1
2 b̄
)

= λEkΣ
TUTM

1
2 (b̄ + δb)− EΣTUTM

1
2 b̄

= (λEk−E)ΣTUTM
1
2 b̄ + λEkΣ

TUTM
1
2δb

= D1β̄ + D2δβ

hatasıbulunur.

Φk(σ, λ) =
(1− λσ2)k

σ
ve Ψk(σ, λ) =

1− (1− λσ2)k
σ

(3.46)

fonksiyonlarıtanımlanarak, SVD esasına göre eV,k hatasının j. bileşeni

eV,kj = vTj (fk−f̄) = −Φk(σj, λ)β̄j + Ψk(σ, λ)δβj, j = 1, 2, ..., p (3.47)

ile verilir.

Hata bileşeninin ilk terimine toplamsal hata veya iterasyon hatası, ikinci terimine ise

gürültü hatasıveya veri hatasıdenir. Bu metodun yarı-yakınsaklı̆gıbu iki terim arasındaki

kaŗsılıklıetkileşimle açıklanır.

k’nın küçük değerleri içinΨk(σ, λ) yardımıyla ifade edilen gürültü hatasıgöz ardıedilebilir

ve iterasyon kesin çözüme yaklaşır. Gürültü hatası, yaklaşım hatasıyla aynıdereceden

büyüklüğe ulaşınca, yayılan gürültü hatasıiterasyon adımında göz ardıedilemez ve toplam

hata artmaya başlar.

3.3.1 Gürültü Hatasının Analizi

Bu kısımda, yukarıda elde edilen Φk(σ, λ) ve Ψk(σ, λ) fonksiyonlarının, (Elfving et al.

2010) çalı̧smasında yer alan bazıtemel özellikleri verilecektir.

Önerme 3.3.2 (Elfving et al. 2010) Varsayalım ki

0 < ε ≤ λ ≤ 2

σ21
− ε ve 0 < σ ≤ 1√

λ
(3.48)

olsun.
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a) λ ve σ sabit olmak üzere, k dĕgişkenine băglıfonksiyonlar olarak Φk(σ, λ) fonksiyonu

azalan ve konvekstir, Ψk(σ, λ) fonksiyonu ise artan ve konkavdır.

b) ∀k ≥ 0 dĕgerleri için, Φk(σ, λ) > 0, Ψk(σ, λ) ≥ 0, Φk(σ, 0) = 1/σ ve Ψk(σ, 0) = 0 dır.

c) λ sabit olmak üzere, bütün k ≥ 0 için σ ya băglıfonksiyon olarak Φk(σ, λ) azalandır.

İspat. y = y(σ) = 1− λσ2 olsun. (3.48) ifadesi

0 < y ≤ 1− εσ2p < 1 (3.49)

ifadesini gerektirir.

(a)’nın ispatıiçin Φk(σ, λ) =
yk

σ
ve Ψk(σ, λ) =

1− yk
σ

olarak yazılabilir. Ayrıca Φk
k(σ, λ)

ve Φk
kk(σ, λ) sırasıyla, k’ya göre Φk(σ, λ) fonksiyonunun birinci ve ikinci türevidir. Yani

Φk
k(σ, λ) =

yk ln y

σ
,

Φk
kk(σ, λ) =

yk(ln y)2

σ

ve bundan dolayıy ∈ (0, 1) için Φk
k(σ, λ) < 0 ve Φk

kk(σ, λ) > 0 olur. Dolayısıyla Φk(σ, λ)

fonksiyonu azalan ve konvekstir.

Ψk(σ, λ) =
1

σ
− yk

σ
=

1

σ
− Φk(σ, λ),

Ψk
k(σ, λ) = −Φk

k,

Ψk
kk(σ, λ) = −Φk

kk

olduğundan Ψk
k(σ, λ) > 0 ve Ψk

kk(σ, λ) < 0 dir. Dolayısıyla Ψk(σ, λ) fonksiyonu artan ve

konkavdır.

(b) direkt olarak (3.46) ve (3.49) dan görülür;

Φk(σ, λ) > 0 için Ψk(σ, λ) ≥ 0

olur. Ayrıca

Φk(σ, 0) =
1

σ

olduğundan

Ψk(σ, 0) =
1

σ
− Φk(σ, 0) = 0

olur.
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(c)’nin ispatıiçin

1√
λ
> σ′′ > σ′ ≥ σp

olsun. Bu durumda y(σ′) = 1− λ (σ′)2 ∈ (0, 1) ve y(σ′′) = 1− λ (σ′′)2 ∈ (0, 1) olup

Φk(σ′, λ) =
yk(σ′)

σ′
=

1− λ (σ′)2

σ′
,

Φk(σ′′, λ) =
yk(σ′′)

σ′′
=

1− λ (σ′′)2

σ′′

olduğundan Φk(σ′, λ) > Φk(σ′′, λ) olduğu görülür.

Uyarı3.3.3 (3.48) deki σ için üst sınır σ̂ =
1√
λ
dır. 0 < ε ≤ λ ≤ 1

σ21
oldŭgunda açıkça

σ̂ > σ1 dir ve
1

σ21
< λ <

2

σ21
oldŭgunda σ̂ ≥ 1√

2/σ21
=

σ1√
2
dir. Bundan dolayı (3.48)

şartınısăglayan bütün λ gevşeme parametreleri için σ̂ ≥ σ1√
2
dir.

Önerme 3.3.4 (Elfving et al. 2010) Önerme 3.3.2 deki (3.48) şartı săglansın ve λ

sabit olsun. ∀k ≥ 2 için

σ∗k = argmax
0<σ<1/

√
λ

Ψk(σ, λ)

olacak şekilde bir σ∗k ∈ (0, 1√
λ
) noktasıvardır. Ayrıca, σ∗k tektir ve

σ∗k =

√
1− ξk
λ

(3.50)

eşitlĭgi ile verilir, burada ξk,

gk−1(y) = (2k − 1)yk−1 − (yk−2 + ...+ y + 1) = 0 (3.51)

eşitlĭginin (0, 1) açık aralı̆gındaki tek köküdür.

İspat. Ψknın σ ya göre türevi Ψ′ olsun. Bu durumda

Ψ′(σ, λ) = − 1

σ2
+

(1− λσ2)k
σ2

+ 2λk(1− λσ2)k−1
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olup,

1

λ
Ψ′(σ, λ) = 2k(1− λσ2)k−1 − 1− (1− λσ2)k

λσ2

= 2k(1− λσ2)k−1 − 1− (1− λσ2)k
1− (1− λσ2)

= 2kyk−1 − 1− yk
1− y

= 2kyk−1 − (1− y)(yk−1 + ...+ y + 1)

1− y
= 2kyk−1 − yk−1 − (yk−2 + ...+ y + 1)

= (2k − 1)yk−1 − (yk−2 + ...+ y + 1)

= gk−1(y)

olarak tanımlanan gk−1 fonksiyonu süreklidir ve gk−1(0) = 1 ve gk−1(1) = k. Bundan

dolayıgk−1(ξk) = 0 olacak şekilde en az bir ξk ∈ (0, 1) noktasıvardır. Gösterim kolaylı̆gı

için bu kanıtın geri kalanında g = gk−1 ,z = ξk ve σ
∗ = σ∗k olarak alınacaktır.

z = (1 − λσ2) olup σ∗ =

√
1− z
λ

noktasıΨk’nın
(

0,
1√
λ

)
açık aralı̆gında bulunan bir

kritik noktasıdır. Şimdi z’nin tekliği gösterilecektir.

g(y)− g(z) = (2k − 1)yk−1 − (yk−2 + ...+ y + 1)

−(2k − 1)zk−1 + (zk−2 + ...+ z + 1)

= (y − z)
[
(2k − 1)yk−2 + ((2k − 1)z − 1)yk−3

+...+ ((2k − 1)zk−2 − zk−3 − ...− z − 1)
]

buradan

g(y)

y − z = (2k − 1)yk−2 + ((2k − 1)z − 1)yk−3

+((2k − 1)z2 − z − 1)yk−4

+...+ ((2k − 1)zk−2 − zk−3 − ...− z − 1)

≡ Q(y)

olup Q(0) =
g(0)

−z = 1
z
> 0 dir. y > 0 için Q(y)’nin arttı̆gıgösterilirse ispat tamamlanmı̧s

olur. Bunun için t+ α < 1 olacak şekilde 0 < t < 1 ve α > 0 olsun. Bu durumda

Q(t+ α)−Q(t) = (2k − 1)((t+ α)k−2 − tk−2)

+((2k − 1)z − 1)((t+ α)k−3 − tk−3)

+((2k − 1)z2 − z − 1)((t+ α)k−4 − tk−4)

+...+ ((2k − 1)zk−3 − zk−4 − ...− z − 1)((t+ α)− t).
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g(z) = (2k − 1)zk−1 − (zk−2 + ...+ z + 1) = 0 olduğundan

zk−2((2k − 1)z − 1) = (zk−3 + zk−4 + ...+ z + 1)

zk−3((2k − 1)z2 − z − 1) = (zk−4 + ...+ z + 1)

...

z2((2k − 1)zk−3 − zk−4 − ...− z − 1) = z + 1

elde edilir. Bundan dolayıQ(t+ α)−Q(t) > 0 ’dır. Böylece z ve σ∗ tektir.

g(y) = (y − z)Q(y) ve Q(y) > 0 olduğundan

y > z iken g(y) > 0 ve y < z iken g(y) < 0 (3.52)

sonucu elde edilir. y < z için 1 − λσ2 < z veya σ >

√
1− z
λ

olur, yani σ > σ∗ iken

Ψ′ = λg(y) < 0 olur ve tersi de doğrudur. Böylece, Ψk(σ, λ)’nın bir maksimum noktasının

σ∗ olduğu gösterilmi̧s olur.

Önerme 3.3.5 (Elfving et al. 2010) Önerme 3.3.4’te tanımlanan {ξk}k≥2 dizisi

0 < ξk < ξk+1 < 1

şartınısăglar ve lim
k→∞

ξk = ξ = 1.

İspat. Önerme 3.3.4’ten 0 < ξk < 1 dir. (3.51) kullanılarak

gk(y) = (2k + 1)yk − 2kyk−1 + gk−1(y) (3.53)

bulunur. Şimdi, gk(ξk) < 0 olduğu gösterilecek ve (3.52) (g(z) = 0 olacak şekilde g = gk

ve z = ξk için) dikkate alınarak ξk < ξk+1 olduğu elde edilmi̧s olacaktır.

(3.51) ve geometrik seri formülü kullanılarak

gk−1(y) = (2k − 1)yk−1 − 1− yk−1
1− y (3.54)

elde edilir. y = 2k
2k+1

olmak üzere, 2(2k)k− (2k+ 1)k > 0 veya denk olarak 2
1
k > 1 + 1

2k
ise

gk−1

(
2k

2k + 1

)
= (2k − 1)

(
2k

2k + 1

)k−1
−

1−
(

2k
2k+1

)k−1
1−

(
2k
2k+1

)
=

2(2k)k − (2k + 1)k

(2k + 1)k−1
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pozitiftir. x > 0 için 2x − x
2
− 1 > 0 olup, eğer bu eşitsizlikte x = 1

k
olarak alınırsa

gk−1
(

2k
2k+1

)
> 0 olduğu elde edilmi̧s olur. (3.52)’den

ξk <
2k

2k + 1
(3.55)

dir. Ayrıca (3.53) kullanılarak

gk(ξk) = (2k + 1)ξkk − 2kξk−1k + gk−1(ξk)

= (ξk)
k−1((2k + 1)ξk − 2k) < 0.

Bundan dolayı lim
k→∞

ξk = ξ ≤ 1 olur. Şimdi ξ = 1 olduğu gösterilecektir. (3.54), y = ξk ile

kullanılarak ve ξk = 1− zk yerine konulursa (0 < zk < 1)

gk−1(1− zk) = 0 = (2k − 1)(1− zk)k−1 −
1− (1− zk)k−1

1− (1− zk)

elde edilir. Buradan (1−zk)k−1((2k−1)zk+1) = 1 ve (1−zk)−(k−1) = (2k−1)zk+1 < 2k

olur. Bu nedenle k → ∞ için, 0 < − ln(1 − zk) = − ln ξk ≤ ln 2k
k−1 → 0 olur. Bundan

dolayıξ = lim
k→∞

ξk = 1 elde edilir.

Önerme 3.3.6 (Elfving et al. 2010) Ψk(σ∗k, λ) dĕgeri k nın artan bir fonksiyonudur.

İspat. Önerme 3.3.2 a) dan

Ψk+1(σ, λ) ≥ Ψk(σ, λ), 0 < σ ≤ σ̂

olur (bu sonuç, σ ≥ σp olarak kabul edilir, ancak σ > 0 için de geçerli olduğu kolayca

gösterilebilir). Bundan dolayı,

Ψk+1(σ∗k+1, λ) = max
0<σ≤σ̂

Ψk+1(σ, λ)

≥ max
0<σ≤σ̂

Ψk(σ, λ)

= Ψk(σ∗k, λ).

Özet olarak; sabit λ değerleri için k. iterasyonda,M
1
2A nın SVD’si kullanılarak elde edilen

(3.47) eşitliği ile toplam hatanın, iterasyon hatasınıkontrol eden Φ ve gürültü hatasını

kontrol eden Ψ fonksiyonlarına bağlı olduğu görülmektedir. Her iki fonksiyon da k, σ

ve λ ya bağlıdır. Yarı-yakınsaklık analizi ile ilgili yukarıda ifade edilen sonuçlar dikkate

alınarak uygun λ gevşeme parametrelerinin seçimi mümkün olabilmektedir (Elfving et al.

2010).
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BÖLÜM 4

TAU-P DÖNÜŞÜMÜNÜN TERSİ İÇİN SIRT UYGULAMALARI

Bu bölümde tau − p dönüşümünün tersi için Bölüm 3’te tanıtılan Landweber, SART,

Cimmino, CAV ve DROP yöntemlerinin yakınsaklık davranı̧slarının analizine yönelik

bazıuygulamalara yer verilmi̧stir. Sayısal hesaplamalarda MATLAB programıkullanılmı̧s

ve AIR Tools (Hansen and Saxild-Hansen 2012) MATLAB paketinden yararlanılmı̧stır.

AIR Tools MATLAB paketi Radon dönüşümünü temel almakta olup, bu çalı̧sma kap-

samında, ilgili program paketinde tau−p dönüşümünün uygulanmasıiçin gerekli deği̧sik-

likler yapılmı̧stır.

Uygulamalarda öncelikle bir f(x, y) fonksiyonu tanımlanmı̧s ve bu fonksiyonun tau − p

dönüşümü verileri hesaplanmı̧stır. Pratikte, gürültü (noise) etkisinden dolayı, hesaplanan

bu dönüşüm verilerini görüntüleme ile ilgili problemlerde direkt olarak kullanabilmek

genellikle mümkün değildir. Bu nedenle, eş-zamanlı iteratif rekonstrüksiyon teknikleri

kullanılarak f(x, y) fonksiyonuna yaklaşımlar yapılırken gürültüsüz dönüşüm verilerinin

yanı sıra, %1, %3 ve %5 oranında gürültü (Gauss beyaz gürültüsü) eklenen dönüşüm

verileri kullanılmı̧stır.

f(x, y) fonksiyonunun kesin değerleri ile yapılan yaklaşımlar sonucu elde edilen değerlerin

kaŗsılaştırılmasırelatif hata hesabıile yapılmı̧stır. Relatif hata, kesin değerlerin f vektörü

ile k adet iterasyon ile hesaplanan f (k) yaklaşımıiçin∥∥f (k) − f
∥∥
2

‖f‖2
oranıile hesaplanmı̧stır, burada ‖·‖2, Euclid normudur.

Ele alınan örneklerde f(x, y) fonksiyonları, desteği [−1, 1]× [−1, 1] kare bölgesinde olacak

şekilde

Ci(x, y) =


exp

(
−r2i

r2i − (x− ai)2 − (y − bi)2
)

, (x− ai)2 + (y − bi)2 < r2i ise,

0 , diğer durumda,

(4.1)

fonksiyonlarının toplamıolarak tanımlanmı̧stır.
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Hesaplamalar, [−1, 1]× [−1, 1] kare bölgesi için 50× 50 düzgün ızgara oluşturularak, bu

ızgaranın her bir düğüm noktasında f(x, y) fonksiyonun 2500 ayrık değeri için yapılmı̧stır.

(0, π) aralı̆gında θ = 5◦, 10◦, ..., 175◦ olmak üzere, θ açısıiçin 35 farklıdeğer ve [−
√

2,
√

2]

aralı̆gının düzgün parçalanmasıile t için 75 farklıdeğer kullanılarak toplam 2625 projek-

siyon verisinden yararlanılmı̧stır.

Örnek 4.0.1 f(x, y) fonksiyonu Tablo 4.1’de verilen parametreler ile Ci(x, y) fonksiyon-

larının toplamıolarak tanımlansın.

Tablo 4.1 Ci(x, y) için parametreler (Örnek 4.0.1).

i Merkez (ai, bi) Yarıçap ri

1 (0.6, 0.2) 0.2

2 (−0.4, 0.5) 0.4

3 (−0.1,−0.5) 0.3

f(x, y) fonksiyonunun grafĭgi Şekil 4.1’de verilmiştir.

Şekil 4.1 f fonksiyonunun grafĭgi (Örnek 4.0.1).

Landweber, SART, Cimmino, CAV ve DROP yöntemleri kullanılarak, ilk 500 iterasyon

için relatif hata değerleri, gürültüsüz veri için Şekil 4.2’de ve %1, %3 ve %5 oranında

gürültülü veri için sırasıyla Şekil 4.3, 4.4 ve 4.5’te verilmi̧stir. Şekil 4.2’de, gürültüsüz

veri kullanıldı̆gında, rekonstrüksiyon probleminin direkt ayrık formu ve Radon dönüşümü

yardımıyla ayrık formu için kullanılan beş yöntemin de benzer yakınsama davranı̧sıgös-

terdiği ve iterasyon sayısıarttıkça relatif hatanın giderek azaldı̆gıgörülmektedir.
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Şekil 4.2 Gürültüsüz veri ile rekonstrüksiyon için relatif hata (Örnek 4.0.1).
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Şekil 4.3 Gürültülü veri (%1) ile rekonstrüksiyon için relatif hata (Örnek 4.0.1).
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Şekil 4.4 Gürültülü veri (%3) ile rekonstrüksiyon için relatif hata (Örnek 4.0.1).
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Şekil 4.5 Gürültülü veri (%5) ile rekonstrüksiyon için relatif hata (Örnek 4.0.1).

Bununla birlikte Şekil 4.3, 4.4 ve 4.5’te, dönüşüm verilerine dahil edilen gürültü oranındaki

artı̧sın neden olduğu gürültü hatasıile belirli bir iterasyon adımına kadar azalmakta olan

relatif hata değerlerinin daha sonra artmakta olduğu görülmektedir. Bu durum yaklaşım

için kullanılan iterasyon yöntemlerinin yarı-yakınsaklık davranı̧sıolarak ifade edilmekte-

dir.

Şekil 4.3, 4.4 ve 4.5’te görülen, %1, %3 ve %5 oranında gürültülü veri için minimum

relatif hata değerleri ve bu değerlerin hangi iterasyon sayısı için elde edildiği sırasıyla

Tablo 4.2, 4.3 ve 4.4’te ifade edilmi̧stir. Dönüşüm verilerine dahil edilen gürültü oranları

artarken minimum relatif hata değerleri de artmakla beraber, bu değerlerin elde edildiği

iterasyon sayılarıgiderek azalmaktadır. Bunun sebebi, artan gürültü hatasının kullanılan

yöntemlerdeki azalmakta olan iterasyon hatasına daha düşük iterasyon adımlarında üstün

gelmesidir.

Şekil 4.3-4.5 ve Tablo 4.2-4.4’ten, gürültülü veri kullanıldı̆gızaman, rekonstrüksiyon prob-

leminin Radon dönüşümü yardımıyla ayrık formu için elde edilen relatif hata değerlerinin,

direkt ayrık formu için elde edilenlere göre daha küçük olduğu ve genel olarak Landweber

ve SART yöntemlerinin, Cimmino, CAV ve DROP yöntemlerine göre gürültü oranından

daha az etkilendiği görülmektedir. Landweber ve SART yöntemleri ile elde edilen mini-

mum relatif hata değerleri birbirine yakın olmakla birlikte, bu değerler SART yönteminde

Landweber yöntemine kıyasla daha küçük iterasyon sayılarında elde edilir. Bu bakımdan,

SART yöntemi kullanılan diğer yöntemlere göre daha üstündür. Ayrıca, Cimmino, CAV

ve DROP yöntemleri benzer yakınsama davranı̧sıgöstermektedirler.
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Tablo 4.2 %1 gürültülü veri için minimum relatif hata değerleri (Örnek 4.0.1).

Direkt RT yardımıyla

İterasyon Min. relatif hata İterasyon Min. relatif hata

Landweber 500∗ 0.0743 81 0.0518

SART 118 0.0668 67 0.0528

Cimmino 36 0.0700 63 0.0551

CAV 36 0.0701 63 0.0552

DROP 40 0.0846 87 0.0726

∗: Minimum relatif hata 608. iterasyonda elde edilmektedir.

Tablo 4.3 %3 gürültülü veri için minimum relatif hata değerleri (Örnek 4.0.1).

Direkt RT yardımıyla

İterasyon Min. relatif hata İterasyon Min. relatif hata

Landweber 173 0.1270 33 0.0787

SART 44 0.1184 31 0.0867

Cimmino 20 0.1394 29 0.0939

CAV 20 0.1395 29 0.0944

DROP 20 0.1483 31 0.1063

Tablo 4.4 %5 gürültülü veri için minimum relatif hata değerleri (Örnek 4.0.1).

Direkt RT yardımıyla

İterasyon Min. relatif hata İterasyon Min. relatif hata

Landweber 106 0.1696 25 0.1063

SART 30 0.1602 23 0.1205

Cimmino 14 0.1984 23 0.1328

CAV 14 0.1985 23 0.1337

DROP 16 0.2050 23 0.1433

f fonksiyonu için elde edilen yaklaşık görüntüler, gürültüsüz veri için 5 iterasyon ve 500

iterasyon ile Şekil 4.6-4.7’de, %1, %3 ve %5 oranında gürültülü veri için ise Tablo 4.2-

4.4’te verilen minimum relatif hatanın elde edildiği iterasyon sayısıve 500 iterasyon ile

Şekil 4.8-4.13’te gösterilmi̧stir.
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Landweber SART Cimmino CAV DROP

Landweber­RT SART­RT Cimmino­RT CAV­RT DROP­RT

Şekil 4.6 Gürültüsüz veri ile rekonstrüksiyon; İterasyon sayısı=5 (Örnek 4.0.1).

Landweber SART Cimmino CAV DROP

Landweber­RT SART­RT Cimmino­RT CAV­RT DROP­RT

Şekil 4.7 Gürültüsüz veri ile rekonstrüksiyon; İterasyon sayısı=500 (Örnek 4.0.1).
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Landweber SART Cimmino CAV DROP

Landweber­RT SART­RT Cimmino­RT CAV­RT DROP­RT

Şekil 4.8 Minimum relatif hata durumunda gürültülü veri (%1) ile rekonstrüksiyon

(Örnek 4.0.1).

Landweber SART Cimmino CAV DROP

Landweber­RT SART­RT Cimmino­RT CAV­RT DROP­RT

Şekil 4.9 Gürültülü veri (%1) ile rekonstrüksiyon; İterasyon sayısı=500

(Örnek 4.0.1).

45



Landweber SART Cimmino CAV DROP

Landweber­RT SART­RT Cimmino­RT CAV­RT DROP­RT

Şekil 4.10 Minimum relatif hata durumunda gürültülü veri (%3) ile rekonstrüksiyon

(Örnek 4.0.1).

Landweber SART Cimmino CAV DROP

Landweber­RT SART­RT Cimmino­RT CAV­RT DROP­RT

Şekil 4.11 Gürültülü veri (%3) ile rekonstrüksiyon; İterasyon sayısı=500

(Örnek 4.0.1).
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Landweber SART Cimmino CAV DROP

Landweber­RT SART­RT Cimmino­RT CAV­RT DROP­RT

Şekil 4.12 Minimum relatif hata durumunda gürültülü veri (%5) ile rekonstrüksiyon

(Örnek 4.0.1).

Landweber SART Cimmino CAV DROP

Landweber­RT SART­RT Cimmino­RT CAV­RT DROP­RT

Şekil 4.13 Gürültülü veri (%5) ile rekonstrüksiyon; İterasyon sayısı=500

(Örnek 4.0.1).
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Örnek 4.0.2 f(x, y) fonksiyonu Tablo 4.5’te verilen parametreler ile Ci(x, y) fonksiyon-

larının toplamıolarak tanımlansın.

Tablo 4.5 Ci(x, y) için parametreler (Örnek 4.0.2).

i Merkez (ai, bi) Yarıçap ri

1 (0.2,−0.2) 0.6

2 (0, 0.4) 0.4

3 (−0.4, 0) 0.4

f(x, y) fonksiyonunun grafĭgi Şekil 4.14’te verilmiştir.

Şekil 4.14 f fonksiyonunun grafĭgi (Örnek 4.0.2).

Yukarıda tanımlanan f fonksiyonunun tau − p projeksiyonlarından yaklaşık olarak elde

edilmesinde hesaplanan relatif hata değerleri, gürültüsüz veri için ve %1, %3 ve %5

oranında gürültülü veri için sırasıyla Şekil 4.15, 4.16, 4.17 ve 4.18’de verilmi̧stir.
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Şekil 4.15 Gürültüsüz veri ile rekonstrüksiyon için relatif hata (Örnek 4.0.2).
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Şekil 4.16 Gürültülü veri (%1) ile rekonstrüksiyon için relatif hata (Örnek 4.0.2).
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Şekil 4.17 Gürültülü veri (%3) ile rekonstrüksiyon için relatif hata (Örnek 4.0.2).

0 100 200 300 400 500
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
Gürültülü v eri (%5) ile rekonstrüksiy on

İterasy on Say ısı

R
el

at
if 

H
at

a

Landweber
SART
Cimmino
CAV
DROP

0 100 200 300 400 500
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
Gürültülü v eri (%5) ile RT y ardımıy la rekonstrüksiy on

İterasy on Say ısı

R
el

at
if 

H
at

a

Landweber
SART
Cimmino
CAV
DROP

Şekil 4.18 Gürültülü veri (%5) ile rekonstrüksiyon için relatif hata (Örnek 4.0.2).

%1, %3 ve %5 oranında gürültülü veri için elde edilen minimum relatif hata değerleri ve

bu değerlerin hangi iterasyon sayısıiçin elde edildiği sırasıyla Tablo 4.6, 4.7 ve 4.8’de ifade

edilmi̧stir. Ayrıca, f fonksiyonu için yapılan yaklaşımlar ile elde edilen yaklaşık görüntüler
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Şekil 4.19-4.26’da gösterilmi̧stir.

Tablo 4.5’te verilen parametreler ile Ci(x, y) fonksiyonlarının toplamıolarak tanımlanan

f fonksiyonu için, rekonstrüksiyon probleminin direkt ayrık formu ve Radon dönüşümü

yardımıyla ayrık formu kullanılarak uygulanan yöntemlerin Örnek 4.0.1’deki ile benzer

yakınsama davranı̧sıgösterdikleri görülmektedir.

Tablo 4.6 %1 gürültülü veri için minimum relatif hata değerleri (Örnek 4.0.2).

Direkt RT yardımıyla

İterasyon Min. relatif hata İterasyon Min. relatif hata

Landweber 212 0.0649 43 0.0395

SART 50 0.0590 39 0.0424

Cimmino 30 0.0741 37 0.0464

CAV 30 0.0741 37 0.0467

DROP 30 0.0905 43 0.0685

Tablo 4.7 %3 gürültülü veri için minimum relatif hata değerleri (Örnek 4.0.2).

Direkt RT yardımıyla

İterasyon Min. relatif hata İterasyon Min. relatif hata

Landweber 50 0.1142 29 0.0840

SART 26 0.1169 27 0.0957

Cimmino 18 0.1752 25 0.1069

CAV 18 0.1753 25 0.1077

DROP 18 0.1829 27 0.1195

Tablo 4.8 %5 gürültülü veri için minimum relatif hata değerleri (Örnek 4.0.2).

Direkt RT yardımıyla

İterasyon Min. relatif hata İterasyon Min. relatif hata

Landweber 32 0.1506 25 0.1263

SART 20 0.1675 21 0.1441

Cimmino 12 0.2543 19 0.1623

CAV 12 0.2544 19 0.1635

DROP 12 0.2598 21 0.1715
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Landweber SART Cimmino CAV DROP

Landweber­RT SART­RT Cimmino­RT CAV­RT DROP­RT

Şekil 4.19 Gürültüsüz veri ile rekonstrüksiyon; İterasyon sayısı=5 (Örnek 4.0.2).

Landweber SART Cimmino CAV DROP

Landweber­RT SART­RT Cimmino­RT CAV­RT DROP­RT

Şekil 4.20 Gürültüsüz veri ile rekonstrüksiyon; İterasyon sayısı=500 (Örnek 4.0.2).

51



Landweber SART Cimmino CAV DROP

Landweber­RT SART­RT Cimmino­RT CAV­RT DROP­RT

Şekil 4.21 Minimum relatif hata durumunda gürültülü veri (%1) ile rekonstrüksiyon

(Örnek 4.0.2).

Landweber SART Cimmino CAV DROP

Landweber­RT SART­RT Cimmino­RT CAV­RT DROP­RT

Şekil 4.22 Gürültülü veri (%1) ile rekonstrüksiyon; İterasyon sayısı=500

(Örnek 4.0.2).
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Landweber SART Cimmino CAV DROP

Landweber­RT SART­RT Cimmino­RT CAV­RT DROP­RT

Şekil 4.23 Minimum relatif hata durumunda gürültülü veri (%3) ile rekonstrüksiyon

(Örnek 4.0.2).

Landweber SART Cimmino CAV DROP

Landweber­RT SART­RT Cimmino­RT CAV­RT DROP­RT

Şekil 4.24 Gürültülü veri (%3) ile rekonstrüksiyon; İterasyon sayısı=500

(Örnek 4.0.2).
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Landweber SART Cimmino CAV DROP

Landweber­RT SART­RT Cimmino­RT CAV­RT DROP­RT

Şekil 4.25 Minimum relatif hata durumunda gürültülü veri (%5) ile rekonstrüksiyon

(Örnek 4.0.2).

Landweber SART Cimmino CAV DROP

Landweber­RT SART­RT Cimmino­RT CAV­RT DROP­RT

Şekil 4.26 Gürültülü veri (%5) ile rekonstrüksiyon; İterasyon sayısı=500

(Örnek 4.0.2).
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