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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

q- BERNSTEIN -CHLODOWSKY POLINOMLARI ILE YAKLASIM

Merve CETINKAYA

Biilent Ecevit Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah

Tez Damismani: Dog. Dr. Tiilin COSKUN
Mayis 2018, 151 sayfa

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. ilk boliimde; cesitli fonksiyon uzaylari ve dogrusal
pozitif operatorlerin genel ozellikleri ile bu uzaylar i¢in bazi yaklasim teoremleri gibi tez

boyunca kullanilacak temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Ikinci boliimde; oncelikle tek degiskenli ve iki degiskenli fonksiyonlar igin Bernstein
polinomlarmin yaklasim 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra tek degiskenli, iki degiskenli ve
i degiskenli fonksiyonlar i¢in Bernstein- Chlodowsky polinomlarinin yaklasim &zellikleri
verilmistir. Son olarak iki ve ii¢ degiskenli fonksiyonlar igin Bernstein- Chlodowsky

polinomlarmin yaklagimi grafiksel olarak gosterilmistir.

Ucgiincii béliimde; ilk olarak q- Analizin baslica tanim ve teoremleri verilmistir. Daha sonra
tek degiskenli ve iki degiskenli fonksiyonlar i¢in q- Bernstein polinomlarinin yaklagim
ozellikleri incelenmistir. ikinci boliimdeki diisiinceyle once tek degiskenli, iki ve ii¢
degiskenli fonksiyonlar igin g- Bernstein- Chlodowsky polinomlarinin yaklagim o6zellikleri

incelenmis daha sonra iki ve ii¢ degiskenli fonksiyonlar i¢in g —Bernstein -Chlodowsky



OZET (devam ediyor)

polinomlariin yaklasimi gorsel olarak ortaya konulmustur.

Son boliimde ise tek degiskenli ve iki degiskenli fonksiyonlar i¢in Bernstein ve g -Bernstein
polinomlarmin yaklasim hizlan siireklilik modiilii ve agirlikli siireklilik modiilii yardimu ile
incelenmistir. Ayrica tek degiskenli, iki ve ili¢ degiskenli fonksiyonlar icin Bernstein-
Chlodowsky ve g —Bernstein -Chlodowsky polinomlarinin yaklasim hizlari aynmi sekilde

stireklilik modiilii ve agirlikli siireklilik modiilii yardimi ile incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Dogrusal Pozitif Operatorler, g —Analiz, Siireklilik modiilii, Korovkin
Teoremi, Volkov Teoremi, g —Bernstein -Chlodowsky polinomlari

Bilim Kodu: 403.03.00.
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MSc Thesis

APPROXIMATION BY q- BERNSTEIN -CHLODOWSKY POLYNOMS

Merve CETINKAYA

Biilent Ecevit University
Granduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Thesis Advisor: Assoc. Prof. Tiilin COSKUN
Mayis 2018, 151 pages

This dissertation includes four chapters. In the first chapter, the general properties of various
function spaces and linear positive operators, some approximation theorems for these
function spaces and some elementary definitions and theorems which are used throughout the

thesis are given.

In the second chapter; firstly the approximation properties for Bernstein polynomial of one
variable and Bernstein polynomial of two variables are examined. And then the
approximation properties for Bernstein —Chlodowsky polynomials of one variable, two and
three variables are considered. Finally, approximation of Bernstein —Chlodowsky polynomials

of two and three variables are visualized by means of graphs.

In the third chapter; first of all, primary definitions and theorems of g -Analysis are given.
And then approximation properties of q -Bernstein polynomials of one variable and two

variables are examined. The approximation properties of g -Bernstein —Chlodowsky



ABSTRACT (continued)

polynomials of two and three variables are tackled by using a similar way to the second

chapter. In addition to this, the approximation process are plotted.

In the last chapter, the approximation speed of Bernstein and g -Bernstein polynomials of one
variable and two variables are studied with the help of modulus of continuity and weighted
modulus of continuity. In addition to this, the approximation speed of Bernstein —Chlodowsky
polynomials of two and three variables and the approximation speed of g -Bernstein —
Chlodowsky polynomials are investigated via modulus of continuity and weighted modulus of

continuity in similar way.
Keywords: Linear Positive Operators, g -Analysis, g -Bernstein —Chlodowsky polynomials,

Modulus of Continuity, Korovkin Theorem, VVolkov Theorem.

Science Code : 403.03.00.
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BOLUM 1
GIRIS

Matematigin 6nemli dallarindan biri olan Yaklagim Teorisi; verilen bir fonksiyona daha basit

ve kullanigh fonksiyonlarla yaklasimi inceler.

1912 yilinda Bernstein Weierstrass (1885) tarafindan kanitlanan teoremi kendi tanimladig

Bernstein polinomlari olarak bilinen polinomlar kullanarak yeniden kanitlamistir.

Yaklasim teorisi, olasilik teorisi, sayilar teorisi gibi bir ¢ok alanda Bernstein polinomlari
Oonemli bir uygulama alanina sahiptir. Bernstein dan sonra Bernstein polinomlarinin bir ¢ok
genellemesi yapilarak yaklagim o6zellikleri incelenmistir. 1937 yilinda Chlodowsky

Bernstein polinomlarini [0, b,,] araliginda ;

(b,) dizisi

. . n
lim b, = o ve lim — =10
n—oo n—-oo N

kosullarin1 saglayan monoton artan gergel terimli pozitif bir say1 dizisi olmak iizere 0 < x <
b, ve n € N igin
n

wn - (G (-3

k=0
seklinde tanimlamistir.

q -Analizin yaklasim teorisinde klasik analizden daha iyi sonuglar vermesi aragtirmacilar i¢in
yeni bir ¢aligma alani olusturmustur. Literatiirde bilinen birgok operatoriin g- genellemesi

yapilarak yaklasim durumlar1 incelenmistir.

Bu tezde Berstein ve Bernstein —Chlodowsky tipi polinomlarinin g- versiyonlari tanimlanip

bu operatorlerin yaklasim o6zellikleri c¢ok degiskenli fonksiyonlar i¢in calisilmistir. Berstein



ve Bernstein —Chlodowsky polinomlarini g- versiyonlarmin yaklasim hizi siireklilik modiilii

ve agirlikli stireklilik modiilii yardimiyla gosterilmistir.
1.1 SONLU ARALIKTA TANIMLI SUREKLi FONKSiYONLAR UZAYI
Tanim 1.1.1

[a, b] sonlu araligi tizerinde tanimlanmis ve araligin tim noktalarinda siirekli olmakla birlikte
a da soldan b de sagdan siirekli olan f:[a, b] — R fonksiyonlar uzayma [a,b] aralig:
tizerinde tanimli siirekli fonksiyonlar uzayr denir ve kisaca C|a, b] seklinde gosterilir. Agik¢a

Cla, b] bir dogrusal uzaydir(Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Tamm 1.1.2

f:la, b] = R fonksiyonu siirekli olsun.
Ifllc == xgl[gfg]lf(x)l (1.1)

ile Cla, b] uzayinda bir norm tanimlanir.
Buna gore C[a, b] uzayi agik¢a dogrusal normlu bir uzaydir(Hacisalihoglu ve Haciyev1995).
Onerme 1.1.1

(f,) € Cla, b] fonksiyon dizisinin bir g € C[a, b] fonksiyonuna diizglin yakinsamasi igin
gerekli ve yeterli kosul (&,)neny gercel sayilardan olusan bir sifir dizisi olmak tizere her

x € [a, b] igin,
|fu(x) — g < M - &, (1.2)
esitsizligi saglanacak sekilde en az bir M > 0 sayisinin olmasidir( Coskun 1997).

1.2 SONSUZ ARALIKTA TANIMLI SUREKLI VE SINIRLI FONKSIiYON
UZAYLARI

Tanim 1.2.1

Her x € R igin p: R — [1, oo siirekli ve



lim p(x) =
|| >0
olsun. Bu durumda her x € R i¢in

[f Ol < Mpp(x) (1.3)

esitsizligini saglayan fonksiyonlar uzayma B,(R) uzay: denir. p fonksiyonuna agirlik

fonksiyonu denir(Gadjiev 1976).
Tamm 1.2.2

Cp,(R) = {f € B,(R): f siirekli} olarak tanimli agirlik uzayr R {izerinde dogrusal bir

uzaydir.
Tanimm 1.2.3

p bir agirlik fonksiyonu ve f € B, (R) olsun.

- |f ()
Wfll, = U=y (1.4)

ile B,(R) iizerinde bir norm tamimlanabilir. Bu norm ile B,(R) ve C,(R) uzaylar1 normlu

uzaydir(Gadjiev 1976).
Onerme 1.2.1

Bir (f,) dizisinin (1.4) normuna gore sifira yakinsamasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her

x € R igin (&,) dizisi sifir dizisi olmak tizere

|/ ()] < &, p(x)

esitsizliginin saglanmasidir.

Tanim 1.2.4

Her x € Ri¢in p: R —» R* siirekli, p(x) = 1 ve
l)}}gnwp(x) = 00

olan monoton artan bir fonksiyon olmak iizere her f € C,(R) igin



. f(x)
hmlxl_’oop(_fc) =K < (1.5)

kosulunu saglayan fonksiyonlar uzayi C,ﬁ‘(]R) ile gosterilir. Agikca C;‘(R) uzay1 C,(R)

uzayinin bir alt uzayidir(Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
1.3 DOGRUSAL POZIiTiF OPERATORLERIN TEMEL OZELLIKLERIi
Tanim 1.3.1

X veY fonksiyon uzaylari olsun. Her f € X i¢in,

L(f,x) = g(x) (1.6)
olan bir g € Y fonksiyonu varsa L doniisiimiine X uzayindan Y’ye bir operatérdiir denir.
Ornek 1.3.1

i) 1912 yilinda S. Bernstein [0,1] {izerinde tanimli siirekli olan bir fonksiyona yakinsayan

polinomu asagidaki sekilde tanimlamistir.

0 < x < 1 olmak iizere;

n

B(fix)= ) f (g) (7)1 = s

k=0

seklindedir, x*(1 — x)"™* > 0 oldugundan B, (f;x) pozitif dogrusal bir operatdrdiir. Bu

operator Bernstein operatorii olarak adlandirilir(Bernstein 1912).
ii) (b,) dizisi

: by
lim b, = o ve lim —=10
n—oo n—-oo N

kosullarini1 saglayan monoton artan gercel terimli pozitif bir say1 dizisi olmak iizere 0 < x <
b, i¢in
n

wn -3 (G (-3

k=0



seklinde tanimli polinomlara Bernstein-Chlodowsky polinomlar1 adi verilir(Chlodowsky
1937).

Tamm 1.3.2

X, Y dogrusal uzaylar ve f;, f, € X ve a;,a, € Rolsun.

L: X — Y operatort i¢in,

L(ayfi + azfz,x) = ay L(f1, %) + a;L(f3, x)

esitligini saglayan X iizerindeki L operatoriine dogrusal operator denir.
Tamm 1.3.3

Xt:={feX:f(x)=0},YT:={geY:g(x) =0}

olarak taniml fonksiyon uzaylari ve L:X — Y dogrusal operatdrii i¢in,
L(X*) c Y* oluyorsa L ’ye dogrusal pozitif operatér denir(Korovkin 1960).
Ornek 1.3.2

i) D c C[0, oo[ olmak iizere L: D — C[0, o[ olsun. Her x € [0, o[ igin

2.k
L(f0) = e ) )
k=0

bir operatordiir. Bu operatér Szasz-Mirakjan operatorii olarak adlandirilir(Szasz 1950).
i) ay, Pr, (k = 1,2,3) pozitif sayilar
Osa,<ay<Br<P1,az3+p3=1

sartlarin1 saglamak tizere, f fonksiyonlar1 [0, o) iizerinde taniml1 ve her

a, n+a2b [0, o0)
c [0,
n+ﬁz n,n+ﬁ2 n

hareketli alt sinir1 Gizerinde sinirli olsun.



o= () O wv) Giea)

olmak tizere, Gadjiev tipli Bernstein-Stancu polinomlarinin Chlodowsky tipli genellestirmesi

n

Tag(fi0) = ) f (asx+ s

r=0

T+a1

n+,81

by ) Pz (),

olarak tanimlanir. Bu operatorler Bernstein-Chlodowsky-Gadjiev operatorleri  olarak
adlandirilacaktir (Gadjiev and Ghorbanalizadeh 2010).

Uyan 1.3.1

L dogrusal pozitif operatorii negatif fonksiyonlar1 negatif fonksiyonlara dontistiirtir.
Uyan 1.3.2

Dogrusal pozitif operatérler monotondur(Hacisalihoglu ve Haciyev 1995 ).

Agikca her x € Rigin f(x) < g(x) oldugundan f(x) — g(x) < 0’dir

Dolayisiyla (f — g)(x) < 0 dir. Uyar1 1.3.1’den L(f — g,x) < 0 oldugundan
L(f,x) —L(g,x) < 0dir. Béylece L(f,x) < L(g,x) olur.

Tamm 1.3.4

X, Y normlu uzaylar ve L: X — Y operatorii dogrusal olsun. Her f € X igin

IL(f, 0y < C- I llx

esitsizligini saglayan bir C > 0 sayis1 varsa L operatdriine sinirli operator denir. Bu C

sabitlerinin en kii¢iik alt sinirma L operatoriiniin normu denir.
LIl x-y = inf{C: IL(f, Iy < C - lIf1lx} (1.7)

olarak gosterilir.
Uyan 1.3.3

Iflx # O olmak tizere, sinirh L: X — Y dogrusal operat6rii igin



IL(f, 0y

LIl x-y = S AL (1.8)
esitligi gecerlidir(Rudin 1991).

Sonug 1.3.1

L: X - Y dogrusal operatorii sinirl olsun.

llgllx = 1 olmak {izere,

LIl = supygjx=1lIL(g, 0 ly (1.9)
esitligi gegerlidir.

Onerme 1.3.1

L:X - Y dogrusal pozitif bir operatér, her f € X i¢in

IL(f, )| < L(f],x) (1.10)
esitsizligi saglanir(Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

1.4 C[ab], C,(R) VE Ck(R) UZAYLARINDA KOROVKIN TiPLIi TEOREMLER
Teorem 1.4.1 (Korovkin Teoremi)

L, dogrusal pozitif operatorler dizisi her x € [a, b] i¢in m = 0,1,2 olmak tizere

lim 1L (67, 2) = 2™ gy = 0

seklindeki ti¢ kosulu sagliyorsa bu durumda[a, b] de siirekli ve a da soldan b de sagdan

stirekli tiim R de sinirli her f fonksiyonu igin.
lim L, (f, %) = O llclap) = 0

esitligi gecerlidir(Korovkin 1960).



Teorem 1.4.2

L,, dogrusal pozitif operatorler dizisinin C, uzaymdan B, uzayma doniisiim yapmasi igin

gerekli ve yeterli kosul M,; p fonksiyonuna bagli bir sabit olmak iizere
1Ly (o, ), < M,

olacak sekilde bir M, sabitinin bulunmasidir(Gadjiev 1976).

Teorem 1.4.3 ( Haciyev Teoremi)

C, uzaymndan B, uzayma doniisiim yapan bir L, dogrusal pozitif operatdrler dizisi; m =

0,1,2 olmak tlizere

lim 1Ly (7, 2) = x™, = 0

seklindeki ti¢ kosulu saglasin. Bu durumda en az bir f* € C, igin
Tim 1L (f7,2) = £ Gl > 0

esitsizligi gecerlidir(Gadjiev 1976).

Tamm 1.4.1

@(x), R de monoton artan siirekli bir fonksiyon ve K¢; f e bagli pozitif bir sabit olmak iizere

p(x); p(x) =1+ ¢?(x) seklinde tanimlansim.

lim 2% _
|x|—>$ool+(p2(x) -

esitligini saglayan C, nun elemanlarindan olusan alt uzaya Cl’,‘ (R) uzay: denir(Hacisalihoglu

ve Haciyev 1995).
Sonuc 1.4.2

C, uzayindan B, uzayina doniisiim yapan L, dogrusal pozitif operatorler dizisi i¢in m =

0,1,2 olmak uzere

lim ||L,(t™, x) — x™|[, = 0
n—00



seklindeki ti¢ kosul saglansin. Bu durumda her f € CF’,‘ igin
lim L, (f, x) = fCOll, = 0

esitligi saglanir. C, agirhkli uzayinda gegerli olmayan Korovkin Tipli bir teorem Cé‘ alt

uzayinda gecerlidir.
Teorem 1.4.4 (Bohman)

0<x<1,n=1,273,..icin

La(fi) = ) f(@n)Pn ()
k=0

seklinde tanimli L, (f;x) dizisinin [0,1] araliginda siirekli f(x) fonksiyonu i¢in yaklagim

probleminin ¢6ziimii olmasi igin gerekli ve yeterli kosul bu dizinin

) =1, ) =t, f3(8) = ¢?

ic fonksiyonu i¢in yaklasim probleminin ¢6ziimii olmasidir(Bohman 1952).
k _
W ==, Pen(x) = Cix (1 —x)" "
ozel durumu i¢in L, (f; x) = B, (f; x) dir. Yani L, (f; x) Bernstein polinomlaridir.

Ornek 1.4.1

n,m>0,0 < ayy,fjm<1ve P,S}'m) (x, ),

PO (x,y) = x*(1 — )"y (1 — y)m)

n m
Z Z P y) = 1

kosullarin1 saglayan siirekli pozitif fonksiyonlar olsun. X c R? kompakt bir kiime ve

f € C(X) olmak tizere



n m
Tn,m(f; X, y) = z Zf(ak,nr ﬁj,m)Pk(,T;’m) (X, y)
k=0 j=0

dizisini géz 6niine alinsin.

Hera,b € R, her f,g € C(X) ve her n,m € N igin;

x*(1—x)"*>0 ve y/(1—y)™J >0 oldugundan x*(1 —x)**y/(1 —y)™J >0 dur.

Yani Pk(f}'m) (x,y) = 0 oldugundan Ty, ,, (f; x,y) = 0 dur.

Tam(@f +bgi%,y) = > (@f +bg)(@on Bim) B ™ (5,9)

k=0 j=0

m n m
= > af(@un Bm)BSG ) + DY bg (@i Bim) P 0 y)
k=0 j=0

n
k=0 j=0

nm n m
=a ) > Flain Bm)PS™ ) +5 D> g(en Bim) B 9)
j=0 k=0 j=0

k=0
= aTym(fix,y) + bTm(g; X, ¥)
oldugundan agikga T, ,,, (f; x, ¥) polinomu dogrusaldir.
Teorem 1.4.5 (Volkov Teoremi):

{Tn,m f } dogrusal pozitif operatorler dizisi

n m
lim Z Z PO (x,y) — 1 ~0
n,m-oo ’
k=0j=0 )
n m
lim Z Z ak,nPk(?'m) (x,y) —x =0
n,m—oo .
k=0j=0 e
n m
tim Y mbG ™y -y =0
n,m—-oo
k=0 j=0 )

10

(1.13)

(1.14)

(1.15)



n,m—co

n m
lim (Y (@ + B2) P @) - 2 +y))| =0 (1.16)
k=0 j=0

cX)

kosullarin1 sagliyorsa gercel degerli X bolgesinde siirekli ve tim R™ de smurli her

f fonksiyonu i¢in
Jim N TS = f||C(X) (1.17)

esitligi saglanir(Volkov 1957).

Kanit

Tom (F5%,) = Z zf(ak w B )RS (6, )

seklinde tanimlanan T, ,,(f;x,y) polinomlar: (1.13)-(1.16) kosullarin1 saglasin. f € C(X)

i¢in

Tam(F32,9) = FG63) = 3 f(@om Bm)P™ (6, 3) = £ (9

k=0 j=0

)

k=0 j

n m n m
Y PP = Y Y FaPS™ )
k=0 j=0 k=0 j=0
n
kZO j

n m
HE| ) Y By -1
k=0 j=0

INGE

(@ Bim) PO (6, 9) = £(x,9)

1l
o

Ms

(£ (@n Bm) ) = F2.)) BG™)

1l
o

olur. Bu durumda

|Tn,m(f;ny) _f(xr)I)|

11



m

zn: i ( (@ Bim) (6, 9) = f (x, y)) P,f,’}’m)) +f(x,y) z": PO™ (x,y) — 1

k=0 j=0 k=0 j=0
<> Z [ (@ Bim) o) = FED[PE™ + Fey) | D Z PO y) - 1
k=0 j=0 k=0 j=0

esitsizligi elde edilir.

max |Tom(f;%,y) = f(x,y)| < max Z £ (i Bym) (5, ¥) = F(x,9)| PO

(xy)eX (x .y)EX

+ max IfCo )l max 1> ((Fanm Bim) () = £ BG™)

(x,y)EX eX 4
k=0 j=0

olup,C (X) normu tanimindan

[T 52690 = £y < (1 D (@i Brm )63 = £ G )| PG
k=0 j=0

cx)
n m
Hiflen [ ) BG™ Gy — 1
k=0 j=0 o
olarak yazilabilir.M > 0 i¢cin
Wfllcay =M

olmak iizere

n m
T2, = F N < zz £ (@ Bim) (e 3) = £ G0, 9)| B

k=07=0 cx)

n m
M XXWkal
=020 c0)

olur.

12



Diger yandan f € C(X) oldugundan f fonksiyonu sinirhdir. O halde V(x,y) € X icin

If ()l <M

saglanacak sekilde M > 0 sayis1 vardir. Bu durumda her k = 0,1, ...,n ve j =0,1,...,m i¢in

(ak,n, Bj,m) noktalar1 X bolgesinde oldugundan

|f (@i Bim) — F 6, y)| < 2M

yazilabilir.

Ug,j = (ak,m ﬁj,m)'ﬂ = (x,y)

p(bes) = (@en =2 + (B )’

gosterimleri kullanilsin.

f fonksiyonu kapali X bolgesinde siirekli oldugundan diizgiin siireklidir. Diizgiin siireklilik

tanimi geregince; Ve > 0 igin p(,uk_j, ,u) < 6 iken
f (i) = fW| < ¢

saglayan en az bir § = §(&) > 0 sayis1 vardir.
p(uk, I ,u) = 6 i¢in f fonksiyonu sinirli oldugundan

|f(ak,nr :Bj,m) - f(x, }/)| <2M

gerceklenir.

plbap k)

; 1

olmak lizere

p?(uyjr i)

|f(ak,nr ,Bj,m) - f(xr Y)| <2M 52

esitsizligi saglanir.

p(uk,j,,u) <dve p(,uk,j,u) = 6 oldugundan Ve > 0 igin

13



| (@ions Bim) = F )| < & + ZMW

esitsizligi yazilabilirdir.

Simdi I, ,,, toplami goz 6niine alinirsa

Lum <ZZ(8+2M'D (“"”“))P(nm)( ,9)

k=0 j=0
n m m

=e) VRN Z D Pk RS ™ G )
k=0j=0 k=0j=0

= Sl;l,m + F]’,’Lm
olup,norm 6zelliklerinden

”In,m”C(X) < 8”17,1,771”(;()() 2 F ”II;l,m”C(X)

seklinde yazilabilir. €1y, ,,, ifadesi

n m
el =¢ Z Z P,é?‘m) (x,y)+e—c¢
k=0 j=0

olarak g6z oniine alinirsa

n m
el Bamll oy < € zz Py -1 +e
k=0 j=0

cXx)

olur.
2 2 2
p? (i tt) = (arn —x)" + (Bjm — ¥)

= (af, + Bim) — 2apnx — 2Bjmy + (x* + y?)

14



oldugundan I';, ,, ifadesi

n m n m
= Z Z(a,%,n + B ,-Z,m)Pk(f}’m) (x,y) — 2x Z z ak,nPk(f}‘m) (x,y)
k=0 j=0 k=0 j=0

n m
-2y Z Z Bjm P(" ™ (x, y) + (x% + y?) 2 P(" ™ (x, y)
k=0 j=0
n m
=D (@Bn+ BE)RG ™ () — (62 4+ )
k=0 '=
n m
+ 2x |x — Zz P,f,’}'m)(x,y)
k=0 j=0
n m
+2y[y= > > Bim BG ™ (,9)
k= .=
n m
(nm)
”I ”C(X) = ZZ akn +ﬁ]m)P 7 (X;y)
k=07=0 c(x)
n m
+2lllogn || D) @nPG ™ y) — x
k=0 j=0 o)
n m
+2lylleen || Z w P00 y) —
(=070 o)

olarak yazilabilir.

yerine yazilirsa;

mll g Wl Ml

n m
”In,m”C(X) <ete z Z Pk(,r;'m)(x:J’) -1
k=0 j=0

c(X)

n m
DD (@ + B)PE™ ) = 2 4+ )
k=0 j=0

cX)

15



4M n m
t57 Z z PO (2, y) — x
k=0 '=

cX)

4M n m
+57 Z z n B (x,y) = y
k=0 j=0

esitsizligi elde edilir. (1.13)-(4.16) ifadelerinden

c(X)

n

lim ZZ (i Bim) = FENBE™ || =0

n—oo
k=0

4e9)
sonucuna ulasilir.

1.5 BiR DEGISKENLi FONKSIYONLAR iCiN SUREKLILIK MODULU VE
OZELLIKLERI

Tamm 1.5.1

Bos olmayan I € R sinirli araligi igin

d(l) = sup{lx —yl:x,y € I}

ifadesine I kiimesinin ¢ap1 denir(Natanson 1964).
Tamm 1.5.2

I c R sinirh bir aralik, f: 1 = R fonksiyonu I araliginda sinirli olsun. d = d(I), I kiimesinin

cap1 olmak {lizere,

w(f,8) = sup{lf (x1) = f(x2): %1, %2 € L, X1 — x| < 6}

w:]0,d] = [0,0[ fonksiyonuna [ izerinde f fonksiyonunun siireklilik modiilii
denir(Natanson 1964).

Tezde kullanilacak siireklilik modiiliiniin temel 6zellikleri asagida verilmistir(Musayev 2003,
Natanson 1964, izgi 2004).
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Ozellik 1.5.1

i. 8 > 0i¢cin w(f,d5) = 0 dir.

ii. w(f, §) monoton artandir.

iii. n € N olmak iizrere

w(f,né) < nw(f,d)

saglanir.

iv. A pozitif gercel say1 olmak tizere
w(f,A8) < (A + Dw(f, )
esitsizligi saglanir.

v. f, I araliginda siirekli olan f fonksiyonu i¢in
(13123 w(f,6)=0

esitligi saglanir.

ViL[f(0) = fF()] < o(f; 1t —x])

[t—x|

vii. 1F(©) - F0l < (52 + 1) w(f; )

1.6 iKi DEGISKENLiI FONKSiYONLAR iCiN TAM VE KISMi SUREKLILIiK
MODULU TANIMI VE OZELLIKLERI

Tanim 1.6.1

D c R? siirh bir bdlge ve f: D — R tanimli,siirh bir fonksiyon olsun. K < D kompakt bir

bolge ve x = (x1,%2),y = (V1,y,) olmak lizere,

w(f,8) = sup {If (e1, y1) = fGz, y2)l: 2,y € K,\[Gry — 2202 + (01 — y2)? < 6}

fonksiyonuna f fonksiyonunun tam siireklilik modiilii denir.
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Tanim 1.6.2

D c R? siurh bir bdlge ve f: D — R tanimli,sinirh bir fonksiyon olsun. K < D kompakt bir

bolge ve x = (x1,%2),y = (V1,Y,) olmak lizere,
wy(f,8) = sup{lf (x1,¥) — f(x2, Y)|: (x1,¥), (x2,¥) € K, |x1 — x,| < 6}

wy(f,6) = sup{lf (x,y1) — f(x, ¥2)|: (x,¥1), (x,¥2) €K, |y1 — y2| < 6}

fonksiyonlarma, f fonksiyonunun x’e gore ve y’e gore kismi siireklilik modiili
denir(Gazanfer 2015).

Ozellik 1.5.1, Tanmim 1.6.1 ve Tanim 1.6.2 icinde gegerlidir. Iki degiskenli fonksiyonlar igin

agirliklr stireklilik modiilii tanimi1 ve 6zellikleri asagida verilmistir.
Tamm 1.6.3

Her f € CP(R_Zi_) Ve x = (xl, XZ),h = (hli hz) lgln

a6y =  sup Gt hux T h) = fx, 3|

x€[0,00] (T + [[xlI*)( + [[R][2)
|h1l<8,|h; |26

seklinde tanimli ifadeye f fonksiyonunun agirlikli siireklilik modiili denir. Q(f; &) nin bazi

temel 6zellikleri asagidaki 6nermede verilmistir.

Onerme 1.6.1

fEeC, (R%) olsun. Bu durumda asagidaki dzellikler gecerlidir.

i. & > 0 olmak tizere Q(f; §), § nin monoton artan bir fonksiyonundur.
ii. Her f € C,(R%) igin

};i_r)r(l) Q(f;6)=0

olur.

iii. Her u € N icin Q(f; u8) < 4u(1 + 262)Q(f; 8) esitsizligi gegerlidir.

iv. A nin pozitif her degeri igin Q(f; 18) < 4(1 + 1) (1 + 262)Q(f; 6) esitsizligi vardir.

18



v. Her f € C,(R}) ve x = (x1,x2),t = (t3,t;) i¢in

If@®) = FO < @+ It = x[IHA + [IxIDQ; It = xI)
esitsizligi saglanir.

vi. Her f € C,(R}) ve t = (t3,t5), x = (x4, %) igin

lle—x||

F@© = F@1 < 454+ 1) @+ 1x1P)A + 1lE = xlP)(A +282)0(F; 8)
esitsizligi saglanir.
Teorem 1.6.1(Cauchy- Schwarz Esitsizligi)

X bir i¢ ¢arpim uzay1 ve x, y € X olsun. O zaman

1 )12 < ()3, y)

dir. Esitlik saglanir ancak ve ancak bazi « € Rigin y — ax = 0 dur.
Teorem 1.6.2 (Holder Esitsizligi)

x ={x,},y = {yn} € R* igin

k k vz k
PSHE (le#) (va)
n=1 n=1 n=1

esitsizligi gecerlidir.

1/2

1.7 UC DEGISKENLi FONKSiYONLAR iCiN TAM VE KISMi SUREKLILIiK
MODULU TANIM VE OZELLIKLERI

Tanim 1.7.1

D c R3 sinirl1 bir bolge ve f: D — R tanimli, sirh bir fonksiyon olsun. K € D kompakt bir

bolge ve x = (x1,¥1,21), Y = (X3, Y3, Z5) olmak tizere,

w(f,8) = sup {lf(x1;J’1,Z1) — f(x2,¥2.22) : x,y

€ K,\/Cry — %)% + (y1 — ¥2)2 + (2 — 2,)? < 6}
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fonksiyonuna f fonksiyonunun tam siireklilik modiilii denir.
Tanim 1.7.2

D c R3 sinirl bir bélge ve f: D — R tanimli, siirh bir fonksiyon olsun. K € D kompakt bir

bOlge Ve X = (xl, Y1, Zl)ly = (XZP Y2, Zz) olmak ﬁzere,
Wl(fia) = SuPﬂf(xpy,Z) _f(xz»J’;ZN : (x1»3’;Z), (XZ:}’;Z) € K! |x1 _x2| < 6}
wo(f,6) = sup{lf (6, ¥1,2) — fF(,¥2,2)| : (%, ¥1,2), (x,¥2,2) € K, |y1 — y2| <6}

ws3(f,8) = sup{lf(x,y,z1) — f(x, ¥, 22)| : (x,5,21), (x,¥,2,) €EK, |z, — 2| < 6}

fonksiyonlarma f fonksiyonunun x’e gore, y’e gore ve z’e gore kismi siireklilik modiili

denir.

Ozellik 1.5.1 ozellikleri Tanim 1.7.1 ve Tanmim 1.7.2 iginde gegerlidir. Ug¢ degiskenli

fonksiyonlar i¢in agirlikli siireklilik modiilii tanim ve 6zellikleri asagida verilmistir.
Tanim 1.7.3

Her f € C,(R®) ve x = (1, X5, x3), h = (hy, hy, h3) igin

X1+ hy,xy + hy,x3 + h3) — f (x4, %5,
QO(f;6) = sup |fCa + b, xz + By, x3 + hg) — £ 0, %2, X3)

X€[0,00] (L + [[xl1*) + [|R][*)
|h1|28,|h;|<6,|h3]|<8

seklinde tanimli ifadeye f fonksiyonunun agirlikli siireklilik modiilii denir. Q(f; &) nin bazi

temel 6zellikleri asagidaki 6nerme ile verilmistir.
Onerme 1.7.1

fec, (R3) olsun. Bu durumda asagidaki dzellikler gegerlidir.

i. & = 0 olmak tizere Q(f; §), § nin monoton artan bir fonksiyonudur.
ii. Her f € C,(R?) igin

lim Q(f;6)=0

olur.

iii. Her u € N icin Q(f; u8) < 4u(1 + 382)Q(f; 8) esitsizligi gecerlidir.

20



iv. A2 nin pozitif her degeri icin Q(f; 18) < 4(A + 1)(1 + 356%)Q(f; 6) esitsizligi vardir.
V. Her f € C,(R®) ve x = (xq,X2,X3),t = (t1,t5,t3) igin
If(@®) = FOI < @+ It =« A + IxI)Qf; It — xID
esitsizligi saglanir.
vi. Her f € C,(R®) ve x = (x1, X5, %3),t = (t1,t;,t3) igin
F@® = FEOl < 4 (150 +1) (A + 1K A + lle = xID) (L + 36(f; 6)

esitsizligi saglanir(Gazanfer 2015)..
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BOLUM 2
BERNSTEIN ve BERNSTEIN- CHLODOWSKY POLINOMLARI

Bu boliimde tek ve iki degiskenli Bernstein polinomlar ile tek, iki ve ii¢ degiskenli Bernstein

-Chlodowsky polinomlar1 tanitilarak yaklasim 6zellikleri verilecektir.
2.1 TEK DEGISKENLiI BERNSTEIN POLINOMLARI

1912 yilinda S. Bernstein [0,1] iizerinde tanimli, verilen siirekli bir fonksiyona yakinsayan

polinomu asagidaki sekilde tanimlamistir.

Tamm 2.1.1 Hern € N i¢in 0 < x < 1 olmak iizere Bernstein polinomu;

n

B, (f;x) = z f (S) (Z) x(1 =Xk (2.1)

k=0

seklinde tanimlanir(Bernstein 1912).
Uyari 2.1.1 x*(1 — x)™» % > 0 oldugundan B,,(f; x) pozitif dogrusal bir operatordiir.
Dogrusallik;

Hera,p € R , her f,g € C[0,1] vehern € N igin,

Bu(af + Bg;x) = Z (Z) (1= 2" af +F9) (9

k=0

(@)ea-orta)

= azn: (Z) xk(1—x)nkf (S) + B

k=0

=
||M:
o

= aB,(f;x) + BB,(g; x).

olacagindan agikca Bernstein polinomlar1 dogrusaldir.
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Pozitiflik;

Herx € [0,1],vn €N ve herk =0,1,..,n i¢in x*¥(1—x)"* >0 oldugundan acikca

her f = 0 i¢in B, (f; x) = 0 saglanacagindan polinom pozitiftir.

Buna bagli olarak Korovkin teoreminin kosullarinin saglandig: aragtirilmalidir.

f(t) = 1i¢in
= n
B,(1;x) = xk(1 —x)nk
2.0
=A-x+x)"
=1

esitligi elde edilir. Benzer sekilde f(t) = t igin

n

k m
. — _ k _ -k
B,(t:x) = Zn(k)x (1—x)"
k=0
N 1
_ n- k=101 _ \n—k
=50, (4 =y
k=1
burada k yerine k + 1 yazarsak;
n-—1 1
n —
=X ( k )xk(l x)'l’l—l—k
k=0

esitligine ulasilir. Son olarak f(t) = t? igin;

no2

Bn(t%) = Z %(Z) X1 =)

k=0
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k=0
=k 1

= — n k-1 n—k
X Z n (k 1) (1 =x)

k=1

k—1+1/m-—-1

= k-1 n-k
- n (k 1) (1 =)

n n
k—1m-1 X n—1
= xz ( B )x"_l(l —x)" k4 - ( )x"_l(l —x)"k
k

n n
. 2n—12<n—2) k=21 _ \n—k fZ(n_1> k=101 _ \n—k
=X - —2 x74(1—x) +”k_1 -1 X1 —x)

k=2

esitligi gegerlidir. Burada toplamin sol tarafinda k yerine k + 2, toplamin sag tarafina k

yerine k + 1 yazilirsa;

1n—2 2 n-1 1
n-— n— X n-—
— x2 z ( )xk(l _ x)n—k—z + _Z ( )xk(l _ x)n—k—l
n k n k
n—1 X
= x? 1—x4+x0)"2+—-(1-x+x)"1?
n n
n—1 x
= x? + =
n n
2
X—X
= x2 +

esitligi saglanir. Sonug olarak
B,(1;x) =1 (2.2)
B,(t;x) = x (2.3)

2
X—X
B,(t%x) = x%? +

(2.4)
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esitlikleri elde edilir.

Teorem 2.1.1. f € C[0,1] olsun. Her n € N igin
Ty_{lgo”Bn(fi x) — f(x)”C[O,l] =0

esitligi saglanir(Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Kanit: (2.2), (2.3), (2.4) esitliklerinden

lim B, (1; %) = 1llcjo,1 = 0

rlli_r)roloHBn(t; xX) — x||c[0,1] =0

X
x% +

lim 1B, (¢% %) — x2llcjo ) = lim
n—-oo n—-o0o

x — x?

= lim max

n—oo 0<x<1 n

1
x =3 alinirsa

= lim —
n-o 4n

saglanir.

Korovkin teoremi yardimiyla her f € C[0,1] i¢in
1im 1B, (3 ) = F)llcjo = 0

esitligi gosterilmis olur.
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2.2 iKi DEGISKENLi BERNSTEIN POLINOMLARI
Tanim 2.2.1

(x,y) € D =[0,1]x[0,1] ve f € D siirekli bir fonksiyon olmak tizere her n,m € N igin iki

degiskenli Bernstein polinomlart;
Bun(Fi9) = ) 3 £ (5.2) () o= () 0ya -y 25)

seklinde tanimlanir(Biiyiikyazic1 2003).

Tek degiskenli Bernstein polinomlarindan By, ,,(f;x,y) polinomunun dogrusalligi ve

pozitifligi agik¢a goriiliir.
Teorem 2.2.1

f, D karesel bolge tizerinde siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

lim || By, (f5 %, ) —f(x,y)IIC(D) =0

m—oo
esitligi gecerlidir(Biiylikyazic1 2003).
Kamt

Oncelikle By m (f; x,¥) polinomunun Korovkin sartlarinin sagladig gosterilmelidir.

Bpm(Lx,y) = z (Z) (01 —x)nk (T]n) (y)j(l — y)m—j

j=0

NgE

&
Il
=}

m

() @ a-nm) (V) oya—ym

0 j=0

I
NgE

&
Il

=) ()@ - a-y+ym

k=0

=(1-x+x)"
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=1

estlig elde el
Bu(fi0%,) = Zi () () era-om(T) oya-nm
- kzo (5)() @ra - io (M) ora-mnm
- kzo OO @ra-nmra-y+pr
Y B era-oes

esitligi saglanir.

B m(fo1:,7) = zn: i (#) (1) GOk -k (']”) )Y (1 = y)mi

k=0 j=0
Y (k- Y @) ora-m
k=0 =0
> G ora-mi-y
j=0
oldugundan

Bym(fors%,y) = yz (Z) () —x)nk
k=0

=yl —x+x)"
=Y

esitligi elde edilir.
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botin) = 3.3 (8) (e (fovia- e

k=0 j=0
> E) Qe Y (Pova-yr
k=0 =0
St
Bym(fo0%,y) = Zn: (%)2 (:) (x)k(1 — x)nk
k=0
I x?
n
esitligi gerceklenir.
Bum(fozi %,y) = zn: i (#)2 (:) (x)k(1 — x)"k (']") ) (1 — y)ym=i
k=0 j=0
= Z (1) Gk -+ i (2) (%) oria—sm
k=0 =0

i\ m . . A2
Z(#) <j>(y)](1_y)m_12y2+ymy oldugundan

m
j=0

2

Bn,m(f0,2;X, y) = Z (:) (0)k(1 = x)nk <y2 n y :ny )
k=0

elde edilir ve

) ) 1 X )7 + S — 2

olur. Sonug olarak

Bom(L;x,y)=1
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Bn,m(fl,o;x; y) =X (2.7)

Bn,m(fo,l; X, )’) =Yy (2.8)
, X —x?

Bn,m(fz,o; X, )’) =x°+ (2.9)
)

Bum(fozi%,y) =y* + Y my (2.10)

esitlikleri elde edilir. Yukarida bulunan (2.6), (2.7), (2.8) esitliklerinden

”Bn,m(lFx')’) - 1” 0

coy

|| Brm (fr0: %) — x||C(D) =0

B (foi%.7) ~ ¥l = 0

son olarak (2.9), (2.10) esitliklerinden her iki tarafin (x,y) € D olmak {izere, maksimumu

alinirsa

1 1

(i) -0, <4

oldugunu goriiriiz. Buradan n,m — oo iken

”Bnm ((fz,o + fo2); %, y) — (2% + yZ)” —0

c(D)
saglanir. Istenen kanit tamamlanr.
2.3 TEK DEGISKENLI BERNSTEIN-CHLODOWSKY POLINOMLARI
1937 yilinda Chlodowsky tarafindan asagidaki polinomlar dizisi tanimlanmugtir.
Tamim 2.3.1 (b,,) dizisi

: by
lim b, = o ve lim —=10

n—oo n-o N
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kosullarin1 saglayan monoton artan gercel terimli pozitif bir say1 dizisi olmak iizere 0 < x <

b, i¢in n € N olmak lizere

o=y (G et () (1-2) @11

k=0

seklinde tanimli polinomlara Bernstein-Chlodowsky polinomlart adi verilir(Chlodowsky
1937).

Ayrica 1995 yilinda E. Ibikli-E.Gadjiev tarafindan Bernstein- Chlodowsky polinomlarmin bir

genellenmesi ele alinmstir.
Uyan 2.3.1 Bernstein-Chlodowsky polinomlar1 dogrusaldir.

Her o, € R, her f, g € C[0,oo]ve her n € N igin

n

B +hg0 =y k() (1-) (e + 6o (50)

n

= aBy(f;x) + BBn(g; x)
esitligi gecerli oldugundan agik¢a Bernstein- Chlodowsky polinomlar1 dogrusaldir.
Bernstein-Chlodowsky polinomlar1 pozitiftir. Gergekten

.. x\¥ X\ C e 1o ..
her x € [0, b,,] ve hern € N i¢in C¥ (b—) (1 — —) >0 esitsizliginden her f >0 igin

n

B, (f; x) = 0 olur. Bu ise pozitif oldugunu gosterir.
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Onerme 2.3.1
Bernstein-Chlodowsky polinomlart i¢in
B,(1;x) =1
B;(t;x) = x
Bi(t%x) =x%+x (b"—_x)
n
esitlikleri gecerlidir.

Kanit

f(t) = 1 olmak iizere,

esitligi bulunur.

f(t) = tigin,
n
k k n-k
B:(t;x) = Z b, Ck (i> (1 - i)
&un b, b,

I
NgE

"k(k—1)!'(n—k)'\b,

&
Il

1

I
NgE

=
1l

1

%b n(n—1)! (x)k(l

bn (k —(711)!_@11)!— k! (:_n)k (1 B :_n
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-

(2.12)

(2.13)

(2.14)



N A (n—1)! (x )k+1 (1 ~ i)n—k—1

k=0 "kl(n—k—-1D!\b, b,
_ N X (n—1)! (x )k (1 x )n—k—1
= "b,k!(n—k—1)!'\b, b,

k=0

- k X k X n—-k—1
DRI
k=0 " bn by,
X X n—-1

x( b, + b,
=x

olacaktir.

Polinomun tanimindan f(t) = t?olmak iizere,
n 2

wewn -3 (in) i (-3

k=0

n

-2 een) (5)
NS o) (5
S -
= x Z b, % o —(;L)!_(rll) | - (z%)k_l (1 ) bin>n_k

oY () ()
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et 5

+l;—nxkz=1 @ _(;l)'_(rll)'_ = (bin)k—l (1 ~ ljc_n)n_k

i _x_z(k = 1)((:—_ 21))!!(n sy (ljc_n)k_z (- b%)w
S e (2 (-2
oS () ) o

) ’;_Z(n & kZZ k —(Z)!_(i)!— o] (%)H (1~ bin)n_k o

k->k+2

esitligi gecerlidir.
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Uyan 2.3.2 Bernstein- Chlodowsky polinomlari, tanimli oldugu [0, b,,] araliginin n — oo iken

[0, 00) araligina doniismesinden dolay1 KorovkinTeoremi’ni saglamaz.
2.4 iKi DEGISKENLi BERNSTEIN -CHLODOWSKY POLINOMLARI

Tamim 2.4.1. {b,,}, {c,,}, monoton artan pozitif reel degerli diziler olsun.

. : _ (bn . (Cm
Jim by = Jim = oo e Jim (S2) = tim () = 0

olsun. by, ¢, > 01igin D, := Dy, . ={(x,y):0 < x < by, 0 <y < ¢y} olarak tanimlansin.

Iki degiskenli Bernstein-Chlodowsky operator dizisi;

Bim(£5,9) —Zi Chuten) () (bi)k (1—:—11)"_".
O 6-2"

seklinde tanimlanir(Buyukyazici and Ibikli 2006).

Onerme 2.4.1. (2.15) ile verilen operatér dizisi By, ,(f; x,¥), C 5, = Cp, olsun.
e i, = X1y ve i +i, <2igin

i B,jj“m(eolo;x, y) =1

i. B,’{fm(el,o; X, y) =X

iii. B;‘{j“m(eo,l;x,y) =y

iv. g(x,y) = e, o(x,y) + g (x,y) olmak tizere;

x(bn —X) y(em=y)
m

Bim(g;x,y) =x*+——"—+y*+

esitlikleri gegerlidir(Buyukyazici and 1bikli 2006).
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k=0 j=0
D ny fx\K xn—km] m [y \J y -
= kzzo(k) (E) (1 _E) jzogcm(] ) (a> (1 —a)
m
Z % Cm (r]n) (%)] ( — %)m_] = y oldugundan

= n X k X n—k
Bim(enn ) =32 () (5) (1-5)
k=0 n n

esitligi elde edilir.
iv.

9(x,y,2) = ey o(x,y) + eg2(x,y) fonksiyonlar: kullanilarak

B;,*m(ez,oix' J’) = Z Zﬁb%

k=0 =0

g kZ 2 n X k X n—-k y y m
= [R— - 1 _ - _ 7 P

YEr(E) (-5 (-2
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k=0
x(b, —
n
na o2 k n—k J m-—j
j ny [ X X m\(y Y
Binleony) =) ) = () (G) (1-5) (E) (0-3)
n,m( 0,2 y) £t 4 2m (k) b, by, ] Cm Cm
YO -y Ea () -2
k=0 k bn bn j=0m2 " ] Cm Cm
m _ .
) m j m-—j C.., —
ZLZC?ZYL( )(l) (1 — l) =y2+ M oldugundan
=~ m ]/ \Cm Cm m
j:

" oy X\K x\"k o ylem—y)
Bim(eoax) = 2 () (5) (1-5,) »+ 2
k=0 n n

(g )

2+3’(cm_J’)
m

esitligi saglanir. Sonug olarak

x(b, — x Cry —
Byin(g;x,y,2) = x* +%+y2 +M

m

elde edilir.

Teorem 2.4.1. {b,},{c,} dizileri pozitif gergel sayilarin artan bir dizisi olsun. Tanimda
verilen Bp%,(f; x,y) polinomlar dizisi i¢in b < by, ¢ < ¢, olan yeterince biiyiik b, ¢ sayilari

i¢in

lim  max_|By(fix,y) — f(x,y)]| =0

n,m-o (x,y)eD,
esitligi gecerlidir(Buyukyazici and Ibikli 2006).

Kamt. Onerme 2.4.1. de ki i,ii,iii,iv,v esitliklerinden
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1877 (0,01, ¥) = €0,0( V)| 5, = O
”Bﬁfm(el,oix: Y) —eq0(x, y)||c(bvz) =0
”Brfm(eo,ﬁx’ Y) —eg1(x, y)||C(DV2) =0

”Bﬁfm ((ez,o;x,y) + (eo,z;x,y)) -G yz)”C(ﬁé)

< b(b,, — b) N c(cy —©)

esitsizligi elde edilir.

C
. n . m
lim—= lim —=0
n—-oo N m—-oo Mm

oldugundan agik¢a kanit tamamlanmis olur.

Ornek 2.4.1 B;*(f; x,y) polinom dizisinde b, = v/n,c,, = ¥m almrak f(x,y) = x'/? +
y'/2 + 1 fonksiyonuna yaklasimi Sekil 2.1 gosterilmistir.

“‘.,'.-'-r_"-'p:u‘--“""* g
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Sekil 2.1 B.*(f; x,y) polinomlar dizisi ile f(x,y) = x*/? + y/2 + 1 fonksiyonuna (mavi)
yaklagimi.(n,m = 10(sar1), n,m = 9(red), n,m = 8(gray), n,m = 7(pembe))

2.5 UC DEGISKENLIi BERNSTEIN -CHLODOWSKY POLINOMLARI

2006 yilinda Biiyiikyazic1 ve Ibikli tarafindan verilen iki degiskenli Bernstein-Chlodowsky

polinomlarinin {i¢ degiskenli versiyonu asagida tanimlanmaistir.

Tamm 2.5.1 {b,}, {c;n}, {d,} monoton artan pozitif gergel degerli diziler olsun.

by, _ (Cm (4
lim b, = lim ¢,, = 11m d, =00 ve lim ( ) lim (—) = lim (—) =0
n—-oo m-—oo n—oo n m-oo \M T —00 T

olsun. by, cm,dy >0 igin Dy:=Dy . 4 ={(x,,2):0<x<bp,0<y<cy0<z<

d,} olarak tanimlansin. Bu durumda ii¢ degiskenli Bernstein-Chlodowsky polinomlar dizisi;

Bimr(fi%,,2) = Ziif( e d )(:)(%)k (1 _%)""‘.
-2 06 -2

seklinde tanimlanir.

Onerme 2.5.1 (2.15) ile verilen operatdr dizisi By - (f; x,y, 2): Cp, = Cp, olsun.
€i,ipi; = X1y22z ve iy +iy+i3 < 2igin

I Bﬁ,ﬁz,r(eo,o,oi X,, Z) =1

i. B;f,;,r(el,o,o; X,, Z) =X

iii-B;:k%,r(eo,LoiX: Y, Z) =Yy

iv. Brt:k;l,r(eo,o,ﬁ X, z) =z

V. g(x,y,2) = e300(x%,,2) + €92,0(x,y,2) + €90,2(x,y,2z) olmak iizere;

x(bn x) z(dy—2)

+ y2 +—y(c’1’:l‘y)+z2 +

B';:T;l?"(gix Y;Z) - x +
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esitlikleri gecerlidir.

Kanit

I. Operat6riin tanimindan

n
Bﬁ%r(eooo'x v,z ) = Z

=0

I
NgE

esitligi elde edilir.

DI

j=0

l=0
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ii. e1 0,0 fonksiyonu operatérde yerine yazilirsa
m T
*kok . —
Bn.m,r(eLo,o' XY, Z) = Z

n
k=0 j=0 1=0

S SO -2 (e (-2
SOGS LR -2
LG (-3 (22
X6 -3

esitligi bulunur.

iii. Benzer sekilde

r

n
nm,r eO,l,O' X, yi Z

k=0 j=0 1=0

42
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m 1 .

j m y ] y m—j p
Z) mem <j ) (a) (1 - a) = y oldugundan
j:

- n X k X n—k
i) (G (-3
k=0 n n

esitligi bulunur.

IV. €g,0,1 fonksiyonu polinomlar dizisinde yerine yazilirsa

n
*ok % . _
Bn,m,r(eo,o,p XY, Z) = Z Z
k=0

m T
j=01=

43
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m—j
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Cm d, d
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3
3

siivtesniznd) =23 > Q) (-5 () (-2)
- 06 (-5 RO -2
SO - e
- (MG -

esitligi bulunur.
v. Son olarak

9(%,¥,2) = e300(x,¥,2) + €920(x,¥,2) + €9,02(x, y, z) fonksiyonu kullamlarak

x(b, —x Cm — z(d, —z
Bins(givy2) =22 4+ S0 e Yon D) o 2 22)

44



)"

) (

)G

n m T
*okok . _
Bn,m,r(eZ,O,O' X, Y, Z) = Z z Z
k=0 j=0 1=0

)r—l
r

7z l r
) (-

r r
by,
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k=0 j=0
nij N /7 x \K x\"k /m y\/ y \™m
=2 2= 0)G) 0-5) (7)E) (0-3)
k=0]=0 n n ] Cm Cm
-~ X X\ 2 m\ [y \ Y\
=206 0-5) 2w (5)E) (0-5)

k=0 k bn bn j=0m _] Cm Cm

m . .
2 m j m-j Cm —
Zj—zc,zn< )(l> (1—1) =y? +M oldugundan
e M ]/ \Cm Cm m
j=0
L k n—k ( )
ny [ x b Cm —
SO (- e
P k/ \b, b, m
n
=<1_1+1) y(em =)
b, b, m
— 2+y(cm J’)
m

esitligi elde edilir.

SO O 2 [ x\K x\" 7k my\ sy \J y\™/
s min) - § 5 S LR QI (-5 IR (-2

k=0 j=0 1=0
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k=0 j=0 “m “m
() 2 06) (-5 2 (G (-2
3 (Zz +z(drr—z)>;(z) (bin)k (1_%)n—k<1_%+%>m

esitligi saglanir. Sonug olarak

by — -~ dy —
X( n x)+y2+y(cm y)+Z2+Z( Z)
n m r

Bimr(g:%,y,2) = x* +
esitligi elde edilir.
Teorem 2.5.1

{b,}, {c}, {d,} dizileri pozitif gergel sayilarin artan bir dizisi olsun. Tamimda verilen
By mr(f;x,y,z) polinomlar dizisi i¢in b < by, ¢ < ¢, d < d, olan yeterince bilyiik b, ¢, d

sayilar1 i¢in
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lim  max_|Bym (fix,y,2) — f(x,y,2)| =0
n,m,r—-o (x,y,z)eD3
esitligi gegerlidir.
Kanit
Onerme 2.5.1 i-v esitliklerinden
||B;’{:’;,*l'r(eo'0,0;x, Y, Z) - eo,o,o(x; Y, Z)”C(D;) =0
||Brtf7*;l,r(el,0,0;xi Y, Z) - e1,o,o(x; Y Z)”c(ﬁg) =0
||Br’;fr’;1,r(eo,1,oix: Y Z) - eo,1,o(x: Y, Z)”c(ﬁg) =0

||Br>;:krt1,r(eo,0,1;xr Y Z) - 30,0,1(95» Y, Z)”c(ﬁg) =0

”Bﬁ‘frﬁ.r ((92,0,0? %,,2) + (€020:%,7,2) + (€0,02: %, ¥, Z)) — Gyt 2% ”c(m
3

< b(b,, — b) A c(cy —©) N d(d, —d)
n m r

d

b c
<b—+c—+d—
n m r

bulunur. Burada dizilerin tanimindan agikca

b c d

. n . m . T
lim—=1lim —=1lim—=20

n—00 n m—0o m T—00 T

olacagindan istenen kanitlanmis olur.

Bir sonraki ornekte {i¢ degiskenli Bernstein-Chlodowsky polinomlarinin standart yaklagimini

gosterecegiz.

Ornek 2.5.1. B}, -(f; x,,2) polinom dizisinde b, = vn,c,, = ¥m,d, = ¥Yr + 1 alinirak
1

ve z=1 i¢in f(x,y,2) =x%+y®+2°— (%)5 fonksiyonuna yaklagimi Sekil 2.2

gosterilmistir n =49 m =50 r=51(sar1),n=29 m =30 r=31(red), n=14 m =
15 r =16 (gray),n =9 m = 10 r = 11 (pembe).
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>restart;with (plots):

with (plottools) :

b:=sqgrt(n) :

c:=sqgrt (m) :

d:=sqrt(r):

f:=(x,y,z)->x*(6)+y* (6)+z*(6)-(1/6)*(1/8):

n:=49 : m:=50 : r:=51:

Plk,j,1l]l1(n,m,r, (x,y,z)) :=binomial (n, k) *binomial (m, j) *binomial (
r,1)*((x/ (b)) "k)*(1-(x/ (b)) (n-k))*((y/(c))”I)*(1-(y/(c))” (m-
3))*((z/(d))*1)*(1-(z/(d)) "~ (x-1)):

B((n,m,r),x,y,2z) :=sum(sum(sum (£ (((k/n)* (b)), ((j/m)*(c)), ((1/x)
*(d)))*P[k,j,1]1 (n,m,r,x,y,z),1=0..r),5=0..m) ,k=0..n) :

n:=29 : m:=30 : r:=31:

Plk,j,1l](n,m,r, (x,y,2z)) :=binomial (n, k) *binomial (m, j) *binomial (
r,1)* ((x/b)*k)*(1-(x/ (b)) * (n-k))*((y/c)*3)*(1-(y/(c))* (m-
3))*((z/d)*1) *(1-(z/(d)) ~(x-1)):

B((n,m,r),x,y,z) :=sum(sum(sum (£ (((k/n)*b), ((j/m)*c), ((1/r)*d))
*P[k,]j,1l](n,m,r,x,y,2z),1=0..r),3j=0..m) ,k=0..n):

n:=14 : m:=15: r:=16:

Plk,j,1l](n,m,r, (x,y,2)) :=binomial (n, k) *binomial (m, j) *binomial (
r,1)* ((x/b)*k)*(1-(x/ (b)) " (n-k))*((y/c)*j)*(1-(y/(c))* (m-
3))*((z/d)*1) *(1-(z/(d)) ~(x-1)):

B((n,m,r),x,y,z) :=sum(sum(sum (£ (((k/n)*b), ((j/m)*c), ((1/r)*d))
*P[k,j,1l](n,m,r,x,y,2z),1=0..r),j=0..m) ,k=0..n) :

n:=9 : m:=10: r:=11:

Plk,j,1l](n,m,r, (x,y,2z)) :=binomial (n, k) *binomial (m, j) *binomial (
r,1) *((x/b) *k) * (1- (x/ (b))~ (n-k)) * ((y/c)*J) *(1-(y/ (c)) " (m-
3))*((z/d)*1) *(1-(z/(d))*(r-1)):
B((n,m,r),x,y,z) :=sum(sum(sum (£ (((k/n)*b), ((j/m)*c), ((1/xr)*d))
*P[k,j,1](n,m,r,x,y,2z),1=0..r),3j=0..m) ,k=0..n):
implicitplot3d([f(x,y,z)=0,B((49,50,51) ,x,y,z)=0,B((29,30,31),
x,y,z)=0,B((14,15,16) ,x,y,2z)=0,B((9,10,11) ,x,y,z)=0] ,x=0..1,y=
0..1,z=0..1,color=[blue,sari,red,gray,pembe] ,h scaling=constrain
ed,axes=boxed) ;
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Sekil 2.2 By (f;x,y,z) polinomlar dizisi ile f(x,y,z) =x°+y®+2°— (

fonksiyonuna (mavi) yaklagim.
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BOLUM 3

q -BERNSTEIN VE q -BERNSTEIN-CHLODOWSKY POLINOMLARI iLE
YAKLASIM

Bu boliimde ilk olarak g -Analizde kullanilan temel tanimlara, teoremlere ve notasyonlara yer
verilmistir. Daha sonra da tek ve iki degiskenli g-Bernstein polinomlarinin yani sira; tek, iki
ve Ug¢ degiskenli g -Bernstein-Chlodowsky polinomlar1 tanitilmis olup, s6z konusu

polinomlarin yaklasim 6zellikleri verilmistir.
3.1 q-ANALiZDE KULLANILAN TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Klasik analizin uygulama alanlarindan biri olan Yaklasimlar teorisinin literatiirde oldukga
onemli bir yeri vardir. Burada, klasik anlamda elde edilemeyen bazi sonuglar g -Analizde
daha kolay elde edilecegi gibi bazi durumlarda daha iyi uygulama alanlarina sahip oldugu da
bilinmektedir. g -Analizde, g -dogal sayilar1 kullanilarak yeniden tanimlanan lineer ve pozitif

operatorlerin ilgili fonksiyonlara yaklasimi, klasik operatorlerinkine gore daha hizlidir.
Tamm 3.1.1

q pozitif gercel say1 olmak iizere, negatif olmayan bir k sayisinin g —genellemesi

q#1 3.1)

k , q=1
seklinde tanimlanir(Andrews, Askey and Roy 1999).
k =1,2,3,...,n i¢in sembolik olarak
[k], = {1, 1+gq, 1+q+q?, 1+q+q*°+¢3..1+q++q" 1}

seklinde gosterilir.
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Tanim 3.1.2

q —binom katsayisi;

" - [n],!

K, = W= n=k=>=0) (3.2)

seklinde tanimlanir(Andrews, Askey and Roy1999).

Ornek 3.1.1
4
=7
21,
4] _ [4]4! . [4]41314(2]4[1]4 _ [4]4(3]4
121, [2]'[4 —2]5!  [2]4[1]402]401], [2]4([1]4

_(A+q+a®+¢>)A+q+q°) 1+29+3¢°+3¢>+2¢* +¢°
B (1+4q) B 1+g¢

A+ +q+2¢°+q>+q*)
- 1+q

=1+q+2¢*+q¢*+q*
Tanim 3.1.3

q —faktoriyel

el = { gk]q[k — 1], [1]%, : : (1),2, (33)
seklinde tanimlidir(Andrews, Askey and Roy 1999).

Teorem 3.1.1 (q -pascal kural)

1 < j < n — 1 olmak iizere ¢ —binom katsayilari i¢in;

M= et (3:4)
jio -1 J
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m = [7: 11] * [n ]_ 1] (3.5)

esitlikleri gegerlidir(Goodman, Oruc and Phillips 1999).
Kanit

1 < j < n — 1 olmak lizere tanimdan
[nlg=14+q+q*+-+q"!
=1+q+q*+-+q +q" 1+ +g?!
=(1+q+@++¢ ) +q¢/(1+q+ >+ +q+7)
= [jlg + d’In—jl,

esitligi elde edilir. Kanitin ikinci kismi asagidaki sekilde gosterilir.

esitliginden

2], = 15, + 15,
_[n—1 nej [~ 1

_[ j ]q+q [j—l .

olacaktir. Bu ise kanit1 tamamlar.
Teorem 3.1.2

yx =qxy , xq =qx , yq = qy esitliklerini saglayan komiitatif g —Binom formiili
asagidaki sekilde verilir(Goodman, Oruc and Phillips 1999).

n

(x+y)" = Z [7] yIix) (3.6)
q

j=0
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Kamt
Kanit i¢in tlimevarim yontemi kullanilir.

n =1 i¢in

(x+y)=[(1)]qy+[ﬂqx=y+x

esitligi gegerlidir.
n = k i¢in esitlik dogru olsun. Yani

k
k o
crmeS e

esitligi gegerli olsun. Burada yx = gxy esitliginden

yEx = y* lyx = y*lqxy = qy*lxy = qy*lyxy = qy* 2qxy? = - = qFxy*
elde edilir.

Son olarak n = k + 1 i¢in 6nermenin dogrulugu gosterilmelidir.

(x+ ) =+ +y)

ok o
(S )
=
Sk Lk
S s ST 7
j=0 J q j=0 J q
ok ok
S e S oo
j=0 J q j=0 J q

esitligi elde edilir.

y*k=ix = y*¥=Ixqk~7T esitligi kullanilarak
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k

K
(x + y)k+t = z [k] xlyki xqk=i +Z [k] ykitiy

J=0

+
Z[]_l] x] k— ]+1qk ]+1+Z[ ] yk ]+1x]
Kk Kk ST Kk
= xk+1+[ ] yk+1+z<['] + [ ] qk—j+1>yk—j+1xj
[k+1—1]q 0l = jl, ]—1q
k
— xk+1 +yk+1 _I_Z [k] + [ k ] qk—j+1 yk—j‘l‘lxj
i\ Lj j—1
]=1 q q

olacaktir. ¢ —pascal kuralindan

k
(x + y)k+1 — xk+1 + yk-l-l + Z [k -]{_ 1] yk_j+1xj
j= q

k
— z [k + 1] yli+iy
- q

j=0

elde edilir. O halde n = k + 1 iginde 6nerme dogrudur. Boylece her n € N i¢in
n
G+t = Z [n] y"Ix
=0

esitligi gosterilmis olur.
Sonug 3.1.1
Bir g paremetresi igin
yx=4qxy , Xxq =4q4x , yYq=qy

olsun. Bu durumda

Zn: [Z] xk(1 - )k =1 (3.7)
k=0
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ve
x+xy)"=x"(1+y)(1 +
esitlikleri gecerlidir.

Kamt

Acikca

n

qy) ..(L+q"'y)

(x+1—x)”=Z[Z] xF(1—-x)vk=1"=1
q

k=0
esitligi elde edilir.

(x + xy)™ = (x + xy) ...

= x(1+y)..
= x(1+y)..
= x(1+y)..
= x(1+y)..
= x(1+y)..
= x(1+y)..
= x(1+y)..
= x(1+y)..

=x(1+y)..

= x"(1+q"'y)..(1+¢*») (1 +qn)(1+y)

x(1+y)..

(x + xy)(x + xy)(x + xy)
x(1+ y)x(x +yx)(1 +y)
x(1+y)x(x +gxy)(1 +y)
x(1+y)x*(1+qy)(1 + )
x(x +yx)x(1+qy)(1+y)
x?(1+qy)x(1+qy)(1+y)
x?(x+qy)(1+qy)(1+y)
x?(x +qqxy)(1+ qy)(1+)
x?(x + qxqy)(1 + qy)(1 + )
x?(x +xqqy) (1 + qy) (1 + )

A+ ¢*y)A+qy)A+y)
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esitlikleri gecerlidir.
Uyan 3.1.1
q pozitif gercel sayilar1 igin

n-k—1
a-om*= | [ a-en (3:9)

s=0

esitligi gecerlidir.
Kamt.
Sonug 3.1.1°de (3.8) esitliginde ki
G+ =x"1+y)(A+4qy)..(L+q"1y)
ifadesinde y yerine —x yazilirsa
(x—xH)"=x"1-x)1—qgx)..(1—q¢" x)
esitligi dogrudur. Buradan
"1 —x)"=x"1-x)1—gx)..(1—q¢" 1x)
esitligi elde edilir. n yerine n — k alinirsa

A-x0)"*"=1-x)A—-qgx)..(1—q"*x)

n—-k—-1

a-om*= ] a-e¢n
s=0

olacaktir.

Sonuc¢ 3.1.2

n n—-k-1
z [Z]qu 1_[ (1-¢gx) =1 (3.10)

k=0 s=

esitligi gegerlidir.
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Kanit

Sonug 3.1.1 de (3.7) esitliginden

n

(x+1—x)"= Z [Z] xkF(1—-x)v k=1
q

k=0

oldugu biliniyor.

Yukarida ki esitlikten (1 — x)™* yerine

n—-k—1

[[a-an
s=0

ifadesi yazilirsa

n

(x+1—x)”=z[Z]qu

k=0

Uyan 3.1.2

q pozitif gercel sayilari igin

[n]q [nlq
esitligi gegerlidir.
Kamt

Tanimdan kolayca

1_[ 1-gx)=1
5=0

esitligi gegerli olur. Bu ise aranan esitliktir.
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= [k]q
esitligi elde edilir.
3.2 TEK DEGISKENLI q -BERNSTEIN POLINOMLARI

Bu kisimda tek degiskenli q -Bernstein polinomlarinin tanimi ve yaklasim oOzellikleri

incelenmistir.
Tanim 3.2.1

x €[0,1] ,f € C[0,1] ve 0 < g < 1 olsun. Bu durumda g-Bernstein polinomu
n n—k—-1
[klq )
Bu(fi:0) = ) f (—q L] ][] a-e» (3.12)
k=0 (na/ Helq s=0
seklinde tanimlanir(Phillips 1996).

Onerme 3.2.1

(3.12) esitligi ile tamimli q -Bernstein polinomlari i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir(Phillips
1996).

i By(Lqgx) =1 (3.13)
ii. B,(t;q;x) = x (3.14)
i, B,(t%q;x) = x2 +"([111—]‘q") (3.15)

Kanit

1. Sonug 3.1.2 den agik¢a

n
B,(1;q;x) = Z [Z] xk
k=0 1

n—-k—-1
1-¢°x)=1
=0

N
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esitligin saglandig1 goriliir.

ii. Benzer sekilde operatoriin tanimindan

n n—k-1
[K]
Bno:;q;x):Z[— n(l—qx)
k=1
n n—-k—-1
N LT
;[n]q[k]q![n—k]q!x Q( )

n—-k—1

e [ o

=
Il
=
(n

n n—-k-1
z n—1 X a )
X —q°x
_ — |
k=1 gt [n ]q 5=0
k->k+1
n-1 n—-k—2
n—l 1 1—[ a )
q’x
k=0 Lklq! [n g s=0
n—-k—-2

esitligi saglanir.

iii. Son olarak
n k n—k—1
Bn(tz;q;x) = Z - ] xk 1_[ (1—q X)
0 a s=0
n n—-k—-1
[k]q [k]q K
,Z lq [, [k] 1_[ «
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k=1 s=0
n n—-k—1
N\ kg
‘,Zl[n]q[k 1_[ (=
(3.11) esitliginden
B(“'*%=§?M_1h+1 [n—1],! frfru_sm
A A T I A U G
yazilabilir. Buradan
R o [ et R ek k"ﬁlm_ #
YT L T, Te- 1kt LY T
+§": 1 [n—1],! xknﬁlm— o
Linlg k=1t —klgt” 1171
i" e xknﬁlu— %)
< n]q Tolk =21t —klg! " L 1
+i 1 [Tl—l]q! knﬁl(l_ sx)
Ll k=1 -k 11 1
B q[n—1], [n —2],! et s
= z[k 2T k]q|x" H(l—q x)

n _ 1] n-2 n—k-3
q Z k 2 — 2] k+2 (1 _ qsx)
=0 =0
—k-2
1 [n — 1], "
+ k+1 1_[ (1 _ qsx)
[nlg £ [k = 1! [ =k = 1]! L]
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T, C "
_<1_L> 2+L
U m,)" T,
X x
BTN

,  Xx(1—x)
- [n],

esitligi elde edilir. Boylece kanit tamamlanmais olur.
Teorem 3.2.1°in sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.2.2

0<q, <1, lim,,q, =1 ve lim,_,q," =c (c # 1) olsun. Bu durumda g-Bernstein
polinomlar1 [0,1] araliginda siirekli ve tim R de sinirh |f(x)| < My kosulunu saglayan f

fonksiyonuna B,,(f; q; x) polinomlar dizisi diizgiin yakisar(Philips 1996).
Kanit

Bu teoremin saglanabilmesi i¢in B, (f;q;x) in dogrusal ve pozitif oldugunu géstermek

yeterlidir.
Dogrusallik:

Hera,b € Rve f,g € C[0,1] igin
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n—k—1

& [k]q klg
Bn(af(t) + bg(t); q;x af (= |+ bg Lk] (1 - q°x)
[n], [n

n—-k—1

S (af) k— xk (1-q°%)
k=0 [n s=0
n—-k-—1

kz ([:—> | x* g(l—qsx)
zf<["—q>

+bz (

= aB,(f(t); q;x) + bB,(g(t); q; x)

n-k—-1

) qu [[a-en

Q
3

0

(2
I

=

n—

xk (1-¢g°x)

?‘w
\_/

[
Il
o

oldugundan B, (f; q; x) polinomlar dizisi dogrusaldir.
Pozitiflik:

k=01,..;n€eNve x € [01] icin

n—-k-1

k
k S
1_ >
k]qx ||( q°x) =0

s=0
oldugundan her f > 0 i¢in B,(f;q;x) =0
olur. Yani B, (f; q; x) polinomlar dizisi pozitiftir.
3.3 iKi DEGISKENLI q -BERNSTEIN POLINOMLARI

Bu kisimda iki degiskenli q -Bernstein polinomlarinin tanimi ve yaklagim o6zellikleri

verilmistir.
Tanim 3.3.1

0 < gy <1,0 < g, <1 olmak iizere iki degiskenli q-Bernstein polinomu
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nlnz(fql,qz,xy)—zz < ) ] [ ] xkryte.

k1=0k;=0
ny{—ki—-1 ny—ky,—1
[ a-a [ -4 (3.16)
$1=0 $2=0

seklinde tanimlanir(Barbasu 2000).

Tanim 3.3.2

=[0,1]x[0,1] , R = {f|f:I? >R} olsun. 0 < g, <1, 0 <q, <1 olmak iizere her

f € R i¢in
n1 —kl—l
[k1] n
By, (f;q1,5%,y) = Z f<[n ]"1,y kl] 1_[ (1-qi*x) (3.17)
k1=0 1 q1 1 Sh=
ve
n2 kz 1

By, (fi 425 %) = Z f(

k2=0

) ] yke H (1-g (3.18)

tanimlamalar1 yapilabilir.

Teorem 3.3.1

By, ,Bg C(I?) iizerinde (3.17) ve (3.18) de tanimlanan polinom dizilerinde her f € C(I?)
i¢in By ,,: C(I 2) > C(I?) iki degiskenli g-Bernstein polinomu yardimiyla

B‘l?lcl B'I:‘)l/z = B‘li]zB'f)lcl = Bnl,nz (f; ql’ qZ; x’ y) (3'19)

esitligi gecerlidir(Barbasu 2000).
Kanit

(3.17) ve (3.18) esitliginden

B, BY,(f; azx%,y) = B, (B, (f;a2%.%))
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na kz 1

= B, Zf< > ] yke 1_[ (1-q

k2=0 S2=0

N T [k,
=kzZ=0[ | e ]_[ (1-q Zy)351<f<x,[7’j2]zz)>
ny ny—ky—1
= 2 [l v [ a-am.
k=0 9z 52=0
< (T, Tealy,\ S
klzzof<[n1]q1'[n2]q2> k1] 511_[ (1_ x)
SRS
:kzsz ([ni]ql ) | Tl =
ny—ky—1 —ky—1
[] a-at H (1-a37)
$1=0 52=0
elde edilir. Benzer sekilde
By, Bi,(f;qi;x,y) = By, (Br’fl(f: ql:x,y))
=B if(“fl]q1 y) nl] xk "1ﬁ‘1(1_q51x)
nz =, nilg,” keq 0 56 !
ny , ny—kq—1 ]
- 2Ll T a-aos <f<ﬁy>>
—kq—1
Z[ IS H (1-4).
ny el —ky—1
,‘Zof([nl > ] v D) (1-a'y)



— Z Z f<[k1]q1 [kz]qz
i [711]q2 ’ [nz]q2

> n1] [nZ] xklykz.
k1 q1 k2 qz

1=0k,=0
ni{—k;—-1 ny—k,—1
[] a-a [] -
$1=0 $2=0

olacaktir. Boylece kanit tamamlanmais olur.

Onerme 3.3.2

i,j = 0,1,2 olmak iizere e;;: % — I, e; ;(x, y) = x"y’ test fonksiyonlari olsun.
Her (x,y) € I? i¢in

I By, (eo,oi q1,92; X, )’) = eg,0(x,y)

i Bn n, (31,0F q1,q2; %, 3’) = 31,0(95; y)

iii. By, n, (€015 q1, 923 %, Y) = €91(x,y)

x(1-x)

[nl]ql

iv. Bnl,nz(ez,oi 41, 92; X, )’) =eyo(x,y) +

(1-y)
V. By, (eo,zi q1,92; %, }’) =eg,(x,y) + ¥
[nZ]qz

esitlikleri gecerlidir(Barbosu 2000).
Kanit

1. Operator tanimindan

Bn1,n2 (e0,0; q1,492; X, }/)
ni Mo ni—kqi—1 ny—ky—1
ny Ny
- Z Z [k ] [k ] xtayle | | (1-q;'x) | | (1-q3%y)
ki=0ky=0 141 274z 50 o
1 2 1 >

Tll—k1—1

ny
n
(S, T e
kq
k1=0 a1 s1=0
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—kp—1

> [ 1] 0

=11=¢epo(x,y)
bulunur.

ii. e; o fonksiyonu polinomda yerine yazilirsa

n1n2(910’q1'q2'x 3’) Z Z ] [ ] kly

1 ny
> tlafr] o T] aan =
k1=
ve (3.10) eslthgmden
Bnl,nz (91,01 q1,42; X, J’) =x.1l=x= e1,o(x' y)
elde edilir.

iii. Benzer sekilde fonksiyon polinomda yerine yazilirsa

nq Ny [
Bnl,nz(eo,ﬂqp%ix:J’) = Z Z [, ] [ ] xkiyke,
k1=0 k2=0

n{—kq1—-1 ny—ky—1
[] a-a [] -
s1=0 S2=0
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—k1-1

ZH H (1-a7)

ny nz—kz—l

D gzl o T] a-as
o= M2l He2d ) 5,20

(3.10) esitliginden ve

z—kz—l

ny n
k n

Z { 2}"2 kz] v | | (1 - quy) = y oldugundan

= M2lq, Lz 4 50

2=

By, (90,12611»612235: J’) =ly=y=ey:(xy)
esitligi bulunur.
iv.

e, o fonksiyonu igin

< O (lk]
1

Bnl,nz(ez,oiqp%ixJ’) = z z <[n ]q
k1=0 k2=0 1

L2 [ e

1—k1—1 nz—kz—l

1
q1

& (Thily, \ )
k12=:0<[f11]21> 1]:1](1136161 1__[ (1—qy'x) .

”1[hh»2n1 W TT s _<2 xm—xv
;0<_[n1]q1 kl]qlx 511_:[0 (1—a'x) =(x*+ e, ve

(3.10)’dan
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x(1— x)) x(1—x)

Bn1,n2 (62.0; q1,92; X, y) = <X2 + 1= eZ,O(x' y) +
[n1]g, [

n ] q1
esitligi elde edilir.

v. Son olarak e , fonksiyonu ve polinom tanimi birlikte diisiiniilerek

nq ny [k ] 2
2 n n
bemanasnn) = 3 3 () [, o], =
Ji=0 ky=0 ‘& 214z g, "2 g,

nz—kz—l

n, [2]22 , )
,CZZ()([:Z_]‘;) Zz] b - 1_[ (1-4q3%y)

qz2 S2=0

(3.10)’dan ve

nz—kz—l

nz 2
Z k 1—[ 1-
<[ 2]q2> nz] yk2 (1 _ quy) — <y2 + u) O]dugundan
~ [n2]q,/) lks q R [n2lg,
2= 2 52—0

y(1—-y) y(1—-y)
Bn1,n2(eO,2;q1f q2; X, y) =1 <y2 +[—> = Z,O(X'y) +

esitligi gosterilmis olur. Bu ise kanit1 tamamlar.
Teorem 3.3.2

q1 = q1(n1), g2 = q2(ny) ve ny > 0, n; —» o iken q;(ny) > 1, q2(n;) - 1 olsun. Bu
durumda, keyfi f € C(I?) igin, (3.16) da tanimlanan iki degiskenli genellestirilmis Bernstein

polinomlarmin dizisi, I? iizerinde f (x,y) fonksiyonuna diizgiin yakisar(Barbasu 2000).
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Kanit

(3.1) baglantisin1 ve n; — o iken g;(n;) » 1 oldugunda n; - o iken[n,] - o dir
hipotezini kullanarak benzer sekilde n, — oo iken [n,] = oo dur. Hemen sonra, Onerme 3.3.2
yi kullanarak, [? iizerinde ny,n, > oo iken B, , (e;;;q1,q25%y) = e;; diizgin

yakinsaklig elde edilir.

imdi iki degiskenli fonksiyonlar icin iyi bilinen Korovkin teorimini kullanarak, I? iizerinde
S gis y ¢in 1y

B, n,(f3 q1,q2; x,¥) nin f(x,y) ye diizgiin yakinsadigim elde ederiz ve kamt tamamlanir.

3.4 TEK DEGISKENLI q-BERNSTEIN-CHLODOWSKY POLINOMLARI

Bu kisimda tek degiskenli g-Bernstein-Chlodowsky polinomlarinin tanimi ve yaklagim

ozellikleri ele alinmistir.

Tamim 3.4.1 (b,) dizisi

. . b
lim,,_,o b, = o0 ve lim,_,,, — =0
[n]Qn

kosulunu saglayan monoton artan gergel terimli pozitif bir say1 dizisi olsun. Bu durumda

0 < x < b, i¢in g-Bernstein-Chlodowsky polinomlar1

n n— 1

= [k, i
Bnn(f;qn;x)=2f([n] b)[k] G) [](-ag) (3:20)
k=0

s=0

seklinde tanimlidir(Karsli and Gupta 2008).

Onerme 3.4.1 g-Bernstein-Chlodowsky polinomlari

i. BT (1 g ) = 1 3.21)
ii. BT (t; gy ) = x (3.22)
x(bn x)

iii. Bq"(t2 Gn; X) = x% + 2= (3.23)

[n]Qn

esitliklerini saglar(Karsli and Gupta 2008).
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Kanit

I. g-Binom teoreminden

=L )]

bulunur.

ii. Benzer sekilde

n n—-k—-1
[klg, . m x\K X
B i) = ), s 5) (1-as)
k=0 dn n "7 =0 n
n n—-k—-1
=5, > B (DT (1245 2)
ot [nlq, kg, \bn sl by
_, ii Koy [nlg,  [n—1lq,! (=
" b, o [nlg,, [klq, [k —1lg,' [n — klg, ! \by
Zn: [n—1],,! (x)k—l et (1 .
=X — T —(qn
. [k —1]g,! [n — klg, ! \by .
k->k+1
- [n— 1] (x )" s (1 s X
i [klg, ! [n—k — 1], ! \b, I " b,
=x
bulunur.
iii. Son olarak
n 2 n—-k-1
— [k]q,, n x\k X
GLEREDY ([n]q m) I, G) 1] (1=e5)
k=0 n n "N =0 n
= zzn: o [Klg, [n]g, [n—1]g,! <x>kn_k_1
" k=0 an (Mg, [Klg, [k =114 ! [n —klg ! \by, Ll
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n—-k—-1

=5 ) 1] (s

k 1 s=0

olacaktir burada (3.11) esitligi dikkate alinarak

n
e qnlk — 1], +1 [n—l
BTC'LI (tzr Qn’ x) = an Z “ [ 1 [k _ 1]

2 i qn[k B 1]%1 [Tl - 1]qn| (_
" k=1 [n]Qn [k - 1]qn' [n - k]q' bn

b2 Z Gnlk =11,  [n—1]g,[n—2]

[nlg, [k—1]g,[k—2]g,!'[n—klg,'

s=0
S el (T (- 0)
[Mlg, £ Tk = g, Tn— Klg, ! \by) 1 " by
 qubi’In - %i - 21,,! (i>"”_k_1(1_ x)
Mg, &ylk— 21, =K, ! \b,) 11" 7%,
S et () TT (-0
[y £ Tk = 11,1 [ — Kl \b,) L | " by
qnby“[n —1lg, [ x\? - [n —2],,! X k-2 " " <
], (E) kZZ[k—Z]q '[n—k]qn'(b_n> L | ( i
b (%Z [~ 1,,! (1>"‘1”+1(1_q X
[Mlgy \ba/ £ Tk = 1,1 Tn — K, 1 \b,) 1 " b
k—>k+2
B qnx*[n—1l4, = [n—2]g,,! N T | X
T e, AT, ![n—k—Z]qn'(b_n> L | (1-a E)
L bn x"_l [n - 1]g,! (1)"nﬁ2(1_q s_>
[nlg,, [n]g,![n—k—1],!\b, " b,
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T e Tle
(o)
T, T,
, X’ b,
=Xx°— + X

x(bn - x)

T i,

bulunur. Burada 0 < g, < 1 i¢in n - o iken [n], - ﬁ olacaktir. Dolayisiyla v = 0,1,2
icin lim,,_,, g, = 1 olup n - oo igin B\fn(tv; qn; X) strasiyla 1, x, x? ye yakinsar.
3.5 iKi DEGISKENLI q -BERNSTEIN-CHLODOWSKY POLINOMLARI

Bu kisimda iki degiskenli g —Bernstein -Chlodowsky polinomlarinin tanimi ve yaklagim

ozellikleri incelenmistir.

Tanim 3.5.1 a;, > 0, S,,, > 0 artan dizileri i¢in

Bm

lim,, e @, =lim,, o S = 0, 7111—r>£lo [n] =0ve r}:ﬂo e 0 olsun.
n k k"o k-1
B (fixy) =) f< o ) [k] <an) [] ( ) (3.24)
k=0 51=0
ve
BN (fix,y) = Zf( . ﬁm) 7l G -) mﬁ (1-ax ) (3:25)
$2=0

olarak tanimlansin. Bu durumda

Dg,p, ={(x,y):0<x<a,0=<y<p,} bolgesi ilizerinde iki degiskenli g-Bernstein-

Chlodowsky polinomlar dizisi
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Blvim(f;x,y) = kZ Z ( fz .]]q::n ﬁm) [Z]qn [T;l]qm (ain)k (

n—k-1 m—j-1
X
A 0-a ) ] G-aig)
- an _ ﬁm
51—0 52—0

seklinde tanimlanir(Buyukyazici 2009).

Onerme 3.5.1

mk

(3.26)

i,j = 0,1,2 olmak iizere e;;:1* - I?,¢e; j(x,y) = x'y/ test fonksiyonlart olsun. Bu durumda

her (x,y) € I? i¢in
. Bg,%qm(eo,oix' y)=1
ii. Binim(ey 0;x,7) = x

ses =(0n,q . i
iii. BImI™(eq1;x,y) =y

iv. BIvIm (ep0;%,y) = x2 + a0
’ ’ [n]Qn
pAn.dm y(Bm—y)
V. Bimim(eg 05 x,y) = y? + [m’]”

esitlikleri gegerlidir(Buyukyazici 2009).
Kanit

i- Polinomun tanimindan

BQn Qm(eo 0 X, y)
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n n X kn—k—l m m y j
20, @) [T a-ag)=ve 27 () [1G
=0 an \on $1=0 In j=0 Jq Bm S3=0
oldugundan

Bimim(eg s, y) =11=1
esitligi elde edilir.

li- Benzer sekilde e o fonksiyonu i¢in polinomun tanimindan

stt-Gure) =3 3 gl 7] () ()

=0 j=0
n—-k—1 m—j-1
[[(-ag) [ (-aig)
s1=0 an S,=0 m
i[k]qn r (x)"”_k_l (1 5 )
= an — —qn —
k=0 [n]Qn k qn \%n $1=0 n
m ,m—j-1
>3 G T (-aig)
m
=i, Bm 5e Bm
i[k]qn " (x)"n_k_l (1 5 )
— —qy— | =xve
) [n]q "lk an \An 5,20 " n
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(3.10)’dan
Bﬁl’;ﬁqm(el,o; X, y) =x.1=x
esitligi elde edilir.

Iii- g 1 fonksiyonu i¢in

s ) =y > e 1] [7] () ().

0]=0
n—k-1 m—j-1
X
|1 -ad) [ (-aig)
= An g Bm
51—0 52—0

1

Y @ T 6w D)

k=0 S1=

n

o

Mmoo om—j-1
Dgeel) G 11 (i)
(3.10)’dan ve
LI .m—j-1
JZ(; [[T]rl]f; Brm [r;l]qm (%)] 512_:!) (1 — g7 %) = y oldugundan

B (eo;x,y) =1y =y
esitligi gegerlidir.

iv- Polinomun tanimindan

k=0 j=0
n—-k—1 m—j—-1
(1—%?—) | | (1—61?}% y)
= n _ Bﬂl
s1=0 S2=0
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m m—j-1
210 G T (-ag)
n n—k-1 ~
(e T, G T] (-e )= a2
m m—j-1
; [T]r'l]qm (é)l Sl:L (1 — Gy %) = 1 oldugundan

x(a, — x)) PR x(c[z;ll]— x)
dn

e, o fonksiyonu i¢in aranan esitlik bulunmus olur.

v- Son olarak e, , fonksiyonu igin

Bt (eo2; %, y) 22?( - ﬁm) [k " [m] (an) (ﬁ};)j

11 (1—617511“—“) SD) (1—%55 ﬁ)r]n>
~ n n X kn—k—l . X
2.1, (@) 1_[ (1-av )
S (Ben) 1] () T1 G-
Si\lmlg,, ™) Lilg, \Bm/ ]
n n—-k-1
21, G ] (e )=

7



() 7], (2T (1-r )=+ 242

Jj=0 52=0

_ 4 ( y(ﬁm y)> y(ﬁm y)
=1(y y?
dm

[m] g,
esitligi elde edilir. Boylece kanit tamamlanir.
Teorem 3.5.2

f € C(Dg,p,) olsun. Bu durumda yeterince bilyiik pozitif a < a,, b < B, olan a, b sayilart
i¢in

Qn'Qm . . —
esitligi gecerlidir(Buyukyazici 2009).

Kanit.

Onerme 3.5.1 i-v dzelliklerinden Bqn “dm (£ x,y) dogrusal pozitif operatérler dizisi

an}lrlloo”Bq" ™ (e0,05 %, y) — ”C(Danﬁn) =0 (3.32)
Jdm B (enoix y) =l =0 (3.33)
i (1B (eon %) =¥l =0 (3:34)
dn.9m 2 2. _ 2 2 : An 'Bm —
nlr}lmoo”B (t2+15xy)—(x*+y )”C(Danﬁn) < lim a o, +b ol 0 (3.35)

kosullarmi sagliyorsa C(Dg, g, ) bolgesinde siirekli, gergel degerli ve tiim R™ de sinirl her bir

f fonksiyonu i¢in

lim || Bimim(f;x,v) — f|| =0 (3.12)

nm-oo! C(Dappyn)

ifadesi saglanir.
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Ornek 3.5.1

Blmim(f; x,y) polinom dizisinde a, = vVn, B = ¥m, q == almrak f(x,y) = (2x)° +

(3y)/¢ + 15 fonksiyonuna yaklasimi Sekil 3.1 n = 2m = 3 (sar1), n = 4m = 5 (pembe)

seklinde gosterilmistir.

Sekil 3.1 BI™™™(f;x,y) polinom dizisi ile f(x,y) = (2x)%+ (3y)/°+15 (mavi)

fonksiyonuna yaklagim.
3.6 UC DEGISKENLI g -BERNSTEIN -CHLODOWSKY POLINOMLARI

Bu kisimda ti¢ degiskenli g -Bernstein -Chlodowsky Polinomlarinin tanimi verilmis olup bu

polinomlarin yaklasim 6zellikleri ele alinmistir.
Tamm 3.6.1

q >0, [n]; g-tamsayisim gostermek iizere {a,}, {fm}, {y,-} dizileri pozitif gercel sayilarin

artan bir dizisi olsun. {q,,} gercel sayilar dizisi, 0 < q, < 1 ve lim,_, q, = 1 olmak {izere

lim @, = lim B,, = limy,, =
n—oo m—oo r—00
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ve

. aTL . ﬁm . Vr
lim = lim ——— = lim =0
n-o [n]Qn m-e [m]CIm r—oo [r]QT

ozellikleri gecerli olsun.
a, > 0,Bm > 0,y > 0 olmak iizere D5 bolgesi;
Dz =D

anpryy =16,2) 1 0<x<a,, O0<y<pf, 0<z<y}

olarak tanimlanirsa bu durumda ti¢ degiskenli Bernstein-Chlodowsky tipi polinomu

BIwamAr(f; x,y,z) = Ziif( i ]]q;n B i >[k] [m] [

n—k-1 m—j-1 r—l-1

G- T C-eDT[0-w1) o
seklinde tanimlanir.
Burada
3 n k kn k-1 X
BI"(f;x,y,2) = zf< ] )[k] ( ) H (1 —qt a_n> (3.37)
k=0 51=0
qu(fxy,Z)—Zf< . T )[m] (3 )mﬁ (1-a ) (338)
5,=0
iy [0, i1
BY(fix,y,2) = Zf(x aon ) (yr) L (1 _ —) (3.39)

olarak tanimlanir.

Onerme 3.6.1 iy i, i3 = 0,1,2 olmak lizere e; ; ;.: 1> = I, e; ; ;. (x,,z) = x1y'2z" test

fonksiyonlart her x,y,z € | 3 icin;
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; & qn.dm.q . _
1. Bn,’}n,;“ r(eo'o'o,x, v, z) =1

T 7 dn.qm.q ) _
. By T(el'olo,x, v, z) =X
7 dn.qm.q ) _

. By T(eo,l,o,x, Y, Z) =Yy
iV Bqn,qm'qr(eo'o'l; xX,y, Z) =Z

nm,r

i gx,y,2z) =ey00(x,¥,2) +e920(x,¥,2) + ey2(x,y,z) fonksiyonu i¢in

_ x(ay — x) Y(Bm — ) z(yr — 2)
BlndmAr(g.x,y,2) =x* + ———+ y? + ————L 4 22—~
nm,r g;x%y [n] n [m] am [r] ar

esitlikleri gegerlidir(Gonul Bilgin and Cetinkaya 2018).
Kanit

i- Polinomun tanimindan

~ n m r X y z
BintmAr (e 0.0;%,y,2) = Zz [ ] (—) (—) (—)
k=0 j=0 1=0 [k]q" J dam [l]qr an/ \Bm/ \Yr
n—-k-—1 m—j—1 r—l—1
S1 Sz y
(-a ) [ (i) [] (-
51=0 4 $2=0 L s3=0
n n—k-1 m m—j-1
S0 @ TS, @ T 60
n . m
k=0 k q an 51=0 an ]:O J q ﬁm 2=
r - 2 lr—l—l
[, G) [T (-e3)
=0 lCIr Vr $3=0 Yr
=111=1
esitligi gecerlidir.
li- e1 o o fonksiyonu polinomda yerine yazilirsa
n m r
D [k]q n m r x \k y Jrz
Binimr (10,0 %, y,2) = Z Z L. [ ] <_> <_) <_
k=0 j=0 =0 [nlq, [k]qn T [l]qr an/ \Bm/ \¥Vr
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Sl=0 Sz=0 53=0
—k—

> Mo, ) (2] (- )

= an - —qn —

pra [n]g, kg, \ay 5,20 an

]:O dm 2—0 =0 S3=0
> ), () ] (1 2) = s
a — — (q,, — | = X oldugundan
k=0 [n]qn " k dn an 51=0 " an

gg%q;nqr(ewo.x y,z) =x.11=x
esitligi bulunur.

Iii- Benzer sekilde fonksiyonun yerine yazilmasi ile

n m r j
n4Ynor m m y
Binirr(eo,05%,,2) = ZZZ . ﬁm [k [ ] [ ] (a ) (ﬁ ) <
k=0 j=0 l=0 " "
n—-k—1 m—j—l r—i-1
[[(-ard) [] (=) [
51=0 a'l’l 52=O ﬁm S3=0
n n X k'l’l—k—l X
=120 @) [ (e )
k=0 qn \An 5,=0 n
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. m—j-1

i[[ﬁf; P m (51)] [](1-az %)woldugundan

dm m S2 =0

Bamimir(eop0:%,y,2) =Ly 1=y
esitligi elde edilir.

IV- eg ¢ 1 fonksiyonu kullanilarak

i o [y, m r
s a3, W 1) [1] )

k=0 j=0 1=0 a i
n—k—1 m—j—1 r—I-1
[T e T e T2
51=0 " sp= ™ 530 i
n n—-k—-1
9 Z [”] (i)k (1 — gy x)
n
= g Nt 51=0 %
- jm—j—l
Ui G 1T (-
-_— 1- dm
i T am Bm $2=0 Bm
i [Z]Qr [T‘ <Z>lr_l—1 (1 . )
v — — 4y —
1 [rlq l g T 53=0 i’
r r—1-1
l r z\! z
], G T] (1-0) == oo
= Tlq, ar Yr 5320 Yr

gg,%?;n'qr(eo,m:% Y Z) =1lz=z
esitligi gecerlidir.
V_

9, y,z) =ey00(x,y,2) + €920(X,¥,2) + €g2(x,y,2z) fonksiyonu igin kisalik olmasi

bakimindan sirasiyla 7', T", T""" tanimlamalar1 yapilarak ayri ayri hesaplanirsa
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n m
[k]3 ny my] ory (XN vV zy\
T' = Bt (ey00%,y,2) = EE ;0 H ( ) ( ) <_>
o (€2,0,00%Y,2) . [n]2. " k]qn j qm[l ar \n/ \Bm/ \Vr

n—-k—1 m—j—-1 r—Ii-1
VA
[] (-ad) [ G-amz) ] (-a3)
51=0 " 5=0 ™ 530 r
i [k]én 2 [Tl X kn_k_l 1 S1 X
- vl (&) [] (1)
I, e, Aan 51=0 o
m jm—j—l
215 G [T (-aig)
— —qm 5
{J=0 J Am ﬁm S,=0 ﬁm
r r—1-1
[l]q r z\! s
Tyr[] <_) n(l_qu_)
{l=0 [r]qr [ ar Yr 5320 Vr
n n—-k-1
[k i -
z 1%, an[ ( ) ( ) Gt oldugundan
k—o k a, B [n]Qn
= 51—0

x(an—x)> 1122 +X(C¥n—x)

Bg%q;n qr(ez,o,oix' Y, Z) = <x2 +
[n]Qn

n] dn
bulunur. Benzer sekilde

T

e B sy ) = Y Y Y U 1) [0, G G 6

k=0 j=0 1=0
n—k—1 m—j—-1 r—Ii-1
X Z
A a-a ) [ (-aig) [[(0-a23)
51=0 n 52=0 m 53=0 "
>0, &) T (- 2)
= — —qn ——
P k an a, 5,20 Ay
m .m—j-1
Yot () T (1-i7r)
Li[mlz, "L, B/ L " Bm
]_0 m Sp=



210, G T (=amy)

r lr—l—l
=0 53=O

.m—j—-1

()’)’ 1—[ (1 sz Y)_y +3’('3m Y) oldugundan

Bo) 11T, [la,

BanmQr(eozo’xy’Z)_1<y +3’(,3m y)).l—y }’(ﬁm y)
dm

[m] [mlg,,

olur. Son olarak

=B e - S A 1) 7] 11 () (2 ()

k=0j=01=0 "~ Ir q
n-k-1 m—j-1 r—1-1
- T] -2 T] -2
s1=0 n 2=0 m S3=0 )/r
n n—-k-1
>0, &) T (-ad)
= [ — 1-_'Qn -
k=0 gy \an 5120 n
m ]_m—j—l
2 @) 1 (-aig)
r ]-_'Qm
=l Bm 50 Bm
r [l]ér , T] 7 lT—l—l ) .
wel] G 1] (-as)
S lrlg, " e\ L 4 ¥r

r r—1-1

[, (2)‘ 1—[ ( 55 Z z(yy — z)
L — 1—g° —) =z2 4+ ——Z oldugundan
[T]‘er g [l]Qr Vr qT' Vr [T] qr g

=0 S3=O

- . 5 _,
Br(z,rrlr’l(,l;n'qr(eo,o,Z;X, Y, Z) =1.1. <z2 + (Vr] )) 72 + M
dr

[r [7]q,

esitligi gecerlidir. Bulunan T', T, T"" ifadeleri yerlerine yazilirsa;
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_ x(a, — x) Y(Bm —Y) z(yy — 2)
BQn:Qm'QT X, Y, — 12 n 2 2
(G x,Y,2) = x° + —["]qn +y°+ —[m]qm +z° + —[T]qr

esitligi elde edilir. Bu ise kaniti1 tamamlar.
Teorem 3.6.1

f € C(D3) olsun. Bu durumda yeterince biiyiik pozitif a < a,, b < B, ¢ <Vy-0lana, b, c

sayilar1 igin

m | max [BILE(f;x,y,2) - £y, 2)] = 0
/1T 1Y 3

esitligi gecerlidir(Gonul Bilgin and Cetinkaya 2018).
Kanit.

Onerme 3.6.1 i-v 6zelliklerinden

||§r?,rrlﬁ‘,lﬁ1'qr(eo,o,oix» Y, Z) — €0,00(%, Y, Z)”C(D§) =0

||§:ll,rrl;lc,l;n,q7‘ (61,0'0; XY, Z) — 61’0’0 (x, Yy, Z) ||C(D§) =0

|| B AmAr (e 1 0: %, ¥,2) — €g.1,0(x, ¥, z)||C(D§) =0

|| B AmAr (e 0,15 %, ¥, 2) — €001 (%, ¥, z)||C(D§) =0

R An9m.dr . 2 2 2
”Bn.m.r ((92.0.0 + €020 + €002) %, Z) XAy 2z “c(D )
3

< a(an - a) + b(ﬁm - b) + C()/r - C)

B [Tl] an [m]Qm [T] qar
An Pm ¥r
<a [l +b .. +c o,

esitlikleri gegerlidir. Volkov Teoremi ve {a,,}, {Bm}, {14} nin sagladig esitlikler kullanilarak

lim max |§,‘Z”;,‘3;”’qr(f; x,y,z) — f(x,y, Z)l =0

n,m,r-oo (x,y,z)eDy
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bulunur.

Bu ise kanit1 tamamlar

Ornek 3.6.1 B (f; x,y, z) polinom dizisinde a,, = Vn, B, = ¥m, v = Vr + 1,
q= % almirak ve z = 1 i¢in f(x,y,2) = (2x)3(3y)Y® + z + 1 fonksiyonuna yaklasim1
Sekil3.2 n=2,m =3,r =4 (sar1),n = 5,m = 6,r = 7 (pembe) seklinde gosterilmistir.
> restart;with(plots):

> with(plottools):
> b:=sqrt(n):

c:=surd(m, 3) :

d:=surd(r,4)+1:
£i=(x,y,z)->((2%x)~3) * ((3*y)~(1/8)) *(z)+1l:q:=1/6:

kg:=simplify (sum(g”o,0=0.. (k-1))):

Kl:=simplify (product(kq,k=1..2)) :nq:=(simplify(sum(g”o,0=0.. (n
-1)))):

Nl:=simplify (product(nqg,n=1..2)) :g:=n-k:gq:=(1-(gq*(n-k)))/(1-
q):

Pl:=1+q:

Q1l:=N1/(K1*P1) :
jq:=subs (k=7 ,kq) :
J1l:=subs (k=3j,K1) :
mqg:=subs (k=m, kq) :

M1 :=subs (k=m,K1l) :h:=m-j:
hqg:=(1-(q*(m-3)))/(1-q):
P2:=1+q:

Q2:=M1/ (J1*P2) :

lg:=subs (k=1,hq) :

Ll:=subs(k=1,K1l):
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rq:=subs (k=r,kq) :

Rl :=subs (k=r,Kl) :e:=r-1:
eq:=(1-(q*(r-1)))/(1-q):
P3:=1+q:

Q3:=R1/ (L1*P2) :

n:=2 : m:=2 : r:=2:

P(k,j,1] (n,m,r, (x,y,2)) :=Q1*Q2*Q3* ((x/ (b)) “k) * ((y/ (c))*3) * ((z/
(d))*1) * (product ((1-((g)~(sl))*(x/b)) ,s1l=0.. (n-k-

1)))* (product ((1-((q)*(s2))*(y/c)),s2=0..m-j-1)) * (product ((1-
((g)*(s3))*(z/d)),s3=0..r-1-1)):

B((n,m,x),x,y,z) :=sum(sum(sum(£ (((kq/nq)* (b)), ((Fa/mq)*(c)), ((
1q/xq)*(d))) *P[k,j,1] (n,m,x, (x,y,2)),1=0..r) ,§=0..m) ,k=0. .n) :

n:=5 : m:=5 : r:=5:

P[k,j,1] (n,m,x, (x,y,2)) :=QL*Q2*Q3* ((x/ (b)) k) * ((y/ (c))*J) * ((z/
(d))*1) * (product ((1-((q) ~(s1)) *(x/b)) ,s1=0.. (n-k-

1)))* (product ((1-((q) "~ (s2))*(y/c)),s2=0..m-j-1))* (product ((1-
((q)~(s3))*(z/d)),s3=0..r-1-1)):

B((n,m,r),x,y,z) :=sum(sum(sum (£ (((kq/nq)* (b)), ((ja/mq)*(c)), ((
lg/rq)*(d)))*P[k,j,1] (n,m,r, (x,y,2)),1=0..r),j=0..m) ,k=0..n):

implicitplot3d([(f(x,y,z))=1,(B((2,2,2),x,y,2))=1,(B((5,5,5),x
,y,2))=1],x=0..1,y=0..1,2=0..1,color=[blue,sari,pembe], scaling
=constrained, axes=boxed) ;
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Sekil 3.2 BImImAr(f.x y 7) polinom dizisi ile f(x,y,z) = 2x)*GBy)V8 + (z—1)°+1

nm,r

(mavi) fonksiyonuna yaklasim yapiliyor.
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BOLUM 4

BERNSTEIN VE BERNSTEIN- CHLODOWSKY POLINOMLARININ SUREKLILIK
MODULU VE OZELLIKLERI

Bu bolimde Bernstein polinomlari, Bernstein —Chlodowsky polinomlari, g- Bernstein

polinomlar1 ve q- Bernstein —Chlodowsky polinomlarinin yaklasim hizlari incelenecektir.
4.1 BERNSTEIN POLINOMLARININ YAKLASIM HIZI
Teorem4.1.1

f fonksiyonu [0,1] aralifinda diizgiin stirekli olsun. Bu durumda tek degiskenli Bernstein

polinomlart i¢in

1
B(f32) = F(01 < 3w (£ =)

esitsizligi saglanir.

Kanit

|Bp(f;%) = f(X)| =

> Eeaisey (ra-o
k=0 prrd

DGR REIEE
k=0

olup Ozellik 1.5.1 vi dzelliginden

n

B0~ £l < Y w(fs o= 2|) (1) @ =t

k=0

esitsizligi saglanir. Dolayisiyla Ozellik 1.5.1 vii dzelliginden
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1B (f5x) — fCO| < w(f; 6)Zn: (1 + |§ — x| 5—1) (Z) 2 (1 = x)nk
k=0

bulunur. Bu esitsizlige Holder esitsizligi uygulanirsa,

1
2 2

IBu(fi ) = fCOl < w(f;6) {1467 (Z () (G-x) =a- x>n—k)

k=0
n 1/2
. ( (Z) x*(1 - x)""‘)
k=0

<w(f;6){1+671 (Zn: (S)Z (Z) xk(1—x) k- ZxZ (:)%xk(l — x)"k

k=0 k=0

n 1/2
+ 2 n k(l _ )n—k)
X ; (k) X X

= w(f; 8){1 + 6 1(B,(t% x) — 2xB,(t; x) + x*)1/?}
_ _ (1 =\ 2
—w(f,é){1+6 1(7) }

< w(f; ) (1 + 5-1%)

olur. Burada 6§ = % alinirsa stireklilik modiilu 6zelliklerinden

<3W<f;i

B, — £00l = 2w (Fi =) < 3w £ )

elde edilir. Bu ise kaniti tamamlar.
Teorem 4.1.2

f € C[0,1] x [0,1] olsun. {Bn,mf} fonksiyonunun Bernstein polinomlar dizisi ve w, w®, w®

f fonksiyonunun tam ve kismi stireklilik modiilleri olmak iizere, her (x,y) € D i¢in

L Bum(fi2,9) = £ )] < 2w (£ ) + wO(f; )]
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i, |Bn,m(f§x:y) _f(x'Y)l < §W<f; %-I—i)

m
esitsizlikleri saglanir(Buyukyazici 2003).

Kanit

Bn,m(f; x,y) — f(x,

£ (5 D) ey —xmra - yyms

D S

0

J

M= I

f e, y)xkyd (1 — )™ k(1 — y)m

s

=
Il

0

3 i1 -t -y (5.2 - reen)

k=0j=0

0

ﬁikwu—xWRu il (2 D) - (E) 47 ()

0j=0

- fey)

M:

=
Il

her iki taraftan mutlak deger alinir ve licgen esitsizligi uygulanirsa

|Bn,m(f;x’y) _f(x:y)l

2y (1= =y [ (2 D) (D) 4 ()

- fe )
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Ry sas )G

k=0 j=0

]:
m

£33 iy -t -y {f (57) - Feen)

k=0 j=0

A TN

k=0 j=0

£33 iy -t -y 7 (7) - o]

k=0 j=0
esitsizligi elde edilir. Sag taraftaki toplamlari sirasiyla I; ve I, olarak
|Bom(fi2,9) = f, )| < L + I

olarak yazilirsa.

Oncelikle I; ele aliarak kabulden

n=Y st -arsa-yrr (B L) - ()
k=0 j=0

ve Ozellik 1.5.1 vi de ki

If (6, y1) — £O,y2)l S w5 lyy — ¥,

formiliinden

n

T

k=0
n m .

I < Z xk(1— x)”‘kz yi(1=y)miw® (f; |L _ y|)
k=0 j=0 m

Z() ()
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esitsizligi elde edilir. Stireklilik modiiliiniin 6zelliklerine gore keyfi pozitif &, dizisi igin

W(Z)(f-‘i—y’)zw(z) £ |m_y|6 < Ly|+1 w®(f;6,)
) m ) 6m m — 6m rvm

dir. Bundan dolay1

J
-y
L < ny(l yym-s b Lega

m

1 . Y
= w5804 = Y =y -y 1
O 4 4 m
]=

yazilirsa parantezdeki toplami

m

Zyj(l — y)ym-J |# — y| — i(yj(l iy y)m"j)l/z(yf(l 7)™ ])1/2
=0

j=0

bi¢ciminde yazarsak, Cauchy- Schwartz esitsizliginden,

m . m vz , . , 1/2
; 1] L (] .
Zy’(l—y)m’|a—y|s Z(l—y)"”y’ Z(l—y)"”(a—y) y’
=0 =0 =0
1/2

= 2(1 — )" (# - y>2 v’

esitsizligi bulunur. Dolayisiyla

1
2

1~ J N
B < wO(f;8,) J(S— Y-y (L-y) +1l (4.1
: )

s
. 2 .2 .
] ) ] J 2
2 _ =2 _ _2L
(m Y m2 my+y

oldugundan
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m ] 2
-omi(es)
Z)( NN =Y) Y
]=
m j2 m ] m
= 2(1 "y 5 - ZyZ(l ="y y? Z(l -yl
=0 j=0 j=0

2

m i 2
(] - y—y y—y
1— m](__ ) J — v2 Z_Z 9 2 2
Z( y) —Y) Y=yt — ye+y
]:

m

esitsizligi bulunur. f(y) =y —y? fonksiyonu v, =% noktasinda maksimuma sahip

oldugundan

Sa-ymi(Los) 0 1

esitsizligi (4.1)’ de yerine yazilirsa

1,12 1
L <w®(f;8,,) {@ <E) i 1] =w@(f;6,,) (5 2\/EJF 1>

+ 1) ifadesini m den bagimsiz olacak sekilde &, secimi yapildig taktirde,

(6m2\/—

w0 (125) (1) 3o ()

esitsizligi elde edilir.

\/_

Simdide I, terimi ele alinacaktir. Tanima goére

=sz Yy (=) k(1 - y)mf|f( ) f(xy)|

esitligi elde edilir ve

|f (x1,y) — f(x2,¥)| < w® (f; 1x1 — x3]) Ozelliginden dolay1

123 S e (o)
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n

j=0

k=0

dir. Yani

n

I, < Z xkyi (1 = x)Fw@ (f; |§,y|) (4.2)

k=0

esitsizligi elde edilir.

k k
N N LI A ) .|5_x| D, Fakd
w 1=yl =w i——6, | <wW(f;6)| —+1
n 6y, O,
esitsizligi (4.2)’ de yerine yazilirsa,
s it
I < z xyI (1= w(f;8,) (1
k=0 n

1% k

=w(f;6,) {—Z xkyl(1— x)nk |- - x| + 1} (4.3)
On £ n

esitsizligi elde edilir. Parantez i¢indeki

n

. k

Z xkyl(1 —x)"k |— — x|
k=0 n
ifade

c k c k
Y wkyia—0nk |- x| = D (e (= 0m ) k(= )| -]
k=0 k=0
seklinde yazilsin. Cauchy- Schwartz esitsizliginden,

c k
z xkyl(1—x)nk —= x|
k=0

1/2 1/2

(Sor-om b))

k=0

< (z x*yi(1 - x)n‘k>

k=0
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-(Sva-ores))

k=0

bulunur. Bu esitsizlik (4.3)’de yerine yazilirsa,

N| =

I, < w®(f;8,) %(Z xkyi (1 — x)nk (% _ x) ) +1 (4.4)

k=0

esitsizligi dogrudur.

ko kK ko
(——x) =——2-x+x
n n n

esitligi gegerli oldugundan

n 2

kz;xkyj(l —x)"k (% - x)

= k2 k
— k. J -k k.. j —
—ké Sx Yyl (1 —x)"% = 2x E —xkyl(1 —x)nk
=0

k=0

n
+ x? Z xkyl (1 — x)nk
k=0
n
. k 2 x — x? x — x?

z xky (1 —x)" 7k <— - x) =x% + —2x%+x% = (4.5)

n n n

k=0

f(x) = x — x? fonksiyonu x, = % noktasinda maksimum degere sahiptir. Bu deger (4.5) de

yerine yazilirsa

. 2
Z xkyI (1 —x)"k (% - x)z < _ G) = %

k=0

esitsizligi bulunur. Bu deger (4.4) de yerine yazilirsa

1 /12 1
L <w®(f;8,) {5— (E) + 1} =w(f;8,) {5 2\/ZJF 1}
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1 -
— se¢imi yapilirsa,

ifadesi n’den bagimsiz olacak sekilde &,, = N

1
Sn2vn

) ) 30 )

esitsizligi elde edilir.

Buradan

|Bum(f3%,9) — f(x, )] < {Wm (f \/1—>+W(2) <f «/%)}

esitsizligi elde edilir. Boylece (i) hesaplanmis olur.

Simdi (i1) hesaplanacaktir. (i)’ nin kanitinda oldugu gibi

Bn,m(f; xr:V) _f(x:

£ (GD) ey -kt -y

D S

0

M- 1M

f G, y)xkyl (1= )" k(@1 — y)ym/

s

&
Il

o
-
Il

o

= Zn: i xkyI (1 — )" (1 — y)m~ {f (S%) —f(x, y)}

k=0 j=0

yazilabilir ve buradan

B (1,3 = G5, )] = Zix y 1= — iy (5 D) - )
=Y

< zn: i “yI(1 =) k(1 —y)m) |f (S%) —-f(x, y)|

k=0j=0

esitsizligi elde edilir.

_\/ k 2 7 2 1 ireklilik modiiliinii
6= (; — x) + (Z — y) secimi yapilip w tam siireklilik modiiliiniin

|f Cer,y1) — f a2, ¥2)| < W(fip(ﬂpﬂz))
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ozelliginden

[Bam(Fi%,3) = FG| < D) xkyI (1= 2)m k(1 = yym.

k=0 j=0

wfr ) s (L) »

esitsizligi (4.6)’ da yerine yazilirsa

|Bum (f3%,3) — f(x, )| < z z xkyl (1 —x)" k(1 — y)m.

k=0 j=0

.W(f; 5n,m)

6 )
J

2

= w(f3 8nm) sj,m Z i j (- x)z +(L-y) wyIa - - yym

k=0 j=0

n m
£ 7Y wyI A = = )
k=0 j=0

2

ii](“") (L—y) xfyl (1= (- y)m/ 4.7)

k=0 j=0

= M’(f;gnnn)

esitsizligini elde edilir. Parantezdeki toplam ele alinirsa Cauchy -Schwartz esitsizliginden
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2

i\/ (_"‘) # (5 y) ©y/a oy

0j=0

R e —

n
k=0 j=0

M:

&
Il

(kI (1= x)m(1 = yymi)

(G- X +(L- y)} Xy (1= )" (1 = y)m-f>2.

1/2

INGE

k=0 j

1l
o

(xkyI (1 = x)" k(1 — y)m))

(S oo a-amaar)

k=0 j=0

1/2

-

elde edilir. Bu esitsizlik (4.7) da yerine yazilirsa

|Bn,m(f; xry) _f(x:y)l

<w(f; %){ - (Zi{(——x)

k=0 j=0

¥ <# - Y>2}X"y" (1-20"* 1 - y)"“f')l/2 + 1}

i {(— —x) # (L y)z}xkyfu — k(1 - )

0j=0

ii(“") x*yl (1 — )Pk (L — yym

k=0 j=0

M:

=
Il

i <_ - J’) xkyi (1 = )"k (1 — y)mi

WM=
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j=0

k? k
= Z ﬁx"(l —x)" 7k — ZxZ Exk(l — X))k 4 x? Z xk(1—x)nk

k=0 k=0 k=0

an—y’(l y)m’—Zyz yI(1—y)™ T 4+ y? 23}’(1 y)mi

j=0
2 2

x— —

=x?+ —2x2+x2+y? + Y —2y% +y?
2 2

X —x —

_ LYY

n m

esitsizligi bulunur. Dolayisiyla,

11
|Bum(f;2,9) — FGo )| < w(f; 8m) —= |+ +1
n,m n

dirve 6,1 = / % + % olarak secilirse,
1 1

|Bn,m(f;x;}/) —f(x,y)| < ;W f; H+E

esitsizligi elde edilir. Bu da kanit1 tamamlar.

4.2 BERNSTEIN- CHLODOWSKY POLINOMLARININ YAKLASIM HIZI
Teorem4.2.1

f, tim R de siirekli ve

If )] < Mp(1+x?)

kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. A > 0 i¢in wy,4(f,8), [0,1 + A] araliginda f

fonksiyonunun siireklilik modiilii olsun. Bu durumda [0, A] araliginda
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b,

esitsizligini saglayan n den bagimsiz pozitif bir Cr sabiti vardir(Gadjiev 1998).
Kamt

x € [0, A] olmak iizere
Ey ={k:2by 2 1+ A} ve E, = {k:2b, < 1+ A}

kimeleri tanimlansin.

1B (f ) = FG0)] = z FE)DE) (-2) -

k=0

) ,Z [ Gitn) - r 0] () (bi)" (1- bﬁ)k
- k; [f (%bn) - f(x)] (Z) (bin)k (1 ~ %)n—k
+ kEZE:Z [f (%bn> —f(x)] (Z) (%)" (1 ~ ;—n)n_k

< 2o -l QG (-5)"
+ 21 Geen) -1l (VG (-5)"

kEE,

olarak yazilabilir.

o= 2l Gon)-r@l Q)G (-5

kEE,

o= 3 bl Q) (-2)

kEE,
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olarak tamimlansin. t,, Ve s, ifadeleri ayr1 ayr1 goz oniine alinirsa; k € E; ve x € [0, A] igin

|f (x)] < Mp(1 + x?) esitsizliginden

() - s <y (2 (5n) +22)

2
<M (Eb —x) +2x(kb —x)+2(1+x2)l
= Mf n n n n

elde edilir.E; ve E,’ nin tanimindan |§bn — x| > 1 esitsizligi kullanilarak

I (Eb.) - ro| < 2y (S —x) 64 2427

k 2
< 2M;(A + 2)? (Ebn 2 x)

olur. Burada B = 2My (A + 2)? seklinde tanimlanirsa

2

() s s om

esitsizligi elde edilir. Boylece

esitsizligi gecerlidir. lim,, 4, %" = 0 oldugundan yeterince biiyiik n degerleri i¢in

bn o [on
n n

esitsizligi dogrudur. Siireklilik modiiliiniin 6zelliklerinden
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b b b 1 b
Cr ’TnSW1+A f /Xn = ’%SC_fWHA f f
BA

olacak sekilde f fonksiyonuna bagli C; > 0 sayisi vardir. O halde M = - olmak iizere
f

(2.11) esitliginden

bn,
th < Mwiig» f' ? (4'8)

esitsizligi gecerlidir.

k € E; ve x € [0, A] i¢in siireklilik modiiliiniin 6zellikleri kullanilarak
k K
|7 Gin) = FG0| = it (|5 bn — )

1|k
< Wf1+A(6n) [1 +5— Ebn - XH
n

esitsizligi yazilabilir. Cauchy- Schwartz esitsizligi yardimiyla

n
g b (D) (-5
6 it " *I\k) \b, b,

Sp < Wi4a(6y)

o ;
sty 2 -IQE) (-5)"

1 [x(b, —x)
< wi14(6,) 1+5_n /nT

1 b
< wya(6n) |1 +5_n\/z\/;

olarak bulunur. Burada é,, = Jb;” ve K = 1 + VA secimleriyle
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by
Sn < Kwigal f, o (4.9)

esitsizligi elde edilir. Bu durumda (4.8) ve (4.9) ifadelerinden C; = M + K olarak alinirsa

by
B3 (F32) = FCOI < Crwraa | £, j;

esitsizligine ulasilir. Bu ise istenen esitsizliktir.
Teorem 4.2.2

A > 1 olmak tizere w(f; 8,), f fonksiyonunun [0, A] araligi tizerinde tanimli tam siireklilik
modiilii olsun. D, Tanim 2.4.1 de verilen bolge olmak iizere f € C (l\);) fonksiyonu [0, A]

araligi lizerinde, yeterince biiylik n ler i¢in

bn m
Bym(fi%,%) — f(x,y)| < 34wy f:j; +W2<f;\/%>

esitsizligini saglar(lzgi and Buyukyazici 2006).

Kanit

x,y € [0, A] olmak lizere

B -1 =Y [ CobwLen) - rem).
k=0 j=0

WG G (-2 (-2

esitligi gecerlidir. Mutlak degere gecilerek
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By (f3%,7) — f(x,9)|

n m
k. j
SZZ’f(zbwaCm)
k=0 j=0

<> 3w (ke DD ) (-0 (-2
* i i < (f ‘ |§bn 3 x|) (Z) (T) (bi,)k %)J (1 r biﬂ)”"‘ (1 ~ % >m—j

bulunur. Toplamin ilk terimi ¥, (x,y), ikinci terimi olan ifade ise ,(x,y) olarak

=
1l
(=)
-
Il

o

P, (x,y) = Z}im (f; %bn - x|) (:) (’]”) (%)" (%), (1 —bin)n_k (1 —%>m_j
Y kDG (-3 LR (-5
Sl O ()"

esitligine ulasilir. x,t € [0,A] ve A > 1 oldugundan siireklilik modiilii 6zelliklerinden ve

Cauchy- Schwarz esitsizligi kullanilarak

Y1 (x,y) < wi(f;6,) {1 +_

Y1(x,y) < wy(f; 6, 5, n
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1 |Ab,
Swl(f;6n) 1+5_ T
n

elde edilir. Burada §,, = \/% olarak segilirse,

by
Y1, y) <wy f,\/; {1+\/Z}

by
<24wi(f; | (4.10)

esitsizligine ulasilir. Diger taraftan siireklilik modiilii 6zellikleri kullanilarak ., (x,y) ifadesi

v =3 S ol O ) 050~

coarofio 2SS B AN ) -0 -2

st S OG) (-2 S 106 -2
B ORS00SR -2
SO0 E0R) -2

< w,(f;8,) {1 + %23/}

esitsizligi elde edilir. y € [0, A] oldugundan,
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1
Yo (x, ) < wy(f; 6im) {1 + 5—2A}

m

esitsizligi saglanmis olur. Yeterince biiyiikk m ler i¢in &, = ’%m olarak secilirse;

Y2(x,y) < 34w, <f: J%) (4.11)

ifadesine ulasilir. (4.10) ve (4.11) esitsizliklerinden

bn m
Bim(f%,9) = f(x,9)] < 24w, f:\/; + 34w, (f:J%)

elde edilir. Dolayisiyla

Wy f;\/% +W2<f;\/%><2AW1 f;j% +3Aw2<f;\/%>
< 3A|w, f;\/a—n +W2<f;\/%>

oldugundan

b, m
Brin(f;2,3) — (6, 3)| < 34 |wy f;g +W2<f;J%>

sonucuna ulagsilir.

Teorem 4.2.3

x,y,z € [0,A] ve Tanim 2.5.1 de tanimlanan By, (f; x,y,z) polinomu yeterince bilyik n

ler icin

Bimr(f;%,9,2) = f(x,,2)| < 2A(w1(f, 8,) + wa(f, 8m) + w3 (£, 6,))

esitsizligini saglar(Izgi and Buyukyazici 2006).
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Kanit

Polinomun tanimindan

G

()

(x
bn

o

)

—.
I
o

~
Il
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30 S (e ) DG -2 ) 6
2@ -

= ll)l(x,y,z) + l/)z(x,y,z)+l/)3(x,y,z)

bulunur. Her biri ayr1 ayr1 hesaplanirsa ilk olarak ¥, (x, y, z) igin

Lo =)D OG) (-2 () (1

111



bulunur. x € [0,A] ve A > 1 olmak lizere t = Sbn alinirsa

F(©) = FEl < wilf,82) (1+57)

oldugundan Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanarak;

P1(x,y,2) < wi(f, 8,) 1+5_1n Z( bn —x) )(z?)k(
k=0
< wy(f,82) {1 6i x(bnn— x)

fb o
bulunur. Burada 6,, = 7” segilirse;

Yi1(x,y,z) <w; f,\/% {1+\/Z}
by,
< 24w, f,\/;

olacaktir. Benzer sekilde ¥, (x, y, z) igin de
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k=0 j=0
=Yl ) (E) (-2

esitligi gecerlidir. y € [0, A] ve A > 1 olmak lizere t = #cm alinirsa yeterince biiyiik n ler

i¢in
F(©) = FD < wo(f, 8) (14152

esitsizligi gecerli oldugundan Cauchy-Schwarz esitsizliginden;

1/2

batx D 2wt 1+ 2| (Lo ) (M) () (1-2)

Sm - J Cm Cm
j=0

1 /y(cm—y)
SWz(f,5m){1+a T

< 5 L 1 [yc
< wy(f, m){ +a 7}

s

bulunur. Burada 6,,, = ’%m olarak secilirse;

3

&)
39

Sw,(f,0m) 1+

m

l/)z(x,y,Z)SW2<f, — {1+ V4}

3 9]
SN—
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< 24w, (f, \/%)

esitsizligi yazilabilir. Son olarak s (x, y, z) i¢in

bulunur. A > 1 olmak tlizere z,t € [0,4] i¢gin t = %dr alinirsa

lf () — f(@)| < ws(f,6,) (1 n It;l)

yazilabileceginden Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak;

1
Ys3(x,y,2) < ws(f,6;) {1 +—=

< ws(f,5,) 1_|_i z(dy — 2)
= M S, r
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<wy(f,6) 11 %f
/ =

elde edilir. Burada 6, = \/% segilirse;

/dr
Y3y, 2) Sws | f, | |{1+ V4]
/dr
< 2Aws| f, v

esitsizligine ulasilir. Dolayisiyla

<ws(f,8)41

sn|~

|Bimr (5,3, 2) = f(x, 3, 2)| < 24(w1(f, 8,) + wa(f, 8m) + w3(f, 6,))
esitsizligi gecerli olup boylece kanit tamamlanmis olur.

4.3 g- BERNSTEIN POLINOMLARININ YAKLASIM HIZI

Teorem 4.3.1

0<q<1, lim,,,q=1, lim,,,q" =c (c# 1) olmak iizere f € C[0,1] i¢in Tanim

3.1.1 de verilen g —Bernstein polinomlarinin siireklilik modiilityle yaklasim hizi

3 1
1803 0520 = o < 3w fi=)

nlg
olarak hesaplanir(Philips 1996).
Kamt
Kanit Popoviciu teknigi ile yapilacaktir(Popoviciu 1935).

Polinomun tanimindan 0 < x < 1 i¢in
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n n—-k—1
[k
Bn(f;q;x)=Zf( ]q)[k H(l—q x),
k=0 s=
oldugundan
n—k-1

B,(1;q;x) = z [:]qu 1—[ (1-¢°x)
k=0 s=0

esitligi gecerlidir. Dolayisiyla dogrusalliktan

1B, (f; q; x) — f(x)]

n n—-k-1 n—-k-1
[ )0 Tla-wo-roy ] [ Ja-e
k=0
n n—-k-1
=;<f<%>—f(x)>[n A, x"l_[(l ¢°x)

elde edilir. Burada

[n]q!

k
[;:;I;EH;EEZO,x =0 ve

n—-k—1
1_[ (1-¢°x)=0
s=0

esitsizlikleri yardimiyla liggen esitsizligi de kullanilarak

n n—-k—1

k]
Balfi ) = f( < ) fGn ) fx )‘ 5 ]_[ 1-¢) (412

k=0
bulunur. Siireklilik modiilii 6zelliklerinden;

)
‘f<[n]q fO) =

esitsizligi gecerlidir. Bu sonu¢ (4.12) de yerine yazilarak dogrusal pozitif operatorlerin

+1 |w(f;6)

monotonlugu kullanilirsa
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k=

n [T nk-1
- [n] [n]g! S
IBalfs ) = fOO) < Z( > WU g | | @

[klq

n n__ ‘ [Tl]q! kn—k—l L
kZ WU G T ]—[ (1- %)
| [Tl]q! kn—k—l ]
+Zw(f'6)[n—k]q![k]q!x [[a-em
k=0 s=0
bulunur. Yani
1B (f5q; %) — f ()
PRl l3R e T
<W(f"”{6kz=0 P Iy M O i
n n—-k—-1
[n],! . .
+kzzo[n—k]q![k]q!x 11 (1-q x)}
n n—-k-1
1 k !
:W(f;(?){gz {n}q [n [kn]] xk 1_[ (1-¢°x) + B,(1;q; x)}
k=o' 1 s=0
olup agikca
|Bo(f; q; %) — f (X))
1 n [k]q kn k-1
<w(f;6) Ez ] - TX 1_[ 1—-g°x)+1 (4.13)
k=o' 1 $=0
esitsizligi gecerlidir. (4.13) de
n [k] n—-k—1
— a _ _
T—;)[n]q "g(l q°x)
tanimlamasi yapilirsa
1/2
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1/2

n [Tl]q! n—-k—-1 ]
(Z [n— k]! [k]q!xk H (1-q ")>

k=0 5=0
n [n] | n—k-1 1/2
Y aeme [[ o)
: x q°x)
<k=0 [n — klg! [k],! 11
elde edilir. Buradan
ke 1/2
T < <zn: <[k]q >2 (]! knﬁl(l s )) B,(1;q; %)
< — =X X - q°x ;G X
= [n], [n— k]g! [k]g! . "
esitsizligi yazilabileceginden
k- 1/2
. (i([qu > e T (e
< — =X X - q°x
e, [n], [n —klg![k]g! 1)
bulunur. Bu sonug (4.13) de yerine yazilirsa
1B (f5q;%) — f ()
n n—-k-1

1 [k] 0 [nly! ;
<w(f;0) g(é(ﬁ—g& [n—k]qq![k]q!Xk (1-g¢ x)) +1

s=0

esitsizligi gecerli olur. Diger taraftan

CTH C. PRI

[, "z T,

esitligi kullanilarak
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|Bn(f; q; x) — f(x)]
(1

2~ “Tnl,

1/2

| n—k—-1
”2) [n—[kn]]qq! i, [[a “’S")> * 1}

s=0

=wif;d) {% (Ba(t2 ¢; %) — 2xBy (6 4 %) + x2B, (1,45 0) 7 + 1}

bulunur. Boylece

B 1/2
|B.(f; ¢;x) — fF (Ol < w(f; 5){ ( x x)—Zx.x—i-xZ.l) +1}

[n]q
oo (552)
q

olacaktir. x € [0,1] i¢in

max {(x(l - x))l/z} %

0=x=<1

esitliginden kolayca

1B (f5 @; %) = f () llcro,1) < w(f; ){5J_; }

__ve q = qn secimiyle

esitsizligi elde edilir. Burada § = T
q
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3 1
IB.(f; ;%) — f()llcpo,g < EW (f, )

[n]q
bulunur. Bu ise kanit1 tamamlar.

Teorem4.3.2 de verilecek olan yaklasim hizi hesabr icin f:1?2 - R ve (8;,5,) € R? olmak

uzere

W(61!62) = Sup{lf(x;:)’) _f(x,)y,)l (X;Y) € 12) (x’,y’) € 12,|x—x'| < 811 |y_y,|
<6}

seklinde taniml stireklilik modiilii tanimi kullanilacaktir. Ag¢ik¢a w(8;, §,) monoton artan bir

fonksiyondur.
Teorem 4.3.2

f:1?> > R ye tanimli bir fonksiyon olsun. Siireklilik modiilii w(f; 8;, 8,) kullanilarak Tanim

3.2.1 de verilen iki degiskenli g- Bernstein polinomunun yaklagim hiz1 i¢in

9 1 1
Bnm - — ’
I50nth =11 = 3w (o o)

esitsizligi gecerlidir(Barbosu 1999).
Kamt

Polinomun tanimindan

|Bron, (f5 1, q25 %, ¥) — f(x, 7))

ny Ny

[k, [kalg, .
- kz kz <f ([fi]Z | [ZZ) IR )> ), L] =
ny—ki;—-1 ny—k,—1
[ a-a [] -
s1=0 S,=0

SENIPRLAR 1 [
= kz kz / <[:12[:]Z> ~re| ][], #r
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ni—k,;—-1 ny—k,—1
] a-aw [ a-a) (4.14)
S,=0

Sl=0

yazilabilir. Stireklilik modiiliiniin monotonlugundan

[kl]ql [kz]qz [kz]qz
dl < 1)

,—>—f(x,y)
kq a1 1
(nﬂql ‘J ”‘h“)(‘ ‘J"Z “) < T ]q) (1)

olacaktir. (4.15) esitsizligi (4.14)’ da yerine yazilir ve

K= W( >
[Tl1 q1 le q:

LA ‘
ENP

Tll—kl—l

kl] xk1 1_[ (1—q;'x)+1 |
L s1=0

q1

ny [k ] ny—k,—1
n
n2lg, ). 1 kz] e [ a-aw)+1
k=0 214z 2 az S2=0

tanimlamasi yapilirsa

|Bryn, (3 41,425 %,9) = f(e, )| < K
esitsizligi elde edilir. Burada Cauchy- Schwarz esitsizligi kullanilirsa
ni—ky—1 2

ST )
(e A N

1= $1=

S1=0 51=0

n, —ky—1 1/2 I o 2
Z%‘ ‘( | 1_[ (1-a; ) ( ] 1—[ (- )
(3 (et il T e (S0, T 0

k1=0 s1=0

= {Bnl(ezi q1; %) — ZXBn1(91J q1;x) + szn1 (eos ‘hix)}Bnl (e0; q1; %)
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x(1—x)

[n1]q

2 —2x% 4+ x?

_x(l—x) 1

[nl]q B 4[”1]q

esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde
np —kz -1

k2=0 S2=0

ny n, —kz -1

2

2=

S,=0

kz =0

< ([kala, 2 :
z (le—]zz—y) Zz]qzy"z 1—[ (1-gq;

%_y‘ ([quzykz 1_[ (1-q5%y)

(4.16)

2

y) | =

1/2 ny—ly—1 1/2\ 2
n;

) (k] e [ <>)
2%q,

ny ny—ky—1
o & (Beo) il T e

)(i RESIL >)

S,=0

= {Bn,(e2;q2;¥) — 2xBy,(e1;q2; ) + ¥?Bn, (e0; q2; ¥) }Bn, (€0; 423 )

yd-y)
y (2], y-ry

_ya-y _ 1
[nZ]q B 4’[nz]q

(4.17)

olacaktir. (4.16) ve (4.17) degerleri K da yerine yazilirsa

|Bron, (f; 1, G2 %, ¥) — f(x, 7))

< < 1 1
="\, Tz,

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.
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4.4 q -BERNSTEIN -CHLDOWSKY POLINOMLARININ YAKLASIM
OZELLIKLERI

Teorem4.4.1

f € C[0, ) fonksiyon olsun. Siireklilik modiilii w(f; &) kullanilarak Tanim 3.3.1. de verilen
tek degiskenli - Bernstein- Chldowsky polinomunun yaklasim hizi igin

x(b, — x)

[n] dn

BI(f; qns x) — f(0)| < 2w | f,

esitsizligi gecerlidir(Karsli and Gupta 2008).
Kanit

Tanim 3.3.1 de verilen E’,‘{" (f; qn; x) kullanilarak

1B (f; qus %) — F ()| =

s=0
. " , nok=1
S s (e
s, o
Skzzo qn8 +1W(f6)[k ( > Q(l—qnb)
n , k=1
= w(f,5) Z) B . (:—n) || (1-a1)
n n—k-1
W(];’(S)Z E‘jqn b, — [Z (;C_n)k (1—qns:_n)
= Il an 1 $=0
n ) n—k—1 1/2
= w(f,8) + 240 {,Z:O (E‘jzn by - x) . (bin)k :0 (1- qnsi)}
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. 42D [ =)

6 (a4,

Eger § = x([fl’]“_x) segilirse,
an

|Bi(f; qus x) — f(0)] < 2w| f,

esitligi elde edilir.
Teorem 4.4.2

Teorem 3.4.1°de tanimli olan E,?f;;ﬁm (f;x,y) iki degiskeli g-Bernstein-Chldowsky polinomu

i¢in stireklilik modiilii;

f € C(Dgp) olsun,

- ° 3
BInam . 0 ) — £, )| < 2|w®| £; la— |+ w@ | £ [p L
| . Fey g | ! [n]Qn 4 [m]CIm
|BInIn(fix,9) — £ y)| < 2w f a4 b b
, [n]qn [m]qm
esitsizlikleri gegerlidir(Buyukyazici 2009).
Kanit
nq ni—k,;—-1
n
Brasn =y [ o ] a-a0)=1
k=0 a1 5,20
ve
n; ny—ky—1
Y (feg. +v) = ny Ky S5\
an(f,CIzu}/)— k y (1_q2 y)_l
k,=0 27q, 5,=0

esitlikleri kullanilacaktir.

124



Blntm(f;x,y) — f(x,¥)

= {r (e gz s, 7] () G

N (Ka, Uy, )_ <[k1qn ) <[k1qn )
- Z Z {f ([n]qn an» [m] Bm f [n]qn an'y + f [n]qn an'y

dm

0 G G

W0 @) G

[klq,,
f an y|=fxy)

|, 17 ) ()
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22w e =), [ G ()
n—k-1 m—j-1 y
(1-a2 ) H (1-a5)

= d;(x,y) + Po(x,y)

@, (x,y) ele alinirsa Teorem 3.4.1°den ve stireklilik modiilii 6zelliklerinden

wien= 2 2 (i), 1, G G
n—k-1 . m—j—1 ,
SDO (1—q,ila—n) 521_:[0 (1 —qf;ﬁm)

- ij(” (f; ‘[[Tjrg]q; Brm = yD [7]% (é)] 5211 (1 ~ %)

j=

Cauchy -Schwarz esitsizligini kullanarak

m m—j-1

> (=) 7], G 11 -

Teorem 3.4.1 kullanilarak ve kareyi genisletilerek

1
D, (x,y) SwA (8,01 +—
Om

®;(x,y) S wA(f; ) 14 L PBm=y)

Smy  [mlg,,

1 B
<w®;6,)41+— [b—

_ Bm o
Om= |b Tl secilirse
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Bm

D,(x,y) <2w@| £ |b
1( )’) f [m]qm

esitsizligi elde edilir.

Ayni sekilde

an

[Tl] An

O,(x,y) < 2wV | £ |a

esitsizliginide elde edilir.

Teorem 4.4.3

Her f € Dy olsun. Tanim 3.6.1 de verilen B,f’,‘nq;" I (f;x,y,2) polinomu i¢in asagidaki

esitsizlikler saglanir.

a) |Bg%q;nqr(f;x,y,z)—f(x,y,z)l S3[W1 <f, [aan>+W2 f; b[;’m < F)l

b) [Bimr " (fi %3, 2) = £ y,z>|S3W<f:J[Z“J v 2=+ [ )

lgn

5 (M) -5 () - 3 ()

bu esitlikleri kullanarak ng,‘,’g;"’qr (f;x,v,2) ve f(x,y, z) arasindaki fark hesaplanir.

Bgr;nQ:lQr(f;x,y’Z) _f(X»J’»Z)

5SS (e b))

=0 j=0 Il=
" 2 k-1 X m-j-1 Ly r—l-1 .z
310G G 6 T Gad) T (-aig) [T (-a5)
$1=0 52=0 53=0
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e e

sonra

B‘rcll,r‘rlil‘tc,l‘;n'qr(f; ny'Z) - f(X,y,Z)l <

k=0j=0 =0 [nlq am  Tlg
n—k-1 m—j-1 i
0.0 0L T 6w T 6 e T 6o

LI, & @@ T - T 6-e D) T] (-

00, G GG T

0,00, 0,6 @6
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+i§ W3<f; [[i]]qr)’r_z)
k=0 j=0 1=0 ar
K PR  nok-1 x m—j-1 . r—i-1 ..z
10,6 @@ T e T e TT6-eD

= Iva(ny'Z) +1,51(x,y,z) + ¢v3(xiyﬂz)

Onerme 3.4.1 (i) ve siireklilik modiilii 6zelliklerinden

P, (x,,2) =ZZ W2<f} [[:n]]qm Bm—yD-
q

r

k=0 j=0 =0
n-k-1 m-j-1 r-1-1
1,010, @ T 6w T 6w T 60D
oldugunu biliniyor.
¢ ] m vV T y
:,-ZOWZ (f ’[m]q:nﬁm—y‘)[j p (7) [] (1-ai )

Karesi alinmis terimler genisletilerek ve Lemma2.2(i)(iii)(v) kullanarak

l.bz(x v, Z) < Wz(f 5m) {1 +_ y(ﬁm y)}

6m | [mlg,

| 1 [
SWZ(f,(sm){l'Fa m}

bBm

olur. Burada §,,, = ]
qm

secilirse
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bfim

lpZ(x'y)Z) < 3W2 f'

[m]Qm
bulunur. Benzer sekilde
. aa
(x,y,2) <3wq | f; |[—=—
lpl y 1 f [n]qn

ve

Ps(x,v,2) < 3ws ( f; [:]y ) esitsizliklerini elde edilir.
qr

A == max {a, b, c} tanimlanirsa

|Bn,m,r(f; XY, Z) - f(xr Y Z)l < 3A(W1(f' 671) + Wz(f' Sm) + W3(f' 61‘))
elde edilir.
4.5 NUMERIK HESAPLAMALAR

Asagidaki ornekte Tanim 2.5.1 te verilen ii¢ degiskenli Bernstein Chlodowsky polinomlari

i¢cin hata hesab1 verilmistir.
Ornek 4.5.1 f( ) = X472 g0 nksiyonunun
rnek 4.5.1 f(x,y,2) = 57— y

b, =vn, ¢, = V¥m, d, = Vr + 1 igin hata paymin hesaplanmas1 verilmistir.
Asagida hata hesabina dair bir program ¢iktist 6rnegi verilmistir.

> restart;

f:=(x,y,2z)->((x*2)+(y*2)+(2z"2) )/ (2+exp (7)) :

n:=1 : m:=1 : r:=1:

for i from 1 to 9 do

n:=10*n; m:=10*m; r:=10*r;

beta (n) :=sqrt(n) :

130



beta (m) :=surd (m,3) :

beta (r) :=surd(r,4)+1:

delta(n) :=evalf (simplify (sqrt (beta(n)/n))) ;
delta (m) :=evalf (simplify (sqrt (beta(m)/m))) ;
delta(r) :=evalf (simplify (sqrt (beta(zr)/r))) ;

omegal (f,delta(n)) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (f (x+h,y
+h,z+h)-f(x,y,z))) ,x=0..1,y=0..1,2z=0..1,h=0..delta(n)))):

omega2 (f,delta(m)) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (f (x+h,y
+h,z+h)-f(x,y,z))) ,x=0..1,y=0..1,2z=0..1,h=0..delta(m)))):

omega3 (f,delta(r)) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (f (x+h,y
+h,z+h)-f(x,y,z))) ,x=0..1,y=0..1,2z=0..1,h=0..delta(r)))):

errorB:=2* (omegal (f,delta (n) ) +tomega2 (f,delta (m) ) tomega3 (f,delt
a(r)));

end do;
n:=10
m:=10
r=10
B(10) =10

B(10) :==10'"3
B(10) :==10"4+1
§(10) =0.5270938636
8(10) :=0.5270938636
8(10) :=0.5270938636
oI (f,0.5270938636) :=0.003637289640
w2(f,0.5270938636) :=0.003637289640

@3(f,0.5270938636) :=0.003637289640
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errorB :=0.02182373784

n =100

m =100

r:=100
B(100) :=10

B(100) :=10>"3
B(100) ==y 10 +1

8(100) :=0.2040166086

8(100) :=0.2040166086

8(100) :=0.2040166086
ol (f,0.2040166086) :=0.001227860248
@2(f,0.2040166086) = 0.001227860248
w3(f,0.2040166086) = 0.001227860248

errorB :=0.007367161488

n :=1000
m = 1000
r:=1000

B(1000) =10 10
B(1000) =10
B(1000) :=10°"4+1
8(1000) :=0.08138435508
8(1000) :=0.08138435508

§(1000) :=0.08138435508
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I (f,0.08138435508) :=0.0004625532795
@2(f,0.08138435508) :=0.0004625532795
@3(f,0.08138435508) :=0.0004625532795

errorB :=0.002775319677

n :=10000
m := 10000
r:= 10000

B(10000) := 100
B(10000) :=1010'"3
B(10000) =11
8(10000) :=0.03316624790
8(10000) :=0.03316624790
8(10000) :=0.03316624790
wI(£,0.03316624790) = 0.0001841356106
w2(£,0.03316624790) :=0.0001841356106
w3(£,0.03316624790) :=0.0001841356106

errorB :=0.001104813664

n :=100000
m := 100000
r:= 100000

B(100000) := 100/ 10
B(100000) :=1010%"3

B(100000) := 10104 +1

133



5(100000) :=0.01370503342

5(100000) :=0.01370503342

6(100000) :=0.01370503342

I(f,0.01370503342) :=0.00007536062762

@2(f,0.01370503342) :=0.00007536062762

@3(f,0.01370503342) :=0.00007536062762

errorB :=0.0004521637656

n := 1000000
m := 1000000
r:= 1000000

B(1000000) := 1000
B(1000000) := 100
B(1000000) := 1010 +1
8(1000000) == 0.005711635195
8(1000000) == 0.005711635195
8(1000000) == 0.005711635195
ol(f,0.005711635195) :=0.00003128221576
®2(f,0.005711635195) == 0.00003128221576
®3(f£,0.005711635195) :=0.00003128221576

errorB :=0.0001876932945

n :=10000000
m := 10000000
7 :=10000000
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B(10000000) :=1000+/ 10
B(10000000) := 10010'/3
B(10000000) :=1010*'4+1
8(10000000) :=0.002392365618
8(10000000) :=0.002392365618
8(10000000) :=0.002392365618
ol (£,0.002392365618) :=0.00001308113071
w2(f,0.002392365618) :=0.00001308113071
w3(f,0.002392365618) :=0.00001308113071
errorB = 0.00007848678426
n == 100000000
m := 100000000
»:= 100000000
B(100000000) := 10000
B(100000000) := 100 10>'3
B(100000000) := 101
8(100000000) := 0.001004987562
8(100000000) := 0.001004987562
§(100000000) := 0.001004987562
ol (£,0.001004987562) := 0.000005491328316
w2(£,0.001004987562) := 0.000005491328316
w3(£,0.001004987562) :=0.000005491328316

errorB :=0.00003294796989
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n = 1000000000
m := 1000000000
7= 1000000000
B(1000000000) := 10000~/ 10
B(1000000000) := 1000
B(1000000000) := 100 10'/#+1
8(1000000000) := 0.0004228805280
8(1000000000) :=0.0004228805280
8(1000000000) :=0.0004228805280
ol (f,0.0004228805280) := 0.000002309979116
@2(f,0.0004228805280) := 0.000002309979116
@3( £, 0.0004228805280) := 0.000002309979116

errorB :=0.00001385987470

=
3
=

f(x,y,z) fonksiyonun tam siireklilik modiilii icin hata pay1

0.0218237378
102 0.0073671615
0.0027753196
10* 0.0011048136
0.0004521637
10° 0.0001876932
0.0000784867
108 0.0000329479
10° 0.0000138598

x%+y?+z2
2+exp (7)

Tablo4.1 f(x,y,z) =

fonksiyonunun hata hesab.

Asagida ki 6rnekte Tanim 3.6.1 de verilen ii¢ degiskenli q-Bernstein Chlodowsky polinomlari

i¢in hata hesab1 verilmistir
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24077 fonksiyonunun @, = Vi, Bm = ¥m, ¥, = Y7+ 1 ve

CMMMilfm%@=wi

q = 1 i¢in hata payinin hesaplanmasi verilmistir.
Asagida hata hesabina dair bir program c¢iktis1 6rnegi verilmistir.

> restart;
f:=(x,y,2z)->((x*y)+10-z)/(10) :q:=1:

n:=1 : m:=1 : r:=1:

for i from 1 to 9 do

n:=10*n; m:=10*m; r:=10*r;

beta (n) :=sqrt(n) :

beta (m) :=surd(m, 3) :

beta(r) :=surd(r,4)+1:nq:=(simplify(sum(g”o0,0=0..(n-1)))):
delta(n) :=evalf (simplify (sqgrt(beta(n)/nqg)));
delta (m) :=evalf (simplify (sqrt(beta(m)/nqg)));
delta(r) :=evalf (simplify (sqgrt(beta(r)/nqg)));

omegal (f,delta(n)) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (f (x+h,y
+h,z+h)-f(x,y,z))) ,x=0..1,y=0..1,2z=0..1,h=0..delta(n)))):

omega2 (f,delta(m)) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (f (x+h,y
+h,z+h)-f(x,y,z))) ,x=0..1,y=0..1,2z=0..1,h=0..delta(m)))):

omega3 (f,delta(r)) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (f (x+h,y
+h,z+h)-f(x,y,z))) ,x=0..1,y=0..1,2z=0..1,h=0..delta(r)))):

errorB:=3* (omegal (f,delta (n) ) +tomega2 (f,delta (m) ) +tomega3 (f,delt
a(r)));

end do;
n:=10
m:=10
r:=10
B(10) ==V10

137



B(10) :=10'"3
B(10) :=10"4+1
ng =10

8(10) :=0.5270938636

8(10) :=0.5270938636

8(10) :=0.5270938636
wl(£,0.5270938636) := 0.08049218046
w2(f,0.5270938636) :=0.08049218046
w3(f,0.5270938636) :=0.08049218046

errorB :=0.7244296242

n:=100

m:=100

r:=100
B(100) :=10

B(100) :=10>"3
B(100) ==y 10 +1
ng =100

8(100) :=0.2040166086

8(100) :=0.2040166086

3(100) :=0.2040166086
ol (f,0.2040166086) = 0.02456393852
®2(f,0.2040166086) = 0.02456393852

3(f,0.2040166086) :=0.02456393852
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errorB :=0.2210754467

n:=1000
m :=1000
r:=1000

B(1000) =10 10
B(1000) := 10
B(1000) :=10°'4+1
ng :=1000
8(1000) :=0.08138435508
8(1000) :=0.08138435508
8(1000) :=0.08138435508
wl (£, 0.08138435508) := 0.008800776837
w2(f,0.08138435508) := 0.008800776837
w3(f;0.08138435508) := 0.008800776837

errorB :=0.07920699153

n :=10000
m := 10000
r:= 10000

B(10000) == 100
B(10000) :=1010'"3
B(10000) =11
ng := 10000

5(10000) :=0.03316624790
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5(10000) :=0.03316624790

5(10000) :=0.03316624790

I(f,0.03316624790) :=0.003426624790

@2(f,0.03316624790) :=0.003426624790

@3(f,0.03316624790) :=0.003426624790

errorB :=0.03083962311

n :=100000
m := 100000
r:= 100000

B(100000) :=100+/10
B(100000) := 10 10>'3
B(100000) := 10104 +1
ng := 100000
8(100000) :=0.01370503342
§(100000) :=0.01370503342
§(100000) :=0.01370503342
wI(f,0.01370503342) :=0.001389286136
w2(£,0.01370503342) :=0.001389286136
w3(£,0.01370503342) = 0.001389286136

errorB :=0.01250357522

n := 1000000
m := 1000000
r:=1000000
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B(1000000) := 1000
B(1000000) = 100
B(1000000) := 1010 +1
ng :=1000000
8(1000000) :=0.005711635195
8(1000000) :=0.005711635195
8(1000000) :=0.005711635195
ol (f,0.005711635195) :=0.0005744257972
@2(£,0.005711635195) := 0.0005744257972
w3(£,0.005711635195) :=0.0005744257972
errorB :=0.005169832176
n == 10000000
m = 10000000
r == 10000000
B(10000000) :=1000+/ 10
B(10000000) :=10010'"3
B(10000000) :=1010°'4+1
ng := 10000000
8(10000000) :=0.002392365618
8(10000000) :=0.002392365618
8(10000000) :=0.002392365618
ol (f,0.002392365618) :=0.000239808903 1

@2(f,0.002392365618) :=0.0002398089031
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w3(£,0.002392365618) := 0.000239808903 1
errorB :=0.002158280128
n == 100000000
m := 100000000
r:= 100000000
B(100000000) := 10000
B(100000000) := 100 10>'3
B(100000000) := 101
ng := 100000000
8(100000000) :=0.001004987562
8(100000000) := 0.001004987562
8(100000000) := 0.001004987562
ol (£,0.001004987562) := 0.0001005997562
w2(£,0.001004987562) := 0.0001005997562
w3(£,0.001004987562) :=0.0001005997562
errorB :=0.0009053978058
n == 1000000000
m := 1000000000
r == 1000000000
B(1000000000) := 10000~/ 10
B(1000000000) := 1000
B(1000000000) :=100 10" 4 +1

ng := 1000000000
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5(1000000000) :=0.0004228805280

5(1000000000) :=0.0004228805280

8(1000000000) :=0.0004228805280

!(f,0.0004228805280) = 0.00004230593559

@2(f,0.0004228805280) :=0.00004230593559

@3(f,0.0004228805280) :=0.00004230593559

errorB :=0.0003807534204

f(x,y, z) fonksiyonun tam g-siireklilik modiilii icin hata pay1

0.2210754467

0.0308396231

0.0051698321

xy+10—-z
10

Tablo 4.2 f(x,y,z) =

fonksiyonunun hata hesab.
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SONUC

Bu tezde tek ve iki degiskenli fonksiyonlar i¢in Bernstein polinomlar: ile tek, iki ve ig

degiskenli Bernstein —Chlodowsky polinomlarinin yaklasim 6zellikleri incelenmistir.

Daha sonra bu polinomlarin q- versiyonlari verilerek yaklasim 6zellikleri ¢aligilmistir.

Son olarak Bernstein, Bernstein —Cholodowsky polinomlarinin ve bu polinomlarin q-
versiyonlarin yaklasim hizlar siireklilik modiilii ve agirlikl siireklilik modiilii yardimi ile

gosterilmistir.

Bu c¢alisma literatiirde yer alan operatorler igcin - genelleme ve bu operatérlerle ¢ok

degiskenli fonksiyonlara yaklagim calismasi yapacak arastirmacilara yol gosterici niteliktedir.
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