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T, p € R olmak iizere,

R (6 )} (P, ) = j £t + pR)da
R

integrallerinden f(x, y) fonsiyonunun bulunmasi probleminin yaklasik ¢6ziimii i¢in Cebirsel
Rekonstritksiyon Teknigi (ART-Algebraic Reconstruction Technique) arastirilmistir.
R{f(x,y)}(p,t) doniisiimii sismolojide 6nemli uygulamalara sahip olup, tau-p doniistimii
olarak adlandirilmaktadir. Tau-p doniisiimii ve Radon doniisimii arasindaki iliskiden
yararlanilarak bu doniistimlerin ayrik formlar1 arasindaki iliski ortaya konulmustur. Bu
problemlerin ayrik modellemesinden ortaya ¢ikan denklem sistemleri genellikle kotii-
sartlanmis ve biiyiik olgekli olup, bu calismada ortaya ¢ikan denklem sistemlerinin yaklasik
¢oziimi icin dizisel iteratif yontemlerden olan Kaczmarz, simetrik Kaczmarz ve rastgele
secimli Kaczmarz yontemleri kullanmilmistir. Ayrica yaklagik ¢éziim ve kesin ¢dziimiin
karsilastirilmasina yonelik 6rnekler verilmis, giiriiltii hatasinin yaklasik ¢6zlime etkisi ve yari-

yakinsama davranis1 gosterilmistir.
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Algebraic reconstruction technique (ART) has been investigated for the approximate solution

of the problem of finding the function f (x, y) from the integrals

RUF G0 )} (p,0) = f £t + pRdx,

where T, p € R. R{f (x,y)}(p, ) transform has important applications in seismology and is
called as tau-p transform. By using the relation between tau-p transform and Radon transform,
the relationship between the discrete form of these transforms is obtained. The system of
equations derived from the discrete models of these problems are often ill-conditioned and
large-scaled, and the Kaczmarz, symmetric Kaczmarz and randomized Kaczmarz methods,
which are sequential iterative methods, are used for approximating the solution of the resulting
equation systems. In addition, examples are given for comparing the approximate solution and
exact solution, and the effect of noise error to approximate solution and semi-convergence

behavior are shown.



ABSTRACT (continued)

Keywords: Radon Transform, Tau-p Transform, Algebraic Reconstruction Technique,

Kaczmarz Method, Sequential Iterative Method.

Science Code: 403.06.01

Vi



TESEKKUR

Tezin hazirlanmasi sirasinda bilgi ve tecriibelerini paylasan, her konuda benden ilgi, alaka ve
samimiyetini esirgemeyen pek degerli hocam Sayin Dog. Dr. Zekeriya USTAOGLU na sonsuz

tesekkiirlerimi sunarim.

Egitimim sirasinda beni yetistiren, lizerimde emegi gecen, dzveri ile bizlere bilgilerini aktaran

Zonguldak Biilent Ecevit Universitesi Matematik Boliimii hocalarina tesekkiirii borg bilirim.

Bu tez ¢alismam boyunca tesviklerini ve desteklerini esirgemeyen arkadaslarim Sercan GOC,
Doganay OZORUC, Burhan BAYKARA ve Melih TOLUNAY ’a tesekkiir ederim.

Son olarak beni bu giinlere getiren, beni yetistiren, hayatim boyunca desteklerini higbir zaman

esirgemeyen cok degerli aileme sonsuz tesekkiir ederim.

vii






ICINDEKILER

Sayfa

AN =1 U L P UURP S i
(074 3 AT iii
ABSTRACT ...ttt ettt sttt sttt en s et n et et en st s et st s s sn e v
TESEKKUR ..ottt es sttt sttt s st an et s s ansn e sneesnans vii
ICINDEKILER.........coiitetetiteecetee e es st et esesses et es st eae et s s st es st ses et en s ssassesssennsesntasans iX
SEKILLER DIZINT.....ooiiiiiiiceiiiteees et sn sttt en st snssanas s s s enenens Xi
(@) VA2 5(€) 2355523 5) 141111 (O Xiii
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI.......ccccceiiiiiiiiieeceeee e XV
BOLUM 1 GIRIS oottt ettt sttt et sn sttt s s et snssn e 1
1.1 TEZIN KAPSAMI VE ONEMI......coooiiiiiicieceeeeeceeeeeevee s 3
BOLUM 2 TAU-P DONUSUMU VE OZELLIKLERI .......covviviiiiieececceceeeveeeeeee e, 5
2.1 TAU-P DONUSUMUNUN OZELLIKLERT ......cocooviviiiiiiiiiicccee e 8
2.1.1 Tirevlerin Tau-p DONUSTMIL.......veiviriiiiiiiiieii e 10
2.1.2 Tau-p DOontigimunin TUIEVIETT......ccvvrvirieeiiiiciiee s 11

2.2 AYRIK TAU-P DONUSUMU.......cooiiiiiieieteieieeeee et esas s s 11
2.2.1 En Yakin Komsu YaKIasimiI .......ccociuiiiiiiiiiiieiiii e 12
2.2.2 Lineer INterpolaSyOn ........ccvveiviviveiiiisiiere ettt 13

2.3 TAU-P VE RADON DONUSUMU ARASINDA TLISKI.......cooveviieiceeeeeecs 13
2.4 REKONSTRUKSIYON PROBLEMI VE AYRIK FORMU.......cccooeevevrierererirrceans 15
2.4.1 Rekonstriiksiyon Probleminin Direkt Ayrik Formu ..........ccoocovviiiiiiiiciiciiic, 18
2.4.2 Rekonstriiksiyon Probleminin Radon Doniisiimii Yoluyla Ayrik Formu................ 18
BOLUM 3 CEBIRSEL REKONSTRUKSIYON TEKNIKLERI (ART) ....cccccevvvvcrriererrenne, 21



ICINDEKILER (devam ediyor)

Sayfa

3.1 KLASIK KACZMARZ YONTEMI ... e seesnaens 23
3.1.1 Gevseme (Relaxation) Parametreli Kaczmarz YOntemi........c.coceceeevveenvineeneninenene. 26

3.2 KACZMARZ YONTEMININ CESITLERI ....cooioiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 27
3.2.1 Simetrik KaCZmarzZ Y OITEIMI ....cecuveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e et e eeeeeeee e et esereeeseeesereesaeeeseneesane 27
3.2.2 Rastgele Secimli Kaczmarz YONtemM ........ccvvviiiiiiiiiiiieiiccsece e 28

B B Y AKIN S ALK oottt e e e e e e e e e e e e e e e e e e eenaaa s 29
BA Y ARIFY AKINSAKLIK ..ottt ettt ettt eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeerereeeeeeeens 34
BOLUM 4 TAU-P DONUSUMUNUN TERSI ICIN ART UYGULAMALARI................... 37
ALY N A L AR .ttt ettt 53
(07461 21 @11, 1 3OO 55



SEKILLER DiZiNi

No Sayfa
Sekil 2.1 A matrisinin i. satir elemanlarinin tanimlanmasl. ...........ccoveeiveeeieeiieccee e 17
Sekil 3.1 Kaczmarz YaKIagimi. .......cocueiiiiiiieiie e 25
Sekil 3.2 Dik dogrular icin Kaczmarz yaklasimi. ........cccccoviiiiiiiiiiiin e 26
Sekil 3.3 Gevseme parametresinin projeksiyonlara etkisi. ..........cccovieriiiinieniniiicieee 26
Sekil 3.4 Simetrik Kaczmarz yaKlagimi. ..o 27
Sekil 4.1 f fonksiyonunun grafigi (Ornek 4.0.1). .....ccocoeeerirereiiierieeeseee e 38
Sekil 4.2 Giiriiltiisiiz veri ile rekonstriiksiyon igin relatif hata (Ornek 4.0.1). .......ccccevevunesee. 39
Sekil 4.3 Giiriiltiilii veri (%) ile rekonstriiksiyon icin relatif hata (Ornek 4.0.1). ................. 39
Sekil 4.4 Giiriiltiilii veri (%3) ile rekonstriiksiyon i¢in relatif hata (Ornek 4.0.1). ................. 40
Sekil 4.5 Giiriiltiilii veri (%5) ile rekonstriiksiyon icin relatif hata (Ornek 4.0.1). ................. 40
Sekil 4.6 Giiriiltiisiiz veri ile rekonstriiksiyon; Iterasyon say1s1=3 (Ornek 4.0.1). ......c........... 42
Sekil 4.7 Giiriiltiisiiz veri ile rekonstriiksiyon; Iterasyon say1s1=50 (Ornek 4.0.1). ................ 42
Sekil 4.8 Minimum relatif hata durumunda giirtltili veri (%1) ile rekonstriiksiyon

(OINEK 4.0 1) ettt b e bbbt 43
Sekil 4.9 Giiriiltiilii veri (%) ile rekonstriiksiyon; Iterasyon say1s1=50 (Ornek 4.0.1). ......... 43
Sekil 4.10 Minimum relatif hata durumunda giiriltilii veri (%3) ile rekonstriiksiyon

(OINEK 4.0 1) ettt bttt et bbb re e e e enees 44
Sekil 4.11 Giiriiltiilii veri (%3) ile rekonstriiksiyon; iterasyon say1s1=50 (Ornek 4.0.1). ....... 44
Sekil 4.12 Minimum relatif hata durumunda giiriltili veri (%5) ile rekonstriiksiyon

(OINEK 4.0.1) e 45
Sekil 4.13 Giiriiltiilii veri (%5) ile rekonstriiksiyon; Iterasyon say1si=50 (Ornek 4.0.1). ....... 45
Sekil 4.14 f fonksiyonunun grafigi (Ornek 4.0.2). ......ccccoeviivirievereisiieeciee e 46
Sekil 4.15 Giiriiltiisiiz veri ile rekonstriiksiyon igin relatif hata (Ornek 4.0.2). .....c.ccccoevuneee. 47

Xi



SEKILLER DiZIiNi (devam ediyor)

No Sayfa
Sekil 4.16 Giiriiltiilii veri (%]1) ile rekonstriiksiyon i¢in relatif hata (Ornek 4.0.2). ............... 47
Sekil 4.17 Giiriiltiilii veri (%3) ile rekonstriiksiyon icin relatif hata (Ornek 4.0.2). ............... 47
Sekil 4.18 Giiriiltiilii veri (%5) ile rekonstriiksiyon i¢in relatif hata (Ornek 4.0.2). ............... 48
Sekil 4.19 Giiriiltiisiiz veri ile rekonstriiksiyon; Iterasyon sayi1si=3 (Ornek 4.0.2). ................ 49
Sekil 4.20 Giiriiltiisiiz veri ile rekonstriiksiyon; Iterasyon say1s1=50 (Ornek 4.0.2). .............. 49

Sekil 4.21 Minimum relatif hata durumunda giiriiltiilii veri (%]1) ile rekonstriiksiyon
(OINEK 4.0.2) ettt ettt ettt 50

Sekil 4.22 Giiriiltiilii veri (%]1) ile rekonstriiksiyon; iterasyon say1si=50 (Ornek 4.0.2). ....... 50

Sekil 4.23 Minimum relatif hata durumunda giiriltili veri (%3) ile rekonstriiksiyon
(OINEK 4.0.2). .ottt 51

Sekil 4.24 Giiriiltiilii veri (%3) ile rekonstriiksiyon; iterasyon say1s1=50 (Ornek 4.0.2). ....... 51

Sekil 4.25 Minimum relatif hata durumunda giiriltili veri (%5) ile rekonstriiksiyon
(OINEK 4.0.2). e 52

Sekil 4.26 Giiriiltiilii veri (%5) ile rekonstriiksiyon; iterasyon say1si=50 (Ornek 4.0.2). ....... 52

xii



CIZELGELER DIiZiNi

No Sayfa
Cizelge 4.1 Ci(x,y) icin parametreler (Ornek 4.0.1). .....ccccoovveriiereiieeriecreeee e, 38
Cizelge 4.2 %1 giiriiltiilii veri i¢in minimum relatif hata degerleri (Ornek 4.0.1)................... 41
Cizelge 4.3 %3 giiriiltiilii veri i¢in minimum relatif hata degerleri (Ornek 4.0.1). ................. 41
Cizelge 4.4 %5 giiriiltiilii veri i¢in minimum relatif hata degerleri (Ornek 4.0.1). ................. 41
Cizelge 4.5 Ci(x,y) icin parametreler (Ornek 4.0.2). .......ccococerriiveriereieierereeeeseeee e, 46
Cizelge 4.6 %1 giiriiltiilii veri i¢in minimum relatif hata degerleri (Ornek 4.0.2)................... 48
Cizelge 4.7 %3 giiriiltiilii veri i¢in minimum relatif hata degerleri (Ornek 4.0.2). ................. 48
Cizelge 4.8 %5 giiriiltiilii veri igin minimum relatif hata degerleri (Ornek 4.0.2). ................. 48

Xiii






SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

SIMGELER

a; : A matrisinin i. satir1

AT : A matrisinin transpozu

ds : Egrisel integral i¢in yay uzunlugu elemant
fi : f fonksiyonunun j. hiicredeki degeri
f® : k. iterasyon yaklagimi

Lo : Diizlemdeki p egimli, T ofsetli dogru
Lo : Diizlemdeki t, 8 parametreli dogru
p : Dogrunun egim parametresi

r(i) : Rastgele se¢im indisi

Rf : f fonksiyonunun tau-p doniisiimii

Rf . f fonksiyonunun Radon doniistimii
st : Birim ¢ember

B(x,y) : Piksel taban fonksiyonu

o(+) : Dirac delta

A : Gevseme (relaxation) parametresi

T : Dogrunun ofset parametresi

-1z : 2-Normu (Euclid normu)

(r) : Vektorel i¢ ¢arpim

KISALTMALAR

ART . Cebirsel rekonstriiksiyon teknigi (Algebraic reconstruction technique)

RT : Radon dontistimii

XV






BOLUM 1
GIRIS

Radon déniigiimii, Avusturyali matematikci Johann Radon (1887-1956) tarafindan ortaya
konulmusg olup (Radon 1917), Radon déniisiimii ile bir fonksiyonun projeksiyonlarindan

yeniden elde edilebilecegi gosterilmistir.

Tip ve miihendislikte; bilgisayarli tomografi, barkod okuyucular, arag¢ plaka tanima sis-
temleri, elektron mikroskopu, sismoloji gibi énemli bir ¢ok alanda Radon doniigiimii ve
bu doniigiimiin tersinden yararlamlmaktadir (Deans 2000, Debnath and Bhatta 2015,
Feeman 2010, Helgason 1999).

Sismolojide, egimli dogrular kullanilarak verilen Radon doniisiimiiniin, tau-p doniigtimii
veya egimli-yigma (slant-stacking) olarak adlandirilan 6zel bir formu kullamilmaktadir

(Schultz and Claerbout 1978).

Iki-degiskenli siirekli bir f(z,y) fonksiyonunun tau-p déniisiimii, 7, p € R olmak fizere,
Lpry:y=7+pr, z€R (1.1)
dogrular1 boyunca bu fonksiyonun z-degiskenine gore egrisel integralinin alinmasi ile

R{f(x,y)} (p,7) :/Rf<$,7'+pl’)dl’ (1.2)

olarak tammlanir, bu integral L, ) dogrular1 boyunca f(z,y) degerlerinin yigilmasim

ifade eder (Toft 1996).

Radon doniigiimii ile ilgili uygulamalarda karsilagilan problemlerde amag, bir f(z,y)
fonksiyonunun doniisiim verileri yardimiyla, bu fonksiyonun kendisinin bulunmasidir. Bu
problemler (goriintii) rekonstriiksiyon problemi olarak adlandirilmakta olup, ¢oziim igin
girig verileri ile ¢ikig verileri arasindaki zayiflama (attenuation) miktar1 dikkate alinir.
Pratikte kargilagilan 6nemli zorluklardan birisi sinirhi sayida doniisiim verisi kullanila-

bilmesidir.



Radon veya tau-p doéniigiimii verilerinden yararlanarak f(z,y) fonksiyonunu elde etmek
i¢in, genellikle analitik ve iteratif olmak iizere iki farkli yontem kullanilmaktadir. Analitik
yontemler, Fourier kesit (Fourier slice) teoremine dayanmaktadir (Natterer 1986). Iteratif
yontemlerde ise ardigik adimlar ile elde edilen bir {f (k)} dizisi yardimiyla ¢oziime yak-
lasim yapilmaya calisilir. Iteratif yontemler, analitik yontemlere gore daha basit yapida
olup, smirl sayida doniisiim verisi i¢cin daha iyi sonuclar vermekte ve giiriiltii hatasinin

modellenmesine olanak saglamaktadir (Rezvani 2012).

Iteratif bir yontem olan cebirsel rekonstriiksiyon teknigi (ART-Algebraic Reconstruc-
tion Technique), rekonstriiksiyon problemlerinde Radon doniigiimiiniin tersini bulmak
amaciyla, ilk olarak (Gordon et al. 1970) ¢aligmasi ile ortaya konulmustur. Bu teknikte,
f(z,y) fonksiyonunun destegi (support) N x N hiicreye ayrilir ve her bir hiicrede f(z,y)
fonksiyonunun ayrik bilegenleri yer alir, daha sonra bilinmeyenleri f(x,y) fonksiyonunun
ayrik bilegenleri olan bir lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemindeki her
bir denklem, bir doniisiim verisinin, belirli bir dogrunun gectigi her bir hiicredeki uzun-
luklari ile f(z,y) fonksiyonunun bu hiicrelerdeki ayrik bilesenlerinin lineer kombinasyonu
seklinde yazilmasi sonucu elde edilir. Buna gore, bu denklem sistemi ile rekonstriiksiyon

probleminin bir ayrik formu elde edilmis olur.

Cebirsel rekonstriiksiyon teknigi, denklem sistemlerinin ¢oziimii i¢in kullanilan Kaczmarz
yontemini (Kaczmarz 1937) temel almaktadir. Polonyali matematik¢i Stefan Kaczmarz
(1895-1939/1940) tarafindan ortaya konulan bu yontem, ardigik olarak denklem siste-
mindeki satirlar tizerinden diger satirlara projeksiyonlar ile c¢oziime yaklagim yapilan
dizisel bir iteratif yontemdir. Burada denklem sisteminin her bir satir1 bir hiperdiizlem
olarak diisiiniiliip, projeksiyonlara tahmini bir baglangi¢ vektorii ile baglanir ve her bir
projeksiyon, belirli bir adimdaki iterasyon vektoriinden ilgili hiperdiizleme ait normal
vektoriiniin bir katinin ¢ikarilmas: seklinde ifade edilir. Rekonstriiksiyon problemlerinde
kargilagilan denklem sistemleri genelde tutarsiz ve agir1 belirgindir (overdetermined). Kacz-
marz yonteminde iterasyon adimlari ile elde edilen dizi, denklem sistemi tutarsiz olsa bile

bir ¢oziime yaklagir ve bu durumda dizinin limiti minimum norm ¢oziimiidiir (Jiang and

Wang 2003).

Kacmarz yonteminin, simetrik Kaczmarz (Bjorck and Elfving 1979) ve rastgele secimli

Kaczmarz (Strohmer and Vershynin 2009) yontemleri gibi satirlarin projeksiyon sirasinin



secimine gore farklilik gosteren formlar: vardir. Bu yontemlerin ¢oziime yaklagma siirecinde
diger 6nemli bir etken gevseme (relaxation) parametresinin se¢imidir (Censor et al. 1983,

Eggermont et al. 1981, Hanke and Niethammer 1990, Herman et al. 1973).

Doniigiim verilerinde giiriiltii hatasinin dikkate alinmasi durumunda, cebirsel rekonstriik-
siyon teknigi yari-yakinsaklik (semi-convergence) davranigi gosterir (Natterer 1986, s. 89).
Yari-yakinsaklik, belirli bir iterasyon adimina kadar iterasyon hatasi ve giiriiltii hatasin-
dan olusan toplam hatanin azalmasi ve bu adimdan sonra giiriiltii hatasinin etkisiyle
toplam hatanin artmaya baglamasi olarak ifade edilmektedir. Kaczmarz yonteminin blok
versiyonlari i¢in yari-yakinsaklik analizi (Elfving et al. 2014) ¢alismasinda yapilmigtir ve
her bir blogun, katsayilar matrisinin satirlar: olarak alinmasiyla klasik Kaczmarz yontemi

icin de sonug gecerli olur.
1.1 TEZIN KAPSAMI VE ONEMIi

Bu tez kapsaminda, Radon déniigiimiiniin sismoloji alanina uyarlanmasi olan ve (1.2) ile
tanimlanan tau-p doniigsiimii ve bu doniisiimiin tersini bulmak icin cebirsel rekonstriik-

siyon teknigi (ART) aragtirilmigtar.

Tau-p doniisimii ve Radon doniistimii arasindaki iligkiden yararlanarak bu déniistimlerin
ayrik formlar1 arasindaki iligski ortaya konulmustur. Bu problemlerin ayrik formlarinda or-
taya ¢ikan denklem sistemleri genellikle kotii-gartlanmg (ill-conditioned) ve biiyiik lcekli
olup, ortaya c¢ikan denklem sistemlerinin yaklagik ¢oziimii igin dizisel iteratif bir yontem

olan Kaczmarz yontemi kullanilmigtir.

Kaczmarz yonteminde

£00) f(O)7

. , bi — (@, £+ 17
f(k—l,z) _ f(k—lﬂ—l) + < 5 > a;, 1=1, 2, ., m (13)
@l

k) — f(kflvm)7

algoritmasiyla elde edilen {f(k)} dizisinin yakinsaklik durumu ve bu dizinin limitinin,

rekonstriiksiyon probleminin ¢oziimii ile iligkisi incelenmistir.

Kaczmarz algoritmasinda projeksiyon sirasinin secimi yakinsaklik siirecini etkilemekte

olup, simetrik Kaczmarz yonteminde, ¢ = 1,2,...,m — 1,m,m — 1,...,2 olarak almr



ve rastgele secimli Kaczmarz yonteminde ise i segimi {1,2, ...,m} kiimesinden | a; |5 ye
orantili olasilikta rastgele bir gekilde yapilir. Bu calismada, Kaczmarz, simetrik Kacz-
marz ve rastgele se¢imli Kaczmarz yontemleri kullanilarak elde edilen yaklagik ¢oziimler
ile kesin ¢oziimiin karsilagtirilmas: yapilmig, giiriiltii hatasinin yaklagik coziime etkisi ve

yari-yakinsama davranigi gosterilmistir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Tkinci boliimde tau-p déniistimiiniin tanmmi ve temel
ozellikleri verilmis, Radon doniisiimii ile tau-p doniisiimii arasindaki iligki ifade edilmis ve
ayrik tau-p déniisiimii icin bazi temel yaklagimlara yer verilmistir. Uctincii boliimde Kacz-
marz, simetrik Kaczmarz ve rastgele secimli Kaczmarz yontemleri tanitilmis ve bu yon-
temlerin yakinsaklik ve yari-yakinsaklik ozellikleri incelenmigtir. Dordiincii boliimde tau-p
dontistimiiniin tersi igin cebirsel rekonstriiksiyon tekniginin uygulanmasina dair érnekler

verilmigtir.



BOLUM 2
TAU-P DONUSUMU VE OZELLIKLERI

Radon doniigiimiiniin (RT) 6zel bir hali olarak verilen tau-p (7 — p) doniigiimii, sismoloji
alaninda 6nemli uygulamalara sahiptir. Tau-p doniigiimii, f(z, y) fonksiyonunun diizlemde
tim y = 7 + px denklemli dogrular boyunca x-degiskenine gore egrisel integrallerinin

hesaplanmasi ile elde edilir.

Tanim 2.0.1 (Tau-p doniisiimii) Sirekli ve reel degerli bir f(x,y) fonksiyonunun tau-

p doniistimii,

R{f(x.9)}p.7) = / f(z,7+ p)dz, T,peR (2.1)

ile tanamlanar.

Sismolojide bu doniigiim egimli — yigma (slant — stacking) doniigiimii olarak da ad-

landirilmakta olup, p ve 7, sirasiyla dogrularin egim ve ofset parametreleridir.

Tau-p doéniigiimii Dirac delta, 6(+), kullamlarak,

R} 7) = [ [ £2.0)8y = -+ pa))dady (2.2
R R

seklinde yazilabilir.

R{f(z,y)}(p, ) egrisel integrali, iki-boyutlu p-7 uzayinda tammh bir fonksiyon olup, her

bir integrale, tau-p doniiglimiiniin bir 6rnegi (sample) denir ve bu egrisel integrallerin

tiimii f(x,y) fonksiyonunun teu-p doniigtimiinii verir.



Ornek 2.0.1 f(z,y) = e = fonksiyonunun tau-p doniisimii;

oo
2.2 2 2
R{e Te—y }(p’,]_) _ /6 x*—(T+px) dr
—oo
oo
2 _ 2)2
— e T /6 (1+p*)x 2p’rzdx
—00
o 2
_ 2 pT__ 24 (p7)
— @—72/6 WP ) 7 gy
—00

o0

()2 _ L PT__)2
_ em—fz/e (V 142+ L) da, {u: /—l—l—p%—l— pT

Ny

—00

(@72 2
= e 1+p2

1 oo
—/6_“2du
\/1 —l—p2_

olur ve

o0

/e“zdu =/

—0o0

oldugundan son durumda f(z,y) fonksiyonun tau-p dontsgimi;

,7_2

2 q2 . T 1 2
R{e Y }(paT)— 1+p2€ +p

olarak elde edilir.

Ornek 2.0.2

L, 22+y*<1 ise
flz,y) =

0, 22+9y*>1 ise

fonksiyonunun tau-p déndistimii, x* + y?> = 1 cemberi ile y = T + px dogrularimin kesisim

noktalarimin apsisleri arasindaki uzakhk olacagindan

2¢/p?2 —712+1

R{f(z,y)}(p,7) = 14 p?
0 , T2—p?>1

olarak bulunur.



Ornek 2.0.3 (Toft 1996) f(z,y) = 6(y — 7' — p'x) fonksiyonunun tau-p doniigiimii;

R{f(z,y)}( // — 7 —p'x)d(y — 7 — pr)dady
= /6((p—p')x+7—7")dx
R
( 1 /
pErh pP#D
0 , p=pverT#T

/5(0)d$, p=p ver =1
R

\

Ornek 2.0.4 (Toft 1996) f(z,y) = 6*(x,y) (Noktasal kaynak) foksiyonunun tau-p

dondigtimai,

R{f(z,9)}(p,7) = /ﬁmm+pmw

/5I§T+p$ )dx
// — (7 + px))dzdy

bulunur. Noktasal kaynak koordinat diizleminin herhangt bir yerinde bulunabilir.

flz,y) =8z —a*,y—y*) = 0(x — 2)d(y — y*)

fonksiyonunun tau-p dontisimii;

R{f(z.9)}(p7) = //Mx—ﬂww—ww@—f—mme

= ///e‘ik(y_T_pI)(S(x — ") (y — y*)dxdydk

R R R

— /e“” (/eikmé(aj — x*)dx) (/eikyé(y — y*)dy) dk
R R R

_ /ez‘k(7+pw*—y*)dk
R

= (1t +pr*—y").



Buradan, herhangi bir fonksiyon noktasal kaynaklarin agirlikl integrali olarak yazilabile-

ceginden;
flay) = [ | fa"y")o(x — 2")d(y — y*)da"dy*
/!

fonksiyonunun tau-p déntisgimii;

R{f(z.0)}p.7) = ///fwwm&x—fwv+mx—wa@Wx

R R R
= //f(w*, y*)O(T + px* — y*)dz*dy”
R R

olarak bulunur.
2.1 TAU-P DONUSUMUNUN OZELLIKLERI

Onerme 2.1.1 Tau-p déniisimi icin asagqidaki ozellikler gecerlidir.

(1) R{afi(z,y) + Bfa2(2,y)}(p,7) = aR{fi(z,y)}(p,7) + BR{fa(z,y) }(p, 7).
(2) R{f(z —a,y—=0)}p,7) = R{f(z,y)}(p, T + pa — b).

pa T

®) R{f(55)} 0.7) = ak{f @)} (55.7).

—tan 6 T
R{f(l’,y)} (flpttane’ cos9+psin9>
cosf + psind '

c+dp 7 (ad — be)
a+bp  a-+bp '

(4) R{f(xcosf + ysinfh, —xsinf + ycosh)}(p, 1) =

(5) R{f(ax +by,cx +dy)}(p,7) =

1
R (

ispat .

(1) «a, B € R olmak iizere,
R{afi(oy) + 08w} 0.7) = [ (@fila,r+ps) + 5l + po)) da
R
= af filz,7 +px)dx + B | fo(x, T + px)dx
/ /

= aR{fi(z,y)}(p,7) + BR{f2(z,y)}(p,7) (2.3)

olur.



(2)

a,b € R olmak {izere,
R{f(x —a,y—b)}p71) = /f(a:—a,r+px—b)da;, (z=z—-a
R

= /f(i:,T—l—pa—b—l—p:E)di;
R

= R{f(z,y)}(p,7 +pa—1D) (2.4)

olur. Bir dogrunun 6telenmesi ile egiminin degismeyecegi dikkate alimirsa f(z,y)
fonksiyonunun 6telenmesi, tau-p doniisiimiinde ofset parametresinin degismesine ne-

den olur.

a,b € (0,00) olmak iizere,

olur.

x — y koordinat diizleminin orjin merkezli, # kadar déndiiriilmesi ile elde edilen z'y/

diizlemi i¢in

' = xcosf+ysind,

y = —xsinf + ycosb (2.6)
oldugu bilinmektedir.

R{f(xcosf +ysinf, —xsinf + ycos)}(p, 1)

= /f(xcosQ + (7 4 px)sinf, —xsinf + (7 + px) cos 0)dx
R

1 /f _ T N p—tand i) dz
— -_— T xr T
cosf + psinf "cos@ +psinf 1+ ptand

R
p — tan6 T
1+ ptan®’ cosf + psin

— g P

2.
cosf + psinf (27)
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olup, burada Z = zcos @ + (7 + pz) sin 0 degisken degigimi yapilmigtir.

(5) a,b,c,d € R olmak iizere,

R{f(azx + by, cx + dy)}(p, )

B /f(aa: +0(r + pr), cx + d(7 + pr))dx

(ad —bc)T  c+dp
pu— d
a+bp/f( a+ bp +a+bp> *
c+dp 7(ad — be)
a+bp  a+bp

- Rif(o0)

2.
a+bp (28)

olur. Burada

1
z = z(a+ bp) + br, da::a+bpd3_3

degisken degisimi yapilmistir. Ozel olarak ¢ = cosf,b = sinf,c = —bve d = a

alinirsa, donme 6zelligi elde edilir.

2.1.1 Tiirevlerin Tau-p Doniistimii

f(z,y) fonksiyonunun z-degigskenine gore kismi tiirevi,

0f(z,y) _ . Flathy) — flz,y)

= 2.
ox h—0 h (2.9)
olup, her iki taraf i¢in tau-p doniisiimii uygulandiginda;
p{ 9.y (p.7) = lim R{f(z+h y)}p,7) — BR{f(z,y)}(p,7)
Ox h—0 h
oo [+ hy T+ pa)de — R{f(z,y)}(p, 7)
= lim
h—0 h
= lim
h—0 h
0
= b R{f (. )Hp. ) (210)
bulunur. Benzer sekilde y-degiskenine gore kismi tiirev olan

8:{/ h—0 h

10



icin tau-p doniigiimii uygulanirsa;

R{af(xvy) } (p’ 7_) — lim R{f(x,y + h)}(p7 T) — R{f(x,y)}(p, T)

ay h—0 h
o S ST e+ e — R{S ()l 7)
h—0 h
= lim R{f(z,y)}(p, 7+ h) — R{f(z,y)}(p,7)
h—0 h
= I RS )N 7) 1)

elde edilir.

2.1.2 Tau-p DoOniigiimiiniin Tiirevleri

Tau-p doniigiimiiniin tiirevleri ile ilgili 6zellikler i¢in Dirac deltanin tiirevlerini iceren,

S =) =~ 53 () (213)

ozelliginden yararlanilacaktir. (2.13) esitliginde y, by ile degistirilirse

d 10 0
mé (x —by) = ga—yé (x—by) = _a_xé (z —by) (2.14)

olur (Debnath and Bhatta 2015). Buna gore,

a%R{f(x,y)}(p, ) = / / f(x,y>§p6<y— (r + pr)) dudy
= [ [artesr -+ po) dody

— o [ = (7 pa) iy
0

- ER{xf(x, y)}p, 7). (2.15)

2.2 AYRIK TAU-P DONUSUMU

Her fonksiyonun teu-p doniisiimii analitik olarak hesaplanamayabilir. Ancak, ayrik yak-
lagim yardimiyla analitik durumdaki tau-p doniisiimiine yaklagim yapilabilir. Ayrik tau-p
déniiglimii i¢in en yakin komsu yaklagimi ve lineer interpolasyon yaklagimi (Toft 1996)

calismasindan yararlanilarak agagida verilmistir.
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Ayrik yaklagim i¢in tanmim bolgesi ve tau-p doniisiimiindeki dogru parametrelerinin érnek-

lemeleri, ilk elemanlart 0, Ymin, Pmin, Tmin Olmak iizere,

T = Ty = Tmin + MAX, m=0,1,....M —1
Yy = yn:ymin+nAy, nzO,l,...,N—l
p = pk:pm1n+kAp, k:O,17,K—1

T = Th = Tmn + hAT, h=0,1,..H-1 (2.16)

seklinde olugturulabilir. Burada Ax, Ay, Ap, At sirasiyla z, y, p, 7 nun her bir érnekleme
elamam arasindaki uzaklik ve m,n, k,h ise sirasiyla x,y,p, 7 icin M, N, K, H elemanl
orneklemeleri belirtmek i¢in kullanilan ayrik indislerdir. Bu 6rneklemeler yardimiyla (2.1)

lineer doniigiimiine ayrik yaklasim i¢in toplam yaklagima,

M-1

R{f(z,y)} (P, 7a) = /f(ivﬂ'h + prv)dz ~ Az Z f (@ Th + PrTm) (2.17)

m=0

olarak yazilabilir.

f(z,y) fonksiyonunun rneklemelerini temsil ederken f(x,,,y,) yerine f(m,n) ve tau-p

donitisiimii igin R{f(Tm, yn)} (Pk, 7n) = R{f(m,n)} (k, h) kullamlacaktir.

2.2.1 En Yakin Komsu Yaklagimi

Olusturulan 6rneklemelerde tiim degiskenler icin lineer 6rneklemeler genellikle birbirlerini
kargilamazlar. Yani, y, orneklemesi ile 7, + prx,, her zaman esgit olmaz. Bu duruma
en yakin komsu yaklagimi kullanilarak ¢oziim getirilebilmektedir. En yakin komsu yak-
lasiminda yin + nAy = 7, + prr, durumundan yola gikarak en yakin n-tam sayisi

hesaplanir. Bu durumda en yakin komsu yaklagiminda tau-p doniistimii;

R{fGmn)} (ko h) ~ AxS flm.n(m: k. b))
n(m;k,h) = {”*pkz"yl_ymi“} (2.18)

seklinde tanmimlanmaktadir. Burada [-] gosterimi en yakin tam sayiya yuvarlama anlamima
gelmektedir. Bazen (m,n(m;k,h)) noktalar ilgilenilen bolgenin diginda yer alabilirler.
Oyle bir durumda f(m,n) degerleri sifir olarak ayarlanabilir. Burada gereksiz hesapla-
malardan kacinmak icin, m degerleri uygun bir araliktan alinacak sekilde diizenlemeler

yapilabilir.

12



2.2.2 Lineer Interpolasyon

Ayrik tau-p doéniigiimii i¢in bir diger yaklagim, f(m,n) degerlerinin y-ekseni boyunca
lineer interpolasyonundan yararlanilarak da verilebilir;

M-1

R{f(m,n)} (k,h) ~ Az Y (1= a)f(m,n) + af(m,n+1). (2.19)

m=0
Burada,
Th + PrTm — Ymin
Ay ’
n = [n a=n—-n (2.20)

olup, |-] gosterimi en yakin alt tam sayiya yuvarlama anlamina gelir.

Lineer interpolasyonda n-sayisindaki f(m,n) degeri; f(m,n) ve f(m,n + 1) degerlerinin
agirliklar: alinarak hesaplanmig olur. Dogrusal interpolasyon, en yakin komsu yaklagimina

gore iki kat 6rnekleme gerektirir.

2.3 TAU-P VE RADON DONUSUMU ARASINDAKI ILiSKi

Bu bsliimde, (normal) Radon doniisiimii ve tau-p doniigiimii arasindaki iligkiden bahsedile-
cektir. Iki doniisiim arasindaki iligki, Radon doniisiimii parametreleri ile yazilacak olup,

daha sonra bu iligki p ve 7 parametreleri yardimiyla yeniden ifade edilecektir.

Tamm 2.3.1 ((Normal) Radon déniisiimii) ¢t € R, 8 = (cosf,sinf) € S' (birim
cember) olmak fizere, v — y-diizlemindeki her bir dogru L gy ile verilsin. ds yay wzunlugu
elemana igin strekli bir f(x,y) fonksiyonunun, L) dogrular. boyunca integralleri ile

Radon doniistimii,

R{f(z,y)}(0,1) :/f(tcos@—ssin@,tsin0+scos«9)ds (2.21)

R

olarak tanimlanar.

Diizlemdeki her bir dogru
Loy« (2(s),y(s)) = (tcos® — ssinf,tsinf + scosh), secR (2.22)

13



seklinde verilsin.

xr =1tcosf — ssinf
, s€ER (2.23)
y =tsinf + scosd

esitlikleri dikkate alinirsa, L ¢) dogrularinin normal formdaki
t=xcost + ysind (2.24)

denklemi elde edilir. Burada [t|, L) dogrusunun orjine dik uzakhigi ve € ise orjinden

gegen ve L g) dogrusuna dik olan dogrunun z—ekseniyle yaptig1 pozitif yonlii agidir.

Radon doniigiimii Dirac delta, §(-), kullanilarak,

%{f(x,y)}(O,t)://f(x,y)é(t—xcosé’—ysiné’)dxdy

—00 —00

seklinde de tamimlanabilir (Toft 1996).

¢ € (0, ) icin, (2.24) denkleminden L) dogrular

Lig):y =tcescd — xcotd (2.25)
seklinde ifade edilebilir. Boylece,

p = —coth,

T = tcscl (2.26)

olarak alinirsa, tau-p doniisiimii, Radon doniistimii parametreleri yardimiyla,

R{f(x,y)}(—cotf,tcscl) = /f(x, tcsc — x cot 0)dx (2.27)
R

esitligi ile tanimlanabilir.

(2.22) dogrularimin, (2.25) formunda yazilmasi ile yay uzunlugu parametresi,
ds =/ 1+ cot? 0dz = |csc ] dx

olur. Bu durum dikkate alindiginda, # € (0, 7) olmak iizere, Radon déniigiimii ve tau-p

dontistimii arasindaki iligki;

R{f(x,y)}(0,t) = /f(tcos@—ssin@,tsin@—i—scos@)ds
R

= csc@/f(m,tcsc@—xcot@)dx
R
= cscOR{f(z,y)}(—cotf, tcsch) (2.28)
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esitligi ile verilir.
Ayrica, p = — cot 0 ve T = t csc olarak kabul edildiginden, 6 € (0, 7) olmak iizere,

1
csc = =1+

sinf
1
sinff = ——,
1+ p?
cosf) = —L,
1+ p?
b T
1+ p?
yazilabilir.

Sonug olarak, (2.28) bagintisinda tau-p doniigiimiiniin parametreleri kullanilarak, Radon

doniigiimii ve tau-p doniisiimii arasindaki iligki,

R{f(z,y)} < - . > =1+ p*R{f(z,y)}(p,7) (2.29)

p
VI+p2 1+p2 1+ p?

esitligi ile verilebilir.

Tau-p doniistimiiniin diizlem egrileri tizerine bir genellestirmesinin, Radon doniisiimii ile

iligkisi (Ustaoglu 2017) ¢ahsmasinda verilmistir.

2.4 REKONSTRUKSiIYON PROBLEMI VE AYRIK FORMU

Siirekli bir f fonksiyonunun Radon doniisiimii veya tau-p doniigiimii verilerinden yarar-
lanarak, fonksiyonun kendisinin bulunmasi problemi bir (goriintii) rekonstriiksiyon prob-

lemidir. Ozel olarak bu calismada, 7,p € R olmak iizere,

Rf(p,7) = / f(,7 + pa)de,

integralleri bilindiginde f fonksiyonunun bulunmasi problemi ele alinacaktir.

Radon déniigiimiiniin kompakt destege sahip bir f(z,y) fonksiyonuna gore lineer olmasi
ve bu f(z,y) fonksiyonunun Radon déniigiimiiniin geometrik olarak yorumlanabilmesi,
rekonstriiksiyon probleminin cebirsel olarak ifade edilebilmesine olanak saglamaktadir

(Epstein 2007).
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Teorik olarak, aranan f(x,y) fonksiyonu igin

{B;(z,y) | j=1,2,...,n, neN} (2.30)

piksel taban fonksiyonlarmin sonlu bir kiimesi alinir. Bununla birlikte baz1 f(x,y) deger-
leri ile taban fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu sonucu, f(x,y) fonksiyonunun yak-

lagtirilabilecegi varsayilmaktadir. Bunun i¢in

wmw—Zhwmn (2.31)

2

normunu minimum yapan,
{fili=12,..,n neN}

olacak sekilde {f;} katsayilar1 aranmaktadir. Ayrica
Rf(w,y) = Y [iRB;(x.y) (2.32)
j=1

olacak sekilde rekonstriiksiyon probleminde kullanilan taban fonksiyonlari, parcali sabit

fonksiyonlar ailesidir.

f(x,y) fonksiyonunun desteginin, bir kare bolge iizerinde oldugu varsayilsin. Kare bolge,

diizgiin bir N x N hiicre olacak sekilde boliinsiin ve N x N hiicrenin elemanlar:

1, (x,y) € j. hiicre
By (z,y) = (2.33)
0 , diger durumda

ile tamimlansin. Eger f;, j. karede f fonksiyonunun ortalamas ise
=587 (wy) (2.34)
j=1

f fonksiyonuna N x N hiicrenin elemanlari ile yaklagim yapilabilir. Boylece, rekonstriik-
siyon probleminde kompakt destege sahip siirekli bir f(z,y) fonksiyonu i¢in { f~} dizisi
N — oo iken f fonksiyonuna diizgiin yakinsar (Epstein 2007). Radon déniigiimii lineer

oldugundan;

RV (a,5) = 3 AR (B (@)} () 2:35)
j=1

olur. Bu yaklagimda dogrular boyunca alinan her integral i¢in doniigiim verileri

{(ti,w;) |i=1,2,...,m}
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orneklemeleri yardimiyla R{f(z,y)} (¢;, w;) ile gosterilsin. Bu durumda,

aij :%{Bj(x,y)}(ti,wi), 1=1,2,...m (2.36)
ve doniigtim verileri ise

bizﬁR{fN(m,y)}(ti,wi), i=1,2,....m (2.37)

olarak tamimlanir ise rekonstriiksiyon problemi,
bi=Y ayf, i=12.,m (2.38)
j=1

seklinde n bilinmeyenli m tane denklemden olusan lineer denklem sistemi olarak ifade
edilebilir. Bu lineer denklem sistemi matris formunda, b = (b by - - - bm)T E=(0f1 far-- fn)T
ve A = (aij)

olmak {izere,
mXn

Af=Db
olarak yazilabilir.

Rekonstriiksiyon problemi ile elde edilen denklem sistemindeki i. denklemin tanimlanmasi
Sekil 2.1'de gosterilmistir. Burada 7. dogrunun gegtigi her bir hiicredeki uzunlugu ile o

hiicrelerdeki f; degerlerinin lineer kombinasyonu, i. denklem olarak tanimlanmaktadir.

i. dogly

P4
7

4

N+ /

|J/345 N
/

Sekil 2.1 A matrisinin 4. satir elemanlarimin tamimlanmasi (Epstein 2007).

Kare bolge, n = 128 x 128 hiicre olacak sekilde boliiniirse, yaklagik olarak 16.000 bilin-
meyen elde edilir. 128 esit aralikli acinin her birinde 150 Radon doniigiimii 6rnegi alinirsa,
m = 19.000 olur. Sonug olarak, 19.000 x 16.000 boyutunda denklem sistemi ortaya ¢ikar
(Epstein 2007).
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2.4.1 Rekonstriiksiyon Probleminin Direkt Ayrik Formu

Bu kisimda, tau-p doniisiimii i¢in rekonstriiksiyon probleminin ayrik formu direkt olarak
ifade edilecektir. Bu ayrik form yazilirken, tau-p doniigiimii, (normal) Radon doéniigtimii

parametreleri ile verilecektir.

f(z,y) fonksiyonu bir kare bolgede kompakt destege sahip olsun ve bu boélge N x N
hiicreye ayrilsin. n = N2, m toplam projeksiyon (tau-p doniisiimiiniin alinmasi) sayisi,
f(z,y) fonksiyonunun j. hiicredeki sabitlenmis degeri f; ve ﬁj-v (x,y) taban fonksiyonlari

i¢in f(z,y) fonksiyonu,

Y= 18 ) (29
j=1
olarak ayrik formda yazildiginda, tau-p doniistimiiniin lineerliginden
R{f"(z,y)} (—cotb;,t; csch;) = 2": fiR {ij(x, y)} (= cot 0;,t; cscb;) (2.40)
j=1
olur.

R { B;V (z, y)} (—cot 0;,t; csch;) degerleri yardimiyla a;;, 7. dogru ile j. hiicrenin kesigtigi
noktalarin apsisleri arasindaki uzaklik veya j. hiicre ile kesigmiyorsa 0 olarak tanimlanirsa,

tau-p doniisiimiine kargilik gelen lineer denklem sistemi

b= ayf, i=12.m (2.41)
j=1

veya matris formunda,

Af=b (2.42)

olarak yazilabilir.

2.4.2 Rekonstriiksiyon Probleminin Radon Doniisiimii Yoluyla Ayrik Formu

Rekonstriiksiyon probleminin ayrik formu, Boliim 2.3’te verilen tau-p doniisiimii ile Radon
dontistimi arasindaki iliskiden yararlanilarak yeniden yazilacaktir. Boylece rekonstriik-

siyon probleminin yaklagik ¢oziimii icin alternatif bir yol ortaya konulmus olacaktir.

Radon doniistimii i¢in rekonstriiksiyon probleminin ayrik formu icin, A matrisinin a;;

bilegenleri, 7. dogrunun j. hiicredeki parcasinin uzunlugu veya j. hiicre ile kesismiyorsa 0
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olarak tamimlanir. Bu durumda, tau-p doniisiimii i¢in rekonstriiksiyon probleminin ayrik
formunda ortaya cikan lineer denklem sistemi, tau-p doniisiimii ve Radon doniigiimii

arasindaki iligkiden yararlanarak, 6; € (0, 7) igin

Bi — b’L Cscei = Z&Uf]’ 7 = 1,27 ., Mm (243)

j=1

L - \T
olur. Bu denklem sistemi matris formunda, b= (bl by - - - bm> ve A= (a;;) olmak {izere,
b= Af (2.44)

olarak ifade edilir.
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BOLUM 3
CEBIRSEL REKONSTRUKSIYON TEKNIKLERI (ART)

Radon doniigiimii verilerinden yararlanarak goriintii elde etmek i¢in kullanilan ilk ce-
birsel yontem "cebirsel rekonstriiksiyon teknigi (ART-Algebraic Reconstruction Tech-
nique)" olarak adlandirilmakla birlikte, bu yontemin temeli Kaczmarz yontemidir. Goriin-
tilleme alaninda, ART ve Kaczmarz yontemi genellikle ayn1 anlamda kullanilmaktadir.
Bu boliimde, Kaczmarz yontemi tanitilacak ve bu yontemin yakinsakligi ile ilgili bazi

onemli sonuclar ifade edilecektir.
A e R™" f €R” ve b € R™ olmak iizere, bir
Af=D> (3.1)

denklem sisteminde f ¢oziimiiniin bulunmasi icin bir cok yontem mevcuttur. Ozellikle
kiigiik olgekli denklem sistemlerinin ¢oziimiinde katsayilar matrisinin tersini bulmak igin,
Gauss eliminasyon, Cramer veya Gauss-Jordan gibi direkt yontemler kullanilabilir. An-
cak denklem sistemleri biiyiik 6lcekli oldugunda bu yontemler ile ¢6ziim bulunmasi uzun
zaman alir. Bu nedenle iteratif yontemler tercih edilmektedir. Rekonstriiksiyon problemi
gibi uygulamalarda kargilagilan denklem sistemleri genellikle biiyiik olgekli, agir1 belirgin
ve tutarsiz yapida olup, boyle denklem sistemlerinin ¢oziimii i¢in tercih edilen iteratif yon-
temlerden biri Kaczmarz yontemidir. Ayrica Kaczmarz yontemi, basit bir matematiksel

modele sahiptir ve tiim denklem sistemleri icin uygulanabilmektedir.
(3.1) lineer denklem sisteminin tutarsiz, agir1 belirgin veya tam ranksiz olmasi durumunda,
Af —-Db (3.2)

farkim minimum yapan bir f vektorii aranir. Uygun bir norm segimi (bu norm genellikle

Euclid normu olarak alinir) ile hata fonksiyonu
||Af — bl (3.3)
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seklinde tanimlanir. (3.3) ifadesini minimum yapabilmek i¢in en kiigiik kareler yéntemine

ihtiya¢ duyulur.
t € R olmak iizere, tiim v vektorleri igin

d
Z1IA (£+tv) bl ,

=0
= % (A (f+tv) —b, A (f+tv) —b)

_ 4 (Af—b) +tAv, (Af — b) +AV)

t=0

t=0

((Af — b, Af — b-+tAv) + (tAv, (Af — b) +tAV))

t=0

(2 (Av, Av) + 2t (Av, Af — b) + (Af — b, Af — b))

t=0

dt
d
dt
d
dt
0

esitligi dikkate alinirsa,

2t (Av,Av) + 2 (Av,Af* —b)|,_, =0 (3.4)
olur. Bu durumda, ¢ = 0 i¢in i¢ ¢arpimin tiirevi sifirdir ancak ve ancak

2 (Av,Af —b) = 2(v,A" (Af — b)) = 0. (3.5)

Boylece, v vektorii keyfi oldugundan,

AT(Af-b)=0 (3.6)
veya
ATAf = ATb (3.7)

olur ve bu esitlik normal denklem olarak adlandirilir. (3.7) denkleminden
f=(ATA) " ATb (3.8)

yazilabilmesi nedeniyle [|Af — b|| ifadesini minimum yapan f elemam tektir (Epstein

2007).
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3.1 KLASIK KACZMARZ YONTEMIi

(Klasik) Kaczmarz yontemi, Polonyali matematik¢i Stefan Kaczmarz tarafindan, lineer
denklem sistemlerinin ¢oziimii i¢in ortaya konulmug iteratif bir yontemdir. Kaczmarz yon-
teminde, oncelikle bir baglangic vektorii secilir ve daha sonra denklem sisteminde yer
alan satirlar iizerine art arda projeksiyonlar yapilarak denklem sisteminin ¢oziimiine bir

iterasyon ile yaklagim yapilmaya caligilir.

(3.1) denklem sisteminin satirlar: iizerinden projeksiyon yapmak i¢in ¢ncelikle denklem

sisteminin her bir satir1, n — boyutiu Euclid uzayinda
H;={feR":{(a;,f) =b}, i=1,2,...m (3.9)

ile hiperdiizlemler geklinde tanimlanir. Burada H; hiperdiizleminin denklemi, (3.1) deki

denklem sisteminin ¢. denklemidir.

Algoritma 3.1.1 (Kaczmarz algoritmasi)
Advm 1. Keyfi baslangic vektori £0) = £0.0)
Adim 2. kK =1,2,... i¢cin

k—1,0

f=10) - O, hiperdiizlemi tizerine £ ) vektoriniin dik projeksiyonu.

(k—1,1)

£f:=12) - O, hiperdizlemi tzerine f vektorinin dik projeksiyonu.

fl=Lm) . [ hiperdiizlemi izerine £¢=5" wektorinin dik projeksiyonu.
Adim 3. k. iterasyon sonucu £*) = flk=1m),

Bu algoritmada verilen adimlar: gerceklestirmek amaciyla kullanilan iterasyon formiiliiniin

elde edilisi agagida agiklanmigtir.

flk iterasyon icin £(*) baslangic vektoriiniin H; hiperdiizlemi iizerine dik projeksiyonu, £

vektoriinden H; hiperdiizleminin a; normal vektoriiniin bir katin1 ¢ikararak elde edilir;
fON = £00 _ K q,. (3.10)

£(0.1) vektorii H; hiperdiizlemi tizerinde oldugundan,

(a0, £00) = b,

<G,1,f(0’0)—K10,1> = bl (311)
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veya
(ai, f(0’0)> — Ky (a1, a1) = b (3.12)

yazilabilir. Boylece, (3.12) esitliginden

ai, f(070)> - bl

2
lasll;

o

. A{llarll; = (a1, a1) (3.13)

elde edilir ve K, (3.10) egitliginde yazlirsa,

bl - <a’17 f(070)>

f(O,l) — f(0,0) + 5
lasll;

a; (3.14)
bulunur. Elde edilen f®1 vektoriiniin, H, hiperdiizlemi iizerine dik projeksiyonu

£02) = O _ K, a,, (3.15)
H; hiperdiizlemi iizerinde oldugundan

{as, f(0’1)> — K3 (ay, as) = by

yazilabilir ve

. <a’27 f(071)> - b2

2
||a2||2

elde edilir. K5, (3.15) esitliginde yazilirsa,;

by — <027 f(0’1)>

f(072) — f(O,l) _|_ 3
@z,

a; (3.16)

olur. Bu projeksiyonlarin, m — 1 tane hiperdiizlem icin tekrarlanmasinin ardindan ilk
iterasyonun m. adiminda
b (a, £07)

2
lamll

f(O,m) _ f(O,mfl) + a,,

vektorii (f1) elde edilir ve boylece ilk iterasyon tamamlanmis olur.
Sonug olarak, iterasyon sayisi k£ olmak iizere, k. iterasyonda kullanilan formiil

% — <a"’f(k71’i71)>ai, i=1,2,..,m (3.17)

f(k—l,i) _ f(k—l,i—l) .
@il

seklinde yazilabilir ve k. iterasyon sonucu f*) = f*=1m) elde edilir.

Boylece, Kaczmarz algoritmasindaki k. iterasyonun adimlari
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by — <a1, f(k71’0)>

||a1||§

b? - <CL2, f(k_1’1)>

2
@],

f(kfl,o) N f(lcfl,o) a; = f(kfl,l)

f(kfl,l) N f(lcfl,l) as = f(k*1’2)

bm _ <am’ f(kfl,m71)>

f(k:fl,mfl) s f(kfl,mfl) E
lanl;

— flk—1m) _ g(k)

m

iterasyon formiilleri kullanilarak gergeklegtirilir (Epstein 2007).

Kaczmarz algoritmasi ile ortaya ¢ikan {f (k)} dizisinin yakinsakligi, denklem sistemindeki
hiperdiizlemlerin birbirleriyle olan durumlarina baghdir. Eger hiperdiizlemler kesisiyorsa,
denklem sisteminin kesin ¢oziimii vardir ve bu durumda Kaczmarz algoritmas ile olustu-
rulan {f*)} dizisi, k — oo iken denklem sisteminin ¢oziimiine yakinsar (limy,_o f*) = f).
Ancak, hiperdiizlemler tek bir noktada kesismiyorsa, yani denklem sistemi tutarsiz ise,
Kaczmarz algoritmasi ile olusturulan {f (k)} dizisi denklem sisteminin minimum norm

¢oziimiine yakinsar. Bu iki durum Sekil 3.1°de gosterilmistir.

(a) (b)

Sekil 3.1 (a) 2 x 2 tutarh denklem sistemi i¢in Kaczmarz yaklagimi, (b) Agiri

belirgin denklem sistemi igin Kaczmarz yaklagimi (Epstein 2007).

Kaczmarz algoritmasinda, hiperdiizlemlerin birbirleri ile olan durumlari, yontemin ¢oziime
yaklagma siirecini etkilemektedir. Hiperdiizlemler arasindaki aci arttikca yakinsama daha
hizli gerceklesmektedir. Hiperdiizlemler birbirine dik ise ¢oziim birinci iterasyonda bu-

lunur. Bu durum, 2 x 2 tipinde bir sistem icin Sekil 3.2’de goriilmektedir.

25



H,
Sekil 3.2 Dik dogrular i¢in Kaczmarz yaklagimi (Epstein 2007).

3.1.1 Gevseme (Relaxation) Parametreli Kaczmarz Yo6ntemi

Rekonstriiksiyon problemlerinde karsilagilan denklem sistemlerinin genelde tutarsiz olusu
ve verideki giiriiltii nedeniyle Kaczmarz yontemlerinin ¢oziime yaklasma siireci etkilen-
mektedir. Gevseme parametrelerinin kullanilmasi ile giiriiltiiniin etkisi azaltilabilir ve
¢oziime yaklagim siireci hizlandirilabilir. Gevseme parametreli Kaczmarz algoritmasinda

bz’ _ <a'i7 f(k—l,i—1)>

f(kfl,i) _ f(kfl,ifl) + )\k 5
@l

ai, i=12...m (3.18)

iterasyon formiilii kullanilir.

Gevseme parametreleri, algoritmanin ¢oziime yaklagma siirecinde her bir iterasyon igin
secilebilir veya sabit olarak alinabilir. Sekil 3.3’te gevseme parametrelerinin alacag: deger-

lere gore iterasyon vektorlerinin bulunacagi bolgeler gosterilmektedir.

Sekil 3.3 Gevgeme parametresinin projeksiyonlara etkisi (Epstein 2007).
* A\p = 1 ise klasik Kaczmarz algoritmasi elde edilir.
* 0 < A\, < 1ise f®) £==1) jle ilgili hiperdiizlemin aym tarafindadir.

26



* )\, = 2 ise f®), £=1) in ilgili hiperdiizleme gore yansimasidir.

* 1 < A\, < 2ise f®) £=1) ¢ gire hiperdiizlemin ters tarafindadir.

Her £ icin, 0 < A\x < 2 ve denklem sistemi bir ¢oziime sahip oldugu siirece gevseme para-
metreli Kaczmarz algoritmasi bir ¢oziime yakimsar. Eger {\;} dizisi sifira yakinsayan bir
dizi olarak secilirse denklem sistemi bir ¢oziime sahip olmasa bile bir limit elde edilmekte-
dir ve bu limit, denklem sisteminin minimum norm (en kiigiik kareler) ¢oziimiidiir (Jiang

and Wang 2003).

3.2 KACZMARZ YONTEMININ CESITLERIi

Kaczmarz algoritmasi, birkag iterasyonda denklem sistemlerinin ¢oziimiine daha iyi yak-
lasim yapmak veya giiriiltii ve modelleme hatasinin etkilerini azaltmak i¢in farkl form-
larda verilebilir. Bu formlar, hiperdiizlemlere olan projeksiyon sirasinin se¢imine gore

belirlenir.

3.2.1 Simetrik Kaczmarz Yontemi

Bir iterasyonda, hiperdiizlemlere olan projeksiyon siralamasinin simetrik olarak gercek-
lestirildigi, Kaczmarz yonteminin bir cesidi, simetrik Kaczmarz yontemidir. Bu yontemin
algoritmasinda, hiperdiizlemler bir tam tur dolasildiktan sonra geriye dogru siralama ile

projeksiyonlar alinarak bir iterasyon tamamlanir;

| o b= (ag £
s < || aill; >az~, i=1,2,...,m—Lmm—1,..,32 (3.19)
a; 9

Tutarli bir sistem icin simetrik Kaczmarz algoritmasin bir iterasyonu agagidaki sekilde

gosterilmigtir.

Sekil 3.4 Simetrik Kaczmarz yaklagimi (Hansen 2010).
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Simetrik Kaczmarz algoritmasinda bir iterasyonda m-tane hiperdiizlem iizerinde toplam

2(m — 1) projeksiyon yapilir.

Simetrik Kaczmarz yontemi gevgeme (relaxation) parametreleri igin uygun bir yontemdir.
A € (0,2) olarak alimabilecegi gibi, her bir iterasyon adimi A, parametrelerine bagl olarak

da gergeklegtirilebilir.

3.2.2 Rastgele Se¢imli Kaczmarz Yéntemi

Kaczmarz yonteminin bir diger gesidi, rastgele se¢imli Kaczmarz yontemidir. Rastgele
secimli Kaczmarz algoritmasinda, projeksiyon yapilacak olan hiperdiizlem rastgele bir

sekilde segilir.

Bir Af = b denklem sisteminin ¢oziimiine yaklagim yapmak i¢in keyfi baglangic vektorii

£(O) olmak iizere rastgele secimli Kaczmarz yoéntemi icin iterasyon formiilii,

br(i) = { @rpy, EF7170D))

pUhr() _ plk-1r(i-1) | 2
H Qr(3) ||2

ar(i) (320)

formunda verilmektedir. Burada r (i), {1, 2, ..., m} kiimesinden rastgele bir sekilde, || a, ) H;

ile orantili olasilikta segilir.

Denklem sisteminin agir1 belirgin ve tutarli olmasi durumunda, rastgele se¢imli Kaczmarz
algoritmasi ile elde edilen {f (k)} dizisinin {iistel bir hizla denklem sisteminin ¢oziimiine
yakinsadigi ve bu yakinsamanin, A matrisinin 6lgeklenmis kogul sayisina (Demmel 1988)
baglh oldugu (Strohmer and Vershynin 2009) galismasinda gosterilmistir. Ayrica rastgele
se¢imli Kaczmarz yontemi, sistemdeki denklem sayisindan bagimsiz olarak ¢oziime yak-
lasir ve denklem sistemindeki denklemlerin tiimiiniin yerine rastgele bir kisminin bilinmesi

yeterlidir (Strohmer and Vershynin 2009).

Rastgele secimli Kaczmarz yontemi, karsilagilan denklem sistemlerinin tutarsizligi duru-
munda minimum hata ile yaklagik ¢oziim elde etmek amaciyla, bir A € (0,2) sabiti ile

gevseme parametrelerinin kullanimina uygun bir yontemdir.
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3.3 YAKINSAKLIK

Teorem 3.3.1 (Epstein 2007) FEger

Af=b (3.21)
denklem sisteminin bir ¢ozimii var ise Kaczmarz algoritmas: bu ¢éziime yakinsar.
ispat. Teoremin ispati icin

£ fOm) g0 ) (3.22)
yerine sirasiyla

£O g gk (3.23)

gosterimlerini kullanmak daha uygundur. Boylece fU*) «— fUm+5) olur. Denklem sis-
teminin herhangi bir ¢oziimii z olarak tammlansin. f*) dan f*+1 e gitmek bir a;, f =b;,
hiperdiizlemine projeksiyon gerektirir. f*) — £(*+1) farki bu hiperdiizleme diktir; f*+1 ve

z nin her ikisi de bu hiperdiizlemin iizerinde oldugundan

(£ — g+D) gD gy — (3.24)
olur. Pisagor teoreminden, Hf(“l) — z||2 + Hf(k) — f(k“)”2 = ||f(k) — ZH2 olup,
66 — g < £ — g (3.25)

{”f (k) _ sz} dizisi negatif olmayan ve azalan olup, bir limit degerine yakinsar. Bu {f (k)}
dizisinin sonlu yaricapl bir top icerisinde oldugunu gosterir ve Bolzano-Weierstrass teo-
reminden bu dizinin yakisak bir £*3) — £* alt dizisi vardir.

Her k; indisi, [; € {0,...,m — 1} olmak tizere, I; + nm formundadir. Bu durumda bir {
i¢in k;, = | 4+ n;m olacak sekilde sonsuz bir {k;,} alt dizisinin var olmasi demektir. Tiim
{f (ki) 4 =1,2, } vektorleri a;f = b; hiperdiizlemindedir. Bir hiperdiizlem kapali bir

kiime oldugundan,
F:hpﬂ%) (3.26)
limiti de a;f = b; hiperdiizlemine ait olur.
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Diger taraftan, (3.25) dikkate alinarak, ||f (k) _ zH normunun yakinsaklhigindan

lim ||f*5+0) — £8)|| = 0. (3.27)
Jj—00
Boylece f*i+1) de f* limit degerine yakinsaktir. Kaczmarz algoritmasimin tanimi geregi

£+ € {f : a;1f = by} dir. Bu durumda, £* limiti bu hiperdiizlem tizerinde olur. Bu

durum, m defa tekrar ettirilerek
f*e{af =0}, timi=1,2 .., mign (3.28)

sonucuna ulasilir. Yani f*, orjinal denklem sisteminin bir ¢oziimiidiir. Ispati tamamlamak

i¢in ilk tanimlanan {f (k)} dizisinin f* degerine yakinsadig1 gosterilmelidir. Herhangi bir z

¢Oziimii igin, }f (k) _ ZH normu k — oo iken bir limit degerine sahiptir. Ozel olarak z = f*

icin Hf(k) —f*

— A olsun. {k;} alt dizisi icin

lim ||£*) — £

J—00

b (3.29)
elde edilir. Boylece A = 0 ve klim £f) = f* olur. m

Eger denklem sisteminin birden fazla ¢oziimii varsa ve baslangic vektorii olarak sifir vek-

torii alimrsa, Kaczmarz algoritmasi minimum norm ¢oziimiine yakimsar (Epstein 2007).

Lemma 1 (Epstein 2007) Eger f©) = 0 ise £*, minimum ly normu ile (3.1) denklem

sisteminin minimum norm ¢ozumddir.

ispat. m < n olmak iizere A : R" — R™ maksimum rankl matris olsun. Minimum I»-
normu ile Af = y denklem sisteminin ¢oziimii, u, AATu = y icin tek ¢oziim olmak iizere,
ATu ile verilsin. Bunu gérmek icin; Af = y nin herhangi bir ¢oziimii f; ve v € ker A olsun

oyle ki ||fy + v|* minimaldir. Minimum norm ¢oziimii, kerA ya diktir dyle ki

d
0= pr (fo+v+itw,fy+v+itw) [imo=2(fh +v,w), Vw ckerA. (3.30)

Boylece, AT nin goriintiisiiniin ker A nin ortogonal tiimleyeni oldugu dikkate alinarak
istenen gosterilmis olur.

Kaczmarz yontemi uygulamasinda bir u icin bir f© = ATu baslangic vektoriiniin kul-
lanildigr kabul edilsin. Algoritma formiiliinden, sonraki yinelemeler de bu formdadir. Bu
nedenle, bir u icin f* = ATu olur ve AATu = b esitligi saglanir. Bu durumda, f* en

kiiciik kareler ¢oziimiidiir. u = 0 alimirsa £(®) = 0 olur ve lemmanin ispat: tamamlanir. m
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Asagida, (Strohmer and Vershynin 2009) caligmasinda yer alan rastgele se¢imli Kaczmarz

yonteminin yakinsakligi ifade edilmigtir.

Teorem 3.3.2 (Strohmer and Vershynin 2009) Af = b denklem sisteminin ¢ézimi

f olsun. Rastgele se¢cimli Kaczmarz yontemi
Ef® — ) < (1 — w(A)2)*|[f® £ (3.31)
ortalama hatas ile beklentide (expectation) £ ¢oziimiine yakinsar.

Ispat. Her z € R” i¢in

m

[k
> [(z, a)* > (3.32)
Py 1A

esitsizligi gegerlidir. (3.32), A% = 3 ||| kullanilarak
i=1

leaz\lz < a; >
7 Al I\ il

seklinde yazilabilir. Ispatin temel noktasi (3.33) esitsizliginde sol tarafin, baz rastgele

2

> K(A)?[all} . zeR" (3.33)

degigkenlerin bir beklentisi olarak degerlendirilmesidir. Yani Af = b denklem sisteminin
1. denkleminin ¢oziim uzay, normah H olan {y : (y, a;) = b;} hiperdiizlemidir. Rastgele
Kaczmarz algoritmasindaki olasﬂlklar ile birlikte Af = b sisteminin tiim denklemlerinin
normalleri olan bir rastgele Z vektorii tanimlansin:

2
a; ||az-H2

= , olasihigiile, + = 1, ..., m. (3.34)
laill,”  [JA]f%

(3.33) esitsizliginden
Bl Z)f > n(A) 2 Jall} . zeR" (3.35)

Af = b denklem sisteminin rastgele bir denkleminin ¢oziim uzayima P dik projeksiyonu,
Pz =2z — (z — {,Z) Z ile verilir.

Hf (k) _f H; hatasinin her adimda ortalama olarak (énceki adimlara gore kogullandirilms)
en az (1 — k(A)72) carpam kadar azaldig1 gosterilmelidir. Bir sonraki £*) yaklagimi f(*=1)
den f*) = P.f*=1 olarak hesaplanir, burada P;, Ps, ... rastgele P projeksiyonun bagimsiz

olarak gerceklesmesi durumlaridir. £&-5—f®) vektori, P, mn cekirdegindedir ve tizerine
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k) _f vektoriinii iceren, denklemin ¢oziim uzayma diktir

P, projeksiyonunun yapildigi, f!
(f vektorii tiim denklemlerin ¢oztimiidiir). Bu iki vektoriin dikliginden,

£ g2 — g0 _g| | _ ||p-0_gm||”
£ —£[]5 = ] I, = |[£" -t

2

2

alttan smrlandirilmaldir. £&) nin
2

elde edilir. Ispat: tamamlamak icin Hf(k_l)—f(k)

tamma ile

2
Hf(’“*l)—f(’“) = (f-1,2,)

olur, burada Zy, Z,, ..., rastgele Z vektoriiniin bagimsiz gerceklesmesi durumlaridir. Boylece

2 fl=1) _f 2 _ 2
O e e ) e

olur. Simdi, rastgele Zq,Z,, ..., Z,_, vektorlerinin secimine bagl olarak her iki tarafin

fh-1) _f ? >
. 1 (k=1) _
() ) e

beklentisi alinirsa

.....

Her iki tarafin tam beklentisi dikkate alinirsa
E[|f®—£]]; < (1 - 5(A)72) B|£*—£]|;
olur ve tiimevarim ile ispat tamamlanir. m

Kaczmarz yonteminin genellegtirilmis formu olan blok versiyonu (Eggermont et al. 1981)
icin yakinsaklik ¢calismalar: yapilarak, bazi sonuglar ortaya konulmustur. Bu yakinsaklik
sonuclary, A matrisinin her bir satir1 blok olarak alindiginda klasik Kaczmarz yontemi

icin de gegerli olmaktadir:
£n+l) — g(n) + AnV‘lA[{;}WM (b[n} - A[n]f(n)) (336)

burada, A,, gevseme parametresi, V ve W sirasiyla n ve m-mertebeden pozitif tanimh
kosegen matrisler olup, A matrisinin belirli sayidaki satirlar: ile iterasyonlar yapilir. Bir

B ={1,...,m} indis kiimesi T" adet bog olmayan B; alt kiimelerine pargalansin 6yle ki,

B={l,...m}= |J B (3.37)

1<¢<T
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B, alt kiimeleri, M(t) > 1 indislerinden olugan

kiimeleridir ve ayrik olmalarina gerek yoktur.
n > 0 i¢in [n] £ n(modT) + 1 olsun. Boylece A, b ve W matrislerinin blok yapilar1 su
sekilde olur:

An b
At = >bt = s
-t -t
Al M)
M(t)xN M(t)x1
Wit
W, = . (3.39)
Wﬁw(z)
M()x M(t)

Burada A%, A mm i. satir, b1, b nin i. bileseni ve Wi, W nin i. kosegen elemamdir.
Iterasyonlar n = kT den n = (k +1)T — 1 e kadardir. Yani bir iterasyon £f*7) den baslar
f((5+1DT) de son bulur.
4 1
(3.36) iterasyon semasimndan V =1, W' = W, B =A{t}, t=1,..M, T = M ve
An = 1 i¢in (klasik) Kaczmarz yontemi elde edilir.
Teorem 3.3.3 (Jiang and Wang 2003) ¢t = 1,...,T icin, ||A¢lly w < p ve her k >0
icin, 0 < p*\, < 2 olacak sekilde p > 0 var olsun. Af = b tutarl olmak tizere
Zmin(pz)\k, 2 — p* M) = +00 (3.40)
k=0
kosulu saglamyorsa, ya da Af = b tutarl veya tutarsiz olmak tzere, (3.37) ayrik ve
kh_)rgo A =0 wve Z A = 00 (3.41)
k=0
kosulu saglanwyorsa, (3.36) ile olusan {f(")} dizisi (3.7) normal denkleminin ¢oziimiine

yakinsar.

Bu teoremin ispati, (3.36) iterasyon semasinin daha basit formu i¢in elde edilen ve agagida

verilen (3.42) iterasyon semasimin yakinsakligina dayanmaktadir.
2™ = V™,
G = W:AV ¥

1

b = W:2b
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olsun. t = 1,2,...,T igin (3.39) ile

1 1
Gt - Wf 1&15\/“75 ;

b, = W:b,

yazilabilir. Boylece

20" = 20 4 \,GT by — Gpyz™) (3.42)
elde edilir. Af = b sistemi,

Gz=b (3.43)
sistemine doniigiir ve bu sisteminin normal denklemi

G'Gz=G'b (3.44)
olur.

Teorem 3.3.4 (Jiang and Wang 2003) ¢ = 1,...,T i¢in, |G,G]|| < p* ve her k >0
icin, 0 < p?Xp < 2 olacak sekilde p > 0 var olsun. (3.43) tutarl olmak tizere, (3.40)
kosulu saglaniyorsa, ya da (3.43) tutarl veya tutarsiz olmak tizere (3.37) ayrik ve (3.41)

gecerli ise {z(”)} (8.44) normal denkleminin ¢ozimiine yakinsar.
3.4 YARI-YAKINSAKLIK

Rekonstriiksiyon problemlerinde kargilagilan giiriiltiilii veri igeren
Af~b (3.45)

denklem sistemlerinin genellikle tutarsiz yapida olmasi nedeniyle, ¢oziim yaklagik olarak
aragtirilmaktadir. (3.45) sisteminde b = b 4 &b biciminde, f kesin ¢oziim (goriintii) olmak

tizere, b = Af giiriiltiisiiz verisi ve b toplamsal giiriiltiisiiniin toplanmudir.

Kaczmarz yontemi ile (3.45) sisteminin ¢oziimiine yaklagim yapilirken kargilagilan hata
degerleri ilk birkag iterasyonda azalmakta iken belirli bir iterasyon adimindan sonra bu

hata, giiriiltii hatasinin etki etmeye baglamasiyla giderek artmaktadir.
Hata verisinin
+EY_F (3.46)
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seklinde ayrigtirilmasi durumunda (Engl et al. 1996), her bir iterasyon adim i¢in hata
k)_F k)_g(k) Fk)_F
[£9-1||, < || e H2 + [|[EO—F|, (3.47)

£k) _F)

olur. Burada ‘

)’ sisteme dahil edilen giiriiltiiden kaynaklanan giiriiltii hatasi,
Hf(k)—fH , ise iterasyon hatasi olup, giiriilti olmasa bile sistem igerisinde iterasyon ile
yapilan yaklasimdan ortaya cikmaktadir. Iterasyon hatasi, ilk bir kag iterasyon ile £*)
vektorlerinin f ¢oziimiine yakinsamasi nedeniyle giderek azalir. Ancak, iterasyon adimlar
ilerledikge, Hf (k) %) H2 giiriiltii hatasindaki artis ile birlikte toplam hata artmaya baglar.
Bu durum yari-yakmsama olarak ifade edilmektedir (Natterer 1986).

Kaczmarz yonteminin yari-yakinsaklik analizi ile ilgili caligmalar blok versiyon i¢in yapilmis

olup, (Elfving et al. 2014) galismasinda giiriiltii hatasi i¢in bir {ist sinir elde edilmistir.

Algoritma 3.4.1 (Blok Kaczmarz algoritmast)
Advm 1. Keyfi baslangic vektori £©= £O9).
Adim 2. k=1,2,... i¢in

f(kil’i) = f(kil’iil) —+ )\CLZTMl(bZ - aif(kil’iil)), Z = 1, 2, .y P
Advm 3. k. iterasyon sonucu £*) = fk=1p),

Blok Kaczmarz algoritmasinda p = m oldugunda (klasik) Kaczmarz algoritmas: elde

edilir. Bu durumda M, = W olur.

AA" =L+D+L", M= (D+AL)" ve s = |[A"Mdb|

olsun. Burada L, kesin alt ii¢ggensel matris ve D = diag(A;AT) dir. Bu durumda, blok

Kaczmarz yonteminde iterasyon formiilii
fE = =D L NATM (b — AF*D)
olarak yazilabilir.

Teorem 3.4.2 (Elfving et al. 2014)

1—(1—Xo?)*
o

¢k(0-7 )\) =

olsun. Blok Kaczmarz algoritmasindaki girilti hatasi, X € (0,2) olmak tizere,
0

e}l < Sapylon ) + O

olacak sekilde sinarlidir. Burada o, D:MA mn sifirdan farklh en kiiciik singtiler degeridir.
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Blok Kaczmarz algoritmasinin yari-yakinsaklik analizi, her bir blogun, A matrisinin bir

satir1 olarak alinmasi ile Kaczmarz yontemleri icin de gecerli olmaktadir.
Yari-yakinsak analizinde A € (0, 2) iken hatanin iist siir

\/_ A0
lef’ll = ==V +0()

olarak elde edilir (Elfving et al. 2014). A = 1 i¢in Kaczmarz algoritmasindaki hatanin {ist
siir1 =-+/k olur. Boylece, artan iterasyon sayisina bagh olarak giirtiltii hatasinin artacag:

gérulmektedlr.
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BOLUM 4
TAU-P DONUSUMUNUN TERSI iCIN ART UYGULAMALARI

Bu boliimde tau-p doniigimiiniin tersi i¢in Boliim 3’te tamitilan Kaczmarz, simetrik
Kaczmarz ve rastgele secimli Kaczmarz yontemlerinin yakinsaklik ve yari-yakinsaklik
davraniglarinin analizine yonelik baz1 uygulamalara yer verilmistir. Sayisal hesaplamalarda
MATLAB programi kullamilmig ve AIR Tools (Hansen and Saxild-Hansen 2012) MAT-
LAB paketinden yararlamilmistir. AIR Tools MATLAB paketi Radon doniigiimiinii temel
almakta olup, bu caligma kapsaminda, ilgili program paketinde tau-p doniistimiiniin uygu-

lanmasi icin gerekli degisiklikler yapilmigtir.

Uygulamalarda oncelikle bir f(z,y) fonksiyonu tanmimlanmig ve bu fonksiyonun tau-p
doniigiimii verileri hesaplanmigtir. Pratikte, giiriiltii (noise) etkisinden dolay1 hesaplanan
bu doniigtim verilerini goriintiileme ile ilgili problemlerde direkt olarak kullanabilmek
genellikle miimkiin degildir. Bu nedenle, cebirsel rekonstriiksiyon teknikleri kullanilarak
f(z,y) fonksiyonuna yaklagimlar yapilirken giiriiltiisiiz doniigiim verilerinin yam sira, %1,

%3 ve %5 oraninda giiriiltii (Gauss beyaz giiriiltiisii) eklenen doniigiim verileri kullanilmigtar.

f(x,y) fonksiyonunun kesin degerleri ile yapilan yaklagimlar sonucu elde edilen degerlerin
kargilagtirilmas relatif hata hesabi ile yapilmigtir. Relatif hata, kesin degerlerin f vektorii

ile k adet iterasyon ile hesaplanan f*) yaklagimi icin

I — £,
I,

orani ile hesaplanmigtir, burada ||-||,, Euclid normudur.

Ele alman 6rneklerde f(z,y) fonksiyonlar1 destegi [—1, 1] x [—1, 1] kare bélgesinde olacak
sekilde

—p2

eXp : L (=) + (y— b)) <2 ise,
Ci(x,y) = (7“? —(r—a)* - (y—bi)2>

0 . diger durumda,

(4.1)
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fonksiyonlarinin toplami olarak tanimlanmistir.

Hesaplamalar, [—1, 1] x [—1, 1] kare bolgesi i¢in 50 x 50 diizgiin 1zgara olugturularak, bu 1z-
garanin her bir diigiim noktasinda f(z,y) fonksiyonun 2500 ayrik degeri igin yapilmigtir.
(0,7) arahgmda § = 5° 10°, ...,175° olmak iizere # icin 35 farkli deger ve [—v/2,v/2]
araliginin diizgiin parcalanmas ile ¢ i¢in 75 farkhi deger kullanilarak toplam 2625 projek-

siyon verisinden yararlanilmigtir.

Ornek 4.0.1 f(z,y) fonksiyonu Tablo 4.1’de verilen parametreler ile Ci(z,v) fonksiyon-

lariman toplama olarak tanimlansin.

Tablo 4.1 Cy(z,y) icin parametreler (Ornek 4.0.1).

i Merkez (a;,b;) Yaricap r;
1 (0.6,0.2) 0.2
2 (-0.4,0.5) 0.4
3 (~0.1,-0.5) 0.3

f(x,y) fonksiyonunun grafigi Sekil 4.1°de verilmistir.

Sekil 4.1 f fonksiyonunun grafigi (Ornek 4.0.1).
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Gurdltiistiz veri ile rekonstriiksiyon

iterasyon Sayisi

Gurlltistz veri ile RT yardi miyla rekonstriksiyon

iterasyon Sayisi

071 071
¢ -+ Kaczmarz ¢ -+ Kaczmarz
O - - Simetrik Kazcmarz O - - Simetrik Kazcmarz
0.6 * - Rastgele Sec. Kazcmarz 0.6 * - Rastgele Sec. Kazcmarz
© @
0.5 0.5
*
g o4 g o4
z 0 I 3
gL R
3] Lo 9] L
& 0.3 . & 0.3
Y 1o
L o * Lo
0.2 O** 0.2 %0
A .
¢ Hex 5 O
o * ek oY
L~ ¢ L ™ L % ¢
0.1 ey 0.1
0 ok 0
000 28 FHHHHHHAAR ISR I AR AAAHAHA A Qt%ge““ N
0 86066000000000000000000000000000000000000 ©o00
0 . . . . . 0 . . . . .
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Sekil 4.2 Giiriiltiisiiz veri ile rekonstriiksiyon icin relatif hata (Ornek 4.0.1).

Kaczmarz, simetrik Kaczmarz ve rastgele secimli Kaczmarz yontemleri kullanilarak, ilk
50 iterasyon icin relatif hata degerleri, giiriiltiisiiz veri icin Sekil 4.2’de ve %1, %3 ve
%5 oraminda giiriiltiilii veri igin sirasiyla Sekil 4.3, 4.4 ve 4.5’te verilmigtir. Sekil 4.2’de,
giiriiltiisiiz veri kullanildiginda, rekonstriiksiyon probleminin direkt ayrik formu ve Radon
doniistimii yardimiyla ayrik formu i¢in her ii¢ yontemin de benzer yakinsama davranisi gos-
terdigi ve iterasyon sayisi arttikca relatif hatanin giderek azaldigi goriilmektedir. Bununla
birlikte Sekil 4.3, 4.4 ve 4.5’te, doniisiim verilerine dahil edilen giiriiltii oranindaki artigin
neden oldugu giiriiltii hatasi ile belirli bir iterasyon adimina kadar azalmakta olan relatif
hata degerlerinin daha sonra artmakta oldugu goriilmektedir. Bu durum yaklagim ic¢in

kullanilan iterasyon yontemlerinin yari-yakinsaklik davranisi olarak ifade edilmektedir.

Gurdltilu veri (%1) ile rekonstriksiyon

iterasyon Sayisi

Guraltalt veri (%1) ile RT yardimiyla rekonstriksiyon

iterasyon Sayisi

0.6 0.55 ¢
¢ - Kaczmarz ¢ -+ Kaczmarz
0.55 ¢ O - - Simetrik Kazcmarz 051 O - - Simetrik Kazcmarz
* - Rastgele Seg. Kazcmarz * - - Rastgele Se¢. Kazcmarz
05 0.45 ™
045 04
*; o
0
% 0.4 S % 0.35
T < T :
E 0.35[ E 0.3r
[} * (3} Ly
@ 03 @ 025F 19
&t
0.25 Q_ 0.2 5 &
o * Y
TNk 000Q
02f » 9 00099988500 015} _
L P 03888600009 SIS ;QOQQQQQQWWQOQWW
015 0 % Fay 8888388888 01f *2 %o, 00000000097 PEAMIIIG,
1 o oga0c0attageee I Sa0agape000RoReeit R s nernee
el Fede e
01 v RN HAK KK s s * ROk 0.05 L L L L |
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Sekil 4.3 Giiriiltiilii veri (%1) ile rekonstriiksiyon icin relatif hata (Ornek 4.0.1).
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Gurdltalt veri (%3) ile rekonstriksiyon Gurdltili veri (%3) ile RT yardimiyla rekonstr tiksiyon

0.65 0.65
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Sekil 4.4 Giiriiltiilii veri (%3) ile rekonstriiksiyon igin relatif hata (Ornek 4.0.1).

Gurdltalt veri (%b5) ile rekonstriksiyon Gurdltili veri (%5) ile RT yardimiyla rekonstr tiksiyon
12 0.7
< -+ Kaczmarz < -+ Kaczmarz
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Sekil 4.5 Giiriiltiilii veri (%5) ile rekonstriiksiyon i¢in relatif hata (Ornek 4.0.1).

Sekil 4.3, 4.4 ve 4.5te goriilen, %1, %3 ve %5 oranminda giiriiltiilii veri i¢in minimum
relatif hata degerleri ve bu degerlerin hangi iterasyon sayisi icin elde edildigi sirasiyla
Tablo 4.2, 4.3 ve 4.4’te ifade edilmigtir. Dontistim verilerine dahil edilen giiriiltii oranlar:
artarken minimum relatif hata degerleri de artmakla beraber, bu degerlerin elde edildigi
iterasyon sayilar1 giderek azalmaktadir. Bunun sebebi, artan giiriiltii hatasinin kullanilan
yontemlerdeki azalmakta olan iterasyon hatasina daha diisiik iterasyon adimlarinda tistiin

gelmesidir.
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Tablo 4.2 %1 giiriiltiilii veri icin minimum relatif hata degerleri (Ornek 4.0.1).

Direkt RT yardimiyla
Iterasyon Min. relatif hata Iterasyon Min. relatif hata
Kaczmarz 10 0.1193 12 0.0942
Sim. Kaczmarz 6 0.1153 7 0.0876
Rast. Kaczmarz 47 0.1001 9 0.0783

Tablo 4.3 %3 giiriiltiilii veri icin minimum relatif hata degerleri (Ornek 4.0.1).

Direkt RT yardimiyla
Iterasyon Min. relatif hata Iterasyon Min. relatif hata
Kaczmarz 5 0.2976 7 0.2254
Sim. Kaczmarz 4 0.2908 4 0.2017
Rast. Kaczmarz 15 0.1888 4 0.1503

Tablo 4.4 %5 giiriiltiilii veri icin minimum relatif hata degerleri (Ornek 4.0.1).

Direkt RT yardimiyla
Iterasyon Min. relatif hata Iterasyon Min. relatif hata
Kaczmarz 4 0.4615 5 0.3498
Sim. Kaczmarz 3 0.4561 3 0.3096
Rast. Kaczmarz 11 0.2795 3 0.2221

Sekil 4.3-4.5 ve Tablo 4.2-4.4’ten, giiriiltiilii veri kullanildigi durumumlarda, rekonstriik-
siyon probleminin Radon doniigiimii yardimiyla ayrik formu icin elde edilen relatif hata
degerlerinin, direkt ayrik formu i¢in elde edilenlere gre daha kiiciik oldugu ve genel olarak

rastgele secimli Kacmarz yonteminin, Kaczmarz ve simetrik Kaczmarz yontemlerine gore

gliriiltii oranindan daha az etkilendigi goriilmektedir.

Asagida, yapilan yaklagimlar sonucu f fonksiyonu icin elde edilen yaklagik goriintiilere yer
verilmistir. Giiriiltiisiiz veri igin 3 iterasyon ve 50 iterasyon ile elde edilen sonuclar Sekil
4.6-4.7de, %1, %3 ve %5 oraninda giiriiltiilii veri icin ise Tablo 4.2-4.4’te verilen minimum

relatif hatanin elde edildigi iterasyon sayisi ve 50 iterasyon ile elde edilen sonuglar Sekil

4.8-4.13’te gosterilmistir.
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Kaczmarz Sim. Kaczmarz Rastgele Kaczmarz

Q.
O

Kaczmarz-RT Sim. Kaczmarz-RT Rastgele Kaczmarz-RT

Sekil 4.6 Giiriiltiisiiz veri ile rekonstriiksiyon; Iterasyon sayis1=3 (Ornek 4.0.1).

Kaczmarz Sim. Kaczmarz Rastgele Kaczmarz

Kaczmarz-RT Sim. Kaczmarz-RT Rastgele Kaczmarz-RT

Sekil 4.7 Giiriiltiisiiz veri ile rekonstriiksiyon; Iterasyon sayis1=50 (Ornek 4.0.1).
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Kaczmarz Sim. Kaczmarz Rastgele Kaczmarz

Kaczmarz-RT Sim. Kaczmarz-RT Rastgele Kaczmarz-RT

Sekil 4.8 Minimum relatif hata durumunda giiriiltiilii veri (%1) ile rekonstriiksiyon

(Ornek 4.0.1).

Kaczmarz Sim. Kaczmarz Rastgele Kaczmarz
E

Kaczmarz-RT Sim. Kaczmarz-RT Rastgele Kaczmarz-RT

Sekil 4.9 Giiriiltiilii veri (%1) ile rekonstriiksiyon; Iterasyon sayis1=50 (Ornek 4.0.1).
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Kaczmarz Sim. Kaczmarz Rastgele Kaczmarz
E
Kaczmarz-RT Sim. Kaczmarz-RT Rastgele Kaczmarz-RT

Sekil 4.10 Minimum relatif hata durumunda giiriiltiilii veri (%3) ile rekonstriiksiyon

(Ornek 4.0.1).

Kaczmarz Sim. Kaczmarz Rastgele Kaczmarz

Kaczmarz-RT Sim. Kaczmarz-RT Rastgele Kaczmarz-RT

Sekil 4.11 Giirtiltiili veri (%3) ile rekonstriiksiyon; Iterasyon sayis1=50 (Ornek 4.0.1).
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Kaczmarz Sim. Kaczmarz Rastgele Kaczmarz

O .

O

Kaczmarz-RT Sim. Kaczmarz-RT Rastgele Kaczmarz-RT

C.Q9 .
o o

Sekil 4.12 Minimum relatif hata durumunda giirtiltiilii veri (%5) ile rekonstriiksiyon

(Ornek 4.0.1).

Kaczmarz Sim. Kaczmarz Rastgele Kaczmarz

Sim. Kaczmarz-RT Rastgele Kaczmarz-RT

Sekil 4.13 Giirtiltiili veri (%5) ile rekonstriiksiyon; Iterasyon sayis1=50 (Ornek 4.0.1).

45



Ornek 4.0.2 f(z,y) fonksiyonu Tablo 4.5’te verilen parametreler ile Cy(x,y) fonksiyon-

lariman toplama olarak tanimlansin.

Tablo 4.5 Cj(z,y) igin parametreler (Ornek 4.0.2).

i Merkez (a;, b;) Yarigap r;
1 (0.2,-0.2) 0.6
2 (0,0.4) 0.4
3 (—0.4,0) 0.4

f(z,y) fonksiyonunun grafigi Sekil 4.14 te verilmigtir.

-1 -1

Sekil 4.14 f fonksiyonunun grafigi (Ornek 4.0.2).

Yukarida tanmimlanan f fonksiyonunun tau-p projeksiyonlarindan yaklagik olarak elde
edilmesinde hesaplanan relatif hata degerleri, giiriiltiistiz veri icin ve %1, %3 ve %5
oraninda giiriiltiilii veri i¢in sirasiyla Sekil 4.15, 4.16, 4.17 ve 4.18'de verilmistir. %1,
%3 ve %5 oraninda giiriiltiilii veri i¢in elde edilen minimum relatif hata degerleri ve bu
degerlerin hangi iterasyon sayisi icin elde edildigi sirasiyla Tablo 4.6, 4.7 ve 4.8’de ifade
edilmigtir. Ayrica, f fonksiyonu igin yapilan yaklagimlar ile elde edilen yaklagik goriintiiler

Sekil 4.19-4.26’da gosterilmistir.

Tablo 4.5’te verilen parametreler ile C;(x,y) fonksiyonlarinin toplami olarak tanimlanan
f fonksiyonu i¢in, rekonstriiksiyon probleminin direkt ayrik formu ve Radon doéniigiimii
yardimiyla ayrik formu kullamlarak uygulanan her iic yontemin de Ornek 4.0.1’deki ile

benzer yakinsama davrams: gosterdigi goriilmektedir.
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Gurdiltiistiz veri ile rekonstriiksiyon

Gurliltistz veri ile RT yardi miyla rekonstriiksiyon
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Sekil 4.15 Giirtiltiisiiz veri ile rekonstriiksiyon igin relatif hata (Ornek 4.0.2).

Gurultili veri (%1) ile RT yardimiyla rekonstriiksiyon
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Sekil 4.16 Giiriiltiilii veri (%1) ile rekonstriiksiyon icin relatif hata (Ornek 4.0.2).
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Guraltilu veri (%3) ile RT yardimiyla rekonstriiksiyon
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Sekil 4.17 Giiriiltiilii veri (%3) ile rekonstriiksiyon icin relatif hata (Ornek 4.0.2).
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Gurdltalt veri (%b5) ile rekonstriksiyon Gurdltlu veri (%5) ile RT yardimiyla rekonstriiksiyon
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Sekil 4.18 Giiriiltiilii veri (%5) ile rekonstriiksiyon icin relatif hata (Ornek 4.0.2).

Tablo 4.6 %1 giiriiltiilii veri icin minimum relatif hata degerleri (Ornek 4.0.2).

Direkt RT yardimiyla
Iterasyon Min. relatif hata Iterasyon Min. relatif hata
Kaczmarz 11 0.1640 13 0.1202
Sim. Kaczmarz 7 0.1598 9 0.1124
Rast. Kaczmarz 19 0.1031 7 0.0904

Tablo 4.7 %3 giiriiltiilii veri icin minimum relatif hata degerleri (Ornek 4.0.2).

Direkt RT yardimiyla
Iterasyon Min. relatif hata Iterasyon Min. relatif hata
Kaczmarz 6 0.4169 7 0.3112
Sim. Kaczmarz 4 0.4157 5 0.2844
Rast. Kaczmarz ) 0.2195 6 0.1969

Tablo 4.8 %5 giiriiltiilii veri icin minimum relatif hata degerleri (Ornek 4.0.2).

Direkt RT yardimiyla
Iterasyon Min. relatif hata Iterasyon Min. relatif hata
Kaczmarz 4 0.6411 5 0.4816
Sim. Kaczmarz 2 0.6406 3 0.4398
Rast. Kaczmarz 3 0.3004 3 0.3049
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Kaczmarz Sim. Kaczmarz Rastgele Kaczmarz

QPSP

Kaczmarz-RT Sim. Kaczmarz-RT Rastgele Kaczmarz-RT

Sekil 4.19 Giiriiltiisiiz veri ile rekonstriiksiyon; Iterasyon sayisi=3 (Ornek 4.0.2).

Kaczmarz Sim. Kaczmarz Rastgele Kaczmarz

Kaczmarz-RT Sim. Kaczmarz-RT Rastgele Kaczmarz-RT

Sekil 4.20 Giiriiltiisiiz veri ile rekonstriiksiyon; Iterasyon say1s1=50 (Ornek 4.0.2).
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Kaczmarz Sim. Kaczmarz Rastgele Kaczmarz

& &3 £

Kaczmarz-RT Sim. Kaczmarz-RT Rastgele Kaczmarz-RT

Sekil 4.21 Minimum relatif hata durumunda giiriiltiilii veri (%1) ile rekonstriiksiyon

(Ornek 4.0.2).

Kaczmarz Sim. Kaczmarz Rastgele Kaczmarz

™y Y

Kaczmarz-RT Sim. Kaczmarz-RT Rastgele Kaczmarz-RT

Sekil 4.22 Giirtiltiili veri (%1) ile rekonstriiksiyon; Iterasyon sayis1=50 (Ornek 4.0.2).
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Kaczmarz Sim. Kaczmarz Rastgele Kaczmarz

Sim. Kaczmarz-RT Rastgele Kaczmarz-RT

Sekil 4.23 Minimum relatif hata durumunda giiriiltiilii veri (%3) ile rekonstriiksiyon

(Ornek 4.0.2).

Kaczmarz Sim. Kaczmarz Rastgele Kaczmarz

Sekil 4.24 Giirtiltiili veri (%3) ile rekonstriiksiyon; Iterasyon sayis1=50 (Ornek 4.0.2).
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Kaczmarz Sim. Kaczmarz Rastgele Kaczmarz

Sim. Kaczmarz-RT Rastgele Kaczmarz-RT

Sekil 4.25 Minimum relatif hata durumunda giiriiltiilii veri (%5) ile rekonstriiksiyon

(Ornek 4.0.2).

Kaczmarz Sim. Kaczmarz Rastgele Kaczmarz

Sekil 4.26 Giiriiltiili veri (%5) ile rekonstriiksiyon; Iterasyon sayisi=50 (Ornek 4.0.2).
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