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This thesis consists of five parts. In the first part, the main description and theorems in the
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In the second part, Bernstein-Chlodowsky and Chlodowsky-Taylor polynomials of one
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BOLUM 1

GIRIS

Fonksiyonel Analizin 6nemli dallarindan biri olan Yaklasim Teorisi; 6zellikleri az bilinen

verilen bir fonksiyona daha basit ve kullanigli hesaplanabilir fonksiyonlarla yaklasimi inceler.

19.yiizyilin sonlarindan bu yana bir¢ok matematik¢i bu anlamda yaklagim yapabilmek igin
daha basit fonksiyonlart bulmayir amaglayarak degisik operatorler gelistirmislerdir. 1885
yilinda Weierstrass kapali bir aralikta stirekli fonksiyonlara yakinsayan polinomlarin varligini
kanitlayan bir teorem ortaya koymustur. 1912 yilinda Bernstein bu teoremi kendi tanimladigi

Bernstein Polinomlari olarak bilinen polinomlari kullanarak yeniden kanitlamistir.

Bernstein Polinomlar1 yaklagim teorisi basta olmak tizere egriler, bilgisayar destekli dizayn,
bilgisayar destekli geometrik dizayn, olasilik teorisi ve sayilar teorisi gibi bir¢ok alanda
uygulama alanina sahiptir. Bernstein’ den sonra bu polinomlarin birgok genellemesi yapilarak
yaklasim Ozellikleri incelenmistir.1937 yilinda Chlodowsky, Bernstein Polinomlarini [0, )

aralifina genisleterek;

(by,) dizisi

: by

lim b, = o ve lim — =0
n—->oo n—>oo n

kosullarin1 saglayan monoton artan gergel terimli pozitif bir say1 dizisi olmak iizere [0, b,]

araliginda

hern € Nve f € [0,1] igin
n

-3 (3w -5

seklinde tanimlamustir.



Kirov tarafindan 1992 yilinda Bernstein-Taylor Polinomlar1 r € N olmak iizere x € [0,1] ve
f € C"[0,1] igin

seklinde tanimlamis ve yaklasim ozelliklerini ¢alismistir. Daha sonra Izgi, Biiyiikyazic1 ve
Ibikli 2009 yilinda Chlodowsky-Taylor Polinomlarini 7 € N, olmak iizere x € [0, b,,] ve
f € C"[0, o) igin

n T — i

n A x\" 7k k
Cr.r(f32) Z C (a) (“a) (2= 50n)

k=0 i=0

olarak tanimlanmis ve bu polinomlarin yaklasim durumlar1 incelenmistir.

2011 yilinda ise Kirct Serenbay ve Ibikli Chlodowsky-Taylor Polinomlarmin iki degiskenli

durumunu asagidaki sekilde tanimlamislardir.

0<x<b,0<y < b, olmak iizere
ok = (kL — O™, @) () = (’7) t(1—t)" ve
i .
i _ l) alf(s,t) _ i—k B X
d'f(s,t) Z (k oxiKayk (x—s)" " (y—1t)

esitlikleri gegerli olsun. iki degiskenli Chlodowsky-Taylor Polinomu

Enm(f,75%,5) =Z§ ( > (m>zdf( iT,#bm)

i=0

seklindedir.

Yaklasim yapilacak f fonksiyonunun yalmizca siirekli olmasi durumunda Bernstein
Chlodowsky Polinomlariyla yaklagim kullanilabilirken f fonksiyonunun r kez tiirevlenebilir
ve r-inci tlrevi silirekli ise tiirev Ozelliklerini de kullanarak Chlodowsky-Taylor
Polinomlartyla yaklasim kullamlir. Ustelik Chlodowsky-Taylor Polinomlariyla yaklagim
Bernstein Chlodowsky Polinomlariyla yaklasimdan daha hizlidir.



Bu tezde hem Bernstein-Chlodowsky hem de Chlodowsky-Taylor Polinomlariyla yaklagimin
bir ve iki degiskenli durumdaki karsilastirmasi gorsel ve niimerik hesaplar yoluyla ortaya

koyulacaktir.

1.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu kesimde tez icin gerekli olan temel tanim ve teoremler verilecektir.
Tanmm 1.1.1

[a, b] sonlu aralig1 tizerinde tanimlanmis ve araligin her noktasinda siirekli olup a da soldan b
de sagdan siirekli olan f:[a,b] » R fonksiyonlar uzayma [a,b]| araligi iizerinde tanimlii
stirekli fonksiyonlar uzayr denir ve Cla, b] ile gosterilir. Agik¢a C[a, b] dogrusal bir uzaydir
(Hacisalihoglu ve Haciyev1995).

Tanm 1.1.2
f:la, b] » R siirekli fonksiyon olsun. Bu durumda

Iflle = max |fGo) (1)

Cla, b] uzaymda bir normdur.

Buna gore C[a, b] uzay1 agik¢a normlu dogrusal bir uzaydir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Onerme 1.1.1

(&)nen gergel sayilarn bir sifir dizisi olsun, (f;,) < C[a, b] fonksiyon dizisinin bir

g € Cla, b] fonksiyonuna diizglin yakinsamasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her x € [a, b] igin,
/() =g < M- &, (1.2)
esitsizligini saglayacak en az bir M > 0 sayisinin var olmasidir (Coskun 1997).

Tanm 1.1.3

p: R — [1, 00) siirekli, monoton artan bir fonksiyon olmak iizere her x € R i¢in

lim p(x) = o
|x| >0



olsun. Bu durumda her x € R igin
If (| < Mgp(x) (1.3)

esitsizligini saglayan fonksiyonlar uzayma B, (R) uzay: denir. Burada p fonksiyonuna agurlik

fonksiyonu denir (Gadjiev 1976).

Tanmm 1.1.4

Cp(R) = {fe B,(R): f stirekli} olarak tammli agirlik uzayr R de bir dogrusal uzaydur.
Tanm 1.1.5

p agirlik fonksiyonu ve f € B,(R) olmak iizere

i)
Ifllp == U=y (1.4)

ile B,(R) iizerinde norm tanimlanir. B,(R) ve C,(R) bu norm ile birer normlu uzaydir

(Gadjiev 1976).

Tanim 1.1.6

p: R — [1, 00) siirekli ve her x € R igin
lglignw p(x) =

olan monoton artan fonksiyon olmak iizere her f € C,(R) igin

lim

lxl_)oom = Kf < oo (15)

esitsizligini saglayan fonksiyonlar uzayr C¥(R) ile gosterilir ve agik¢a bu uzay C,(R)
uzayinin alt uzayidir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Tanim 1.1.7

X veY fonksiyon uzaylari olmak iizere her f € X i¢in,

L(f,x) = g(x) (1.6)



esitligini saglayan g € Y fonksiyonu varsa bu L doniisimiine X uzaymdan Y’ye bir

operatdrdiir denir.
Ornek 1.1.1

S. Bernstein 1912 yilinda [0,1] aralig1 tizerinde siirekli bir fonksiyona yakinsayan polinom

tanimlamistir.

Bu polinom dizisi 0 < x < 1 olmak iizere;

n
Bu(ri0 = £ (5) (1) -
k=0
seklinde tanimlidir. Bu polinom Bernstein operatdrii olarak bilinir.
Tanim 1.1.8
X, Y dogrusal uzaylar ve f3, f, € X ve a;, @, € R olsun.
L: X — Y operatori i¢gin,
L(ayfi + azfz,x) = ay L(f1, %) + azL(f2, x)
esitligini saglayan L operatoriine dogrusaldir denir.
Tanim 1.1.9
Xt:={feX:f(x)=0},YT:={geY:g(x) =0}
seklinde tanimli fonksiyon uzaylari ve L: X = Y dogrusal operatorii i¢in,
L(X*) c Y7 ise L’ye dogrusal pozitif operator ad1 verilir.
Ornek 1.1.2
(b,,) dizisi monoton artan

: by
lim b, = o ve lim — =0

n—oo n-o N

kosullarini saglayan gergel terimli pozitif say1 dizisi ve 0 < x < b,, olmak {izere



n

s =3 s ()t (2) (-2

k=0

esitligi ile tanmiml1 polinomlara Bernstein-Chlodowsky Polinomlar1 denir. Bu polinomlar dizisi

dogrusal ve pozitiftir.

Dogrusallik;

n k k n—k
x x
Bifi0 =Y f(>ha)ck () (1-1)
n b, b,
k=0
ve a, f € R olmak lizere

sior+ 00 = Yor 0 (2ne)t () (1)
k=0

k=0 =

Sl G - oS (aer (2 (-
k=0 P
= aB,(f; x) + BB (g; x) elde edilir.
Pozitiflik;
f = 0olsun.
B;(fix) = Z f (S by ) C¥ (bi)" (1- bi)"
k=0

ifadesinde f (

(:—n)k >0 ve (1- ;—n)n

S|=

bn) > 0°dir. n, k > 0 oldugundan C¥ > 0°dir. x € [0, b,,) oldugundan

k
> 0’dir. O halde B;;(f;x) = 0 elde edilir.



Uyan 1.1.1

L dogrusal pozitif operatorii negatif fonksiyonlar1 negatif fonksiyonlara doniistiiriir.
Uyar1 1.1.2

Dogrusal pozitif operatoérler monotondur.

Her x € R i¢in f(x) < g(x) oldugundan f(x) — g(x) < Odur.

Dolayisiyla (f — g)(x) < 0 ’dir. Uyar1 1.1.1’den L(f — g,x) < 0 olup

L(f,x) — L(g,x) < 0 olur. Boylelikle L(f,x) < L(g, x) olur.

Tamm 1.1.10

X ve Y normlu uzaylar ve L: X — Y dogrusal bir operator olsun. Her f € X i¢in

IL(F, 0lly < C- MIfllx

esitsizligini saglayan C > 0 sayis1 varsa L operatorii sinirhidir denir. € sabitinin en kiigiik alt

smirma L operatoriiniin normu denir.

LIl x—y = inf{C: IL(f,)lly < C-Ifllx} (1.7)
seklinde ifade edilir.

Uyan 1.1.3

L: X — Y smirh dogrusal operator ve ||f||x # 0 olmak tizere,

ILllx-y = M (1.8)
ifx=o  fllx

esitligi gegerlidir (Rudin1991).

Sonug¢ 1.1.1

L: X — Y sinirh dogrusal operator ve ||f||x = 1 olmak tizere,

LIl = Sup ILCf, 0y (1.9)

flix=1



esitligi dogrudur.

Onerme 1.1.2

L: X — Y dogrusal pozitif operatorii ve her f € X i¢in

IL(f, 201 < LS %) (1.10)
esitsizligi saglanir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Teorem 1.1.1 (Korovkin Teoremi)

Dogrusal pozitif L,, operatorler dizisi ve her x € [a, b] i¢gin m = 0,1,2 olmak tizere

lim 1L (67, 2) = 2™ gy = 0

L, seklinde ti¢ kosulu saglasin. [a, b] de siirekli, a da soldan b de sagdan siirekli ve tim R

de sinirlt her f fonksiyonu i¢in
lim 12 (f, ) = Fllcta = O
esitligi gecerlidir (Korovkin 1960).
Teorem 1.1.2

Dogrusal pozitif L,, operatorler dizisinin C, uzayindan B,’ya doniisiim yapmasi igin gerekli ve

yeterli kosul

ILnCo, ), < M,
olacak sekilde bir M,, sabitinin bulunmasidir (Gadjiev 1976).

C[a,b] ve L, (a,b) uzaylar1 igin Korovkin Teoremi saglanir. Yani dyle kosullar vardir ki basit
fonksiyonlar tizerinde operatorler dizisi diizgiin yakinsak oldugunda uzayin keyfi fonksiyonu
icinde ayn1 norma gore yakinsaklik saglanir. Simdi sinirsiz bolgelerde tanimlanmis operator

dizileri i¢in bdyle bir teoremin gecerli olmadig1 gosterilecektir.



Teorem 1.1.3

m=>1, p(x) =1+ |x]|? ve {4,}; Cp(]Rm)den B,(R™) uzayma tammli dogrusal pozitif

operatdr dizisi olmak lizere j = 1,2, ..., m igin

lim [|4,(1,%) = 1[I, = 0 (1.11)
tim 4, (6,%) ~ 5] = 0 (112)
lim [| 4, (11£211, ) = 121]| ) = 0 (1.13)

seklindeki m + 2 kosul saglansin. Bu durumda
AL (%) = f7ll, > 1
olacak sekilde bir f* € C,(R™) fonksiyonu vardir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Kanit

llxll+1 llxll+1

{An } operator dizisin € Nve x* = ( NN ) icin

1+ 12| |
an(f0) = Ot [0 - fG] kll<n ise

f(x) x|l >n ise
olarak tanimlansin.
Oncelikle tanimlanan {An } operatdrler dizisinin dogrusallig1 ve pozitifligi gosterilecektir.
Dogrusallik:
|x]| > ni¢in A,,(f,x) = f(x) olup dogrusallik agiktir.
||x|| < n igin ise

+ llx|1?

Ap(ayfi + azfz,x) = (a1f1 + azf2)(x) + 11 202

+ llxI1?

[(arfi + azf2)x" — (a1 f1 + azf2)x]

= a;f1(x) + azfr(x) + [afi(x") + ar fo(x7) — a1 f1(x) — azf(x)]

1+ 2n?
B 1+ |x||? \ + [1x|I? + [lx|I?
= a1f1(x) + ayf2(x) +Wa1f1(x )+ 1+ 202 azfr(x )— 11 202 a f1(x)
1 2
1-:_”2x”2 azf2(x)
1 2 2
= @i+ () + o) £ )+ ()
1 2 2
1-:_”2x”2 arfo(x*) — 1_|_”2 ”2 a, f>(x)



2
=ag <f1(x) 1-:_”2 ”2
= a1 Ap(f1, %) + a2 A (f2, %)
oldugundan A,,(f, x) dogrusaldir.
Pozitiflik;

Her x € R™ igin f(x) = 0 olsun.

Agikea ||x|| > ni¢in 4,,(f, x) = f(x) pozitiftir.

[fi(x™) — fl(x)]> + a; <f1(x)

||x]| < niginyine A,(f,x) > 0 olur.

Gergekten ||x|| < n i¢in

[lx]|? <1

2n?

oldugundan

14 [Ix||?

1+ 2n?

esitsizligi gecerlidir. Boylece
+ |lx]|?

FO) > o G0

esitsizhgl dogru olur. Burada

+ llx|I® 1+ lIxlI®

+ llxl?

1+ 2n2 [f2(x") — fz(x)]>

A, 2) = FO) + o ) ~ e ) > 0

olup operatériin pozitifligi kanitlanmis olur.

Simdi de A, operatoriiniin C, uzayindan B, uzayma doniisiim yaptigi gosterilmelidir.

x*_<|IXII+1 I|x|I+1>

olmak iizere x* € R™ igin

= 51212

= (1 + lIxID?
_ (el + 1)2
. B

m
= (llxll + 1)?
= [lx|I* + 2]lxll + 1

olur. Boylece

p(x) =1+ [|x||* ve x|l < nigin

10



+ llxIl?

Ay (p,x) = p(x)+ 15202 [o(x™) — p(x)]
= P(x)+ﬂ[ll 1% = llx1I?]
1+ 2n?
1+ [Ix]1?
= () + o [+ 20l + [lx]? = 1211
1+ |lx]I?
p() + T (1 + 2llxl]
esitligi elde edilir. Ayrica [|x|| < n oldugundan
2||x|]
1+ 2n? <1

olur. Buradan

An(p,x) < p(x) + (1 + Ixl1*) = 2p(x)

esitsizligi gecerlidir.

Ay lerin C, uzayindan B, uzayma bir doniisiim oldugunu gostermek igin her f € C, igin
Ay (f,x) € B, oldugu gosterilmelidir. Agik¢a

|An(f, 0] < An(If1,%)

=t (500%)
< If 1l AnCp, %)
< 2lIfll,p(x)
esitsizligi gecerlidir. Burada My = 2||f||, almdiginda A, (f,x) € B, bulunur. Bu asamada
verilen A,, operatorlerinin teoremin hipotezini sagladigi gosterilecektir.
t =1i¢in

L ey C1en, el <
A1) =17 T T2 Hh=mee

1 , lx|]| > n ise
esitliginden kolayca A, (1,x) = 1 olur. Bu ise

lim 14, (1, ) = 11l = 0

olmasi demektir. Boylece (1.11) kosulu saglanmis olur.
Simdi de t = x; igin

lim [| 4, (t;,2) = x| ) =

oldugu gosterilmelidir.

[x]| < nigin

11



1+])x2
An(t;, x) = %+ [%] — x]

1+||x||2 1+||x|[—Vmx;
Vm

= X;
J " 142n2

1+|Ix||

< x+ 2.(1 + ||xI])

olur. Boylece

1+ |x]|?
Ap(t,x) —x; < Wz- (T + {lxID

Ap(ti,x) — x; < 2.(1+ [lxID
1+ |x|[> — 1+ 2n?

esitsizligi elde edilir. Bunun yani sira ||x|| < n esitsizligi kullanilarak

Ap(ti,x) — x; - 2(1+n)
1+ ||xl|1? ~— 1+ 2n?

olur ve x € R™ iizerinden esitsizligin supremumu alindiginda

“u Ap(ti,x) — x; . 2(1+n)
o 1+2n2 —1+2n2

esitsizligi bulunur. Son olarak n — oo i¢in limit alinirsa

2(1+n)
n—)oo 14+2n 2

0 < lim 4,5, ) ~ 5| < olup

lim |4, (¢, x) = ||p = 0 esitsizligi elde edilir.

Simdi de t = x? alinsin.

x*_<|IXII+1 IIx|I+1>

oldugundan

e =3 ()

i=1
= (1 +lIxID?
olarak bulunur. Dolay1s1y1a

+ lIx]I?
1+2n2

+ |lx]I?
1+ 2n%

+ llxII®
+ 2n a1 on2

An(lItll?,x) = llxlI? + [l 11% = 1lx11?]

= [lxlI* + [Cllxll + 1) = llxl1?]

= [lxlI* +

esitligi saglanir. Béylece

[1+ 2]lx]l]

12



Anllel®, ) = lxl® _ 1+ 2]lx]l
1+[x2 = 1+2n2

ifadesi bulunur. Bu esitsizligin ||x|| < n igin supremumu alinip n — oo igin limite gegilirse

A(lEll%,x) = Ix]|? 1+ 2n
sup > < .
llx|l<n 1+ |||l 14 2n

1+2n
. 2 2 .
0 < lim [|An (NIl %) — llxII*ll,, < m ==

0<

esitsizlikleri elde edilir. Bu

lim [| 4, (J[11%, %) = llxlI*ll, = 0

olmasi demektir. Simdi

f7C0) = lix|I? cos mllx|l

fonksiyonu goz 6niine alinsin. Ilk olarak f* in €, nun elemani oldugu gosterilecektir.

Her x € R i¢in

If* ()| = |lIx]I* cos m||x]||
< ||x]|?
<|x]]>+1

olup My = 1igin f* € B, ve f~ siirekli oldugundan f* € C, olur. Burada

Il =1 + |lx]]
ve
cos(m(1 + [|x|)) = cos(m). cos(m|lx|l) = — cos(ml|x|])

esitlikleri gecerli oldugundan

1 2
An(F0) = £ + I ey — o)
1 2
= £+ I 2 cosCarl ) — Nl cosrfxI)
1 2
= G+ = e cose( + i) — Il cosCrlxl)

esitligi bulunur. Dolayisiyla

2
An(F* %) = 700) + 2L 12712 cosrllxll) — [1x11? cos(rllxIl)]
N Bl £
= 1) = 117 + l1x12] cos(rlx )
olur. Boylece
oy 1+ llxll?
An(f3) = £ (0) = = LI 12 + 1] cos(mlxl)

13



|An(F ) = (O] _

= 1 2 2
1+ [[x]I? Y [(1 + [[xID?* + llx]|? cos(m||x|]]

esitlikleri elde edilir. Bu esitligin ||x|| < n igin supremumu alindiginda

sup |An(f*'x) — f*(X)l — sup 1+ 2|IXI| + 2|IXI|2 COS(T[”x“)
cewm L+ [IxII? lxlisn 14207
_1+2n+2n?
24 2n?

bulunur. n — oo i¢in limit alinirsa

1+ 2n+ 2n?

1111_1;1;)10“An(f ,X) _f (x)”p = Tlll_l;rgo 1+ 2n2

sonucuna ulasilir. Bu ise n — oo i¢in

|4, (f* x) — f*(x)ll, = 1 olmas1 demektir. Boylece kanit tamamlanmis olur.
Bu teoremin R’deki hali agagidaki teoremle ayrica ifade edilecektir.

Teorem 1.1.4 ( Haciyev Teoremi)

C, uzayindan B,’ya doniisiim yapan L,, dogrusal pozitif operatorler dizisi; m = 0,1,2 olmak

uzere

lim 1L (67, %) = x™]l, = 0

seklindeki ti¢ kosulu saglasin. Bu durumda en az bir f* € C, i¢in
TEg_rgolan(f*,X) —f@ll, >0

esitsizligi gecerlidir (Gadjiev 1976).

Sonug¢ 1.1.2

C,’dan B, uzayma doniisiim yapan L, dogrusal pozitif operatorler dizisi igin m = 0,1,2

olmak lzere
lim || L, (t™, x) — x™||, = 0
n—>oco

seklindeki ti¢ kosul saglansin. Bu durumda her f € C,ﬂ‘ i¢in

14



lim 1Ly (f, ) = @l =

esitligi saglanir. Yani C, agirlikli uzayinda Korovkin Tipli bir teorem gegerli olmayip C;’)‘ alt

uzayinda gecerlidir.
Asagidaki teorem ¢ok degiskenli fonksiyonlar i¢in Korovkin tipli bir yaklagim teoremidir.
Teorem 1.1.5 (Volkov Teoremi)

{Tn,m f } dogrusal pozitif operatdrler dizisi i¢in

n m
lim Z Z BI™(x,y) -1|| =0 (1.14)
n,m-oo
k=0 j=0 c0
n m
lim Z Z aklnPk(T;'m) (x,y) —x =0 (1.15)
n,m-oo 2
k=0 j=0 )
n m
lim zzﬁ]m PO ey —yl| =0 (1.16)
n,m—oo
k=0 j=0 call
n m
im |3 (ke + B2 )PS0 - 7 4y =0 (117)
' k=0 j=0

C(X)
kosullar1 saglansin. X; R™ X R™’nin kapali ve smirlt bir bolgesi olmak iizere X iizerinde

stirekli, gercel degerli ve tiim R™ X R™ de sinirli her f fonksiyonu i¢in

Jim NTmf — f||C(X) (1.18)

ifadesi gecerlidir (Volkov 1957).

Kamt
n m
. — (nm)
Tum(F369) = D" f(an Bim) B (5, 9)

seklinde tanimlanan T, ,,, (f; x, y) polinomlart (1.14) - (1.17) kosullarin1 saglasin
f € C(X) olmak iizere

Tum(F36.9) = £ = ) (@ i) PO G0 9) = F(1,)
k=0 j=0

15



D= iD=

NgE

f(akn: )8] m)P(,T;’m)(x’y) - f(x’Y)

-
I
o

FEPG™ @) = ) D FEyRG™ ()

k=0 j=0

-
1l
o

((f(ak w Bj, m) () = f(x, y)) Pk(,?'m))

=
Il

0j

+f(%,7) Z izﬂn’")(x,y) -1

k=0 j=0

0

elde edilir. Mutlak degere gegilerek;
|Tn,m(f; X, :V) - f(x»y)l

= z”: i ((f(ak w Bim) (6 Y) = f(x,9)) P,é?‘m) + £(x,9) (i i RI™ (x, ) — 1

k=0 j=0

< > D 1 (@en Bim)oy) = FEN|RG™ + F(x.5) kZ P HCEORE
] =0 j=0

k=0 j=0

bulunur. Her iki tarafin maksimumu alinirsa;

max |Tnm(f xy) = flxy)] < max Z Zlf(ak'”’ Bim) 6, ¥) = (9] Pk(,r;,m)
k=0 =0

(x.y)ex x,y)EX

+ max Gyl max |3 (@ Bim) o) - 1)) PG

YEX €X
k=0 j=0

olup, C(X) uzayinda norm tanimindan

T 5299 = F G < | Z F (@ Bm) ) = F G| RG™

k=0 j=0

n m
Hf e | Z PO™ 0, y) — 1

k=0 j=0

409)

c(Xx)

seklinde yazilabilir. IIk toplam 1,, ,, olarak adlandirilir ve M > 0 igin
Ifllcxy: =M

olarak secilirse
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n m
ITamF 20 = £y < Mhmll gy + M || Z BRI (x, ) — 1

k=07=0 c(x)

bulunur.

Burada I, ,,, toplamin1 hesaplayabilmek i¢in asagidaki durumlar incelenmelidir. f € C(X)
oldugundan f fonksiyonu sinirlt bir fonksiyondur. Yani her

(x,y) € X igin

lfe. )l <M

esitsizligini saglayacak sekilde M > 0 sayis1 vardir. Burada her k = 0,1, ...,n ve
j=0,1,.., migin (ak,n, Bj,m) noktalar1 X bolgesinde oldugundan

|f (@uem Bim) = F e, )| < 2M

esitsizligi yazilabilir.

Hk,j = (ak,nr .Bj,m):# = (x,y)

() = {(@gn = 2)° + (B )’

gosterimleri kullanilsin.

f fonksiyonu kapali X bolgesinde siirekli olup diizgiin stireklidir. Diizgiin siireklilik
tanimindan; her € > 0 igin p(,uk_j,,u) < 6 oldugunda

|f (i) = Fw)| < e

esitsizligini saglayan en az bir § = §(&) > 0 sayis1 vardir. Boylelikle

p(,uk, s u) = 6 icin f fonksiyonu sinirli oldugundan

|f (@rn Bim) — f(x,9)| < 2M

esitsizligi dogrudur. Burada

p(ur 1)
5

olup

>1

|f (ks Bjm) — F6,9)| < 21\/1%

esitsizligi saglanir. Ayrica

p(,uk,j,u) < dve p(,uk,j,u) > § oldugundan her € > 0 igin

(@ i) — £ < &+ 2m 2L

esitsizligi gecerlidir.
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Boylece I, ,,, toplami igin

n m ( )
Ly < Z <£ n 2Mm> P™ (x,9)

62
k=0j=0
=¢ Z Z By ) + 55 P2 (e o ) Pey™ (x,7)
k=07=0 k=0j=0

’ 2 iz
= gln,m + FI nm

Iy mve I'y ., Secimleri yapllarak, norm Ozellikleri kullanilarak

”In,mllc(x) < glllrllm”(;(x) 6‘2 ”I ”C(X)

seklinde yazilir. € Iy, ,,, ifadesi

elym —ezz (nm)(x yY+e—¢
n

m
=¢ ZZP(nm)(x,y)—l +€

k=0 ]:0

esitliklerini sagladigindan

n m
il <[ BG™@m -1 +e
k=0 j=0

c(X)

esitsizligi elde edilir. Ayrica
(oo 1) = (@en = %)" + (Bjm = ¥)’
= (al%,n + sz,m) - Zak,nx - Zﬁj,my + (xz + yZ)

oldugundan Iy, ,,, ifadesi i¢in de

P =ZZ(akn+ﬁ,m)P("’")<x y) - ZxZZakn PO ()

k=

—ZyZ Z Bim PO G0 y) + (7 + ) Z Z PO (x, )
k=0 j=0

n m n m
=YD (@ + BB 0y) = 2+ D) |+ 2x |1 = Y D @B G )
k=0 j=0 k=0 j=0
n

m
+2y|y - Z D Bim B )

18



n m
Il = |2, 2 (0 + AR 29
k=0 =

cXx)

n m
+2lxllogo || ). D @nBS 00 y) - x
k=0 '=

n m
21y llee ZZ B () — y
k=0 j=0

esitsizligi gegerlidir.

c(X)

c(X)

”I"rm”c(x)' "'m”c‘(x)’ ||I7’l’rm”c(x) ifadeleri yerine yazilirsa;
n m
||In,m||C(X) <& + € Z Z P(Z’]l,m)(x’y) 3 1

k=0 j=0 C(X)

n m
2M
+ o Z D (@t + BEn)RS™ (y) — G+ 3)
k=0 =O

n
4M
5z Z

k=0j

+5r ZZﬁ,m PE™ (e y) ~ y

esitsizligi bulunur. Bu ise (1.14) - (1.17) ifadelerinden

c(X)

ak_nPk(Z-’m) (x,y) —x

INGE

0

c(x)

c(x)

lim [ 2 f(@m Bim) = FENEE™ || =0

k=0 j=0 C(X)

sonucunu Verir.

Boylece
n,ngllTn'mf B f”C(X) =0

esitligi gosterilmis olur. Bu ise kaniti tamamlar.
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1.2 BiR VE iKi DEGISKENLi BERNSTEIN POLINOMLARI

Bu kesimde bir ve iki degiskenli Bernstein Polinomlart tanitilarak yaklasim &zellikleri

verilecektir.
Tanimm 1.2.1

Her n € N i¢in 0 < x < 1 olmak {izere Bernstein Polinomu;
-k
. — _ n k _ n—k
Ba(fin) = Y £ (3) (7) x4 - (1.19)
k=0
seklinde tanimlanir (Bernstein1912).
Uyan 1.2.1
B,,(f; x) polinomlar1 dogrusal ve pozitiftir.

Dogrusallik;

Hera,B € R, her f,g € C[0,1] vehern € N ig¢in,

n

By (af +pg;x) = Z (Z) (=" af + Bg) (S)
k=0
oS () -or sy ()53 (a9

= aB,(f;x) + BBn(g; x)
olup Bernstein Polinomlar1 agik¢a dogrusaldir.
Pozitiflik;

Herx € [0,1] ,n €N ve herk =0,1,...,n igin x*(1 —x)"* >0 oldugundan her f > 0

icin B,,(f; x) = 0 olup her n € N i¢in polinomlar pozitiftir.
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Lemmal.2.1

Bernstein Polinomlari igin

B,(1;x) =1 (1.20)
B,(t;x) =x (1.21)

2
X—x
B,(t%x) = x? +

(1.22)

esitlikleri gecerlidir (Bernstein1912).
Kanit

f(t) = 1 igin kolayca

n

B,(1;x) = Z (Z) 2 (1 — x)nk

k=0

=1-x+x)"

=1
esitligi elde edilir.
Yine f(t) = tigin

o k
n
. — _ k _ n—-k

Bu(ti0) = ) ~(1)xk(1-»)

k=0

) i ERI T

k=1

olup burada k yerine k + 1 yazilirsa;

B, (t;x) = xnz_f (n ; 1) x*(1 — x)n1-k
k=0

=x(1—x+x)"?

Il
=
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esitligine ulasilir. Son olarak f(t) = t? i¢in;

no2

B0 = ) 2 ()< o

k=0
n
k2
z — k(l _ x)n—k
k=0n
=k
xz_( ) k—1(1_x)n—k
k=1n

I
=

n
k—1+1(n—1
k

B 1) xk_l(l _ x)n—k

n

Il
=

xzn:kn (n—l) k=1(1 — xynk 4. = Z( ) xk1(1 — )k

k=1

n n
_ ,n—1 Z (n 4 2) k=21 _ \n—k fz (n % 1) k=101 _ \n—k
=x— —2)% 1—x) +nk-1 K—1)% 1-x)

k=2

esitligi gecerlidir. Burada toplamin sol tarafinda k yerine k + 2, toplamin sag tarafina k

yerine k + 1 yazilirsa;

n-—2

B, (t% %) = x2 nl (n 2) o1 = x)nk-2 4 X Z( ) k(1 — x)n-k-1

k=0

1 X
= x? 1—x+0)"2+-(1—x+x)"?
n n

" x — x?
=x“+

n

esitligi saglanir. Sonug olarak

B,(1;x) =1

22



B,(t;x) = x

x — x?

B,(t%x) = x% +
esitlikleri elde edilir.

Teorem 1.2.1.

f € C[0,1] olsun. Her n € N igin
,}LHEO”B"(/(; x) = f()llco3 =0
esitligi saglanir.

Kanit

(1.20) - (1.22) esitliklerinden

,EHEO"B”(L’C) —1ll¢fo11 =0

Ai_r}goHBn(t; X) — x||c[0,1] =0

x
x? + — x?

lim [1B, (¢% %) — x2llcjo ) = lim
n—-oo n—->oo

x—x2

= lim max

n—-o 0<x<1 n

esitlikleri saglanir. Korovkin teoremi yardimiyla her f € €[0,1] igin
lim [1Bo(f3 ) = F)lcgo, = 0

esitligi gosterilmis olur.

Simdi de iki degiskenli Bernstein Polinomlari ile yaklagim verilecektir.

Tanim 1.2.2
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(x,y) € D =[0,1]x[0,1] ve f, D iizerinde siirekli bir fonksiyon olmak tizere her n,m € N

icin iki degiskenli Bernstein polinomlari;
n m K i
. — — L n k _ Nk <m> J _ m—j
Bun(Fixy) = Y > (o) () @Fa -0 (T) oy -) (1.23)

seklinde tanimlanir (Biiyiikyazic1 2003).
Tek degiskenli Bernstein Polinomlarindan; B, ,,,(f; x,y) polinomlar1 da dogrusal ve pozitiftir.
Teorem 1.2.2

f, D karesinde siirekli bir fonksiyon olmak iizere

lim [| By (f; %, y) — f(x»Y)“C(D) 3

m—oco
esitligi gecerlidir (Biiyiikyazic1 2003).
Kanit:

Oncelikle By, (f;x,¥) polinomunun Korovkin sartlarim sagladifi gosterilmelidir. k,m

pozitif tamsayilar olmak {izere

fk,m(tr Z) = tkzm

olsun.
n m
m . .
Bam(x,3) = 7 () =0 (") y 1 =y
k=0 j=0 J
n m
n m . .
- (D= (T
k=0 j=0 J
n
n
=) () a-omra-y+
k=0
=(1—-x+x)"
=1
esitligi elde edilir.
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(1.21) esitliginden

bun(fix) = 30 (£) (=0 () -y

&
I
(=}
-
(=]

m

(S) () ra-o ) <T,n> y/ (1= y)m

j=0

B i (S) (Z) A=) A=y +y)™

esitligi bulunur.

NgE

Bym(forix,y) =

=
Il
=}

J=0

I
NgE

=
Il

0
S (a-smr =

Jj=0

oldugundan

m

(Z) Sl Z (m

j=0

Bn,m(fo,1: X, y) = yz (Z) xk(1 —x)nk
k=0

=yl —x+x)"

=Yy

J

DTS

i () (- (7)ya-n»

)=

esitligi elde edilir. Son olarak (1.22) esitligini kullanarak
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2

Brm(fo0i%,7) = zn: i (%) (Z) xk(1 —x)nk (T) yi(1—y)mJ

k=0 j=0
Y (ra-arr Y ()=
k=0 =
= ZO (g)z (Z) kA=) (1 —y+y)m

Bn,m(fz,oi X, y) = Zn: (S)Z (:) xk(1 = x)nk
k=0

5 x — x?
=X +

n
esitligi bulunur.

2

T S

k=0 j=0
n n m ] 5 .
- Z (k) x*(1 - X)"_kz (E) ( .)yj(l —y)ymJ
k=0 j=0 .]
m ) 5
IN (™) _ Y-y
2 () (Pya=mi =y
=0 J
oldugundan

n n . y_yz
Bn'm(fo’z;x’y)=kzzo(k)XR(1_X) k<y2+ - )

elde edilir. Boylece

2 2
y—y y—y
Bn,m(fo,zix:)’) =(1-x+x)" <y2+ m ): <y2 + m )
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olur. Sonug olarak

Bym(Lix,y) =1 (1.24)
Bum(froi%,y) =x (1.25)
Bum(for1;%,y) =y (1.26)
A2
5 X X
Bum(fr0%,y) = x* + (1.27)
y—y?
Bum(fozi %, y) = y? +=— (1.28)

esitlikleri elde edilir. Yukarida bulunan (1.24) — (1.26) esitliklerinden

”Bn,m(l;x:y) — 1||C(D) =0

B (i) = 2l = 0

B (fo1563) =y = 0

esitlikleri bulunur. Son olarak (1.27), (1.28) esitliklerinden (x,y) € D iizerinden her iki

tarafin maksimumu alinirsa

1

o (i) -599],, 25

oldugu goriiliir. Buradan n, m — oo iken

”Bnrm ((fz.o + fo,z):x, y) —(x% + yZ)” -0

c(D)

esitligi saglanir. Boylece kanit tamamlanmais olur.
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BOLUM 2

TEK DEGISKENLI BERNSTEIN-CHLODOWSKY VE CHLODOWSKY-TAYLOR
POLINOMLARIYLA YAKLASIM

Bu boliimde Bernstein-Chlodowsky ve Chlodowsky-Taylor Polinomlarinin tek degiskenli

durumlart i¢in yaklasim &zellikleri incelenecektir.
2.1 TEK DEGISKENLi BERNSTEIN-CHLODOWSKY POLINOMLARI

1932 yilinda Chlodowsky tarafindan asagidaki polinomlar dizisi tanimlanmustir.

Tanim 2.1.1
(by) dizisi
. . by
lim b, =cove lim—=20
n—oo n—-oo N

kosullarini saglayan monoton artan gergel terimli pozitif bir say1 dizisi olmak {izere

0 < x < b, iginn € N olmak lizere
=k x\k x\"k
Bifio =Y f(>ha)ck () (1-1) 2.1)
n b, b,
k=0
seklinde tanimli polinomlara Bernstein-Chlodowsky Polinomlar: ad1 verilir.
Uyan 2.1.1

Bernstein-Chlodowsky Polinomlari dogrusaldir.

Hera, 3 € R, her f, g € C[0, ] ve her n € N i¢in
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n

B +g0 =y k() (1-) (e + 690 (500)

k=0

= aBy(f;x) + BBn(g; x)
esitligi gegerli oldugundan agikc¢a Bernstein- Chlodowsky Polinomlart dogrusaldir.

Bernstein-Chlodowsky Polinomlari pozitiftir. Gergekten

.. x\¥ x\ 7k ..
her x € [0,b,,] ve her n € N icin C¥ (b—) (1 — b—) > 0oldugundan her f >0 igin

n

B, (f;x) = 0 olur. Bu ise polinomlarin pozitif oldugunu gosterir.
Onerme 2.1.1

Bernstein-Chlodowsky Polinomlari i¢in

Bi(1;x) = 1 (22)
Bt ) = x (23)
Bi(t%x) =x*+x (bnT_x) (2.4)

esitlikleri gecerlidir (Chlodowsky 1932).
Kanit

f(t) = 1 olmak iizere,
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esitligi bulunur.

f (&) = tigin,
=k A% x \"k
By(t;x) = ;Ebncn (Z) (1 - b_n)

I
NgE

%bn k(k r—l(;l)l_(i)!— k! (b%)k (1 4 b%)rl_k

=t (5

k = k+1i¢in

=
1l

1

I
NgE

=
1l
=y

(n—1)! x \K+1 x \n—k-1
Sh ) (0-5)
e "Kl(n—k—1)!\b, b,
B n_lb x (n—1)! (x )k (1 X )”‘k‘1
B by k! (n—k—1)!\b, b,
k=0
n-l1 o (XK x \n—k-1
- S @ (-2
;) n—1 bn bn
x x\n-1
=X (1 - E + E)
=x
olacaktir.
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Son olarak f(t) = t? igin,
L 2

e -5 ) e (5 (1)

k=0

-y (-5)

- Y w75

k=1

Yot (3

=) by (k —(T)!_(rll)!— o1 (:_n)k_l (1= bi)k

k=1

n

Y- (15)

k=1

= l;—nx kZ_l(k -1) G _(T)T(rll)'_ = (:_n)k—l (1 ~ :_n)n_k

+ I;—nx ; G _(711)!—(111)!_ 5 (bin)k—l (1 _ %)n_k

esitlikleri gecerlidir. Burada k — k + 1 doniistimii yapilirsa;

(k—-1) = 1)((:__21))!!(11 — (b£n>k—2 (1 ~ ;C_n)n_k

B;:(tz; X) =

2|

NgE

X
“b

2

==
1l

n-1
bn X k X n—-k—-1
+—x2€k_ (—) (1__)
n 4 "=1\p, b,

’;—ZRZZ K —(721)!_@11)!— 3] (bin)k_z (1 - b%)n_k + bf"
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x2 n (n _ 2)! x \ k-2 x\"k p
) O
n(n )k_z(k—Z)!(n—k)! by b, T
olacaktir. Son olarak k — k + 2 doniisiimii yapilarak
2 i k n—-k-2
X X x b
Bi(th0) == (-1 ) Ck, (_) (1__) Lo
" k=0 bn bn

-1 b
(n )+—nx
n n

:xz

2
x“ b
=x?——+—"x
n
b, — x
=x2+x( )
n

esitligi bulunur. Boylece (2.2) - (2.4) esitlikleri gosterilmis olur.
Uyar1 2.1.2

Bernstein- Chlodowsky Polinomlari, tanimli oldugu [0, b,,] araliginin n — oo iken [0, o)

araligina doniismesinden dolay1 Korovkin teoremini saglamaz.

Ancak asagidaki kosullar altinda Bernstein- Chlodowsky Polinomlari Korovkin tipli bir

teoremi saglar.

Teorem 2.1.1

Her f € (0, o) fonksiyonu igin
lim f(x) = kf <
n—>oco

ve (b,,) dizisi

b 2
lim—=*=0 (2.5)
n—-oo N

kosulunu saglasin. Bu durumda
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1im [IB, (f; %) = f(Dllcopn) = 0
esitligi gecerlidir (Gadjieva ve Ibikli 1999).
Kanit

ks = 0 olmas1 durumu igin ispat: yapmak yeterlidir. Bu durumda agikga
limf(x) =0
X—00

olur. Yani her € > 0 i¢in x > x, iken |f(x)| < € esitsizligini saglayan en az bir x, noktasi

vardir.

( f(x) ; 0<x<x

1
dogrusal ; xo <x < x, +§
g(x) =

0 > +1
X2 %ot

seklinde siirekli bir g fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda g fonksiyonunun tanimindan

sup [f(x) —g(x)| < sup [f(x) —gx)|+ sup llf(x)—g(x)l

0<x<bp 0<x<xg Xo <X <Xo+5

+ Supllf(x) — gl

> =
x_x0+2

= sup 1If(x) —g)|+ SUP1|f(x)|

Xg SX SXO‘I-E .XZXO-I—E

< sup 1If(x)l+ sup 1lg(x)|+ supllf(x)l

Xg =X SXO+E Xg =X SXO+E XEXO'FE
olarak yazilabilir. Bu esitsizlikte

max _|g(x)| =:1f (xo)l

X0 <x SXO+E
olarak tanimlanirsa

limf(x) =0
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oldugundan

sup |[f(x) —gx)| <e+e+e=3¢

0<x<by,

elde edilir. Bu durumda

sup 1By (f;x) — f ()] = sup |Br(f;x) — Br(g;x) + Br(g;x) — g(x) + g(x) — f(x)]
<x<bp <x<bp
< sup |B;(f —g;x)|+ sup |B;(g;x) —g(x)|+ sup |g(x) — f(x)|
0<x<bp 0<x<bn 0<x<bp
< sup B*< sup |f —gl; x)+ sup |B;(g; x) — g(x)|
0<x<b, 0<t<by, 0<x<b
+ sup [g(x) — f(x)|

0<x<bp

olup siireklilik kullanilarak;

sup [Bp(f;x) — f(x)| < 3eBp(1;x) + sup |Bn(g;x) — g(x)| + 3¢

0<x<by, 0<x<bn

< 6+ sup |Bp(g;x) —gx)|

0<x<by,
olup
lim sup |B;(f;x) — f(x)| < 6+ llm sup |B;(g;x) —g(x)| (2.6)
n-o® g<x<hy, ® 0<x<bp

esitsizligi bulunur. Bu esitsizlikte yer alan

lim sup |B;(g;x) —g(x)|

N> g<x<by,

ifadesi g6z Oniine alinirsa; g fonksiyonu [xo + %,bn] araliginda sifir oldugundan smirhidir.

Yani |g(x)| < M kosulunu saglayan M > 0 sayisi vardir.

Ayrica kapali ve simnirl [0, X + %] aralig1 lizerinde g fonksiyonu diizgiin siireklidir. O halde

diizgiin stireklilik tanim1 geregince her € > 0 igin |Sbn - x| < § oldugunda x € [0, b,,] igin

o (50) 90| < ¢

n
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olan en az bir § = §(&) > 0 sayis1 vardr.
|Sbn — x| > 6§ oldugunda g fonksiyonu sinirlt oldugundan

|9 (5bn) - 90| < 2m

esitsizligi saglanir. Ayrica

()

21

esitsizliginden

2M (b, - x)2
6‘2

> 2M

olacagindan

o (1) - a00] < 2

esitsizligi elde edilir. (2.7) ve (2.8) esitsizlikleri birlikte diistiniiliirse

2M (2 b, — x)z

n

6‘2

o (56) ~ g0 e+

esitsizligine ulasilir. Béylece

|B(g;x) —g()| =

<> Jo(nn) -0
k=0
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2M x(b, —
=&+ —|x? (b — %) 2x2% + x?
62 n
2M x(b,, — x)
SRR

olup

" 2M x(b,, — x) 2M b,)*
OEBS%HIBn(g;x) —g@l s et max - ————<et7 -

esitsizligi elde edilir. Burada (b,,) dizisi i¢in (2.5) kosulu saglandigindan

l' B* 4 l Mbnz
nl—I>Iz>lo OSsalcls%nl n(gx) —g)| < e+ n%ﬁm

=0
bulunur. Bu ifade ile (2.6) birlikte disiiniiliirse

lim sup |B;(f;x) — f()] =0

N> g<x<b,
bulunur. Bu ise kaniti1 tamamlar.
2.2 TEK DEGISKENLi CHLODOWSKY-TAYLOR POLINOMLARI

Izgi, Biiyiikyazic1 ve Ibikli (2009) tarafindan Chlodowsky-Taylor polinomlari asagidaki gibi

tanimlanmistir. Oncelikle tanimin kurulusu verilecektir.
(b,,) dizisi

lim b,, = o
n—-oo

ve
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b
lim —=0
n—-oo N

kosullarini saglayan monoton artan reel terimli pozitif bir say1 dizisi olmak tizere
0<x<b, igin
n

Bf0 = ) £ (Son) ok (1)

k=0

seklinde tanimli fonksiyonlara Bernstein-Chlodowsky Polinomlar1 ad1 verilir. Burada

(3= ) (1-5) ar

f fonksiyonu € (0, o) uzayinda r-kez tiirevlenebilir ve r-inci tiirevi siirekli olmak tizere

0]
= YLD oy
i=0

seklinde tanimlanan polinoma C(0,) uzayinda f fonksiyonu i¢in r-inci derecede Taylor

Polinomu denir.

n

B0 = ) f (Sn) ok (o)

k=0

ve
0]
=YD oy
i=0

ifadelerinin konvoliisyonu olan

CorFo2) ¢ = B x T(f)
7 (1) # )

G (3)

i!

olur.
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Tanim 2.2.1

f fonksiyonu C(0, o) uzayinda r-kez tiirevlenebilir ve r-inci tiirevi siirekli olsun.

o) =G (-5)

olmak Uzere

n o r i) (k :
fO(=b, k i X
=3 ST ey @
k=0 i=0 E n n
polinomuna Chlodowsky-Taylor Polinomu denir.
Uyar 2.2.1

Cpr (f; x) polinomlar1 dogrusal pozitif operatordiir.

Kanit

oB ER; f,g€C(0,0), neN ve <p,’f (;—n) = (2) (;—n)k (1 — ;—n)n_k olmak tizere

k=0 i=0 k=0 i=0
k k
b f(l)(;bn) bo(X N g(l)(;b ) k o\ (X
i b, i b,
k=0 i=0 k=0i=0

= acn,r(f: x) + .Bcn,r(gr X)

olup dogrusaldir.

Pozitiflik:

f = 0olsun. Bu durumda x € (0, ©) oldugundan

% > 0 olur.

“r =
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i
0 < x < b, esitsizliginden (x — Sbn) > 0 bulunur. x € (0, ) oldugundan

ok (i) — (Z) (;‘_n)k (1 — bi)n_k > 0 olacaktir. Bu ise

nor oo (k i
i =3 3T b or ()

esitligi ile verilen C, ,-(f, x) polinomlar dizisinin sifirdan biiyiik olmas: demektir.

Lemma2.2.1

Agikea Cy, -(f, x) polinomlar dizisi i¢in
lim||C,(L;x)—1| =0

n—-oo p

lim||Cpr (&) — || =0
n—-oo p
lim||C-(t%5x) —t%|| =0
n-—-oo p

ifadeleri gecerlidir (Izgi vd. 2009).

Kamt
f(x) = 1igin;
n
X
Car(0) = ) ok () =1
n
k=0

esitligi dogrudur.
f(x) = x igin;

esitligi yazilabilir.
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Son olarak f(x) = x? igin;

olacaktir. Buradan da n — oo i¢in p normuna gore limit alinirsa;

lim||C-(L;x)—1]| =0
n—-oo p
lim||Cpr(5x) = 1] =0
n-—-oo p
lim||C-(t%5x) — 2| =0
n-—-oo p

esitlikleri elde edilir.
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BOLUM 3

iKi DEGISKENLI BERNSTEIN CHLODOWSKY VE CHLODOWSKY TAYLOR
POLINOMLARIYLA YAKLASIM

Bu boliimde Bernstein-Chlodowsky ve Chlodowsky-Taylor Polinomlariyla yaklasimin iki

degiskenli durumdaki 6zellikleri incelenecektir.
3.1 iKi DEGISKENLi BERNSTEIN-CHLODOWSKY POLINOMLARI
Tanmm 3.1.1

{b,.}, {c;n} monoton artan pozitif reel degerli diziler olsun.

b c
lim b, = lim ¢,;, = © ve lim(—n)z lim (—m)=0

li
n—oo m—oo n-«o \ N m-—oo
olsun. b, c,, > 0igin D, = Dy e, = 1(x,¥) : 0 < x < by, 0 <y < ¢y} olarak tanimlansin.

Iki degiskenli Bernstein-Chlodowsky operator dizisi;

Bym(fix,y) = ]Z; f (S bn.:n—.cm) (Z) (bin)k (1 - %)n_k (T]n) (l)j (1 - %)m_. (3.1)

c
=0 m m

3

seklinde tanimlanir (Buyukyazici and Ibikli 2006).
Onerme 3.1.1

(3.1) ile verilen operatdr dizisi By, o, (f; x,¥), C5, = Cp, olsun.
e i, = X1y ve i;+i, <2 igin

I Br’i,m(eo,oix; Y) =1
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i. By n(erox,y) =x

iii. B m(eo;,7) =y

iv. e(x,y) = ez0(x,y) + eg2(x, )
olmak tizere;

x(b, — x Cpy —
(by, )+y2+y(m y)
n m

By m(e;x,y) = x* +
esitlikleri gecerlidir.
Kanit

i. Tek degiskenli Bernstein Chlodowsky Polinomlarinin o6zellikleri kullanilarak ispat

asagidaki bigimde kolayca yapilabilir.

e = 33 G (-3 ()2 (-2)"

S OE - S0 -2
SO -2 6L

S 06 6-9

()

ii. (1.21) esitligini kullanarak
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e =350 (G (-2 () 62

esitligi bulunur.

iii. Benzer sekilde

i) = 5 ke O -3 ()G (-2

esitligi gegerli olup

> Le (N (-2 -

esitligi kullanilarak
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esitligi bulunur.

iv. Son olarak e, ( Ve e, , fonksiyonlar1 igin gerekli hesaplamalar yapilirsa

e =SSR ()G 057 ()R (-2

k=0 j=0
-2 (6 (-2 R (E) (-2
Y ERE) (-5 (-2
=2 ()G (-5
= 52 x(by — x)
n
ve
ot = 23 e O (- ()R (-2
SOE DT EA0R) -
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esitligi kullanilarak

) oy (X x\"k o ylem—y)
Bin(eoin) = ) () G) (1) v+ =5
k=0 n n

5 +y(cm—y)
m

esitlikleri bulunur. Sonug olarak
e(x,y) = e20(x,¥) + eg2(x,y)

esitligi kullanilarak aranan

Jc(bn—X)Jr 2+y(cm—y)
n Y m

By m(e;x,y) = x* +
esitligi elde edilir.

Teorem 3.1.1

{b,},{cin} artan dizileri pozitif gercel sayilarin bir dizisi olsun. Bu durumda By ,,(f; x,y)

polinomlar dizisi b < b,,, ¢ < c,, olan yeterince biiyiik b, ¢ sayilari i¢in

lim  max_|B;.(f;x,y) — f(x,y)| =0

n,m-o (x,y)eD,
esitligini saglar (Biiyiikyazic1 ve Ibikli 2006).
Kanit

Bir onceki onermede kanitlanan i-iv’den
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1Bm (€00 %,7) = 00 V)| 5y = 0
”BTt.m(el,O; X, }’) - el‘o(X', y)”c(ﬁz) =0

||B;~:’m(eo'1;x, y) - eO,l('x’ y)”C(DE) =0

esitlikleri gecerlidir. Diger taraftan

- b(b,, — b) N c(cy, —¢)

”Bﬁ,m ((ez,oix' y) + (eoz %, y)) S yz)”C(lTZ) - n m

b C
<b—+c=
n m

esitsizligi de dogrudur. Kabulden

bn Cm
lim—=1lm—=0
n-o N m-oo M

oldugundan teoremin kanit1 kolayca tamamlanmis olur.
3.2 iKi DEGISKENLi BERNSTEIN CHLODOWSKY TAYLOR POLINOMLARI

Bu kesimde Serenbay ve Ibikli tarafindan tanimlanan Bernstein-Chlodowsky Polinomu ile
Taylor Polinomunun r kez kismi tiirevlenebilen iki degiskenli f fonksiyonlarinin
konvoliisyonu ile yeni bir operator tanimlanacaktir. Bu kesimde f; r kez kismi

tiirevlenebilen bir fonksiyon olarak alinacaktir.
Uyan 3.2.1

f iki degiskenli bir fonksiyon ve i = 0,1,2, ..., r olsun. Fonksiyonunun bir (a, b) noktasindaki

i. kismi tiirevi varsa bu durumda f igin r. dereceden Taylor Polinomu

-1 G
L0 = Y = (h@b)x—a) + @by -b) (32)

=0
seklinde gosterilir.

Simdi Chlodoswky-Taylor Polinomunun tanimi verilecektir.
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f; 7 kez kismi tiirevlenebilir ve r. kismi tiirevleri Siirekli olsun. Chlodowsky-Taylor Polinomu
olarak adlandirilan polinomlar Bernstein-Chlodowsky Polinomlarina gore daha iyi

yakinsaklik sonucu vermektedir.

f:10,0) x[0,0) » R olan r. kismi tiirevleri siirekli olan tiim fonksiyonlarin kiimesi

C"[0,0) x[0, ) seklinde gosterilecektir. (3.1) ve (3.2) birlikte diistiniilerek

f € C"[0,%) X[0,0) igin (n,m;r) iki degiskenli Chlodowsky-Taylor Polinomlar1 asagidaki
sekilde gosterilir.

Enm(f,750,9) = (Bam * T,) (5 %,¥) = zn: i T, (f; % by, % bm) ok (i) o) (l)

k=0 j=0
Bu tanim basitlestirilerek asagidaki sekilde ifade edilebilir.
Tamm 3.2.1
(by,) gergel sayilarin artan bir dizisi

lim b, =

n—oo

ve

0<x<bh,, 0<y< b, olmakiizere

k() = (1= " F, o) = (T) (1 = O™ ve
) Iy Lf (s, .
dlf(S, t) — Z (;{) M (x — S)l—k(y _ t)k

i—kgyk
P dxt=*gy

esitlikleri gegerli olsun. Bu durumda Chlodowsky-Taylor Polinomu
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k

b= 33 ok () o (2) 3 2L i) .

m i!
k=0 j=0 i=0

seklinde tanimlanir.
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BOLUM 4

BERNSTEIN- CHLODOWSKY POLINOMLARI VE CHLODOWSKY-TAYLOR
POLINOMLARININ YAKLASIM HIZI HESABI

Bu bolimde Bernstein- Chlodowsky Polinomlar1 ve Chlodowsky-Taylor Polinomlariyla
yaklasim gorsel ve niimerik olarak ortaya koyulacaktir. Ilk olarak yaklasim hizi i¢in gerekli

olan stireklilik modiili ve temel 6zellikleri incelenecektir.

4.1 BIR VE iKi DEGISKENLi FONKSiYONLAR iCiN SUREKLILiK MODULU VE
OZELLIKLERI

Tanmm 4.1.1

Bostan farkli I € R siirli araligi igin

d(l) = sup{lx —yl:x,y € I}

ifadesine I kiimesinin ¢ap: denir (Natanson1964).

Tanim 4.1.2

I c Rsinirh bir aralik, f:1 = R fonksiyonu [ {izerinde smirh olsun. d = d(I), I kiimesinin

capi ve
w(f,8) = sup{|f(x1) — f(x)l:x1, x5 €I, |x; — x| <63

olmak tizere w:]0,d] — [0, o[ fonksiyonuna f fonksiyonunun I iizerindeki siireklilik modiilii
denir (Natanson 1964).

Stireklilik modiiliiniin baz1 6nemli 6zellikleri asagida verilmistir (Natanson 1964, Musayev
vd. 2003).
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Ozellik 4.1.1
x,t € [0,A] veher f € C[0,A] olsun.
i. 8 > 0i¢in w(f,8) = 0dur.
ii. w(f, 6) fonksiyonu monoton artandir.
iii. n € N olmak {izere
w(f,nd) < nw(f,6) esitsizligi gegerlidir.
Iv. 4 pozitif reel say1 olmak tizere
w(f,A6) < (A + Dw(f, ) esitsizligi saglanir.
v. f, I araliginda siirekli bir fonksiyon olmak iizere
(lsi_I}(l) w(f,6)=0
vi. x,t € [0,A] ve her f € C[0,A] i¢in

F(O - Fl < w(r,8) (1+57)
ozellikleri vardir.
Tanim 4.1.3

D c R? smirh bolge ve f: D — R fonksiyonu siirl olsun. K c D kompakt bir bolge ve x =

(x1,x3), ¥ = (¥1,y,) olmak tizere,

w(f,8) = sup {If (e, y1) = FQz ¥2)l: 2,y € K,\[Gry = 207 + (1 — y2)? < 6}
fonksiyonuna f fonksiyonunun tam siireklilik modiilii ad1 verilir.

Tanim 4.1.4

D c R? smurh bdlge ve f: D — R fonksiyonu sinirli olsun. K € D kompakt bdlge ve

x = (x1,%3), y= (yl,yz) olmak iizere,
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w1(f, 8) = sup{lf (x1,¥) = f(x2, )|: (x1,¥), (x2,¥) € K, [x1 — x| < 6}

w2 (f,8) = sup{lf (x,y1) = f(x,¥2)|: (%, y1), (x,¥2) € K, |y1 = y2| < 6}

ifadelerine, f fonksiyonunun x e ve y ‘ye gére kismi siireklilik modiilii denir.

Simdi agirlikli tek degiskenli fonksiyonlarin agirlikli siireklilik modiilii tanimi verilecektir.
Tamm 4.1.5

0(f; 8) ile gosterilen agirlikli stireklilik modiilii

lft+h) —fOI . k}
Copty  LEl0 IR <6 fEC

esitligi ile kullanilacaktir. 2(f; §)’nin 6zellikleri asagidaki lemmada verilmistir.

2(f; 6) =Sup{

Lemma4.1.1
f € C;’,‘ olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler gegerlidir.
i. 2(f; 8); 6 > 0 ’m monoton artan bir fonksiyonudur.
ii. Her f € CX i¢in }Si_r)r(l) 2(f;6)=0
iii. Her 6 >0
Q(f;08) < 2(1+ D)+ 62)0(f; 6)

iv. Her f € C,f ve t,x € [0,) i¢in (iii) 6zelliginde

£ = F@ <2(1+5%) (1 +62)p@) 1 + (¢ = )DA(F; 8) (4.1)

esitsizligi vardir.

Ozellik 4.1.1; Tanim 4.1.3 ve Tanim 4.1.4 igin de gecerlidir. iki degiskenli fonksiyonlar igin

agirlikli stireklilik modiilii tanimi1 ve 6zellikleri asagida verilmistir.
Tanim 4.1.6
Her f € C,(R3) ve x = (x1,x;), h = (hy, hy) igin

A6y = sup L FRuXth) = fla )l

x€[0,00] (T + [[xl12)( + [[R][%)
|h1]<8,|h,|<8
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ifadesine f fonksiyonunun agwlikli siireklilik modiilii ad1 verilir. Q(f; &) nin baz1 6nemli

ozellikleri Onerme 4.1.1°de verilmistir.

Onerme 4.1.1

f € C,(R}) olmak iizere asagidaki 6zellikler gegerlidir.

i. § > 0i¢in Q(f; §), 6§ nin monoton artan bir fonksiyonudur.

ii. Her f € C,(R%) igin

}Si_r)r(l) Q(f;6)=0

esitligi gegerlidir.

iii. Her u € N icin Q(f; u6) < 4u(1 + 262)Q(f; 6) esitsizligi saglanir.
iv. Her A > 0 icin Q(f; A8) < 4(1 + ) (1 + 26%)Q(f; ) esitsizligi gegerlidir.
V. Her f € C,(R}) ve x = (xq,X3), t = (t1,t,) igin

If(@®) = F < @+ It = xIH)A + [IxIHQ; It — xID

esitsizligi dogrudur.

vi. Her f € C,(R%) ve t = (t1,t;), x = (x4, X,) igin

JORVIGIE 4('“ L 1) (1 + lIxlI2)(L + lit = ) (L + 2610(F; 8)

esitsizligi saglanir.

Teorem 4.1.1 (Cauchy- Schwartz Esitsizligi)

X i¢ carpim uzayz, IF bir cisim ve x, y € X olsun. Bu durumda

|G M2 < (6,0, )

esitsizligi saglanir. Esitligin saglanmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul a € F i¢in

y — ax = 0 olmasidir.
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Teorem 4.1.2 (Hélder Esitsizligi)

X = {xn}' y = {Yn} € [F? i¢in

k K 12, k
D gl < (lenF) (Zlyn|2>
n=1 n=1 n=1

esitsizligi saglanir.

1/2

4.2 BiR VE iKi DEGISKENLiIi BERNSTEIN-CHLODOWSKY POLINOMLARININ
YAKLASIM HIZI

Chlodowsky tarafindan sinirsiz aralik tizerinde tanimlanan operatoriin yaklasim hizi Gadjiev

v.d. (1998), ibikli (2003) gibi bircok kaynakta siireklilik modiilii yardimiyla arastiriimistir.
Teorem4.2.1

f, R de siirekli ve

F GOl < M1+ %)

kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. A > 0igin wy,4(f,8) fonksiyonu [0,1 + A]

araliginda f fonksiyonunun siireklilik modiilii olup, bu durumda [0, A] araliginda

by
|Ba(f5%) = f(O)| < Crwyya f;\/;

esitsizligini saglayan n den bagimsiz Cr > 0 sabiti vardir (Gadjiev ve Ibikli 1999).
Kanit

x € [0, A] olmak lizere
E, = {k:%bn >1 +A} ve E, = {k:%bn <1 +A}
kiimeleri tanimlansin. Bu durumda

|Bn(f; %) — f(x)]
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+ 2 Gee) -l (G (-5)

kEE,

olarak yazilabilir.

o= 2 )l QG (-5

olarak tanimlansin. Burada t,,ve s,, ifadeleri ayr1 ayr1 diistiniilerek; k € E; ve x € [0, A] igin

If ()] < Mp(1 + x?) esitsizliginden

2

I (50a) - £G0| <y (2 +(5) + xz)
< M; [(Sbn — x)z + 2x (Sbn — x) +2(1+ xz)]

elde edilir. E;ve E, kiimelerinin tanimindan b, —x| =1 esitsizligi kullanilarak
—by, g
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2

‘f (Ebn) —f(x)‘ < 2M; (%bn —x) [4 + 4x + x?]

n

k 2
< 2M;(A +2)° (Ebn _ x)

olur. Burada
B:=2M¢(A + 2)?

seklinde tanimlanirsa
2

[ Grow) - r0] 5 8 (G =x)

esitsizligi gecerli olur. Boylece t,, de yerine yazilarak

2y (b D OE) (-
_3 x(bnn— x)

b
<BA-L
n

esitsizligi bulunur. Dizinin tanimindan

b
lim = =0
n—-oo N

olup yeterince biiyiik n degerleri igin

Du . [bn
n n

esitsizligi dogrudur. Siireklilik modiiliiniin 6zelliklerinden

b b b 1 b
Cy gnSW1+A f ’Wn = ’fSTfW1+A f ’In
1,
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olacak sekilde Cr > 0 sayisi vardir. O halde M: = f—A

Lf

olmak {izere (2.1)’den

by,

tnSMW1+A f; 7

esitsizligi gegerlidir.

Burada k € E;ve x € [0, A] i¢in siireklilik modiiliiniin 6zellikleri kullanilarak

i (Sb) ~ £ < wara Sbn ~x|.6.) s wia(ra0 1 +$ %bn -]

esitsizlikleri yazilabilir. Cauchy- Schwartz esitsizliginden

n
g =] () () (1-5)
5 ln I\ B, b,

Sp < Wiia(f, )

n

| B
< wi4a(f, 6n) lll +5ln Z |§bn - x| (Z) (:—n)k (1 — b1>n le
k=0 n

B ey =

1 bn
< wy44(6n) ll +-VA 7]
n
bn -
olarak bulunur. Burada §,, = /7 ve Cpp = 1 + VA segilirse

by,

Sp < CopWiygg f Py

esitsizligi elde edilir. Boylece (4.2) ve (4.3) ifadelerinden C; = C; 5 + C, ¢ olarak alinirsa
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by
IBi(Fi ) = FCOI < Crwia | £, j;

esitsizligi elde edilir. Bu aranan esitsizliktir.
Teorem 4.2.2

A > 1olmak tizere [0,A4] X [0,A] araliginda w(f;8,), f fonksiyonunun tam siireklilik

modiilii ve f € C(D,) olsun.

[0,A] X [0, A] aralig1 tizerinde, yeterince biiyiik n ler i¢in

le m
Brm(f3%,) — f(x,y)| < 34w, f;\/; +W2<f}\/%>

esitsizligi saglanir (1zgi and Buyukyazici 2006).

Kanit

x,y € [0, A] olmak iizere operatoriin tanimindan

Bim(Fi%,9) = f(,y) = 2 i [ CobnLen) - rem)|.
k=0 j=0
OG- -2
=3 [ Eonden) -1 o)1 (Evu) - ren]

esitligi gecerlidir. Boylece
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By m(f32,7) — f(x,9)|

<3S (e Q) ) -2 (-2
o> SO ) -2 (-2

esitsizlikleri bulunur. Toplamin ilk terimi ,(x,y), ikinci terimi ,(x,y) olarak

=
Il

o
-
1l

(=)

adlandirilirsa,

b - 8 el ) (-5 -2)”
Sl OG- ) -2
S -

esitligine ulasilir. x,t € [0, A] ve A > 1 oldugundan siireklilik modiilii 6zellikleri ve Cauchy-

Schwartz esitsizligi kullanilarak

1
Y1 () < wif3 6,) {1 +—

Z(S by =x) [(Z) (&) (1- bﬁ)”/}

SW1(f;5n){ 51 ’x(b —x)}
SWl(f;Sn){ ’T}

On

Ool,,_\
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elde edilir. Burada §,, = \/b;" se¢imiyle,

by
P10, y) Swi | f; /; {1+V4)}
24 [P 4.4
<24wi | f5 |- (4.4)

esitsizligi bulunur. Benzer sekilde siireklilik modilii 6zelliklerinden ,(x,y) ifadesi

hesaplanirsa;

s =35 el OO @ (57 02

smiron (iS5 e AQ G ) 657 0-27)
st SO (-5 S (-2
w6 -3 S ) ()2 (-2

SO EIHEme) -2

< w,(f; Sm){l +$2y}

esitsizligi elde edilir. Agik¢a y € [0, A] oldugundan,

Y2 (x,y) < wy(f;0m) {1 + %ZA}

esitsizligi gosterilmis olur. Yeterince bityiik m ler igin 6, = /%m olarak tanimlanirsa;

P2 (x,y) < 34w, (f ; @) (4.5)

ifadesi gecerlidir. (4.4) ve (4.5) esitsizlikleri kullanilarak

bn m
Brm(fix,y) = f(0.3)| < 24wy | f; j; + 34w, <f:\/%>

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla
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wy f;\/% +W2<f;\/%)<2AW1 f;\/l;; +3sz<f;\/%>

esitsizligi gecerli olup

b‘l’l m
Brm(f32,9) — f(x,y)| < 34|w, f:j; +W2<fi\/%>

sonucuna ulasilir. Boylece kanit tamamlanmis olur.

4.3 BiR VE iKi DEGISKENLi CHLODOWSKY TAYLOR POLINOMLARIYLA
YAKLASIM

Bu kesimde ilk olarak (Izgi ve dig.) tarafindan 2009°da tanimlanan bir degiskenli
Chlodowsky-Taylor Polinomlar1 ve daha sonra Serenbay ve Ibikli tarafindan 2011°de verilen
iki degiskenli Chlodowsky-Taylor Polinomlariyla yaklasim 6zellikleri verilecektir. Oncelikli
olarak tek degiskenli operator i¢in gerekli notasyonlar ve ikinci boliimde verilen operatoriin

tanimi1 hatirlatilacaktir.

f:[0,00) - R olan biitiin siirekli fonksiyonlarin 7. tiirevlerinin kiimesi C7[0,00) ile

gosterilsin ve C°[0, o) = C[0, o) olsun.

Cu(f3) = f (Sbn> (Z) (:—n)k (1 - bin)n_k , 0<x<b, (4.6)
T.(f;x) = zr: f(i;(c) (x — ¢’ (4.7)
i=0

(4.6) ve (4.7) ayni1 anda diistiniilerek

n

Cor(f5%) = (C * T (f5x) = Z T, (f;%bn)i ok (l)

b
k=0 n
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operatorler dizisi elde edilir. Bu durumda her f € C"[0,) i¢in Chlodowsky-Taylor

Polinomunun (n, r). tiirevleri asagidaki sekilde tanimlanir.

(b,,) dizisi pozitif sayilarin artan bir dizisi,

lim b, =

n-—-oo

ve

o) =G (-5)

olmak tizere bir degiskenli Chlodowsky-Taylor Polinomlari

Cor(f5 ) = z zw(x - ﬁbn)i ok(-) 0sx<b, (48)
k=0i=0 n

n

seklinde tamimlanmisti. Asagida f € C"[0,0) ic¢in Chlodowsky-Taylor Polinomlariyla

yaklagimin 6zellikleri verilecektir.
Lemma 4.3.1

A ;(x) n’den bagimsiz polinomlar olmak iizere fonksiyon
B
Tor () = ) A0

i=0
bi¢ciminde gosterilebilir.

Sonug 4.3.1

T,-(x) x ve n’ye gore bir polinom olmak iizere T, ,(x) n’ye gore [E]]-inci dereceden bir
polinomdur. Buna goére x € [0,1] noktalari igin

|Tn,r(x)| < K(T)n[[g]]

esitsizligini saglayacak sekilde K (r) sayis1 vardir.
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Lemma 4.3.2

T s(X) = Xz (% b,, — x)s K (i) 0<x<b, s=01.2..

seklinde tanimlansin. Cg, K, M sabitleri i¢in;

S
Toas() S CA°(2),  0<x<4

b2,\*
Th2s(%) < K (T) ) 0<x<b,
Tp,25(x) b_n s
[P(x)]S/ZSMS(n) ! 0<x<bh,

esitsizlikleri gegerlidir (izgi vd. 2009).

Kanit

Rekiirans formiilii olan,

Tn,s+1(x) = W [Tns(x) -3 STn,s—l(x)]

x(bp—x)

— Ve (4.9) tanimu kullanilirsa

esitligi X =

Tho(x) =1 igin

s = 0 olsun.
n 0
k el X
Tn,O(x) = Z <_ bn - x) On (_)
n b,
k=0
n
X
=> 2 (3)
k=0 n
-(r1-5)
B b, b,
=1
bulunur.

T,1(x) = 0 igin

s = 1 olsun.
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-2 () > (1-2)"

_ bn x e (X )k_l (1 X )n—k
= bn (n— k)lkl b, x

=1

k yerine k + 1 yazilirsa;

) =n S () (-

: z%( )

=0

Tn2(x) = x igin

s = 2 olsun.

T2 x) =

n 2 n N N
N Z (% bn) on (ljc_n) - ; by’ % (n —(Z)! (i)'— ! (%)k (1 - :—n) *
- S ) (5)
) %xkz(k V@ —(Z)!_(i)!— D! (Z_n)k_l (1~ ;—n)n_k

" i (n —(Z)'_é)'— i )H (1- bi)k

-5 e —(Zy_(?— 55 )k (- bi)k

+_nxz Ck (_) (1 —i)n_k_l
n k=0 " bn by,

IIM3
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e ) (1) s

(n—1) x\k x\" k-2 p
— 22 2 _ = _n
=X kZ Cn—2 (bn) (1 bn) T *

(4.12) ve (4.13) ifadelerinden

T ) = 20—

oldugu goriiliir. Her x € [0, b,,] i¢in r = 0,1,2 ... olmak {izere
n
k o\ x
Tr (@) = ) (x==ba) 0k (+) (4.14)
n b,
k=0
polinomu tanimlansin. (4.9) ifadesinde diizenleme yapilirsa

n

for(5) = 22 (e =n5.) o4 ()

k=0
n" o rk 4 X
=57 2 (=) 4 (5)
bl £ \n b,
nr
= b_rTn,r(x)
n
bulunur. Sonug 4.3.1 ifadesinden C, K, M, sabitleri i¢in
b S
Tn,Zs(x) < CA® (f) ) 0<x<A
b2\’
Tpa2s(x) < K <T"> , 0<x<bh,

[p()] 72~ 7

esitsizlikleri gegerlidir.

S
Tp,25(x) <M <b_”) , 0<x<bh,
n

Teorem 4.3.1
f €CT[0,%),f" € CX ve fin (n,r). dereceden Chlodowsky-Taylor Polinomlari C, - (f; x)

olsun. Bu durumda yeterince biiyiik bir A igin x € [0, A] ve yeterince biiyiik n, A ve r’ye bagh
B,.(A) sabiti i¢in
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b\ /2 o |bn
Cnr(Fi0) = £l oy < BrA) ()~ conea | 10 j;

esitsizligi gecerlidir (Izgi vd. 2009, Atak 2012).

Kanit

Genellestirilmis Taylor formiili kullanilarak
N (k . kK, \"
=S f(”(;bn)( ) (x=5b0)
fx)_ZO TRy By o sy
1=

ile birlikte

f1(1 —u) ! {f(ﬂ (g b, +u (x — %bn)> —f® (g bn)} du
0

ifadeleri verilsin. Bu ifade i¢in kisalik olmasi bakimindan

1 (n ule=) -1 )

tanimlamasi yapilirsa (4.8) esitligi ile verilen Chlodowsky-Taylor Polinomu i¢in

Ik, (x) = 1—u) 1t d
() jo 1-w y

Cpr(1:x) = 1 oldugundan her x € [0, b,] i<;in asagidaki esitsizlik gegerlidir.

|Gy (Fi ) — ()| = sz() ( :bn)i<p,’i(bin)—zn:f(x)<pﬁ(;—n)
k=0

k=0 i=0

Tr
n
B z(x—;bn) oot (2) <Z
= — 1y ‘nr¥n =
i (r—1)! b, i

elde edilir. Simdi verilen bir A > 0 ve x € [0, 4] i¢in iki nokta kiimesi
k k
E1:={k:£bn21+/l}, E2:={k:gbnS1+A}

seklinde tanimlansin. Bu durumda |Cn,r (f5x)—f (x)| ifadesi igin

E; ve E, kiimesinin tanimi1 kullanilarak
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r

|Cor (i) = F()] < Z' |’v’fr(x>|<ﬂn( i)+ D e sl ()

kEEl kEEZ
= Jn1 () + Jn2 ()
esitsizligi yazilabilir. i1k olarak J,; (x) gz oniine alinsin. f™ € C¥ oldugundan bir B;(4) = 1

n | k

sabiti i¢in

[FP®] < B (A)p(®) (4.15)
esitsizligi gecerlidir. Diger taraftan k € E; ve x € [0, A] igin
| n| =1 (4.16)

(4.15) ve (4.16) ifadelerinden
f<r>< by +u(x—5b ))—f(”( ) f(”( b +u<x—Eb )) +‘f(”<§bn>|
< B,(A)p (%bn tu(x- %bn)) +Bip (b,)

= B,(4) {2 + Ebn +u(x- Sbn)]2 + [Sbn]z}

< 2B, (A)(1+ A% @? —u+1) (x - Sbn)2

bulunur.
B,(A): = 2B;(A)(1 + A?) denilirse

f@( b, +u(x—5b ))—f(ﬂ(%bn)

esitsizligi gecerlidir. Dolayisiyla

T

Jua () < kz % o ()

<B,(AW?—-u+1) (x —%bn)z

1
k k k
x ](1 _wyrt|fo (E b, +u (x _ ;bn>> _fo (E bn) du
0
n | k r 1 2
<STEZR (2 o [ — w1,y —u+ D) (x—Sb,) d
— (T— 1)| Pn bn u 2( ) u u x n n u
k=0 0
esitsizligi yazilabilir. Yani
1 n
1-w) 1w —u+1)du 2 x
: @
Jua () < Ba() =D > ok (5

0
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r24+2r+2
=B = (r +2)! Z|
r242r42
(r+2)!

s

elde edilir. Burada B, ,: = alinirsa

+2
i)
n bn

esitsizligi gegerli olacaktir. Her x € [0, b,,] i¢in r = 0,1,2 ... olmak {izere

n
k
]nl(x) < Bz,rz |x - Ebn
k=0

n r
k WX
Tn,r(x) = Z (x - _bn) Pn (_>
n b,
k=0
polinomu tanimlansin. Bu ifadede diizenleme yapilirsa

5 ()= (= n ) ot ()

n" < rk r X
S o) )

b,’{kzo n " "\b,,
T

n
= E T (x)
bulunur. Sonug 4.3.1°den su ifadeler yazilabilir.

T (x) < 2k ()l

b
Tnar(x) < GA” <7”) , 0<x<A<b,

Burada (4.17) ifadesinde Cauchy-Schwartz ve yukaridaki esitsizlik kullanilirsa

2r+4
k

Jn1(x) < By 2": (x - ;bn) Zn: on (:_n)

kEE, KEE;

= Bar [Th2er+1) (x)
bn (r+1) /2
< By G A ()
’ n
esitsizligine ulasilir. Burada
B/(4) := By Cry AT
olarak tanimlansin. Bu durumda

(r+ 1)/
b, 2
Jua () < BLA) ()
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esitsizligi gecerlidir. Siireklilik modiiliiniin 6zellikleri kullanilarak bir € > 0 sabiti i¢in

Wita <f<r> J:) > c( (4.19)

esitsizligi gegerli olacagindan yeterince bliyik n sayisi i¢in (4.18) ve (4.19) ifadeleri

kullanilarak
T
B'(A) b, /2 b
Jr () < rC (;”) wira| j% (4.20)
elde edilir.

Simdi de  J,,(x) ele alinsin. Benzer sekilde siireklilik modiiliiniin 6zellikleri ve Cauchy-

Schwartz esitsizliginden

Jnz2(x) = z |

kEE,

IIL‘r(x)I% (x )

X J(l —u)'t du

0

o b lo-S) -0 )

esitsizligi gecerlidir. Siireklilik modiilii 6zelliklerinden

k
—u)' wi4a (f(r)i u |x - ;bn

Sl
]nz(x)S;W

sureklilik modili 6zelliklerinden

n
b b -
< wnea 17 5| 2 2K (5 )—| G
0

n
b X |X_‘bn n k 1 1
— . | k()L __ n T ) (1_2 I
Wira | f 'Jn XZ"’"(bn> (r—1)! ’bn(l nbn>r(r+1) r
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= W1+4 f()' ?
k s
) Y e
r! b, n " (r+1)(p" b,
k=0
n |X—E r
Dok ()
- — Pn
|
e, r! b,

esitsizligi elde edilir. Bu ifade ve (4.10) esitsizliginden

o [ba |1 b, 1
Jn2(0) S @i | £ |5 || [ Tnar (O + P Tn2ar+1) (%)
b i b\ |b, 1 b\t
< ). /_n < |= ’ r(_") &y 4 r+1 (_n)
< Oiea | S n =R n) T 7 (r+1)! Crind n

esitsizlikleri gegerlidir. Boylece

BT’,’(A) _ (T + 1)\/C_r + \/Cr+1 \/F

(r+ 1)!
olarak tanimlanirsa
143 bn r bn
Jro ) < B () (2 w144 <f(”; F) (421)

elde edilir. (4.20) ve (4.21) ifadelerinden
|Cn,r(f; x) — f(x)l

B,'(A) /by /2 b by /2 b
< or On . [Pn 2z (_n) @. [Pn
> c (n > W14 f ) n + Br (A) n W1+4 f i n
bulunur ve

B!(A
B.(A):= é )

+ B,'(4) (4.22)

se¢imiyle her x € [0, A] igin

b\ /2 b,
|Cn,r(f; x) — f(x)l < B.(4) (7) Wi+44 f(r); \/;

esitsizligi gecerli olur. Bu ise kaniti tamamlar. m
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Simdi [0, ) sinirsiz araligi tizerinde agirlikli yaklagim problemi igin gerekli olan teorem

kanitlanacaktir.
Teorem 4.3.2

f €CT[0,0), fT € CF ve f’in (n,r).dereceden Chlodowsky Taylor Polinomlari C,, ,(f;x)

olsun. Bu durumda yeterince biiyiik n sayis1 r’ye bagl B, sabiti i¢in

(Cor (F52) = FOOL _ o (Ba 72 oy, oy [Ba
[Obn] [()](r+7)/ = My (n) ()] S G n

esitsizligi gecerlidir (izgi vd. 2009, Atak 2012).

Kanit
Teorem 4.3.1’in kanitindan

! k k k
|- (o) = fo (1-w)tf® (E bn +u (x — Eb")> ) (E bn> du (4.23)
olup
|G (i) = FOO] < Tieo "‘[";J 1, )0k () (4.24)

esitsizligi dogrudur. Agirlikl stireklilik modiiliiniin (4.1) 6zelligi kullanilarak

f(r)( b, +u<x—kb )>_f(r)<§bn>

6

k 2
2 2 - (r).
(1+6)(1+x)<1+u (x nb”> )ﬂ(f ;6)

bulunur ve bu esitsizlik (4.23)’te yerine yazildiginda

lIk.| <2(1+ 63+ x)Q(fM;6)
k
1 k 2 2 x—=b 1
N ESTA L)

= +
n ") r(r+2) 5 r+2

6(x——b)

(r +1)(r+2)(r+3)ér
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esitsizligi elde edilir. Daha sonra bu ifade (4.24)’de yerine yazilirsa

|Cn,r(f; x) _f(x)l

< 2(1+l;—n)p(x).(2 f@;\/l;;

r

N L 1 k> 2
SE @t
T r—-1! "™\p,/) |7 n ) rr+ 1@ +2)
k ko, \3
+(’“—zbn) LI 6 (x—1bn)
b, r+

rr+ 1D+ 2)(r+3) b;"

esitsizligi bulunur. Cauchy-Schwartz esitsizligi kullanilarak ve (4.11) yukarida yerine
yazildiginda

|Cn,r(f; x) _f(x)l

b, b,
<2 (1 + 7),0(96)(2 f(r);\/;
1 ’ n 1 , 2 ’
X TT Tn,zr(X) + \/ij Tn,2r+1(x) + m Tn,Z(r+2) (%)
6 ,
+ m Tn,2(r+3)(x)

ifadesi elde edilir. (4.14) esitsizliginden
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|Cn,r(f; x) _f(x)l

< 2(1+l;—n)p(x).(2 f@;\/l;;

r

x %\/Eu 4+ x2)"/a (l%")

b 1 (r+1); (b
R v 2 /4 [0
+1ln(r+1)! Mr 42 (1425 4(n>

(r+2)/2

(r+1)/2

2 (r+2), (b
e by 2 [4 (21
TV M%) 4(n)
(r+3)/

6 o\ T+3)) b,
M TR ARl CRE 4(7)

. .. b 9
bulunur ve dizinin tanimi1 geregi 7” < 1 oldugundan

|Cn,r(f; x) — f(x)l
. |bn (r+3), (bn /2
< 4p(0a| £O; /; A+ (2)

1 1 6
— /M +—— /M — /M
X[r! T+(r+1)! r+1+(r+3)! ”3]

olacaktir. Burada

3
o N M
T L (r+ D))
1=0

olarak tanmimlanirsa

b\ /2 47 b,
[Cur(F3 ) = £GO] < abtp () 7 (o] "o | £, j;

esitsizligi elde edilir. Bu ise kaniti tamamlar. m

(by) gergel sayilarin bir dizisi lim b,, = cove lim bn — 0 olsun.

n—oo n-owo N
0<x<bh,,0<y<bpve ok(t) = (Ntk(1— O™, @) = (’7) t(1—t)mJ
olmak tizere f € C"[0,0) X[0,) i¢in (n,m;r). Chlodoswky-Taylor Polinomu asagidaki

sekilde tanimlanmuisti.
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k=0 j=0 i=0
burada
LN 8 (s, D) e
a'f(s0 = ) (i) gamrgye &~ 9 0= 0

k=0

seklinde tanimlidir. m

Son olarak Kirci Serenbay ve Ibikli tarafindan verilen bu tanim yardimiyla iki degiskenli

Chlodowsky-Taylor Polinomunun yaklasim 6zellikleri verilecektir.
Teorem 4.3.3

A>0, B>0; [0,A4] x[0,B] dikdortgensel bolgesi Dyp olmak tizere A = b, ve B = b,,
olan dikdortgensel bolge Dy, j  ile gosterilecektir.

f €C"(Dp,p, ) Ve Enm(f,r;x,y) f fonksiyonunun (n,m;r). dereceden Chlodowsky-
Taylor Polinomu olsun. Bu durumda (x,y) € Dy, 5, icin

b, by\2
|En,m(er; X,y) —f(x,y)l =0 (7x E)

esitligi gecerlidir (Kirct Serenbay ve Ibikli 2011).

Kanit
f € C",r € N olsun. Taylor formiilii asagidaki sekilde modifiye edilirse

+

S dlf (Zbn L b
f<x'y>=2 . T ) (r—11)!

i=0

x ]01(1 —pr-t {dﬁf(%bn + t(x —%bn>,%bm + t(y —#bm>> _df (Sbn,%bm)}

esitligi gegerli olur. Boylece

n rodif(kp L
[Enm(Fri ) = FG)| 2 D7 > 0k () o (5) |2 47 Govntn)
k=0 m

i!
=0 i=0

.

esitsizligi yazilabilir. Bu durumda f’in modifiye edilmis Taylor formiilii kullanilirsa
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n m

(B (F 73 %,) — f(xy)|<ZZ<05( ) ol (y)<r—11)'

k=0 j=0
1
xf 1-t)1t
0

drf p +t(x—5b>ib +t< _1, ) —drf<kb Ly )
n‘l’l nn:mm y mm nnlmm

esitsizligi elde edilir. Burada

drf< b, +t(x—Eb) J bm+t(y—rjn—.bm)>—dﬁ“(%bn,rjn—.bm)

r
<2 (o lrmrth

x——b,
1=0

j k r—i j i
,t }I__;;bﬂl X";{bn )I__;;bﬂl

n

oldugu dikkate alinarak

|Enim (., 752,3) = F ()] < Zi £(5-) o (%)M(r)iw %ﬁj%
k=0 i=0

j=0

b, J bm
o |y‘abm| /z

esitsizligi gecerli olur. Burada M(r) ; r’ye bagh pozitif bir sabittir. Bu esitsizlikler

«(2+] £ Jy-Lb|
n y mm

diizenlenirse

T ar
|E""”(f’r;x'y)_f(x'3’)|SM(T)ZG) ax7— l]:’)y ff
i=0

i

oc | kT j y
<32 ) =i ek ()= o] i ()

k=0 j=0
n m r+1-i ,
T S
n il n " "\b,, m | " \b,
=]=
n m s ] ,
N N IS

ifadesi elde edilir. Bu esitsizlikte n, m — oo i¢in limit alinirsa

SPIYTHEE

k=0 j=0

r—i

)=o)
ymbm(pmbm_on m/) "’
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bn nom k r+1-i . X ] i j y bn — bm >

722”“7‘% n (b—,) y‘gbm\ ‘Pm(m)-o(ﬂ (z)
n m ; ; ]

bm k r—i . X ] i+1 i y bn - bm S

/;;Z!x—;bn n (b—,) Y = bm <"m(m>—0(7) (z)

esitlikleri dikkate alinirsa r € N i¢in

b, bz
|En,m(f:ri x;)’) —f(x,y)| =0 (7 X E)

esitligi elde edilmis olur. Bu ise kanit1 tamamlar.

4.4 GRAFIiK VE NUMERIK HESAPLAR

Bu kesimde ilk olarak tek degiskenli Bernstein-Chlodowsky Polinomlarinin siireklilik modiilii
yardimiyla yaklagim hizinin hesab1 i¢in iki Ornek verilerek bu Orneklerde verilen

fonksiyonlarin C, uzayinin elemani olma kontrolii yapilacaktir.

Ornek 4.4.1
Asagida f(x) =

x2+12x—%

= fonksiyonunun b,, = 3/n igin hata paymin hesaplamasi verilecektir.

Maplel3 programina ait program pargasi su sekildedir.

>restart;

£f:=(x)->((x*2)+12*x-(1/5))/25:

n:=1 :

for i from 1 to 9 do

n:=10%n;

b(n) :=surd(n,3) :

>delta(n) :=evalf (simplify(sgrt(b(n)/n)));
>omega (f,delta(n)) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (f (x+h) -
f(x))),x=0..1,y=0..1,h=0..delta(n)))):
>errorB:=5* (omega (f,delta(n))) ;

end do;

Bu programa ait program ¢iktisi ise su sekildedir:

n:=10

b(10) =10
6(10) = 0.4641588834

o(f, 0.4641588834 ) = 0.2685467135
errorB = 1.342733568

n = 100

(1/3)
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b(100 ) = 0%

8(100 ) = 0.2154434690

o(f, 0.2154434690 ) = 0.1225049781
errorB = 0.6125248905

n = 1000

b(1000 ) =10

5(11000 ) = 0.1000000000

o(f, 0.1000000000 ) = 0.05640000000
errorB = 0.2820000000

n := 10000

b(10000 ) =10 10
5(10000 ) = 0.04641588834

o(f, 0.04641588834 ) = 0.02607907486
errorB := 0.1303953743

n = 100000

b(100000 ) := 10 10
5(100000 ) = 0.02154434690

o(f, 0.02154434690 ) = 0.01208340062
errorB = 0.06041700310

n := 1000000

b(1000000 ) := 100

8(1000000 ) := 0.01000000000

o(f, 0.01000000000 ) = 0.005604000000
errorB := 0.02802000000

n := 10000000

b(10000000 ) := 100 10
5(10000000 ) = 0.004641588834

o(f, 0.004641588834 ) = 0.002600151521
errorB = 0.01300075760

n := 100000000

b(100000000 ) := 100 10
5( 100000000 ) = 0.002154434690

o(f, 0.002154434690 ) = 0.001206669090
errorB = 0.006033345450

n := 1000000000

b( 1000000000 ) := 1000

4(1000000000 ) := 0.001000000000

o(f, 0.001000000000 ) := 0.0005600400000
errorB = 0.002800200000

(1/3)

(213)

(1/3)

(2/13)

Elde edilen sonuglarin toplu olarak gosterimi agagidaki Cizelge 4.1 {izerinde verilmistir.
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x2+12x—=

Cizelge 4.1 f(x) = ” 2 fonksiyonunun hata hesabi.

f(x) fonksiyonun siireklilik modiilii i¢in hata pay1

=

10 1.342733568
102 0.612524891
103 0.282000000
10* 0.130395374
105 0.060417003
10° 0.028020000
107 0.013000758
108 0.006033346
10° 0.002800200

Uyar1 4.4.1

Ornek 4.4.1°de verilen fonksiyonun p(x) = 1 4+ x? i¢in €, nun eleman: oldugunu gostermek
icin Maple ile fonksiyonlarin ¢izimi asagidaki program yardimiyla yapilmistir.

>restart;

>with (plots) :

>fi=(x)->((x*2)+12*x-(1/5))/25;g:=(x) ->1+x"2;

fexom sy L
- 25 25 125

g=x—1+x
>pl:=plot(f(x) ,x=0..1,color=violet,style=point, symbol=diamond, n
umpoints=400,symbolsize=8) :
>p2:=plot(g(x) ,x=0..1,color=green,style=point,symbol=circle,num
points=400,symbolsize=8) :

>display ([pl,p2]);
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X

Sekil 4.1 f(x) = %xz + %x - 515 ve g(x) = 1 + x? fonksiyonunun grafigi

Ornek 4.4.2

3_ 2
fx) = %;m fonksiyonunun b, = Yn+2 dizisi i¢in hata paymin hesaplamasi
verilecektir.

Maplel3 programina ait program pargasi su sekildedir.

>restart;
£:=(x)->((x"3)-4*x~2+5) /13:
n:=1 :

for i from 1 to 9 do
n:=10*n;

b(n) :=surd(n+2,3) :

>delta(n) :=evalf (simplify(sgrt(b(n)/n)));

>omega (f,delta(n) ) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (f (x+h) -
f(x))),x=0..1,y=0..1,h=0..delta(n)))):
>errorB:=5* (omega (f,delta(n))) ;

end do;

Bu programa ait program ¢iktis1 ise su sekildedir:

n:=10
n:=10
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b(10) = 121*%

8(10) = 0.4784797261

o(f, 0.4784797261 ) = 0.1932151514
errorB = 0.9660757570

n = 100

b(100 ) := 102

8(100 ) = 0.2161557015

o(f, 0.2161557015 ) = 0.08595402229
errorB = 0.4297701114

n := 1000

b(1000 ) := 1002 “*

6(1000 ) = 0.1000333056

o(f, 0.1000333056 ) = 0.03916709160
errorB = 0.1958354580

n := 10000

b(10000 ) = 10002

5(10000 ) = 0.04641743540

o(f, 0.04641743540 ) := 0.01801090349
errorB = 0.09005451745

n := 100000

b(100000 ) = 100002 ¥

5(100000 ) = 0.02154441871

o(f, 0.02154441871 ) = 0.008321250419
errorB = 0.04160625210

n := 1000000

b(1000000 ) := 1000002 ¥

5(2000000 ) = 0.01000000333

o(f, 0.01000000333 ) := 0.003853770517
errorB = 0.01926885258

n := 10000000

b(10000000 ) := 10000002 %

5(20000000 ) := 0.004641588989
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o(f, 0.004641588989 ) := 0.001786876100
errorB := 0.008934380500
n := 100000000

b(100000000 ) := 100000002 %

3(100000000 ) = 0.002154434697

o(f, 0.002154434697 ) := 0.0008289850057
errorB = 0.004144925028

n := 1000000000

b(1000000000 ) = 1000000002

5( 1000000000 ) := 0.001000000000
(f, 0.001000000000 ) := 0.0003846922308
errorB := 0.001923461154

Elde edilen sonuglarin toplu olarak gosterimi asagidaki Cizelge 4.2 iizerinde verilmistir.

. 3_4x2+5 . il
Cizelge 4.2 f(x) = & fonksiyonu i¢in hata pay1 hesaplamasi
n flx) = %fonksiyonunun b, = n + 2 dizisi i¢in hata pay1
10 0.9660757570
102 0.4297701114
103 0.1958354580
104 0.0900545175
105 0.0416062521
106 0.0192688526
107 0.0089343805
108 0.0041449251
10° 0.0019234612

Uyar 4.4.2

Ornek 4.4.2°de verilen fonksiyonun p(x) = 1 + x? agirlik fonksiyonu igin C,’nun elemani
oldugunu gostermek amaciyla Maple ile fonksiyonlarin ¢izimi asagidaki program yardimiyla

yapilmustir.
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>restart;

>with (plots) :
>f:=(x)->((x*3)-4*x"*2+5) /13;g:=(x) ->1+x"2;
f':x—>ix3—ix2+i
' 13 13 13

g=x—1+x°

pl:=plot(f(x) ,x=0..1,color=violet,style=point, symbol=diamond,n
umpoints=400, symbolsize=8) :p2:=plot(g(x) ,x=0..1,color=green,st
yle=point, symbol=circle,numpoints=400, symbolsize=8) :

>display ([pl,p2]) ;

0.3

0B

0.44
Uz-_-—\\

02 0.4 06 08 1

Sekil 4.2 f(x) = 1—13x3 + 14—3x2 + 15—3 ve g(x) = 1 + x? fonksiyonunun grafigi

Bundan sonraki ii¢ 6rnek Chlodowsky-Taylor Polinomlariyla yaklasimda stireklilik modiilii
ile hizinin hesabi igin hazirlanan program pargast ve C, uzayma ait olma kontroli
yapilacaktir.

Ornek 4.4.3

x3+12x—= ) 3 —. . . .
flx) = TS fonksiyonunun b,, = /n icin hata payinin hesaplamasi verilecektir.

Maplel3 programina ait program pargasi su sekildedir.

>restart;
f:=(x)->((x*3)+12*x-(1/5))/25:d:=(DRR2) (£f) ;
n:=1 :

for i from 1 to 9 do

n:=10%*n;

b(n) :=surd(n,3) :

>delta(n) :=evalf (simplify(sqrt(b(n)/n)));
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>omega (d,delta(n) ) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (d (x+h) -
d(x))),x=0..1,y=0..1,h=0..delta(n)))): :t:=((((r+l) *sqgrt(r)+sqrt
(r+1))/ ((x+1l)!)) *sqrt (2~ (x+1) )+ ( ((x*2+2*r+2) / (r+2) ') * (sqrt ((r+
1) *2~(r+1))))/2) :T:=evalf (subs (r=2,t)):

>errorB:=evalf (simplify (T* (b(n)/n)* (omega(d,delta(n)))));

end do;

Bu programa ait program ¢iktisi ise su sekildedir:

_ 6
d:= x—>£x
n:=10
b(10) = 10"

8(10) = 04641588334
o(d, 0.4641588834 ) := 0.1113981320
_(r+ D) fr+r+1)./2 ol 1 (rP+2r+2)./(r+1)2""
(r+21)! (r+2)!
T = 3.837117307
errorB = 0.09209081537
n =100

b(100 ) = 10%¥

8(100 ) = 0.2154434690
(d, 0.2154434690 ) = 0.05170643256
_ (e fr+fre1) 2" 1 (r+2r+2)./(r+1)2""Y
(r+21)! (r+2)!
T = 3.837117307
errorB := 0.009209081539
n := 1000
b(1000 ) == 10
3(1000 ) := 0.1000000000
o(d, 0.1000000000 ) = 0.02400000000
_((r+1) ety 2" 1 (rP+2r+2)./(r+1)2"""
(r+1)! (r+2)!
T = 3.837117307
errorB := 0.0009209081537
n := 10000
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b(10000 ) = 10 10'"%

(10000 ) := 0.04641588834
o(d, 0.04641588834 ) = 0.01113981320

(1) frafrety 2" 1(r 1 2r+2)/(r+1)2" Y

(r+1)! (r+2)!
T = 3.837117307
errorB := 0.00009209081537
n := 100000

b(100000 ) = 10 10***

§(100000 ) = 0.02154434690
w(d, 0.02154434690 ) = 0.005170643256

_(r+1)fr+r+1)./2 oty 1(r 1 2r+2)/(re1)2" Y

(r+1)! (r+2)!
T = 3.837117307
errorB := 0.9209081539 10°
n = 1000000
b(1000000 ) := 100
§(1000000 ) := 0.01000000000
o(d, 0.01000000000 ) := 0.002400000000

(1) fra ety 2" 1(r +2r+2)/(r+1)2""Y

(r+1)! (r+2)!
T = 3.837117307
errorB := 0.9209081537 10°°
n := 10000000

b(10000000 ) := 100 10*¥

5(20000000 ) = 0.004641588834
»(d, 0.004641588834 ) := 0.001113981320

_((r+1)fr+re1) )2 ptr ) 1(r +2r+2)/(r+1)2" Y

(r+21)! (r+2)!
T = 3.837117307

errorB := 0.9209081537 10°/
n := 100000000
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b(100000000 ) := 100 10

§(100000000 ) = 0.002154434690
o(d, 0.002154434690 ) = 0.0005170643256
((r+1)[+ﬁ)m 1 (r? +2r+2)m
(r+21)! (r+2)!
T = 3.837117307
errorB = 0.9209081539 108
n := 1000000000
b(1000000000 ) := 1000
§(1000000000 ) := 0.001000000000
»(d, 0.001000000000 ) := 0.0002400000000
_((r+1)r+re1)./2 ptr ) 1 (+2r+2)./(r+1)2"""
(r+1)! (r+2)!
T = 3.837117307
errorB := 0.9209081537 10°°

Elde edilen sonuglarin toplu olarak bir Cizelge 4.3 {lizerinde gosterimi asagida verilmistir.

3 1
Cizelge 4.3 f(x) = z +:§x 2 fonksiyonunun hata pay1 hesaplamasi
f fx) = 275 fonkS|yonunun b, = 3/m icin hata pay1
10 0.09209081537
10? 0.009209081539
103 0.0009209081537
10* 0.00009209081537
10° 0.9209081539 10~°
106 0.9209081537 10~
107 0.920908153710~7
108 0.920908153910°8
10° 0.920908153710~°

Uyarn 4.4.3
Ornek 4.4.2°de verilen fonksiyonun C,’nun elemani oldugunu gostermek i¢in Maple ile
fonksiyonlarin ¢izimi asagidaki program yardimiyla yapilmstir.

>restart;
>with (plots) :
>f:=(x)->((x*3)+12*x-(1/5))/25:d:=(DRR2) (£f) ;g:=(x) ->1+x"*2;
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_ 6
d .—x—>£x

g=x—1+x°

>pl:=plot(d(x) ,x=0..1,color=pink,style=point, symbol=diamond, num
points=400,symbolsize=8) :p2:=plot(g(x) ,x=0..1,color=green,styl
e=point,symbol=circle,numpoints=400,symbolsize=8) :

>display ([pl,p2]);

2

0.57

0 02 04 06 05 1
X

x3+12x—=

Sekil 4.3 f(x) = ———veg(x) =1+ x? fonksiyonunun grafigi

Ornek 4.4.4

5 2_ - . . . .
f(x) = x+§—:2cz fonksiyonunun b,, = 3/n i¢in hata paymin hesaplamasi verilecektir.

Maplel3 programina ait program pargasi su sekildedir.

>restart;

f:=(x)->((x"5)+3*x72-2)/32:d:=(DRR3) (£f) ;

n:=1 :

for i from 1 to 9 do

n:=10*n;

b(n) :=surd(n,3) :

>delta(n) :=evalf (simplify(sgrt(b(n)/n)));

>omega (d,delta(n)) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (d (x+h) -
d(x))),x=0..1,y=0..1,h=0..delta(n)))) :t:=((((r+l)*sgrt(r)+sqrt
(r+1) )/ ((x+1) !)) *sqrt (2~ (xr+1) )+ ( ((x*2+2*r+2) / (r+2) ') * (sqrt ((r+
1)*2~(r+1))))/2) :T:=evalf (subs (r=3,t)):

>errorB:=evalf (simplify (T* (b(n)/n) * (omega(d,delta(n)))));

end do;
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Bu programa ait program ¢iktisi asagidaki gibidir.

d:= x—>185 NG
n:=10
b(10) = 101*%

§(10) = 0.4641588834
o(d, 0.4641588834 ) := 2.144552317

(1) frafrety 2" 1(r +2r+2)/(r+1)2""Y

(r+1)! (r+2)!
T = 2.054700539
errorB := 0.9493328599
n = 100

b(100 ) = 0%

§(100 ) = 0.2154434690
o(d, 0.2154434690 ) := 0.8949427994

_((r+1)frafret) 2" 1(r 1 2r+2)/(re1)2" Y

(r+1)! (r+2)!
T = 2.054700539
errorB := 0.08535136668
n := 1000
b(1000 ) = 10
5(2000 ) = 0.1000000000
»(d, 0.1000000000 ) := 0.3937500000

_(r+1)fr+rv1)./2 oty 1(r 1 2r+2)/(r+1)2" Y

(r+1)! (r+2)!
T = 2.054700539
errorB := 0.008090383372
n := 10000

b(10000 ) = 10 10'"%

§(10000 ) = 004641588834
o(d, 0.04641588834 ) := 0.1780991463

(1) fra ety 2" 1(r +2r+2)/(r+1)2""Y

(r+1)! (r+2)!
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T = 2.054700539
errorB = 0.0007883947179
n = 100000

b(100000 ) = 10 10**

§(100000 ) = 0.02154434690
o(d, 0.02154434690 ) := 0.08166159879

_ (e fr+fre1) 2" 1(r +2r+2)/(r+1)2"" Y

(r+21)! (r+2)!
T = 2.054700539
errorB := 0.00007788127985
n = 1000000
b(2000000 ) := 100
(1000000 ) := 0.01000000000
(d, 0.01000000000 ) := 0.03768750000

_((r+1)frere1)./2 ptr ) 1(r +2r+2)/(r+1)2" Y

(r+1)! (r+2)!
T = 2.054700539
errorB = 0.7743652656 107°
n := 10000000

b(10000000 ) := 100 10**

5(20000000 ) := 0.004641588834
»(d, 0.004641588834 ) := 0.01744635378

(e e fren) 20 1(r+2r+2)m

(r+21)! (r+2)!
T = 2.054700539
errorB = 0.7723009039 10°°
n := 100000000

b(100000000 ) := 100 10

5(200000000 ) := 0.002154434690
»(d, 0.002154434690 ) := 0.008087833067

_((r+1)fr+re1) )2 ptr ) 1(r +2r+2)/(r+1)2" Y

(r+21)! (r+2)!
T = 2.054700539
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errorB = 0.7713427118 10/

n := 1000000000

b(1000000000 ) = 1000

(1000000000 ) := 0.001000000000

o(d, 0.001000000000 ) := 0.003751875000
((r+1)[+ﬁ)m 1 (r? +2r+2)m

(r+1)! (r+2)!
T = 2.054700539
errorB = 0.7708979585 108

Elde edilen sonuglarin toplu olarak bir Cizelge 4.4 iizerinde gosterimi asagida verilmistir.

x5 +3x2

Cizelge 4.4 f(x) = ~2 fonksiyonunun hata pay1 hesaplamast

fx) == +3x 2 fonksiyonunun b,, = /7 icin hata pay1

10 0.9493328599
102 0.0853513667
103 0.0080903834
10* 0.0007883945
105 0.0000778813
10° 0.7743652656 10~°
107 0.7723009039 10~°
108 0.7713427118 1077
10° 0.7708979585 1078

Uyarn 4.4.4
Ornek 4.4.4°de verilen fonksiyonun p(x) = 1 + x? i¢in €, ’nun elemam oldugunu gostermek

icin Maple ile fonksiyonlarin ¢izimi asagidaki program yardimiyla yapilmstir.

>restart;
>with (plots) :
>f:=(x)->((x"5)+3*x*2-2) /32:d:=(DRR3) (£f) ;g:=(x) ->1+x"2;
d=xo 2y
) 8

g=x—>1+x°
>pl:=plot(d(x) ,x=0..1,color=brown,style=point, symbol=diamond, nu
mpoints=400,symbolsize=8) :

>p2:=plot(g(x) ,x=0..1,color=green,style=point,symbol=circle,num

points=400,symbolsize=8) :
>display ([pl,p2]);
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i

x5 +3x2—

Sekil 4.4 f(x) = - 2 ve g(x) = 1 + x? fonksiyonunun grafigi

Ornek 4.4.5

8 3_ - . . . .
flx) = % fonksiyonunun b,, = Y/n + 2 icin hata paymin hesaplamasi verilecektir.

Maplel3 programina ait program parcasi su sekildedir.

>restart;

f:=(x)->((x*8)+3*x73-1)/(1075) :d:=(DRR7) (£f) ;

n:=1 :

for i from 1 to 9 do

n:=10*n;

b(n) :=surd(n+2,4) :

>delta(n) :=evalf (simplify(sqgrt(b(n)/n)));

>omega (d,delta(n)) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (d (x+h) -
d(x))),x=0..1,y=0..1,h=0..delta(n)))):

>t:=((((r+l) *sqrt(r)+sqgrt(r+l) )/ ((x+l)!)) *sgrt(2* (r+1) )+ (((r* 2+
2*r+2) / (r+2) ') * (sqrt((r+l) *2* (xr+1))))/2) : T:=evalf (subs (r=7,t))

>errorB:=evalf (simplify (T* (b(n)/n) * (omega(d,delta(n)))));
end do;
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Bu programa ait program ¢iktis1 asagidaki sekildedir.

d:= xe@x
625

n:=10

b(10) = 12

§(10) = 0.4314173984
o(d, 0.4314173984 ) := 0.1739474950

_(r+1)fr+rv1).)2 oty 1(r 1 2r+2)/(r+1)2" Y

(r+1)! (r+2)!
T = 0.01357468343
errorB := 0.0004394841337
n = 100

b(100 ) = 102 V¥

§(100 ) := 0.1782686683
w(d, 0.1782686688 ) := 0.07187792726

_(r+1)fr+rv1)./2 Y 1(r +2r+2)/(r+1)2" Y

(r+1)! (r+2)!
T = 0.01357468343
errorB := 0.00003100811016
n := 1000

b(1000 ) = 1002

8(1000 ) := 0.07500815189
w(d, 0.07500815189 ) = 0.03024328684

_(r+ D) r+re1) /20 1(r +2r+2)/(r+1)2""Y

(r+1)! (r+2)!
T = 0.01357468343
errorB := 0.2309806660 10°°
n := 10000

b(10000 ) = 10002 ¥

5(10000 ) = 0.03162356710
o(d, 0.03162356710 ) = 0.01275062225

(1) fra ety 2" 1(r +2r+2)/(r+1)2""Y

(r+1)! (r+2)!
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T = 0.01357468343

errorB ;= 0.1730943142 10
n := 100000

b(100000 ) = 100002 "

(100000 ) = 0.01333524766
w(d, 0.01333524766 ) = 0.005376771857

_((r+1)Jrafrety 2" 1(r +2r+2)/(r+1)2" Y

(r+21)! (r+2)!
T = 0.01357468343
errorB = 0.1297936635 10’
n := 1000000

b(1000000 ) := 1000002 "

5(2000000 ) = 0.005623414658
»(d, 0.005623414658 ) := 0.002267360790

_(r+ D) r+re1) /27 1(r +2r+2)/(r+1)2""Y

(r+1)! (r+2)!
T = 0.01357468343
errorB = 0.9733085973 10°°
n = 10000000

b(10000000 ) := 10000002 **

5(20000000 ) == 0.002371373764
o(d, 0.002371373764 ) = 0.0009561379016

_(r+ D) r+re1) /20 1(r +2r+2)/(r+1)2""Y

(r+1)! (r+2)!
T = 0.01357468343
errorB := 0.7298779880 10°1°
n := 100000000

b(100000000 ) := 100000002 ¥

5(200000000 ) = 0.001000000002
»(d, 0.001000000002 ) := 0.0004032000008

_((r+1)fr+re1) )2 ptr ) 1(r +2r+2)/(r+1)2" Y

(r+21)! (r+2)!
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T = 0.01357468343

errorB = 0.5473312397 10 %

n = 1000000000

b(1000000000 ) := 1000000002
$(1000000000 ) := 0.0004216965033
) = 0.0001700280301

_(r+1)fr+re1) )2 plr Y 1(r +2r+2)/(r+1)2" Y

»(d, 0.0004216965033

(1/4)

(r+21)!

T = 0.01357468343

errorB = 0.4104405244 10712

(r+2)!

Elde edilen sonuglarin toplu olarak bir Cizelge 4.5 {izerinde gosterimi asagida verilmistir.

Cizelge 4.5 f(x) =

10
102
103
104
10°
10°
107
108
10°

Uyar 4.4.5

flx) =

3
& rox fonk31yonu icin hata pay1 hesaplamasi
8 3_
L’;l fonksiyonunun b, = Yn + 2 igin hata pay1
0.0004394841337
0.0000310081102

0.2309806660 10>
0.1730943142 107°
0.1297936635 1077
0.9733085973107°

0.729877988010~1°
0.5473312397107 1
0.4104405244107 12

Ornek 4.4.5°de verilen fonksiyonun p(x) = 1 + x? igin C,’nun eleman oldugunu gostermek

icin Maple ile fonksiyonlarin ¢izimi asagidaki program yardimiyla yapilmistir.

>restart;
>with (plots) :

>f:=(x)->((x*8)+3*x*3-1)/(1075) :d:=(DRQ7) (£f) ;g:=(x) ->1+x*2;

d —xa@x

pl:=plot(d(x) ,x=0

625

g=x—1+x°

.1,color=magenta,style=point, symbol=diamond,

numpoints=400, symbolsize=8) :

94



>p2:=plot(g(x) ,x=0..1,color=green,style=point,symbol=circle,num
points=400,symbolsize=8) :
>display ([pl,p2]) ;

®
_ x5+3x2-2

Sekil 4.5 f(x) = ———veg(x) =1+ x? fonksiyonunun grafigi

Simdi ise iki degiskenli Bernstein-Chlodowsky Polinomlarinin siireklilik modiilii yardimiyla

yaklagim hizinin hesabi igin dort 6rnek verilerek bu orneklerde verilen fonksiyonlarin C,

uzayinin elemani olma kontrolii yapilacaktir.

Ornek 4.4.6

2 2
flx,y) == :4” fonksiyonunun b, = /n ve c,, = vVm + 1 i¢in hata payinin hesaplamasi
verilecektir.

Maple13 programina ait program pargasi su sekildedir.

> restart;

f:=(x,y)>((x*2)+(y*2)) /exp(4) :

n:=1 : m:=1 :

for i from 1 to 9 do

n:=10*n; m:=10*m;

b(n) :=surd(n,4) :c(m) :=sqrt (m+1) :

>delta(n) :=evalf (simplify(sqrt(b(n)/n))):
>delta(m) :=evalf (simplify(sqgrt(c(m)/m))):

>

omegal (f,delta(n)) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (f (x+h,y
+h)-f(x,y))) ,x=0..1,y=0..1,h=0..delta(n)))):
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>

omega2 (f,delta(m)) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (f (x+h,y
+h)-f(x,y))),x=0..1,y=0..1,h=0..delta(m)))):

> errorB:=3*2* (omegal (f,delta(n) ) +omega2 (f,delta(m))) :end do;

Bu programa ait program ¢iktist asagidaki sekildedir.

n:=10
m = 10

b(10) = 10"

c(10) = /11

3(10) = 0.4216965034

§(10) = 0.5759014491

ol (f, 0.5759014491 ) := 0.05434123230
a2 (f, 0.5759014491 ) = 0.05434123230
errorB = 0.6520947876

n = 100
m = 100
b(100) = ,/10

c(100) = ,/101

8(100) = 0.1778279410

5(100 ) == 0.3170153880

ol (f,0.3170153880 ) := 0.02690675532
o2 (f,0.3170153880 ) := 0.02690675532
errorB = 0.3228810638

n = 1000

m = 1000

b(1000 ) = 10**

¢(1000 ) = /1001

3(1000 ) = 0.07498942093

8(2000 ) == 0.1778723813

ol (f, 0.1778723813 ) := 0.01419034698
o2 (f, 0.1778723813 ) := 0.01419034698
errorB = 0.1702841638

n := 10000
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m = 10000

b(20000 ) =10

¢(10000 ) := /10001

3(10000 ) = 0.03162277660

3(10000 ) := 0.1000024999

ol (f, 0.1000024999 ) = 0.007692769798
a2 (f, 0.1000024999 ) = 0.007692769798
errorB = 0.09231323758

n := 100000

m = 100000

b(100000 ) = 10 10"

¢(100000 ) = /100001

3(100000 ) = 0.01333521432

5(100000 ) = 0.05623427311

ol (f, 0.05623427311 ) = 0.004235705407
o2 (f,0.05623427311 ) = 0.004235705407
errorB = 0.05082846488

n := 1000000

m = 1000000

b(1000000 ) := 10 /10

(1000000 ) := /1000001

5(1000000 ) = 0.005623413252
3(1000000 ) = 0.03162278451

ol (f, 0.03162278451 ) := 0.002353397302
o2 (f, 0.03162278451 ) := 0.002353397302
errorB = 0.02824076762

n := 10000000

m = 10000000

b(10000000 ) := 10 10"

¢(10000000 ) := /10000001

§(10000000 ) := 0.002371373706
§(10000000 ) := 0.01778279454
ol (f,0.01778279454 ) = 0.001314396801
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o2 (f,0.01778279454 ) = 0.001314396801
errorB = 0.01577276161

n := 100000000

m := 100000000

(2100000000 ) =100

¢(100000000 ) =,/ 100000001
3(100000000 ) = 0.001000000000
5(100000000 ) = 0.01000000002

ol (f,0.01000000002 ) := 0.0007362886843
a2 (f,0.01000000002 ) := 0.0007362886848
errorB = 0.008835464218

n := 1000000000

m := 1000000000

b(1000000000 ) = 100 10

¢(1000000000 ) := /1000000001
(1000000000 ) := 0.0004216965034
(1000000000 ) := 0.005623413251

ol (f, 0.005623413251 ) := 0.0004131440083
@2 (f, 0.005623413251 ) := 0.0004131440083
errorB = 0.004957728100

Elde edilen sonuglarin toplu olarak bir Cizelge 4.6 tizerinde gosterimi asagida verilmistir.

x2

2
Cizelge 4.6 f(x,y) = +4y fonksiyonunun hata pay1 hesaplamasi

e

f.m fx,y) = xze%yz fonksiyonunun
b, = Yn ve c,, = Vm + 1 igin hata hesab1
10 0.6520947876

102 0.3228810638
103 0.1702841638
10* 0.0923132376
10° 0.0508284649
10° 0.0282407677
107 0.0157727616
108 0.0088354642
10° 0.0049577281

98



Uyar 4.4.6
Ornek 4.4.6°de verilen fonksiyonun p(x,y) = 1+ x? + y? agirlik fonksiyonu kullanilarak
C,’nun elemani oldugunu géstermek i¢in Maple ile fonksiyonlarin ¢izimi asagidaki program

yardimiyla yapilmistir.

>restart;
>with (plots) :
>Sf:=(x,y) > ((x*2)+(y*2)) /exp(4) ;g:=(x,y) —>1+x"2+y*2;
2 2
—_ X +y
f=(xy)—> ot

g=(xy) >1+x>+y?

>pl:=plot3d(f(x,y) ,x=0..1,y=0..1,color=blue):
>p2:=plot3d(g(x,y) ,x=0..1,y=0..1,color=green) :

>display ([pl,p2]);

"

x2

2
+4y ve g(x,y) = 1+ x% + y? fonksiyonunun grafigi

e

Sekil 4.6 f(x,y) =

Ornek 4.4.7

x+y R . .
flx,y) = 61? fonksiyonunun b,, = vn ve ¢,, = ¥m + 1 i¢in hata payinin hesaplamasi
verilecektir.

Maplel3 programina ait program pargasi su sekildedir.
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> restart;

f:=(x,y) —>exp(x+y) /100:

n:=1 : m:=1 :

for i from 1 to 9 do

n:=10*n; m:=10%m;

b(n) :=sqgrt(n) :c(m) :=surd (m+1,3) :

>

>delta(n) :=evalf (simplify(sqrt(b(n)/n)));
>delta(m) :=evalf (simplify(sqrt(c(m)/m)));

>

omegal (£f,delta(n)) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (f (x+h,y
+h)-f(x,y))),x=0..1,y=0..1,h=0..delta(n)))):

>
omega2 (f,delta(m)) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (f (x+h,y
+h)-f(x,y))) ,x=0..1,y=0..1,h=0..delta(m)))):

> errorB:=3*2* (omegal (f£,delta(n) ) +tomega2 (f,delta(m))) ;
end do;

Bu programa ait program ¢iktisi agagidaki gibidir.

n=10

m = 10

b(10) = /10

c(10) = 11"%

8(10) = 0.5623413252

8(10) = 0.4715909339

ol (f,0.4715909339 ) := 0.1158707379
a2 (f,0.4715909339 ) := 0.1158707379
errorB = 1.390448855

n = 100

m = 100

b(100) =10

c(200) = 100

8(200 ) = 0.3162277660

8(200 ) = 0.2158010544

ol (f,0.2158010544 ) := 0.03988038737
a2 (f,0.2158010544 ) := 0.03988038737
errorB = 0.4785646484

n := 1000
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m = 1000
b(1000 ) := 10 /10

¢(1000 ) = 1001 ¥

6(1000 ) = 0.1778279410

6(1000 ) = 0.1000166597

ol (f,0.1000166597 ) = 0.01636258112
a2 (f,0.1000166597 ) = 0.01636258112
errorB = 0.1963509734

n := 10000

m := 10000

b(10000 ) == 100

¢(10000 ) = 10001 V¥

8(20000 ) = 0.1000000000

5(10000 ) = 0.04641666190

ol (f,0.04641666190 ) = 0.007187987321
2 (f,0.04641666190 ) = 0.007187987321
errorB = 0.08625584786

n := 100000

m = 100000

b(100000 ) := 100 /10

¢(100000 ) := 100001 *

5(100000 ) = 0.05623413252

5(100000 ) = 0.02154438281

ol (f,0.02154438281 ) = 0.003253443149
2 (f,0.02154438281 ) = 0.003253443149
errorB = 0.03904131778

n := 1000000

m := 1000000

b(21000000 ) := 1000

¢(1000000 ) := 1000001

§(1000000 ) = 0.03162277660
§(1000000 ) := 0.01000000167
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ol (f,0.01000000167 ) = 0.001492688641
o2 (f, 0.01000000167 ) = 0.001492688641
errorB = 0.01791226369

n := 10000000

m = 10000000

b(10000000 ) := 1000 /10

¢(10000000 ) := 10000001

§(10000000 ) = 0.01778279410

3(10000000 ) := 0.004641588910

ol (f, 0.004641588910 ) = 0.0006891330019
a2 (f, 0.004641588910 ) := 0.0006891330019
errorB = 0.008269596022

n := 100000000

m = 100000000

b(200000000 ) := 10000

¢(100000000 ) := 100000001 ¥

3(100000000 ) := 0.012000000000
3(100000000 ) = 0.002154434694

ol (f,0.002154434694 ) := 0.0003190717082
a2 (f, 0.002154434694 ) := 0.0003190717082
errorB = 0.003828860498

n := 1000000000

m = 1000000000

b(1000000000 ) := 10000 /10

¢(1000000000 ) := 1000000001

3(1000000000 ) := 0.005623413252
3(1000000000 ) := 0.002000000000

ol (f, 0.002000000000 ) = 0.0001479289770
a2 (f, 0.001000000000 ) := 0.0001479289770
errorB = 0.001775147724
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Sonuglarin toplu gosterimi asagidaki Cizelge 4.7°de verilmistir.

x+
Cizelge 4.7 f(x,y) = % fonksiyonunun hata pay1 hesaplamasi

X+,
I flx,y) = % fonksiyonunun b,, = Vn ve ¢,, = 3/m + 1 icin hata hesaplamasi

10 1.390448855
10?2 0.478564648
103 0.196350973
10* 0.086255848
10° 0.039041318
10° 0.017912264
107 0.008269596
108 0.003828860
10° 0.001775148

Uyan 4.4.7
Ornek 4.4.7°de verilen fonksiyonun p(x,y) =1+ x% +y? olmak iizere C,’nun elemani

oldugunu gostermek i¢in Maple ile fonksiyonlarin ¢izimi asagidaki program yardimiyla

yapilmustir.
>restart;
>with (plots) :
>f:=(x,y) >exp(x+y) /100;g:=(x,y) >1+x*2+y*2;
_ 1 (x+y)
f=(xy) 700 ¢

g=(xy) >1+x>+y?
pl:=plot3d(f(x,y) ,x=0..1,y=0..1,color=violet,style=point, symbo
l1=diamond,numpoints=400,symbolsize=8) :

>p2:=plot3d(g(x,y) ,x=0..1,y=0..1,color=green,style=point,symbol
=circle,numpoints=400,symbolsize=8) :
>display ([pl,p2]);
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X+
Sekil 4.7 f(x,y) = % ve g(x,y) = 1+ x% + y? fonksiyonunun grafigi

Ornek 4.4.8

flx,y) = ﬁ |x% + y?| fonksiyonunun b, = vn + 1 ve ¢,, = vm + 1 i¢in hata paymin
hesaplamasi verilecektir.

Maple13 programina ait program pargasi su sekildedir.

>restart;

f:=(x,y)>abs ((x*2)+(y*2))/100:

n:=1 : m:=1 :

for i from 1 to 9 do

n:=10*n; m:=10*m;

b(n) :=sqgrt(n+l) :c(m) :=sqrt (m+1) :

>

>delta(n) :=evalf (simplify(sqrt(b(n)/n)));
>delta(m) :=evalf (simplify(sqrt(c(m)/m))) ;

>

omegal (f,delta(n)) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (f (x+h,y
+h)-f(x,y))) ,x=0..1,y=0..1,h=0..delta(n)))):

>
omega2 (f,delta(m)) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (f (x+h,y
+h)-f(x,y))) ,x=0..1,y=0..1,h=0..delta(m)))):

> errorB:=3*2* (omegal (f£,delta(n) ) +omega2 (f,delta(m))) ;
end do;
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n =10

m = 10

b(10) = ./11

c(10) = /11

§(10) = 0.5759014491

§(10) = 0.5759014491

ol (f, 0.5759014491 ) = 0.02966930754
a2 (f, 0.5759014491 ) := 0.02966930754
errorB = 0.3560316904

n = 100
m = 100
b(100) =,/ 101

c(100) = ,/101

3(100 ) = 0.3170153880

3(100 ) := 0.3170153880

ol (f, 0.3170153880 ) := 0.01469059064
a2 (f, 0.3170153880 ) := 0.01469059064
errorB = 0.1762870877

n := 1000

m = 1000

b(1000 ) := /1001

¢(1000 ) = /1001

3(1000 ) == 0.1778723813

6(1000 ) == 0.1778723813

ol (f,0.1778723813 ) := 0.007747666920
o2 (f, 0.1778723813 ) := 0.007747666920
errorB = 0.09297200304

n := 10000

m = 10000

b(10000 ) := /10001

¢(10000 ) := /10001

3(10000 ) := 0.1000024999

3(10000 ) = 0.1000024999
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ol (f,0.1000024999 ) := 0.004200110000
a2 (f, 0.1000024999 ) := 0.004200110000
errorB := 0.05040132000

n := 100000

m = 100000

b( 100000 ) := /100001

¢(100000 ) := /100001

3(100000 ) = 0.05623427311

3(100000 ) = 0.05623427311

ol (f, 0.05623427311 ) := 0.002312616780
a2 (f, 0.05623427311 ) = 0.002312616780
errorB = 0.02775140136

n := 1000000

m = 1000000

b(1000000 ) := /1000001

¢(1000000 ) = /1000001

3(1000000 ) = 0.03162278451

5(1000000 ) = 0.03162278451

ol (f, 0.03162278451 ) := 0.001284911420
a2 (f, 0.03162278451 ) = 0.001284911420
errorB = 0.01541893704

n := 10000000

m = 10000000

b(10000000 ) := /10000001

¢(10000000 ) = ,/10000001

§(10000000 ) = 0.01778279454
5(20000000 ) = 0.01778279454

ol (f, 0.01778279454 ) := 0.0007176363600
o2 (f, 0.01778279454 ) := 0.0007176363600
errorB = 0.008611636320

n := 100000000

m := 100000000

b(100000000 ) := /100000001
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(100000000 ) := /100000001
(100000000 ) := 0.01000000002
(100000000 ) := 0.01000000002

ol (f,0.01000000002 ) := 0.0004020000000
2 (f, 0.01000000002 ) := 0.0004020000000
errorB = 0.004824000000

n = 1000000000

m := 1000000000

b(1000000000 ) := /1000000001
¢(1000000000 ) :=,/1000000001
(1000000000 ) := 0.005623413251
(1000000000 ) := 0.005623413251

ol (f, 0.005623413251 ) = 0.0002255689800
a2 (f, 0.005623413251 ) := 0.0002255689800

errorB =

0.002706827760

Sonuglarin toplu gosterimi asagidaki Cizelgeda verilmistir.

Cizelge 4.8 f(x,y) = Flo |x2 + y?| fonksiyonunun hata pay1 hesaplamasi

A, 71) flx,y) = Wlo |x2 Ar y2| fonksiyonunun b,, = vn + 1 ve ¢,, = vVm + 1 icin hata hesaplamasi
10 0.3560316904
102 0.1762870877
103 0.0929720030
104 0.0504013200
10° 0.0277514014
10° 0.0154189370
107 0.0086116363
108 0.0048240000
10° 0.0027068278
Uyan 4.4.8

Ornek 4.4.8’de verilen fonksiyonun p(x,y) =1+ x2 + y? igin C,’nun elemani oldugunu

gostermek i¢cin Maple ile fonksiyonlarin ¢izimi asagidaki program yardimiyla yapilmistir.

>restart;
>with (plots) :
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>f:=(x,y)->abs ((x*2)+(y*2))/100;g:=(x,y) ->1+x"2+y*2;
1

“|
100

f=(xy)— X% +y

g=(xy) >1+x+y?

>pl:=plot3d(f(x,y) ,x=0..1,y=0..1,color=magenta,style=point, symb
ol=circle,numpoints=400, symbolsize=8) :

>p2:=plot3d(g(x,y) ,x=0..1,y=0..1,color=green,style=point, symbol
=circle,numpoints=400,symbolsize=8) :
>

>display ([pl,p2]);
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Sekil 4.8 f(x,y) = Klo |x% + y?| ve g(x,y) = 1 + x? + y? fonksiyonunun grafigi

Ornek 4.4.9
flx,y) = xy;_’f,“ fonksiyonunun b, = vn + 2 ve ¢,, = Vm + 1 igin hata paymimn
7

hesaplamasi verilecektir.
Maplel3 programina ait program pargasi su sekildedir.

> restart;

f:=(x,y) > (x*y+x+1) / (sqrt(7) *4):

n:=1 : m:=1 :

for i from 1 to 9 do

n:=10*n; m:=10*m;

b (n) :=sqgrt(n+2) :c(m) :=sqrt (m+1) :

>

>delta(n) :=evalf (simplify(sqrt(b(n)/n)));
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>delta(m) :=evalf (simplify(sqrt(c(m)/m))) ;

>

omegal (£f,delta(n)) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (f (x+h,y
+h)-f(x,y))) ,x=0..1,y=0..1,h=0..delta(n)))):

omega2 (f,delta(m)) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (f (x+h,y
+h)-f(x,y))) ,x=0..1,y=0..1,h=0..delta(m)))):

> errorB:=3*2* (omegal (f,delta (n) ) +omega2 (£,delta(m))) ;
end do;

n =10

m =10

b(10)=2,/3

c(10) = /11

5(10) = 0.5885661912

5(10) = 0.5759014491

ol (f,0.5759014491 ) = 0.04202789442
a2 (f,0.5759014491 ) = 0.04202789442
errorB = 0.5043347330

n = 100
m = 100
b(100 ) = /102

c(100) = /101

5(200 ) = 0.3177971828

8(200 ) = 0.3170153880

ol (f,0.3170153880 ) := 0.02146010041
a2 (f,0.3170153880 ) := 0.02146010041
errorB = 0.2575212050

n := 1000

m = 1000

b(1000 ) = /1002

¢(1000 ) = /1001

5(1000 ) == 0.1779167884

5(2000 ) == 0.1778723813

ol (f,0.1778723813 ) = 0.01153583118
a2 (f,0.1778723813 ) = 0.01153583118
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errorB = 0.1384299742

n := 10000

m = 10000

b(10000 ) := /10002

¢(10000 ) := /10001

3(10000 ) := 0.1000049996

5(10000 ) = 0.1000024999

ol (f, 0.1000024999 ) := 0.006326693872
a2 (f, 0.1000024999 ) := 0.006326693872
errorB = 0.07592032646

n := 100000

m = 100000

b(100000 ) := ,/100002

¢(100000 ) = /100001

3(100000 ) = 0.05623441369

3(100000 ) == 0.05623427311

ol (f, 0.05623427311 ) = 0.003507451282
a2 (f, 0.05623427311 ) = 0.003507451282
errorB = 0.04208941538

n := 1000000

m = 1000000

b(1000000 ) := /1000002

¢(1000000 ) = /1000001

5(1000000 ) = 0.03162279241

§(1000000 ) = 0.03162278451

ol (f, 0.03162278451 ) = 0.001956497021
a2 (f, 0.03162278451 ) = 0.001956497021
errorB = 0.02347796426

n := 10000000

m = 10000000

b(10000000 ) := /10000002
¢(10000000 ) = /10000001

§(10000000 ) = 0.01778279499
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(10000000 ) := 0.01778279454

ol (f, 0.01778279454 ) = 0.001095196151
w2 (f, 0.01778279454 ) = 0.001095196151
errorB = 0.01314235381

n := 100000000

m = 100000000

b(100000000 ) = /100000002
¢(100000000 ) := /100000001
(100000000 ) := 0.01000000005
(100000000 ) := 0.01000000002

ol (f,0.01000000002 ) := 0.0006142857156
2 (f, 0.01000000002 ) := 0.0006142857156
errorB = 0.007371428588

n = 1000000000

m = 1000000000

b(1000000000 ) := /1000000002
¢(1000000000 ) := ,/1000000001
(1000000000 ) := 0.005623413255
(1000000000 ) = 0.005623413251

ol (f, 0.005623413251 ) = 0.0003449359700
o2 (f, 0.005623413251 ) := 0.0003449359700

errorB = 0.004139231640

Sonuglarin toplu gosterimi asagidaki Cizelge 4.9°da verilmistir.

xy+x+1

Cizelge 4.9 f(x,y) = 7 fonksiyonunun hata pay1 hesaplamasi
7

xy+x+

il flx,y) =22 tonksiyonunun b, = V¥ 2 Ve ¢,, = Vi + 1 igin hata hesabi
ﬁ4

10 0.5043347330
102 0.2575212050
103 0.1384299742
10* 0.0759203265
105 0.0420894154
10° 0.0234779643
107 0.0131423538
108 0.0073714286
10° 0.0041392316
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Uyan 4.4.9

Ornek 4.4.9°de verilen fonksiyonun p(x,y) = 1+ x? + y? i¢in C,’nun eleman oldugunu

gostermek icin Maple ile fonksiyonlarin ¢izimi asagidaki program yardimiyla yapilmistir.

>restart;

>with (plots) :

>f:=(x,y) > (x*y+x+1) / (sqrt (7) *4) ;g:=(x,y) —>1+x*2+y*2;
. Xy+x+1
f=(xy) >———

7
g=(Xy) >1+x>+Vy?

>pl:=plot3d(f(x,y) ,x=0..1,y=0..1,color=brown,style=point, symbol
=circle,numpoints=400,symbolsize=8) :

>p2:=plot3d(g(x,y) ,x=0..1,y=0..1,color=green,style=point, symbol
=circle,numpoints=400,symbolsize=8) :
>

>display ([pl,p2]) ;

X

¥
xy+x+1

Sekil 4.9 f(x,y) = 7 ve g(x,y) = 1 + x% + y? fonksiyonunun grafigi
7

Bundan sonraki li¢ 6rnekte tek degiskenli Bernstein-Chlodowsky Polinomlari igin yaklasimi

veren grafik ve ilgili program parcas1 verilecektir.
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Ornek 4.4.10
B;:(f; x) polinom dizisinde b,, = vn, alinirak
f(x) = 6x?In(x? + 2x + 3) — 1 fonksiyonuna yaklasmm Sekil 4.10°da gosterilmistir.

27 0 o
3 ;
4 Q0 Q
- :
1.81 g 03
: §
i i 8
| 3
149 g
] g8 :
oo
] g8
‘|.2'~ §
y o1
08
061
0.4
021
) 03

X

Sekil 4.10 B (f;x) polinomlar dizisi ile f(x) = 6x?In(x? + 2x + 3) — 1 fonksiyonuna
(mavi) yaklagimi (n =90 olmak tizere k=4 (yesil), k=5 (kirmiz1), k=9 (siyah), k=10

(turkuaz) k=12 (eflatun))
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Yukaridaki sekli veren program parcasi asagidaki sekildedir.

>restart;

with (plots):

>f:=x->6*x"2*1n (x*2+(2*x)+3) -1;
f=x—>6x2(x*+2x+3)-1

>b:=(n)->(sgrt(n));
b=n-./n

B:=(n,k) -
>evalf (simplify (sum(£f((k/n)* (b(n)))* (binomial (n,k))* ((x/(b(n))
)*k)* ((1-(x/(b(n))))*(n-k)),t=0..n))); subs(x=1,B(90,4));

B:=(nk)—> evalf[simplify (Zn: f[kbn(n)) binomial (n, k) (b(xn))k [1 _b(xn)](n_k)D

t=0

0.9611789110

pl:=plot(f(x) ,x=0..0.6,y=0..2,color=blue,style=point, symbol=ci
rcle,numpoints=800, symbolsize=8) :

p2:=plot(B(90,4) ,x=0..0.6,y=0..2,color=green,style=point, symbo
l=circle,numpoints=800,symbolsize=8) :

>

p3:=plot(B(90,5) ,%x=0..0.6,y=0..2,color=red,style=point, symbol=
circle,numpoints=800,symbolsize=8) :

>

p4:=plot(B(90,9) ,x=0..0.6,y=0..2,color=black,style=point, symbo
l=circle,numpoints=800,symbolsize=8) :

>

p5:=plot(B(90,10) ,x=0..0.6,y=0..2,color=cyan,style=point, symbo
l=circle,numpoints=800,symbolsize=8) :

>

p6:=plot(B(90,12) ,x=0...0.6,y=0..2,color=magenta,style=point,s
ymbol=circle,numpoints=800, symbolsize=8) :
>display([pl,p2,p3,p4,pP5,p6]);
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Ornek 4.4.11

B;(f;x) polinom dizisinde f(x) =

6 tan(1-6x3+2x)

secitl) fonksiyonuna yaklagim Sekil 4.11°de
gosterilmistir.
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Sekil 4.11 B;(f;x) polinomlar dizisi ile f(x) =

6 tan(1—-6x3+2x)

secrt D) fonksiyonuna (mavi)
yaklagimi (n =90 olmak tizere k=35 (yesil), k=36 (kirmiz1), k=40 (siyah), k=45
(turkuaz), k=48 (eflatun))
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Yukaridaki sekli veren program parcasi asagidaki sekildedir.

>restart;
with (plots):

>f:=x->6* (tan (1-6*x*3+2*x)) / (sec (x+1)) ;
6 tan(1 -6 x>+ 2 x)
sec(x+1)

f=x—>

B:=(n,k)->evalf (simplify (sum(£f (k/n)* (binomial (n,k))* (x*k)* ((1-
x)*(n-k)) ,t=0..n))); evalf(subs(x=1,B(90,30)));

B=(nk)— evalf[simpl'rfy (Zn: f(m binomial (n, k) x* (1 — X)(n—k)n

t=0
0.

>

pl:=plot(f(x) ,x=0.582..0.8,y=0..0.41,color=blue,style=point, sy
mbol=circle,numpoints=800, symbolsize=8) :

p2:=plot(B(90,35) ,x=0.582..0.8,y=0..0.41,color=green,style=poi
nt,symbol=circle,numpoints=800, symbolsize=8) :

>

p3:=plot(B(90,36) ,x=0.582..0.8,y=0..0.41,color=red,style=point
,symbol=circle,numpoints=800, symbolsize=8) :

>

p4:=plot(B(90,40) ,x=0.582..0.8,y=0..0.41,color=black,style=poi
nt,symbol=circle,numpoints=800,symbolsize=8) :

>

p5:=plot(B(90,45) ,x=0.582..0.8,y=0..0.41,color=cyan,style=poin
t,symbol=circle,numpoints=800,symbolsize=8) :

>

p6:=plot(B(90,48) ,x=0.582..0.8,y=0..0.41,color=magenta,style=p
oint,symbol=circle,numpoints=800,symbolsize=8) :
>display([pl,p2,p3,p4,pP5,p6]);
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Ornek 4.4.12

B (f; x) polinom dizisinde f(x) = gtan(x2 + 1) In(x? + 1)3 fonksiyonuna yaklasim Sekil

4.12°de gosterilmistir.

0.034

¥ 0.024

0.011

Sekil 4.12 B;;(f;x) polinomlar dizisi ile f(x) =§tan(x2 + 1) In(x? + 1)3 fonksiyonuna

(mavi) yaklagimi (n =40 olmak tizere k=15 (yesil), k=16 (kirmizi1), k=20 (siyah),
k=22 (turkuaz), k=23 (eflatun))
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Yukaridaki sekli veren program parcasi asagidaki sekildedir.

>restart;
with (plots):
>f:=x->5*tan (x*2+1) /3* (1ln (x*2+1) ) *3;
3
f= x—>§tan(x2 +1) In(x*+1)
B:=(n,k)->evalf (simplify (sum(£f (k/n)* (binomial (n,k))* (x*k)* ((1-
x)”*(n-k)),t=0..n))); evalf(subs(x=1,B(40,30)));

B=(nk)—> evalf[simpl'rry (Zn: f(:ij binomial (n, k) x¥ (1 — X)(n—k)]]

t=0
0.

>

pl:=plot(f(x) ,x=0.32..0.4,y=0..0.041,color=blue,style=point, sy
mbol=circle,numpoints=800,symbolsize=8) :

p2:=plot(B(40,15) ,x=0.32..0.4,y=0..0.041,color=green,style=poi
nt,symbol=circle,numpoints=800,symbolsize=8) :

>

p3:=plot(B(40,16) ,x=0.32..0.4,y=0..0.041,color=red,style=point
,symbol=circle,numpoints=800, symbolsize=8) :

>

p4:=plot(B(40,20) ,x=0.32..0.4,y=0..0.041,color=black,style=poi
nt,symbol=circle,numpoints=800, symbolsize=8) :

>

p5:=plot(B(40,22) ,x=0.32..0.4,y=0..0.041,color=cyan,style=poin
t,symbol=circle,numpoints=800, symbolsize=8) :

>

p6:=plot(B(40,23) ,x=0.32..0.4,y=0..0.041,color=magenta,style=p
oint,symbol=circle,numpoints=800,symbolsize=8) :
>display([pl,p2,p3,p4,pP5,p6]);
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Ornek 4.4.13

B (f;x,y) polinom dizisinde b,, = Vn + 1 ve c,, = ¥Ym almarak

flx,y) = m fonksiyonuna yaklasim Sekil 4.13’de gosterilmistir.

0.00014
0.00012;
0.0001
Be-05
Be-05
4e-05
2e-05-

04
2

Sekil 4.13 B;(f;x,y) polinomlar dizisinde b,=+vVn+1 ve c,, =3m  almarak
f(x,y)zm fonksiyonuna (mavi) yaklasimi (h,m =29,40 (altin)
n,m=50,60 (yesil), n,m=51,61 (eflatun))
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Yukaridaki sekli veren program parcasi asagidaki sekildedir.

>restart;with (plots):

>b:=sqgrt(n+l) :c:=surd(m,3) :

>f:=(x,y)->1/exp (5* (x+y) ~*2+1) :

>n:=29 : m:=40:

>P[k,j] (n,m,x,y) :=binomial (n, k) *binomial (m,j) * ((x/ (b)) k) * ((1-
(x/b))*(n-k))*((y/(c))*3)*((1-(y/c))* (m-3)):

>B[n,m] (f,x,y) :=sum(sum (£ (((k/n)*b), ((j/m)*c))*P[k,j]l (n,m,x,y),
j=0..m) ,k=0..n):

>n:=50 : m:=60 :

>P[k,j] (n,m,x,y) :=binomial (n,k) *binomial (m,j) * ((x/ (b)) k) * ((1-
(x/b))*(n-k))*((y/(c))*I)*((1-(y/c))*(m-3)):

>B[n,m] (f,x,y) :=sum(sum (£ (((k/n)*b), ((j/m)*c))*P[k,j]l (n,m,x,y),
j=0..m) ,k=0..n):

>n:=51 : m:=61 :

>P[k,j] (n,m,x,y) :=binomial (n,k) *binomial (m,j) * ((x/ (b)) k) * ((1-
(x/b))*(n-k))*((y/(c))*3)*((1-(y/c)) "~ (m-3)):

>B[n,m] (f,x,y) :=sum(sum (£ (((k/n)*b), ((j/m)*c))*P[k,j] (n,m,x,y),
j=0..m) ,k=0..n):

>pl:=plot3d(f(x,y) ,x=1..2,y=1..2,color=blue) :
>p2:=plot3d(B[29,40] (f,x,y) ,x=1..2,y=1..2,color=gold) :p3:=plot3
d(B[50,60] (£f,x,y) ,x=1..2,y=1..2,color=green) :
>p4:=plot3d(B[51,61] (f,x,y) ,x=1..2,y=1..2,color=magenta) :
>display(pl,p2,p3,p4) ;
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Ornek 4.4.14

B;:(f; x,y) polinom dizisinde b,, = Vn + 1 ve c,,, = m almarak

1+x2%+y2
(1+x2+y2)e(1+3x2)

flx,y) = fonksiyonuna yaklagim Sekil 4.14’de gosterilmistir.

0.061
0.057
0.044

0.031

0.02

0.011

Sekil 4.14 B;:(f; x,y) polinomlar dizisinde b, =+vn+1 ve ¢,, = ¥m alnarak f(x,y) =

- ;:xz;ﬁﬁxz) fonksiyonuna (mavi) yaklasimi (n =9,10(kahverengi), n,m=20,30
x2+y2)e

(yesil), n,m=41,61(eflatun))
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Yukaridaki sekli veren program parcasi asagidaki sekildedir.

>restart;with (plots):

>b:=sqgrt(n+l) :c:=surd(m,3) :

>fi=(x,y) > (1+x*2+y*2) / ((1+x*2+y"*5) *exp (1+3*x*2)) ;
1+Xx2+y?

f=(xy)—> 5
(1—+x2+y5)eu+3x)
>n:=9 : m:=10:

>P[k,j] (n,m,x,y) :=binomial (n,k) *binomial (m,j) * ((x/ (b)) k) * ((1-
(x/b))*(n-k)) *((y/(c))*I)*((1-(y/c))*(m-3)):

B[n,m] (f,x,y) :=sum(sum (£ (((k/n)*b), ((j/m) *c))*P[k,j] (n,m,x,y),
j=0..m) ,k=0..n):

>n:=20 : m:=30 :

>P[k,j] (n,m,x,y) :=binomial (n,k) *binomial (m,j) * ((x/ (b)) k) * ((1-
(x/b) )~ (n-k)) *((y/(c))*I)*((1-(y/c))*(m-3)):

>B[n,m] (£,x,y) :=sum(sum (£ (((k/n)*b), ((j/m)*c))*P[k,j]l (n,m,x,y),
j=0..m) ,k=0..n):

>n:=41 : m:=61 :

>P[k,j] (n,m,x,y) :=binomial (n,k) *binomial (m,j) * ((x/ (b)) k) * ((1-
(x/b))*(n-k)) *((y/(c))*3) *((1-(y/c))*(m-3)):

>B[n,m] (f£,x,y) :=sum(sum (£ (((k/n)*b), ((j/m)*c))*P[k,j] (n,m,x,y),
j=0..m) ,k=0..n) :

>pl:=plot3d(f(x,y) ,x=1..2,y=1..2,color=blue) :
>p2:=plot3d(B[9,10] (f,x,y) ,x=1..2,y=1..2,color=sienna) :p3:=plot
3d(B[20,30] (£,x,y) ,x=1..2,y=1..2,color=green) :
>p4:=plot3d(B[41,61] (f,x,y) ,x=1..2,y=1..2,color=magenta) :
>display(pl,p2,p3,p4);
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Ornek 4.4.15

B;;(f; x,y) polinom dizisinde b,, = Vn + 1 ve c¢,,, = Ym almarak

1+x%+y?

flx,y) = T e fonksiyonuna yaklasim Sekil 4.15°de gosterilmistir.

0.3- 7 !

Sekil 4.15 B;(f;x,y)polinomlar dizisi b,=vn+1 ve ¢, =3Ym alinarak
1+x2+y?

f(x,y)=m fonksiyonuna (mavi) yaklasgimi (n,m =9,10 (gri)
n,m=20,30 (yesil), n,m=41,61 (eflatun))
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Yukaridaki sekli veren program parcasi asagidaki sekildedir.

>restart;with (plots):

>b:=sqgrt(n+l) :c:=surd(m,3) :

>f:=(x,y) ->(1+x*2+y*2) / (exp (x) *sqrt (x*2+y*2+2)) ;
1+x2+y?

X /X2 +y?+2

f=(xy)—>

>n:=9 : m:=10:

>P[k,j] (n,m,x,y) :=binomial (n,k) *binomial (m,j) * ((x/ (b)) k) * ((1-
(x/b))*(n-k)) *((y/(c))*I)*((1-(y/c))*(m-3)):

>B[n,m] (£,x,y) :=sum(sum (£ (((k/n)*b), ((j/m)*c))*P[k,j] (n,m,x,y),
j=0..m) ,k=0..n):

>n:=20 : m:=30 :

>P[k,j] (n,m,x,y) :=binomial (n,k) *binomial (m,j) * ((x/ (b)) k) * ((1-
(x/b))*(n-k)) *((y/(c))*I)*((1-(y/c))*(m-3)):

B[n,m] (f,x,y) :=sum(sum (£ (((k/n) *b) , ((j/m) *c))*P[k,j] (n,m,x,y),
j=0..m) ,k=0..n):

>n:=41 : m:=61 :

>P[k,j] (n,m,x,y) :=binomial (n,k) *binomial (m,j) * ((x/ (b)) k) * ((1-
(x/b))*(n-k))*((y/(c))*I)*((1-(y/c))*(m-3)):

B[n,m] (f,x,y) :=sum(sum (£ (((k/n) *b), ((j/m) *c))*P[k,j] (n,m,x,y),
j=0..m) ,k=0..n) :

>pl:=plot3d(f(x,y) ,x=1..2,y=1..2,color=blue):
p2:=plot3d(B[9,10] (f,x,y) ,x=1..2,y=1..2,color=grey) :p3:=plot3d
(B[20,30] (£,x,y) ,x=1..2,y=1..2,color=green) :
>p4:=plot3d(B[41,61] (f,x,y) ,x=1..2,y=1..2,color=magenta) :
>display (pl,p2,p3,p4) ;
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Ornek 4.4.16

B;:(f; x,y) polinom dizisinde b,, = Vn + 1 ve c¢,,, = ¥m + 3 alinarak

20
(x*+sin(x)+1)(y5+x+1)

fey) =

fonksiyonuna yaklasim Sekil 4.16’da gosterilmistir.

Sekil 4.16 B;(f;x,y) polinomlar dizisinde b,=+vn+1 ve c¢,=3Vm+3

20 . . _
flx,y) = T yeL fonksiyonuna (mavi) yaklasimi (n,m =9,10

(fusya), n,m=20,30 (yesil), n,m=61,81 (eflatun))
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Yukaridaki sekli veren program parcasi asagidaki sekildedir.

>restart;with (plots):

>b:=sqgrt(n+l) :c:=surd (m+3,3) :

>f:=(x,y)->20*(1/ (x*4+sin(x)+1))* (1/ (y*5+x+1)) ;
20

f=(xy)—>

(x*+sin(x)+1) (y°+x+1)

>n:=9 : m:=10:

>P[k,j]l (n,m,x,y) :=binomial (n,k) *binomial (m,j) * ((x/ (b)) k) * ((1-
(x/b))*(n-k))*((y/(c))*3)*((1-(y/c))* (m-3)):

B[n,m] (£,x,y) :=sum(sum (£ (((k/n) *b), ((j/m) *c)) *P[k,j] (n,m,x,y),
j=0..m) ,k=0..n):

>n:=20 : m:=30 :

>P[k,j] (n,m,x,y) :=binomial (n,k) *binomial (m,j) * ((x/ (b)) k) * ((1-
(x/b))*(n-k)) *((y/(c))*I)*((1-(y/c))*(m-3)):

>B[n,m] (£,x,y) :=sum(sum (£ (((k/n) *b) , ((j/m) *c)) *P[k, 3] (n,m,x,y),
j=0..m) ,k=0..n) :

>n:=61 : m:=81 :

>P[k,j] (n,m,x,y) :=binomial (n,k) *binomial (m,j) * ((x/ (b)) k) * ((1-
(/b)) ~(n-k))*((y/(c))*3) *((1-(y/c)) " (m-3)):

>B[n,m] (f,x,y) :=sum(sum (£ (((k/n)*b), ((j/m)*c))*P[k,j]l (n,m,x,y),
j=0..m) ,k=0..n):

>pl:=plot3d(f(x,y),x=1..2,y=1..2,color=blue) :
>p2:=plot3d(B[9,10] (£f,x,y) ,x=1..2,y=1..2,color=violet) :p3:=plot
3d(B[20,30] (£,x,y) ,x=1..2,y=1..2,color=green) :
>p4:=plot3d(B[61,81] (f,x,y) ,x=1..2,y=1..2,color=magenta) :
>display(pl,p2,p3,p4)

Asagida verilecek 5 6rnekte tek degiskenli Chlodowsky-Taylor Polinomlariyla yaklagima ait
grafikler verilecektir.
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Ornek 4.4.17

1 x3

Cn.r(f, x) polinom dizisinde b,, = vn + 1 alinarak f(x) = — b fonksiyonuna yaklasim

20 e(x—6)

Sekil 4.17°de n =25 olmak tizere r=0(yesil), r=4(eflatun) gosterilmistir.

197

1 x3+41
20 e(*~6)

Sekil 4.17 C,.(f,x) polinomlar dizisinde b, =+vn+1 almarak f(x) =
fonksiyonuna (mavi) yaklasimi
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Yukaridaki sekli veren program parcasi agsagidaki sekildedir.

>restart;
>with (plots) :
>f:=x->((x*3)+1)/ (20*exp (x-6)) ;

N

' 20 .(x-6)
e

>b:=n->sqrt(n+l) ;

b=n—.,/n+1

>Q:=n->binomial (n, k) * ((x/(b(n)))*k)*((1-(x/b(n))) " (n-k));

Qi:n—>binomia|(n,k)(b(xn))k(l_b(xn)j(”—k)

>CT:=(n,r)-
>evalf (simplify (sum(sum( ( (DQ@i) (£) ((k/n)*b(n))/i!)* ((x-
((k/n)*b(n)))*i) ,i=0..r)*Q(n) ,k=0..n)));

(D(i))(f)(k br(]n)j[x_ K br(]n)

CT = (n, r) — evalf| simplify i j Q(n)

k=0\i=0

>
pl:=plot(f(x) ,x=1..1.4,y=14.3..19,color=blue,style=point, symbo
l=circle,numpoints=800, symbolsize=8) :

>

p2:=plot(CT(25,0) ,x=1..1.4,y=14.3..19,color=green,style=point,
symbol=circle,numpoints=800,symbolsize=8) :

>

p3:=plot(CT(25,4) ,x=1..1.4,y=14.3..19,color=magenta,style=poin
t,symbol=circle,numpoints=800,symbolsize=8) :
>display([pl,p2,p3]);

Uyan 4.4.10

Yukaridaki sekilde n = 0 alinmasiyla Chlodowsky-Taylor Polinomu Bernstein-Chlodowsky
Polinomuna doniismiis olur. Sekilden de anlasilacag: iizere alinan fonksiyona Chlodowsky-

Taylor Polinomu ile yaklasim Bernstein-Chlodowsky’den daha iyi sonug¢ vermektedir.
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Ornek 4.4.18

Cn.r(f, x) polinom dizisinde b,, = vn + 1 alinarak

sin(x+1)2?

f(x) = ooy fonksiyonuna yaklasim Sekil 4.18’de n =25 olmak iizere r=0(yesil),
e

r=4(eflatun)) gosterilmistir.

1.21

1.14

0.94

0.8

1.2 1.3 1.4 15

sin(x+1)2

e(¥2-1)

Sekil 4.18 C,,(f,x) polinomlar dizisinde b, =vn+1 almarak f(x)=
fonksiyonuna (mavi) yaklasimi
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Yukaridaki sekli veren program parcasi asagidaki sekildedir.

>restart;
>with (plots) :
>f:=x->(sin(x+1))*2/ (exp ((x*2)-1)) ;
; 2
ey S|n(x2+ 1)
eu -1)

>b:=n->sqrt(n+l) ;

b=n—>.,/n+1
>Q:=n->binomial (n,k)*((x/(b(n)))*k)*((1-(x/b(n)))"*(n-k));
(n—k)

Q := n — binomial (n, k) (b(xn))k (1 _b(xn)j

>CT:=(n,r) -
>evalf (simplify (sum(sum( ( (DQ@Ri) (£) ((k/n)*b(n))/i!)* ((x-
((k/n)*b(n)))*i) ,i=0..r)*Q(n) ,k=0..n)));

r (D(i))(f)[k b(”)j (X_ kb(n)

n n
i!

J Q(n)

CT = (n, r) — evalf| simplify | >

k=0\i=0

>
pl:=plot(f(x) ,x=0.8..1.5,y=0.8..1.29,color=blue,style=point, sy
mbol=circle,numpoints=800, symbolsize=8) :

>

p2:=plot(CT(25,0) ,x=0.8..1.5,y=0.8..1.29,color=green,style=poi
nt,symbol=circle,numpoints=800,symbolsize=8) :

>

p3:=plot(CT(25,4) ,x=0.8..1.5,y=0.8..1.29,color=magenta,style=p
oint,symbol=circle,numpoints=800,symbolsize=8) :
>display([pl,p2,p3]);

Uyar1 4.4.11

Yukaridaki sekilde b,, = Vn + 1 dizisi igin n = 0 alinmasiyla Chlodowsky-Taylor Polinomu
Bernstein-Chlodowsky Polinomuna doniismiis olur. Sekilden de anlasilacagi iizere alinan
fonksiyona Chlodowsky-Taylor Polinomu ile yaklasim Bernstein-Chlodowsky’den daha iyi

sonu¢ vermektedir.
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Ornek 4.4.19

Cnr(f, x) polinom dizisinde b,, = ¥n + 3 alinarak
f(x) = cos(x® + 4x + 3) fonksiyonuna yaklasim Sekil 4.19°da n =30 olmak iizere
r=0(yesil), r=2(turkuaz), r=8(eflatun) gosterilmistir.

27
1.8-?
1.6-?
1.4

12

0.8
0.6
0.4

0.2

X

Sekil 4.19 C, . (f, x) polinomlar dizisinde b,, = Vn + 3 alinarak f(x) = cos(x® + 4x + 3)
fonksiyonuna (mavi) yaklasimi
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Yukaridaki sekli veren program parcasi agsagidaki sekildedir.

>restart;
>with (plots) :
>f:=x->cos (x*3+4*x+3) ;
f=x—cos(x®+4x+3)

>b:=n->surd (n+3,4) ;
b=n-—->surd(n+3,4)

>Q:=n->binomial (n,k) * ((x/ (b(n))) k) * ((1-(x/b(n))) " (n-k));

>Q::nabinomial(n,k)(tfmjk(l_b(xn))(n—k

>CT:=(n,r)-
>evalf (simplify (sum(sum( ( (D@QRi) (£f) ((k/n)*b(n))/i')* ((x-
((k/n)*b(n)))*i),i=0..r)*Q(n) ,k=0..n)));

(D(i))(f)(k b(n)j [X_ k b(n)

n n
i!

CT = (n, r) — evalf| simplify i j Q(n)

k=0\i=0
>

pl:=plot(f(x) ,x=0.2..1,y=0..2,color=blue,style=point, symbol=ci
rcle,numpoints=800,symbolsize=7) :

>p2:=plot(CT(30,0) ,x=0.2..1,y=0..2,

color=green,style=point, symbol=circle,numpoints=800, symbolsize
=7) :

>

p3:=plot(CT(30,2) ,x=0.2..1,y=0..2,color=cyan,style=point, symbo
l=circle,numpoints=800,symbolsize=7) :

>

p4:=plot(CT(30,8) ,x=0.2..1,y=0..2,color=magenta,style=point, sy
mbol=circle,numpoints=800,symbolsize=7) :
>display([pl,p2,p3,p4]);

Uyar1 4.4.12
Yukaridaki sekilde f(x) = cos(x3 + 4x + 3) fonsiyonuna yaklasimda n = 0 alimmasiyla
Chlodowsky-Taylor Polinomu Bernstein-Chlodowsky Polinomuna doniismiis olur. Sekilden

de anlasilacag lizere alinan fonksiyona Chlodowsky-Taylor Polinomu ile yaklagim Bernstein-

Chlodowsky’den daha 1yi sonu¢ vermektedir.
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Ornek 4.4.20
Cn,r(f,x) polinom dizisinde f(x) = cos(x? + 5x + 1) fonksiyonuna yaklagim Sekil4.20’de

n =20 olmak tizere r=0(yesil), r=1(turkuaz), r=13(eflatun) gosterilmistir.

1.2

0.8
y 0.6
|
&
0.4 &
i
E4
0.2 §
4
[
g
&
§
04 06 12

ODp2
L1

Sekil 4.20 C,.(f,x) polinomlar dizisinde b, = Yn almarak f(x) = cos(x? + 5x + 1)

fonksiyonuna (mavi) yaklasimi
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Yukaridaki sekli veren program parcasi agsagidaki sekildedir.

>restart;
>with (plots) :
>f:=x->cos (x*2+5*x+1) ;
f=x—>cos(x*+5x+1)

>b:=n->surd(n,3);
b =n —surd(n, 3)

>Q:=n->binomial (n,k) * ((x/ (b(n))) k) * ((1-(x/b(n))) " (n-k));

Qi:n—>binomia|(n,k)(b(xm)k(l_b(xn)j(”—k)

>CT:=(n,r)-
>evalf (simplify (sum(sum( ((DQ@Ri) (£) ((k/n)*b(n))/i!)* ((x-
((k/n)*b(n)))*i),i=0..r)*Q(n) ,k=0..n)));

v (D(i))(f)(k b(n)j[x_kb(n)

CT = (n, r) — evalf| simplify | > | D d o n
k=0\i=0 )

j Q(n)

>pl:=plot(f(x) ,x=0.2..1.2,y=0..1.2,color=blue,style=point, symbo
l=diamond, numpoints=400, symbolsize=8) :

>p2:=plot(CT(20,0) ,x=0.2..1.2,y=0..1.2,color=green,style=point,
symbol=circle,numpoints=400,symbolsize=8) :

>p3:=plot(CT(20,1) ,x=0.2..1.2,y=0..1.2,color=cyan,style=point,s
ymbol=circle,numpoints=380,symbolsize=8) :

>p4:=plot(CT(20,13) ,x=0.2..1.2,y=0..1.2,color=magenta,style=poi
nt,symbol=circle,numpoints=400,symbolsize=8) :

>display ([pl,p2,p3,p4]);

Uyar1 4.4.13

Yukaridaki sekilde f(x) = cos(x? + 5x + 1) fonsiyonuna b, = 3/n  almarak yapilan
yaklasimda n =0 alinmasiyla Chlodowsky-Taylor Polinomu Bernstein-Chlodowsky
Polinomuna déntigsmiis olur. Dolayisiyla alinan fonksiyona Chlodowsky-Taylor Polinomu ile

yaklagim Bernstein-Chlodowsky’den daha iyi sonu¢ vermektedir.
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Ornek 4.4.21

Cor(f,%) polinom dizisinde b, = ¥/n alnarak f(x) = sin (3x? + 6x + ) fonksiyonuna

yaklasim Sekil 4.21°de n =70 olmak tizere r=0(yesil), r=1(eflatun) gosterilmistir.

1.87

-1.5-

Sekil 421 C,,(f,x) polinomlar dizisinde b, = ¥n alnarak f(x) = sin (3x? +6x+§)
fonksiyonuna (mavi) yaklasimi
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Yukaridaki sekli veren program parcasi agsagidaki sekildedir.

>restart;
>with (plots) :
>f:=x->sin (3*x"2+6*x+(1/2)) ;
. 1
f::x—>5|n(3x2+6x+2j

>b:=n->surd(n,3) ;
b =n —surd(n, 3)

>Q:=n->binomial (n, k) * ((x/(b(n)))*k)*((1-(x/b(n))) " (n-k));

Qi:n—>binomia|(n,k)(b(xn))k(l_b(xn)j(”—k)

>CT:=(n,r)-
>evalf (simplify (sum(sum( ( (DQ@i) (£) ((k/n)*b(n))/i!)* ((x-
((k/n)*b(n)))*i) ,i=0..r)*Q(n) ,k=0..n)));

0 (k b(n)j(x_ k b(n)

n | o (DO 0
CT = (n, r) — evalf| simplify | >_ | D T

k=0\i=0

j Q(n)

>pl:=plot(f(x) ,x=0.2..0.69,y=-
1.5..1.5,color=blue,style=point, symbol=diamond, numpoints=400,s
ymbolsize=8) :

>p2:=plot(CT(70,0) ,x=0.2..0.69,y=-
1.5..1.5,color=green,style=point,symbol=circle,numpoints=400,s
ymbolsize=8) :

>p3:=plot(CT(70,1) ,x=0.2..0.69,y=-
1.5..1.5,color=magenta,style=point, symbol=circle,numpoints=380
,symbolsize=8) :

>display ([pl,p2,p3]);

Uyan 4.4.14

Burada da f(x) = sin (3x2 + 6x + %) fonsiyonuna b,, = y/n alinarak yapilan yaklasimda

n =0 alinmasiyla Chlodowsky-Taylor Polinomu Bernstein-Chlodowsky Polinomuna
donligmiis olur. Dolayisiyla alinan fonksiyona Chlodowsky-Taylor Polinomu ile yaklagim

Bernstein-Chlodowsky’den daha iyi sonug vermektedir.

Asagida verilecek ti¢ drnekte iki degiskenli Chlodowsky-Taylor Polinomlariyla yaklagima ait

grafikler verilecektir.
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Ornek 4.4.22

1
f(x,y) =vx+=ys fonksiyonuna b, =vn ve c, = ¥m alnarak E,..(f,7;x,y) ile
2 )

yaklagimi veren grafik Sekil 4.22°de verilmistir.

Sekil 4.22 E,.,(f,r;x,y)polinomlar dizisinde b,=+vn ve ¢, =3m almarak
1
fl,y) = \/E-l—%yi fonksiyonuna (mavi) yaklagim, n=4, m=1, r=3 (yesil),

n=4 m=5, r=3 (kirmiz1), n=4, m=10, r=3 (pembe), n=4, m=15, r=3 (turkuaz),
n=4, m=25 r=3 (fusya)

Ornek 4.4.23

1
flx,y) = %\/E+§y§ fonksiyonuna b, =+/n ve c,, = Ym alnarak Enm(f,r;x,y) ile

yaklagimi veren grafik Sekil 4.23’de verilmistir.
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0.4

0 005 0.1 016 | 02 025

Sekil 4.23 E,.,(f,r;x,¥) polinomlar dizisinde b, =vn ve ¢, =3m alnarak

1
flx,y) = %\/} + %yE fonksiyonuna (mavi) yaklagim, n=2, m=2, r=2

(kahverengi), n=15, m=17, r=4 (yesil), n=20, m=27, r=5 (pembe), =28, m=35,
r=5 (fusya)

Ornek 4.4.24

f(x,y)=§e—“’;:;1 fonksiyonuna b, =+vn ve ¢, =3m  almarak E, ., (f,7;x,y) ile

yaklagimi veren grafik Sekil 4.24°de verilmistir.
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Sekil 4.24 E,..(f,r;x,y) polinomlar dizisinde b, =+vn ve ¢, =3m alnarak

flx,y) =§e§z: fonksiyonuna (mavi) yaklasim, n=2, m=2, r=2 (kahve),

n=15, m=17, r=4 (yesil), n=20, m=27, =5 (pembe), n=28, m=35, r=5 (fusya)

Ornek 4.4.25

1 1
@) f(x,y) = %xi + %yi fonksiyonuna b, = vn ve c¢,, = ¥Ym alnarak E, ,,(f,7;x,y) ile

yaklagimi veren grafik Sekil 4.25°de verilmistir.
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Sekil 4.25 E,..(f,r;x,y) polinomlar dizisinde b, =+vn ve ¢, =3m alnarak
1 1
flx,y) = %xi + %yE fonksiyonuna (mavi) yaklasim, n=2, m=2, r=2(turkuaz),
n=5, m=5, r=3(yesil), n=15, m=25, r=4 (pembe)

1 1
(b) fx,y) = %xf + §y§ fonksiyonuna b, = vn ve ¢, = Ym almarak B;..(f;x,y) ile

yaklagimi veren grafik Sekil 4.26°da verilmistir.
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Sekil 4.26 B;.(f;x,y) polinomlar dizisinde b, =+vn ve ¢, =3m alnarak
1 1
flx,y) =%x5+§y§ fonksiyonuna (mavi) yaklagim, n=2, m=2 (gri), n=5,
m=5 (yesil), n=15, m=25 (fusya)

Uyan 4.4.15
1 1
Sekil 4.25 ve Sekil 4.26’da f(x,y) = %xE +§y§ fonksiyonuna sirastyla iki degiskenli

Chlodowsky-Taylor ve Bernstein-Chlodowsky Polinomlariyla yaklagimin grafigi verilmistir.

Acik¢a Chlodowsky-Taylor Polinomlariyla yaklasim daha iyi sonug vermistir.

Ornek 4.4.26

1
@f(y) ==x2 —=+(y3+2)° fonksiyonuna b, = vn ve c,, = ¥m alinarak
2 20 ' 2 2
Enm(f,7;x,y) ile yaklasimi veren grafik Sekil 4.27°de verilmistir.
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X

Sekil 4.27 E, ,(f,7;x,y) polinomlar dizisinde b,, = vn ve c,, = m almarak f(x,y) =
1

%xz — % + %(y3 + %)g fonksiyonuna (mavi) yaklasim, n=4, m=1, r=3 (yesil),

n=4, m=5, r=3 (kirmiz1), n=4, m=10, r=3 (pembe), n=4, m=15, r=3(turkuaz), n=4,
m=25, r=3(fusya)

1

1

—(y3 +§)3 fonksiyonuna b, =+vn ve c,, = 3m alinarak

(b) f(x,y) = 5x% — —+~

By, m(f; x,y) ile yaklasimi veren grafik Sekil 4.28’de verilmistir.
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Sekil 4.28 E,.,(f,r;x,¥) polinomlar dizisinde b, =+vn ve ¢, =3m alnarak

1
gy 2 _ Y
f(x;}’)—zx 20+

. (y3 + ;)5 fonksiyonuna (mavi) yaklasim, n=4, m=1

(yesil), n=4, m=5(kirmiz1), n=4, m=10 (pembe), n=4, m=15 (turkuaz), n=4,
m=25 (fusya)

Uyar1 4.4.16

1
1

Sekil 4.27 ve Sekil 4.28°de f(x,y) = %xz — L4l

o <y3 +§)E fonksiyonuna sirasiyla iki

degiskenli Chlodowsky-Taylor ve Bernstein-Chlodowsky Polinomlariyla yaklagimin grafigi

verilmistir. Agik¢a Chlodowsky-Taylor Polinomlariyla yaklasim daha iyi sonug¢ vermistir.
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BOLUM 5
SONUC

Bu tezde siirekli ve r kez tiirevlenebilir ve r-inci tiirevleri siirekli olan f fonksiyonlarina bir
ve iki degiskenli Bernstein-Chlodowsky ve Chlodowsky-Taylor Polinomlar dizisi ile
yaklasim durumlar1 incelenmistir. Nimerik hesaplarla Chlodowsky-Taylor Polinomlarinin

daha hizli yaklagim yaptig1 ortaya koyulmustur.
Bu anlamda hazirlanan tez ¢ok degiskenli fonksiyonlara yaklagim yapacak arastirmacilara yol

gosterici  niteliktedir. Farkli operatorlerin  karsilastirmasini  yapacak —aragtirmacilarin

basvurabilecegi gorsel ve sayisal olarak bulgularin desteklendigi dnemli bir kaynaktir.
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