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OZET

ARTAN VE AZALAN ZINCIR KOSULLU
MODULLER VE HALKALAR

Busra TOGAY

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damsmant: Prof. Dr. Gonca GUNGOROGLU
2019, 129 sayfa

Bu tezin amaci, modiil teorisinde 6nemli rol oynayan artan ve azalan zincir kosullu
modiil yapilar1 ve halka teorisinde 6nemli rol oynayan artan ve azalan zincir
kosullu halka yapilar ele alinarak, baglantili modiiller ve halkalar ile iligkilerini
incelemektir.

Tez bes boliimden olugmaktadir. Girig boliimiinde, modiiller ve halkalar iizerindeki
artan ve azalan zincir kogullarinin tarihsel gelisimine yonelik bilgiler verilip, tezin
boliimlerinin icerikleri kisaca ifade edilmistir.

Ikinci boliimde, bu calisma icin gerekli olan temel tanim ve oOzelliklere yer
verilmisgtir.

Uciincii boliimde, artan ve azalan zincir kosullu modiillerin temel tanim ve
ozellikleri verilip, ilgili karakterizasyonlar incelenmistir.

Dordiincti boliimde, artan ve azalan zincir kosullu halkalarin temel tanim ve
ozellikleri verilip, ilgili karakterizasyonlar incelenmistir. Ayrica, modiil teorisi
ve halka teorisindeki artan ve azalan zincir kogullarina yonelik kapsamli drnekler
verilmigtir.

Besinci ve son boliimde, birimli ve degismeli halkalar iizerindeki artan ve azalan
zincir kogullari ¢alistimustir.

Calisma icinde yeri geldikce, bazi konularin tarihsel gelisimine yonelik bilgiler
verilmistir. Genel olarak ¢alismadaki ispatlar, konunun daha iyi anlasilabilmesi
icin detayli olarak anlatilmistir.

Anahtar Sozciikler: Noether modiil, Noether halka, Artin modiil, Artin halka,
sonlu iiretilmis modiil, sonlu esiiretilmis modiil, essential (large) modiil, small
(superfluous) modiil, Socle, Radikal
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ABSTRACT

MODULES AND RINGS WITH ASCENDING AND DESCENDING
CHAIN CONDITIONS
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2019, 129 pages

The aim of this thesis is to investigate relationships between modules and rings,
by taking into consideration the module with ascending and descending chain
conditions structures which play an important role in the module theory, and the
ring with ascending and descending chain conditions structures which play an
important role in the ring theory.

This thesis consists of five sections. In the introductory section, information on the
historical development of the ascending and descending chain conditions on the
modules and rings is given, and the contents of sections of the thesis are briefly
expressed.

In the second section, the basic definitions and properties which is necessary for
this study are given.

In the third section, basic definitions and properties of the modules with ascending
and descending chain conditions are given and related characterizations are
examined.

The fourth section, basic definitions and properties of the rings with ascending and
descending chain conditions are given and related characterizations are examined.
In addition, extensive examples are given for the ascending and descending chain
conditions in module theory and ring theory.

In the fifth and last section, the ascending and descending chain conditions on
commutative rings with identity have been studied.

As the occasion aises, informations on the historical development of some subjects
were given. In general, the proofs in this study are explained in detail in order to
understand better.

Key Words: Noetherian module, Noetherian ring, Artinian module, Artinian ring,
finitely generated module, finitely cogenerated module, essential (large) module,
small (superfluous) module, Socle, Radical
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1. GIRIS

Vektor uzaylarinin baglangic teorisi, sonlu boyutlu uzaylar ile ilgilidir. Bdyle
uzaylarda, alt uzaylarimin sonsuz artan ya da sonsuz azalan bir zinciri yoktur.
Benzer sekilde gruplarin baglangic teorisi, sonlu gruplarla ilgilidir. ~Alman
matematik¢ci Amalie Emmy Noether ve Avusturyali matematik¢ci Emil Artin,
sonluluk kogullar1 ile ilgili ekilmis olan bu c¢ekirde8i; uygun diisiince ve
yorumlarla aciga ¢ikartmislardir. Bu gelisim yirminci yiizyila dayanir. lk olarak
A. Emmy Noether’in 1921°de yayimladig: "Idealtheorie in Ringbereichen" adli
makale, degismeli halka teorisi i¢in temel olmusgtur [14]. Bu makalede Emmy
Noether, halka teorisinde idealleri goz Oniine alarak artan zincir sartini incelemistir.
Bu makalenin yayimlanmasi, "Noether halkasi" teriminin yayginlagmasini ve
bazi matematiksel nesnelere Noether denilmesini saglamistir. Simdilerde "Artin
kosulu" olarak adlandirilan azalan zincir kosulunun 6nemi, ilk olarak Emil Artin
tarafindan 1927 yilinda yayimladig1 "Zur Theorie der hyperkomplexen Zahlen"
adli makalesinde dile getirildi [2]. Emmy Noether ve Emil Artin’in bu ¢aligmalari,

cebire yeni bir boyut getirmistir.

Bu tezde bahsedilen yaklagimlardan yola cikilarak, modiil teorisi ve halka
teorisi iizerinde artan ve azalan zincir kosullar1 calisilmistir.  Calisma bes

boliimden olugmaktadir.

Ikinci boliimde tezde kullanilacak olan temel tamim ve ozelliklere yer

verilmistir [[1]], [3[I, [4], 8], [10[I, [11]], [13].

Uciincii boliimde artan zincir kosullu modiil (Noether modiil) ve azalan zincir
kosullu modiil (Artin modiil) tanimlarina yer verilerek, artan ve azalan zincir

kosullu modiillerle ilgili karaterizasyonlar incelenmigtir. ~ Noether ve Artin
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modiillerin, sonlu iiretilmig modiil ve sonlu esiiretilmis modiil kavramlar ile olan
iligkisine yer verilmistir. Daha sonra, artan ve azalan zincir kosullu modiillerin
endomorfizmalar1 calisilmigtir.  Ayrica Noether ve Artin modiillerin "radikal,
socle, yaribasit modiil, essential altmodiil, small altmodiil, injektif hull, direk
parcalanamayan altmodiil ve serbest modiil" kavramlar1 ile ilgili baglantilar
calisilmig ve bu baglantilarla ilgili Noether ve Artin modiillerin karakterizasyonlar1

incelenmistir [|1]], [4], [10].

Dordiincii boliimde artan zincir kosullu halka (Noether halka) ve azalan
zincir kogullu halka (Artin halka) tanimlarina yer verilip, Noether modiil-Noether
halka ve Artin modiil-Artin halka arasindaki paralel iligki ifade edilmigtir. Daha
sonra, sonlu iiretilmis modiil kavramui ile artan ve azalan zincir kosullu modiiller
arasindaki iligki incelenmigtir. Devaminda konunun daha anlagilir olmasi igin,
zincir kogullan ile ilgili 6rneklere ispatlari ile birlikte yer verilmigtir. Ayrica
artan zincir kosullu halkalarla ilgili, cebirsel geometride 6nemli uygulamalara
sahip olmakla birlikte belirli baz1 halkalar i¢in kurulumun temeli olan Hilbert Baz
Teoremi verilmigtir. Daha sonra, Baer Kriteri kullanilarak Noether halkalar ile
injektif hull ve injektif modiil kavramlar arasindaki baglanti incelenmigtir. Artin
ve Noether halkalar iizerindeki injektif modiillerin pargalanigina yer verilerek,
bu modiillerin direk parcalanamayan altmodiillerinin 6zellikleri ile ilgili merak
edilen sorularin cevaplarina yonelik caligilmistir. Artin halkalar ile bu halkalarin
Jacobson radikallerinin 6zellikleri incelenip, konu ile ilgili 6nemli bir yere sahip
olan Hopkins ve Levitzki teoremlerine yer verilmistir. Daha sonra Artin ve Noether
halkalar ile bu halkalar {izerindeki injektif modiillerin direk parcalanamayan
(injektif) altmodiilleri ve yine bu halkalar iizerindeki basit modiillerin injektif

hull’lar arasindaki iligki ¢aligtlmagstir [[1]], [3]], [4], [6], [7], [10[, [15[, [16].

Besinci ve son boliimde birimli ve degismeli halkalar iizerindeki artan ve
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azalan zincir kosullar1 incelenmistir. Oncelikle primary parcalanis kavraminin
tamim1 ve ilgili ozelliklerine yer verilip, daha sonra birimli ve degismeli
Noether halkalar ile ilgili olan baglantis1 calisilmigtir. Bu baglamda 6nemli
yere sahip olan Lasker-Noether teoremine yer verilmistir. Devaminda
Multinomial teoreminin, birimli ve degismeli Noether halkalar {iizerindeki
bir uygulamasina deginilmisgtir. Son olarak birimli ve degismeli Artin
halkalarin yapisal oOzellikleri incelenip, Artin halkalar icin yap1 teoremine

yer verilmistir [[1], [3, [5], I8}, [OfI, [11], [12], [17], [18].
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2. TANIM VE OZELLIKLER

Bu boliimde tez i¢in gerekli olan temel tanim ve kavramlara yer verilmistir [[1]], 3],

(41, [3]1, (10}, [L1], [13].

2.1. Temel Tamim ve Ozellikler

Tamm 2.1.1. [[10] R bir halka olsun.

(1). M bir toplamsal degismeli (= abel) grup ve
(2). MxR— M
(m,r) — mr
modiil carpimi olarak adlandirilan doniistim i¢in m, m,,m, € M ve r,ry, 75 € R

olmak iizere

(@). (my +mo)r =myr + myr
(b). m(ry +ry) =mr, +mr,
(c). (mry)ry=m(ryrs)

ozellikleri saglaniyorsa M ye sag R-modiil denir ve My ile gosterilir.

R birimli bir halka ve M bir sag R-modiil olsun. O zaman

(d). 1€ Rvem € M igin ml =m

ozelligi saglaniyorsa, M ye birimsel sag R-modiil denir.

Benzer tanim, R x M — M doniistimii ile sol R-modiiller i¢in de yapilir.

(r,m) — rm

Tamim 2.1.2. [10] R ve S iki halka olsun. Eger M bir sol S-modiil ve sag R-modiil

ise, o zaman M ye S-R-bimodiil denir ve gMp ile gosterilir.

Aksi belirtilmedigi siirece [[13]] e dayali atiflarin disinda kalan halkalar, birimli ve

modiiller, birimsel (sag ya da sol) R-modiiller olarak alinacaktir.



5

Tamm 2.1.3. [10] M bir sag R-modiil ve A, M nin bir alt kiimesi olsun. Eger A,
M deki iglemlere gore bir R-modiil oluyorsa, A ya M nin bir altmodiilii denir ve

A< M veya Ar < Mp ile gosterilir.

Ozellik 2.1.4. [10] Tanim ve Tanim ye dikkat edilirse, bir R halkasini
bir sag R-modiil Rp, bir sol R-modiil gkR ve bir R-R-bimodiill pRr olarak

diisiinebiliriz. O zaman R halkasinin

(1). bir sag ideali Rp nin bir altmodiilii,
(2). bir sol ideali g R nin bir altmodiilii ve

(3). bir (iki yanl) ideali g R nin bir altmodiiliidiir.

Eger R halkasi degismeli ise, o zaman idealler sag, sol ya da iki yanl olarak ayirt

etmeksizin sadece I halkasinin ideali olarak dile getirilir.

Lemma 2.1.5. [[10, Lemma 2.2.2] M = Mg bir sag R-modiil olsun. M nin bos
olmayan bir A alt kiimesi i¢in asagidakiler denktir:

(1). A<M

(2). A, M nin bir toplamsal alt grubudur ve her a € A, her r € Rigin ar € A dir.

(3). Hera,,a, € Aigin a;, + a, € A vehera € A, herr € Rigin ar € A dir.

Tanmm 2.1.6. [10] M bir sag R-modiil olsun.

(1). M modiilii basit (simple) modiil olarak adlandirilir :<
M # 0 ve her A < M altmodiilii igin A = 0 veya A = M dir.
(2). Bir R halkasi basit (simple) halka olarak adlandirtlir :<
R #0 veher A < pRpidealiigcin A = 0 veya A = R dir.
(3). A, M nin bir altmodiilii olsun. A minimal altmodiil olarak adlandirlir :&
05 A ve Mnin B 5 A olacak sekilde her B altmodiilii i¢in B = 0 dur.

Ayrica minimal altmodiiller, basit altmodiillerdir.
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(4). A, M nin bir altmodiilii olsun. A maksimal altmodiil olarak adlandirilir :<
A £ M ve Mnin A S B olacak sekilde her B altmodiilii i¢in B = M dir.

Tanmm 2.1.7. [8]] R bir halka ve M, R nin bir ideali olsun. Eger M, R den farkli

ve M ile R arasinda baska bir ideal yoksa, bu M idealine maksimal ideal denir.

Tanmm 2.1.8. [13]] R bir halka ve I, R halkasinin bir ideali olsun. Eger I ideali
sifirdan farkli ve R halkasinin {0} # J ;Cé I olacak sekilde bagka bir J ideali

yoksa, bu I idealine minimal ideal denir.

Tamm 2.1.9. [13]] Birimli ve degismeli bir R halkasi, yerel halka (local ring)

olarak adlandirilir :< R halkasinin yalnizca bir maksimal ideali vardir.

Tanim 2.1.10. [11] Birimli ve degismeli bir R halkas1, yariyerel halka (semilocal
ring) olarak adlandirilir :< R halkasinin yalnizca sonlu sayida maksimal ideali

vardir. Acikca her yerel halka, ayn1 zamanda bir yariyerel halkadir.

Tanmm 2.1.11. [13]] Birimli bir halkada, her sifirdan farkli eleman tersinir ise bu

halkaya boliimlii halka (skew field) denir. Degismeli boliimlii halkaya cisim denir.

Tamm 2.1.12. [8] R bir degismeli halka olsun. R nin bir [ ideali asagidaki

ozellikleri saglarsa, bu ideale asal ideal denir:

(1).I#R
(2).Hera,b € Rigin ab e I'iken a € I yada b e I dir.

Teorem 2.1.13. [13] Theorem 14.1.7] R birimli ve degismeli bir halka olsun. O

zaman R halkasinin her maksimal ideali, R nin bir asal idealidir.

Lemma 2.1.14. [10, Lemma 2.2.4] Mr = M modiilii basittir :<

M #0veherm € M igcinm # Qise mR = M dir.

Tanmm 2.1.15. [10] R bir halka ve M bir sag R-modiil olsun.



(1). m € M igin
mR = {mr|r € R},

M nin bir altmodiiliidiir. Bu altmodiile, M nin m ile iiretilmis (devirli) altmodiilii
denir.

(2). M modiilii devirli modiil olarak adlandirilir :&
M = moR = {mor| r € R} olacak sekilde bir my € M vardir.

Tanim 2.1.16. [10] Bir halkanin devirli ideallerine temel ideal (principal ideal)
denir. Her ideali temel ideal olan bir degismeli ve birimli halkaya temel ideal

halkast (principal ideal ring) denir.

Tanim 2.1.17. [13]] R bir halka olsun. O zaman R nin sifirdan farkli bir a elemani
sifir bolen (zero divisor) olarak adlandirilir : &

(7). b#0 ve
(73). ab=0 yada ba=0

olacak sekilde bir b € R vardir.

Tanim 2.1.18. [13] R birimli ve degismeli bir halka olsun. O zaman R nin sifir

bolenleri yoksa, bu R halkasina tamlik bolgesi (integral domain) denir.

Teorem 2.1.19. [13] Theorem 14.1.11] R birimli ve degismeli bir halka ve I # R
olmak iizere I, R nin bir ideali olsun. O zaman [ bir asal idealdir ancak ve ancak

R/I bir tamlik bolgesidir.

Teorem 2.1.20. [13| Theorem 14.1.12] R birimli ve degismeli bir halka ve M,
R nin bir ideali olsun. O zaman M bir maksimal idealdir ancak ve ancak R/M bir
cisimdir.

Tanmm 2.1.21. [8]] R bir tamlik bolgesi olsun. R nin her ideali temel ideal ise, o

zaman R ye temel ideal bolgesi (principal ideal domain) denir ve TIB (PID) ile

gosterilir.
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Tamm 2.1.22. [10] Modiilarite Kurali: M bir modiil A, B,C < M ve B < C
olmak iizere

(A+B)nC=(AnC)+B
dir.

Tammm 2.1.23. [1]] R ve S bir halka ve f : R — S bir fonksiyon olsun. Her

z,y € Rigin

(D). flz+y) = f(z)+ f(y)
(2). flzy) = f(2)f(y)
(3). f(lr)=1s

Ozellikleri saglaniyorsa, f fonksiyonuna R den S ye halka homomorfizmast denir.

Tamm 2.1.24. [10] A ve B sag R-modiiller olsun.
Va,,a, € A Vry,r, € R [a(ayry + azry) = alay)ry + alay)rs,)

kosulunu saglayan «: A — B fonksiyonu R-modiil homomorfizmast olarak

adlandirilir.

Tamim 2.1.25. [[10] M ve N R-modiiller olmak tizere o : M — N bir R-modiil

homomorfizmasi olsun.

(1). Eger « orten bir homomorfizma ise o zaman «, R-modiil epimorfizmasi
olarak adlandirilir. Bu durumda Im(a) = N dir.

(2). Eger « injektif (yani, birebir) ise 0 zaman «, R-modiil monomorfizmasi
olarak adlandirilir. «, R-modiil monomorfizmasidir ancak ve ancak Ker(a) = 0
dir.

(3). Eger o hem injektif hem de orten ise o zaman «, R-modiil izomorfizmasi
olarak adlandirilir.

(4). K, M nin bir altmodiilii olsun. O zaman

ng(x)=z+Ke M/K (x€ M)



olacak sekilde M modiiliinden M /K bolim modiiliine tanimli bir
nk : M — M/K donisimi, Ker(nkx)= K olmak iizere bir R-modiil

epimorfizmasidir. i dogal epimorfizma olarak adlandirilir.

Tanmm 2.1.26. [10] M bir R-modiil olsun.

(1). « : M — M bir R-modiil homomorfizmasi olsun. Bu durumda «, R-modiil
endomorfizmast olarak adlandirilir.

(2). « : M — M bir R-modiil izomorfizmasi olsun. Bu durumda o, R-modiil

otomorfizmast olarak adlandirilir.
Tanmim 2.1.27. [10] M = Mpg olsun.

(1). M modiiliniin bir X alt kiimesi, M nin bir iireten sistemi olarak adlandirilir
=

n
{ZIL‘@'TH%GX, r; € R ve nGN}, X # () ise

i=1
0, X =D ise

’X) =

olmak iizere }X ) =M dir.
(2). Bir M modiilii (ya da sag ideal) sonlu iiretilmis olarak adlandirilir :< M
nin bir sonlu iireten sistemi vardir.
(3). Bir M modiiliniin bir X alt kiimesi serbest (free) olarak adlandirilir :< her
sonlu {x1,z2,...,2,m} C X altkimesiigin (burada i,7 = 1,2,...,m olmak
lizere i # j i¢in x; # x; dir),
n
r; € R olmak lizere Zmim =0

i=1
ise 1 =1,2,...,m icin r; =0 dir.

(4). Bir M modiiliiniin bir X alt kiimesi M nin bazi (tabani) olarak adlandirilir

< X, M nin bir tireten sistemidir ve X serbesttir.

Tanm 2.1.28. [10] M modiiliine sonlu egiiretilmis modiil denir = (A; =0
i€l
olmak iizere A; < M altmodiillerinin her {A4;|i € I} kiimesi i¢in, (] 4; = 0
icl,
olacak sekilde bir sonlu {A;|i € I,} alt kiimesi (yani, I, C I ve I, sonlu) vardur.
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Lemma 2.1.29. [10, Corollary 3.1.11] Ur < Mpg olsun. O zaman:

M/U sonlu esiiretilmigtir ancak ve ancak ﬂ A; = U olmak iizere A; < M
altmodiillerinin her {A;|i € I} kiimesinde, ZF]I A; = U olacak sekilde bir sonlu
{A;]i € 1,} alt kiimesi vardur. e

Lemma 2.1.30. [10, Corollary 2.3.12] Her sonlu iiretilmis, sifirdan farkli M

modiilii bir maksimal altmodiile sahiptir.

Teorem 2.1.31. [10, Theorem 2.3.13] Mz modiilii sonlu iiretilmistir ancak

ve ancak ZAi = M olmak iizere A; < M altmodiillerinin her {A;|i € I}
i€l
kiimesinde, Z A; = M olacak sekilde bir sonlu {A;|i € I,} alt kiimesi vardur.
i€l,
Lemma 2.1.32. [10, Lemma 4.4.1] F' = Fi olsun. O zaman asagidaki ozellikler

denktir:
(1). F modiiliiniin bir baz1 (taban1) vardir.

(2). F = @Ai ve heri € [icin Rp = A, dir.
icl
Tanimm 2.1.33. [10] Lemma [2.1.32|deki kosullar1 saglayan bir F' modiilii serbest

(free) modiil olarak adlandirilir.

Teorem 2.1.34. [8, Aritmetigin Temel Teoremi] p; < p2 < --- < pi olmak
tizere 1 < ¢ < k igin p; ler asal sayilar ve her ¢ icin ¢; > 0 olacak sekilde

herhangi bir pozitif n > 1 tamsayisi

t t t
n=pitp2?---pE*

formunda yazilabilir. Bu yazilis sekli tektir.

Aksiyom 2.1.35. [8, Secme Aksiyomu] Bir bostan farkli kiime ile indislenmis

bostan farkli kiimelerin bir ailesinin ¢arpimi, bostan farklidir.

Tammm 2.1.36. [4] X bostan farkli bir kilme, < bagmtis1 X kiimesi iizerinde
taniml1 bir kismi siralama bagintis1 ve C, X kiimesinin bostan farkli bir alt kiimesi

olsun. C, X kiimesinde bir zincir olarak adlandirtlir :<< Her x,y € C i¢gin
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r<y yada y<u

dir.

Lemma 2.1.37. [10, Zorn Lemma] A, bostan farkli bir kiime ve < bagimntisi, A
kiimesi {izerinde bir kismi siralama bagintisi olsun. A kiimesinin her zincirinin bir

iist sinir1 varsa, o zaman A kiimesinin en az bir maksimal elemani vardir.

Tanim 2.1.38. [10] Bir A modiiliiniin asagidaki B ve C sonlu zincirlerini

diisiinelim:

(B)O:BOSB1§§Bk—1SBk:A
(C)IOZCOSClﬁ“'SClﬂSC'l:A

(1). B zincirinin uzunlugu, k dir.

(2). C, B nin inceltmesidir :< | > k olmak iizere B, C zincirinden bazi C; ler
cikartilarak elde edilen zincirdir. Yani B, C nin alt zinciridir. Bu durumda B = C
de olabilir.

(3). A nm B zinciri, kompozisyon serisi olarak adlandirilir :&

hert = 1,2,--- ,ki¢in [ B;_,, B; de maksimaldir.] (< her¢ = 1,2,--- ,k i¢in
[B;/B;_, basittir.])

(4). A modilii sonlu uzunluklu olarak adlandirilir < A =0 yada A nm bir

kompozisyon serisi vardir.

Lemma 2.1.39. [10] Corollary 3.5.3(1)] A, sonlu uzunluklu bir modiil olsun. O

zaman

®
]
I
oy
o
A
&
A

seklindeki her B zinciri, bir kompozisyon serisine inceltilebilir.

Teorem 2.1.40. [10, 1.Izomorfizma Teoremi] A ve B modiil ve «: A — B bir

modiil homomorfizmasi olsun. O zaman
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A/Ker(a) = Im(a)

dir.

Teorem 2.1.41. [10, 2. Izomorfizma Teoremi] A bir modiil olmak iizere B ve C,

A nin altmodiilleri olsun. O zaman
(B+C)/C=B/(BNC)

dir.
Tanmm 2.1.42. [10] M bir sag R-modiil olsun. O zaman:

(1). Eger (A; |i € I), Mp modiiliiniin altmodiillerinin bir ailesi ise, 0 zaman

HAi’ (A; | i € I) ailesinin direk ¢carpumi olarak adlandirilir.
el
(A; | i€ I) ailesinin HAZ' carpimi, her ¢ € [ i¢in «(i) € A; olmak iizere
i€l
a:l — UAZ
i€l
doniistimlerinin kiimesidir.

a; := «(i), « nin{ ninci bilegenidir.

(ai) :== (1)) := a
(2). I indisinin sayilabilir olmasi zorunlu degildir. Eger I sayilabilir ve
I=1{1,2,3,...} ise, 0 zaman (a;) € HAZ- elemant i¢in
i€l

(aragasz . ..) := (a;)

notasyonu kullanilir.

(3). Bir (a;) € HAi elemani, sonlu degerli olarak adlandirilir < a; # 0
el

olmak iizere ¢ € I nin kiimesi sonludur (ayn: zamanda bos kiime sonlu olarak

diisiiniiliir).

HAZ- nin sonlu degerli tiim elemanlarinin kiimesi, HAZ- nin bir altmodiiludiir.
iel iel
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(4). HAZ' nin sonlu degerli tiim elemanlarinin altmodiilii, (A; |7 € I) ailesinin
icl
dig direk toplami olarak adlandirilir ve HAi ile gosterilir.
el
Eger I sonlu ise, o zaman

114 =14
iel iel
dir.
Tanmm 2.1.43. [10] M bir R-modiil ve her ¢ € I i¢in B; ler, M nin altmodiilleri

olsun. M, {B;|i € I} kiimesinin (i¢) direk toplam: olarak adlandirilir ve
M = @Bi ile gosterilir <

el
(1. M=) _Bi ve
el

(2).herj € T'igin B;N Y B; =0
el
i#]

dir. M = @ B;, aymi zamanda M nin B; altmodiillerinin toplamina bir direk
el

parcalanist (direct decomposition) olarak adlandirilir.

Teorem 2.1.44. [10, Theorem 4.2.1] (4; | € I), R-modiillerinin bir ailesi olsun.

O zaman

[[ai=4; ve Aiz=4

iel iel
dir.

Uyar1 2.1.45. [10] Birbirine izomorf olan A; ve A modilleri i¢cin A;, A}
nin yerine yazilir. Ayrica Teorem [2.1.44]te, i¢ direk toplam ile dis direk toplam
arasindaki farkliliklar siklikla goz ardi edilerek, her iki durum i¢in de @Ai
yazilir ve sadece direk toplam olarak adlandirilir. !

Tanim 2.1.46. [10] Mp sag R-modiillerin bir ailesi, / bostan farkli bir kiime ve

A € Mg olsun. O zaman
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(a). heri € I'igin A; = A olmak iizere Al := HAZ' olarak tanimlanan A?, A
el
nin I kopyalarinin direk carpini olarak adlandirilir.

(b). heri € I'igin A; = A olmak iizere AU) := @Ai olarak tanimlanan A(,
i€l
A min I kopyalarmmn direk toplami olarak adlandirilir.

Tamim 2.1.47. [[10] A, B ve C' sag R-modiiller ve By, B nin bir altmodiilii olsun.

(1). By altmodiilii, B modiiliiniin bir direk toplanan: (direct summand) olarak

adlandirilir <
B = By & B; olacak sekilde B nin bir B altmodiilii vardir.

(2). Bir a : A — B monomorfizmasina split (parcalanabilir) denir :< Im(a),
B modiiliiniin bir direk toplananidir.
(3). Bir 8 : B — C epimorfizmasma split (parcalanabilir) denir :< Ker (), B

modiiliiniin bir direk toplananidir.

Tanmm 2.1.48. [[10]

(1). Bir M modiliniin bir A altmodiilii, M de small (superfluous) altmodiil

olarak adlandirilir ve A < M ile gosterilir :<
VU< M[A+U=M=U = M)]

(2). Bir M modiiliiniin sifirdan farkli bir A altmodiili, M de essential (large)

altmodiil olarak adlandirtlir ve A <. M ile gosterilir :<
VU< M[ANU =0=U = (]

(3). Bir R halkasinin sag, sol ya da iki yanli bir A ideali, R de small (superfluous)
ideal olarak adlandirilir :< A; sirasiyla Rp, rR ya da pRpg nin bir small

altmodiiliidiir.
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(4). Bir R halkasinn sag, sol ya da iki yanli sifirdan farkli bir A ideali, R de
essential (large) ideal olarak adlandirilir : < A; sirasiyla R, p R yada g Rg nin
bir essential altmodiiliidiir.

(5). Bir « : A — B homomorfizmast small homomorfizma olarak adlandirilir
= Ker(a) < A dir.

(6). Bir v : A — B homomorfizmasi essential homomorfizma olarak adlandirilir

= Im(a) <. B dir.

Tanim 2.1.49. [10] M bir sag R-modiil ve A < M olsun.
A’ < M, M modiiliinde A altmodiiliiniin arakesit tiimleyeni olarak adlandirilir ve

kisaca inco ile gosterilir <

(1). AnA’=0.
(2). A’ altmodiilii, AN A’ = 0 da maksimaldir. Yani,

VCgM[(AﬂCzoveA’gC) :>A’:C]
dir.
Teorem 2.1.50. [[10, Theorem 5.3.1(a)] Bir Qg modiilii icin agagidaki 6zellikler
denktir:
(1). Her

£E:Q— B

monomorfizmast splittir (yani Im(¢), B de bir direk toplanandir).
(2). Her o : A — B monomorfizmasi ve her ¢ : A — ) homomorfizmas i¢in,

¢ = ka olacak sekilde bir x : B — () homomorfizmasi vardir:
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diyagrami degismelidir (yani, ¢ = ko dir).

(3). Her @ : A — B monomorfizmast igin
Hom(a, 1¢) : Hompg(B, Q) — Hompg(4, Q)
bir epimorfizmadir.

Tamim 2.1.51. [10] Teorem [2.1.50|nin denk kogullarindan birini saglayan bir Qr

modiiliine injektif R-modiil denir.

Tanmm 2.1.52. [10] M = Mg ve Q = Qg olsun.
Bir n : M — (@ monomorfizmasi, M modiiliiniin bir injektif hull’u olarak
adlandinlir :& @ injektif ve n bir essential monomorfizmadir. Aym zamanda,

M modiiliniin injektif hull’'u (M) ile gosterilir.

Lemma 2.1.53. [10} Corollary 5.1.7] M bir R-modiil olmak iizere her ¢ € I i¢in
My<M, M=> M, A<M ve
el
S YURIC
iel iel
olsun. O zaman
A<, M ve M =M
el
dir.
Tamm 2.1.54. [10] R bir halka, {...,A;—1, A;, Ai11,...} sag R-modiillerinin
bir kiimesi ve {...,aj_2,i_1,®;, @iy1, ...} R-modiil homomorfizmalarinin bir

kiimesi olmak iizere

[ 7)) [e 7] o Qi1
A:=... —Z——>AZ,1 —Z——>AZ —Z>Al+1 ——Zi—>

sag R-modiil homomorfizmalarinin tek yanli ya da iki yanli, sonlu ya da sonsuz bir

dizisi olsun. Ornegin:

AZZO—)Ali)AQOL—Q)A:;a—S)...
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yada

a_y a_3 a_2

A:=...

A4 A_g A 50

yada
A=0oAL MY K S0

olsun. 0 - A ve K — 0, agik bir gekilde R-modiil homomorfizmalaridir.
(a). Bir A dizisi tam dizi olarak adlandirilir :<
Ay 25 A T A
formundaki her alt dizi i¢in,
Im(c;—1) = Ker(a)
ozelligi saglanir.
(b). Bir A tam dizisi split (par¢alanabilir) tam dizi olarak adlandirlir :<
Ao 255 4, % A
formundaki her alt dizi i¢in,
Im(c;—1) = Ker(ay)

A; modiiliiniin bir direk toplananidir.

(c).
0AL MY K0

formundaki bir A tam dizisi kisa tam dizi olarak adlandirilir.

Teorem 2.1.55. [10, Theorem 8.1.3] Bir M = Mp modilil i¢in agsagidaki
ozellikler denktir:

(1). M nin her altmodiilii, basit altmodiillerinin bir toplamudir.

(2). M modiili, basit altmodiillerinin bir toplamidir.

(3). M modiili, basit altmodiillerinin bir direk toplamudir.
(4)-

4). M nin her altmodiilii, M nin bir direk toplananidir.
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Tanim 2.1.56. [10] M = Mpg olsun. O zaman:

(a). Bir M modiilii yaribasit olarak adlandirlir :< M modiilii Teorem [2.1.55]
deki denk kogullar1 saglar.

(b). Bir R halkas1 sag yaribasit olarak adlandirilir :< Rp yaribasittir.

(c). Bir R halkas1 sol yaribasit olarak adlandirilir :< g R yaribasittir.
Teorem 2.1.57. [10, Theorem 9.1.1] M = Mg olsun. O zaman

(a)-
A= ()} B= (] Ke(yp)

ALM B<M, Npg yaribasit,
B maksimal peEHomp(M,N)

A= Y B= >  Im(y
A<M

B<M, Ng yaribasit,
B minimal €Hompg(N,M
(=B basit) v a( )

dir.

Tanimm 2.1.58. [10]

(1). Teorem (a) daki esitliklerde gosterilen M nin altmodiillerine M
modiiliiniin radikali denir ve Rad(M) ile gosterilir.

(2). Teorem (b) deki esitliklerde gosterilen M nin altmodiillerine M

modiiliiniin socle’si denir ve Soc(M) ile gosterilir.

Lemma 2.1.59. [10, Corollary 9.1.3(b)] M = Mg olsun. Soc(M), M

modiiliiniin en biiyiik yaribasit altmodiiliidiir.

Tamim 2.1.60. [1] R bir halka olsun. Rp nin radikali Rad(Rg), R halkasinin
tiim maksimal sag ideallerinin arakesitidir. Yani Rad(Rp) radikali, R halkasinin
bir (iki yanl) idealidir. R halkasinin bu ideali, R nin Jacobson radikali olarak
adlandirilir ve kisaca J(R) ile gosterilir.

J(R), ayn1 zamanda R halkasinin tiim maksimal sol ideallerinin de arakesitidir.

Sonug olarak,
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Rad(Rg) = J(R) = Rad(rR)

dir.

Tamm 2.1.61. [1]] Bir R halkasinin bir x elemani nilpotent olarak adlandirilir :&
™ = 0 olacak sekilde bir n € Z* vardir.

Boyle bir n pozitif tamsayisina nilpotent indisi denir.

Tanim 2.1.62. [10]
(1). Bir R halkasmin bir (sag, sol ya da iki yanl) I ideali nil ideal olarak

adlandirilir : <
VaeI3dneZt [a" =0

(2). Bir R halkasinin bir (sag, sol ya da iki yanl) [ ideali nilpotent ideal olarak

adlandirilir &

dn € Z*T [I" = 0].
Ozellik 2.1.63. [10] Acik bir sekilde bir R halkasimin her nilpotent (tek yanli ya

da iki yanl) I ideali, bir nil idealdir. Fakat tersi her zaman dogru degildir.

Tanmm 2.1.64. [3]], [11]], [13]] R bir degismeli halka ve I, R nin bir ideali olsun.

O zaman
{a € R | bir pozitif n tamsayisi i¢in a™ € T dir}

kiimesine I idealinin radikali denir ve /I yada r(I) yada Rad(I) ile
gosterilir. Ayrica +/T radikali, R halkasinin bir idealidir ve bu yiizden /I, I mn

radikal ideali olarak da ifade edilir.

Teorem 2.1.65. [3 Exercise 1.13], [[8, Theorem 2.7] R degismeli ve birimli bir
halka ve I,I,1I5,...,I, R nin idealleri olsun. O zaman agsagidaki 6zellikler

saglanir:



(1). VIDI
2). VVI=VI

3). vIila-- I, =

(4). Bir pozitif m tamsayisi icin v/I™ = /T dir.

(5). VI = (1) dir ancak ve ancak I = (1g) dir.

(6). 1 <j < nolmakiizere \/I+ I; = VT + V1 dir.

(7). Eger p, R halkasinin bir asal ideali ise, o zaman bir pozitif n tamsayisi igin
VP? =p dir.

Tanim 2.1.66. [11] R bir halka olsun. R halkasinin tiim nilpotent elemanlarindan
olusan bir alt kiimesi, R nin nilradikali olarak adlandirtlir ve nil(R) ile

gosterilir. Bu yiizden nil(R), sifir idealinin radikaline esittir. Yani,

nil(R) = /{0}
dir.
Teorem 2.1.67. [10, Theorem 3.7.1] A bir sag R-modiil ve «, A iizerinde bir

fonksiyon olmak iizere toplama ve ¢arpma iglemi; a € A icin

(a1 + az)(a) = air(a) + az(a)

(a1ag)(a) = ai(az(a))

olarak tanimlaniyorsa, o zaman Hompg(A, A) birim elemanl bir halkadur.

Tamm 2.1.68. [10] Tamim [2.1.67| deki kosullari saglayan bir Homp(A, A)
halkasi, A modiiliiniin endomorfizma halkas1 olarak adlandirilir ve End(Ag) ile

gosterilir.

Teorem 2.1.69. [10, Krull-Remak-Schmidt Theorem] Her i € I i¢in End(M;)

yerel olmak {izere
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Mp = @ M;
iel

ve her j € Jigin N; direk parcalanamaz ve N; # 0 olmak iizere

Mr=€EP N,

JjeJ
olsun. O zaman heri € Iigin M; = Ng(;) olacak sekilde bir birebir ve drten

B : 1 — J dontisiimii vardir.

Tammm 2.1.70. [[13] R bir halka olsun. O zaman R[z], katsayillarn R
halkasinin elemanlari olmak {izere bir z bilinmeyeni ile elde edilen tiim
polinomlarin kiimesidir. R[z], polinom halkasi olarak adlandirilir. Benzer
sekilde R[x,,x,,...], katsayilart R halkasin elemanlar1 olan ve x1,x2,...
bilinmeyenleri ile elde edilen bir polinom halkasim ifade eder. (x) ise R[z]

polinom halkasinin bir alt kiimesi olup, x bilinmeyeni ile elde edilen ve sabit terimi

sifir olan tiim polinomlar kiimesini ifade eder. Ayni tanim R[z,, x,,...] polinom
halkasinin (z1,x2), (z1,%2), ... ,(z1,%2,...) alt kiimeleri i¢in benzer sekilde
yapilir.

Tanimm 2.1.71. [10] Bir R halkast (von Neumann) regular olarak adlandirilir :<
Her a € Rigin a = ar’a olacak sekilde bir ' € R vardir (yani, a € aRa dir).
Asagidaki kogullar denktir :

1). R halkasi regulardir.

2). R halkasinin her devirli sag ideali, Rp nin bir direk toplananidir.
4
5

(

(2)-

(3). R halkasinin her devirli sol ideali, gR nin bir direk toplananidir.

(4). R halkasinin her sonlu iiretilmis sag ideali, Rp nin bir direk toplananidir.
(5).

R halkasiin her sonlu tiretilmis sol ideali, R nin bir direk toplananidir.

Tanim 2.1.72. [3] R degismeli ve birimli bir halka ve I, J R nin idealleri olsun.

O zaman



22

(1). I,J idealleri i¢in
{reR|zJ CI}

kiimesi, I idealinin J ideali ile boliimii (ideal quotient) olarak adlandirilir ve
I :J ile gosterilir. I : J, R halkasin bir idealidir. Ayn1 zamanda R degismeli
oldugu icin, zJ = Jz dir.

(2). J ideali igin

{r e R|zJ =0}

kiimesi, J nin stfirlayant (annihilator) olarak adlandirllir ve 0 : J ya da

Annpg(J) ile gosterilir. A¢ik¢a 0 : J, R halkasinin bir idealidir.

Tanmm 2.1.73. [1]] R bir halka ve M bir sol R-modiil olsun. O zaman:
(1). Her X C M alt kiimesi igin

{re R|rX =0}

kiimesi, X in R halkasindaki sol sifirlayan: (annihilator) olarak adlandirilir ve bu
kiime [r(X) ile gosterilir. [z(X), R halkasmin bir sol idealidir.
(2). Her A C R alt kiimesi i¢in

{m e M | Am = 0}

kiimesi, A min M modiiliindeki sag sifirlayani (annihilator) olarak adlandirilir ve
bu kiime 73/(A) ile gosterilir. Acikga rp7(A), M nin bir altmodiiliidiir.
Eger baslangi¢ olarak M yi bir sag R-modiil olarak alsaydik, o zaman sag

sifirlayan olarak rr(X) ve sol sifirlayan olarak [j;(A) yazmamz gerekirdi.
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3. ARTAN VE AZALAN ZINCIR KOSULLU MODULLER

Bu caligsmada aksi belirtilmedikc¢e halkalar, birimli ve modiiller, birimsel (sag ya
da sol) R-modiiller olarak alinacaktir.

Bu boliimde cebirin gelisiminde 6nemli rol oynayan artan zincir kosulu (Noether)
ve azalan zincir kosulu (Artin), modiiller i¢in ¢alisilmis ve diger modiil yapilari ile

olan iligkileri incelenmistir [|1]], [4], [10].

3.1. Tanim ve Karakterizasyonlar

Bu kisimda azalan zincir kosullu modiiller (Artin modiiller) ve artan zincir
kosullu modiiller (Noether modiiller) tanimlanip, daha sonra bu modiillerle ilgili

karakterizasyonlara deginilecektir.
Tanim 3.1.1. [10] M bir sag R-modiil olsun.

(1). M modilii Noether olarak adlandirilir :< M nin altmodiillerinin bostan
farklr her kiimesinin bir maksimal eleman: vardr.

(2). M modiilii Artin olarak adlandirilir :< M nin altmodiillerinin bostan farkli
her kiimesinin bir minimal eleman1 vardir.

(3). M nin altmodiillerinin bir
KA <A< A, L

artan zinciri (sonlu ya da sonsuz) sonlu adimda duran olarak adlandirilir :< Bu
zincir sadece sonlu ¢coklukta farkli A; igerir (A; = A;, olacak gekilde bir ¢ indisi

vardir).
Benzer tanim M nin altmodiillerinin bir azalan zinciri i¢in de yapilir.

Uyan 3.1.2. [10] Bu ozellikler, acikca izomorfizma altinda korunur. Aymi

zamanda

(1). Bir Noether modiil, maksimal kosullu bir modiil ve
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(2). Bir Artin modiil, minimal kogullu bir modiil

olarak adlandirilir.

Teorem 3.1.3. [10] Bir M modiilii icin asagidaki dzellikler denktir:

(1). M Artin modiildiir.
(2). A < M olmak iizere A ve M /A Artin modiildiir.

(3). M nin altmodiillerinin her
A >A > Ay ..

azalan zinciri sonlu adimda durur.
(4). M nin her boliim modiilii sonlu egiiretilmigtir.

(5). A; < M altmodiillerinin her {A;|i € I} # () kiimesinde,

NAi= (A (sonluly C 1)
iel i€lo

olacak sekilde bir sonlu { A;|i € 1,} alt kiimesi vardur.

Ispat: (1) = (2). A nin altmodiillerinin bostan farkli her kiimesi, ayn1 zamanda M
modiiliiniin bdyle bir kiimesi oldugu i¢in bu kiimenin bir minimal eleman1 vardir.
Boylece A bir Artin modiil olur.

Simdi v : M — M /A bir doniisim ve {;|i € I}, M/A nmn altmodiillerinin
bostan farkli bir kiimesi olsun.

Iddia: Eger v—1(Qy,), {v~1()|i € I} kiimesinde minimal ise §;,, {Q|i € I}
kiimesinde minimaldir.

Ispat: Q; < Q, olsun. O zaman v~ '(Q;) <v () dir. v~ 1(€,) m

minimalliginden v~(Q;) = v~1(Q;,) olur. Boylece
Q; = VV71<QZ') = Vl/il(QZ‘O) = Qio

elde edilir. Bu durum kabul ile ¢eliski olusturur. Sonug olarak, M /A Artin
modiildiir.

(2) = (3). Ay, A,,... M nin altmodiilleri olmak iizere
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A > A >

M modiiliiniin bir azalan zinciri ve yine v : M — M /A bir doniigiim olsun.
M:={4:=1,23,...}, v(I) ={v(4;)]i =1,2,3,...} ve

Iy = {4, NnAJi = 1,2,3,...} olsun. T bos olmadifindan, v(I") ve I'4 da
bos degildir. Boylece kabulden v(I")’da bir minimal eleman v(A4;) ve I' 4’da bir
minimal eleman (A,, N A) vardir. $imdi n := max(l,m) olsun. O zaman
i=0,1,2,...i¢cin v(A,) =v(4n4i) ve A,NA=A,1;NA olur.

Iddia: Verilen azalan zincirin sonlu adimda durmas1 igin ¢ = 0,1,2... olmak
iizere A, = A,4; dir.

Ispat: v(A,) = v(A,4;) oldugundan
A+ A=v7w(A) =v w(A,) = A + A

yani, A, + A = A,; + A olur. Ayrica kabulden A, N A = A,; N A oldugu

icin Modiilarite kuralindan

Ap=(Ap + A) N A, = (Apps + A) N A, =
AnJri + (A N An) = An+i + (A N An+z) = (AnJrz + A) N AnJri = AnJri

elde edilir. Sonug olarak, verilen azalan zincir sonlu adimda durur.

(3) = (1). A, M nin altmodiillerinin bogtan farkli bir kiimesi olsun ve A minimal
eleman igermesin. O zaman her U € A i¢in U’ § U olacak sekilde bir U’ € A
vardir. Her U i¢in bdyle bir sabit U’ segilsin (Segme Aksiyomu). O zaman her

U, € Aigin

azalan zinciri sonsuzdur. Bu durum da kabul ile celigki olusturur. Sonug¢ olarak,
M nin altmodiillerinin her bostan farkli kiimesinde bir minimal eleman vardir ve

buradan M bir Artin modiil olur.
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(4) = (5). M modiliiniin her bolim modiilii sonlu esiiretilmis olsun. Simdi

{4;|i € I}, M nin A; altmodiillerinin bir bostan farkli kiimesi ve U := [ 4,
il

oldugunu kabul edelim. Ag¢ik¢a U, M nin bir altmodiilii ve buradan M /U, M nin

bir boliim modiiliidiir. Kabulden M /U sonlu esiiretilmis olur. O halde Lemma

2.1.29 geregince A; < M altmodiillerinin {A;|i € I} kiimesinde, (| 4; = U
i€,

olacak sekilde bir sonlu { 4;|i € I,} alt kiimesi vardir.

(5) = (4). Lemma[2.1.29 geregince ispatin diger kismina dual olarak ilerler.

(1) = (5). (1) kabuliinden i € I olmak iizere her sonlu ¢okluktaki A; < M
altmodiillerin tiim arakesitlerinin kiimesinde bir minimal eleman vardir. Bu eleman

D := () A; olsun. D nin minimalliginden, her j € I igin D N A; = D olur.

i€l,
Buradan D < (1 A; dir. O zaman D = () A; elde edilir.
jeI jeI
(5) = (3). A, > A, > A;> ... M nin A; altmodiillerinin bir azalan zinciri

olsun. O zaman (5) kabuliinden

N 4= N A

i=1,2,... i=1,2,..,n
olacak sekilde bir pozitif n tamsayis1 vardir. Sonug olarak, ¢ > n i¢in A,, = A;
olur. Yani, M nin altmodiillerinin her

A > A, > Ay >

azalan zinciri, sonlu adimda durur. O

Teorem 3.1.4. [|10] Bir M modiilii icin asagidaki ozellikler denktir:

(1). M Noether modiildiir.
(2). A < M olmak iizere A ve M /A Noether modiildiir.

(3). M nin altmodiillerinin her

A, <A <A,
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artan zinciri sonlu adimda durur.

(4). M nin her altmodiilii sonlu iiretilmigtir.
(5). A; < M altmodiillerinin her { A;|i € I} # () kiimesinde,

ZAi = ZAZ- (sonluly C 1)

iel i€l,
olacak sekilde bir sonlu { A;|i € 1,} alt kiimesi vardur.
Ispat: (1) = (2). A nm altmodiillerinin bostan farkli her kiimesi, aym zamanda
M modiiliiniin boyle bir kiimesi oldugu i¢in bu kiimenin bir maksimal elemani
vardir. Buradan A Noether olur.
Simdi v : M — M/A bir doniisiim ve {€;]i € I}, M/A nm altmodiillerinin
bostan farkli bir kiimesi olsun.
lddia: Bger v=1(Q;,), {v~1(Q;)]i € I} kiimesinde maksimalise €2;,, {Q;]i € I}
kiimesinde maksimaldir.
Ispat: Q;, < € olsun. O zaman v (Q;,) < v~ HQ;) dir. v71(Q;,)
maksimalliginden v~1(Q;) < v~1(£;,) oldugu icin v~1(;) = v=1(€Q;,) olur.

Boylece
Q, = I/V_I(Qi) = VI/_I(QiO) = Qz‘o

elde edilir. Bu durum, kabuliimiiz ile ¢eligki olusturur. Sonug olarak, M /A Noether
olur.

(2) = (3). Ay, A5, A,,... M nin altmodiilleri olmak iizere
A, <A, <A <.

M nin altmodiillerinin bir artan zinciri ve yine v : M — M /A bir doniisiim olsun.
F:={4;:=1,2,3,... L, v():={v(4)|i=1,2,3,...} ve

I'a:={4;NAli=123,...} olsun. I' bos olmadigindan, v(I") ve I"4 da bog
degildir. Kabulden v(I")’da bir maksimal eleman v(A4;) ve I'4’da bir maksimal

eleman (A,, N A) vardir. Simdi n := maz(l,m) olsun. O zaman i = 0,1,2,...
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icin v(Ay) =v(4Apti) ve A, NA=A4,,,NA olur
Iddia: Verilen artan zincirin sonlu adimda durmasi i¢in i = 0,1,2,... olmak
tizere A, = A, dir.

Ispat: v(A,) = v(An1;) oldugundan
A+ A=v"w(A,) =v Ww(An) = Apyi + A

ve buradan A, + A = A,+; + A olur. Ayrica kabulden A, N A = A,.;, N A

oldugu icin Modiilarite kuralindan

AnJri = (An+z + A) N An+i = (An + A) N AnJrz' =
An+(ANApyi) =4, +(ANA)=(A+A)NA, = A4,

elde edilir. Boylece verilen artan zincir sonlu adimda durur.

(3) = (1). A, M nin altmodiillerinin bostan farkli bir kiimesi olsun ve A
maksimal eleman i¢ermesin. O zaman her U € A i¢in U $ U’ olacak sekilde
bir U" € A elemam vardir. Her U elemani igin boyle bir sabit U’ elemam segilsin

(Se¢me Aksiyomu). O zaman her U, € A igin

artan zinciri sonsuzdur. Bu durum kabuliimiiz ile ¢eligki olusturur. Dolayisiyla
M nin altmodiillerinin her bostan farkli kiimesinde bir maksimal eleman vardir ve
bdylece M bir Noether modiil olur.

(4) = (5). M nin her altmodiiliniin sonlu iiretilmis oldugunu kabul edelim.
Teorem [2.1.31] geregince Ur < Mp, altmodiilii sonlu iiretilmistir ancak ve ancak

> A; = U olacak sekilde A; < M altmodiillerinin her {A;|i € I} kiimesinde
el
ZAi = U olacak sekilde bir sonlu {A;|i € I,} alt kiimesi vardir. M nin
i€l,
tiim altmodiilleri i¢in bu durum saglandigindan, her bostan farkli {A;|i € I}

kiimesinde,
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A=Y A
iel iely
olacak sekilde bir sonlu {A;|i € I,} alt kiimesi vardur.
(5) = (4). Teorem [2.1.31] geregince ispatin diger kismina dual olarak ilerler.
(1) = (5). (1) kabuliinden ¢ € I olmak tizere her sonlu ¢okluktaki A; < M
altmodiillerin tiim toplamlarinin kiimesinde bir maksimal eleman vardir. Bu

eleman D := Z A; olsun. D nin maksimalliginden, her j € I'i¢in D + A; = D

i€l,
ve buradan Z A; < D olur. Sonug olarak D = Z A; elde edilir.
jeI jel
(5) = (3). A, <A, <A;<... M nin A; altmodiillerinin bir artan zinciri

olsun. O zaman (5) kabuliinden

D A= ) A

1=1,2,... 1=1,2,...,n
olacak sekilde bir pozitif n tamsayis1 vardir. Boylece ¢ > n icin A,, = A; olur.

Yani, M nin altmodiillerinin her
A1§A2§A3§...

artan zinciri sonlu adimda durur. O

Tanmm 3.1.5. [1]] Bir M sag R-modiili,

(1). Teorem teki (3) ozelligini saghyorsa azalan zincir kosullu modiil ve
(2). Teorem teki (3) 6zelligini sagliyorsa artan zincir kosullu modiil

olarak adlandirilir. Buradan agikca bir M modiilii Artin modiildiir ancak ve ancak
M, azalan zincir kogullu bir modiildiir. Benzer sekilde bir M modiilii Noether

modiildiir ancak ve ancak M, artan zincir kosullu bir modiildiir.

Teorem ve Teorem iin (1) < (2) denkliklerinden agagidaki sonug elde

edilir:
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Sonug 3.1.6. [1]] M bir sol R-modiil, K ve N M nin altmodiilleri olmak iizere
0 —K—M-—N—0

sol R-modiillerin bir kisa tam dizisi olsun. O zaman M Artin (Noether) modiildiir
ancak ve ancak K ve N Artin (Noether) modiildiir.
Ispat: (=). M modiilii Artin olsun. Simdi kisa tam dizi tanimindan f ve g,

R-modiil homomorfizmalar1 olmak iizere verilen kisa tam dizisinin,

0L K 9 M

alt dizisini diiglinelim. Kabulden dizi, tam oldugu i¢in

Im(f) = Ker(g)

dir. f homomorfizmasinin tanim kiimesi O (sifir) oldugundan
0 = Im(f) = Ker(g)

dir.  Ker(g) =0 oldugu ig¢in g homomorfizmasi birebirdir. ~ Yani, g bir

monomorfizmadir. Dolayisiyla 1. izomorfizma Teoremi geregince
K/Ker(g) = Im(g)
oldugundan,
K=EK/0=Tm(g) (%)

dir. Im(g) <M oldugu i¢in K modilii, M modiliniin bir altmodiiliine
izomorftur. Kabulden M modiilii Artin oldugundan Teorem in (1) = (2)
kosulu geregince M nin her altmodiilii de Artindir. Buradan Im(g) Artin olur.
Artin modiiller izomorfizma altinda korundugu i¢in (¥ )’dan K modiilii Artin olur.

Simdi v ve h, R-modiil homomorfizmalari olmak {izere verilen kisa tam dizisinin
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alt dizisini diiglinelim. Kabulden dizi, kisa tam dizi oldugu icin
Im(v) = Ker(h)

dir. Burada h, sifir homomorfizmasi oldugu i¢in Ker(h) = N dir. O zaman

Im(v) = N olur. Yani, v bir epimorfizmadir. 1. [zomorfizma Teoreminden
M/Ker(v) 2 Im(v) = N

ve boylece M /Ker(v) = N olur. Kabulden M modiilii Artin oldugu i¢in Teorem
ten M nin her bolim modiilii Artindir. O zaman M /Ker(v) bélim modiili
de Artin olur. Artin modiiller izomorfizma altinda korundugu i¢in N modiilii de
Artin olur.

(«<). K ve N Artin modiiller olsun. Simdi M modiiliniin Artin oldugunu
gosterecegiz. Bunun icin kabulde verilen kisa tam diziyi; ispatin diger kisminda

kabul edilen f, g, v ve h homomorfizmalart ile diistinelim:
f g v h
0=>K=>M-—=>N=0

Ispatin diger kisminda gosterildigi gibi g bir monomorfizma ve v bir

epimorfizmadir. Buradan agikca K < M ve M /K = N olarak kabul edebiliriz.
Ly >Ly>...>2 L, > ... (®)
M nin altmodiillerinin bir azalan zinciri olsun. Buradan
Ih+K>Ly+K>...>2L,+K > ...

M /K nm altmodiillerinin bir azalan zinciri olur. Varsayimdan N modiilii Artin
ve M/K = N oldugu i¢in izomorfizma 6zelligi geregince M /K boliim modiili

Artin olur. O zaman
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L+ K=Lp;+K (1=1,2,3,...)

olacak sekilde bir pozitif m tamsayis1 vardir. Ayrica¢ = 1,2,3,... olmak lizere

L; N K < K oldugu icin
LiNK>LyNnK>...2L,NK>...
K nin altmodiillerinin bir azalan zinciridir. Kabulden K modiilii Artin oldugundan
L,NnK=L,;,NnK (i=1,2,3,...)
olacak sekilde bir pozitif n tamsayis: vardir.
(LinK)<(L;+K) (:=1,23,...)

oldugu icin n > m dir. Varsayimdan (#) zincirinde her i = 1,2,3,... i¢in

L, > L,; dir ve Modiilarite kuralindan

Lyn=L,N(Ly+K)=Ly,N(Lpyi +K)

dir. Yani ¢ = 1,2,3,... igin L, = Lyy; olur. Sonu¢ olarak M nin
altmodiillerinden olusan (#) azalan zinciri n. adimda durur. Bdylece Teorem
tin (3) = (1) kosulu geregince M modiilii Artin olur. Ayni ispat, Noether

modiiller i¢in benzer sekilde yapilir. O

Onerme 3.1.7. [4] Herhangi bir pozitif n tamsayisi icin R-modiillerinin bir

n
@ M; direk toplami Noether (Artin) dir ancak ve ancak her M; Noether (Artin)
=1
dir.
n n
Ispat: (=). @MZ direk toplami Noether olsun. Her M; modiilii, @MZ

i=1 i=1
direk toplamiin bir altmodiiliine izomorftur. Teorem [3.1.4] geregince Noether
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modiillerin her altmodiilii de Noether oldugu i¢in her bir M; modiilii Noether olur.

(«<).i=1,2,...,n olmak iizere her M; modiilii Noether olsun. Ayni zamanda
m

1 < m < n olacak sekilde her pozitif m tamsayist i¢in @ M; direk toplami
i=1

Noether olsun (Ttiimevarim Yontemi). Simdi m = n — 1 i¢in

-1
O—>Mn—>éMi—>neaMi—>0

i=1 i=1
n—1

kisa tam dizisini diisiinelim. Kabulden R-modiillerinin EB M; direk toplam ve
i=1

n
M,, modiilii Noether oldugundan, Sonug [3.1.6| geregince R-modiillerinin @ M;
i=1
direk toplami Noether olur. Aymi ispat, benzer sekilde Artin modiiller icin de

yapilir. O

Sonug 3.1.8. [10] Bir M modiilii icin asagidaki ozellikler vardir:

(1). M modiilii, Artin altmodiillerinin bir sonlu toplamu ise M Artin modiildiir.
(2). M modiilii, Noether altmodiillerinin bir sonlu toplami ise M Noether
modiildiir.

Ispat: (1). (i = 1,2,...,n) olmak iizere A; < M ve her A; altmodiilii Artin
olsun. Ispat1, n iizerinde tiimevarim ile yapacagiz:

n = 1 ic¢in iddia agiktir. n — 1 i¢in iddia gecerli olsun. Simdi her ¢ icin A;

altmodiilleri Artin olmak iizere

oldugunu kabul edelim. O zaman

n—1
=1

toplam1 Artindir. 2. izomorfizma Teoreminden,
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M/A, = (L+ Ay)/An 2 L/L O Ay,

dir. Teorem geregince L Artin ise L/L N A,, de Artindir. Bu 6zellikler
izomorfizma altinda korundugu i¢in M /A, bolim modiilii Artin olur. Aym
zamanda kabulden A,, altmodiiliiniin Artin oldugunu biliyoruz. Sonug¢ olarak
Ap, < M ve M/A, Artin oldugu i¢in, Teorem in (2) = (1) kosulu
geregince M bir Artin modiil olur.

(2). (1) ispatinin duali olup Teorem yerine Teorem kullanilir. O

Teorem 3.1.9. [10] Bir M modiilii icin asagidaki dzellikler denktir:

(1). M Artin ve Noether modiildiir.

(2). M modiilii sonlu uzunlukludur.

Ispat: (1) = (2). M modiilii Noether oldugu icin Teorem ten M nin her
altmodiilii de Noetherdir. Oyleyse M nin sifirdan farkli her A altmodiiliinde bir
maksimal A’ altmodiilii vardir. Her boyle A i¢in bir sabit A" altmodiilii se¢ilsin. O

zaman
! I n
M>M>M'>M">...

azalan zincirini diigiinelim. Kabulden M modiilii Artin oldugu i¢in bu zincir, sonlu
adimda durmak zorundadir. Bdylece bu zincir M modiiliiniin bir kompozisyon
serisi olur. Tamm [2.1.38] den M modiiliiniin uzunlugu kompozisyon serisinin
uzunluguna esittir. Kompozisyon serisinin uzunlugu da sonlu oldugu icin M
modiilii sonlu uzunlukludur.

(2) = (1). Ai=A, <A, <A, <..., M nin altmodiillerinin bir artan zinciri
ve [, M modiiliiniin uzunlugu olsun. (! =M nin kompozisyon serisinin uzunlugu)
Iddia: A zincirinde en fazla (I + 1) farkli A; vardir.

Ispat: Simdi (I + 1) den biiyiik olacak sekilde farkl1 A; ler oldugunu kabul edelim.

O zaman
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Ail é AZ2 é § Ail-{»z

formunda A nin bir alt zinciri vardir. Kabulden M modiilii sonlu uzunluklu oldugu
icin Lemma [2.1.39] geregince bu alt zincir bir kompozisyon serisine inceltilebilir.
Sonug olarak M modiiliiniin uzunlugu > [ 4 1 olur. Fakat bu durum kabuliimiiz
olan M modiiliiniin [ uzunlugu ile celigki olusturur. O halde A zinciri, M
modiiliiniin [ uzunlugu icin en fazla [ + 1 farkli A; igerir. Boylece M modiiliintin
artan zinciri sonlu adimda durur. Sonug olarak M modiiliiniin her sonlu uzunlugu
icin bu durum saglandigindan M Noether bir modiil olur. Benzer sekilde M nin

Artin modiil oldugu gosterilir. a

Sonug[3.1.6 ve Teorem [3.1.9]dan asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 3.1.10. [4] M, M; ve M, sifirdan farkli R-modiiller olmak {izere
0O0—>M - M — My —0

R-modiil homomorfizmalarinin bir kisa tam dizisi olsun. O zaman M modiiliiniin
bir kompozisyon serisi vardir ancak ve ancak M; ve My modiillerinin bir
kompozisyon serisi vardir.

Ispat: (= ). M modiiliiniin bir kompozisyon serisinin var oldugunu kabul edelim.
O zaman Tanlm in (4) ozelligi geregince, M modiilii sonlu uzunlukludur.
Oyleyse Teorem dan agikca, M modiilii hem Artin hem de Noether olur. O
halde Sonug geregince, M; ve My modiilleri hem Artin hem de Noether
olarak elde edilir. Boylece, Teorem @] dan M; ve M5 modilleri sonlu
uzunluklu olur ve sonug olarak Tanim [2.1.38] geregince, sifirdan farkli olan Ay
ve My modiillerinin bir kompozisyon serisi vardir.

(«<=). Yukaridaki ispatin dualidir. O
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3.2. Artin ve Noether Modiillerin Endomorfizmalari

M = Mg bir modiil ve ¢, M modiiliiniin bir endomorfizmasi yani, ¢ : M — M
bir homomorfizma olsun. O zaman n € Z™ olmak iizere ¢", aym zamanda M

modiiliiniin bir endomorfizmasidir ve

Im(p)> Im(p?)>Im(p?)> ... (m)
Ker(p)< Ker(p?)< Ker(p*)< ... (%)

dir. M modiilii Artin oldugu durumda (M) zinciri, sonlu adimda durur ve M nin
Noether oldugu durumda (¥ ) zinciri, sonlu adimda durur. Bu durumda agagidaki

sonugclar verilebilir:

Teorem 3.2.1. [10] ¢, M modiiliiniin bir endomorfizmasi olsun. Bu durumda

1
2

M Artinise ng € Z" ve hern > ng icin M = Im(¢") 4+ Ker(p™) dir.
M Artin ve @ bir monomorfizma ise @ bir otomorfizmadir.

3
4

(1),
2).
(3). M Noether ise ng € Z* ve hern > ng i¢in 0 = Im(¢") N Ker (™) dir
(4). M Noether ve ¢ bir epimorfizma ise @ bir otomorfizmadur.

Ispat: (1). M bir Artin modiil olsun. O halde yukarida verilen (M) azalan zincir
kosulundan, n > ng i¢in Im(¢™) = Im(y™) olacak sekilde bir ng € Z* vardir.
O zaman n > ng i¢in Im(p") = Im(¢?") dir. Simdi 2 € M olsun. Buradan
" (x) € Im(p?) = Im(e?*) dir. Boylece ¢"(z) = ©**(y) olacak
sekilde bir y € M vardir. O halde ¢"(x — ¢"(y)) = 0 olur. Buradan
k:=x—¢"(y) € Ker(p™) dir. Boylece = = ¢"(y) + k € Im(p") + Ker(p™)
olur. Oyleyse M < Im(¢") + Ker(¢") dir. Tersi agiktir.  Yani,
Im(¢™) + Ker(¢™) < M dir. Sonug¢ olarak M = Im(p") + Ker(¢")
elde edilir.

(2). ¢ bir monomorfizma ise, acik¢a her n € Z* icin ¢" de bir monomorfizmadir.

Yani, Ker(¢") = 0 dir. O zaman (1)’den M = Im(¢"™) dir. Boylece
Im(p™) < Im(¢) oldugundan M = Im(p) elde edilir O halde ¢ bir
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epimorfizmadir. Sonug olarak ¢ bir otomorfizma olur.

(3). Kabulden M bir Noether modiil oldugundan yukarida verilen (%) artan
zincir kosulu geregince, n > ng icin Ker(¢™) = Ker(¢™) olmak iizere bir
nog € Z7% vardir. O halde n > ng i¢in Ker(¢") = Ker(¢?") olur. Simdi
x € Im(¢") N Ker(¢™) olsun. O zaman = = ¢"(y) olacak sekilde bir y € M
vardir ve 0 = ¢"(x) = p?"(y) dir. Boylece y € Ker(¢?") = Ker(¢™) olur.
Buradan z = ¢"(y) =0 dir. Sonug olarak Im(¢™) N Ker(¢™) = 0 elde edilir.
(4). Kabulden ¢ bir epimorfizma oldufundan her n € Z* igin " de bir
epimorfizmadir. Yani, Im(¢") = M dir. (3)’ten Ker(¢™) = 0 olur
Boylece Ker(p) < Ker(¢™) oldugu i¢cin Ker(p) = 0 dir. O halde ¢ bir

monomorfizmadir. Sonug olarak, ¢ bir otomorfizma olur. O

Sonu¢ 3.2.2. [10] M, sonlu uzunluklu bir modil ve ¢, M nin bir
endomorfizmasi olsun. O zaman

(1). ng € Z* ve hern > ng igin M = Im(¢") P Ker(¢") dir.

(2). ¢ bir otomorfizmadir ancak ve ancak ¢ bir epimorfizmadir ancak ve ancak

@ bir monomorfizmadir.

Ispat: (1). M sonlu uzunluklu bir modiil oldugu icin Teoremun (2) = (1)
kosulu geregince, M hem Artin hem de Noetherdir. O zaman ng pozitif tamsayisi
icin, Teorem in (1) ve (3) ozelliginde verilen ng sayilarinin en
bliyligiinii alalim. Buradan n > ng icin M modiiliiniin Artin olmasindan
M = Im(p")+ Ker(¢™) ve M nin Noether olmasindan Im(¢"™)NKer(¢™) =0
elde edilir. Sonug olarak, M = Im(p") @ Ker(¢™) olur.

(2). M sonlu uzunluklu bir modiil oldugu i¢in hem Artin hem de Noetherdir. O
zaman Teorem in (2) ve (4) kosullar geregince ¢ nin monomorfizma ve

epimorfizma oOzelliklerinden herhangi birini saglamasi, digerlerini de iki yonlii
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gerektirir. O

3.3. Yaribasit Modiiller Uzerindeki Zincir Kosullar:

Bu boliimde konu ile ilgili olan bazi tanmimlar verilip, gerekli 6zelliklerin bazilart

ispatsiz olarak ifade edilecektir.

Onerme 3.3.1. [1, Proposition 6.12] (Mj,...,M,) R-modiillerinin sonlu bir

ailesi olsun. O zaman

=1 =1 =1
dir.

Onerme 3.3.2. [1, Proposition 9.4] M bir yaribasit sol R-modiil ve (T,)acA »

M nin basit altmodiillerinin bir dizisi olmak iizere

M:@n

acA
olsun.

oKL MLN-0 ()

R-modiillerinin bir kisa tam dizisi ise; (&) kisa tam dizisi pargalanabilir (split),
K ve N modiilleri yaribasittir. Buna bagl olarak, B C A olmak iizere bir B alt

kiimesi ve

N%@Tg ve Kg@Ta

BEB acA\B

izomorfizmalar1 vardir.

Daha 6nceden sonlu iiretilmis ve sonlu esiiretilmis modiil tanimlar1 Bolim [2[de
verilmisti. Fakat {iretilmis modiiller ve esiiretilmis modiiller ile ilgili olarak

asagidaki alternatif tanimlara ihtiyacimiz olacaktir:
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Tamm 3.3.3. [1]] M bir sol R-modiil ve I/ sol R-modiillerin bir sinifi olsun.

U da bir (sonlu) indislenmis (U, )aca kiimesi var ve
@ Uy— M —0
a€A
bir epimorfizma ise, o zaman M modiiliine U ile (sonlu) iiretilmistir ya da U,

M yi (sonlu) iiretir denir.

Tanmm 3.3.4. [1] M bir sol R-modiill ve U sol R-modiillerin bir sinifi olsun.

U da bir (sonlu) indislenmis (U, )qca kiimesi var ve

00— M — HUO‘
acA

bir monomorfizma ise, o zaman M ye U ile (sonlu) esiiretilmistir yada U, M

vi (sonlu) esiiretir denir.

Sonlu esiiretilmis modiiliin yukaridaki tanimina dayali olarak da asagidaki

Oonermeye ihtiyacimiz olacaktir:

Onerme 3.3.5. [1, Proposition 10.2] M bir sol R-modiil olsun. A modiilii i¢in
agagidaki ozellikler denktir:
(1). M modiili sonlu esiiretilmistir.

(2). Ny Kerfo =0 olmak iizere her
fa M —U, (acA)

kiimesi igin, (), Kerf, =0 olacak sekilde bir sonlu F' C A kiimesi vardir.

(3). Her (Uy)aca indis kiimesi ve
0— M —[[4Ua

monomorfizmasi i¢in, bir sonlu F' C A kiimesi ve bir
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0— M —][pUs

monomorfizmasi vardir.

Onerme 3.3.6. [1]] Bir yaribasit M modiilii i¢in asagidaki 6zellikler denktir:

(1). M modiilii sonlu egiiretilmistir.

(2). (i=1,2,...,n) igin T; ler basit modiiller olmak iizere
M=T1oT,&...0T, dir.

(3). M modiilii sonlu tiretilmistir.

Ispat: (1) = (2). M modiilii sonlu esiiretilmis olsun. O zaman Tanim ten
acikca, M modiilii basit modiillerin bir ¢arpiminin i¢ine gomiilebilir. Buradan
Onerme m (1) = (3) kosulu geregince M modiilii, sonlu ¢okluktaki
basit modiillerin bir ¢arpimi icine gomiilebilir. Yani; bu sonlu ¢okluktaki basit

modiillerin carpimini [[; 7, olarak kabul edersek, o zaman bir
0— M —][pTa

monomorfizmasi vardir. Ayn1 zamanda Onerme geregince

HF Ua = @F Ta
saglanir. Bu durumda
0— M —P,T.

monomorfizmasinin varligindan soz edebiliriz. Boylece, Onerme den

B C F olmak lizere M = @QGBTQ ve sonug olarak ¢ = 1,2,...,n icin

n
M = @ T; saglanir.
i=1

(2) = (3). i=1,2,...,n i¢in T; ler basit modiil olmak iizere

M:Tl@TQ@...@Tn
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oldugunu kabul edelim. Buradan agik¢a, M modiilii bir sonlu baz (taban) kiimesine
sahiptir. Sonug olarak, [1, Proposition 10.1 (e¢) = (a)] geregince M bir sonlu
iiretilmis modiil olur.

(3) = (1). M modiiliiniin sonlu iiretilmis oldugunu kabul edelim. Kabulden M
modiilii yaribasit oldugu icin, tanim geregince M basit altmodiilleri tarafindan
tiretilir. O zaman (3) kabuliimiiz geregince M modiilii, basit altmodiillerinin bir
sonlu {71,T5,...,T,} kiimesi tarafindan iiretilir. Simdi (1) 6zelligini ispatlamak
icin, m tamsayist lizerinde tiimevarim uygulayalim. O zaman n =1 ise

M = T} basit modiildiir ve buradan acik¢a, M modiilii sonlu esiiretilmis olur. O
halde n > 1 ve n den daha kiiciik sayida basit modiiller tarafindan iiretilen
herhangi bir modiiliin sonlu esiiretilmis oldugunu kabul edelim. Simdi (A =0
olacak sekilde A, M nin altmodiillerinin bir kiimesi olsun. Buradan bir L € A

icin T, N L = 0 olur. Oyleyse sonlu iiretilmis modiillerle ilgili verilen Tanim

[3.3.3] geregince bir

n
0—>L—>@n—>M—>o
=1

kisa tam dizisi vardir. Kabulden M = éTZ modiilii yaribasit oldugu ig¢in
Onerme geregince, L altmodiilii yarll;:slittir. Ayrica T,, "L = 0 oldugu
icin, yine Onerme den her S; (i = 1,2,...,m) basit modiil ve . m < n
olmak iizere L = S; @ So @ --- @ S,, dir. Oyleyse m < n oldugu icin
timevarim kabuliimiizden, L altmodiilii sonlu egiiretilmis olur. Simdi

A ={NnNnL|N e A}, NA = 0 olacak sekilde L nin altmodiillerinin

bir kiimesi olsun. O zaman L sonlu esiiretilmis oldugundan, bir sonlu

{N1,..., N} C A kiimesi i¢in

O=(LNN)N(LNNy)N...N(LNNg)=LNNNNaN...NNg
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dir. Boylece (1A = 0 olacak sekilde M nin altmodiillerinin bir A kiimesinde,
LN NiNNyN...N N =0 olacak sekilde bir sonlu {L, N1, Na,..., Ny} C A
alt kiimesi vardir ve agik¢a bu durum, M nin altmodiillerinin her A kiimesi i¢in
saglanir. Sonug olarak, tanim geregince M modiilii sonlu esiiretilmis olarak elde

edilir. O

Simdi sonraki boliimde de kullanacagimiz Artin ve Noether modiillerin bir

ozelligini kanitlayalim. Bunun i¢in 6nce asagidaki tanima ihtiyacimiz vardir:

Tanmm 3.3.7. [10] M bir sag R-modiil olsun. O zaman

(a). M modilu direk parcalanabilir (directly decomposable) olarak adlandirilir
> M = 0 veya M modiliiniin 0 ve kendisinden bagka bir direk toplanani
vardir.

(b). M modiilii direk parcalanamaz (directly indecomposable) olarak adlandirilir

< M # 0 ve M modiiliiniin 0 ve kendisinden bagka bir direk toplanani yoktur.

Onerme 3.3.8. [I]| M, direk toplananlar: iizerinde artan ya da azalan zincir
kosuluna sahip (yani, M modiilii Noether ya da Artin) stfirdan farkli bir modiil
olsun. O zaman M modiilii, direk parcalanamayan altmodiillerinin bir sonlu
kiimesinin direk toplamidir. Yani 1 = 1,2,...,n olmak iizere M nin direk

parcalanamayan M; altmodiilleri icin
bicimindedir.

Ispat: M direk parcalanamayan altmodiillerinin bir sonlu direk toplami olmayan,
sifirdan farkli bir modiil olsun. Her boyle M modiilii icin M’ ve N’, M nin
kendisinden farkli altmodiilleri ve ayrica M’ direk parcalanamayan altmodiillerinin

sonlu direk toplami olmayacak sekilde bir

M=N &M (m)
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direk toplami se¢ilsin. O zaman
M=N&M, M' =N"& M’
(M) direk toplamlarinin bir dizisidir. Buradan M nin direk toplananlarinin
N sNaeN's... ve MzMzM'z...

sonsuz zincirleri vardir. Simdi eger kabulden M modiilii Noether ise, o zaman

Teorem3.1.4]iin (1) = (3) kosulu geregince M, altmodiillerinin
NSNaoN'S...

artan sonsuz zinciri ile ¢eligki olusturur. Ya da kabulden M modiilii Artin ise, o

zaman Teorem [3.1.3iin (1) = (3) kosulu geregince M, altmodiillerinin
MzMzM' % ...

azalan sonsuz zinciri celigki olusturur. Sonug olarak sifirdan farkli bir M modiilii
Noether ya da Artin ise, direk parcalanamayan altmodiillerinin bir sonlu direk

toplamudir. a

Onerme 3.3.9. [ 1] Her bir M modiilii i¢cin asagidaki ézellikler denktir:
a). Rad(M) =0 ve M modiilii Artindir.
b

(
(b). Rad(M) =0 ve M modiilii sonlu egsiiretilmistir.
(c

(
(

)
). M modiilii yaribasit ve sonlu iiretilmigtir.
d

)
e)

. M modiilii yartbasit ve Noetherdir.

M modiilii, basit altmodiillerinin bir sonlu kiimesinin direk toplanudir.

Onerme un ispat1 oncesinde, asagida verilecek olan 6nermeye ihtiyac vardir:

Onerme 3.3.10. [1| Proposition 9.16] M bir sol R-modiil olsun. O zaman
Rad(M) = 0 dir ancak ve ancak M modiilii, basit modiillerin sinifi tarafindan

esiiretilmistir. Ayrica, M modiilii yaribasitise Rad(M) =0 dir.
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Simdi Onerme un ispatin1 verebiliriz:

Teoremun Ispati: (a) = (b). Rad(M) =0 ve M modiilii Artin olsun. O
zaman Teorem [3.1.3]iin (1) = (4) kosulu geregince, M modiiliiniin tim bsliim
modiilleri sonlu egiiretilmistir. A¢ik¢a 0, M nin bir altmodiilii ve M /0, M nin
bir boliim modiiliidiir. O halde M /0 sonlu esiiretilmistir. A//0 = M oldugu i¢in
M modiilii sonlu esiiretilmisgtir.

(d) = (c¢). M modiilii yaribasit ve Noether olsun. M/ modiilii Noether oldugu igin
Teorem ten, M nin tiim altmodiilleri sonlu iretilmigtir. Ayn1 zamanda M,
kendisinin bir altmodiilii oldugu i¢in sonlu iiretilmisgtir.

(b) = (e). Rad(M) =0 ve M modiilii sonlu egiiretilmis olsun. Rad(M) = 0
oldugu i¢in Onerme dan M, basit modillerin (U,)4 smifi tarafindan
esiiretilmigstir. Ayn1 zamanda kabulden M modiili sonlu esiiretilmis oldugu igin
F C A olmak iizere M modiilii, basit modiillerin bir sonlu (U,)p smifi tarafindan

esiiretilmistir. O zaman Onerme in (1) = (3) kosulu geregince
0— M —][pUs

monomorfizmasi vardir. Dolayisiyla A modiili, sonlu [[; U, carpiminin bir
altmodiiliine izomorftur. Onerme sonlu [[U, carpiminin, bir sonlu
direk toplam olmasini gerektirir. U, modiilleri basit oldugu i¢in tanim geregince,

[[pUa =@ r U, yanbasittir. $imdi B C F olmak iizere
0— M —PpUs — PgU, —0

kisa tam dizisini diigiinelim. @ U, yaribasit oldugu i¢in Onerme den M
modiilii yaribasittir. O halde M modiilii sonlu esiiretilmis ve yaribasit oldugu icin,
Onermemn (1) = (2) kosulu geregince (e) 6zelligi saglanmis olur.

(¢) = (e). M modiilii yaribasit ve sonlu iiretilmis olsun. Onerme nin
(3) = (2) kosulu geregince (e) 6zelligi saglanr.

(e) = (c). Agiktir.
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(e) = (a) ve (e) = (d). M modiili, basit altmodiillerinin bir sonlu kiimesinin
direk toplamu1 olsun. O halde M modiilii tamimdan yaribasit olur. Onerme
geregince, M modiilii yaribasit ise Rad(M) = 0 dir. Bir basit modiiliin 0
ve kendisinden bagka altmodiilii olmadig1 icin, altmodiillerinin hem azalan hem
de artan zinciri sonlu bir adimda durur. Dolayisiyla basit modiiller, Teorem
ve Teorem geregince hem Artin hem de Noetherdir. Oyleyse M
modiilii, hem Artin hem de Noether olan altmodiillerinin bir direk toplami olur.

Sonug olarak Onerme geregince, M modiilii hem Artin hem de Noetherdir. O

Onerme dan asagidaki sonug elde edilir:
Sonuc 3.3.11. [1]] Bir yaribasit M modiilii icin asagidaki ozellikler denktir:

(a). M Artindir.

(b). M Noetherdir.

(¢). M sonlu iiretilmigtir.
(

d). M sonlu egiiretilmigtir.

3.4. Artin ve Noether Modiillerin Karakterizasyonu

Bu boliimde sonlu iiretilmis modiil ve sonlu esiiretilmis modiil kavramlarini,
Artin ve Noether modiillerin karaterizasyonu i¢in kullanacagiz. Bunu yaparken
socle ve radikal kavramlarinin, Artin ve Noether modiiller iizerindeki rollerini

inceleyecegiz:

Teorem 3.4.1. [[10] M, sonlu iiretilmis bir sag R-modiil olsun. O zaman M nin
her 0z altmodiilii, M nin bir maksimal altmodiiliinde icerilir.

Ispat: M, sonlu iiretilmis bir sag R-modiil olsun. O zaman M modiiliiniin
sonlu elemanl bir iireten sistemi vardir. Buradan {mq,ma, ..., m;} kiimesi, M
modiiliiniin bir tireten sistemi ve A, M nin bir 6z altmodiili (A < M) olsun.

Simdi M nin, A y1iceren 6z altmodiillerinden olugan bir ¢ kiimesini
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®:={B|A<B<M

olarak tanimlayalim. Acikca, A € ¢ olduguicin ¢ kiimesi bogtan farklidir. Ayni
zamanda ® kiimesi, kapsama altinda siralidir. Zorn Lemmay1 uygulayabilmek
icin her tam swrali I' C & alt kiimesinin, @ de bir iist sinira sahip oldugunu

gostermemiz gerekir. Bunun icin

C = UB

Ber

tanimlayalim. O zaman ¢ kiimesinin tanimindan A < C' olur. Simdi C' = M
oldugunu kabul edelim. O halde M modiilii sonlu iiretilmis oldugu icin C' de
oyledir. Yani, {mi,mo,...,m;} C C olmak iizere {my, mo,...,m;} kiimesi,
C nin de bir iireten sistemidir. Oyleyse C, tamm geregince tam sirali oldugu
icin  {my,mq,...,m;} C B olacak sekilde bir B € I' vardir. Boylece
B = M elde edilir. Bu durum da bastaki B 5 M kabulii ile ¢eligki olusturur.
O halde C £ M dir. Buradan C € & olur. Boylece ® nin her tam sirali T’
alt kiimesi i¢in, @ kiimesinde bir C iist sinir1 vardir. Sonug olarak Zorn Lemma
geregince, ® kiimesinin bir maksimal D elemani vardir. O halde geriye sadece
D nin, M modiilii i¢in de maksimal oldugunu gostermek kalir. Simdi bunun icin
D < L £ Mp oldugunu kabul edelim. O zaman L € & olur. Fakat kabulden D,
® kiimesinin maksimal eleman1 oldugu icin celigki elde ederiz. Béylece D = L

olur. Sonug olarak D, M nin bir maksimal altmodiiliidiir. O

Buradan su sonucu c¢ikarabiliriz: Eger M # 0 olmak lizere M sonlu iiretilmis
bir modiil ise; yukaridaki ispatta A = 0 alindiginda & kiimesi, M nin tiim
0z altmodiillerini icerir. Buradan yine Zorn Lemmay1 uygularsak, M nin bir

maksimal altmodiilii oldugu sonucuna ulagiriz [Lemma [2.1.30].
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Teorem 3.4.2. [10] M bir sag R-modiil olsun. M modiilii sonlu iiretilmis ise
Rad(M), M de small (Rad(M) < M) dur. Ozel durum olarak,
Rad(RR) < Rpg dir.

Ispat: M = Mg ve M modiiliiniin sonlu iiretilmis oldugunu kabul edelim. Simdi
Rad(M)+C =M ve C £ M

olsun. O zaman kabulden M sonlu iiretilmis oldugu i¢in Teorem den C
altmodiili, B < M olacak sekilde M modiiliiniin bir B maksimal altmodiiliinde
icerilir. Tanim geregince Rad(M), M nin tiim maksimal altmodiillerinin
arakesiti oldugu i¢cin Rad(M) < B dir. Boylece

M = Rad(M)+C < B

elde edilir. Fakat bu durum B < M kabulii ile ¢eligki olusturur. Sonug olarak
Rad(M)+ C =M i¢in C = M dir. Yani, Rad(M) < M olur. O

Teorem 3.4.3. [10]] M bir sag R-modiil olsun. M modiilii sonlu iiretilmigtir ancak
ve ancak

(a). Rad(M), M modiiliinde small (Rad(M) < M) dur ve

(b). M/Rad(M) sonlu iiretilmigtir.

Ispat: (=). M modiilii sonlu iiretilmis olsun. O zaman Teorem geregince
Rad(M) < M dir. O halde geriye sadece M/Rad(M) nin sonlu iiretilmis
oldugunu gostermek kalir. Agikca, M den M /Rad(M) ye bir dogal epimorfizma
vardir. Kabulden M modiilii sonlu iiretilmis oldugu i¢in, M nin epimorf goriintiisii
de sonlu iiretilmis olur. Oyleyse M/Rad(M) sonlu iiretilmistir.

(«<). M modiilii i¢in (@) ve (b) nin saglandigini kabul edelim. M /Rad(M ) sonlu
tiretilmis oldugundan, Tanim geregince M /Rad(M) nin bir sonlu iireten

sistemi vardir. Simdi
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{&|%; = x; + Rad(M), i =1,2,...,n}

kiimesi, M /Rad(M) nin iireten sistemi olsun. O zaman
1R+ xR+ ...+ z,R+ Rad(M) =M

dir. Ayn1 zamanda (a) kabuliinden Rad(M) < M oldugunu biliyoruz. O halde
r1R+ xR+ ...+ xpR+ Rad(M) =M igin

1 R+xR+...+x,R=M

elde edilir. Buradan

{zili=1,2,...,n}

kiimesi, M modiiliiniin sonlu iireten sistemi olur. Sonug olarak M, Tanim

geregince bir sonlu iiretilmis modiildiir. O

Sonuc¢ 3.4.4. [10] M bir sag R-modiil olsun. M modiilii Noetherdir ancak ve
ancak M nin her U altmodiilii icin

(a). Rad(U) < U ve

(b). U/Rad(U) sonlu iiretilmistir.
Ispat: (=). M modiilii Noether olsun. O zaman Teoremiin (1) = (4)
kosulu geregince, M nin her altmodiilii sonlu iiretilmistir. Oyleyse her U < M

i¢in U sonlu tiretilmis olur. Teorem [3.4.3|ten,
Rad(U) < U ve U/Rad(U) sonlu iiretilmisgtir.

(<).Her U < M igin (a) ve (b) saglansin. O zaman Teorem geregince her
U altmodiilii sonlu iiretilmis olur. Boylece Teorem in (4) = (1) kosulu

geregince M modiilii Noetherdir. O

Simdi Artin modiiller tizerindeki karakterizasyonu inceleyelim:
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Teorem 3.4.5. [10] Sifirdan farkli bir sag R-modiil M icin asagidaki ozellikler
denktir:
(1). M sonlu egiiretilmigtir.
(2).  (a). Soc(M), M modiiliinde essential (Soc(M) <. M) ve
(b). Soc(M) sonlu esiiretilmistir.
(3). Q; ler bir basit R-modiiliin bir injektif hull’u olmak iizere, M
modiiliiniin bir I (M) injektif hull’u icin

IM)=Q1®...0Qn

dir.

Ispat icin asagidaki iki 6nermeye ihtiyacimiz olacaktur:

Onerme 3.4.6. [1}, Proposition 5.16] M bir modill, K < N < M ve H< M
olsun. O zaman
(1). K, M de essential (K <., M) dir ancak ve ancak K, N de essential
(K <¢ N) ve N, M deessential (N <. M) dur.
(2). HN K <. M dir ancak ve ancak H <, M ve K <, M dir.

Onerme 3.4.7. [1, Proposition 9.19] M = @ M, olmak iizere (My)acAas

a€cA
M nin altmodiillerinin bir indislenmis kiimesi olsun. O zaman

Soc(M) = @ Soc(M,)  ve  Rad(M) = P Rad(M.,)
acA acA

dir.

Teorem in Ispati: (1) = (2). M modiilii sonlu esiiretilmis olsun.
(a). Simdi K < M altmodiilii i¢in

Soc(M)NK =0
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oldugunu kabul edelim. Socle tanimindan, Soc(M) nin M deki tiim essential
altmodiillerin arakesiti oldugunu biliyoruz. O zaman kabulden M modiilii sonlu

esiiretilmis oldugu i¢in
LinLyn..NL,NK =0

olacak sekilde M nin sonlu L1, Lo, ..., L, essential altmodiilleri vardir. Buradan
Onerme (2) ozelligi geregince ¢ = 1,2,...,n olmak iizere M nin L;
essential altmodiillerinin L1 N LoN...N L, sonlu arakesiti de M nin bir essential
altmodiilii olur. O halde essential altmodiil tanim1 gere8ince,

(LiNnLyN...NL,)NK =0 iken K =0 olmalhdir. Bu durum agik¢a, M nin

herhangi bir K altmodiilii i¢in saglanir. Sonug olarak her K < M altmodiilii i¢in
Soc(M)NK =0 iken K=0

elde edildiginden, essential altmodiil tanim1 geregince Soc(M) <. M olur.

(b). Acik bir sekilde, sonlu esiiretilmis bir modiiliin her altmodiilii de sonlu
esiiretilmis olur. Oyleyse kabulden M modiilii sonlu esiiretilmis oldugu icin,
Soc(M) de sonlu esiiretilmistir.

(2) = (1). M modilii igin (a) ve (b) ozelliklerinin saglandigini kabul edelim.
Simdi mAi = 0 olacak sekilde M nin altmodiillerinin bir

icl

A:={A;|iel}
kiimesini alalim. O zaman Soc(4;) < A; oldugu igin

ﬂSoc(Ai) =0
i€l
olur. Ayrica, her ¢ € I icin A; < M oldugundan Soc(A;) < Soc(M) dir. O

halde (b) kabuliinden Soc(M ) sonlu esiiretilmis oldugundan,
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ﬂSoc(Ai) =0 icin ﬂ Soc(A4;) =0
il i€lp
olacak sekilde bir sonlu Iy C [ alt kiimesi vardir. Socle tanim1 geregince, her

A < M altmodiilii i¢in,
Soc(A) = AN Soc(M)

dir. Boylece

0= (") Soc(A;) = () (Ai N Soc(M)) = ( N Ai> N Soc(M)

i€lp i€lp i€ly

elde edilir. (a) kabuliinden Soc(M), M de essential altmodiil oldugu igin

0= ( ﬂAZ> NSoc(M)  iken ﬂAi =0

i€lp 1€lp

olmalidir. Oyleyse A kiimesinde, ﬂ A; =0 olacak sekilde bir sonlu
i€l
{4; |i € Iy} alt kiimesi vardir. Bu durum M nin altmodiillerinin ayn1 6zellige

sahip her A kiimesi i¢in saglanir. Sonug olarak, tanimdan M bir sonlu esiiretilmig
modiil olur.

(2) = (3). Soc(M) <. M ve Soc(M) sonlu esiiretilmis olsun. Ayn1 zamanda
I(M) nin, M < I(M) olmak iizere M modiiliiniin bir injektif hull’u oldugunu
kabul edelim. O zaman bastaki kabulden M # 0 ve (a) kabulimiizden
Soc(M) <. M oldugu i¢in Soc(M) # 0 olur. Simdi F; ler basit R-modiiller

olmak iizere
Soc(M)=E1®E,&...® E, (o)

ve @Q; < I(M) olacak sekilde @;, F; nin injektif hull’u olsun. O zaman (e)

kabuliinden acikga,



52

Soc(M)=E1®E:®.. dE, =F1+Ey+...+ E,

saglanir. Yine kabulden her @);, bir E; nin injektif hull’u oldugu i¢in F; <., Q;
dir. O halde Lemma [2.1.53|geregince

n n
>_Qi=Pa
i=1 i=1
dir ve bu toplamlar agik bir sekilde 7(M) de igerildigi igin

Soc(M) < @Qi
i=1

olur. Injektif modiillerin sonlu direk toplami yine injektif oldugu igin, ETLDQi
. i=1
direk toplami injektiftir ve boylece @Qi, I(M) de bir direk toplanan olur. (a)
kabuliinden Soc(M) <. M ve injleiltif hull 6zelliginden M <, I(M) oldugu
icin, (")nerme (1) geregince Soc(M) <. I(M) olur. O zaman
Soc(M) < é@i oldugundan, Soc(M) <. I(M) igin
i=1

Pai <. 1(Mm)
=1

n
elde edillir. Boylece, @Qi nin I(M) de bir direk toplanan ve ayni zamanda
i=1

n
@Qi <¢ I(M) olmasi,
i=1

Pai =1(m)
i=1

sonucunu gerektirir.
(3) = (2). Genelligi bozmadan F; ler basit R-modiiller, her @); Dbir basit F;
modiiliiniin bir injektif hull’u olacak sekilde FE; <. @; ve M nin bir I(M)

injektif hull’u i¢in
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M < I(M) = EPQi
=1

Ozelliginin saglandigini kabul edelim. O zaman F; <., @); oldugu icin F;, Q;
nin tek basit altmodiiliidiir. O halde Onerme [3.4.7]den

Soc(I(M)) = @PSoc(Qi) = EPE: (*)
i=1 i=1

n
elde edilir. Buradan socle tanimi geregince @El direk toplami, (M) nin tim
i=1
essential altmodiillerinin arakesitidir. Acike¢a, injektif hull 6zelliginden

M <. I(M) veburadan her i =1,2,...,n icin E; < M olur. Boylece

n

Soc(M) = @Ez (xx)

i=1

elde edilir. Ayn1 zamanda kabulden her E; basit modiil oldugu icin, bu modiillerin
ikiger ikiger arakesitleri de sifirdir. Buradan agik¢a Soc(M), sonlu sayida basit
R-modiil E; ler tarafindan sonlu iiretilmig bir modiildiir ve ayrica yaribasit modiil
tanimi geregince Soc(M) yaribasittir. O halde Onermem (3) = (1) kosulu
geregince Soc(M), bir sonlu esiiretilmis modiil olur. Yani, istenen (2)(b) ozelligi
saglanir. (x) ve (xx)’dan Soc(M) = Soc(I(M)) ve Lemma [2.1.53|geregince
éEi <¢ I(M) olur. Buradan

i=1

Soc(M) = Soc(I(M)) <. I(M)

elde edilir. Boylece Soc(M) <. M olur ve sonug olarak istenen (2)(a) 6zelligi

saglanir. O

Sonug 3.4.8. [10]] Bir M modiilii Artindir ancak ve ancak her M /U béliim

modiilii icin
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(a). Soc(M/U), M/U da essentialdir (Soc(M/U) <. M/U) ve
(b). Soc(M/U) sonlu egiiretilmigtir.

Ispat: (=). My modiilii Artin olsun. O zaman Teorem geregince M
modiiliiniin her M /U béliim modiilii sonlu esiiretilmistir. Boylece Teorem
in (1) = (2) kosulu geregince Soc(M/U), M/U daessential ve Soc(M/U)
sonlu esiiretilmisgtir.

(<). Bir Mp modiiliiniin her M /U béliim modiilii i¢in (a) ve (b) saglansin.
Agikca Teorem [3.4.5]in (2) = (1) kosulu geregince her M /U sonlu esiiretilmistir.
Sonug olarak Teorem [3.1.3] ten, her bélim modiilii sonlu esiiretilmis olan Mp

modiilii Artin olur. O
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4. ARTAN VE AZALAN ZINCIR KOSULLU HALKALAR

Bu bolimde halkalar iizerindeki artan ve azalan zincir kosullart c¢aligilarak,
baglantili oldugu halka ve modiil yapilan ile iligkileri incelenmistir. Ayrica, yer
yer konularin tarihsel gelisimlerine yonelik bilgiler verilmistir [[1]], [3[], [4], [6], [7]],
(101, [115]I, [16].

4.1. Noether ve Artin Halkalar

Teorem 4.1.1. [6]] R bir halka ve I,I5,..., R nin idealleri olsun. O zaman
asagidaki ozellikler denktir:
(1). R halkasimn ideallerinin bos olmayan her kiimesinin, kapsama islemine gore
bir maksimal elemani vardir.

(2). R halkasiun her ideali sonlu iiretilmigtir.

(3). R halkasimin ideallerinin her
LCLC.. .CILC...

artan zinciri sonlu adimda durur. Yani, k bir pozitif tamsayt olmak iizere her i > k
icin I; = I, dr.

Ispat: (1) = (2). I, R halkasinin bir ideali olsun.
X ={J : J, Rnin sonlu iiretilmis bir ideali ve J C I}

kiimesini goz oniine alalm. (0) C I oldugu i¢in X kiimesi bostan farklidir. (1)
kabuliinden X kiimesinde bir maksimal M eleman: vardir. X kiimesinin tanimi
geregince M ideali sonlu iiretilmistit. M = (mq, ma,...,m,) olsun. Simdi bir

a € 1 igin

M':=M + (a) = (m1,ma, ..., m,a)
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idealini goz oniine alalim. Acgikga, M’ ideali sonlu iiretilmistir. M’, I idealinde

icerildigi i¢in X kiimesinin elemanidir. Fakat
M = (mi,ma,...,m;) C (my,ma,...,mp,a) =M’

ve varsayimdan M ideali, X kiimesinde maksimal oldugu i¢in celiski elde edilir.
O zaman M = M’ olmak zorundadir. O halde bu sekilde alinan her ¢ € I aym
zamanda M idealinin bir elemani olur. Yani, M C [ dir. Boylece M = I elde
edilir. Sonug olarak, [ sonlu iiretilmis olur.

(2) = (3).
LCLC...CL;C... (¢

R halkasinin ideallerinin bir artan zinciri olsun. Acikca,
I=Jrn
i>1

R halkasinin bir idealidir. O zaman (2) kabuliinden [ ideali sonlu iiretilmistir.
Simdi I = (ay,aq,...,a,) olsun. aj,as,...,a, elemanlart U I; birlesimine
ait oldugu i¢in, a; elemanlarinin ait oldugu /; ideallerinin en biiyiik indislisi [ ise,
o zaman her a; € I} yani I C [ olur. Buradan I = I elde edilir. Sonug olarak
(#) artan zinciri, k. adumda durur.

(3) = (1). X, R nin ideallerinin bostan farkli bir kiimesi olsun. X kiimesinin bir
maksimal eleman1 olmadigini kabul edelim. O zaman X kiimesindeki her [ ideali
icin [ ; J olacak sekilde bir J € X bulunur. Buradan tiimevarim ile birbirinden

farkli ideallerin sonsuz
hSLS...CLS...

artan zinciri vardir. Bu durum ise (3) kabuliimiiz ile celiski olusturur. Oyleyse X

kiimesinin bir maksimal eleman vardir. O
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Tanmm 4.1.2. [[6] Teorem [.1.1] deki denk kosullardan birini saglayan halkaya

Noether halka denir.

Teorem 4.1.3. [6]] R bir halka ve Ii,Is,..., R nin idealleri olsun. O zaman
asagidaki ozellikler denktir:

(1). R halkasinin ideallerinin her
L DL 2I3D...

azalan dizisi sonlu adimda durur.
(2). R halkasmin ideallerinden olusan bostan farkli her kiimenin bir minimal

elemani vardir.

Ispat: (1) = (2). S, R halkasmnin ideallerinden olusan bostan farkli bir kiime
olsun. S kiimesinin bir I; elemanimi alalim. [y, S kiimesinde minimal degilse,
I D I olacak sekilde S kiimesinde bir I elemani vardir. I, S kiimesinde
minimal degilse, Iy O I» O I3 olacak sekilde S kiimesinde bir /3 eleman1 vardir.

Bu sekilde devam edilerek S kiimesinin elemanlarinin olugturdugu bir
L2232 ...

azalan dizisi bulunur. Bu dizi, (1) kabuliinden sonlu bir ¢ adiminda durur. Yani,
I =114+ (i=0,1,2,...) olur. Boylece I;, S kiimesinin bir minimal elemanidir.

(2) = (1). R halkasinda bir
L2oL2OI3D. .. (4)

azalan idealler zincirini alalim. Bu ideallerin olugturdugu kiimeye S diyelim.
(2) kabuliinden, k£ > 1 olmak iizere S kiimesinde bir I;; minimal eleman1 vardur.

Sonug olarak, (A) zinciri k. adimda durur. O
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Tamm 4.1.4. [[6] Teorem[.1.3|teki denk kosullardan birini saglayan halkaya Artin
halka denir.

Onceki boliimde modiiller igin verilen Artin ve Noether tanimlar1 [Tanim [3.1.1]

baz alinarak, halkalar i¢in asagidaki genel tanima ulasilir:

Tanmm 4.1.5. [1]

(1). Bir R halkasi sag Noether olarak adlandirilir :< sag regular Rp modiilii
Noetherdir.

(2). Bir R halkasi sag Artin olarak adlandirilir :< sag regular R modiilii Artindir.
(3). Bir R halkas1 Noether olarak adlandinilir :& Rp ve grR modilleri
Noetherdir.

(4). Bir R halkas1 Artin olarak adlandirilir :< Rp ve rR modiilleri Artindir.

Lemma 4.1.6. [[10] R bir halka olsun. O zaman:

(1). Rr bir sag Noether halka ise, Rp nin her boliim halkas1 Noetherdir.

(2). Rr bir sag Artin halka ise, Rp nin her boliim halkasi Artindir.

Ispat: (1). A < Rp olsun. O zaman Rp modiiliiniin Noether olmasi durumunda,
(R/A)r bolim modiilii de Noetherdir. R/A ideal olarak (R/A)g sag R-modiili
ile cakistigindan ispat agiktir.

(2). (1)’in dualidir. O

Onerme 4.1.7. [1]] Bir R halkast icin asagidaki 6zellikler denktir:
(a). R sol Artin halkadur.

(

b).
(¢). Her sonlu tiretilmis sol R-modiil Artindir.
d).

(

Ispat: (a) = (b). R birimli bir halka oldugu i¢in rR bir iiretectir. Boylece (a)

R nin Artin modiil olan bir zG iireteci vardir.

Her sonlu iiretilmis sol R-modiil sonlu egiiretilmistir.

kabuliinden rpR Artin oldugundan istenen (b) kosulu elde edilmig olur.
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(b) = (c). R halkasmin Artin olan bir rG iireteci var olsun. Buradan Onerme
geregince, her sonlu F kiimesi i¢in G@) bir Artin modiil olur. Eger M
sonlu iiretilmig bir modiil ise [1, Proposition 10.1] geregince M, bir sonlu F'
kiimesi icin G nin bir boliim modiiliine izomorf olur. O halde G*) Artin
modiil oldugu i¢in Teorem geregince G nin her béliim modiilii de
Artindir. Sonug olarak, Artin modiil 6zelligi izomorfizma altinda korundugu i¢in
M modiilii Artin olur.

(¢) = (d). (c) kosulunu kabul edelim. Simdi M, bir sonlu iiretilmis sol R-modiil
olsun. O zaman kabulden M modiilii Artin olur. Buradan Teorem[3.1.3] (1) = (4)
kosulu geregince M nin her boliim modiilii sonlu egiiretilmigtir. Oyleyse M /0
boliim modiilii sonlu esiiretilmis olur. Sonug olarak M /0 = M oldugundan, M
modiilii sonlu egiiretilmis olarak elde edilir.

(d) = (a). (d) kosulunu kabul edelim. $imdi rpR, sonlu iiretilmis bir modiil
olsun. Buradan acik bir sekilde, g R nin her boliim modiilii de sonlu iiretilmis
olur. Oyleyse (d) kabuliinden, gR nin her boliim modiilii sonlu esiiretilmis olur.
O halde Teorem [3.1.3] (4) = (1) kosulu geregince, her béliim modiilii sonlu

esiiretilmis olan pR modiilii Artindir. a

Onerme 4.1.8. [1]] Bir R halkast i¢in asagidaki ozellikler denktir:
(a). R sol Noetherdir.

(b).
(¢). Her sonlu iiretilmis sol R-modiil Noetherdir.
d).

(

Ispat: (a) = (b). R birimli bir halka oldugu i¢in R bir iiretectir. Sonug olarak

R nin Noether modiil olan bir rG iireteci vardir.

Her sonlu iiretilmis sol R-modiiliin her altmodiilii de sonlu iiretilmistir.

(@) kabuliinden, R nin sol Noether olan bir rR iireteci vardir. Béylece (b) kosulu
saglanmus olur.
(b) = (c). R halkasinin Noether olan bir gG iireteci var olsun. O zaman Onerme

geregince her sonlu F' kiimesi icin G*) bir Noether modiil olur. Eger M
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sonlu iiretilmig bir modiil ise [1, Proposition 10.1] geregince M, bir sonlu F
kiimesi icin G(*) nin bir béliim modiiliine izomorf olur. O halde G*) Noether
oldugu icin Teorem geregince, G () nin her béliim modiilii de Noetherdir.
Sonug olarak, Noether modiil 6zelligi izomorfizma altinda korundugu icin M
modiilii Noether olur.

(¢) = (d). (c) kosulunu kabul edelim. Simdi M bir sonlu tiretilmis sol R-modiil
olsun. O zaman kabulden M/ modiilii Noetherdir. Bylece Teorem[3.1.4] (1) = (4)
kosulu geregince M nin her altmodiilii sonlu {iretilmis olur.

(d) = (a). (d) kosulunu kabul edelim. Simdi rpR sonlu iiretilmig bir modiil
olsun. O zaman kabulden pR nin her altmodiilii de sonlu iiretilmistir. O halde
Teorem[3.1.4] (4) = (1) kosulu geregince, her altmodiilii sonlu iiretilmis olan pR

modiilii Noether olur. O

Onerme ve Onerme deki (a) = (c) kosullar1 dogrudan asagidaki

sekilde ispatlanir:

Sonuc 4.1.9. [10] R bir halka olsun. O zaman:

(1). R bir sag Artin halka ve M = Mg, sonlu iiretilmis ise, M modiilii Artindir.
(2). R bir sag Noether halka ve M = Mp sonlu iiretilmis ise, M modiilii
Noetherdir.

Ispat: (1). 2 € M igin

pr: R— M

rH—xr

doniisiimiinii diistinelim.  Acgikca, ¢, doniisimii bir homomorfizmadir. 1.
[zomorfizma Teoreminden sag R-modiiller olarak R/Ker(p,) = Im(p,) = 2R
dir. Kabulden R bir sag Artin halka oldugu icin Lemma [.1.6] geregince

R/Ker(p,) bolim halkast Artin olur. O halde izomorfizma ozelliginden bu
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durum z R i¢in de saglanir. Yani, xR sag R-modiilleri Artindir. Varsayimdan M
modiiliiniin sonlu iiretilmig oldugunu biliyoruz. Simdi {x,,x,,...,x,} kiimesi,

M modiiliiniin iireten sistemi olsun. O zaman Sonug [3.1.8] geregince

M = z”: ;R
i=1

Artin olur.

(2). (1)’in dualidir. O

Simdi asagida konu ile ilgili olan 6nemli bir sonucu verelim:

Sonu¢ 4.1.10. [15] R bir temel ideal halkasi olsun. O zaman R bir Noether
halkadir. Boylece her temel ideal bolgesi (TIB), bir Noether tamlik bolgesidir.

Ispat: Bir temel ideal halkas1 R de, her sol ya da sag ideal tek bir a elemani ile
tiretilir. O halde, R halkasinin her ideali sonlu iiretilmigstir. Boylece Teorem4.1.1
den, R bir Noether halka olur. Tamim geregince TIB, her ideali temel ideal olan

bir tamlik bolgesidir. Sonug olarak, her TIB bir Noether tamlik bolgesi olur. O

Ayrica Artin ve Noether halka tammlarindan yola gikilarak, Onerme
den Noether (ya da Artin) halkalarin direk toplamina dayali asagidaki sonucu

verebiliriz:

Sonuc¢ 4.1.11. [4] Bir R halkas1 sag Noether (Artin) dir ancak ve ancak hern > 1
tamsayis1 i¢in, serbest (free) modiil R(™ Noether (Artin) dir.

ispat: [10 4.4.3 Lemma] geregince, R("™ bir serbest R-modiildiir. Serbest modiil

tanim1 geregince de

n
her i icin A; = Rp olmak iizere RM™ = @ A;
i=1
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dir.
(=). Simdi R halkasimin sag Noether (Artin) oldugunu kabul edelim. O zaman

tammdan Ry bir Noether (Artin) modiildiir. Oyleyse izomorfizma altinda Noether

(Artin) modiil 6zelligi korundugu icin, her bir A; modiilii de Noether (Artin) olur.
n

Sonug olarak, Onerme [3.1.7|den agik¢a R™ = @ A; direk toplam1 Noether
i=1

(Artin) olarak elde edilir.

(«<=). Serbest modiil R nin Noether (Artin) oldugunu kabul edelim. O zaman
n

R —= @ A; oldugu i¢in, Onerme [3.1.7| geregince her A; modiilii Noether

i=1
(Artin) olur. O halde A; = Rp ve Noether (Artin) modiil 6zelligi izomorfizma
altinda korundugu i¢in, Rp bir Noether (Artin) modiil olur. Boylece R bir Noether
(Artin) halka olarak elde edilir. O

4.2. Ornekler

Ornek 4.2.1. [10] Her sonlu boyutlu vektor uzay1, sonlu uzunlukludur.

Bunu goérmek icin Vg, K bolimli halkast iizerinde bir vektér uzayr ve
{z1,2s,..., 2y}, Vi nin bir baz1 (tabani) olsun. O zaman

(2. K+ 2K+...+2,K) /(2. K+ 2.K+... +5,K) & 2,1, K =~ K dan

her boliim basit oldugu i¢in
0se, Ko, K+a, K. .50, K+2,K+ ... +2,K = Vg,

Vi nin bir kompozisyon serisidir. Sonug olarak Vi bir kompozisyon serisine sahip

oldugu i¢in, Tamm [2.1.38|in (4) dzelligi geregince Vi sonlu uzunluklu olur.

Ornek 4.2.2. [10] Sonsuz boyutlu Vi vektor uzayi ne Artin ne de Noetherdir:
{x;|i €ZT}, Vi min dogrusal (lineer) bagimsiz elemanlarinin bir kiimesi olsun. O

zaman
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o0 (o) (o)

Vi = leK P Zle 2 Z:UZK Z ... (azalan) ve
=1 =2 =3

2. Ko, K+2,K 50, K+a.K+ 2K 5 ... (artan)

zincirlerini diiglinebiliriz. Bu zincirler sonlu adimda durmadig1 i¢in sonsuz boyutlu

Vi uzayi, ne Artin ne de Noetherdir.

Ornek 4.2.3. [6] Z tamsayilar halkas: Noetherdir, fakat Artin degildir.
Z halkasi Noetherdir: Z halkasinda,

ACLC.ACTCd

ideallerin bir artan zinciri olsun. Z, temel ideal bolgesi (TIB) ve dolasiyla Z

halkasinin her ideali, temel ideal oldugu i¢in
L=(a)Clh=(a)C...CLi=(a;) C... (%)
olacak sekilde aj,as,...,a;, ... tamsayilar1 vardir. Boylece
a1 = agby, ag = asbe, az = a4bs,...

olacak sekilde by, by, bs ... tamsayilari vardir. () zincirindeki kapsamalar ;

seklinde olsayds,
a1 = asby, as =asbs, az = aqbs,...
esitliklerindeki by, bo, bs . . . tamsayilarinin higbiri +1 olamazdi. Buradan
a1 = asby = agbaby = aqbsboby, . ..

olacak sekilde a; tamsayisi yazilabilirdi. Yani, a; in carpanlarinin sayisi sonlu
olmazdi. Bu durum ise, Aritmetigin Temel Teoremi ile celigki olustururdu. Sonug

olarak (¥ ) zinciri, sonlu adimda durmalidir. O halde Z tamsayilar halkasi
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Noerherdir.

Z tamsayilar halkas1 Artin degildir: Z halkasinda, sonlu bir adimda durmayan

azalan zinciri vardir.

Ornek 4.2.4. [7] Q rasyonel sayilar halkasi, hem Artin hem de Noetherdir.
Acikea, QQ bir cisimdir. Bu yiizden, aslinda bu 6rnekte bir cismin nasil hem Artin
hem de Noether oldugu gosterilecektir.

Q cismi Artindir: Agik¢a Q bir cisim oldugu icin, Q bir degismeli halkadir ve
buradan Q nun idealleri iki yanlidir. Q nun iki agikar (trivial) ideali, {0} ve Q
dur. Simdi Q nun ideallerinin, sadece {0} ve Q oldugunu gosterecegiz. Bunun
icin 7, Q nun bir agikar olmayan ideali ve a € I olsun. [ bir ideal oldugundan,
her 7 € Qigin 71 C I dir. Oyleyse, her r € Qigin ra € I olur. A¢tk¢aa € I
oldugu i¢cin, a € Q dur. O zaman Q bir cisim oldugu i¢in, a elemaninin Q da

a~ ! ile gosterecegimiz bir tersi vardir. Buradan Q nun birim eleman 1 igin

1

l=a" a €1

€eQ €I
elde edilir. O halde @ nun birim elemani 1, [ idealinde icerildigi i¢in; acikca
I = Q olur. Boylece Q nun asikar olmayan herhangi bir / ideali, yine kendisi
yani, Q olmak zorundadir. Sonug olarak Q nun, {0} ve @ olmak iizere sadece

iki ideali vardir. Dolayisiyla Q nun ideallerinin azalan zinciri, sadece
Q 2 {0}

zinciridir. Acik bir sekilde bu azalan zincir sonlu adimda durdugu i¢in, Teorem
geregince Q cismi Artin olur.

Q halkas1 Noetherdir: Rasyonel sayilar cismi Q nun Noether 6zelligi i¢in, @ nun
Artin 6zelliginin ispati ile ayn1 yontem izlenir. Yani, Q nun idealleri sadece {0}

ve Q dur. O halde @ nun ideallerinin artan zinciri tek olup,
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{0y Q

seklindedir. Buradan kolayca goriildiigii gibi bu artan zincir sonlu adimda durdugu
icin, Teorem geregince Q cismi Noether olur. Sonug olarak, @ cismi hem

Artin hem de Noether olarak elde edilir.

Ornek 4.2.5. [10] p bir asal say1 ve Q, := {I%|a € Z ve i €N} yani, paydast
p nin bir kuvveti (p° =1’i iceren) olan rasyonel sayilarin kiimesi olsun. O zaman
Qp, Q nun toplamsal alt grubudur ve Z < Q,, dir.

Iddia: Q,/Z bir Z-modiil olarak Artindir, fakat Noether degildir.

Ispat: z% + Z), Qp/Z nin ;z% + 7 € Qu/Z ile iiretilen Z-altmodiilii olsun. O
zaman F 1% + Z) icin
0< ‘l+Z) < %+Z) < %+Z) <

artan zinciri sonlu adimda durmadigindan Q,/Z Noether degildir. Q,/Z nin
Artin oldugunu gostermek igin, yukarida verilen zincirde Q,/Z nin tim 6z
altmodiillerinin var oldugunu gostermeliyiz. O zaman agikca, altmodiillerinin her

bostan farkli kiimesinde bir en kii¢iik altmodiil vardir. ilk olarak,

*  (ap)=1= 1 +z)

a —
4+2) =

. b
oldugunu gosterelim. (a, p) = 1 oldugundan, ab+p'c=1= % ~ =—ccZ
olmak iizere b,c € Z elemanlar1 vardir. Boylece
ab 1

1
1+2)<

§+Z)

olur. Diger taraftan,

a
2+2) <

B < Qp/Z olsun. O zaman burada iki farkli durum vardir:

;z% + Z) oldugundan bu iddia saglanir. Simdi

1. durum : Vn € Nigin i > n olmak iizere bir i € N ve (a,p) = 1 olmak iizere
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bir % + 7Z € B vardir (Yani, B de yiiksek dereceli elemanlar vardir). Boylece
(*)’dze?ln acikca, her z/p" +7Z € B i¢in B = Q,/Z dir.

2. durum: (a,p) = 1 olmak tizere bir ]% + Z € B igin bir maksimal i € N
vardir (Yani, B de yiiksek dereceli herhangi bir eleman yoktur). Sonu¢ olarak,

(*)’dan

a —
27+Z>_

1 _
E+Z)_B

elde edilir.

Ornek 4.2.6. [10] Bir taraf iizerinde (sag ya da sol) Artin ve Noether, sonug olarak
sonlu uzunluklu olan; fakat diger taraf {izerinde ne Artin ne de Noether olan bir
halka 6rnegi:

R ve K cisim ve R, K nm genisletilmis sonsuz boyutlu cismi olsun. Ornegin,

R=R ve K=Q. Simdi S, k€ K ve ry,r, € R olmak iizere (lg :1>

bicimindeki tiim matrislerin halkasi olsun. Acgikc¢a goriildiigii gibi, < (1) (1) >

birim eleman olmak iizere S bir halkadir.
S, ne sol Artin ne de sol Noetherdir: {x;|i € Z*}, K iizerinde dogrusal (lineer)

bagimsiz olan R nin elemanlarinin kiimesi ve

(0 T e 7t
51-—<0 O), 1 €7

olsun. O zaman

k r (0 kx,
0o r )% Lo o0

SSZ'—<O 0 ),

s; ile iiretilmig bir sol idealdir. K sonsuz boyutlu oldugundan

olur. Boylece
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Ssi & S8, + 55, 585, +Ss, +Ss5 5 ...

sol ideallerin bir artan zinciri ve

) e’} 00
=1 1=2 =3

sol ideallerin bir azalan zinciridir. Her iki zincir de sonlu adimda durmadigi i¢in S
ne sol Artin ne de sol Noetherdir.

Ss nin sonlu boyutlu (hem sag Artin hem de sag Noether) oldugunu gostermek
icin, S5 nin bir kompozisyon serisi agik bir gekilde verilecektir. Bunun i¢in S nin

iki elemaninin carpimini goz 6niine alalim:

h a, k- r.\ ([ hk hr+a.r
0 a, 0 ry o 0 axT>
Simdi

0 1 0 R 00 0 0
Al,_<0 O)S_<0 0>,A2.—<0 1>S—<0 R)olsun.

O zaman bu sag idealler, acik¢a basittir (Ciinkii, R bir cisimdir) ve A; N A, =0

dir. O zaman
A+ A JAL =2 A JANA = A,

ayn1 zamanda basit olur. O halde 0 < A, <A, +A4,<S5, S nin bir
kompozisyon serisidir. Geriye sadece A, + A, nin, S de maksimal oldugunu

gostermek kalir. Simdi < ha ) ¢ A, + A, olsun. Buradan h # 0 dir. O

0 a,

zaman B := A, + A,+ < g Zl ) S i¢in

(o) (0 )0 )= (48 )en
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elde edilir. Boylece B = S olur. Sonug olarak S, sonlu uzunlukludur ve buradan

acikca, Ss hem sag Artin hem de sag Noetherdir.

Ornek 4.2.7. [3] K bir cisim olsun. Simdi katsayilar1 K cisminden olmak iizere
bir ¢ degiskeni ile elde edilen K[t] polinom halkasim diisiinelim. Tiim pozitif n
tamsayilart icin K [¢]/(¢"™) bolim halkasi, hem Artin hem de Noetherdir:

K[t]/(t") = K" dir. Izomorfizma altinda boyut kavrami korundugu igin
K|[t]/(t"), boyutu n olan bir sonlu bir vektor uzayidir. Sonug olarak, Teorem

geregince K[t]/(t") bolim halkasi hem Artin hem de Noether olur.

Ornek 4.2.8. [3] Bir R halkasi iizerinde 1, %, ... bilinmeyenleri ile elde edilen

RJ[t1,t2,...] polinom halkasi, ne Noether ne de Artindir:

(t1) G (t1,t2) G (t1,t2,13) & ...

artan zinciri sonlu adimda durmadig: icin, Teorem m geregince Rlt1,to,.. .|

polinom halkasi Noether degildir ve

(t) 2() 2 (#H) 2.

azalan zinciri sonlu adimda durmadig: i¢in, Teorem geregince R[t1,to,.. ]

polinom halkas1 Artin degildir.

4.3. Hilbert Baz Teoremi

Cebirsel geometrinin kayda deger baglangici, 1630-1795 yillar arasinda Pierre de
Fermat ve Rene Descartes ile olmugtur. Bircok matematikci, cebirsel problemleri
geometriyi kullanarak agiklamaya calismigtir. Bu matematikgilerin bircoguna gore
cebirsel geometrinin arkasindaki genel diisiince, halkalarin ideallerini ilgilendiren
cebirsel sorular ile geometrik sorularin ayni oldugudur. David Hilbert ve Emmy
Noether birlikte ortaya cikana kadar bu konu ile ilgili ¢cok sayida teorik calisma

gelistirilmigtir. David Hilbert, 1888 yilinda bir polinom halkas1 iizerindeki bir
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sonlu grupla ilgili sonlu iiretilmis halka kavramina yénelik iinlii Baz Teoremini
ispatlamisti. Emmy Noether, David Hilbert’in bu soyut yaklagimindan oldukca
etkilenmistir. Daha sonra Emmy Noether, verilen halkalarin sadece sonlu iiretilmis
idealleri ile ilgilenerek bu halkalarla ilgili sorulari aza indirgemistir. Bu durum
cebirsel geometri alaninda, Noether halkalarla ilgili Hilbert Baz teoreminin

dogmasina neden olmustur [16].

Teorem 4.3.1. [10] R bir sag Noether halka olsun. O zaman R|[x] polinom halkast

sag Noetherdir.

Ispat: ispat icin, R[z] polinom halkasinda her A sag idealinin sonlu iiretilmis
oldugunu gosterecegiz. Simdi A # 0 oldugunu kabul edelim. Ispat ii¢ adimda
elde edilir.

1. Adim: r, # 0 olmak iizere P(x) = z"r, + 2" 'rp_y + ...+ 71, € R[z] ise
Tn, P(z) polinomunun bas katsayisidir. R[z]’de sifir polinomunun bas katsayisi
0 dir. Ag:= A sag idealindeki polinomlarin bas katsayilarinin kiimesi olarak
tanimlansin.

Iddia: Ay < Rp dir.

Ispat: a,b € A,, a#0 ve b+#0 ise, 0 zaman

P (z)=z"a+ 2" 'apm_—+...€ A

Py(x)=a2"b+ 2" 'ap—,+...€A
polinomlart vardir. Ayrica ar; + br, # 0 olmak iizere r,,r, € R olsun. Buradan
P, (x)x"r, + Py(x)x™r, € A,

elde edilir. Boylece ar, + br, € A, ve sonug olarak A, < Rp olur.
Rp Noether oldugu i¢in, A, sonlu tiretilmigtir [Teorem [3.1.4]. Her a; #0 olmak
lizere a,,0.,...,a Ay 1n bir iireten sistemi olsun. O zaman verilen sirada

bag katsayilar a,,a.,...,a; olacak sekilde P,(z),P,(z),...,Pc(x) € A
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polinomlart vardir. x in kuvvetleri ile ¢arpilarak tim P;(z) polinomlari, ayni n

derecesine sahip olacak sekilde diizenlenebilir. Simdi

k

B := Z Pi(z)R[x]

i=1
olsun. O zaman B sonlu tiretilmistir ve B < A dir.
2. Adim: Simdi F'(xz) € A olsun.
lddia: G(x) € B ve H(x) =0 yada H(x)inderecesi < n olacak sekilde
F(z),

seklinde yazilabilir.
Ispat: Eger F(z) = 0 yada F(xz) in derecesi < n ise, F(r)= H(x) olmak
iizere iddia gegerlidir. Simdi F'(x) in derecesi ¢t > n olsun. b, F'(x) in bas katsayist

ise r; € R olmak lizere b,
b=a,ry +ars+ ...+ aprk

biciminde yazilabilir.

k
F\(x):=F(z)— (Z Pi(x)rl) i
i=1
ise, F} polinomunun derecesi < ¢t—1 yada F,(z) =0 dir. Boylece
G(@) = (3 Pilwyr )2

iken G,(z) € B olmak tizere F(z) = G,(z)+ Fi(z) dir. F,(x) in derecesi
> n olmast durumunda, buna bagl olarak F(x) i parcayabiliriz: G,(z) € B ve

F,(z) =0 yada F,(z)inderecesi < (¢t —2) olmak iizere
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F\(z) = Gz(2) + Fa(2)

dir. Buradan G,(z)+ Gy(x) € B ve F,(x) = 0 yada F,(x) in derecesi

< (t—2) olmak iizere
F(r) = Gi(z) + Fi(2) = Gi(2) + Go(x) + Fa(z)
dir. En ¢ok (¢t —n) adimdan sonra istenilen
*  F(z)=G(z)+ H(x)
parcalanmasi elde edilir. F'(z) € A ve G(z) € B < A oldugu i¢in
H(x)=F(zx) - Gx) e AN(R+zR+...+2"R)

olur.

3. Adim: Simdi AN(R+ xR+ ...+ 2"R) sag R-modiilinii diisiinelim. Bu
modiil, bir sag Noether R halkas1 {izerinde sonlu tiretilmis

r+zR + ...+ 2"R sag R-modiiliiniin bir R-altmodiiliidiir. O zaman R sag
Noether halka ve z+2zR+ ...+ 2"R sag R-modiilii sonlu iiretilmis oldugu
icin, Sonu¢f.1.9un (2) 6zelligi geregince =+ xR+ ...+ 2" R modiilii Noether
olur. Buradan AN (z+zR+...+2"R) <z + xR+ ...+ 2"R oldugu igin
Teorem geregince AN (z+ xR+ ...+ 2™R) sonlu tiretilmistir. Simdi

l
AN(z+aR+...+2"R) =) Qi(x)R[z]
olsun. Bu durumda
l
A=Y "P(z)Rlx] + > _ Qj(x)R[x]
j=1

oldugunu gosterecegiz. P;(z), Q;(z) € A oldugu i¢in esitligin sag tarafi, A da

icerilir ve aym1 zamanda (*)’dan A, sag tarafta icerilir. BOylece ispat tamamlanir.
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Yani, A sag ideali sonlu iiretilmistir. Sonug¢ olarak, Teorem ten R[z]

polinom halkas1 sag Noether olur. O

Teorem [4.3.1|den asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 4.3.2. [10] R bir sag Noether halka olsun. O zaman R[z,,Zs, ..., Ty]

polinom halkast sag Noetherdir.

4.4. Noether Halkalarin Karakterizasyonu

Bu boliimde Noether halkalarla ile ilgili modiillerin derinlemesine bir teorisinin
temelini olusturan Noether halkalarin bir karakterizayonunu verecegiz. Ispat, esas

olarak Baer Kriterine dayanmaktadir.

Teorem 4.4.1. [10, Baer Kriteri 5.7.1] Bir Qg modiilii injektiftir ancak ve ancak
her U < Rp sag ideali ve her p : U — () homomorfizmasi i¢in,
1 : U — R bir igerim doniisiimil olmak iizere p = 7% olacak sekilde bir

7 : Rr — @ homomorfizmasi vardir.

Teorem 4.4.2. [|10]] Bir R halkast icin asagidaki ézelllikler denktir:

(1). Rpg Noetherdir.

(2). Injektif sag R-modiillerin her direk toplamu injektiftir.

(3). Basit sag R-modiillerin injektif hull’larimin her saylabilir direk toplam
injektiftir.

Ispat: (1) = (2). Q = @ Qi, Q; injektif sag R-modiillerin bir (i¢ veya
dig) direk toplami olsun. Baér6 IKriteri geregince () modiiliiniin injektif oldugunu
ispatlamak i¢in her U < Rp, sag ideali ve her p : U — @ homomorfizmasi igin
i : U — R igerim doniisiimii olmak tizere p = 74 olacak sekilde bir 7 : R — @
homomorfizmasinin varligini géstermek yeterlidir. R Noether ve U < Ry, oldugu
icin, U sonlu iiretilmistir:

{u1,ug, ..., u,} kiimesi U idealinin bir iireten sistemi olmak iizere
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U=) wR
=1

olsun. Buradai = 1,2,...,n igin p altinda u; lerin p(u;) goriintiileri, sadece
sonlu ¢okluktaki @); icin sifirdan farkli bileskelere sahiptir. Bu sonlu ¢okluktaki @);

ler; Iy, I nin bir sonlu alt kiimesi olmak iizere ¢ € Iy olacak sekildeki ); lerdir.

in: P Qi — P Qi

i€lp el
bir icerim doniisimii ve pg, p homomorfizmasinin U tanmim kiimesinin
n

U= ZuiR icin yeniden diizenlenmesi ile @Qi ye kisitlandirilan bir
=1 i€lp
homomorfizmasi olsun. Yani,

U= Z’LQR p_o) @Qz io—) @Qz
=1

i€ly el

olsun. Buradan p = igpg olur. Iy sonlu oldugu igin, @Qi injektiftir
icly
ve Baer Kriteri gerefince asagidaki diyagram degismeli olacak sekilde bir 7

homomorfizmas: vardir:

£0

Do

i€l

!

Pea:

iel

-

Sonug olarak, eger 7 := g7y olarak tanimlanirsa

p = iop() = i()T()i =TI
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olarak elde edilir. Boylece, Baer Kriteri geregince @Qi injektif olur.
i€l
(2) = (3). (2) nin bir 6zel durumudur.
(3) = (1). Rr nin Noether olmadigin1 kabul edelim. O zaman R nin 6z

altmodiillerinden olugan ve sonlu adimda durmayan bir artan zinciri vardir:
A:A1§A2§A3§

O halde
oo
A= U A;,
=1

ayni zamanda R nin bir sag idealidir ve her a € A i¢in, "her i > n, icin a € A;"
olacak sekilde bir n, € Z* vardir. Ciinkii, yukaridaki A zinciri R nin A; 6z alt
sag ideallerinden olusan bir artan zincirdir. Dolasiyla belirli bir n, € N indisi
ve sonrasindaki A; 6z alt sag ideallerinde a € A bulunacak, fakat n, indisinin
Oncesindeki A; 6z alt sag ideallerinde bulunmayacaktir. Her a € A igin bdyle bir
ne € Z7 bulabiliriz. Simdi her ¢ = 1,2,3,... i¢in ¢; € A, ¢; ¢ A; olsun.
Lemma geregince devirli (¢;R + A;)/A; modiilinde bir maksimal V;/A;

altmodiilii vardir. O zaman
Ei = ((ciR+ Ai)/Ai)/(Ni/Ai),

bir basit (=minimal) sag R-modiildiir. v; : (¢;R + A;)/A; — E; bir dogal
epimorfizma olsun. E; < I(FE;) olmak lizere I(F;), E; nin bir injektif hull’u
ve ;@ E; — I(E;) bir igerim doniisiimii olsun. Buradan ¢ = 1,2,3, ... igin ¢

bir icerim doniigiimii ve 7;¢,(¢;) = 1;v(¢;) # 0 olmak iizere bir
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(ciR+ A;)/A; A/A;
Vi
Li ////
I(ES

degismeli diyagrami vardir. Simdi 7;(a + A;), «(a) nin 4 ninci bileseni olacak

sekilde bir

homomorfizmasi tanimlayalim. ¢ > n, i¢in a € A; oldugundan, «(a) direk

toplamda igerilir (Eger bir dis direk toplam olarak @I (E;) yi diigtintirsek,

o0
ozaman «(a) = (n;(a + 4;)) dir). Kabulden @I (E;) injektif oldugundan,
i=1

Pr1(E)
=1

diyagrami degismeli olacak sekilde bir 5 homomorfizmasi vardir. b;, @ I1(E;)
direk toplaminda (3(1) in ¢ ninci bileseni olsun. Buradan ¢ > n i¢in b; = 0
olacak sekilde bir n € Z* vardir. a(a) = S(a) = B(1)a, a € A oldugu igin
ni(a + A;) = bja dir. Boylecei > n ve hera € Aigin n;(a + A;) = 0 olur.
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Fakat 7; nin tammindan 7, (¢, + A,) # 0 oldugu igin, celiski elde edilir. Sonug

olarak, Rp bir Noether modiil olur. O

Uyar1 4.4.3. [[10] Teorem {.4.2 nin ispaninda sadece (1) <= (2) kosulu ile
ilgilenseydik, ispat daha basit olabilirdi. Fakat sonraki teorem icin (3) = (1)
kosuluna ihtiyacimiz var. (3) = (1) kosulun ispatimin aksine, (2) = (1) kosulunun
ispatt daha kolay ve anlasilirdir:
Ispat: (2) = (1). Simdi bu ispat, Rp nin sag ideallerinin olusturdugu herhangi
bir

A1 <Ay <Az3<... (W)

artan zincirinden baslanarak elde edilir. Yine

olsun. Simdi »; ler,

a+ A — a+ A

olacak sekilde icerim doniisiimleri olsun ve

Na

ala) == Z (a+A;), acA

i=1
olacak sekilde
[e.9]
a:A— PI(A/A)
i=1
tanimlansin. 7; tanimindan  7;(a + A;) = a + A; oldugu igin,

Na

ala) = Z (a+A;) = Ea: ni(a+ A;)
i=1

i=1
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dir. O zaman ¢ > n, icin a € A oldugundan, 7; = 0 olur. Sonug olarak, i > n,
icin A = A; dir. Yani, (#) artan zinciri belli bir adimda durur. O halde, Teorem
geregince Rp bir Noether modiil olur. Boylece (2) = (1) kosulunun ispati

tamamlanir. O

Eger R herhangi bir halka ve
i=1,2,...,n olmak tizere n; : M; — I(M;),

M; sag R-modiillerinin sonlu ¢okluktaki injektif hull’lar1 ise

n n n
{})ni:(})A4g——+ €£>I(A4B
i=1 = i=1

direk toplami, ayn1 zamanda bir injektif hull olur. E§er R Noether ise, o zaman
Teorem 4.4.2| ve Lemma geregince herhangi bir [ indis kiimesi icin ayni
sonu¢ yine saglanir. Boylece sonlu cokluktaki injektif modiillerin direk toplami
yine injektif oldugundan, sonsuz ¢okluktaki injektif modiillerin direk toplaminin

injektif olmas1 icin R nin Noether olmas1 gerektigi sonucuna ulasiriz.

Sonug 4.4.4. [10] Rr Noether ve (M;l|i € I), sag R-modiillerinin bir ailesi
olsun. Eger

ni : My — 1(M;),

M; modiiliiniin herhangi bir injektif hull’'u ise

e{)ni:€{9ﬂli——% €£>I(AIO,

iel il iel

@ M; direk toplanunin bir injektif hull’udur.
el
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4.5. Artin ve Noether Halkalar Uzerindeki Injektif Modiillerin

Parcalanisi
Bu boliimde Artin ve Noether halkalar tizerindeki injektif modiiller i¢in

(1). Bir M modiiliniin, hangi varsayimlar altinda direk par¢alanamayan N;
altmodiillerinin bir direk toplamina (M = @ Ni) pargalanigi vardir?

(2). Direk par¢alanamayan modiillerin 6zellikleri nelerdir?

sorular1 cevaplandirilacaktir. Bunun i¢in Once gerekli olan bazi tanimlar ifade
edilip, ispatlar icin gerekli olan yardimci teoremler asagida ispatsiz olarak

verilecektir.

Tanmm 4.5.1. [10] M bir sag R-modiil olsun.

(a). U £ M olsun. M modiilé, U iizerinde indirgenemez (meet-irreducible)
olarak adlandinlir :< U § A, U 5 B olacak sekilde her A, B < M altmodiilleri
icin U # AN B dir.

(b). M modiili indirgenemez (irreducible ya da meet-irreducible) olarak

adlandinlir :< M modiilii 0 iizerinde indirgenemezdir.

Teorem 4.5.2. [10, Theorem 6.6.2] Qr # 0 olmak iizere () g, bir injektif modiil
olsun. O zaman asagidaki ozellikler denktir:

(1). @ modiilii direk pargcalanamazdir.

(2). @ modiil, her sifirdan farkli altmodiiliiniin injektif hull’udur.
(3). @ modiiliiniin her sifirdan farkli altmodiilii indirgenemezdir.
(4).

4). @ modiilii, indirgenemez bir altmodiiliiniin injektif hull’udur.

Sonuc¢ 4.5.3. [10, Corollaries 6.6.3]
(a). Bir basit R-modiiliiniin injektif hull’u direk parcalanamazdir.

(b). Bir direk pargalanamaz injektif () modiilii, en ¢ok bir basit altmodiil igerir.



79

Sonu¢ 4.5.4. [10] Rp bir Artin modill ise, o zaman her direk par¢alanamaz,
injektif Qr # 0 modiilii; bir basit R-modiiliin injektif hull’udur.

Ispat: 0+ ¢ € Q olsun. Buradan ¢R, yalmzca ¢ eleman ile iiretilen sifirdan
farkli bir modiildiir. O halde ¢R, @) r modiiliiniin sonlu tiretilmis bir altmodiiliidiir.
Kabulden Rp Artin oldugu ic¢in Sonug un (1) kosulu geregince, sonlu
iretilmis olan ¢R altmodiilii Artin olur. O zaman Artin modiil tanimindan, ¢R
nin bir basit £ altmodiilii vardir. E < gR < () oldugu i¢in Teorem [4.5.2| nin

(1) = (2) kosulu geregince @, basit E altmodiiliiniin bir injektif hull’'udur. O

Onerme 4.5.5. [10] Rpr Noether ise her injektif QQr modiilli, direk
parcalanamayan altmodiillerinin bir direk toplamidir. Ayrica Rr Artin ise (daha
sonra Sonug de gosterilecek: Rp Artin ise Rr Noetherdir) Qg nin
direk parcalanamayan toplananlarindan her biri, bir basit R-modiiliin bir injektif

hull’udur.

Simdi Onerme in ispat1 i¢in, Oncelikle gerekli olan iki lemmay1 verelim:

Lemma 4.5.6. [10] I', bir Mg modiiliiniin altmodiillerinin bir kiimesi olsun. O
zaman U < Mp altmodiilleri igin

(o) Y uv=pu

UeA UeA
olacak sekilde I' kiimesinin tiim A alt kiimelerinin arasinda bir maksimal A kiimesi

vardir.

Ispat: I" kiimesinin (e) 6zelligini saglayan tiim A alt kiimelerinden olusan bir G

kiimesi,
G:={A|ACT ve (e)ozelligi saglanir}

olarak tanimlansin. O zaman G kiimesi, kapsama islemine gore siralidir. Agikga,
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0= v=U

Uel Uel

oldugu i¢in ) € G dir. Oyleyse G kiimesi bostan farklidir. Simdi H, G nin bir

tam sirali alt kiilmesi ve

0:=J A

AeH

olsun. O zaman Q C I' dir.

Iddia: Q € G yani, Q kiimesi (o) Ozelligini saglar.

Ispat: Simdi bu durumun olmadigim kabul edelim. O zaman € kiimesindeki
altmodiillerin toplami direk degildir. Oyleyse bu toplamin, direk olmayan bir
sonlu alt toplam1 olmak zorundadir. Fakat kabulden H, kapsama iglemine gore bir
tam siral1 alt kiime oldugu i¢in €2 kiimesinden alinan sonlu ¢okluktaki altmodiiller,
toplamlart direk olacak sekilde bir A € H kiimesinin i¢indedir. O halde kabuliimiiz
ile H alt kiimesinin tanim arasinda bir ¢eligki elde ederiz. Boylece 2 € G olur.
Oyleyse ©, G kiimesinde tam sirali H alt kiimesinin bir {ist stnir1 olur. Bu durum,
G nin her tam sirali H alt kiimesi i¢in saglanir. Sonug olarak, Zorn Lemma

geregince G kiimesinde bir maksimal Ag elemani vardir. O

Lemma.5.6]dan yola ¢ikilarak asagidaki sonug elde edilir:

Sonuc 4.5.7. [10]

(a). Her M modiilii i¢in, toplami direk olacak sekilde Mp modiiliiniin direk
parcalanamayan, injektif altmodiillerinden olusan bir maksimal kiime vardir.

(b). Her Mp modiilii icin, toplami direk olacak sekilde Mp modiiliiniin basit
altmodiillerinden olugan bir maksimal kiime vardir.

Ispat: Lemma dan

I' = bir My modiiliiniin direk parcalanamayan, injektif altmodiillerinin kiimesi

ise, (a) kosulu saglanir ve
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I’ = bir M modiiliiniin basit altmodiillerinin kiimesi ise, (b) kosulu saglanir. O

Lemma 4.5.8. [10] Rr Noether ise, her sifirdan farkli Mz modiilii bir sifirdan

farkli, indirgenemez altmodiil igerir.

Ispat: B # 0 olmak iizere B, M modiiliiniin sonlu iiretilmis bir altmodiilii
olsun. Buradan (2) kosulu geregince B altmodiilii Noetherdir. Simdi bu
ozellige sahip olan her B altmodiiliiniin indirgenemez, sifirdan farkli bir altmodiil
icerdigini gosterelim:

A ={X|X 5 Bve X, Bdeinco’dur}, B de B nin bir altmodiiliiniin arakesit
tiimleyenleri (inco’su) olacak sekilde B nin 6z altmodiillerinin kiimesi olsun.
0 altmodiilii, B nin inco’su oldugu i¢in A kiimesi bostan farklidir. B Noether
oldugundan, A kiimesinde bir maksimal Xy & B elemam vardir. Simdi X,
Up < B nin bir inco’su olsun. O zaman agik¢a, Uy # 0 dir.

Iddia: Her 0 # C < Uy altmodiilii, Uy da essentialdir ve sonug olarak Uy
indirgenemezdir.

Ispat: Simdi L < Up igin C N L = 0 olsun. Kabulden Xqg N Uy = 0 ve
0 # C < Uy oldugu icin, CN Xy =0 dir. Buradan C'N(Xy+ L) =0 olur. Xy
in maksimalliginden ve C # 0 (bdylece C’ # B ) oldugundan, Xy + L = Xj
dir. O zaman L < X ve buradan L < Uy N Xy = 0 olur. O halde L = 0 dir.
Yani, CNL =0 icin L = 0 elde edilir. Essential altmodiil tanim1 geregince
C < Uy dir. Her 0 # C < Uy altmodiilii i¢in, bu durum saglanir. 0 # C
altmodiillerinin ikili arakesitleri sifirdan farkli olacagindan, tanim geregince Uy
altmodiilii indirgenemezdir. Sonug olarak My # 0 modiiliiniin bir sifirdan farkli,

indirgenemez Uy altmodiilii vardir. a

Simdi artik Onerme in ispatina bakabiliriz:
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Onerme in Ispat1: Sonuc geregince toplami direk olacak sekilde
bir () g modiiliiniin direk parcalanamayan, injektif altmodiillerinin bir maksimal
kiimesini goz oniine alalim. Simdi burada gosterilmesi gereken, Rp Noether ve
QR injektif oldugu durumda; bu maksimal kiimenin elemanlarinn direk toplami,
aslinda Qi nin kendisini verdigidir. Maksimal kiime i¢indeki elemanlarin direk

toplami,

Qo := @Qi

el
olsun. Kabulden Ry Noether ve @; ler injektif oldugu icin, Teorem {.4.2] nin
(1) = (2) kosulu geregince @)y injektiftir. O halde @y, () modiiliiniin bir direk

toplanamdir:

Q= Qo @ Q1.

Simdi @1 # 0 olsun. Kabulden Ry Noether ve ()1 # 0 oldugu i¢in, Lemma
geregince () bir sifirdan farkli, indirgenemez M altmodiiliinii icerir. I (M),
(21 de M altmodiiliiniin bir injektif hull’u olsun. O zaman M # 0 oldugu igin,

I(M) # 0 di. Aym zamanda I(M) injektif oldugu i¢in, @ in bir direk

toplananmidir. Simdi
Q1 =1(M)® Q2

olsun. Kabulden I(M) # 0, bir indirgenemez M altmodiiliiniin injektif hull’u
oldugu icin Teorem [4.5.2] (4) = (1) kosulu geregince direk parcalanamazdur.
O halde Qo®I(M) direk toplami, aym: zamanda () modiliiniin direk
par¢alanamayan, injektif altmodiillerinin bir direk toplami olur. Bu durum ise,
Qo := @ (; nin maksimalligi ile ¢eligki olugturur. Sonug olarak,

el

Q=Q:=EPa

i€l
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dir. Eger Rp sadece Noether degil, ayni zamanda Artin ise; o zaman Sonu¢
geregince her bir sifirdan farkli Q; altmodiilii, @ nun bir basit altmodiiliiniin

injektif hull’u olur. a

4.6. Artin ve Noether Halkalarin Radikalleri

Bu bolimde bir R halkasinin Jacobson radikali J(R) nin, Artin ve Noether
ozellikleri ile olan iliskisi incelenecektir. Oncesinde gerekli olan bazi tammlar

ifade edilip, ilgili ozellikler ispatsiz olarak verilecektir.

Tamim 4.6.1. [1]] R bir halka ve = € R olsun.

(1). x elemant sag quasi-regular olarak adlandirilir :< (1 — ) in R halkasinda
bir sag tersi vardir.

(2). Benzer sekilde x elemant sol quasi-regular olarak adlandirilir :< (1 — z) in
R halkasinda bir sol tersi vardir.

(3). x elemant quasi-regular olarak adlandirilir :< (1 — x) in R halkasinda bir
(sag ve sol) tersi vardir.

(4). R halkasinin bir alt kiimesi sol quasi-regular olarak adlandirtlir :< R
halkasinin her elemani sol quasi-regulardir.

(5). R halkasinin bir alt kiimesi sag quasi-regular olarak adlandirtlir :< R
halkasinin her eleman1 sag quasi-regulardir.

(6). R halkasinin bir alt kiimesi quasi-regular olarak adlandirtlir :< R halkasinin

her elemam quasi-regulardir.

Ozellik 4.6.2. [1]] Bir pozitif n tamsayis1 i¢in 2 = 0 olmak iizere € R ( yani

z, R halkasinin nilpotent elemani) olsun. O zaman
Q+z+22+.. . +2"Hl-2)=1=1—-2)Q+z+22+...+2" D

dir. Buradan z elemani quasi-regular olur. Sonug olarak, x elemani nilpotent ise

quasi-regulardir.
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Onerme 4.6.3. [1, Proposition 15.2 ] R halkasimn bir I sol ideali icin asagidaki
durumlar denktir:

(a). I ideali sol quasi-regulardur.

(b). I ideali quasi-regulardir.

(¢). I ideali, R halkasinda smalldur.

Bir R halkasi i¢in Tamim [2.1.60] geregince
Rad(RRr) = J(R) = Rad(rR)

dir. Dikkat edilirse; Onerme in kosullarini saglayan R nin bir I sol ideali,
Jacobson radikalinin tanimi geregince J(R) de igerilir. Boylece asagidaki genel

sonuca ulagilir:

Sonuc 4.6.4. [1, Corollary 15.10] R bir halka olsun. O zaman R halkasinin her
nil (tek yanl ya da iki yanl) ideali, sol quasi-regulardir. Bu ytizden R halkasinin

her nil (tek yanli ya da iki yanh) ideali, J(R) de igerilir.

Ozellik [2.1.63| ten bir R halkasmin her nilpotent (tek yanli ya da iki yanli) T
ideali, bir nil idealdir. O zaman Sonug ten agikca her nilpotent [ ideali, J(R)

radikalinde icerilir.
Sonug 4.6.5. [1, Corollary 15.8] R bir halka olmak {izere
J(R/J(R)) =0

dir.

Onerme 4.6.6. [1] R halkasi sol Artin olsun. O zaman R halkasi yaribasittir
ancak ve ancak J(R) =0 dir. Ayrica, R/.J(R) yaribasittir.
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Ispat: R halkasi sol Artin olsun. O zaman, Tamim geregince p R modiilii
Artindir.

(=). R bir yarbasit halka olsun. O zaman Tanim geregince r[? modiild,
yaribasit ve r R nin her altmodiilii, bir direk toplananidir. Buradan 0, r R nin tek
small altmodiiliidiir. Yine tanim geregince J(R), rR nin small altmodiillerinin
toplam1 oldugunu biliyoruz. 0, R modiiliiniin tek small altmodiilii oldugu i¢in
J(R) =0 olur.

(«<). J(R) = 0 olsun. Ayn1 zamanda bastaki kabulden p R modiilii Artin oldugu
icin, Onermem (a) = (c¢) kosulu geregince r R modiilii yaribasittir. Boylece
tanimdan R halkas1 yaribasit olur.

Simdi R halkast sol Artin ise, R/J(R) nin yaribasit oldugunu gosterelim:
Kabulden R halkasi sol Artin oldugu i¢in g R modiilii Artindir. O zaman Teorem
ten R nin her bolim modiili de Artindir. Buradan R/J(R) Artin olur.
Ayrica, Sonug geregince J(R/J(R)) = 0 dir. Boylece Onerme m

(a) = (c) kosulu geregince R/J(R) modiilii yaribasit olur. O

Benzer sekilde modiiller icin de asagidaki sonucu verebiliriz:

Sonu¢ 4.6.7. [10, Corollary 9.2.3] M = Mp modili Artin ise, M/Rad(M)

yaribasittir.

Sonraki 6nermenin ispati i¢in, sifirlayanlar ile ilgili asagidaki sonuca ihtiyacimiz

olacaktir:

Sonuc¢ 4.6.8. [1, Corollary 15.5] R bir halka olsun. O zaman R nin Jacobson

radikali J(R), basit sol (sag) R-modiillerin siifinin R halkasindaki sifirlayanidir.

Onerme 4.6.9. [l1] Bir R halkasi ve onun Jacobson radikali .J(R) icin asagidaki
ozellikler denktir:

(a). R/J(R) yanbasittir.
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b). R/J(R) sol Artindir.
)

C
d)
e). Her sol R-modiil M igin, Soc(M) = ra(J(R)) dir.

(b).
(¢). Basit sol R-modiillerin her carpimi yaribasittir.

(d). Yaribasit sol R-modiillerin her ¢arpim1 yaribasittir.

(e).

Ispat: (a) = (b). R/J(R) yaribasit olsun. Ayrica, Sonugten bir R halkas1
icin J(R/J(R)) = 0 oldugunu biliyoruz. O halde, Onermem geregince
R/J(R) sol Artin olur.

(b) = (a). R/J(R) sol Artin olsun. Yine Sonug[4.6.5|geregince J(R/J(R)) = 0
dir. O zaman Onerme[3.3.9] (a) = (c) kosulu geregince R/J(R) yaribasit olur.
(a) = (e). R/J(R) yaribasit ve M bir sol R-modiil olsun. Sonug den
J(R), her basit sol R-modiiliin R halkasindaki (sol) sifirlayanidir. Ayni zamanda
socle tanimi geregince Soc(M) nin, M deki tim basit altmodiillerin toplami
oldugunu biliyoruz. O halde her kM sol R-modilii i¢in J(R), Soc(M) yi
sifirlar. Buna bagli olarak Soc(M), J(R) nin M deki (sag) sifirlayaninin bir
alt kiimesi olur. Yani, Soc(M) C rp(J(R)) dir. Simdi tersini gosterelim:
Sifirlayan tanimi geregince agik¢a, J(R)rps(J(R)) = 0 dir. Buradan r;(J(R)),
bir R/J(R)-modiildiir. O halde (a) kabuliinden R/J(R) yaribasit oldugu igin,
rap(J(R)) bir yaribasit modiil olur. Boylece yaribasit modiil ve socle tanimindan
rar(J(R)), Soc(M) de igerilir. Yani, rp7(J(R)) C Soc(M) dir. Sonug olarak

rM sol R-modiilii i¢in
Soc(M) =rp(J(R))

elde edilir.

(e) = (d). Her sol R-modiil M igin, Soc(M) = ra(J(R)) olsun. Yine Sonug
den J(R) nin, her basit sol R-modiiliiniin R halkasindaki (sol) sifirlayan:
oldugunu biliyoruz. O zaman yaribasit modiil tanimindan J(R), tiim yaribasit sol
R-modiillerini de sifirlar. Buna bagli olarak J(R), yaribasit sol R-modiillerinin

her carpimini da sifirlar. O halde agikca yaribasit sol R-modiillerinin her ¢arpimi,
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J(R) nin bu carpimlardaki sifirlayanina esit olur. Bdylece (e) kabuliinden
yaribasit sol R-modiillerin her ¢arpimi, aslinda kendisinin socle’si olur. Sonug
olarak yaribasit sol [R-modiillerin her ¢carpimi, yaribasit olarak elde edilir.

(d) = (c). Agiktir.

(¢) = (a). (c) kosulunu kabul edelim. Ayrica Sonug ten, R halkas1 igin
J(R/J(R)) = 0 oldugunu biliyoruz. O zaman Onerme geregince
J(R/J(R)) = 0 dir ancak ve ancak R/J(R), basit R-modiillerinin sinifi
tarafindan esiiretilmistir. Simdi bu basit R-modiiller smifi, (Uy)aeca olsun.

Oyleyse esiiretilmis modiillerle ilgili verilen Tanim geregince bir
0— R/J(R) — [[Us — Ua — 0
acA

kisa tam dizisi vardir. Aym zamanda (c¢) kabuliimiiz geregince, basit sol

R-modiillerinin her carpimi yaribasit oldugu igin H U, carpimu yaribasit olur.

acA
Sonug olarak, Onerme geregince R/J(R) de yaribasit olarak elde edilir. O

Sonug 4.6.10. [1] R bir sol Artin halka ve M bir sol R-modiil olsun. O zaman
Soc(M) =ry(J(R)) <c M
dir.

Ispat igin asagidaki lemmaya ihtiyacimiz olacaktir:

Lemma 4.6.11. [1, Lemma 5.19] R bir halka ve M bir sol R-modiil olsun. O
zaman bir K < M altmodiilii, M de essentialdir ancak ve ancak her

0#x € M icin, 0 # rz € K olacak sekilde bir r € R vardir (yani, her
0#x€ M icin RenN K # 0 dir).

Sonuc 4.6.10 un Ispati: 0 # z € M alalim. O zaman Rz # 0 dir ve

acikca Rx; yalnizca bir x elemant ile sonlu iiretilmig bir sol R-modiil olup, M nin
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bir altmodiiliidiir. Kabulden R halkas1 Artin oldugundan, Sonug (1) bzelligi
geregince Rx bir Artin modiil olur. Oyleyse Sonug geregince Soc(Rx), Rx

modiiliinde essential olur. O halde essential altmodiil tanimindan
Soc(Rx) = Rx N (Soc(M)) #0

elde edilir. Bu durum, M modiiliinden alinacak her sifirdan farkli z elemam
icin saglanir. Dolayisiyla Soc(M) nin M deki her sifirdan farkli Rz altmodiili
ile arakesiti, yine sifirdan farkli olarak elde edilir. Boylece Lemma [4.6.11] den
Soc(M), M de essential (Soc(M) <. M) olur. Kabulden R halkas1 sol Artin
oldugu icin, Onerme geregince R/J(R) yaribasitti. O zaman Onerme
(a) = (e) kosulu geregince Soc(M) = rpr(J(R)) olur. Sonug olarak,

Soc(M) =ry(J(R)) <c M

elde edilir. O

4.7. Azalan Zincir Kosullu Bir Halkanin Artan Zincir Kosulunu

Saglamasi

Sol (sag) Artin olan bir halkanin, ayni zamanda sol (sag) Noether oldugunu
ispatlamak zannedildigi gibi kolay degildir. Yirminci yiizyllda Emmy Noether
ve Emil Artin, zincir kogullu halkalar iizerinde caligtiklari zaman; ne E. Noether
ne de E. Artin bu konuyla ilgili "zaten biliyoruz" izlenimi vermemislerdir. Artin
halkalarin bu teorisi, artan zincir kosullu halkalarin baglangi¢ teorisinden ayri
olarak diisiiniilmiigtiir. ~Charles Hopkins, 1939 yilinda azalan zincir kosullu
halkalarin artan zincir kogulunu da sagladigim ispatladiginda, soyut cebir alaninda
oldukca gasirtici bir gelisme yaganmistir. Emmy Noether’in doktora 6grencisi olan

Jacob Levitzki ise, bir sol (sag) Noether halkasinin her tek yanli nil idealinin
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nilpotent oldugunu kanitlamistir. Bu iki teorem de halka teorisinde oldukca
onemlidir. Bu kisstmda Hopkins ve Levitzki teoremlerine ve bu iki teoremden elde

edilen sonuca deginecegiz.

Teorem 4.7.1. [1] R bir sol Artin halka olsun. O zaman J(R), R halkasinin en
biiylik tek nilpotent (sol, sag ya da iki yanli1) idealidir.

Teorem [4.7.1]in ispati i¢in agagidaki teorem ve lemmaya ihtiyacimiz olacaktir:

Teorem 4.7.2. [10, Theorem 9.2.1(e)] M bir sag§ R-modiil olsun. O zaman M
modiilii sonlu tiretilmis ve M # 0ise, Rad(M) # M dir.

Lemma 4.7.3. [1, Corollary 8.8] R bir halka olsun. O zaman regular rp R modiilii
bir iiretectir.

Teorem in Ispat1: R bir sol Artin halka olsun. Her nilpotent idealin, ayni
zamanda bir nil ideal oldugunu biliyoruz. O zaman Sonug [4.6.4] geregince R
halkasinin her nilpotent ideali, J(R) de igerilir. Bu durumda, J(R) nin nilpotent

oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Simdi J = J(R) nin
JDJPD 3D ... (W)

azalan zincirini diisiinelim. Kabulden R halkas1 sol Artin oldugu i¢in, Teorem@4.1.3
geregince (Q) zinciri, sonlu bir adimda durmalidir. Yani, bir pozitif n tamsayisi
icin J"® = J*! = .. dir. Simdi J" nin sifirdan farkli oldugunu kabul edelim. T,
R halkasinin J™ tarafindan sifirlanmayan sol ideallerinin olusturdugu bir kiimesi
(yani I kiimesinin elemanlari, J" ile carpimi sifir olmayan sol idealler) olsun.

Acikca, J™ # 0 oldugu i¢in
JnJn = J? £

dir. Buradan J" € ' dur. Oyleyse, I kiimesi bostan farklidir. Kabulden R halkasi
sol Artin oldugu i¢in Teorem [4.1.3|ten I kiimesinin, J"I # 0 6zelligine gore bir
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minimal / elemani vardir. Simdi J"x # 0 olmak iizere x € I olsun. O zaman

sol ideal tanim1 geregince
Jr < Rx <]
dir. Varsayimdan J" = J"! oldugu igin
J(Jz) = J" e = J £0

yani, J"(Jx) # 0 elde edilir. Oyleyse, Jx € T olur. Kabulden I sol ideali, T
kiimesinde minimal oldugu i¢in I = Jz dir. Buradan Jx = Rz olur. Lemma
4.7.3| geregince R, lirete¢ oldugu icin bir sonlu iiretilmis sol R-modiildiir. O

zaman Teorem ye gore rR sonlu iiretilmig ve rR # 0 ise,
Rad(rR) = J(R) # rR

dir. Buradan Rx # Jxz elde edilir. Fakat bu durum, Rx = Jz gergekligi ile bir
celigki olusturur. Sonug olarak bastaki J™ # 0 kabuliimiiz yanlis olup, J" =
dir. Yani, J = J(R) nilpotenttir. O

Teorem 4.7.4. [10]] R bir halka olsun.

(1). Rdegismeli ve Artin bir halka ise, 0o zaman J(R), R halkasinin tiim nilpotent
elemanlarinin kiimesidir.

(2). Rp Artin ise, o zaman her Mp sag R-modiilii i¢in
Rad(M)=MJ(R) < M dir.
Ayni sekilde Rp Artin ise, o zaman her p M sol R-modiilii i¢in

Rad(M) = J(R)M < M dir.

Teorem iin ispat1 i¢in asagidaki teoreme ihtiyacimiz olacaktir:
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Teorem 4.7.5. [10, Theorem 9.3.5] R/.J(R) bir yaribasit halka ise, o0 zaman her

Mp modiilii i¢in asagidaki 6zellik saglanir:

Rad(M) = MJ(R)

Teorem iin Ispati: (1). Kabulden R bir Artin halka oldugu igin, Teorem
den J(R) nilpotenttir. Dolayisiyla J(R) nin her elemant da nilpotenttir. Simdi
bir pozitif n tamsayisi icin a” = 0 olacak sekilde R halkasindan bir nilpotent a

elemanini alalim. Kabulden R halkas1 degismeli oldugu icin,
(aR)"=a"R"=a"R=0R=0

elde edilir. Buradan a R, R halkasmin bir nilpotent ideali olur. Teorem den
R halkasinin nilpotent ideallerinin en biiytigii, Jacobson radikali J(R) oldugu i¢in
aR < J(R) dir. Boylece a € aR < J(R) elde edilir. Yani, R halkasinin her
nilpotent a elemani, J(R) nin bir elemanidir.

(2). Rp Artin olsun. O zaman Onerme dan, R/J(R) yaribasittir. Boylece
Teorem [4.7.5] geregince, My modiilii i¢in

Rad(M) = MJ(R)
ve rpM modiilii i¢in
Rad(M) = J(R)M

dir. Yine kabulden Ry Artin oldugu i¢in, Teorem[d.7.1|geregince J(R) nilpotenttir.
O zaman (J(R))™ = 0 olacak sekilde bir pozitif n tamsayist vardir. Simdi
U < Mp i¢in

M=U+MJ(R) (%)

oldugunu kabul edelim. O zaman (x) esitliginin sag tarafinda, M yerine (n — 1)

defa U + M J(R) koyulursa,
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M =U + MJ(R)
—U+ (U + MJ(R)) J(R)
= U +UJ(R) + M(J(R))?
—U+UJR)+ (U + MJ(R)) (J(R))>?
=U+UJ(R)+U(J(R)*+ M(J(R))?

=U+UJR)+U(J(R)*+ -+ U(J(R)" 4+ M (J(R)"

— U+ UJ(R) + U(J(R) +--- + U(J(R)""

eU

=U (4)

esitligi elde edilir. Ciinkii, Lemma[2.1.5] (1) = (2) kosulu geregince

i =1,2,...,(n—1) igcin U(J(R))" € U olur ve buradan Lemma[2.1.5]
(1) = (3) kosulu geregince UJ(R)+U(J(R))?>+---+U(J(R))" ! toplamu,
U altmodiilinde icerilir. Boylece (4)’dan

M=U+MJ(R) igin U=M

elde edilir.  Acik¢a bu durum, M nin tim U altmodiilleri i¢in saglanir.
Sonug olarak, small altmodiil tanimi geregince M.J(R) < M olur. Yani,
Rad(M) = MJ(R) < M dir.

Benzer sekilde, J(R)M nin M de small (Rad(M) = J(R)M < M) oldugu

gosterilir. O

Sonuc¢ 4.7.6. [1]] R bir sol Artin halka ve M bir sol R-modiil olsun. O zaman M
modiilii icin asagidaki 6zellikler denktir:

(a). M sonlu iiretilmistir.

(b). M Artindir.

(¢). M /J(R)M sonlu iiretilmistir.
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Ispat icin, konu ile ilgili asagidaki lemmaya ihtiyacimiz olacaktir:

Lemma 4.7.7. [1, Corollary 15.18] R bir halka olsun. O zaman her sol R-modiil
M icin

J(R)M < Rad(M)

dir. Ayrica R/J(R) yanbasit ise, 0 zaman her sol R-modiil M i¢in M /J(R)M

yaribasittir.

Sonug mn Ispati: (a) = (b). Sonug (1) den agiktir.

(b) = (¢). M modiliinin Artin oldugunu kabul edelim. $imdi
0— J(R)M — M — M /J(R)M — 0

kisa tam dizisini diisiinelim. Kabulden M bir Artin modiil oldugu icin, Sonug
geregince J(R)M ve M /J(R)M modiilleri de Artin olur. Yine kabulden
R halkast sol Artin oldugu i¢in, Onerme dan R/J(R) yaribasittir. O halde,
Teorem ten J(R)M = Rad(M) ve Lemma den M /J(R)M
yaribasit olur. Oyleyse Onerme geregince Rad(M /J(R)M) = 0 du.
Ayn1 zamanda varsayimdan M modiilii Artin oldugu i¢in, Teorem [3.1.3| gere§ince
M nin tiim boliim modiilleri de Artindir. Buradan M /J(R)M Artin olur. Sonug
olarak, Onerme[3.3.9| (a) = (c) kosulu geregince M /J(R)M sonlu iiretilmistir.
(¢) = (a). Simdi M /J(R)M modiiliiniin sonlu iiretilmis oldugunu kabul edelim.
Bastaki kabulden R halkasi sol Artin oldugu i¢in, R/J(R) bir sol Artin halkadir.
O halde, Onerme [4.6.9] (b) = (a) kosulu geregince R/J(R) yarbasit olur.
Oyleyse Teoremﬂten J(R)M = Rad(M) ve Lemmaden M/J(R)M
yaribasit olur. Buradan M /J(R)M = M/Rad(M) esitligi elde edili. O
zaman kabulden M /J(R)M nin sonlu iiretilmis olmasi, M/ Rad(M ) nin de sonlu
tiretilmis olmasini gerektirir. Geriye Rad(M) nin M de small (Rad(M) < M)
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oldugunu gostermek kalir. Yine kabulden R bir sol Artin halka oldugu icin, Teorem

[4.7.4]iin (2) 6zelliginden
Rad(M) =J(R)M < M

elde edilir. Sonug olarak Teorem geregince, M modiilii sonlu iiretilmis olur.

g

Teorem 4.7.8. [Hopkins] [1] J = J(R) olmak iizere R bir halka olsun. R halkasi

sol Artindir ancak ve ancak R halkasi sol Noether, J nilpotent ve R/.J yaribasittir.

Teorem 4.7.8|in ispati i¢cin asagidaki lemmaya ihtiya¢ vardir:

Lemma 4.7.9. [1, Corollary 15.12] I, R halkasinin bir ideali olsun. Eger I nil
ideal ve J(R/I) =0 ise, ozaman [ = J(R) dir.

Teorem in ispatlz R halkasi sol Artin olsun. O zaman Teorem den,
J nilpotent ve Onermedan, R/J yanbasittir. Bu yiizden R/J yi yaribasit
ve J nin nilpotent oldugunu kabul edebiliriz. Buradan bir pozitif n tamsayis1 igin
J™ = 0 olsun. Simdi n lizerinde tiimevarim yontemi uygulayalim:

n = 1lise, o zaman J" = J =0 ve R = R/J yanbasittir. Boylece yaribasit
R halkasr igin, Sonug [3.3.T1] geregince R sol Artindir ancak ve ancak R sol
Noetherdir. Yani, n = 1 icin ispat saglanir. Simdi n > 1 olsun ve 7 den kiiciik

nilpotent indislerinin her halkasi i¢in, ifadenin saglandigin1 kabul edelim. Lemma

geregince
J(R)JY) = g/

dir. O zaman tiimevarim varsayimindan, R/J"~! sol Artindir ancak ve ancak

R/J" ! sol Noetherdir. Simdi sol R-modiillerin
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0—J" ' S R—R/J"! —0

kisa tam dizisini diisiinelim. Sonug geregince, R halkasi Artin (Noether) dir
ancak ve ancak J"~ ! ve R/J"! Artin (Noether) dir. Fakat J" = J(J"" 1) = 0
ve R/J yaribasit oldugu icin, J"~! yaribasittir. O halde Sonug 3.3.11{den, J"~!

Artindir ancak ve ancak J"~! Noetherdir. Boylece ispat tamamlanmus olur. O

Benzer sekilde modiiller i¢in de asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 4.7.10. [10] R bir halka, R/J(R) yaribasit ve J(R) nilpotent olsun. O
zaman bir M modiilii i¢in asagidaki 6zellikler denktir:

(1). Mp Artindir.

(2). Mg Noetherdir.

(3). Mp sonlu uzunlukludur.

Ispat: (1) < (2). Kabulden R/J(R) yaribasit ve J(R) nilpotent oldugu igin,
Hopkins teoremi geregince Mp (= Rp) Artindir ancak ve ancak Mp (= Rpg)
Noetherdir.

(3) = (1) ve (3) = (2). Mg modiilii sonlu uzunluklu olsun. O zaman Teorem
un (2) = (1) kosulu geregince, Mp modiilii hem Artin hem de Noether

olur. O

Sonuc 4.7.11. [10] Bir R halkas1 i¢in agagidaki 6zellikler saglanir:
(a). Rr Artin ve Mg Artin ise, o zaman Mg Noetherdir.

Ayni sekilde Rr Artin ve Mp Noether ise, 0 zaman Mg Artindir.
(b). Rp Artin ise, 0 zaman Rp Noetherdir.

(c). RR Artin ve R Noether ise, 0 zaman R Artindir.

ispat: (a). Rp Artin ve Mp Artin olsun. O zaman Ry Artin oldugu i¢in, Onerme

4.6.6| geregince R/J(R) yaribasit ve Teorem [4.7.1] geregince J(R) nilpotenttir.
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Sonug olarak R/J(R) yaribasit ve J(R) nilpotent oldugundan, Teorem
geregince Mg Artin ise My Noether olur. Aymi sekilde, Mg Noether ise Mg
Artindir.

(b). Rg Artin olsun. O zaman Rpr = Mpg i¢in (a) nin bir 6zel durumudur.

(c). Rp Artin ve grR Noether olsun. O zaman pM = grR i¢in Teorem [4.7.10]

dan istenen saglanir. O

Teorem 4.7.12. [Levitzki] [1] R halkasi sol Noether ise, o zaman R halkasinin her
nil tek yanli ideali nilpotenttir.

Ispat: R halkas: sol Noether olsun. O zaman Teorem geregince, I halkasi
bir maksimal nilpotent ideale sahiptir. Bu ideale N diyelim. S = R/N olsun.
O zaman 0 ideali, S deki tek nilpotent idealdir. Ozelligi geregince her nilpotent
ideal, nil ideal oldugu i¢in 0 ideali, ayn1 zamanda S nin bir nil sag idealidir. Simdi
iddiamiz, 0 idealinin S deki tek nil sag ideal oldugudur. Bunu gormek i¢in,

0 # I < Sg olmak iizere I nin nil oldugunu kabul edelim. Varsayimdan R halkasi
sol Noether oldugu i¢in, S = R/N de sol Noetherdir. O zaman S sol Noether

oldugundan,

{ls(@) |0 #x e I}

kiimesi bir maksimal eleman igerir. Bu elemana [g(x) diyelim. Simdi zs # 0
olmak iizere s € S olsun. xs € I nilpotenttir. Buradan bir pozitif k& tamsayisi igin
(xs)¥*1 =0 ve (xs)¥ # 0 oldugunu kabul edelim. Acikca, Ig(x) C Ig((xs)¥)
dir. Fakat kabulden /g (x) maksimal oldugu i¢in,

ls(x) = ls((ws)*) ve buradan zsz = 0 olur. Boylece (SzS)%2 =0, z =0
ve iddiamiz saglanmig olur. O halde eger I, R halkasinda bir nil sag ideal ise, o

zaman

(I+N)/N=0¢€R/N
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ve I C N dir. Yani N, R halkasinin her nil sag idealini icerir. Fakat eger a € R
ve Ra nil ise, 0 zaman aR ayn1 zamanda nildir ((ra)” =0= (ar)"t! = 0). Bu
yiizden N, ayn1 zamanda R halkasinin her nil sol idealini de igerir. Sonug olarak

N nilpotent oldugundan, ispat tamamlanr. a

Hopkins teoremi ve Levitzki teoreminden asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 4.7.13. [1] R halkasi sol Noether olsun. Eger R/J(R) yaribasit ve J(R)

nil ise, o zaman R halkas1 sol Artindir.

4.8. Artin ve Noether Halkalarin Karakterizasyonu

Teorem 4.8.1. [[10] R bir halka olsun.
(a). Asagidaki ozellikler denktir:
(1). Rg Noetherdir.

(2). Her injektif @ p modiilii, direk parcalanamayan (injektif) altmodiillerinin bir

direk toplamidir.
(b). Asagidaki ozellikler denktir:
(1). Rp Artindir.

(2). Her injektif QQr modiilii, basit R-modiillerin injektif hull’larinin bir direk

toplanmdir.

Ispata baglamadan &nce gerekli olan teoremi verelim:

Teorem 4.8.2. [10, Theorem 5.6.3(a)] ¢ : M; — M> bir izomorfizma,
n : My — Q1 bir injektif hull ve Qo injektif olmak tizere 70 : My — Qo bir

monomorfizma olsun. O zaman
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Aﬂi,]w2

| w E

Q1 Q2

diyagrami degismeli (komiitatif) ve

2 : My — Im(1))

m — n2(m)
Mo nin bir injektif hull’u olacak sekilde bir

Y:Q1— Q2

split (parcalanabilir) monomorfizmasi1 vardir. 72, Mas nin bir injektif hull’udur

ancak ve ancak ¢ bir izomorfizmadir.

Teoremin Ispati: (a) ve (b) 6zelliklerinin (1) = (2) kosullari, daha 6nce
Onerme m te ispatlandi. Simdi Sonug den "Rp Artin ise Rr Noether"
oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla Ry nin sadece Artin oldugu kabul edilerek

(1) = (2) kosullarinin ispat1, Onerme [4.5.5| kullanildiginda daha rahat goriilebilir.

(b) (2) = (1). Her injektif @z modiilii, basit R-modiillerin injektif hull’larinin
bir direk toplami olsun. Simdi Ry nin herhangi bir R/A boliim modiiliinti alalim.
R/A < I(R/A) olmak iizere I(R/A), R/A nin bir injektif hull’u olsun. O
zaman kabulden @); ler, basit R-modiillerinin injektif hull’lar1 olmak iizere
I(R/A) = @Qi
i€l
dir. A¢ik¢a, R/A devirli oldugu i¢in sonlu iiretilmigtir. Buradan R/A, bir sonlu I

alt toplaminda igerilir:
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R/A < @Qi, Iy sonlu.

i€l
Injektif hull 6zelliginden, R/A <. I(R/A) olduguicin I = Iy dir. Yani,

I(R/A) = PQi

i€lp

dir. O halde Teorem in (3) = (1) kosulu geregince, R/A bolim modiili
sonlu estiretilmistir. Bu sonug, R nin tiim boliim modiilleri i¢in saglanir. Boylece
Teorem[3.1.3]iin (4) = (1) kosulu geregince Ry Artin olur.
(a) (2) = (1). Bu ispat, Teorem [M.42] (3) ozelliginin saglandiginin

gosterilmesiyle elde edilir. Bunun i¢in F; < ); olmak iizere

M = G_?Qiy

basit F/; R-modiillerin (); injektif hull’larinin bir direk toplami olsun.

M < I(M) olmak iizere I(M), M nin injektif hull’u olsun. Bu durumda,
M = I(M) oldugunu kamtladik. Injektif hull 6zelliginden M <. I(M) oldugu
icin, Soc(M) = Soc(I(M)) dir. Ayrica, Onerme den

Soc(M @SOC Q)

ve socle tanimindan
0 [o@)
Do) = B
i=1 i=1
oldugu icin,

Soc(M @Soc Qi) = éEz
i=1

elde edilir. Simdi (2) kabuliinii kullanalim. O zaman D; ler, direk parcalanamayan
injektif modiiller olmak iizere
M) =D,
jeJ

dir. Simdi
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Ji={j|jeJ ve Soc(Dj;)# 0}

olsun. O zaman Onerme ve socle tanimindan,
Soc(1 @ Soc(D
VIS
dir. Ayrica Sonug (b) ozelligi geregince direk pargalanamayan injektif D;
modiilleri, en ¢ok bir basit altmodiil icerir. Soc(D;) # 0 ise o zaman Fj, D;

modiiliindeki tek basit altmodiil olmak iizere socle tanimindan
F; := Soc(Dj)

dir ve D; modiilii, I} basit atmodiiliiniin injektif hull’'udur. Sonug olarak
Soc(I @ Fy
JEI
ve Soc(M) = Soc(I(M)) oldugu igin,
Soc(I @E = EBF
VIS
elde edilir. Krull-Remak-Schmidt Teoreminden, Soc(I(M )) nin bu iki parcalanist
izomorftur. Eger FE; = F; ise, o zaman Teorem .8.2]den Q; = D; ve
Krull-Remak-Schmidt Teoremin birebir-orten olmasindan,
o0
1= @a- o
i=1 JEJ1

elde edilir. Boylece

“(@2)+( @ »)

oldugu i¢in M, I(M) injektif modiiliiniin bir direk toplananina izomorftur.

Dolayisiyla M injektif olur. O halde Teorem nin (3) 6zelligi saglanir. Sonug
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olarak Teorem[4.4.2)nin (3) = (1) kosulu geregince Ry Noether olur.

Bir R halkasi igin, Teorem[4.8.1)den asagidaki sonug elde edilir:

Sonu¢ 4.8.3. [10] Rr Noether fakat Artin degil ise, o zaman basit altmodiil

icermeyen bir direk parcalanamaz injektif R-modiil vardir.
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5. DEGISMELI HALKALAR UZERINDE ZINCIR
KOSULLARI

Bu boliimde halkalar, aksi belirtilmedikce birimli ve degismeli olarak alinacaktir.

Degismeli halkalarda artan ve azalan zincir kogsullar1 oldukga ilgi cekicidir.
Yirminci yilizyilda Emmy Noether ve Emil Artin’in degismeli halkalarin idealleri
izerindeki zincir kogullarina dayali ¢caligsmalari, diinya ¢apinda bir¢ok matematikci
tarafindan soyut cebir alaninda devrimsel olarak nitelendirilmistir. Bu boliimde,
birimli ve degismeli halkalarin artan ve azalan zincir kosullarina dayali ideal

yapilart incelenmigtir [[1]], [3[], [S], [81, [9, [1 1[I, (12f], [17], [18].

5.1. Primary Parcalans

Bu kisimda, daha sonra Noether ve Artin halkalarda kullanilacak olan "bir idealin

primary parcalanigi” ile ilgili tanim ve teoremlere yer verilecektir.

Tamim 5.1.1. [8] R bir degigsmeli halka ve ), R nin bir ideali olsun. Q) primary

ideal olarak adlandirilir :<

(). Q # R ve
(73). Her a,b € Rigin ab € @ ve a ¢ @ iken, bir pozitif n tamsayisi igin
b" € () dur.

Yukaridaki tanimdan bir degismeli halkanin her asal idealinin, bir primary ideal

oldugu agiktir.

Teorem 5.1.2. [, Theorem 2.9] R birimli ve degismeli bir halka ve J, R nin bir
primary ideali olsun. O zaman /@, R halkasinin @ yu igeren bir asal idealidir.
Teorem [5.1.2] ye dayali tanim asagidaki sekildedir:

Tammm 5.1.3. [§] R birimli ve degismeli bir halka ve (), R nin bir primary
ideali olsun. R nin bir P asal ideali icin P = /Q ise o zaman Q, P-primary
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ideal yada ‘P asalina ait primary ideal ya da P asali icin primary ideal olarak
adlandirilr.
() idealinin P radikali ise Q) nun ilgili asal ideali (associated prime ideal of Q)

olarak adlandirilir.

Tanmm 5.1.4. [3], [18] R birimli ve degismeli bir halka ve I, R halkasinin bir
ideali olsun. O zaman 1 < ¢ < n igin Q; ler, R halkasinin primary idealleri

olmak tizere
I=()Q (%)
i=1

ise, (¥)’a I idealinin bir primary parcalamst (primary decomposition)
denir. Bagka bir ifade ile [ idealinin primary pargalanigi, X halkasinin primary
ideallerinin bir sonlu arakesitidir. Buradan Q); lere, I idealinin primary bilesenleri
denir. Ayrica, primary pargalanisi olan bir [ ideali parcalanabilir (decomposable)
olarak ifade edilir.

Eger (% )’da

(7). 1 <14 <mn i¢inradikal ideal P; = 1/Q; lerin hepsi birbirinden farkli ve

(). 1<i,j<nicin Q; 2[) Qi
i#j
ise, o zaman [ idealinin (%) primary parcalanisi minimal (ya da irredundant,

reduced, normal) olarak adlandirilir.

Tamm 5.1.5. [3], [18] Tanim te (%), I idealinin bir minimal (irredundant,
reduced) primary pargalanisi ise, o zaman 1 < i < n igin P; = /Q; asal
idealleri [ mn ilgili asal idealleri ya da kisaca, I min asal idealleri olarak
adlandirilirlar. Buradan I nin asal ideallerinin {P;,Pa,...,P,} kiimesindeki bir
minimal eleman [ nin bir minimal (ya da isolated) asal ideali olarak adlandirilir.
Bagka bir ifade ile, her j # i icin P; ¢ P; ise 0 zaman P;, I min bir minimal

(isolated) asal idealidir. Ayrica verilen minimal parg¢alanistaki her bir Q; ye, I nn
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bir primary bileseni denir. Eger P; = /Q; , I mn bir minimal (isolated) asal
ideali ise, o zaman Q; ye [ min bir minimal (ya da isolated) primary bileseni

denir.

Teorem 5.1.6. [8, Theorem 2.13] R birimli ve degismeli bir halka ve I, R nin
bir ideali olsun. Eger [ idealinin bir primary parcalanig1 varsa, o zaman [ nin bir

minimal (reduced, irredundant) primary parcalanis1 vardir.

5.2. Noether Halkalarda Primary Parcalams

Emanuel Lasker; bir polinom halkasindaki her idealin, bu halkadaki primary
ideallerinin bir sonlu arakesiti oldugunu kanitlamistir. Baglangicta bu teorem,
polinom halkalar1 ve yakinsayan kuvvet dizileri ile sinirlandirtlmigtir.  Emmy
Noether ise bu teoremin faaliyet alanini genisleterek, her Noether halka i¢in
bu teoremin dogrulugunu kanitlamigtir. Simdilerde bu teorem, Lasker-Noether
teoremi olarak anilmaktadir [9]).

Bu kisimda, bir Noether halkanin her idealinin bir primary pargalanigt oldugunu
ve buna bagh olarak, bu ideallerin her birinin aslinda bir minimal (irredundant,

reduced) primary parcgalanigt oldugunu gorecegiz.

Daha ©nceden Tamim de, indirgenemez (irreducible) modiil tanimina
yer verilmisti. Simdi bu kisimda ihtiyacimiz olan, indirgenemez (irreducible) ideal

tanimu verilecektir:

Tamm 5.2.1. [17] R bir degismeli halka ve I, R halkasinin bir ideali olsun. [
ideali indirgenemez (irreducible ya da meet-irreducible) olarak adlandirilir : &
(7). I#R ve
(4). I G Iy ve I G I olacak sekilde R nin her Iy, I idealleriigin I # I3y
dir.
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Lemma 5.2.2. [3]] R birimli ve degismeli bir Noether halka olsun. O zaman R
deki her ideal, R nin indirgenemez ideallerinin bir sonlu arakesitidir.

Ispat: 7, R halkasinda indirgenemez ideallerinin sonlu arakesitleri olmayan
R nin tim ideallerinin bir kiimesi olsun. Simdi F kiimesinin bostan farkli
oldugunu kabul edelim. O zaman kabulden R halkasi Noether oldugu icin, F
kiimesinin bir maksimal .J elemam vardir. Oyleyse R halkasinda J yi iceren .J
den farkli her ideal, F kiimesinin bir eleman: degildir. Dolayisiyla bu ideallerin
her biri, R nin indirgenemez ideallerinin bir sonlu arakesiti olmak zorundadir.
Ayrica F kiimesindeki her eleman, kendi kopyalarinin bir sonlu arakesiti olarak
yazilabilecegi icin; R nin bir indirgenemez ideali olamaz. Aksi takdirde F tanimi
ile ¢eliski olusturur. O halde J € F oldugu icin, J ideali indirgenemez degildir.
Bu yiizden K 2 J, 1 2 J icin J = K NI olacak sekilde R nin I, K idealleri
vardir. O zaman I, K ¢ F oldugu icin; I ve K idealleri, R halkasindaki
indirgenemez ideallerinin sonlu arakesitleri olur. Boylece J = K N I oldugundan,
J ideali de R halkasindaki indirgenemez ideallerinin bir sonlu arakesiti olur.
Fakat bu durumda J ¢ F olacagt icin, bir ¢eliski elde ederiz. Boylece F bir bos
kiimedir. Sonug olarak Noether olan R halkasindaki her ideal, R nin indirgenemez

ideallerinin bir sonlu arakesitidir. O

Lemma 5.2.3. [17] Birimli ve degismeli olan bir Noether R halkada her
indirgenemez ideal, bir primary idealdir.

ispat: I, R halkasmimn bir primary olmayan ideali olsun. O zaman ab € I ve
b ¢ I iken, tiim pozitif m tamsayilar i¢cin a™ ¢ I olacak sekilde bir a,b € R

ikilisi vardir. Acikca, a # 0 dir. Simdi R nin ideallerinin bir

artan zincirini diisiinelim. Soyle ki: Tanim [2.1.72]den
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I:(a)={zeR|xz(a)CI}

dir. z(a) C I ise,0zaman za € I, za® € I,..., za™ € I,... dir. Bu yiizden
x € 1:(a) ise, 0 zaman = € I: (a®) olur. Yanin > ligin = € I: (a") ise,
x € I:(a"™) dir. Kabulden R Noether oldugu icin, (A) artan zinciri bir sonlu
adimda durmalidir. Oyleyse, I:(a™) = I:(a™"!) olacak sekilde bir pozitif
m tamsayisi vardir. Yine kabulden R halkasi Noether oldugu i¢in, Lemma [5.2.2]
geregince R nin her ideali, R nin indirgenemez ideallerinin bir sonlu arakesitidir.

Iddia: Bastaki kabulden b ¢ I oldugu icin (I,b), R nin I ve b ile iiretilen bir

idealini gostermek iizere
I'=1:(a™)n(,b) (®)

dir.
Ispat: Simdi kabulden o™ ¢ I oldugu i¢in, I S I:(a™) ve aym zamanda
kabulden b ¢ I oldugu icin, I & (I,b) dir. Buradan agikea,

IC1I:(a™) N (I,b) ()

olur. Geriye I : (a™) N (I,b) C I oldugunu gostermek kalir. Simdi bunun igin,
bir r € I:(a™)N(I,b) alahm. O zaman s,z € I ve t,y € R olmak iizere r
elemani, r = s+ta™ = x+yb seklinde yazilabilir. Kabulden R halkasi1 degismeli

oldugu icin, s+ ta™ = x + yb esitliginde her iki tarafini a ile islem yaparsak,
(s +ta™)a = (z + yb)a

ve buradan
ta™ ! = (z + yb)a — sa

=za+y_ba —sa
=ab



107

=(x—-s)_,a + y ab el
—_—— N N
cl €R ER el

—_—— ——
el el

elde edilir. Yani, ¢ € I: (a™"') dir. Kabulden I : (a™™) = I: (a™) oldugu
icin, t € I:(a™) olur. Budurumda, ta™ € I dir. Ohalde r = s+ ta™ € I

olur. Boylece
I:(@™)N(I,b)C1I (4
olur. Sonug olarak, (H) ve (#)’den
I=1:()N(I,0b)

elde edili. O zaman I G I:(a™) ve IS (I,b) olacak sekilde I, R nin
I:(a™) ve (I,b) ideallerinin bir arakesiti oldugu i¢in; tanim geregince I ideali,
R nin bir indirgenemez ideali degildir. Boylece I bir indirgenemez ideal ise, o

zaman I nin primary ideal oldugu gosterilmis oldu. a

Lemma[5.2.2] ve Lemmal5.2.3|ten asagidaki Lasker-Noether teoremi elde edilir:

Teorem 5.2.4. [Lasker-Noether] [9], [[17]] Birimli ve degismeli olan bir Noether
R halkadaki her ideal, R nin sonlu sayida primary ideallerinin bir arakesitidir. Ozel
olarak, R nin her idealinin bir primary pargalanis1 vardir.

Ispat: Kabulden R halkasi Noether oldugu icin; Lemma geregince R
halkasindaki her ideal, R nin indirgenemez ideallerinin bir sonlu arakesitidir.
Ayn1 zamanda Lemma geregince I? halkas1 Noether oldugu i¢in; R nin her
indirgenemez ideali, R nin bir primary idealidir. Bdylece R deki her ideal, R nin
primary ideallerinin bir sonlu arakesiti olarak gosterilebilir. Sonug olarak, Tanim

ten, R halkasindaki her idealin bir primary pargalanig1 vardir. O
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Lasker-Noether teoremi ve Teorem [5.1.6|dan agagidaki sonug elde edilir:

Sonug 5.2.5. [17] R birimli ve degismeli bir Noether halka olsun. O zaman
R halkasindaki her I idealinin, bir minimal (irredundant, reduced) primary

pargalanigi vardir.

5.3. Noether Halkalarin Diger Ozellikleri

Bu kisimda, birimli ve degismeli Noether halkalardaki ideallerin diger 6zelliklerine
deginecegiz.
Konu ile ilgili bir sonraki dnermenin ispati i¢in, asagidaki Multinomial teoremine

ihtiyacimiz olacaktir:

Teorem 5.3.1. [5, Multinomial Teoremi] 1 < i < ¢ icin, 0 < n; < n olmak
tizere her n; bir tamsay1 ve nj + no + ...+ n; = n olacak sekilde pozitif n,t¢
tamsayilart igin; (z1 + 2 + o3 + ... + x¢)™ nin agiliminda

x1™Mx™ 3" .. 2™ teriminin katsayisi

n!

nilng!ng! ... ny!
dir.

Onerme 5.3.2. [3] Birimli ve degismeli bir Noether R halkasinda her ideal, kendi
radikalinin bir kuvvetini icerir.

Ispat: Kabulden R halkas1 Noether oldugu icin, Teorem (2) geregince R nin
her ideali sonlu iiretilmistir. O zaman R halkasinim bir I ideali icin, /T radikal
ideali sonlu iiretilmig olur. Simdi bir pozitif k tamsayisi i¢in {x1,zo, ..., 2k}
kiimesi, v/I min iireten sistemi olsun. Buradan agikca x1,z2,...,25 € VI
oldugundan; radikal ideal v/T min tanimi geregince her bir z; (1 < i < k) icin
x" € I olacak sekilde bir pozitif n; tamsayist vardir. Bu n; tamsayilarinin

toplamu, bir pozitif m tamsayisi i¢in
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k
m = g n; olarak tanimlansin.
i=1

Simdi (V)™ yi diisinelim. Kabulden VT = (21,22,...,2;) oldugundan,
Multinomial teoremi geregince her ¢ (1 < ¢ < k) icin 0 < r; < m olmak
iizere her r;, bir tamsay1 ve r; 4 ...+ rp = m olacak sekilde
m!
(5131 + 20+ ...+ ajk)m = Z _ (x1r1x2r2 5 og l‘krk)

rilrel ... rp!
r14...4+rg=m 12 k

esitligi elde edilir. Dolayisiyla (vI)™, 71 +...+ 7, =m olacak sekilde

Tk

AR 2 YT 8 carpimlari ile tiretilir. Bu durumda m nin tanimindan, en az bir

¢ indisi igin r; > n,; olmalidir. Ciinkii tersini diisiindiigiimiizde; her i (1 <17 < k)

icin 7; < n; olacagindan, r;-+...47r; toplamim tamsayisini veremez. O halde

R halkas1 degismeli oldugundan, en az bir ¢ indisi i¢in 7; > n; oldugu durumda

" =z, xi(ri_ni) el
~——
€l €ER
dir. Ayni mantik ile her bir x1"'z9™ ... 2" carpimi, I idealinin bir elemani
olur. Boylece bu carpimlarin toplamlari da I idealinde icerileceginden,

(VI)™ C I elde edilir. O

Sonug 5.3.3. [3] R degismeli ve birimli bir Noether halka ve M, R nin bir
maksimal ideali ve I, R nin herhangi bir ideali olsun. O zaman asagidaki 6zellikler
denktir:

(1). I, M-primarydir.

(2). VI = M dir.

(3). Bir pozitif n tamsayist igin, M™ C I C M dir.

Ispat: (1) = (2). Tammten agiktir.

(2) = (1). Kabulden M, R halkasinin maksimal ideali oldugu i¢in;
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[3, Proposition 4.2] geregince VI = M ise, o zaman I bir primary idealdir. Yine
kabulden R halkasi birimli ve degismeli oldugu igin; Teorem [2.1.13]ten M, aym
zamanda R halkasmin bir asal idealidir. Sonug olarak /I = M kabulii igin,
Tanim [5.1.3] geregince [ ideali M -primary olur.

(2) = (3). VI = M oldugunu kabul edelim. O zaman Teorem (1) den
actkga, I C M dir. Kabulden R bir Noether halka oldugu igin, Onerme m
geregince I ideali, kendi radikalinin bir kuvvetini icerir. Oyleyse bir pozitif n
tamsayis1 i¢in, M™ = (vI)" C I olmahdir. Boylece M™ C I C M saglanmus
olur.

(3) = (2). Bir pozitif n tamsayis1 i¢in
MPCICM (®)

olsun. Kabulden R birimli ve degismeli bir halka oldugu igin; Teorem [2.1.13]
ten M maksimal ideali, aym zamanda R nin bir asal idealidir. O zaman (®)

kapsamlarinda radikal alinirsa, Teorem [2.1.65| (7) geregince
M=vVMrCVICVM=M

olur. Sonug olarak, \/.7 = M elde edilir. |

5.4. Artin Halkalarin Diger Ozellikleri

Bu kisimda, birimli ve degismeli Artin halkalar ve bu halkalarin ideallerine dayali

genel ozelliklere deginecegiz.

Onerme 5.4.1. [3] R birimli ve degismeli bir halka olsun. R halkasinin nilradikali
nil(R), R nin tiim asal ideallerinin arakesitidir.
Ispat: (=). R/, R halkasinin tiim asal ideallerinin arakesitini gostersin. Simdi

[ € R eleman, nilpotent (f € nil(R)) ve P, R halkasimin bir asal ideali olsun.
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O zaman f nilpotent oldugundan, bir pozitif n tamsayisi icin f* = 0 € P olur.

Kabulden P asal ideal oldugu i¢in, asal ideal tanim1 geregince
0=fr=ffr'eP ise,ozaman fecP yada f"leP

dir. Simdi f ¢ P oldugunu kabul edelim. O zaman f"~! € P olur. Buradan
frl = ff"2 € P vekabulden f ¢ P oldugu icgin, yine P idealinin asal
ozelligi geregince f"~2 € P elde edilir. Boylece n iizerinde tiimevarim yontemi
ile f € P bulunur. Bu durum, R halkasindan alinacak herhangi bir P asal ideali
icin de saglanir. O zaman f € R’ olur. Sonug olarak, nil(R) C R’ elde edilir.

(<). R/, yine R halkasin tiim asal ideallerinin arakesitini gostersin ve tersine

f € R eleman nilpotent olmasin (f ¢ nil(R)). X,
n>0 ise f"¢.J

ozelligine sahip J ideallerinin bir kiimesi olsun. Kabulden f elemani nilpotent
olmadigi i¢in, n > 0 ise o zaman f™ # 0 olur. A¢ik¢a, 0 # f™ ¢ 0 dir.
Buradan 0 € X elde edilir. Boylece 3, bostan farkli bir kiimedir. X kiimesinin
elemanlar1 kapsamaya gore siralidir. O halde Zorn Lemma geregince, 3. kiimesinin
bir maksimal elemani vardir. Bu maksimal elemana P diyelim. Simdi P idealinin,
asal ideal oldugunu gostermeliyiz: x,y ¢ P olsun. O zaman P+ (z) ve P+ (y)
idealleri, P yiicerir. Kabulden P, X kiimesinin maksimal elemani oldugu i¢in
P+ (x) ve P+ (y) idealleri, ¥ kiimesinin bir elemam degildir. Oyleyse baz1

pozitif m,n tamsayilar1 icin
freP+(x), freP+(y)

olur. Buradan f™*" € P + (xy) elde edilir. Agtkca m +n > 0 oldugu igin;
P + (xy) ideali, ¥ kiimesinin bir elemani degildir. O halde zy ¢ P olur. Bu
durumda z,y ¢ P icin zy ¢ P oldugundan, P bir asal ideal olur. Ayni zamanda
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Y. kiimesinin tanimi gerefince f ¢ P oldudu i¢in, f ¢ R’ olur. Boylece R
halkasinin nilpotent olmayan her f elemani icin, f yi icermeyen bir P asal ideali
bulunabilir. Oyleyse R halkasinin tiim asal ideallerinin arakesiti olan R’, yalnizca
R halkasinin nilpotent elemanlarindan olugur. Sonug olarak, R’ = nil(R) elde

edilir. O

Onerme 5.4.2. [3] R birimli ve degismeli bir Artin halka olsun. O zaman R
halkasiin tiim asal ideallleri maksimaldir.

Ispat: R birimli ve degismeli bir Artin halka ve P, R halkasmin bir asal ideali
olsun. O zaman B = R/P bir tamlik bolgesidir. Kabulden R bir Artin halka
oldugu i¢in, Lemma4.1.6] geregince B bir Artin tamlik bolgesi olur. Simdi z # 0

olmak tizere x € B alalim ve B nin bir

(@) 2 (@) 2@ 2. (%)

azalan zincirini diistinelim. B Artin oldugu i¢in; Teorem geregince (x)
azalan zinciri, sonlu adimda durmalidir. O zaman bir pozitif n tamsayisi i¢in,
(z™) = (2"*1) dir. Buradan bir y € B igin, 2" = 2"y olur. B bir tamlik
bolgesi ve z # 0 oldugu icin; 2" = 2"ty esitliginde her iki tarafta =" ile
islem yaparsak, 1 = xy elde edilir. Boylece, x elemani tersinir olur. O halde B
nin sifirdan farkli her = elemaninin, B de bir tersi vardir ve buradan B = R/ P, bir

cisim olur. Sonug olarak, P bir maksimal idealdir. O

Sonu¢ 5.4.3. [3] R birimli ve degismeli bir Artin halka olsun. O zaman R
halkasinin nilradikali nil(R), R halkasinin Jacobson radikali J(R) ye esittir.

Ispat: R birimli ve degismeli bir Artin halka olsun. Onerme geregince
R halkasinin nilradikali nil/(R), R nin tim asal ideallerinin bir arakesitidir.

Kabulden R halkasi Artin oldugu icin, Onerme geregince R nin tiim asal
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idealleri maksimaldir. O halde nil(R), R halkasinin tiim maksimal ideallerinin
bir arakesiti olur. Bdylece R halkasinin Jacobson radikali J(R), Tanim [2.1.60
geregince R nin tiim maksimal ideallerinin arakesiti oldugu i¢in nil(R) = J(R)

elde edilir. O

Simdi sonraki teorilerde ilerleyebilmek icin, ihtiyacimiz olan ideal carpimi (ideal

product) tanimini verelim:

Tanim 5.4.4. [11] R bir degismeli ve birimli halka, / C R olmak iizere I, R nin

bir ideali ve M bir R-modiil olsun.

(1). I ve M nin

IM = {En:alml

=1

nezZr, a el ve mieM}

carpimi, ¢ € I ve m € M olmak iizere tim a-m c¢arpunlari ile iiretilen bir
abel grup olarak tanimlanir. Acikca IM, M nin bir altmodiiliidiir.

(2). Ozel bir durum olarak M modiilii yerine R halkasinin bir bagska J ideali
almirsa (yani M = J olarak), IJ c¢arpimi ideal ¢arpumi olarak adlandirilir.

Acikea ideal carpiminin bu olusumu, degisme ve birlesme 6zelliklerine sahip olup

IJCciInJ ve vIiJo=vINnJ

kurallarinm saglar.
(3). n € N igin I", I° := R olmak iizere n tane I idealinin carpimim ifade

eder.

Onerme 5.4.5. [[12] R bir degismeli ve birimli halka ve My, My, ... R halkasinin
birbirinden farkli maksimal idealleri olsun. O zaman M Ms - - - M,, ideal ¢arpimi,
MiMs - M,_; ideal ¢carpiminin bir 6z altmodiiliidiir.

ispat: Kabulden M, Mo, ... birbirinden farkli maksimal idealler oldugundan,
i=1,2,...,n—1 igin f; € M;\M,, olacak sekilde bir f; eleman1 bulunabilir.
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Simdi MMy ---M,_1 = MiMs--- M, oldugunu kabul edelim. Buradan
fifor s funcr € MiMy--- My_y = My My --- M, C M,

elde edilir. Boylece fifo:-: fn—1 € M, olur. Budurumise i =1,2,...,n—1

i¢in f; € M;\M,, kabuliimiiz ile celiski olusturur. Oyleyse,
MMy ---My_1 # MM --- M,
dir. Sonug olarak, ideal ¢carpimi 6zelliginden
MiMs---M, ; MMy -+ M,_1

elde edilir. Yani MjyMy--- M, carpimi, M;Ms---M,_; carpiminin bir 6z

altmodiiliidiir. O

Sonu¢ 5.4.6. [12] R bir degismeli ve birimli Artin halka olsun. O zaman R
halkasinin, yalnizca sonlu sayida maksimal ideali vardir.

Ispat: R bir degismeli ve birimli Artin halka ve R nin sonsuz sayida, birbirinden
farkli M;, Mo, ... maksimal ideallerinin var oldugunu kabul edelim. O zaman

Onerme ten, R halkasinin maksimal ideallerinin bir
My ;Dé My My 2 My Mo Ms 2 (%)

sonsuz azalan zinciri elde edilir. Fakat kabulden R halkas1 Artin oldugu igin,
Teorem [4.1.3] geregince (%) azalan zincirinin sonlu adimda durmasi gerekiyordu.
Bu durumda, R halkasinin Artin 6zelligi ile R nin maksimal ideallerinin sonsuz
azalan zinciri () bir ¢eligki olugturur. O halde bir Artin R halkasinin, sadece

sonlu sayida birbirinden farklt maksimal idealleri vardr. O
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Teorem 5.4.7. [17] R bir degismeli ve birimli halka ve sifir ideali, R halkasinin
(birbirinden farkli olma kosulu olmaksizin) maksimal ideallerinin bir sonlu ¢arpimi1

olsun. O zaman R bir Noether halkadir ancak ve ancak R bir Artin halkadir.

ispat: R bir degigmeli ve birimli halka ve M, Mo, ..., M,
(OR) =M Ms---M,

olmak iizere R halkasinin maksimal idealleri olsun. Buradan ideal ¢arpimi1 tanimini

kullanacak olursak, R halkasinin maksimal idealllerinin bir
(%) R =My 2 M, 2 MMy 2 M{MyMs D ...2 M{M;--- M, = (Og)

azalan zincirini elde ederiz. Kabulden 1 < ¢ < n icin M; maksimal oldugundan,

R/M; bir cisim olur. My /MMy, R/M, cismi iizerinde bir vektor uzayidir:

R/MQ X Ml/MlMQ — Ml/MlMQ

(a,v) — av

olarak tammlansin. Eger r + My € R/My ve x + (MyMs), My /M; M, nin bir

elemani ise; o zaman
(r+ Ms)(x + M1 M) = rx + xMs + rMy My = ro + My Ms € My /My Mo

elde edilir. Ciinkii, MMy C My ve x € M, dir. M, /MMy, bir toplamsal abel
grup oldugu i¢in R/Ms> nin elemanlart ile skaler ¢arpimina bakilarak; M /My Mo
nin, R/Ms, cismi iizerinde bir vektor uzayi oldugu goriiliir. O halde genelleyecek
olursak; 2 <k <n olmak tizere (M;My--- My_1)/(MiMs---My), R/Mj
cismi iizerinde bir vektor uzayidir (yani, bir R/Mj-modiildir). 1 <k <n igin
her Vi1 = (MiMy--- My_1)/(MyMs--- My), bir sonlu boyutlu vektor uzayi
olur. Her sonlu boyutlu vektér uzaymn, sonlu uzunluklu oldugunu Ornek

de gostermistik. O zaman her V_q vektor uzayi, sonlu uzunlukludur. Buradan
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Teorem [3.1.9) geregince, Vj,_; Noerherdir ancak ve ancak Vj,_; Artindir. $imdi

1<k<n igin
0—)M1M2~~'Mk—>M1M2-“M]€_1—)Vk_1—>0

kisa tam dizisini ele alalim. Acikca MMy .- My carpimi, Vi_; in bir
altmodiiliidiir. O zaman Teorem[3.1.3] ve Teorem[3.1.4] geregince, MMy - - - Mj,
Noetherdir ancak ve ancak MMy - - - M), Artindir. Boylece Sonug [3.1.6) dan,
MiMs--- M, ve Vi_1 Noetherdir (Artindir) ancak ve ancak MMy --- Mj_1
Noether (Artin) olur. Sonug olarak 1 < k < n olmak tizere her MM --- My,_4
icin Artin 6zelligin, Noether 6zelligine denkligi saglanir. Buradan k£ = 1 alinirsa,
(%) zincirinden My = R elde edilir. Oyleyse, R Noether halkadir ancak ve
ancak R Artin halkadir. O

Simdi bir sonraki Teorem icin gerekli olan, "boyut (dimension)" tanimini

verelim:

Tanmm 5.4.8. [3] Bir degismeli ve birimli R halkasinin Py, Py,..., P, asal
ideallerinin olugturdugu

RSPC..CP,

sonlu artan dizisi, R halkasinin asal ideallerinin bir zinciridir. Bu zincirin uzunlugu,
Tanim [2.1.38|(1) geregince n dir. R halkasindaki asal ideallerin tiim zincirlerinin
uzunluklarinin en biiyiik iist sinir1 (supremum’u), R halkasinin Krull boyutu (Krull

dimension) olarak tanimlanir ve k-dim R ile gosterilir. R # 0 i¢in
k-dimR >0 yada k-dimR = +o0

dur. Ornegin, bir cismin boyutu 0 ve Z tamsayilar halkasmin boyutu 1 dir.

Teorem 5.4.9. [3|] R bir degismeli ve birimli halka olsun. R halkas1 Artindir

ancak ve ancak R halkasi Noether ve k-dim R = 0 dir.
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Ispat: (=). R bir Artin halka olsun. O zaman Onerme geregince, R
halkasinin tiim asal idealleri maksimaldir. Maksimalligin tanim1 gere§ince R
halkasinin bir M; maksimal ideali i¢in, M; ;Cé A ; R olacak sekilde herhangi
bir A ideali yoktur. Dolayisiyla R nin maksimal ideallerinin olusturdugu artan
zincir, her M; maksimal ideali i¢in kendisi ile stmirhdir. Yani, M; = Fy
dir. Sonug olarak, boyut tanim1 geregince k-dim R = 0 olur. O halde geriye
sadece R halkasinin Noether oldugunu gostermek kalir. Kabulden R halkas1 Artin
oldugu i¢in, Sonug [5.4.6) geregince R halkasinin sonlu sayida maksimal ideali
vardir. Simdi My, Ms, ..., M,, R halkasinin birbirinden farklit maksimal idealleri
olsun. Ayni zamanda Tanim geregince J(R), R halkasinin tiim maksimal

ideallerinin arakesiti oldugunu biliyoruz. O zaman ideal ¢apimi tanimindan
MlMQ"'MnngﬂMzﬂ...ﬂMn:J(R)

elde edilir. Teorem den R halkas1 Artin ise, o zaman R halkasinin Jacobson
radikali J(R), nilpotenttir. Oyleyse bir pozitif k& tamsayist icin J*(R) = J¥ =0

dir. Buradan
(MiMs--- M) C (MynMyn...nM)F=J=0

olur. O zaman (M{Ms--- Mn)k = 0 dir. Boylece MiMsy---M, = 0 elde
edilir. Sonug olarak Teorem geregince, R halkasi Artindir ancak ve ancak R
halkas1 Noetherdir.

(«<=). R bir degismeli ve birimli Noether halka ve k-dimR = 0 olsun. O zaman
boyut tanimi geregince R halkasinin asal ideallerinin her artan zinciri, yalnizca
bir Py asal idealinden olusur. Ayrica bir degismeli ve birimli R halkasinin her
maksimal idealinin, bir asal ideal oldugunu biliyoruz [Teorem [2.1.13]]. Buradan R
halkasinin maksimal ideallerinin her artan zinciri, maksimal ideal tanim1 geregince
yalnizca bir maksimal idealden meydana gelir. Dolayisiyla bu maksimal ideallerin

her artan zincirinin uzunlugu, 0 dir. Oyleyse kabulden k-dimR = 0 oldugu
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icin, R halkasinin her asal ideali maksimal olur. Yine kabulden R halkas1 Noether
oldugu icin, yalnizca sonlu sayida asal ideal icerir. Boylece R halkasinin sonlu
sayida maksimal ideali olur. Simdi n € ZT olmak iizere {Mj, Mo, ..., M,},
R halkasinin maksimal ideallerinin bir kiimesi olsun. O zaman Onerme [5.4.1]
geregince R halkasmin nilradikali nil(R), R nin tim asal ideallerinin arakesiti
oldugu icin

n

nil(R) = (M,

i=1
olur. Kabulden R halkasit Noether oldugundan, Teorem [4.7.12| geregince nil(R)

ideali nilpotenttir. Buradan bir pozitif k£ tamsayisi i¢in
0= (nil(R)* = (MyN My ...0 Mp)* D (M My --- M,)*

elde edilir. O zaman (M Ms--- M,)* = 0 olur. Boylece M;My--- M, = 0
dir. Sonug olarak Teorem geregince, R halkasi Noetherdir ancak ve ancak IR

halkas1 Artindir. O

Simdi daha 6nceden birimli halkalarla ilgili verilen Sonug¢|4.7.11|(b) deki 6zelligin,
birimli halkalara degisme 06zelliginin de eklenmesiyle meydana gelen farkli bir

ifadesine deginecegiz. Bunun i¢in agagidaki tanima ihtiyacimiz olacaktir:

Tanim 5.4.10. [3]] R degismeli ve birimli bir halka ve I, J R nin idealleri olsun.
Eger I+ J = (1g) (yani, I +J = R) ise, I ve J idealleri aralarinda
asal (coprime ya da comaksimal) olarak adlandirilir. Boylece aralarinda asal 7, J
idealleri icin IJ = I N J dir. Acik bir sekilde, I ve J idealleri aralarinda asaldir

ancak ve ancak x +y = 1p olacak sekilde x € I ve y € J vardr.

Teorem 5.4.11. [17] R bir degismeli ve birimli halka olsun. O zaman
R Artinise, R Noetherdir.
Ispat: Kabulden R halkasi birimli ve degismeli oldugu icin, R nin cisim olma

olasiligindan soz edebiliriz. Bu durumda eger R cisim ise, o0 zaman R hem Artin
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hem de Noetherdir. Boylece istenen kosul saglanir. Simdi R nin cisim olmadigini
ve Artin halka oldugunu kabul edelim. O zaman R halkasi Artin oldugu igin,
Teorem geregince J(R) nilpotent olur. Ayn1 zamanda Sonug geregince,
R halkasinin yalnizca sonlu sayida maksimal ideali vardir. Simdi bu maksimal
idealler, n € Z" olmak lizere My, Ms, ..., M, olsun. O halde Jacobson radikali

tanimindan,
J(R)=M NMyNn...0NM, (&)

elde edilir. Boylece geriye sadece Op = M1Ms--- M, = MiNMyN...N M,
oldugunu gostermek kalir. Bu durum da ancak i # j (i,5 = 1,2,...,n) ig¢in
M; + M; = R yani M;, M; ikililerinin aralarinda asal (coprime, comaximal)

olmasi ile miimkiindiir. Kabulden M; (i = 1,2,...,n) maksimal oldugundan,
her r ¢ M; i¢in (1gr —rx) € M; olacak sekilde bir z € R vardir. ()

Ciinkii r ¢ M; oldugu durumda; M; nin maksimalliginden M; ve r ile iiretilen
bir (M;,r) ideali, R halkasmnin kendisine esit olur. Simdi r € M;\M; alalim. O
zaman () ozelligini saglayan bir = € R vardir. Kabulden A/;, R nin maksimal

ideali oldugu i¢in rx € M, olur. Buradan

(1 —rx)+ rx, =1 € (M; + M;)
eM; €M;
elde edilir. Boylece (i,j =1,2,...,n)4 # j olmak iizere (é&)’deki her M;, M;
ikilisi, Tanim[5.4.10] geregince aralarinda asal (coprime, comaximal) olur. Sonug

olarak, comaximal 6zelliginden
M{Ms---M, =M NMyNn...N M,

dir. O halde geriye sadece bu esitligin, aslinda R halkasinin sifir idealini verdigini
gostermek kalir. Simdi J(R) nilpotent oldugundan, bir pozitif ¢ tamsayisi igin

(J(R))! = 0 olsun. O zaman kabulden R halkas1 degismeli oldugu igin,
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(OR) = (J(R))t = (MlﬂMgﬂ. . .ﬁMn)t = (M1M2 cee Mn)t = MltMQt s Mnt

elde edilir. Boylece R halkasinin maksimal ideallerinin sonlu (tekrarli) ¢arpimi,
M*Myt .- M,t = 0r olur. Sonug olarak Teorem geregince, R halkasi

Artindir ancak ve ancak R halkasi Noetherdir. O

Yerel halka [Tanim [2.1.9]] ve yariyerel halka [Tanim [2.T.10]] tanimlarindan yola

cikilarak, Artin halkalarla ilgili asagidaki iki 6zellik elde edilir:

Ozellik 5.4.12. [[11] Yariyerel halka tanimu ile birimli ve degismeli bir Artin halka,

yariyereldir.

Ozellik 5.4.13. [3] R birimli ve degismeli bir Artin yerel halka ve M, R
halkasinin maksimal ideali olsun. O zaman R halkas1 Artin oldugu icin, Onerme
geregince R halkasinin her asal ideali maksimaldir. Ayn1 zamanda R halkasi
yerel oldugu i¢cin M, R nin tek maksimal idealidir. O halde M, R halkasinin tek
asal ideali olur. Boylece Onerme den M, R nin nilradikali nil(R) ye esit
olur. Buradan nilradikal tanimi1 geregince, M idealinin her eleman1 nilpotenttir.
Acikca R halkasi Artin oldugu i¢in, Sonug geregince nil(R) = M = J(R)
dir. Oyleyse M ideali, aym1 zamanda R nin Jacobson radikalidir. Bu durumda
Teorem geregince, M bir nilpotent maksimal ideal olur. Sonug olarak, R

halkasinin her elemani ya tersinir ya da nilpotenttir.

Simdi yerel halkalarla ilgili bir bagka karakterizasyonu verelim:

Onerme 5.4.14. [3] R bir degismeli ve birimli Noether yerel halka ve M, R
halkasinin maksimal ideali olsun. O zaman asagidaki iki ozellikten yalnizca biri
dogrudur:

(i). Hern € Z* igin M™ # M™*! dir;

(14). Bir pozitif n tamsayisi i¢cin M™ = 0 ise, o zaman R bir Artin yerel halkadur.
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Ispat icin asagidaki lemmaya ihtiyac vardir:

Lemma 5.4.15. [1, Nakayama Lemma] Bir R halkasinin bir sol ideali / igin
asagidaki ozellikler denktir:

(a). I < J(R)

(b). Her sonlu iiretilmis sol R-modiil M i¢in IM = M ise,0zaman M =0 dir.
(¢). Her sonlu iiretilmis sol R-modiil M i¢in I M, M de smalldur.

Onerme iin Ispati: Onermede verilen iki dzellikten biri saglamyor ise,
digeri saglanmayacaktir. Yani birinin saglandigim1 géstermemiz, digerinin yoklugu
icin kanittir. Simdi bunun igin (¢) dzelliginin saglanmadigim kabul edelim ve bir
n € Z%t icin M™ = M"*t! olsun. Kabulden R halkas1 Noether oldugu icin,
Teorem [4.1.1] geregince R nin her ideali sonlu iiretilmistir. O zaman M bir sonlu
diretilmig maksimal ideal ve R bir sonlu iiretilmis halkadir. Buradan agik¢a, R
bir sonlu iiretilmis sol R-modiill ve M bir sonlu iiretilmis sol R-altmodiil olur.
O zaman ideallerin carpim ozelliginden; pozitif n tamsayisi icin M™, bir sonlu
tiretilmis sol R-altmodiil olur. Ayn1 zamanda kabulden R halkas1 yerel oldugu i¢in
M, R halkasinin tek maksimal idealidir. Buradan Jacobson radikalinin tanimi
geregince, J(R) = M elde edilir. Boylece Nakayama Lemma (b) 6zelliginden,
M"™ = M™! = MM™ kabuliiicin M™ = 0 olmahdir. Oyleyse, geriye sadece R
halkasinin Artin oldugunu gostermek kalir. Simdi P, R halkasinin bir asal ideali
olsun. O zaman M"™ = 0 € P olur. Yani, M™ C P dir. Buradan her iki tarafin

radikali alindiginda, Bolim [2fde verilen radikal 6zellikleri geregince

vVMr =M  ve VP =P

olur. O halde M = +v/M" C /P =P veboylece M C P elde edilir. Aym
zamanda kabulden M bir maksimal ideal oldugu i¢in, P ; M dir. O halde
M = P olmalidir. Yani R halkasinin her P asal ideali, R nin tek maksimal

ideali M ye esittir. Boylece M, R halkasinin tek asal ideali olur. Sonug¢ olarak



122

yerel halkalarla ilgili verilen Ozellik [5.4.13| geregince, bu durum ancak yerel R

halkasinin Artin olmasi ile miimkiindiir. O

Simdi bir sonraki teoremin ispati i¢in, ideallerin primary parcalaniglari ile ilgili

asagidaki teoreme ihtiyag olacaktir:

Teorem 5.4.16. [3, 2nd uniqueness theorem (4.11)] R bir degismeli ve birimli
halka olmak iizere I, R nin bir parcalanabilir ideali; I = ﬁqi, I nin bir
minimal primary pargalanist ve {p;,,Pi,,...,Pi, >, I nn miniril:all (isolated) asal
ideallerinin bir kiimesi olsun. O zaman q;, N ... N q;,, [ idealinin minimal

primary pargalanisindan bagimsizdir. Ozel olarak, I idealinin minimal (isolated)

primary bilegenleri, [ ile tek tiirlii tanimlanirlar.

Teorem 5.4.17. [Artin halkalar icin yapi teoremi] [3|] Bir degismeli ve birimli
Artin R halkasi, degismeli ve birimli Artin yerel halkalarinin (izomorfizma
farkiyla) bir tek tiirlii sonlu direk carpimidir.

Ispat: R bir degismeli ve birimli Artin halka olsun. O zaman Sonug
geregince, R nin yalnizca sonlu sayida maksimal ideali vardir. Simdi 1 < ¢ < n
olmak tizere M; ler, R halkasinin birbirinden farkli maksimal idealleri olsun. O

halde, tanéimdan R halkasinin Jacobson radikali

olur. Buradan R halkasi Artin oldugu i¢in, Teorem geregince J(R)

nilpotenttir. Oyleyse bir pozitif k tamsayis1 icin

)= (M) =0
=1

n n
olmalidir. Ayni zamanda ideal ¢arpimi tanimindan HMl - ﬂMl oldugu igin,
i=1 i=1
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n

{1 = (1700)

i=1 i=1

N
—
D)
=
N

S
Il
[a)

olur. Boylece bir pozitif k& tamsayisi igin
n
[[M* =0 ()
i=1
elde edilir. Simdi

n
®: R — [[(R/MF)
=1
z— (x4 M x4+ MF, .z + MF)

olacak sekilde bir & homomorfizmasi tanimlayalim. Kabulden R halkast birimli
ve degismeli oldugu icin, Teorem ten her (1 < ¢ < n) M;, ayn1 zamanda
R halkasinin bir asal idealidir. Yine kabulden (1 < i,57 < n)i # j iken M; ve
M, birbirinden farkli maksimal idealler oldugu igin M; + M; = (1) olmaldir.

Oyleyse Teorem|2.1.65|geregince, (1 <i,j <n)i# j icin

ME 3 = [VATF 4 \Jarf = RN = /TR = (1

<~ Mik + Mjk = (13)

elde edilir. Boylece tanimdan, (1 <i4,j <n)i# j igin M;* ve Mjk aralarinda
asal (coprime, comaximal) idealler olur. O zaman,

n n
[3}, Proposition 1.10 (i)] geregince HMZk = ﬂMZk ve [3| Proposition 1.10 (ii)]

i=1 i=1
geregince ® homomorfizmasi 6rten olmalidir. O halde, (&)’den

n n
0=[[* = as*
=1 =1

elde edilir ve buradan [3, Proposition 1.10 (iii)] geregince ® homomorfizmasi

injektif (birebir) olur. Sonug olarak, ® bir izomorfizmadir. Yani,
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R H R/M;")

dir.  Simdi her bir (R/M;*) bolim halkasinin, bir Artin yerel halka olup
olmadigina bakalim:

Acik¢a R halkasi kabulden Artin oldugu icin, Lemma (2) geregince her bir
(R/M;*) bolim halkas: Artindir. Geriye bu boliim halkalarmin yerel oldugunu

gostermek kalir. Ideal carpimi tanimindan,

M¥F=M;---M; C Myn...0M; = M;
—_—  —
k—tane k—tane

dir. Buradan agik¢a, M; € (R/M;*) olur. Kabulden M; ideali R de maksimal
oldugu icin; M;, (R/M;") bolim halkasinda da maksimal ideal olur. O halde
(R/M;*) mn elemanlar;, z € R icin xz+ M;* seklinde oldugundan M;,
(R/M;*) nin tek maksimal ideali olur. Boylece tanimdan, her bir (R/M;*) bslim
halkas1 yereldir. Sonug olarak R halkasi, Artin yerel (R/M;*) béliim halkalarinin
bir sonlu direk carpimina izomorf olur.

Simdi geriye sadece bu sonlu direk carpimin, tek oldugunu gostermek kalir:
Tersine, bu ¢arpimin tek olmadigini ve her (1 <i < m) R;, bir degismeli

ve birimli Artin yerel halka olmak iizere HR oldugunu kabul

edelim. O zaman izomorfizma 6zelliginden her i igin, b1r p; : R — R; orten
homomorfizmasi vardir. 7; = Ker(y;) olsun. Buradan ; ler birer orten
homomorfizma oldugu i¢in, [3} Proposition 1.10 (ii)] geregince (1 <i,j < m)
i # j icin her 7, r; ikilisi, aralarinda asal (coprime, comaximal) olur. Ayrica

R= ﬁRi izomorfizmasindan, [3, Proposition 1.10 (iii)] geregince ﬁm = (0)
olmali;ﬁr. Kabulden R; ler, birer degismeli ve birimli Artin yerel heilzkla oldugu
igin; Ozellik geregince her R; halkasinin yalnizca bir asal (ayn1 zamanda
maksimal olan) ideali vardir. Simdi bunun i¢in q;, R; halkasinin tek asal ideali ve

pi = v *(q;) oldugunu kabul edelim. O zaman yine izomorfizma 6zelliginden
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her p;, R nin bir asal idealidir. Varsayimdan R bir degismeli ve birimli Artin halka
oldugu igin, Onerme geregince her p;, R halkasinin bir maksimal ideali olur.
Agikca halkanin Jacobson radikali tanimindan, J(R;) = q; ve Teorem den,
q; nilpotent olur. Oyleyse bir pozitif ¢; tamsayisi i¢in, ;% = 0 dir. Bu durumda

izomorfizma 6zelligi geregince,

ri = Ker(pi) = i 1(0) = @i H(ai") = [i 1 (q0)]" = pi"

elde edilir. Eger r; idealinin radikali alinirsa, Teorem (7) den

N \/@ = p; olur. O zaman p;, R halkasinin maksimal (hem de asal olan)
ideali oldugu i¢in; [3} Pro%)sition 4.2] geregince r; = p;'i bir p;-primary ideal
olur. Boylece tanimdan ﬂri = (0), R halkasinda sifir idealinin bir primary
parcalamgidir. (1 < 4,5 glr:nl) i # j icin her r;, r; ikilisi aralarinda asal (coprime,

comaximal) idealler oldugundan, (1g) = r; + r; dir. Buradan Teorem 2.1.65

geregince,

(1r) = V/(1r) = VFi ¥ 75 = \/\VFi + /7 = /P T P < pi +pj = (1R)

olmaldir. O halde tanimdan (1 < 4,5 < m) 4 # j igin, her p;, p; ikilisi de
aralarinda asal (coprime) ideallerdir. Oyleyse tanimdan 1 < i < m icin p; ler,
(0) 1n minimal (isolated) asal idealleri ve bdylece p; ler, R halkasinin minimal
asal idealleridir. Buna bagli olarak her r;, (0) in bir minimal (isolated) primary
bileseni olur. Bdylece her r; minimal (isolated) primary bileseni, Teorem [5.4.16|
geregince R ile tek tiirlii tammlamr. Sonug olarak 1. Izomorfizma Teoreminden

elde edilen R; = R/r; halkalari, R ile tek tiirlii tanimlanirlar. O
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