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OZET
Scott Topoloji Uzerine
Funda Nur KARAKAYA

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damigmani: Dr. Ogr. Uyesi Siileyman GULER
2018, 43 sayfa

Bu tez esas olarak ii¢ béliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde tezin konusu hakkinda genel bilgi verilmistir. Ikinci boliimde
esnek kiime ve esnek Scott topoloji ile ilgili tanimlar verilerek bu tanimlarin bazi
ozellikleri izerinde durulmustur.

Tezin son boliimiinde, Scott kiime ve Scott topoloji tanimlar1 verilip bu uzaylarda
Scott topolojiye gore posetlerin siirekliligi ve posetlerde filtrelerin yakinsaklik
yapisi incelenmistir.

Anahtar Sozciikler:
Esnek Kiime, Poset, Esnek Scott Topolojik Uzaylar, Scott 19, Scott Acik, Scott
Kapali, Scott Filtre.
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ABSTRACT
On Scott Topology

Funda Nur KARAKAYA

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Siilleyman GULER
2018, 43 pages

This thesis essentially consists of three chapters.

In the first chapter, general informations about the subject of the thesis is
introduced.In the second chapter, the definition of soft set and soft Scott topology
are introduced and some basic definitions and properties about those notions are
studied.

In the last part of the thesis, Scott set and Scott topology are defined. Then the
continuity of posets via Scott topology and convergences of filters by posets are
investigated. soft semi-open sets are introduced and their properties are given.
Moreover, a generalization of soft continuity named soft weak continuity and soft
almost continuity are defined and some properties are .

Key Words:
Soft Set, Poset, Soft Scott topological Spaces, Scott Interior, Scott Open Set, Scott
Closed Set, Scott Filter.
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1. GIRIS

Siirekli latisler {izerinde yapilan calismalarda iki tane onemli topoloji vardir.
Bunlardan biri Scott Topolojidir. Scott Topoloji D. S. Scott tarafindan 1972 yilinda
Continuous Lattice makalesinde tanimlanmustir. [7] Scott topoloji, teorik bilgisayar
bilimi ve topolojik kafes teorilerinde de oldukc¢a kullanigl bir kavramdir.

Bu tezin 3. Dbolimiin 1. kisminda M. M. Kovar tarafindan 2004 yilinda
yayimlanmig olan ¢alisma [15] incelenerek Hofmann-Mislove DCPO hakkinda
bilgi verildi. Bir sonraki boliimde posetler i¢in gomiilii baz kavrami verildi.
Gomiilii bazlar ve Scott topolojiye gore posetlerin siireklililiginin karakterizasyonu
incelendi. Son olarak posetler iizerinde filtre yakinsakliklar1 tizerinde duruldu.

Cogu zaman gercek yasamda Kkarsilagilan problemlerin kesin ¢oziimii
bulunmayabilir, bu durumda bu problemler yaklasik olarak c¢oziilebilir. Bu
problemlerin ¢oziimii i¢in D. Molodtsov 1999 yilinda ekonomi, miihendislik ve
ekoloji alaninda karsilagilan problemlerin ¢6ziimii i¢in baslangi¢ uzayina dayanan
esnek kiimeler kavramimi tamimlamistir.  Molodtsov’un esnek kiime teorisini
ayrintilariyla Maji ve arkadaglari incelemiglerdir. Daha sonra, Babitha esnek
kiime teorisiyle ilgili tanimlar vermistir. Sonrasinda, Babitha ve Sunil esnek
kiimelerin siralamasini 6ne siirmiis ve kismi sirali esnek kiimeyi tanimlamiglardir.
Esnek kiime bagintis1 ile ilgili daha ileri tamimlar olarak esnek kiimelerin
cekirdek ve kapaniglart Yang ve Guo tarafindan ortaya cikarilmistir. Daha
sonra, Park ve digerleri denklik bagintisi iizerinde ¢alismis ve yari-sirali esnek
denklik bagmtisinin (F,A) esnek kiimesi iizerinde bir tam kafes olusturdugunu
kanitlamigtir.  Bu tezin 2. boliimiiniin son kisiminda esnek kiime bagintilarini
kullanarak Tanay ve arkadaslar1 tarafindan tanimlanan esnek Scott topoloji [3]
hakkinda bilgi verildi. Esnek scott topolojiyi tamimlamak i¢in yonlendirilmis ve

yonlendirilmis tam esnek kiime hakkinda bilgi verdik.






2. ESNEK SCOTT TOPOLOJIiK UZAYLAR

Bu boliimde, tezde kullanilan bazi temel tanim ve teoremlerin yani sira, genel
olarak konu biitlinliigiinii saglamak amaciyla esnek topolojik uzaylarda sik sik

kullanilan bazi kavramlar da ayrintilariyla verilecektir.

2.1. Esnek Kiimeler ve Temel Ozellikleri

Tamm 2.1 [14] U baglangi¢ evreni, E parametrelerin kiimesi olsun. P(X) U’in
kuvvet kiimesi ve A, E nin bir alt kiimesi olsun. F : A — P(U) doniisiimii olmak
iizere (F,A) c¢iftine U iizerinde bir esnek kiime denir. Diger bir ifadeyle, esnek

kiime U nun alt kiimelerinin parametrelerle ifade edilen ailesidir.

Tamim 2.2 [14] U iizerindeki (F,A) esnek kiimesi eger her e € A icin F(e) = 0 ise

bos esnek kiime denir ve ® ile gosterilir.

Tamm 2.3 [14] U evreni iizerinde (F,A) ve (G,B) iki esnek kiime olsun.
(i) A C Bve
(ii) Ve € A, F (e) ve G(e) ozdes yaklasimlar, dyle ki F (e) = G(e)

~

ise (F,A) ya (G,B) nin alt esnek kiimesidir denir ve (F,A) C (G,B) ile gisterilir.

Tamm 2.4 [17] Her x € A igin F¢(x) = U — F (x) olmak iizere (F,A) ye (F,A) min

esnek tiimleyeni denir ve (F,A)¢ = (F¢,A) olarak gosterilir.

Tamim 2.5 [17] U iizerindeki (F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin birlesimi (H,C)

esnek kiimesi olmasi icin C = AUB ve her e € C igin

F(e), e € A\B
H(e)=1{ Gle), e € B\A 2.1.1)
F(e)UG(e), ec ANB

dir ve (F,A)U(G,B) = (H,C) seklinde gosterilir.
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Tamim 2.6 [8] U iizerindeki (F,A) ve (G,B) iki esnek kiime ve ANB # O olsun.
Bu esnek kiimelerinin kesisimi (H,C) esnek kiimesi olmast icin C = AN B ve her
e € Cigin

H(e) =F(e)NGle) (2.1.2)

dirve (F,A)N(G,B) = (H,C) seklinde gosterilir.

Tanmm 2.7 [19] X bostan farkli bir kiime, A parametreler kiimesi olmak tizere
asagidaki ozellikleri saglayan X in esnek alt kiimelerinin ailesi T, X iizerinde bir
esnek topolojidir.

1. ®.Xc7,

2. T ya ait sonlu esnek kiimelerin esnek arakesiti T ya aittir.

3. T ya ait herhangi sayida esnek kiimelerin esnek birlesimi de T ya aittir.

Eger T X esnek kiimesi iizerinde bir esnek topoloji ise, (X,T,A) iicliisiine de esnek

topolojik uzay denir.

Tanmm 2.8 [19] Eger T, X iizerinde bir esnek topoloji ise T’'nun elemanlarina

(X,%,A) esnek topolojik uzayt iizerinde esnek agik kiime denir.

Tamim 2.9 [19] (X,%,A) esnek topolojik uzay ve (G,B), (X iizerinde bir esnek
kiime olsun. Eger (G,B)¢ esnek agik kiime ise (G,B) esnek kiimesine esnek kapali

kiime denir.

Tamim 2.10 [12] (F,A) ve (G,B) olmak iizere X iizerinde iki esnek kiime olsun.
H:AxB— P(UxU), (a,b) € AxBigin H(a,b) = F(a) x G(b) seklinde tanimli
(H,A x B) esnek kiimesine (F,A) ve (G,B) nin esnek kartezyen ¢arpumi denir ve

(H,A x B) = (F,A) x (G,B) ile gosterilir.

Tamim 2.11 [12] (F,A) ve (G,B), X iizerinde iki esnek kiime olsun. (F,A) x (G,B)

kartezyen carpimun bir < esnek alt kiimesine (F,A) kiimesinden (G,B) kiimesine



bir esnek baginti denir.

Diger bir deyisle, (F,A) dan (G,B) ye olan R = (H},S) seklindeki < bagintist i¢in
S CAxBveVY(a,b) € Si¢cin H(a,b) = H(a,b) olacak seklinde tanimlanir.

Tamm 2.12 [I2] R, (F,A) dan (G, B)ye esnek bagntist olsun.

Ay ={a€A:H(a,b) €R,3b < B} ve hera; € A icin D(a) = F(ay) olmak iizere
(D,A}) esnek kiimesi < nin tanum kiimesidir denir.

By ={beB:H(a,b) €R,3ac A} ve her b| € By i¢cin RG(b;) = G(b1) olmak iizere

(RG, By) esnek kiimesi < nin deger kiimesidir denir.

Tamim 2.13 [12] R, (F,A) iizerinde bir baginti olmak iizere;

(1) Her a € A i¢in H(a,a) € R ise R yanstyandur.

(2) Hi(a,b) € R iken Hy(b,a) € R ise R simetriktir.

(3) Her a,b,c € A icin Hi(a,b) € R ve Hi(b,c) € R i¢cin Hi(a,c) € R ise R

geciskendir.

Tamim 2.14 [12] (F,A) iizerinde R ikili esnek bagintisi ters simetriktir <
VF (a),F(b) € (F,A) i¢cin F(a) x F(b) € R ve F(b) X F(a) € R i¢in F(a) = F(D)
dir.

Tanm 2.15 [12] (F,A) iizerindeki esnek kiime bagintist olan < yansiyan, ters
simetrik ve gecisken ise (F,A) da kismi siralanmigtir. (F,A, <) ii¢liisiine kismi siraly

esnek kiime denir.

Tamm 2.16 [12] (F,A) iizerinde < bir siralama olmak iizere F (a) ve F (b) (F,A)
min iki elemant olsun. Eger F(a) < F(b) ya da F(b) < F(a) ise F(a) ve F(D)
stralamada karsilagtinlabilirdir denir. Eger karsilagtirilamiyorsa F(a) ve F (D)

kiyaslanamaz iki elemandir denir.
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Tamim 2.17 [12] (F,A) esnek kiimesi iizerinde < kismi siralama bagintist olsun.
Eger (F,A) min her iki elemamt < siralamasiyla karsilastirilabilir ise < (F,A)

iizerinde tam ya da dogrusal siralamadir denir.

2.2. Esnek Kiimelerde Siralama Ile Ilgili Sonuclar

Tanmum 2.18 [12] B C A ve (F,A) min R siralamasiyla (G,B)C(F,A) olsun. (G,B)

de her iki eleman karsilastirilabilir ise (G,B), (F,A) iginde bir zincirdir.

Tamim 2.19 [12] (G, B, <) kismi sirali esnek kiime olsun.O zaman;

a) Vx € Bigin” <” siralamasinda b € B olmak iizere G(b) < G(x) ise G(b) (G,B)
nin en kiiciik elemanidir.

b)” <” siralamasinda b € B icin G(b) < G(x) ve G(x) # G(b) olacak sekilde x € R
yoksa G(b) (G, B) nin minimal elemanidur.

a') Herhangi bir b € B olmak iizere ¥x € B i¢cin G(x) < G(b) oluyorsa > <”
siralamasina gore G(b) (G, B) nin en biiyiik elemanidur.

b'") Herhangi bir b € B olmak iizere G(x) < G(b) ve G(x) # G(b) olacak sekilde

” <7 siralamasina gére x € R yoksa G(b) (G, B) nin maksimal elemanidir.

Ornek 220  [12] U = {hi,hy,h3,ha,hs,h} evren kiimesi, E =
{e1,e2,e3,e4,e5,66} parametre kiimesi A = {e1,ea2,e3,es5,e6} ve B = {ej,e3,es}
olsun.
F(e1) = {hi,hs} , F(e2) = {h1,h3} , F(e3) = {hs,ha,hs} , F(es) = {hi} ,
F(es) = {hi1,hs} ve G(e1) = {h1,ha}, G(e3) = {h3,ha,hs}, G(es) = {h} olmak
iizere (F,A) ve (G, B) esnek kiimelerini alalum. Tamumdan (G,B)C(F,A) dir. (F,A)
iizerinde < bagintisini asagidaki sekilde tamimlansin:
<= {F(e1) x F(e1),F(e2) x F(e2),F(e3) x F(e3),F(es) x F(es),F(es) X
F(eg),F(e1) x F(e3),F(e1) x F(es),F(e1) x F(eg),F(ez2) x F(e3),F(ez) X
F(es), F(ea) x Flea),F(es) x Fles), Fles) x F(eq), F(es) x Fleq)}
(

Buradan F(e) ve F(ez) (F,A) min minimal elemanlart ve F(eg) (F,A) mn
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maksimal ve en biiyiik elemamdir. Benzer sekilde G(e1) x G(e1), G(e3) x G(e3),
G(es) x G(es), G(e1) x G(e3), G(e3) x G(es), G(er) x G(es) €< buradan (G,B)
iizerinde ;G(ey) in minimal ve en kiigiik eleman oldugu, ayrica G(es) in maksimal
ve en biiyiik elemanidir.

Ayrica (G,B) nin her iki elemant karsilastirlabilir oldugundan (G,B) (F,A) da

bir zincirdir.

Tamm 2.21 [12] <, (F,A) iizerinde bir siralama ve (G,B)C (F,A) olmak iizere;

e Her x € B i¢in F(a) < G(x) olacak sekilde bir a € A varsa; F(a), (F,A,<)
siraly esnek kiimesi icerisinde (G, B) nin bir alt simiridur denir.

e Herhangi bir a € A i¢in (G,B), (F,A,<) iizerinde (G,B) nin biitiin alt
siurlarimin kiimesinin en biiyiik elemani ise; F(a), (F,A,<) sirali esnek kiimesi
icerisinde (G, B) nin infimumu ya da en biiyiik alt siniridur denir.

Benzer sekilde;

e Her x € B icin G(x) < F(a) olacak sekilde bir a € A varsa; F(a), (F,A,<)
siralt esnek kiimesi icerisinde (G, B) nin bir iist stmridir denir.

e Herhangi bir a € A igcin (F,A), (F,A,<) iizerinde (G,B) nin biitiin
iist sturlarin kiimesinin en kiiciik elemani ise (F,A,<) iizerinde (G,B) nin

supremumu ya da en kiiciik iist stniridir denir.

Ornek 2.22 Ornek 2.20 de gosterilen (F,A) ve (G, B) esnek kiimelerini ele alalum.
F(es) ve F(eg) (F,A,<) sirali esnek kiimesindeki (G, B) nin iist sutmirlaridir. F (es),
(G,B) nin supremumudur. F(e1), (G,B) nin alt stmridir ve boylece (G,B) nin

(F,A, <) iizerinde infimumudur.

Tamm 2.23 [12] Yansiyan ve gecismeli < bagintisuun oldugu bir (F,A) esnek
kiimesi ele alalim. Bu baginti yari siralidir ve (F,A) ya yari sirali esnek kiime

denir.
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Tamim 2.24 [12] (F,A) bir esnek kiime olsun. Eger sonlu parametreli bir esnek

kiime ise, (F,A) ya sonlu esnek kiime denir.

Tamm 2.25 [12] (F,A) bir yari sirali esnek kiime olsun. (G,B) nin her sonlu
esnek alt kiimesi (G,B) igin iist sinira sahipse ve normal ise (F,A) min esnek alt

kiimesi olan (G, B) yonlendirilmis esnek kiime denir.

Ornek 2.26 U = {e,e2,e3,e4,¢5,e6} ve A = {ay,az,a3} olmak iizere (F,A) esnek
kiimesi F (a1) = {e1,e2}, F(az) = {ex2}, F(a3) = {ea,es,e6} olsun.

<= {F(a1) x F(a1),F(a2) x F(a2),F(a3z) x F(a3),F(a;) x F(az),F(az) X
F(a3),F(ay) X F(a3)} olmak iizere

(F,A), < bagintistyla yonlendirilmis esnek kiimedir.

Tamm 2.27 [3] (F,A), < bagintisiyla yar sirali bir esnek kiime olsun.
(G,B)C(F,A) i¢gin

eC={acA:F(a)<G(b),3b € B} ve H=F |c olmak iizere |, (G,B) = (H,C)
dir.

eD={acA:G(b)<F(a),3be B} veK=F |polmak iizere T (G,B) = (K,D)
dir.

¢ (G,B) =] (G,B) ise (G,B) bir alt esnek kiimedir.

¢ (G,B) =1 (G,B) ise (G,B) bir iist esnek kiimedir.

e Eger (G,B) bir yonlii alt esnek kiime ise bir idealdir.

Ornek 2.28 Ornek 2.26 daki esnek kiime bagintist < ve (F,A) esnek kiimesini ele
alalim.

B={aj,ay} ve (G,B) esnek kiimesi G(a;) = {ei,e2}, G(az) = {e2} olsun. O halde
(G,B)C(F,A) dir.

C={acA:Gb) <F(a),3b € B} = {a,ar,a3} ve H = F |c olmak iizere
1(G.B) = (1,0)
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D={ac€A:F(a)<G(b),3b € B} ={a1,ar} ve K =F |p olmak iizere |, (G,B) =
(K,D)
Buradan D = B ve |, (G,B) = (G, B) dir ve (G,B) bir alt esnek kiimedir.

Tanmm 2.29 [3] Her yonlendirilmis esnek alt kiimenin bir supremumu var ise

boyle kismi sirall esnek kiimeye yonlendirilmis tam esnek kiime denir.

Ornek 2.30 /3] A=7Z" alalim. U = R* genisletilmis reel sayilar ve F : 7. —
PR*) a € A igcin F(a) = (l,a+ 1] olsun. (F,A) esnek kiimesi icin kapsama

bagintisina gore kismi sirali esnek kiimedir.

Lemma 2.31 [3] (F,A) bir yonlendirilmis tam kismi swrali esnek kiime ve
(G1,B)C(F,A) olsun. 1 (G1,B;) = (G1,B1), 1 (G2,B>) = (G2,B>) olmak iizere
(Ga,B2)C(F,A) ve I indeks kiimesi olmak iizere her i € I igin (G;,B;)Z(F,A) olsun.
O zaman,

(i) 1 ((G1.B1)N(G2,B2)) =1 (G1.B1)N 1 (G2, By).

(i) 1 (U, (Gi:B) =, 1 (Gi.By)

Ispat. (i) Tamim 2.6 ve Tamim 2.27 den B = B; N B, olmak iizere

1 ((G1,B1)\(G2,B,)) =1 (G,B) = (K, D) olsun.

K(d) € (K,D) olsun. O zaman G(b) = Gi(b1) N G2(b2) = F(b) olmak iizere
G(b) <K(d) olacak sekilde b € B vardir. Buradan b € By, b € B ise G1(b) < K(d)
ve G2(b) < K(d). Buradan K(d) €1 (G1,B1) = (K1,D1) ve K(d) €1 (G2,B2) =
(K2,Dy). Ayricad € DN D, ve Ki(d)NKx(d) = F(d)NF(d) = F(d) = K(d)
oldugundan K (d) €1 (G1,B1)(\ 1 (G2, By) dir.

Diger taraftan K(d) €7 (Gl,Bl)ﬁ 1 (G2,Bz) olsun. 71 (G1,By) = (G1,By) ve
1 (Ga,B2) = (G2, B,) oldugundan K (d) € (Gy,B1)\(Ga,B,) elde edilir. Boylece

K(d) €1 (G1,B1)( (G2, B,) dir.

(ii) de (i) e benzer sekilde ispatlanir. O
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2.3. Esnek Scott Topoloji

Tamm 2.32  [3] (F,A) bir yonlendirilmis tam kismi swrali esnek kiime ve
(G,B)C(F,A) olsun. O zaman (G,B) ye asagidaki sartlart sagliyorsa Scott agik
esnek kiime denir:

(i) (G,B) =1 (G,B);

(ii) (D,C)C(F,A) olacak sekildeki yonlendirilmis tam esnek kiimeler igin
sup(D,C) € (G,B) ise (D,C)"(G,B) # ® dir.

Teorem 2.33 [3] (F,A) mn biitiin Scott agik esnek kiimelerinin koleksiyonu esnek
topolojidir.

Ispat. %, (F,A) nin Scott agik esnek kiimelerinin bir kiimesi olsun.

(i) Tanim 2.32 deki iki kosul da sagladigindan @, (F,A) € 7 olur.

(i) (G1,B1),(G2,B2) € T ve (G,B) = (G1,B1)N(G2,B2) olsun.

Buradan, 1 (G1,B1) = (G1,B1) ve T (G2,B2) = (G2, B).

O zaman 1 (G,B) = (G,B). (D,C) yonlendirilmis esnek kiimesi i¢in sup(D,C) €
(G1,By) olsun, o zaman sup(D,C) € (Gy,By) ve sup(D,C) € (G2,Bz). O zaman
D(ey),D(e2) (D,C) nin elemanlari olmak iizere D(e;) € (G1,B1), D(e2) € (G2, B>)
vardir. (D,C) yonlendirilmis esnek kiime oldugunda sup{D(e;),D(e2)} = D(e)
(D,C) dedir. Tanim 2.32 deki (ii) sartindan dolay1 D(e), (G1,B) ve (G2,B:) nin
elemanidir. Boylece (D,C)N(G,B) # ®.

(iif) A indeks kiimesi olsun ve i € A i¢in (F;,A;) € T olsun. O zaman her e €
Aj\ingi i¢in Fj(e) = F(e) , her e € igAl- icin Fi(e) = F(e) ve her i € A i¢gin
(F;,Ai) € 7 oldugunda

UF.A) =t (JF,A)),
i€A i€A 5
olur. Varsayalim (D,C) yonlendirilmis esnek kiimesi i¢in sup(D,C) € J(F;,A;)

olsun. O zaman en az bir i € A i¢in, sup(D,C) € (F;,A;). Her i € A i¢in (F},A;)
Tamim 2.32 deki (u) sartim sagladiginda (D,C)N(F;,A;) € T. Boylece 7 esnek

topolojidir. O
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Tamm 2.34 [3] (F,A) mn biitiin Scott acik esnek kiimelerinin koleksiyonuna

(F,A) iizerinde Esnek Scott Topoloji denir.

Tamm 2.35 [3] (F,A,%) esnek Scott topoloji ve (G,B)C(F,A) olsun. Buradan
eger (G,B)° Scott agik esnek kiime ise (G, B) ye Scott kapali esnek kiime denir.
Asagidaki sartlart saglayan (S) ézelligi olan (G,B) ye yonlendirilmis tam kismi
siral esnek kiime olan (F,A) min esnek alt kiimesi denir.

(S) Eger herhangi bir esnek (D, C) kiimesi i¢in sup(D,C) € (G,B) ise, G(b) > D(c)
olmak iizere her G(b) € (D,C) icin G(b) € (G,B) olacak sekilde D(c) € (D,C)

vardr.

Ornek 2.36 U = {e1,e2,e3,e4,e5,¢5} baslangi¢c evreni ve A = {ay,ay,a3} olsun.
F(a;) ={e1,ex}, Flay) = {ex}, F(az) = {es,es,e6} seklinde tammlanan (F,A)
esnek kiimesini ele alalim.

<= {F(a1) x F(ay),F(a2) x F(az),F(a3) x F(a3),F(a1) X F(a2),F(ay) %
F(a3),F(a1) X F(a3)} olacak sekilde (F,A) iizerinde bir esnek kiime bagintisi
tammlansin.

Bu  baginnyr F(a1) < F(a1),F(a) < F(a),F(a3) < F(a3),F(a1)
F(ay),F(az) < F(a3),F(a1) < F(a3) olarak da ifade edebiliriz. (F,A), <

IN

bagintisu ile yonlendirilmis tam kismi sirali esnek kiimedir. (F,A) mn biitiin esnek
alt kiimelerini incelendiginde, By = {a3} ve F\ = F |p,, 1 (F1,B1) = (F1,B1)
seklinde (Fy,B)) esnek kiimesi vardir. i =3 diginda F(a3) < F(a;) olacak sekilde
bir F,, bulunamaz. Benzer sekilde By = {az,a3}, F, = F |, ve T (F,A) = (F,A),
1+ ® = ® oldugundan 1 (F>,B;) = (F,B;) olur. Sonug olarak, Scott acik esnek
kiimeler {(F1,B)), (F2,B),(F,A),®} olarak elde edilir.

Not 2.37 Herhangi bir yonlendirilmis tam kismi sirali esnek kiimede, bir kiime

eger bir list esnek kiime ise Scott acik esnek kiime demektir.
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Ornek 2.38 U = (—,0] baslangi¢ evreni ve A = 7.~ parametre kiimesi, (F,A) =
{F(a) = (e,0] | a € A} seklinde tanimlanan (F,A) bir esnek kiime olsun. F (o) <
F(b) < a <bile tamuml (F,A) < bagintistyla yonlendirilmis tam kismi sirali esnek
kiime olmak iizere (F,A) iizerinde < esnek kiime bagintisimi ele alalim. (F,A) nin
biitiin esnek alt kiimelerini inceleyelim. (F,A) mn1 (G,B) = (G, B) yi saglayan tiim
alt kiimeleri By = {b € 7~ | x < b} ve G = F |, olmak iizere (F,A),® ve (G,B;)
dir.

sup(D,C) € (G,B) ve sup(D,C) = G(b) olacak sekilde (D,C) bir yonlendirilmis
kismi sirali esnek kiime olsun. G(b) € (G,B) ise b € B dir. O zaman her ¢ € C
icin, D(c) < G(b) dir. Buradan V¢ € C i¢in ¢ < b ve dyleyse b € C olur. O halde
(D,C)N(G,B) de en azindan G(b) vardir. Buradan (D,C)N\(G,B) # ® elde edilir.
Sonug olarak, bu (G,B) esnek alt kiimeleri (F,A) yonlendirilmis tam kismi sirali

esnek kiimesi icin Scott acik esnek kiimelerdir.

Ornek 2.39 U = [—o,0] baslangi¢ evreni ve A = 7.~ parametre kiimesi olsun.
(F,A)={F(a) |a€ A} ={F(a) = (a,0] | a € A} seklinde bir (F,A) esnek kiimesi
tamumlansin. F(a) < F(b) :< F(a) D F(b) seklinde (F,A) iizerinde tamimlanan <
esnek kiime bagintisu ele alalim.

(1) (a,0] C (a,0] ise F(a) < F(a) olur.

(2) F(a) < F(b) ve F(b) < F(a) ise (b,0] C (a,0] ve (a,0] C
(a,0] = (b,0] elde edilir. O zaman a = b dir. Buradan F (a) = F (b) olur.
(3) F(a) < F(b) ve F(b) < F(c) olsun. O zaman (b,0] C (a,0] ve (c,0] C (b,0]
olur. Buradan (c¢,0] C (a,0] elde edilir ve F(a) < F(c) olur.

(b,0] olur. Buradan

Dolayisiyla (F,A), < esnek kiime bagintist ile kismi sirali bir esnek kiimedir.

(D,C) yonlendirilmis tam kismi sirali esnek kiime olsun. 7~ yonlendirilmis tam
kismi siralt kiime oldugundan sup(D,C) vardir ve sup(D,C) € (F,A) dir. Boylece
(F,A) yonlendirilmig tam kismi sirali bir esnek kiimedir. F(x) € (F,A) olmak iizere
(F,A) min esnek alt kiimelerini ele aldigimizda B={b € Z |x<b}ve G=F |p
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olacak sekilde,

(G,B) ={G(b) | F(x) < G(x)} ={G(d) | (b,0] C (x,0]} dir. O zaman 1 (G,B) =
(G,B) olur. Ayrica sup(D,C) € (G,B) olan her yonlendirilmis esnek kiime icin
(D,C)N(G,B) # ® oldugu gosterilebilir. sup(D,C) = G(b) olsun. O zaman G(b) €
(G,B) oldugundan b € B dir. Buradan V¢ € C i¢cin D(c) < G(b) olur. O zaman
Ve € Cigin, ¢ < b dir ve buradan b € C elde edilir. Boylece (D,C)N(G,B) en
azindan G(b) yi icerir. Biylece (D,C)N(G,B) # ® olur. Boylece (F,A) nin bu

(G,B) esnek alt kiimeleri Scott agik esnek kiimelerdir.

Bu calismada, kismi sirali esnek kiimeleri ilerletildi ve sirali esnek kiimeler i¢in
bazi tanimlar iizerinde duruldu. Ayrica, esnek Scott topoloji tanimi verilerek esnek
Scott topoloji iizerinde bazi 6rnekler ¢alisildi. Bu tanim ve ornekler bu konuda

yapilacak olan ¢alismalara 151k tutacaktir.
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3. SCOTT TOPOLOJIK UZAYLAR

Siirekli latisler iizerinde yapilan calismalarda iki tane Onemli topoloji vardir.
Bunlardan biri Scott Topolojidir. Scott Topoloji D. S. Scott tarafindan 1972 yilinda

Continuous Lattice makalesinde tanimlanmustir. [7]

3.1. Scott Kiimeler

Tanmm 3.1 P posetinin bir A alt kiimesi eger bostan farkli ve A’min elemanlarindan
olusan her ikilinin A’da iist siurt varsa yonliidiir. Eger P’nin her yonlii alt

kiimesinin supremumu varsa (en kiictik iist sinir) bu P posetine DCPO adi verilir.

Tanmm 3.2 P bir poset olsun. P’nin A C P alt kiimesi
1. Eger A=l A={x € P:x<ydy€ A} ise asag bir kiime olarak adlandirilir.
2. Eger A=1A={x € P:x>yJdy€ A} ise yukar: bir kiime olarak adlandirilir.

Tanmm 3.3 Bir P posetinin bir A alt kiimesi bostan farkly ve A mn ikililerin
herbirinin A da bir iist sinirt varsa A ya yonlendirilmis kiime denir. P posetinin

her yonlendirilmis alt kiimesinin bir supremumu varsa P posetine bir DCPO denir.

Tamm 3.4 Herhangi bir A kiimesinin alt sinmrlarumn kiimesi A¥ = {d € P : d <
a,Va € A icin} olarak tamimlansin. U C P alt kiimesi eger (i) U bir iist kiime
ve (ii) her D C P yonlii kiimesi icin P icinde bir supremumu varsa, VD € U DN
U # 0 anlamina geliyorsa U Scott agik kiime olarak adlandirilir. P’nin tiim Scott
agik kiimeleri P’de bir topoloji olusturur, Scott topoloji olarak adlandirilir ve 6 (P)
olarak gosterilir.

Eger P\ A Scott agik ise A C P alt kiimesi Scott kapalidir. Boylelikle eger (i) A alt

bir kiime ve (ii) VD varsa VD € A saglantyorsa A Scott kapalidir.
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Tanim 3.5 f: P — Q posetleri arasindaki esleme eger P ve Q da Scott topolojilere

uygun olarak siirekli ise Scott siireklidir.

Lemma 3.6 f: P — Q eslemesi eer yonlii kiimelerin mevcut ekiisiinii koruyorsa
yani herhangi bir D C P yénlii kiimesi i¢in VD var oldugunda f(VD) =V f(D)
durumu saglandiginda Scott siireklidir.

P posetinin herhangi bir a elemani, eger a < d olacak sekilde d € D varsa, b < VD

ve her D yonlii kiimesi icin supremumu varsa, b icin alt sinirdir, a << b ile gosterilir.

Tamum 3.7 Hery € P icin, {x € P: x < y} bir yonlii kiime ve V{x € P: x <y} =y

ise P poseti siireklidir.

Tanmm 3.8 Eger bir kafes f(j) € K(j) degerleri ile J iizerinde tanimlanan ayirma
fonksiyonlarinn kiimesi olan M’de NjejViek(j)Xjx =V rem Njes Xj g(j) Ozdesligine
sahip L’de herhangi bir {x; : j € J,k € K(j)} ailesi i¢cin tam ise tam dagilimlidir

denir.

Lemma 3.9 o(P) bir tam dagilmali kafes < P poseti siireklidir.

Tanmim 3.10 /9] P bir poset ve B C P olsun. Poset P iizerinde ilgili islemi
alma anlamina gelen alt indis P oldugunda eger Ya € P;¥d € D,,d <p a ve
supp D, = a olacak sekilde D, C B yonlendirilmis kiimesi varsa B P nin bir bazi
olarak adlandirilir.

Bir P DCPO siireklidir < bir baza sahiptir.

Tamim 3.11 X kiimesinin bir < filtresi (i) ANB € < ise A,B € o7 ve (ii) A € o ve
A C Bise B € of saglandiginda X ’in alt kiimelerinin koleksiyonudur. X kiimesinin

bir filtre bazt # olmak iizere:

(i)Be Bise B#0
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(ii) Eger B1,By € & ve B3 C By N B, olacak sekilde By € A sartiu sagliyorsa
P(X) kuvvet kiimesinin bir alt kiimesidir.

P X’in bir filtre bazi olsun. O zaman 9B’yi iceren en kiiciik filtre 9 tarafindan
iiretilen filtre olarak adlandirilir ve (9] ile gosterilir. A¢ik olarak, [#B] = {A C
X :ADB,3B e A} {{x}} baz tarafindan iiretilmis olan temel filtre olarak

adlandirilan filtre [x| ile simgelenir.

Tanmm 3.12 Bir (filtre) yakinsak uzay asagidaki iki aksiyoma sahipse ®X (X
lizerinde tiim filtrelerin koleksiyonu) ile X arasinda ’|’ bagintist ile birlikte X bir
kiimedir:

(i) Her x € X igin [x] | x (nokta filtre aksiyomu)

(ii) of | xve B D o ise B | x (alt filtre aksiyomu)

Her (X,t) topolojik uzayt i¢in A (x) x’in tiim komguluklarimin koleksiyonunu
simgelemek iizere, eger N (x) C o ise < | x seklinde tanumlanan bir (X,|:) es
yakinsak uzay vardir. Eger X iizerinde herhangi bir T topolojisi icin =/ ise (X, )
yakinsak uzay: topolojiktir.

Diger bir taraftan verilen bir (X, t) yakinsak uzayi, X iizerinde bir t| topolojisi
tamumlarsak, herhangi bir O C X icin, eger herhangi bir < filtresi icin <7 | x ve
x € O durumunda O € o ise O € 1|. (X, 1)) topolojik uzayi, (X,]) yakinsak uzay

tarafindan olusan bir topolojik uzaydur.

Tanim 3.13 Bir P poseti icin (i) x < VD ve (ii) her d € D icin d € A% olacak
sekilde A € <7 vardir durumlarvm saglayan bir yonlii D C P kiimesi varsa, &/ g4 x
seklinde filtreler ve noktalar arasinda tammlanan bir |4 bagintisi tanimlansin.
Kolaylik olmasu icin, (P,l4) yazmak yerine Py kullanalum.

Acik¢a goriiniiyor ki, yukaridaki tamimda gegen (ii) sartt D C Upc 7A" ya denktir.

(P,l4) 'nin bir yakinsak uzay oldugunu kamitlamak oldukga basittir.
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Lemma 3.14 Herhangi bir P poseti, asagidakileri saglar:

(i) Eger D C P bir yonlii kiime ise, {1 d : d € D} P’de bir filtre bazdur.

(i) VD var olan herhangi bir D C P yénlii kiimesi i¢cin x = VD olmak iizere [{1 d :
d € D}] |4 x elde edilir.

Lemma 3.15 Her P poseti, P iizerinde (P, ;) Scott topolojisini iiretir.

Ispat. U C P kiimesi iiretilen topolojide agik olsun. U’nun Scott agik oldugu
gosterilmelidir. x € U ve y €1 x olacak sekilde x < y olsun. x € D, x € (1 x)* icin
VD = x olacak sekilde bir D = {x} yonlii kiimesi oldugundan [ x| |4 x yazilir.
Buradan T x CU vey € U igeren U € [1 x]. Boylece U bir iist kiimedir. Varsayalim
ki VD var ve VD € U olmak iizere D C P bir yonlii kiime olsun. Lemma 3(ii)
geregince , [{Td :d € D}] |4 VD ve buradan da DNU # 0 saglayan ek olarak
herhangi bir d € D igin 1 d C U oldugunda U € [{1 d : d € D}]. Dolayisiyla U
Scott agiktir.

Diger bir taraftan, U P’de Scott acik ve herhangi bir x € U i¢in &7 |4 x olsun. O
zaman D C Uy yAY ve x < VD olacak sekilde D C P bir yonlii kiimesi vardir. U
Scott acik ve x € U oldugundan, VD € U. Bdoylece d € DN U vardir. Herhangi
bir A € o icind € A' olsun. O zaman her a € A icind <a. d €U ve U bir iist
kiime oldugundan A C U bunun sonucu olarak da U € «7.Dolayisiyla U iiretilen

topolojide agiktir. O

(X, 7) bir topolojik uzay olsun. X de < 6zellestirme yarisiralamasi ¢/({y}) {y} nin
kapanigt olmak iizere, x <y e8er x € cl({y}) seklinde tanimlanan yari-kismi
siralama bagintisidir. Bir X yakinsak uzayinin iiretilen yarisiralamasi onun iiretilen

topolojisinin 6zellestirme yari-siralamasi olarak tanimlanir.

Not 3.16 Her P poseti icin, (P,0(P))’nin dzellegtirme siralamasi, P[3]’de

stralama ile cakigir.

Sonug 3.17 Her P poseti icin, (P,l,) P’de siralama iiretir.
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Tamm 3.18 (X, <) bir poset, L C X olsun. Va,b € X i¢in

Lani by ChL=(ael L)V (belL)

ise L’ye asal denir.

Eger (X, <) sonlu ise, herhangi bir p € X asal < tek elemanly p kiime olarak asal
oldugu rahatlikla goriilebilir. Bu yiizden asal eleman notunu sonlu olmasina gerek
olmayan posetler seklinde sunabiliriz. Boylece metnin devaminda (X,<) posetinin
p elemammin asal oldugu anlamina gelir < {p} onceki tamima gore asaldir. Bir

sonraki lemma da gosterir ki; asal kiime ve filtre kavramlart iki yonliidiir.

Lemma 3.19 (X, <) bir poset olsun. O zaman L C X asaldir < F = X\ | L bir
filtredir.

Ispat. L C X asal olsun. O zaman F = X\ | L bir asag1 alt kiimedir. a,b € F
olsun. Bu durumda a,b ¢] L, ¢ €] {a}n | {b} 6yle ki ¢ ¢| L yani ¢ € F dir.
Tersine, F bir filtre olsun. Kabul edelim ki a,b € X i¢in | {a}N | {b} C] L olsun.
O zaman a,b ¢ L, ise a,b € F dir. Yani, ¢ < a,c < b olacak sekilde ¢ € F vardir.

O zaman ¢ €| {a}N | {b} dir fakat ¢ ¢ L dir. Bu bir celigkidir. O

Tanim 3.20 X bir kiime, ® C 2% olsun. Eger Kya yaklasan her eleman olmak tizere
@ C D her filtre baz icin KN (N@) # 0 ise K C X iist filtreli kompakt denir. Eger
{1 {x} | x € X} asul iist kiimelerin ailesine uyan yiiksek filtreli kompakt ise K C X
(X, <) bir DCPO’da yiiksek filtreli kompakttir.

Eger (X,<) DCPO sonlu birlesme noktasu, iist aralik topolojisine uyan kompakt
kiime ayni anlamda iist filtreli kompakttir.

Asagidaki Lemma ile Scott topoloji ve iist aralik topolojisi arasinda "de Groot-like"

iliskisi verilmistir.

Lemma 3.21 (X, <) bir DCPO olsun. O halde K C X Scott kapalidir < K iist

aralik topolojisinde ve iist filtreli kompakt kiimede saturated dur.
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Ispat. K C X Scott kapali olsun. O zaman F = X \K bir iist kiime ve boylece
F=U 1t{a} dir. Yani, K=X\ U t{a} = N X\ 1{a}) dir. K iist arahk
acF F

topolz)JG'iFsinde agik kiimelerin bir arakesiti oldugugflan saturated dir. @ = {1 {a} |
a €A}, Va € A igin KN 1 {a} # 0 olacak sekilde bir filtre baz olsun. ¢ filtre baz
oldugundan eger a,b € A i¢in 1 {c} C1 {a} N{b} olacak sekilde ¢ € A vardir, yani,
¢ > a,b dir. Buradan A yonlendirilmigtir. Ayrica, egera € A ise x € KN 1 {a} olacak
sekilde x eleman1 vardir . Bu da a < x demektir ve K agag alt kiime oldugundan
a € K elde edelir. Bu yiizden A C K dir. K Scott kapali oldugundan u = supA € K
dir. Amau € KN( N T {a}). Bu da Knn iist filtreli kompakt oldugu anlamina
gelir. “

Diger taraftan K C X iist filtreli kompakt ve list aralik topolojisinde saturated olsun.
K = () (X\ 1 {a}) olacak sekilde F C X vardir ve dolayisiyla K bir asag1 alt
kiimeileilrp. A C K yonlendirilmis olsun. O zaman ® = {1 {a} | a € A} bir kapali
filtre bazdir. K iist filtreli kompakt oldugundan, r € K(\( () 1 {a}) vardir. O zaman
Va € Aigint > a, yani t > supA dir. K bir asag alt kijrarfg oldugundan, supA € K

dir. Buradan, K Scott kapalidir. O

Onerme 3.22 (X, <) bir DCPO, o X iizerinde bir aralik topolojisi, wp P C X
iizerinde alt uzay topolojisi olsun. O zaman asagida verilen (i) ve (ii) sartlart
denktir.

(i) (1) Her F C X Scott agik filtresi icin, eger y(x) = P\ 1 {x} L= () y(a) olarak
tarumlarsak, L kiimesi iist filtreli kompakttir, (P,wp) de saturated ZZI: ve F = {x|
xeX,LCy(x)}dmr

(2) (P, wp) de her iist filtreli kompakt ve saturated olan L C P icin, | L kiimesi Scott
actk ve siizgec olacak sekilde P C X vardir.

(i) (1) Her K C X Scott kapali asal kiimesi i¢in, (P,wp) de L = PN K iist filtreli

kompakt kiimedir, saturated dir ve K =] L dir.
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(2) (P,wp) de her K C X iist filtreli kompakt ve saturated olan L C P igin, | L

kiimesi Scott kapali ve asaldir, olacak sekilde P C X vardir.

Ispat.  F C X bir Scott acik filtre < K = X \ F bir Scott kapali asal kiime,
oldugu aciktir. Ayrica ﬂ y(a) = (P\T{x}) P\ U t{a}=P\F=PNK
veX\ | L= {x]xGXx%iL} {x|x€XLﬂT{x} (D} {x|xeX,LCy(x)}.

Artik (if) nin (i) in yeniden diizenlenmesi oldugu agiktir. O

Tamm 3.23 (X, <) bir DCPO olsun. Eger (X,<) Onerme 3.22 teki (i) veya (ii)
deki sartlardan birini sagliyorsa, (X,<) Hoffmann-Mislove’dur denir. (i) veya
(ii) deki P C X kiimesine (X, <) mn genellestirilmis spektrumu; p topolojisine P
iizerinde genellegtirilmis hull kernel topolojisi adi verilir.

Bir sonraki onerme bir Hoffmann-Mislove DCPO da genellestirilmis spektrumun

tek tiirlii belirlenecegini gosterir.

Onerme 3.24 (X, <) bir Hoffmann-Mislove DCPO, S C X onun herhangi bir
genellegtirilmis spektrumu olsun. O zaman S = {p | p € X,pasal} = {m | m, X

in bir Scott kapali asal alt kiimesinin bir maksimal elemanidir}.

Ispat. M = {m | m bir Scott kapal asal kiimenin bir maksimal elemanidir} ve
P={p|pe€X,pasal} olsun. p € P bir asal eleman olsun. Bu durumda | {p} bir
Scott kapali asal kiime ve p onun maksimal elemanidir. O halde P C M dir. m € M
ve K C X, m € K onun maksimal eleman1 olmak iizere bir Scott kapali asal kiime
olsun. O zaman K =] (KNS), boylece m €| (KNS) dir. O zaman m <t olan
t € KNS vardir. Ama m K igerisinde maksimal, béylece m =t € S dir. Bu yiizden,
M C S dir. s € S olsun. O zaman {s} agik¢a yiiksek filtreli kompakt olmakla birlikte
L {s} dir, L=3SN] {s} kiimesi (S, ws) de saturated dir ve || L =], {s} dir. Bu yiizden
L g,iist filtreli kompakttir. O zaman | L Scott kapali ve asaldir, bu da 6zellikle s
nin asal oldugu anlamina gelir. Bu yilizden S C P. Buradan ispati tamamlayan

P C M C S C P ifadesini elde ederiz. O
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Not 3.25 Eger (X, <) sonlu kesisenli bir DCPO ise, yani bu bir yonlendirilmis tam
N—yarikafes’tir. O zaman Onerme 3.22 teki (i) ve (ii) nin sartlart saglanmus olur.
Simdi, L C P herhangi bir kiime ve bazi a,b € X icin | {a}N | {b} C| L elde edilir.
Bu nedenle anb €| L, boylece anb < p olacak sekilde bir p € L vardir. Fakat o
zaman p asal oldugundan a < p ya da b < p dir. Bu durumda a € Lyada b €| L
olur. Bu yiizden L ve | L asal kiimelerdir. Ek olarak, eger L iist-filtreli kompakt ise,
o zaman |, L vardir ve Lemma 3.21 ten | L Scott kapalidrr.

Bu yiizden Onerme 3.22 in (i) sartindan Hoffmann-Mislove DCPO’larin

Hoffmann-Mislove Teoremini sagladigin gorebiliriz.

Sonug 3.26 (X,<) sonlu kesisenli bir DCPO olsun. O zaman (X,<) bir

Hoffmann-Mislove < bir Scott kapali asal kiimenin her maksimal elemani asaldir.

Bir sonraki sonu¢ onceden bahsedilen Hoffmann-Mislove Teoreminin yeniden
diizenlenmis halidir. Not 3.26’daki kabullere ek olarak (X, <) DCPO bir dagilmalt

kafes oldugunu varsayacagiz. Fakat bu (X, <) bir ¢atidir varsayimina denktir.

Sonu¢ 3.27 (X, <) bir ¢cati olsun. Bu durumda (X, <) Hoffimann-Mislove dur.

Ispat. K C X bir Scott kapali asal kiime, m € K onun maksimal elemani olsun.
Kabul edelim ki herhangi bir a,b € X igin aNb < m olsun. O zaman (aVm) A (bV
m) = (aAb)V (aAm)V (mAb)V (mVm)=melde edilir. Budurumda | {aVm}n]
{bVm} C K dir, fakat K alt ve asaldir. Bu yiizden a\VVm € K yada bV m € K olur.
Fakat o zaman aVm = m yada bV m = m dir, yani m maksimal oldugundan a < m

ya da b < m dir. Bu yiizden m bir asal elemandir. O
3.2. Scott Filtreler ve Ozellikleri

Hofmann-Mislove DCPO’nun terimlerindeki Problem 527, onlarin genellestirilmis
spektrumlari, iist aralik topolojisi ve Scott agik topoloji arasindaki de-Groot-like

ikilisine kismi cevap verilecektir. Eger aksi belirlenmemigsse, kiimelerin biitiin
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saturated leri bu boliimde ayrintili olarak, iist-filtreli kompaktlik sayilmakla birlikte

bir DCPO’da iist aralik topolojisine uyar.

Teorem 3.28 [15] (X,<) bir Hofmann-Mislove DCPO, P C X onun
genellestirilmis spektrumu olsun. O zaman asagidaki sartlar denktir.

(i) X iizerindeki Scott topolojinin Scott agik filtrelerden olusan bir bazi vardur.

(ii) Her iist filtreli kompakt saturated K C X kiimesi icin K = UK; ve K; =] (PNK;)
olacak sekilde iist filtreli kompakt kiimelerin {K;};c; ailesi vcl;;llr.

(iii) X de her iist filtreli kompakt saturated kiime, Xin genellestirilmis

spektrumunun iist filtreli kompakt alt kiimelerinin saturatedlarinin bir arakesitidir.

Ispat. L C P yiiksek-filtreli kompakt <> | L yiiksek filtreli kompakt oldugundan
(ii) ve (iii) sartlarinin denkligi agiktir. Varsayalim ki (i) saglansin. K C X bir
iist filtreli kompakt kiime, iist aralik topolojisinde saturated olsun. Bu durumda,
Lemma 3.21’ten F = X\ K bir Scott agik kiimedir. (i) den, F' = U¥F; du, her F; bir
Scott agik filtre olmak iizere K; = X \ F; olarak tanimlayalim. O z;rian K= ﬂ K; dir
ve Lemma 3.19 den, her K; bir Scott kapali asal kiimedir. (X, <) Hofmann—ll\fllislove
oldugundan, tanim geregi L; = PN K; genellestirilmis spektrumunun iist-filtreli
kompakt alt kiimesidir ve K; =| L;, bu da (iii) U verir.

Kabul edelim ki (if) saglansin. F C X bir Scott agik kiime olsun. K = X \ F
alalim. Lemma 3.21’ten K {ist filtreli kompakt ve iist aralik topolojisinde saturated
oldugu elde edilir. (ii) den, K = (K, her K; iist-filtreli kompakt olmakla birlikte
Li=PnNK;ve K; =] L; dir. (X él) Hofmann-Mislove oldugundan, K;nin tanimi
geredi Scott kapali ve asal olur, boylece Lemma 3.19den F; = X \ K; bir Scott agiktir

ve F = |JF; buradan da (i) elde edilir. O
icl

Sonuc 3.29 (X, <) bir ¢atr olsun. Bu durumda X iizerinde Scott topoloji, ®
iist aralik topolojisinin Groot duali olan ®“ dir. Ayrica, X iizerindeki Scott

topolojisinin Scott acik filtrelerinin bazi vardir < X in spektrumlarinin kompakt

alt kiimelerinin saturasyonlart ®® icin kapali bir bazi teskil eder:
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Simdi, bu DCPO lar1 Scott acik filtreler tarafindan iiretilen topolojileri Ty olacak

sekilde karakterize edelim.

Teorem 3.30 [15] (X,<) bir Hofmann-Mislove DCPO, P C X onun
genellestirilmis spektrumu olsun. O zaman asagidaki sartlar denktir:

(i) X iizerinde Scott agik filtreler tarafindan iiretilmis topoloji Ty 'dir.

(ii) Vx,y € X icin x,y noktalarindan biri L nin saturasyonunda olacak digeri
olmayacak sekilde L C P iist-filtreli kompakt L vardir.

(iti) Vx,y € X,x £y i¢cinx < p,y £ pyada x £ p,y < p olacak sekilde p € X asal

elemani vardr.

Ispat. x,y € X olsun. O zaman Lemma 3.19’den x € F y ¢ F olacak sekilde
F C X bir Scott agik filtresi vardir < x ¢ K, y € K olacak sekilde K C X bir
Scott kapali asal kiimesi vardir. Fakat bir Hofmann-Mislove DCPO’da, her Scott
kapali asal kiime, genellestirilmis spektrumun iist-filtreli kompakt alt kiimesinin
bir saturasyonudur, ve tersine, genellestirilmis spektrumun bir iist-filtreli kompakt
alt kiimesinin saturasyonu Scott kapali ve asaldir. Buradan (i) ve (ii) denktir.

(iif) = (it) agiktir. O zaman simdi (ii) = (iii) gosterelim.

(ii) saglansin. x,y € X ve x €| L ve y ¢ L olacak sekilde L C P iist-filtreli
kompakt olsun. O zaman | L bir Scott kapali asal kiimedir, dyleyse | L, x < p
olacak sekilde en az bir p maksimal elemanina sahiptir. Agiktir ki y & p dir aksi

halde y €| L olurdu. Ancak nerme3.24 den p asaldir. Boylece (iii) saglanir. O

Sonug 3.31 (X, 1) bir topolojik uzay ve (t,C) agik kiimelerin bir ¢atist olsun. O

zaman 7 iizerinde Scott agik filtreler tarafindan iiretilen topoloji Ty dir.

Ispat. U,V e€tveU#Volsun. O zaman U £V yada U # V dir. Tk durumu
ele alalim (Diger durum da benzerdir). O zaman p ¢ V olacak sekilde bir p € U
vardir. Bu durumda p € X\ V ve c/{p} C X\ V olur. Buradan V Ncl{p} = 0 elde
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edilir. Simdi P =X \ c/{p} alalim. O zaman V C P ve U & P dir. P € T nun asal
oldugunu gosterelim. RNS C P olacak sekilde R,S € 7 olsun. O zaman p € RNS
ve boylece p ¢ R yada p ¢ S olur. R,S acik kiimeler oldugundan, RNcl{p} =0
yada SNcl{p} = 0 elde edilir. Fakat o zaman R C P ya da S C P olur. Buradan P

asaldir. Bir 6nceki teoremden ispat tamamlanmis olur. O
3.3. Scott Topolojiye Gore Posetlerin Siirekliligi

Bu boliimde DCPO olmayan poset leri ele alindi ve posetler icin gomiilii baz

kavramindan bahsedilerek bazi tanim ve teoremlere yer verildi.

Onerme 3.32 [13] Eger P bir siirekli poset ise < yaklasma bagintisinin

interpolasyon ozelligi vardir:

xLz=dyePooiylekix<Ly<Kz
Ispat. D= {ucP:3ycPoylekix<y< z}tammlansin. Vp € P igin | p
nin yolendirilmislik ve yaklasiklik 6zelliginden D nin yonlendirilmisi ve en kiiciik
iist sinir1 olan z yi bulundurdugu cikarimi kolaylikla yapilabilir. Boylece x < z
den x < u olacak sekilde u € D varlig1 ¢ikarilabilir. D nin tamimindan, istenen

x < u Ky < zolacak sekilde y € P vardir. a

Tanmm 3.33 [13] B ve P poset olsun. Eger j: B — P

(1) j var olan yénlii alt kiimeleri korur.

(2) j : B— j(B) bir sirali izomorfizmadur.

(3) j(B) P igin bir bazdir.

gergekliyorsa o zaman (B, j) P i¢in bir gomiilii baz olarak adlandirilir. Eger B C P
ve (B,i) i igine doniisiimii P icin gomiilii bir baz ise o zaman B, P icin bir gomiilii
bazdir denebilir.

Eger B C P, B P icin bir gomiilii baz olmast icin gerek ve yeter kosul D C B
yonlendirilmis kiimesi icin supg D ve supg D = supp D vardir. Eger (B, j) P icin

bir gomiilii baz ise j(B) C P P igin bir gomiilii baz oldugu goriiliir.
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Onerme 3.34 [13] Eger B, T icin bir gomiilii baz ise, ¥x,y € B icin x <py <
x<Lrydmr

Ispat. x,y € B ve x <p y olsun. Dy C B Tamim 3.10 deki mevcut yonlii kiime
olsun. supyD >y olan yonlii D C T igin, supg Dy = sup; Dy =y € Bve x Ly
oldugundan, x < b olacak gekilde bir b € D, C B bulunsun. Bdylece b € D, ve
b <1y, x < b <dolacak sekilde d € D vardir ve x < y dir.

Diger taraftan, x,y € B ve x <7 y olsun. D C B ve supgD > y olsun. Tanim 3.33
(1) den sup; D = supg D > y. Bu durumda x <7 y den x < d olacak sekilde d € D

vardir. Bu da istenildigi gibi x <p y oldugunu gosterir. O

Onerme 3.35 [13] Eger B bir poset P icin bir baz ise, P siireklidir; eger B P icin
bir gomiilii baz ise (izomorfizme gore), o zaman B nin kendisi de siireklidir.

Ispat. Eger P bir B bazina sahipse P nin siirekli oldugu aciktir. Eger B, P icin bir
gomiilii baz ise B nin siirekli oldugunu gosterelim. a € B C P olsun. O zaman |p a
yonliidiir ve sup |p a = a dir. Tanim 3.10’de D, C B yonli kiime olsun. Buradan
D, supgD, = suppD, = a € B saglayan B de yonliidiir. Onerme 3.34’ten, her
d, € D, icin d, <p a elde edelir. Boylece B kendisi i¢in bir bazdir ve 6nermenin

ilk kismindan B siireklidir. O

Ornek 3.36 Rasyonel sayilar kiimesinin Q, reel sayilar kiimesi R icin bir gomiilii
baz oldugu rahathkla goriilebili.  Boylece, Onerme 3.35ten, R ve Q siirekli
posetlerdir. Acikca, bir yonlii dogrulama her lineer siralt kiimenin bir siirekli poset

oldugunu gosterir.

Ornek 3.37 N dogal sayilar ve Vn € N icin N = NU{t,T} n <t < T olacak
sekilde lineer siralidir. O zaman NT, B = NU{T} bazi olan bir cebirsel kafestir.
Aciktir ki; N’ nin yonlii kattlimi B’de T elemami, Nnin N ye katilimiyla t # T
elemamdir. Boylece BN icin bir gomiilii baz degildir. Bununla birlikte B kendisi

bir cebir kafestir.
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Ornek 3.38 Her (x,y),(u,v) €S, (x,y) < (u,v) & x <uvey <vicin < kismi
stralamastyla S = {(0,y) :y € [0,1]}U{(x,0) : x € [0, 1] }U{(x,1) : x € [0, 1]} olsun.
O zaman (S, <) bir siirekli kafestir. Aciktir ki; S\ {(1,0)} S icin bir bazdir. Bu baz

S nin kisitl siralamasina gore siirekli degildir.

Onerme 3.39 [13] Eger B P icin bir gomiilii baz ve P Q icin bir gomiilii baz ise
B de Q icin bir gomiilii bazdur.

Ispat. Ispatr aciktur. O

Onerme 3.40 [13] Eger B; Pi(i = 1,2) bir gomiilii baz ise B x By nokta tabanli

carpim posetinde Py X P icin bir (gomiilii) bazdur.

Ispat. Ispati aciktir. O

3.3.1. Soyut Bazlar ve Round Ideal

GOmiilll bazlarin soyut bazlar ve halka ideal tamlama ile yakin bagintiya sahiptir.
Once [20] de soyut bazlar ve goriinen baglantili sonuglarin konseptlerini tekrar

edelim.

Tamm 3.41 [20] (P, <) ikili bagintiya sahip bir kiime olsun. < ikili bagintist
eger gecisli (x < y,y < z= x < z) ve giiclii interpolasyon ozelligi varsa, tamamiyla

gecisli olarak adlandirilir:
V|F| <oo,F <z=Jy<zoylekiF <y,

burada F <y, ¥Vt € Figint <y anlamina gelmektedir. Eger (B, <) tamamuyla gecisli

olan ikili bagintrya sahip bir kiime ise (B, <) bir soyut baz olarak adlandirilir.

Tammm 3.42 [20] (B, <) bir soyut baz olsun. B nin bostan farkli I alt kiimesi
(H)Yyelx<y=xel;
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(2)Vx,yel,Fz€loylekix<zvey <z

sartlarint sagliyorsa I ya round ideal denir.

B nin biitiin round ideallerinin kiimesi, kiimelerdeki kapsama bagintisina gore B
nin bir ideal tamlamast olarak tanumlanir ve RI(B) ile gosterilir.

Eger B bir P siirekli DCPO igin bir baz ise yaklasma bagintisinin B’ye kisitlanmugi
(B, <) bir soyut bazdir. [20] den P nin RI(B)’ye izomorf oldugu gosterilmistir.

Onerme 3.43 [20] (B, <) bir soyut baz olsun. ¥y € B, j(y) =l y:= {x:x <y}
olacak sekilde j : B — RI(B) doniigiimii tanimlansin. O zaman j(B), RI(B) igin bir
bazdir ve boylece RI(B) bir siirekli bolgedir.

Bir sonraki onerme gomiilii bazlar ile soyut bazlarmn bagintilarinin genel bir

ornegini verir.

Onerme 3.44 Eger P bir siirekli poset ise (P,j), RI(P) icin bir gomiilii bazdir;
buradaki j Onerme 3.43 teki (P, <) min soyut bazidur.

Ispat.  Bir 6nceki Gnermeden, j(P), RI(P) igin bir bazdir. P nin siirekliliginden
J stirekli ve j: P — j(P) C RI(P) bir sirali izomorfizmadir sonucu elde edilir.

Boylece, Tanim 3.33 den istenilen sonuca ulagilir. O

Teorem 3.45 P bir siirekli poset ve x,y € P olsun. O halde P de x <, y olmast igin
gerek ve yeter kosul her p € P icin j(p) =| p € RI(P) ile tamumli j: P — RI(P)
doniigiimii icin RI(P) de j(x) <gy(p) J(v) dur:

Ispat. Ispati agiktir. O

Teorem 3.46 P bir poset olsun. O zaman P siireklidir < RI(P) round ideal

tamlamasu igin (P, j) bir gomiilii bazdur.

Ispat. Eger (P,j) RI(P) round ideal tamlamas1 i¢in bir gomiilii baz ise o zaman

j(P), RI(P) igin bir gdmiilii bazdir. Onerme 3.35 ten, P = j(P) ve RI(P) ikisi de



29

siireklidir. Tersine, eger P siirekli ise o zaman Onerme 3.44 ten (P, j) nin RI(P)

icin bir gdmiilii baz oldugu elde edilir a

Simdi posetlerin siirekliligi icin birinci karakterizasyon teoremini verelim.

Teorem 3.47 Bir P poseti siireklidir < bir DCPO icin bir gomiilii bazina sirali

izomorfiktir.

Ispat. Eger P siirekli ise, Teorem 3.46 dan bir DCPO olan round ideal tamlama
RI(P) i¢in P = j(P) bir gémiilii bazdir. Tersine, eger P bir Q DCPO i¢in bir gomiilii

bazina sirali izomorfik ise, Onerme 2.5 ten P siireklidir. O

Teorem 3.48 Eger P bir Q DCPO igin bir gomiilii baz ise RI(P) = Q dir.

Ispat.  Onerme 3.35 ten, Q siireklidir. Boylece, [20] deki Onerme 2.2.25(1)] den
istenilen RI(P) = Q elde edilir. O

Sonug 3.49 P, T icin bir gomiilii baz ve T bir DCPO Q icin bir gomiilii baz ise, o
zaman RI(P) = RI(T) = Q dir.

Ispat. Onerme 3.39 ve Teorem 3.48 ten sonug agiktir. O

Ornek 3.50 X bir sonsuz kiime olsun. Fint (X) ise kiime kapsamastyla siralanmug
X'in biitiin sonlu alt kiimelerinin kiimesi olsun. O zaman Fint(X) bir cebirsel
posetti.  Fin(X)’in X’in kuvvet kiimesi olan P(X) icin bir gomiilii bazdir.
Dolayisiyla, Teorem 3.48’den RI(Fin(X)) round ideal tamlamast izomorfizma ile

sadece P(X) dir.

3.4. Posetlerde Yakinsak Uzaylar

3.4.1. (P,],) ve (P,].) arasindaki iligki
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[20] de, Heckmann her DCPO igin bir (P,|.) yakinsak yapiyr su sekilde
tanimlamigtir:  Her P DCPO ve & filtresi i¢in, ‘¢’ Scott topolojide kapanig
operatorii olmak iizere x € cl/ (UAedAi) < A | x. Bu tanim sadece DCPO lar

yerine herhangi bir P posetine de uygulanabilir oldugu goriilmiistiir.

Lemma 3.51 Herhangi bir P poseti icin |4C| . saglanir.

ispat. &/ |4 x olsun. Bu durumda x < VD olan D C UAGWAi bir yonlendirilmis
vardir. O zaman D C cl(UpczA") dir ve buradan VD € cl(UyezAY) elde edilir.
Her Scott kapal1 kiimenin bir asag1 kiime olmast1 sebebiyle x € cl(UyezAt) dir. Bu

yiizden o7 | x dir. O

P’nin bir A agagr alt kiimesinin; x € ¢/(A), bir D C A y6nlendirilmis kiimesi igin
x < VD sagliyorsa tek basamak kapanigina sahiptir denir. Bir P posetinin her asag1
alt kiimesinin tek basamak kapanig1 varsa P nin tek basamak kapanig1 vardir denir.
P posetinin bir B alt kiimesi i¢in A C P olmak iizere B = A oluyorsa o zaman B ye

bir asag1 kesittir denir.

Lemma 3.52 Bir P poseti icin, asagi kesitlerinin yonlendirilmis koleksiyonlarinin

her birlesiminin tek basamak kapanisi olmast icin < 4=\, olmasidir.

Ispat. Eger |;=/. ise herhangi o7 filtresi ve x € cl(UgeyAY) igin o7 | x dir ve
boylece o7 |4 x olur. O zaman herhangi bir D C Ugc At yonlendirilmis kiimesi
icin x < VD dir. Buradan UAGWAi tek basamak kapanig1 vardir. Eger % = {F; :
i € I'} yonlendirilmis alt kesitlerin bir koleksiyonu ise, 0 zaman % = {ET ciel}
bir filtre bazdir. Herhangi bir F; € .# icin F; bir alt kesit oldugundan F; = FiN
dir. Béylece UZ = U{B*: B € #} = U{AY : A € [%]} olur ve buradan U.Z tek
basamak kapanig1 vardir.

Diger taraftan alt kesitlerin her yonlendirilmis koleksiyonunun bilesimi tek
basamak kapamsh ise, bu durumda herhangi bir &/ filtresi icin Uy A% tek

basamak kapamighidir. Eger &/ |. x ise 0 zaman x € cl(UyezAY) dir boylece
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4/ |4 x’i saglayan herhangi D C Uye /A% yonlendirilmis kiimesi icin x < VD dur.
Bir 6nceki Lemma dan |,=/. elde edilir. O

Eger P nin tek basamak kapanig1 varsa o zaman | ;= dir.

Lemma 3.53 Her siirekli posetin tek basamak kapanist vardir.

Ispat. Kabul edelim ki P bir siirekli poset ve A C P,A=| A olsun. A’ = {x € P:
bir yonlendirilmis E C A vardir, VE > x}. A" Scott kapali oldugunu gosterelim. A’
bir agagi alt kiimedir, simdi yonlendirilmis kiimelerin supremumunun altinda kapali
oldugunu gostermemiz yeterlidir. VD var olmak iizere D C A’ yonlendirilmis olsun.
Her d € D igin, P siirekli oldugundan V |} d =d olan || d = {x € P: x < d} bir
yonlendirilmis kiimedir. C = U{{} d : d € D} olsun. O zaman VC = V{V (| d) :d €
D} = VD olan C, A’nin bir yonlendirilmis alt kiimesidir. Bu durumda her d € D
ve x €} d C Ci¢in, d < VK yani herhangi bir k € K i¢in x < k olacak sekilde bir
yonlendirilmis K C A kiimesi vardir. Boylece her x € C i¢in x € A dir. Dolayisiyla
C C A oldugundan VD = VC € A’ elde edilir. O

Sonuc¢ 3.54 Herhangi siirekli P poseti icin, |4=\. dir.

Bir sonraki Lemma her L tam kafesi icin |, ve |, nin ¢akistifin1 gosterecegiz.

Burada L’nin tek basamak kapanigli olmasi1 gerekli degildir.

Lemma 3.55 L bir tam kafes ve o/ L’de bir filtre olsun. Herhangi x € L icin
asagidaki onermeler denktir:

(1) o lax.

(2) x < Vaes NA.

(3) # |ex.

Ispat. (1) = (3): Lemma 3.51 ten agiktir.
(3) = (2) : & | x olsun. O zaman x € cl(UpeyAY) dir. L bir tam kafes
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oldugundan, herhangi bir A € &/ alt kiimesi icin, A* =] AA C| (Vaer AA)
dir. Buradan | (Vacs AA) bir Scott kapali kiime oldugundan cl(UyeyAY) CJ
(Vaewr NA) olur. Boylece x < Vae s AA elde edilir.

(2) = (1) : x < Vgey AAolsun. O zaman D = {A\A : A € &/} olmak iizere x < VD
dir. Acik olarak D bir yonlendirilmis kiime ve D C Uyc ,AY, boylece o7 |4 x elde
edilir. O Simdi |.# |4 olan bir DCPO igin bir 6rnek verelim. Oncelikle, dikkat

edelim ki herhangi bir 4 filtre baz1 i¢in, U Ae[gg]Ai = Upe»B* dir.

Ornek 3.56 P = {x/ :i,n e NYU{x':i € N}U{a\ : n € N} U{T} olsun. P’deki
stralama su sekilde tanimlanmis olsun:

VieN xf <x) <. gx;;g <X <A< <Tveve

Vi, k € N. xfc <ar <apy <...<T olsun.

O zaman P bir DCPO ve

(a) V{xi : ke N} =x Vi e N;

(b) V{ay : ke N} =v{x*: ke N} =T.

Bu durumda her bir k icin Ay = {a; : i > k} olsun. O zaman {Ay : k € N} bir filtre
bazdwr. of {Ax : k € N} tarafindan iiretilen filtre olsun.

Af ={xl,23, .41}, A% ={x},x3, ...,az},...,Ai ={x,x2,...,ar} ve T € cl(UserAY)
dir.

Bu yiizden P.’de, < filtresi T ye yakinsar. Diger bir yandan, A%, ...,Ai kiimelerin
her birindeki elemanlarin kiyaslanamaz oldugu goriiliir. Buna ek olarak sadece
bu Ai ‘larin bilesimi seklinde yazilabilen yonlendirilmis alt kiimeler, herhangi bir
i € Nicin {x}{ : k € N} zincirlerinden tiimiiyle birinin alt kiimeleridir. Dolayistyla
bu yonlendirilmis kiimelerin T ye denk supremumu yoktur ve boylece of P;’de T 'ye

yakinsamaz.

Lemma 3.57 Herhangi (X,|) yakinsak uzayi icin, asagidaki sartlar denktir:
(1) (X, topolojiktir.

(2) 7, (X,|) tarafindan iiretilen topoloji olmak iizere | =\ dir.
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Ispat. (1) = (2) : Farzedelim ki (X,|) topolojiktir. O zaman tamimdan X de
herhangi bir ¢ topolojisi i¢in |=]¢ dir, yani A | x & A5 (x) C o/ dir. Herhangi
x € X igin A7 (x) € A5(x) oldugunu iddia edelim. Herhangi U € .47 (x) agik
kiimesini alalm. (X, ) topolojik oldugundan, .45 (x) | x her zaman saglanir. x € U
ile beraber iiretilen 7| topolojisinin tanimindan U € 45 (x) ifade edilir. Boylece
Nz (x) € A5(x) olur.

(2) = (1) : Agiktir. O

Not 3.58 Lemma 3.55 ve 3.57’dan, (P,l4) ve (P,l.) topolojiktir < t© = o(P)

olmak iizere sirastyla | 4=\ ve | .=\ duir.

Bir X yakinsak uzayi, eger her bir noktanin filtre komsulugu o noktaya yakinstyor

ise On topolojiktir.

Teorem 3.59 Bir P poseti icin, asagidakiler denktir:
(1) (P,Ja) topolojiktir.

(2)

(3) P bir siirekli posettir.
4)

(

Ispat. (1) = (2):[5] den elde edilir.

(P, 14) on topolojiktir.
Herhangi bir x € P icin, &/ |4 x olan </ en kiigiik filtredir.

(2) = (3) : Varsayalim ki (P,]4) 0n topolojik olsun. P’de |, tarafindan iiretilen
topoloji Scott topolojidir. Varsayimdan, .45 (x) x’in Scott komgulugunu gostermek
lizere A (x) |4 x dir, bylece VD > x saglayan bir D C Uy 4, (U + yonlendirilmis
kiimesi vardir. Bu her bir # € D i¢in u < x oldugunu gostermek i¢in yeterlidir.
Eger VW var ve VW > x olan W bir yonlendirilmis kiime ise, her U € .45 (x) igin
WNU # 0. u € D oldugundan U € A5 (x) icin u € U¥. y € WNU segelim, buradan
y > u olur. Bundan dolay1 # < x olur. Boylece P siireklidir.

(3) = (4) : &/ |4 xsaglayan her o/ filtresinin .45 (x)’i icermesi gerektiginden bunu

gostermek igin A5 (x) |4 x’1 kontrol etmek yeterlidir. D = {y € P:y < x} alalim.



34

O zaman VD = x olan D yonlendirilmis. Ustelik, her y € D i¢in, x € U ve y € U+
olan U = {w: y < w} Scott acgiktir. Bunlarmn hepsi .45 (x) 4 x oldugunu gosterir.
(4)= (3):a € Pve o |;aolan o en kiigiik filtre olsun. Tanimdan VD > a ve
D CU{B*: B € &/} olan D bir yonlendirilmis kiimedir. Simdi D C {x € P: x < a}
oldugunu gosterelim. Herhangi bir e € D ve VW > a olan W yonlendirilmis kiimesi
icin, [T w:w € W] filtresi J4 altinda a’ya yakinsar, boylece [t w:w € W] D &.
e < w olmak iizere herhangi bir w € W icin e € B* ve B D1 w olacak sekilde B € [f
w:w € W] vardir. Buradan e < a.

(3) = (1) : Psiirekli olsun. Eger o/ |4 x ve U kiimesi x elemanini iceren Scott agik
kiime ise, 0 zaman VD > x ve e € DN U saglayan bir D C Uyc /A% yonlendirilmis
kiimesi vardir. Herhangi bir A € .o/ igin e € A oldugunu varsayalim. O zaman U €
o/ olan A Ct e C U. Bu durumda her y € P noktasi igin VF =yolan F = {x € P:
x < y} yonlendirilmigdir ve x € (1 x)¥ olan her 1 x(x € F) y nin bir komgulugudur.
Bu A5(x) J4 x oldugunu gosterir. Boylece (P, ) topolojiktir. a

Tanmm 3.60 [21] (X,lx) ve (Y,ly) iki yakinsak uzay arasindaki bir f : X — Y

fonksiyonu eger o7 |x xicin fT (<) Ly f(x)’i saglarsa siireklidir denir.

Tamim 3.61 [21] X ve Y iki yakinsak uzayt icin [X — Y| fonksiyon uzayr X 'ten
Y'ye & | f ile siirekli fonsiyonlarmn kiimesidir < X’de her o7 | x, Y'de % .o/ |
f(x). Burada F.of = [FA:F € .Z,Ac d|ve FA={f(a): fe€F,acA}dmr

Bir (X,]) yakinsak uzaywn her <7 | x ve x’in U a¢ik komsuluklar icin, 1 F € <

olan bir sonlu F C U alt kiimesi varsa yerel sinirlidir denir.

Onerme 3.62 [21] Eger Y bir topolojik uzay ise bu durumda Py, (P la)’yi
simgelemek iizere ve [P; — Y| P;j’den Y’ye siirekli fonksiyonlarin kiimesini

belirtmek iizere, [Py — Y| topolojiktir.
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Ispat.  Herhangi bir P poseti icin P.’nin yerel simrl oldugu agiktir. Lemma
3.51’ten, ayrica Py yerel sinirlidir. [20] deki Teorem 7.20’den [P; — Y] topolojiktir

sonucunu elde ederiz. O

POS,; esnek siirekli doniisiimlerin ve posetlerin kategorisini simgelesin.
Herhangi bir f : X — Y fonksiyonu i¢in, f* : ®X — ®Y tarafindan f* (&) =
[fT(A) : A € o/] tammlansin.

Onerme 3.63 [21] f: P; — Qg eslemesi siireklidir < f P’den Q’ya bir Scott

stirekli fonksiyondur.

ispat. Varsayalim ki f : P; — Q, siirekli olsun. Eger x < y ise, o zaman
V] g x ve fT([y]) da f(x) saglanir. Bu f(x) < f(y) anlamma gelir ve boylece
f monotondur. Eger D C P bir yonlendirilmis kiime ve VD varsa, o zaman
[tz:z€ D] lq VD saglamr. Boylece f*[1z:z € D] l4 f(VD) olur. Buradan her bir
e € E herhangi z € D ve VE > f(VD) olan f(z)’den alt degerli olacak sekilde E C Q
bir yonlendirilmis kiimesi vardir. Bu durumda f monotondur, V{f(z) : z € D}
vardir ve f(\VD)’ye denktir.

Diger taraftan, f : P; — Q4 Scott siirekli ve (P,}4)’de <7 |4 x olsun. O zaman
VD > x olacak sekilde bir D C P yonlendirilmis kiimesi vardir ve her bir e € D icin
e € At olan A € o7 vardir. f Scott siirekli oldugundan, V(D) = f(VD) > f(x)
dir. f’nin monoton olmasindan biitiin a € A igin f(e) € (f(A))* anlamma gelen

f(e) < f(a) olur. Buradan f*(A) 4 f(x) elde edilir. 0

Buradan hareketle P — P, baglantili ve tam olan bir F : POS; — CONV fonktorunu

gerer. Boylece POS; CONV ’nin bir tam alt kategorisine esdeger oldugu elde edilir.

Tanmm 3.64 [21] m; : [ic; Xi — X; izdiisiimii icin yakinsak uzaylarin (X;)ier
ailesinin ¢arpimi [1;c; X; olsun. O zaman </ | x ¢arpim uzayindadir < her i € I

icin T () | x; dir.
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Lemma 3.65 [21] Posetlerin herhangi (P,)ic; koleksiyonu icin, ([Tic;P)a —

[Lic;(B)a birim doniisiimii siireklidir.

Ispat. Onerme 3.63’den, [[;c; P — P izdiisiimleri Scott siireklidir, boylece
(ITic; P))a — (P;)q siireklidir. Buradan (TT;c; P;)s’den [1;¢;(P;) 4’ ye birim dontistimii

suireklidir. O

Onerme 3.66 [21] Herhangi iki P ve Q poseti icin, (P x Q)q = Py x Qy dir.

Ispat.  Lemma 3.55 geregince <7 |, (x,y) (P x Q)y’de ise & |4 (x,y) Py x
Qg dedir. Simdi eger <7 |4 (x,y) Py X Qy’de ise o zaman <7;(x,y) (P x Q);’de
olacagini gbstermemiz yeterlidir. < |4 (x,y) P; X Q4’de oldugundan, 7] (/) 14 x
ve (&) |4y dir. Bu durumda VD > x, VE >y olacak sekilde P ve Q’nun
sirastyla D ve E yonlendirilmis alt kiimeleridir ve her bir u € D igin u € (7, (A))¥
olan A € & ve her bir v € E igin v € (n;} (B))* olan B € o/ vardi. K =D xE
olsun. O zaman

(a) K, P x Q’nun bir yonlendirilmisg alt kiimesidir.

(b) VK = (VD,VE) > (x,y) dir. (c) Her (u,v) € K igin, u € (7, (A))* ve v €
(75 (B))* olan A € o7 ve B € o7 vardir. Buradan her (p,q) € (n;" (A), 7, (B)) icin
(u,v) < (p,q)

Bu durumda ANB € A. (r,5) € ANB olsun. O zaman (r,5) € (7 (ANB), 7, (AN
B)) C (n (A), 75" (B)), buradan da (r,s) > (u,v) olur. Bdylece &) |4 (x,y) € (P x
Q). elde edilir. O

3.4.2. Posetlerde Meet-Siireklilik

Bu boliimde ek aksiyom|[5]: [CONV3| o | x ve B lgx = o/ N B |4 x saglayan

(P,14) yakinsak uzaymin P posetleri iizerinde galisacagiz.

Tanmim 3.67 (i) Bir P poseti eger \| D > x olan herhangi D yénlendirilmis alt

kiimesi i¢cin, x | DN | x’in kapanisinda ise meet-siirekli olarak adlandirilir.
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(ii) Bir P poseti eger \| D, \| E var ve \| D > \/ E olan herhangi yonlendirilmis D
ve E altkiimeleri icin, \| H = \/ E olacak sekilde bir H C| DN | E yonlendirilmis

altkiimesi varsa, giiclii meet-siirekli olarak adlandirilir.

Ornek 3.56’deki poset meet-siirekli olmayan bir DCPO dur. Bunu gérmek igin,
D = {x},x},...x}} alahm. \/D = x> > x! olduguna dikkat edelim. Bununla

birlikte | DN | x' = 0.

Her giiclii meet-siirekli posetin ayni zamanda meet-siirekli oldugunu dogrulamak

gayet kolaydir.

Not 3.68 Eger P bir siirekli poset ise, giiclii meet-siireklidir. Aslinda onemli olan,
eger D ve E \|D > E olacak sekilde P’nin yonlendirilmis alt kiimeleri ise, bu
durumda herhangi x € E icin, | x={y € P:y < x} C| D. H=U,eg || x alalim.
O zaman \|H =\/,cgx=VEve H C| DN | E.

Bir meet-semilattice herhangi iki x ve y eleman i¢in, x A y bulunan P bir posettir.

Lemma 3.69 L bir semi-lattice ve bir DCPO olsun. Bu durumda asagidakiler
denktir.

(1) Herhangi x € L ve yonlendirilmis D C L icin, x A\\/D = \/{xAy:y € D}

(2) L meet-siireklidir.

(3) L giiclii meet-siireklidir.

(4) VD > x olan herhangi D C L yonlendirilmis kiimesi icin \/ E = x olacak sekilde
E C| DN | x yonlendirilmisdir.

Ispat. (1) = (2):\/D > x olacak sekilde D C L bir yonlendirilmis kiime olsun.
E ={uAx:u € D} olsun. Bu durumda E bir yonlendirilmis kiimedir ve E C|
DN} x. | DN | x bir alt degerli kiime ve \/ E = \/{uAx:u € D} (1)den,xA\\/D =
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V{unx:ueD}=\E.Boylecex\\/D=x=\/E. Buradan da, x € c/(] DN | x).
(2) = (1) : D C L bir yonlendirilmis kiime ve x € L olsun. y = \/D Ax olsun,
boylece y <\/Dvey <xolur. (2)den,yecl({ DN]y) Ccl(lDNlx). L V{xAu:
u € D} D cl(] DN | x) oldugunu dikkate alalim. Bu durumda, y €} \/{xAu:u €
D}, boylece y < \/{xAu:u € D}. Ayrica, y > \/{xAu:u € D}. Boylelikle,
y=VDAx=\V{xAu:ué€cD}.

(1)=(3):DC Lve\/D >\ E olan E C L yonlendirilmis kiimeler olsun. O zaman
VDAVE =VE. (l)den, V{u ANVE :u € D} =\E. (1) tekrar uygulaninca,
V{V{uAe:ueD}:ve E} =VE. D)={uNe:ucD,v€E}=olsun. Bu
durumda D’ yonlendirilmisdir ve \/D’ = \/E olan | DN | E tarafindan kapsanir.
Boylece (3) kanitlanir.

(1)=(4): E={xAy:y€ D} olsun. O zaman E yonlendirilmis ve E C| DN | x.
(I)den, VE =V{xAy:ye D} =xA\/D.\/D > xoldugundan, VE =xA\\/D =x.
(4)=(1):(4)den, VD > x ve boylece x € cl(] DN | x) olanx N\\VD=x=\/E €|
DNlx. L V{xAu:ue D} Dcl({ DN ] x)>x. Buradan x < \/{xAu:uec D}.
Ayrica, x > \/{xAu:u € D}. Boylelikle, x = \/DAx = \/{xAu:u€ D}. O

Onerme 3.70 P bir poset olsun. Asagidaki durumlar denktir:
(1) P giiclii meet-siireklidir.
(2) A Lagxve Blox = A NB |gx.

Ispat.  (P,|y4) (CONV3) sartim saglasin. \/D > \/E olacak sekilde D C P ve
E C P yonlendirilmis kiimeleri varsa, e = \/E olan [Tu:u € D] [ye ve [T v:
v € E| L4 e olur. Boylece [fu:ue D N[tv:veE]]lse Buradan VH > e
ve HU{B*:B€[fu:uecD|N[tv:veE]} CL DN ] E olacak sekilde bir H
yonlendirilmis kiimesi vardir. A¢ikca goriililyorki \/H =e¢ =V E.

Tersine, P’nin gii¢lii meet-siirekli oldugunu varsayalim. <7 |; x ve % |4 x olsun.
Bu durumda D C J{A*:A € &/}, E CU{B*: B B} ve \/ D > x, \| E > x olacak

sekilde D, E yonlendirilmis kiimeleri vardir. P giiclii meet-siirekli oldugundan,
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\ H| = x olacak sekilde bir H; C| DN | x yonlendirilmis kiimesi vardir. O zaman
VE > \/H; ve boylece de \/ H, > \/ H] = x olacak sekilde bir H, C| HiN | E
yonlendirilmis kiimesi vardir. Bu durumda [tw:w € Hy] [ xve [tw:w € Hy] C

o/ N 2. Buradan o/ N A |4 x oldugu cikar. O

P bir meet-semilattice olsun. O zaman A : P x P — P (x,y)’yi x A y’ye gotiiren bir
eslemedir. X bir meet-semilattice ve A : X x X — X siirekli olmak iizere yakinsak

(X,J) semilatticei bir yakinsak uzaydir.

Onerme 3.71 Bir P meet-semilattice icin, (P,|y) bir yakinsak meet-semilattice <

(P, <) meet-siireklidir.

ispat. (P,lq4) bir yakinsak meet-semilattice oldugunu varsayalim. Lemma
11°den, herhangi bir x € P ve yonlendirilmis D C P igin sadece xA\/ D = \/{xA\y:
y € D} oldugunu gostermemiz yeterlidir. A : X x X — X siirekli oldugundan Scott
siireklidir. Boylece A(V{(x,u) :u € D}) = A(x,VD) =xAVD=V{A(x,u):uc
D} =\/{xAu:uecD}.

Tersine, farzedelim ki (P,<)’nin meet-siirekli ve <7 |4 (x,y) olsun. Bu durumda
() g x ve () Lay. 7 (&) la x oldugundan, \/D; > x ve D; C
U ext () Af olacak sekilde Dy C P yonlendirilmis kiimesi vardir. 757 () |4
y oldugundan da, \/Dy >y ve D, C | nyent () A% olacak sekilde D, C P
yonlendirilmis kiimesi vardir. Bu durumda ise \/D; A\/D; > x Ay, boylece
V{uAv:ueDy,veDy} >xANy. D={uAv:uc Dy,ve Dy} bir yonlendirilmis
kiime oldugu goriiliir. Her u € Dy ve her v € D; i¢in, u € A% olan A} € m (/) ve
y GA% olan A, € my (/) vardir. Aj € o/, A} D nf’(Ai) ve Ay € o7, Ay D ﬂ;(Aiz)
vardir. A = AjNA; alahm. O zaman uAv € A(A)*. Bu yiizden tam olarak
(x1,y1) €A, x1 € m(A) C m(A]) C Ay, boylece u < x;. Benzer bir yaklagimla,
V< 0
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Sonug olarak, ¢cok sayida istenen 6zelligi olan herhangi bir P poseti i¢in 4 tanimini
ispat etmis olduk. Bu teorik bilgisayar bilimi gibi diger alanlardaki uygulamalarda

onciiliik yapabilecek bir baslangic olarak nitelendirilebilir.
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