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OZET
K-TUREVLI GAMMA HALKALAR UZERINE

Emel KORKMAZ

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigsmant: Prof. Dr. Hatice KANDAMAR
2018, 57 sayfa

Calismamiz dort boliimden olugsmaktadir.

Ik boliimiinde Gamma halkalar1 hakkinda yapilan baz1 calismalar hakkinda bilgi
verildi. Ikinci boliimde halkalar ve gamma halkalardaki bazi temel tamimlar ile
diger kisimlarda gerekli olacak baz1 6zellikler verildi. Uciincii boliimde Gamma
halkasinda k-tiirev ile ilgili bazi teoremlerde verilen hipotezlerden bir kisminin
kaldirilip kaldirilamayacagi incelenmistir. [5] Dordiincii bolimde asal gamma
halkalarinin degismeliligi iizerine ¢alisildi ve teoremlerdeki hipotezler incelendi.

[7]

Anahtar Sozciikler: Gamma halka, Asal gamma halka, k-tiirev, Degismelilik
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ABSTRACT
ON THE GAMMA RINGS WITH k-DERIVATION
Emel KORKMAZ

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Hatice KANDAMAR
2018, 57 pages

In this study, there are four chapters. In the first chapter, Some studies on Gamma
rings were mentioned. In the second chapter, we present some definations and
theorems of rings and Gamma rings that will be used in following chapters. In
the third chapter, the k-derivation of Gamma rings were given and hypotheses in
theorems were examined. [5] In the forth chapter, commutativity of prime gamma
rings is studied and theorems on this subject were examined. [7]

Key Words: Gamma ring, Prime gamma ring, k-derivation, Commutativity
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SIMGELER DIZINi

Z Tamsayilar kiimesi

Cr(R) =C(R) R halkasinin merkezi

Cr(X) X kiimesinin merkezi

Cy(M)=C, M gamma halkasinin y-merkezi
Cy(X) X kiimesinin y-merkezi

Ker(f) f homomorfizmasinin ¢ekirdegi
char(R) R halkasinin karakteristigi

char(M) M gamma halkasinin karakteristigi
X X kiimesi ile iiretilen althalka

[a,b] =ab—ba

Ann;(B) B kiimesinin sol sifirlayani

(I,M)n Nobusawa anlaminda gamma halka
(I'M)p Barnes anlaminda gamma halka

(T, M)n zay1f Nobusawa anlaminda gamma halka
[7, x] M nin sag ¢carpim endomorfizmasi
v, B] M nin sol ¢carpim endomorfizmasi
(a) a ile iiretilen ideal

(a)y a ile iiretilen y-ideal

[u,v]y = uyv—vyu

o, Bla — aaf — Bac

Msm(Z) 7, tizerinde n x m tipinde matrislerin kiimesi






1. GIRIS

Uglii cebirsel yapr olarak gamma halkast kavramu ilk olarak 1964 yilinda N.
Nobusawa tarafindan ortaya konmustur [10]. 1964 yilindan giiniimiize kadar
gamma halkalarinin yapisi hakkinda bircok ¢aligma yapilmistir. Barnes, I' ve M
toplamsal iki grup olmak iizere Nobusawa’nin verdigi gamma halka taniminda yer
alan M xI'xM — M ve I' x M x I — T {i¢lii carpimindan ikincisini kaldirarak
gamma halkasi tanimin1 genellestirmistir [1]. Gamma halkalarda tiirev tanimi ilk

kez F. J. Jing tarafindan 1987 yilinda asagidaki sekilde yapilmistir:

M Barnes anlaminda bir I'-halka olsun. Bu durumda d(xyy) = d(x)yy + xyd(y)
ozelligini saglayan M den M ye d toplamsal doniisiimiine tiirev denir. 1991 yilinda
Barnes anlaminda her I'-halkasinin Nobusawa anlaminda bir I halka oldugu

Kyuno tarafindan kanitlanmustir. [9]

Nobusawa anlaminda asal I'-halkasinda F. J. Jing tarafindan tanimlanan tiirevin sifir
oldugu H. Kandamar tarafindan gosterildikten sonra I' halkalarda asagida verilen

tiirev tanimlanmagtir.

M bir T'-halka, d, M den M ye ve k da I" dan T" ya toplamsal doniigiimler
olmak tizere d(xyy) = d(x)yy + xk(y)y + xyd(y) 6zelligini saglayan d doniigiimiine

k-tiirev denir [8].

H. Kandamar bu calismasinda, k-tiirevin sagladii bazi 6zellikleri vermistir ve
karakteristigi 2 den farkli olan asal bir gamma halka {izerinde sifirdan farkli bir
d k-tiirevi verildiginde herhangi bir 0 # y € I"i¢in k(y) # 0 ve d(M) C Cy iken M
I"-halkasinin degismeli oldugunu ispatlamisgtir.

Daha sonra I'-halkalarda tanimlanan k-tiirev operator halkalarina taginmis ve

I"-halkalarinin degismeli olmasi icin gerek ve yeter kosulun operator halkalarinin

degismeli olmas1 oldugu H. Kandamar tarafindan kanitlanmustir.
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Genellikle I'-halkalarda yapilan caligmalar halkalarin degismelili§i konusunda
yapilan ¢aligmalara paralel yiiriitiilmiistiir. Bu konuda H.Kandamar, M.M.Rahman,

A.C.Paul, M.Soytiirk calismiglardir.

Gamma halkalar {izerindeki tiirev ve Jordan tiirev ilk olarak M. Sapanci ve A
Nakajima tarafindan ve bazi tam asal gamma halkalarda her Jordan tiirevin, genel
tiirev oldugu ispatlanmistir. A. Bresar ve J. Vukman bu ispati 6zellestirerek asal
gamma halkalarda her Jordan tiirevin genel tiirev oldugunu ispatlamis [2] ve bunun
yamisira J. Vukman yar1 asal gamma halkalar iizerinde Jordan sol tiirevi iizerine
caligmalar yapmisti. M.M.Rahman, A.C.Paul tarafindan, M, her a,b,c € M ve
o,B €T icin aabfc = afbac kosulunu saglayan 2 torsion-free yari asal bir
I'-halkada her Jordan tiirevin, M halkasinda tiirev oldugu gosterilmistir. M. Soytiirk
tarafindan 1994 yilinda karakteristigi 2 ve 3’ten farkli olan Barnes anlaminda
I'-halkasinda d; ve d, sifirdan farkl tiirevler, U < M olmak iizere dp(U) C U
iken djdy(U) M nin T'-merkezi tarafindan kapsaniyorsa Mnin degismeli oldugu

gosterilmistir.

Posner asal halkalarda d,d, tiirev olmak iizere d1dy = 0 iken d; = 0 veyad, =0
oldugunu gostermistir. Ancak I'-halkalarda d;d, k-tiirev olmak iizere d; # 0 ve

d> # 0 olmasina karsin d;d, = 0 oldugu goriilmiistiir.

Bu caligsmanin girig boliimiinde I'-halkalar hakkinda yapilan ¢aligsmalarin bazilar
derlenmistir. Ikinci boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak temel bilgilere
yer verilmigtir. Ugiincii bolimde H. Kandamar’in "Gamma Halkasinda k-tiirev"
makalesine yer verilmis, bazi teoremler i¢in hipotezlerin kaldirilamayacagina
dair ornekler incelenmistir. Dordiincii boliimde H. Kandamar’in "Asal Gamma
Halkalarinin Degismeliligi" ¢alismasi ele alinmig ve bu makalede verilen bazi

teoremlerde hipotezlerin kaldirilip kaldirilamayacagi incelenmistir.



2. TEMEL BILGILER

Bu kisimda, halkalar ve gamma halkalarda bazi temel tanimlar ile diger kisimlarda

gerekli olan bazi 6zellikler verilmistir.

2.1. Halkalar

Tanmm 2.1.1. R halkasiin bir S altkiimesi, R halkasindaki islemlere gore halka

oluyorsa S kiimesine R halkasinin althalkas: denir.

Tammm 2.1.2. S, R halkasinin bir althalkas1 olsun.

(i) Her r € R ve x € Si¢in rx € S ise § althalkasina R halkasinin sol ideali

(ii) Her r € R ve x € S i¢in xr € S ise S althalkasina R halkasinin sag ideali

denir. Eger S, R halkasinin hem sag hem sol ideali ise S ye R halkasinin ideali denir

ve S < R ile gosterilir.

Tamim 2.1.3. R bir halka olsun. C(R) = {x € R |xr =rx, Vr € R} kiimesine R
halkasinin merkezi denir. C(R), R halkasiin bir althalkasidir fakat ideali degildir.

Tanim 2.1.4. R bir halka olsun. Her a € R i¢in na = 0 kosulunu saglayan pozitif
tamsayilar varsa bu pozitif tam sayilarin en kiicligtine R halkasinin karakteristigi
denir. Bu kogsulu saglayan hig bir pozitif tam say1 yoksa , R halkasinin karakteristigi

0 dir denir.

Tanim 2.1.5. R bir halka ve P onun bir ideali olsun. P # R ve R halkasindaki
herhangi A, B idealleri i¢cin AB C P iken A C P veya B C P oluyorsa P idealine asal

ideal denir.

Teorem 2.1.6. R bir halka ve P, R halkasinin kendisinden farkli bir ideali olsun.

Her a,b € R icin ab € P iken a € P veya b € P oluyorsa P asal idealdir.
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Tanim 2.1.7. R bir halka ve R # M, R halkasinin bir ideali olsun. Buna gére R
halkasinin M C N C R olacak bicimde bir N ideali var iken N = M veya N =R

kosulu saglaniyor ise M idealine maksimal ideal denir.

Tanmm 2.1.8. R bir halka olsun. Her a,b € R icin aRb = 0 oldugunda a = 0 veya
b = 0 oluyorsa R halkasina asal halka, her a € R icin aRa = 0 oldugunda a =0

oluyorsa R halkasina yari-asal halka denir.

Tanim 2.1.9. R bir halka ve /, R halkasinin bir ideali olsun. Eger 1" = {0} olacak

sekilde bir n pozitif tamsayis1 varsa / idealine R halkasinin nilpotent ideali denir.

Tammm 2.1.10. M bir toplamsal degismeli grup ve R bir halka olmak iizere

R x M — M fonksiyonu her a,b € M ve r,s € R i¢in,

() r(a+b)=ra+rb
(i) (r+s)a=ra+sa
(iii) r(sa) = (rs)a

kosullarini sagliyorsa M grubuna sol R-modiil denir. Ayrica, R birimli halka olmak
tizere her a € M igin, 1ga = a kosulu da saglantyorsa M sol R-modiiliine birimsel
sol R-modiil denir. Benzer gekilde sag R-modiil ve birimsel sag R-modiil tanimlari

da yapilabilir.
Tamm 2.1.11. M toplamsal degismeli bir grup olsun. R ve S herhangi iki halka

olmak {izere,

(1) M bir sol R-modiil,
(i) M bir sag S-modiil,

(iii) Herm € M, r € R ve s € S igin r(ms) = (rm)s
kosullar1 saglaniyorsa M ye R-S-bimodiil denir.

Tammm 2.1.12. M bir R-modiil ve N kiimesi M modiiliiniin bog olmayan bir

altkiimesi olsun. N, M toplamsal de8ismeli grubunun bir alt grubu olmak iizere



5

her r € R ve n € N i¢in, rn € N oluyorsa N kiimesine M modiiliiniin bir altmodiilii

denir.

Tanmm 2.1.13. M bir R-modiil olsun. Her x € R i¢in xM = 0 iken x = 0 oluyorsa
M vye faithful R-modiil denir.

Tanimm 2.1.14. R bir halka ve d : R — R toplamsal bir doniisiim olsun. Eger her
a,b € Rigind(ab) =d(a)b+ ad(b) saglamyorsa d doniisiimiine R halkasinin ziirevi
denir. [4]

Tanmm 2.1.15. R bir halka ve d : R — R toplamsal bir doniisiim olsun. Eger her
a € M icin d(a*) = d(a)a+ ad(a) esitligi saglaniyorsa d doniisiimiine R halkasinin

Jordan tiirevi denir. [2]

Teorem 2.1.16. [11] R karakteristigi 2 den farkli olan bir asal halka olmak iizere
R halkasimin herhangi iki tiirevi d| ve dy olsun. Eger d| ody, R halkasinin bir tiirevi

ise di =0 veya dy =0 olur.

2.2. Gamma Halkalar

Tanim 2.2.1. M ve I toplamsal degismeli iki grup olsun. Eger

MxT'xM—M ve I'xMxT'—=T
(a,0,b) — aab (a,a,B) — oap

islemi var olsun her a,b,c € M ve a, 3 € I i¢in,
(N1) (a+b)ac=aoc+boc
a(oe+ B)c =aac+aPc
aa (b+c) =aab+aoc
(N2) (aab)Bc=a(abB)c=aa (bBc)
(N3) y € T olmak iizere her a,b € M icinayb=01ise y =0

kosullart saglaniyorsa M ye Nobusawa anlaminda T'-halka denir ve (I',M),, ile

gosterilir.
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Barnes 1966 yilinda, Nobusawa’'nin yaptig1 tanimdaki ikinci islemi kaldirarak

Nobusawa I'-halka tanimin1 agagidaki sekilde genisletmistir. [1].

Tamim 2.2.2. M ve I toplamsal degismeli gruplar olsun. Her a,b € M ve her y e I
icin ayb € M olmak iizere, her a,b,c € M ve o,y € I icin

(B1) (a+b)ac=aac+bac
a(o+B)c=aac+aPc
ac (b+c)=aob+aoc

(B2) (aob) Bc = ao. (bBc)

kosullar1 saglantyorsa M ye Barnes anlaminda T-halka denir ve (I'\M)j, ile

gosterilir.

Tanim 2.2.3. M Barnes anlaminda bir I-halka ve her « € M, v, € I i¢in
yafB € I' olmak tizere her a,b,c € M ve o, 3 € I i¢in (aab) Bc = a(abf) ¢ kosulu

saglaniyorsa M ye zayif Nobusawa I'-halka denir ve (I', M), ile gosterilir.

Onerme 2.2.4. (i) [9, 1.2.1] M bir Nobusawa I'-halka ise T', zayif Nobusawa
M-halkadir.

(ii) [9, 1.2.2] M bir zayif Nobusawa T'-halka ise A={y €T | MyM = 0} olmak
iizere M, Nobusawa I/ A-halkadur.

(iii) [9, 1.2.3] M bir Barnes T'-halka olsun. Bu durumda M Nobusawa I"-halka

olacak bigimde T grubuna bagl bir I toplamsal degismeli grubu vardur.

Tanmm 2.2.5. M Barnes anlaminda bir I"-halka olsun. M I'-halkasinin asal olmasi

icin gerek ve yeter kosul al MI'b = 0 iken a = 0 veya b = 0 olmasidir.

Tanmmm 2.2.6. M Nobusawa anlaminda bir I'-halka olsun. M I-halkasinin asal

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul al'd = 0 iken a = 0 veya b = 0 olmasidir.

Onerme 2.2.7. M Nobusawa anlanunda bir asal T-halka olsun. O zaman T

Nobusawa anlaminda bir asal M-halka olur.
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Ispat: M Nobusawa anlaminda bir asal I-halka olsun. Bu durumda M x I' x M den
M yevel x M xT"dan T ya tiglii islemleri tammmlidir. her a, B,y €T ve a,b € M
icin

(a+p)ay=aay+ Bay
esitliginin saglandigim gosterelim. Her x,y € M i¢in

x(a+ B)ayy = (xaa+xBa)yy = xaayy + xBayy = x(aay+ Bay)y
olur. Buradan
x[(o+B)ay—(aay+Bay)ly =0
elde edilir. Tanim 2.2.1 (N3) 6zelligi kullanilarak

(o +B)ay—(aay+Pay) =0

esitligi elde edilir. Boylece her a, 8 € " ve her a,b € M igin

(0 + B)ay = aay+ Bay

esitliginin saglandig1 goriiliir.
o(a+b)B = oaaf + abf ve aa(f +vy) = oaP + aay esitlikleri de benzer sekilde
ispatlanabilir.

Simdi her o, B,y € T ve a,b € M igin

(aaB)by= a(apb)y= aa(Bby)

oldugunu gosterelim.

Her x,y € M i¢in M nin Nobusawa anlaminda I'-halka oldugu goz oniine alinirsa
x(caP)byy = xx(aPb)yy
esitliginin saglandig1 goriiliir. Buradan

x(aaP)byy —xo(aBb)yy =0
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elde edilir. Bu ise
x((cap)by— a(aBb)y)y =0
olmasini gerektirir. Tanim 2.2.1 (N3) 6zelligi kullanilarak, son ifadeden
(aap)by— a(aBb)y =0

bulunur. Boylece o, 3,y €I ve a,b € M igin

(0aP)by = a(afb)y

oldugu goriiliir. Benzer sekilde xoa(Bby)y = xa(afb)yy oldugu goriilebilir.

Bu durumda I" zayif Nobusawa M-halka olur.

Simdi her o, B € T'i¢in ocafy = 0 iken a = 0 oldugunu gosterelim. Her o, f € I' igin
oafl = 0 olsun. Bu durumda I'al” = 0 olur. M Nobusawa anlaminda asal I'-halka

oldugundan,
[al' =0=MI'(aMI') =0=alM=0=a=0

gerektirmeleri elde edilir. O halde I' Nobusawa anlaminda M-halka olur.
Simdi I" Nobusawa anlaminda M-halkasinin asal oldugunu gosterelim.

o, B € I' olmak iizere aMfB = 0 olsun. Bu durumda her x,y,z,t € M ve 6 € T i¢in

(xay)d(zft) =0
olur. Buradan
(xay)I'(zBt) =0

elde edilir. M I'-halkasinin asal oldugu goz Oniine alinirsa her x,y,z,t € M igin
xay =0V zBt=0
olur. Burada M nin Nobusawa anlaminda I'-halka oldugu kullanilirsa
a=0VpB=0

oldugu goriiliir ve bdylece I, Nobusawa anlaminda M-halkanin asal oldugu

goriiliir. O



2.3. Operator Halkalari

Bu boliimde, gamma halka teorisi i¢in onemli rol oynayan sag ve sol operator

halkalar1 tanimlanacaktir.

Tamm 2.3.1. (G, +) bir grup olsun.
End(G) = {¢|¢:G— G grup homomorfizmasB} kiimesi fonksiyonlarin
toplam1 ve bilegkesi ikili islemleri ile bir halkadir. ~ Bu halkaya G nin

endomorfizmalarinin halkasi denir.

Onerme 2.3.2. [9] M bir T-halka, x € M ve Y € I olsun.

[V, x] M —>M
m— m[Y,x] = myx

ile tanmimlanan fonksiyon M toplamsal grubunun endomorfizmasidir.

Ispat: Once y € " ve x € M olmak iizere [y,x] in iyi tanimli oldugunu gosterelim.
m,m’ € M olmak iizere m = m’ olsun. y € ' ve x € M olmak tizere esitligin her iki
yani sagdan yx ile carpilirsa myx = m’yx esitligi elde edilir. Bu esitlikten m[y,x] =
m'[y,x] oldugu goriiliir.

Simdi her m,n € M i¢in (m+n)[y,x] = m[y,x] +n[y,x] oldugunu gosterelim. Tanim

2.2.1 (N1) goz Oniine alinirsa
(m+n)[y,x] = (m+n)yx = myx+nyx = m[y,x] +n[y,x|

esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Boylece [y,x] fonksiyonunun M grubunun bir
endomorfizmasi oldugu goriiliir.
Benzer sekilde bir M TI-halka icin, x € M ve y € I' olmak iizere

X, 7] :M—M
m— [x,Ylm = xym

ile tamimlanan fonksiyonun da M toplamsal grubunun endomorfizmasi oldugu
gosterilebilir.
M toplamsal grubunun biitiin sag endomorfizmalarinin halkasin1 End” (M) ve sol

endomorfizmalarinin halkasini End' (M) ile gosterelim.
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M bir I'-halka olmak iizere Y. [V;,x], % € I, x; € M elemanlarinin kiimesini R ile
sonlu

gosterelim. R C End” (M) oldugu agiktir. O

Onerme 2.3.3. [9] M bir T-halka, ¥, € T ve x; € M olmak iizere Y, [1;,xi]

sonlu
elemanlarinin kiimesi M toplamsal grubunun sag endomorfizmalarinmin halkasinin

bir alt halkasidr.

M bir I'-halka, % € I ve x; € M olmak iizere Y [x;,%] elemanlarinin kiimesi L

sonlu
olmak iizere M toplamsal grubunun sol endomorfizmalarinin halkasidir.

Lemma 2.3.4. [9] M bir I'-halka olsun. Her x,y € M ve v, 1 € I icin,
v+ [ry] = rx+y s v+ =k +3,7]

[, + (o] = [y + ] 5 [ v+ [ p] =[x v+ p
esitlikleri gecerlidir.
Ispat: M T halka olsun. Her x,y € M ve y € [ icin [y,x] + [7,y] = [y,x+]

oldugunu gosterelim. Her m € M i¢in

m([y,x] +[v,¥]) = m[y,x] +m[y,y] = myx+myy = my(x+y) = m[y,x+y]

esitlikleri saglandidindan [y, x] + [y,y] = [7,x + y] oldugu goriiliir.
Simdi her x € M ve y,u € T igin [y,x] + [4,x] = [y+ i,x] oldugunu gosterelim.

Her m € M igin

m([y.x]+ [, x]) = m[y,x] +m [, x] = myx+ mpx = m(y+ p)x

esitlikleri saglandigindan [y, x] + [u,x] = [y+ u,x] oldugu goriiliir.

Benzer sekilde diger esitliklerin saglandig1 da gosterilebilir. O
Lemma 2.3.5. [9] M bir I'-halka olsun. M faithful L-R-bimodiildiir.

Ispat: M bir I'-halka olsun. M I'-halkasinin bir L-R-bimodiil oldugunu gosterelim.

R halkasinin [y,x] ve [B,y] elemanlar igin gosterilen esitliklerin Y [¥,x;] ve
sonlu
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Y. [Bi,yi] elemanlari i¢in de gosterilebilecegi goz Oniine alinarak R halkasindan
sonlu
alinan elemanlar y € T', x € M olmak iizere [y,x] tipinde alimmstir. Oncelikle M

I-halkasiin sag R-modiil oldugunu gosterelim. Her m,m’ € M ve r = [y,x],r =

[B,y] € Rigin
(mAm)r = (mm')[y,x] = (m+m)yx = myx+m'yx = m[y,x] +-m'[y,x] = mr+m'r

(') = m([1,] + (8.3 = mly.x) + m[B,] = mr + mr

ve

(mr)r" = (m[y,x])[B,y] = (myx)[B,y] = (myx)By = m(yxBy)
= mly,xBy] = m([y,x][B,y]) = m(rr')

esitlikleri saglandigindan M bir sag R-modiil olur. Benzer sekilde M I'-halkasinin
sol L-modiil oldugu da gosterilebilir.
Simdi herl € L, m € M ve r € R i¢in (Im)r = [(mr) oldugunu gosterelim. x,y € M

ve 7, € I" olmak iizere [ = [y, B] ve r = [y,x] olsun. Tanim 2.2.1 (N2) kullanilirsa
(lm)r = ([y, Blm)[y,x] = (yBm)[y,x] = (yBm)yx

= yB(myx) = [y, Bl(m[y,x]) = I(mr)

esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Sonug olarak M, L-R bimodiil oldugu ispatlanmis
olur.

Simdi M toplamsal grubunun faithful R-modiil oldugunu gosterelim. Her x € M
icin xr = 0 iken r = 0 oldugunu yani Mr = 0 iken r = 0 oldugunu gosterecegiz.

r € R olsun. Bu durumda r = Y [¥,xi], 7 € T, y; € M formunda yazilir. r
endomorfizmasi tanim kijmesinirslontl)bitjtijn elemanlarim sifira gotiirdiigiinden sifir

olmak zorundadir. Benzer sekilde M toplamsal grubunun faithful L-modiil oldugu

da gosterilebilir. O

N C M ve A CT altkiimeleri i¢in [A,N] kiimesi, 3; € I" ve x; € M olmak iizere

[%,x:] elemanlarinin sonlu toplamlarindan olusur. Benzer sekilde [N,A] kiimesi
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de tanimlanir. Buna gore sag operator halka R = [, M] ve sol operator halka da

L = [M,T] olarak gosterilebilir.

2.4. Gamma Halkasinda Idealler, Homomorfizmalar

Tammm 2.4.1. M bir I'-halka olsun. Toplamsal M grubunun bir / altgrubu
verildiginde hera € I, y €T ve m € M i¢in aym € I (mYya € I) oluyorsa I kiimesine
M, T'-halkasimin sag(sol) ideali denir. I, M I'-halkasinin hem sag hem de sol
ideali ise I ya M I'-halkasinin ideali denir ve I < M ile gosterilir. M I'-halkasinin
bir S altkiimesi verildiginde S kiimesini igeren M I-halkasinin tiim ideallerinin

kesisimine S tarafindan iiretilen ideal denir ve (S) ile gosterilir.

Onerme 2.4.2. [1] M bir T-halka olsun. a € M ile iiretilen ideal,

(a) = { Z na-+xaa+aPy+uyadv | x,y,u,ve M,a,p,y,0 EF,nEZ}

sonlu

kiimesine egittir.

Tanmim 2.4.3. [9] (I'1,M))p ve (I'2, M, ) halkalar verilsin.

(i) 6, M den M, ye bir grup homomorfizmasi

(@ii) ¢, I'; den I'; ye bir grup homomorfizmast

(iii) Her x,y € M ve a € T i¢in 6 (xay) = 0(x)9(a)0(y)

ozelliklerini saglayan (¢,0) siwrali ikilisine (I'j,M;)p halkasindan (I';,M;)p
halkasina bir homomorfizma denir.

Ayrica 0 ve ¢ birebir ve orten doniisiimler ise bu durumda (¢, 6) sirali ikilisine,
(I'y,M;)p halkasindan (I, M;)p halkasina bir izomorfizma denir. Bu durumda
(I'y,My)p ve (I'y,M>) g halkalari izomorftur denir ve (I'1, M, )p = (I'y, M>) g olarak

gosterilir.

Bu tanim Nobusawa anlaminda verilen Gamma halkalar1 i¢in asagidaki sekilde

tanimlanir.
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Tamm 2.44. [9] (¢,0), (I'1,M;)y halkasindan (I';,M,)y halkasma bir
homomorfizmasi ve

(iv) Herx € M ve her o, B € I'igin ¢ (0xf) = ¢ ()0 (x)9(B)

ozelligini de saghyor ise (¢,0) swral ikilisine (I'y, M)y halkasindan (I'2,M,)y

halkasina bir homomorfizma denir.

Tamim 2.4.5. M bir I'-halka ve P, M I'-halkasinin bir ideali olsun. M I'-halkasinin
herhangi iki A ve B ideali i¢in AI'B C P olmast A C P veya B C P olmasini
gerektiriyorsa P idealine asal ideal denir. Bir M I'-halkasinin sifir ideali asal ideal

ise M asal I'-halkasi olur.

Tamim 2.4.6. M bir I'-halka olsun. Eger MT'M # 0 ve M I'-halkasinin sifir ve

kendisinden bagka ideali yoksa M ye basit I'-halka denir.

Tanim 2.4.7. [8] M bir I'-halka, d : M — M ve k : I' — I" toplamsal fonksiyonlar
olsun. Eger hera,b € M ve B € U'icind(aBb) =d(a)Bb+ak(B)b+aBd(b) esitligi

saglaniyorsa d fonksiyonuna M I'-halkasinin k-tiirevi denir.

Tanim 2.4.8. M bir I'-halka olsun ve a € M ile y € I sabit elemanlar1 verilsin.
Iy :M — M ve Iy, : T' — I' doniigiimleri sirastyla her m € M igin I,y (m) =
la,m]y = aym —mya ve L,(B) = [, B]a olarak tammlansin. I, doniisiimiine y

ve a elemanlari tarafindan belirlenmig /,,-ig tiirev denir.

2.5. % &' 4, +' Islemleri

M T'-halka ve R, L sirasiyla sag ve sol operator halkalar olsunlar.

R halkasinin her P altkiimesi ve M I'-halkasinin her T altkiimesi i¢in
P ={xeM:[I'x] CP}

veE

T ={reR:MrCT}

kiimeleri tanimlansin.
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Onerme 2.5.1. [9] R, M T-halkasinin sag operator halkasi, P C R olmak iizere,
P R halkasiin sag ideali ise P*, M 1" halkasimin sag idealidir. Ayrica R halkasinin

alt kiimelerinin bir C ailesi icin

7 =P

peC PeC
olur.

Ispat: P <, R olsun. P* <, M oldugunu gosterelim.

P* C M oldugu agiktir. Simdi x,y € P* olsun. Tanimdan [I", x] C P ve [, y] C P olur.
Bu durumda her y € T"igin [y, x] ve [y,y] € P olur. Burada P <, R oldugu kullanilirsa
her y € I i¢in [y,x —y] = [y,x] — [7,y] € P elde edilir. Boylece [I",x —y] C P olur.
Buise x —y € P* olmasini gerektirir.

Simdi x € P* ve m € M olsun. Tanimdan [I", x] C P olur. P <, R oldugu kullanilirsa
[I',mx] = m[I",x] C P olur ve mx € P* oldugu goriilir. Boylece P* <, M oldugu
ispatlanmisg olur.

Simdi de C, R nin alt kiimelerinin bir ailesi olsun.

ﬂ P*=( ﬂ P)* oldugunu gosterelim.

pPeC pPeC

X € ﬂ P* olsun. O zaman her P € C i¢in x € P* oldugu goriiliir. P* kiimesinin

pPeC

tammindan her P € C igin [I',x] C P olur. Bu ise [I',x] C | P olmasim gerektirir.
peC

Tanim kullanilirsa x € ( ﬂ P)* oldugu goriiliir. Diger yandan

peC

xe((\P)=TAc (P
pPeC pPeC
=VPeCCicin[[',x] CP

=VPcCCicinx e P*

=x€ ﬂ P*
pPeC
gerektirmeleri saglandigindan

(NP cP

PeC PeC
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olur. Boylece

(1P =P

pPeC peC

oldugu goriiliir ve ispat tamamlanmaisg olur. O

Onerme 2.5.2. [9] R, M T-halkasinn sag operator halkasi, T C M olmak iizere,

T <, M ise T <, R olur. Ayrica M T'-halkasinin alt kiimelerinin bir D ailesi icin

ﬂ T = ( ﬂ T)" olur.

TeD TeD

R ve L, M T'-halkasinin sirastyla sag ve sol operator halkalart olsunlar. Her Q C L
ve her § C M i¢in

Q" ={xeM:[xT]CQ}

ve

st'={leL:IMCS)}
kiimeleri tanimlansin.

Onerme 2.5.3. [9] L, M T-halkasin sol operator halkasi, Q C L olmak iizere,

0 <, Lise Q" <, M olur. Ayrica L halkasimin alt kiimelerinin bir K ailesi igin

Net=(N o) olu

Qe Qe
Ispat: Lemmanin ispat1 Onerme 2.5.1 ispatina benzer sekilde yapilabilir. a

Onerme 2.5.4. [9] L, M T'-halkasinin sol operator halkasi, S C M olmak iizere,

S <,Mise St <, Lolur Ayrica M T-halkasimn alt kiimelerinin bir B koleksiyonu

icin ﬂ st = (ﬂ S)* olur.
SeB SeB
Ispat: Lemmanin ispat1 Onerme 2.5.1 ispatina benzer sekilde yapilabilir. O

Onerme 2.5.5. [9] R ve L, M T-halkasinn sirastyla sag ve sol operator halkalary
olsun. P <R, Q < LveT <M asal idealler olsunlar. O zaman T < R, T <L

ve P*,Q" < M asal ideallerdir.



16

Ispat: Onerme 2.5.2 den T < M iken T* < R oldugu aciktir. T* idealinin asal
oldugunu gosterelim.

U,V < R olmak iizere UV C T* olsun. U ve V R halkasimn idealleri oldugundan
URV CUV

elde edilir ve boylece

UL, MV CT"
olur. " igleminin tammindan MUT'MV C T olur ve T asal oldugundan
MU C T veyaMV CT
elde edilir. Yine 7% = {r € R : Mr C T} oldugundan
ucr® veyaV C T+

olur. Yani 7* asal idealdir.

Benzer sekilde T+ < L asal oldugu gosterilebilir.

Simdi P* < M asal oldugunu gosterelim.

A,B < M ve AT'B C P* olsun. R sag operator halkasi olmak iizere,

[[',A], [, B] < R olur. R operatdr halkasindaki ¢carpma islemi goz 6niine alinirsa
[[,A|[T, B] = [[,AT'B] C P

elde edilir. P < R asal oldugundan
[['A] C Pveya [I',B] C P

elde edilir. Boylece
A C P* veyaBC P*

sonucuna ulagilir. Béylece P* idealinin asal ideal oldugu goriiliir.

Q" < M idealinin de asal oldugu benzer sekilde gosterilebilir. O
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Teorem 2.5.6. [9] A, M Barnes anlaminda T'-halkasimin tiim asal ideallerinin
kiimesi ve B R sag(sol) operator halkasvn tiim asal ideallerinin kiimesi olsun. Bu
durumda A dan B ye T < M asal idealini T* idealine gotiiren birebir bir karsilik

gelme vardrr.

Ispat: 7, M I'-halkasinin asal ideali olsun. ' ve % tanimlarindan
(1) = {x eM:[[x] C T*'} —{xeM:MIxCT}

olur. 7, M T-halkasinmn ideali oldugundan MI'T C T olur ve buradan T C (T*)*
elde edilir.
Diger yandan MI'(T*)* C T ve T asal oldugundan

M C T veya (T*)*CT
olur. Her iki durumda da (T*)* C T oldugundan
(1) =T

elde edilir.
P, R halkasinin asal ideali olsun. Bu durumda x ve ' iglemlerinin tanimi

kullanilirsa
(P) ={reR:MrCP}={reR:[[,MrCP}
esitliklerinin saglandig1 goriiliir. P < R oldugu goz oniine alinirsa
[C,M]PC P

ifadesi saglamr. Boylece P C (P*)* elde edilir.
Diger yandan [, M(P*)*] = R(P*)* C P ve P asal oldugundan (P*)* C P oldugu
goriiliir. Boylece

()’ cp
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oldugu gosterilmis olur.

Sonug olarak M I'-halkasinin tiim asal idealleri ile R sag operatdr halkasinin tiim
asal ideallerinin birebir kargilik geldigi goriiliir.

0, L halkasinin asal ideali, T M halkasinin asal ideali olmak {izere, (T*l)Jr =T ve
Q < L olmak iizere (Q+)+/ = O oldugu da benzer sekilde gosterilebilir. Boylece
M T'-halkasinin tiim asal idealleri ile L sol operator halkasinin tiim asal ideallerinin

birebir karsilik geldigi ispatlanabilir. O

Sonu¢ 2.5.7. R ve L, M T'-halkasinin sirasiyla sag ve sol operator halkalari
olsunlar. O zaman R halkasin tiim asal ideallerinin kiimesi ile L halkasinin
tiim asal ideallerinin kiimesi arasinda P R halkasinda asal ideal olmak iizere

P — (P*)" seklinde birebir bir karsilik gelme vardir. [9]
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3. I'-halkasinda k-tiirev

Bu boliimde H. Kandamar’in Gamma halkasinda k-tiirev makalesi ele alinmis ve
baz1 teoremlerde verilen hipotezlerden bir kisminin kaldirilip kaldirilamayacagi

incelenmisgtir.

Lemma 3.0.1. M, Nobusawa anlaminda bir I'-halka olsun. d, M T"-halkasinin bir
k-tiirevi ise o zaman her a € M ve o, € I icin k(aaB) = k(ct)ap + ad(a)B +
oak(P) esitligi saglamr.

Ispat: Her x,y € M icin
d((xaa)By) = d(xaa)By +xoak(B)y +xaaBd(y)

=d(x)aaBy+xk(o)aBy+xad(a)By+xaak(B)y+ xaaBd(y)

olur. Diger yandan,

d(x(aaB)y) = d(x)aaBy +xk(oaB)y +xaaBd(y)

saglanir. Burada iki esitigin sol taraflarinin esit oldugu kullanilirsa

d(x)oaBy -+ xk(ot)aBy + xad(a) By + xaak(B)y + xaafd(y)
=d(x)oaBy+xk(aaf)y+xoaBd(y)
esitlikleri saglanir. Boylece,
x(k(a)aPB + ad(a)B + aak(B))y = xk(oaf)y

elde edilir. Sonuc olarak

x(k(a)ap +ad(a)B + aak(B) —k(aaB))y =0
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olur. Tanim 2.2.1 (N3) 6zelligi kullanilarak,
k(o)aB + ad(a)B + aak(B) —k(aaP) =0
bulunur. Boylece,
k(aaP) =k(o)aP + od(a)B + ccak(P)
elde edilmig olur. O

Lemma 3.0.2. M, Nobusawa anlaminda bir I'-halka olsun. d, M I'-halkasinin hem
ki -tiirevi hem de ky-tiirevi ise k1 = ky dir.

Ispat: Her a,b € M ve her B € I"icin d, k;-tiirev oldugundan
d(aBb) = d(a)Bb + ak,(B)b+aBd(b)
olur. Ayni zamanda d, k»-tiirev de oldugundan
d(aBb) = d(a)Bb+ aky(B)b+aBd(b)
olur. Bu durumda sag taraflarin esit olmasi kullanilarak,
d(a)Bb+aki(B)b+aBd(b) =d(a)Bb+ aka(B)b+aBd(D)
esitligi elde edilir. Buradan
aky(B)b = aka(B)b
oldugu goriiliir. Bu esitlikten
a(ki(B) —ka(B))b =0
bulunur. Burada Tanim 2.2.1 (N3) 6zelligi kulllanilirsa, her § € I igin
ki(B)—ka(B) =0

elde edilir. Boylece
ki =k

olur. O



21

Teorem 3.0.3. R karakteristigi ikiden farkli olan ve Tamum 2.2.1 (N3) kosulunu
saglayan bir halka ve d, R I'(= R)-halkasuun bir k-tiirevi olsun. d nin R halkasinda

herhangi bir tiirev olmast icin gerek ve yeter kosul d = k olmasidir.

Ispat: CharR # 2 olsun ve R halkasinda Tanim 2.2.1 (N3) kosulu saglansin.
d, R T'(= R)-halkasmin bir k-tiirevi olsun. d, R halkasinin herhangi bir tiirevi

oldugundan her a,b, B € R i¢in
d(aBb) =d(aB)b+aPd(b) =d(a)Bb+ad(B)b+aPBd(b)
esitligi saglanir. Diger yandan d, R I'(= R)-halkasinin bir k-tiirevi oldugu i¢in
d(aBb) =d(a)Bb+ak(B)b+aBfd(b)
oldugu biliniyor. Yukaridaki esitliklerin sag taraflar1 egit oldugundan,
d(a)Bb+ad(B)b+aBd(b) =d(a)Bb+ak(B)b+aBd(b)
esitligi elde edilir. Bu ise,
a(d(B) —k(B))b=0

olmasini gerektirir. Burada Tanim 2.2.1 (N3) kosulu kullanilirsa her § € I'(= R)

icin

olur. Sonug olarak

elde edilir.
Simdi teoremin diger tarafini ispatlayallm. d, d = k olacak sekilde R
I'(=R)-halkasinin bir tiirevi olsun. d : R — R toplamsal doniisiim oldugundan her
x,y € R i¢in d(xy) = d(x)y +xd(y) oldugunu gostermek gerekir. Hipotezden, her
x,y,t € Rigin

d(xyt) = d(x)yt +xd(y)t +xyd(t)
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esitligi saglanir. Bu esitlikte z,n € R icin y yerine yz, ¢ yerine tn yazilirsa,

d(x(yz)(tn)) = d(xy(ztn)) esitligi kullamlarak,
d(x)(yz)(tn) +xd(yz)(tn) + x(yz)d(tn) = d(x)y(ztn) + xd(y)(ztn) + xyd (ztn)
bulunur. Buradan
xd(yz)(tn) +xyzd(tn) = xd (y)ztn + xyd (2)tn + xyzd (t )n + xyztd (n)
oldugu goriiliir. Béylece her m € R igin
x(d(yz)(tn) +yzd(tn) —d(y)ztn — yd(z)tn — yzd(t)n — yztd(n))m = 0
elde edilir. Burada Tanim 2.2.1 (N3) 6zelligi kullanilarak, her y,z,t,n € R icin,
d(yz)(tn) +yzd(tn) — d(y)ztn — yd(z)tn — yzd (t)n — yzzd(n) =0 (3.0.1)

bulunur.
Ayrica d((yz)tn)=d(yz(tn)) oldugundan, d doniisiimiiniin R (R =)I-halkasinda

d-tiirev oldugu kullanilirsa
d(yz)tn —yzd(tn) —d(y)ztn — yd(z)tn + yzd(t)n + yztd(n) = 0 (3.0.2)

bulunur.

3.0.1 ve 3.0.2 esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
2d(yz)tn —2d(y)ztn — 2yd(z)tn = 0
esitligi elde edilir. R halkasinin karakteristigi 2 den farkli oldugundan son esitlikten
d(yz)tn—d(y)ztn — yd(z)tn =0
bulunur. Bu esitligin her iki yan sol taraftan s € R ile carpilirsa,

s(d(yz)t —d(y)zt —yd(z)t)n =0
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oldugu goriiliir. (N3) 6zelligi kullanilirsa son esitlikten
dyz)t —d(y)zt —yd(z)t =0
elde edilir. Her r € R i¢in son esitlik sol taraftan r ile ¢arpilirsa

r(d(yz) —d(y)z—yd(z))t =0

olur. Burada (N3) 6zelligi kullanilarak

d(yz) —d(y)z—yd(z) =0

elde edilir. Bu ise her y,z € R i¢in

d(yz) = d(y)z+yd(z)

olmasimi gerektirir. Boylece d doniistimiiniin R halkasinin bir tiirevi oldugu

kanitlanmisg olur. O

Uyan 3.0.4. M, Barnes anlaminda I'-halka ve d,M T'-halkasinin bir k-tiirevi ise
k teklikle belirli olmak zorunda degildir. M, Nobusawa anlaminda T'-halka d,
M T-halkasimin bir k-tiirevi ise k teklikle bellidir. Ozel olarak R, (N3) ozelligini
saglyor ise (R yariasal veya, R birimli veya sifirdan farklt sifir boleni yok) R,
Nobusawa anlanminda T-halkadir. Bu durumda CharR # 2 olacak sekilde d, R
nin k-tiirevi ise d, bu halkanin herhangi bir tiirevi olmasi icin gerek ve yeter kosul

d =k olmasidr.

Aksi sOylenmedik¢ce bundan sonra M, Nobusawa anlaminda I-halka olarak

alinacak ve a,b € M ve o, 3 € I i¢in

[a,b]q = aab —Dbaa

[0, Bla = 0taf — Pac

gosterimleri kullanilacaktir.
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Lemma 3.0.5. M bir I'-halka ve d, M I'-halkasinda bir k-tiirev olsun. O zaman
a,b,c,x € Mve o, B,y €I icin asagidaki esitlikler saglanir.
(i) la,blg = —[b,alg, [0, B]a = =B, 0]

(ii) [a+Db,clg = la,clp+ [b,clp, [0+ B, Vo = [0, Ve + (B, Va
(iii) [aah, x|g = [a,x]gab +ala, B]b+aalb,x|g

(iv) [abB, Vla = [, V]abB + alb,a]yB + ab[B, V]a

) [[et, Bla, Vla +[[1, &, Bla +[[B, Vo, t]la = 0

(vi) [[a,b]g,clg + [[c,a]p,blg +[[b,c]g,alp =0

(vii) d([a.b]g) = [d(a),b]p + [a.blyp) + [a.d(B)]

(viti) k([ets Bla) = k(o). Bla -+ [0t, Bla + [0t k(B

Ispat: a,b,c € M ve o, B,y € T olmak iizere

() [a,b]g = —[b,a]g oldugunu gosterelim.

la,blg = aBb—bBa = —(bBa—afb) = —[b,alg

olur. Benzer gekilde,
[a,ﬁ]a = _[ﬁ7a]a

esitliginin varlig1 da ispatlanabilir.
(i) Simdi [a + b,c|g = [a,c]g + [b,c]g oldugunu gosterelim. Her a,b,c € M ve
B €TI'i¢in

la+b,clg = (a+Db)Bc—cB(a+b)=aBc+bBc—cPa—cPb
=afic—cBa+bBc—cBb=[a,clg+[b,clp
esitlikleri saglandigindan
l[a+b,clg = [a,c]g+[b,c]p

olur. Benzer sekilde

[a_‘_ﬁvﬂa: [av’}/]a"i_[ﬁ?’}/]a
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oldugu ispatlanabilir.
(iii) Simdi [aab,x|g = [a,x]gab+a[a, B]b + aa(b,x|g oldugunu gosterelim. Her

a,b,x e M ve a, €I igin
la,x|gob +ala, B]b+aab,x]|g

= (aBx)ab— (xBa)ab+a(axB)b—a(Bxo)b+ ac(bPx) — ao(xBb)
= aobfx—xPaob = [aab,x|g

esitlikleri saglandigindan [aab,x]g = [a,x]gab +a[a, B] b+ aa[b,x]g olur.

(iv) Ispat (iii) sikkina benzer sekilde yapilabilir.

V) [[et, Blas Vla + 17, @las Bla+[[B, V]as &]a = 0 oldugunu gésterelim. Her o, B,y €
I've a € M icin

[[ot, Blas Vla + (v, @la; Bla +[[B+ V]a: ta
= [aaB — Baa, Ylu + [yac — aay, Bla+ [Bay — yaB, ala
= aaBay— yaoap — Bacay+ yafac + yaoap — Bayaa
—oayaP + Baaay+ Bayac — aaBay+ yaoap = 0

esitlikleri saglandigindan

[let, Bla, Va + [V, &as Bla + [[Bs Vlas #]a = 0

esitliginin saglandig1 goriiliir.
(vi) Ispat (v) sikkina benzer sekilde yapilabilir.
(vii) d([a,b]g) = [d(a),b|p + [a,b]ip) + [a,d(b)] g oldugunu gosterelim. Her a,b €

M, B €T igin tiirev tanimi kullanilirsa
d([a,blg) = d(aPb—bBa)

=d(aPpb) —d(bBa) =d(a)Bb+ak(B)b+aBd(b) —d(b)Ba—bk(B)a—DbBd(a)

= d(a)Bb — bBd(a) +ak(B)b — bk(B)a+aBd(b) — d(b)Ba
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= [d(a),blp +[a,blip) + [a,d(D)]p

esitlikleri saglandigindan ispat biter.

(viii)Ispat (vii) sikkina benzer sekilde yapilabilir. O

Lemma 3.0.6. M asal I'-halkasi, U, M I'-halkasinin sifirdan farkl bir ideali ve Q,
I" M-halkasimin sifirdan farkli bir ideali olsun. O zaman a,b € M ve o, 3 € T igin
asagidakiler saglanir.

(i))aQb=0=a=0veyab=0

(ii) aUB=0= o =0veya B =0

(iii) alUTb=0=a=0veyab=0

(iv) aMQMB =0= ax =0 veya B =0

(v) Her u,v € U icin uav = 0 ise o zaman o, = 0 olur.

(vi)Cr=0&Cy =0

(vii) Cr # 0 veya Cy # 0 = M degismeli bir I'-halkadr.

(viii) 0 # y € T i¢in U C Cy ise M degismeli bir I'-halkadur.

(ix) 0 # y € ' ve her u,v € U igin [u,v]y = 0 ise M degismeli bir T'-halkadr. [7]
Ispat: (i) aQb = 0 olsun. Q, ideal oldugundan QMT C Q ve TMQ C Q olur.
Buradan al’'MQMTI'b = 0 elde edilir. M asal I'-halka oldugundan son esitlik
al’MQM = 0 veya b = 0 olmasini gerektirir. Buradan a = 0 veya b = 0 veya
MQM = 0 oldugu goriiliir. Burada MQM = 0 ise Q = 0 olacagindan bu durum
Q # 0 olusuyla celisir. Boylece aQ2b = 0 iken a = 0 veya b = 0 sonucuna ulagilir.
(ii) aUB = 0 olsun. Burada (i) sikki ve Onerme 2.2.7 kullanilarak & = 0 veya
B = 0 oldugu goriiliir.

(iii) al'UTH = 0 olsun. U,M TI'-halkasmin ideali oldugu icin al’ MTUTMTb C
al’'lUT'b = 0 olur. Burada arka arkaya M I halkasinin asal oldugu kullanilarak
a =0 veya b = 0 sonucuna ulasilir.

(iv) Onerme 2.2.7 icin " asal M-halka olmas1 kullamilarak, (iii) sikkina benzer
sekilde ispat yapilabilir.

(v) Her u,v € U icin uorv = 0 olsun. U, M nin sifirdan farkli bir ideali oldugundan
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U C M oldugu goriiliir. O halde her u,v € U MaM = 0 elde edilir. Béylece (N3)
kural1 kullanilarak o¢ = O bulunur.

(vi)Cy = 0 olsun. Cr # 0 oldugunu varsayalim. O zaman Cr nin sifirdan farkli bir
a elemant vardir. Buradan her y € I" ve her x € M i¢in ayx — xya = 0 bulunur. Bu

esitlikte v yerine her § € I" ve y € M i¢in yyd yazilip a € Cr olmasi kullanilarak
0 = ayydx —xyyda = ayydx — xyady = ayydx — ayxdy = ay(yox — x8y)
esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Sonug olarak her y,6 € I' ve x,y € M i¢in
ay(ydx—xd0y) =0
esitligine ulagilir. Her y € I i¢in bu esitligin gecerli oldugu goz oniine alinirsa,
al’'(yéx—x0y) =0
olur. Béylece M asal I'-halkasi ve a # 0 olmasi kullanilirsa son esitlik, her x,y € M

ve 0 € I'igin

x0y—ydx=0
olmasini gerektirir. Bu durum her § € I'i¢in 6 € Cy; oldugunu gosterir fakat ispatin
basinda Cy; = 0 alindig1 icin celigki ortaya ¢ikar. O halde Cr = 0 olmalidir. Cr =0
iken Cy; = 0 oldugu da benzer sekilde gosterilir.

(vii) Cr # 0 oldugunu varsayalim. O zaman Cr nin sifirdan farkli bir a elemant

vardir. Bu durumda, her y € I' ve x € M i¢in xya = ayx olur. Boylece
ad(xyy —yyx) = adxyy —adyyx = y(8xy)a —ad(yyx) = yé(xya) — ad(yyx)

= y&(ayx) —ad(yyx) = (y6a)yx — ad(yyx) = (ady)yx — (ady)yx =0
esitlikleri saglanir. Boylece ad(xyy —yyx) = 0 olur. Buradan her x,y e M, ye T’
icin
al(xyy —yyx) =0
elde edilir. M asal oldugundan son esitlik xyy — yyx = 0 olmasin1 gerektirir. O
halde M degismeli I"-halkadir. a
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Teorem 3.0.7. M, karakteristigi ikiden farkli olan sifirdan farkli bir asal I'-halka
ve y € I" olsun. Her x € M i¢in [[x,al]y,a], = 0 olacak sekilde bir a € M var ise o

zaman aya = 0 veya a € Cy olur.

Ispat: y +# 0 olsun.(y = 0 olursa aya = 0 olur.) Hipotezden, her x,y € M ve her
B € I icin [[xBy,d]y,aly = 0 olur. Onerme 3.0.5(iii) kullanilirsa,

[[x,alyBy +x[B,Ylay +xB[y,aly,aly =0
elde edilir. Buradan
([x alyBy, aly + [x[B, Ylay,aly + [xB[v,a],aly = 0
esitligine ulagilir. Bu esitlikte Onerme 3.0.5(iii) g6z oniine alindiginda
[[x,aly, alyBy+ [x,aly[B, Yoy + [x,alyB[y, aly + [x,aly[B, Y]ay
+x[[B Ylas Vlay +x[B; Ylaly, aly + [x,alyBy, aly +x[B, V]aly, aly + xB [y, aly, aly = 0
elde edilir. Burada hipotez kullanilirsa,

2[x7a]Y[B7 ﬂay""z[xa a])’ﬁ [yva]y+2x[[37’}/]ab@a]?/"i_x[[ﬂa ﬂmﬂay =0 (3-0-3)

esitligi bulunur. Bu esitlikte x yerine [x,aly, y yerine [y,a]y yazilirsa her x,y € M ve

B €T igin
[x,aly[[B,Ya> Ylaly,aly =0 (3.0.4)

esitligi elde edilir.

Diger yandan her z € M ve her 8,8 € I igin, Onerme 3.0.5(iv) kullamilirsa

[B [Za a]Yaay]a = [ﬁay]a[z7a]7/5 +ﬁ[[za a]y>a]75 +ﬁ[zva]7[67’}/]a

oldugu goriiliir ve burada hipotezden [[z, aly, a], = 0 oldugu icin

[Blz,aly8,¥)a = [B;Vlalz,aly6 + Blz,aly[8, Y (3.0.5)
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elde edilir.

Simdi 3.0.4 esitliginde 3 yerine z € M ve § € I' olmak iizere f3(z,al,6 yazilirsa,

[x’ a]?’“ﬁ [Zva]}/aa ﬂmﬂa[}’, a]y =0

esitligi bulunur. Boylece hipotez ve 3.0.4 esitligi kullanilirsa son esitlikten,

= Po,alyl[B, Vlalz,alyd + Blz,aly[8, Ylas Vlaly: aly
= [e,aly([[B: Yo Yalz: alyS1y, aly + (B, Vlallz, aly, alyS ]y, aly
+ 1B Vlalz: aly[8, Ylaly, aly + B, Yalz, aly[8, V]aly: aly
+ Bllz aly,alyl8, Vlaly, aly + Bllz aly,aly[8, V]a[y, aly)
= 2[x,aly[B;Valz,aly[8, Yaly: aly + [, aly[[Bs Vas Vlalz,alyd [y, aly

esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Buradan

Z[X’a]y[ﬁaﬂa[zva]'y[avﬂa[ ?a]7+ [xva]'}’[[ﬁa’)/]aa Y]a[zaa]}’s[yva]}’ =0

esitligi elde edilir. Burada yine 3.0.4 esitligi ve karakteristigin ikiden farkli olmasi

kullanilarak,

[xva]}’[ﬁ>Y]a[zva]7[6vy]a[ 7a]7/:0 (306)

oldugu goriiliir.
Simdi 3.0.6 esitliginde B yerine, m € M ve ¢ € I" olmak iizere f[m,a]y0 yazilirsa

her x,y,z,m € M ve her 3,8,0 € I i¢gin,
[x,aly[B[m,aly0, Va[z,aly[6, V]aly.aly =0
olur. Burada Onerme 3.0.5(iv) kullanilirsa,
[x,aly[B,Y]alm,alyo[z, aly[8, Y]aly,aly + [x,a]yB[[m. aly,aly0 [z, aly[8, V]aly,al,+

[, alyBm,aly[0, V]alz,aly[8, Vlaly,aly = 0

elde edilir. Boylece 3.0.6 esitligi ve hipotez kullanilarak her o € I" i¢in

[x7a]Y[Ba Y]a[mva]yc[zaa]yw, ﬂa[ ,Cl]y =0
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oldugu goriiliir. Bu esitlik her o € I' igin gecerli oldugundan
[x, a]Y[ﬁa Y]a[mva]Yr[Zva]Y[S’ V]aly, a]Y =0

olur ve M asal I'-halka oldugu i¢in son esitlik

[x, a]Y[ﬁ77]a[m7a]Y =0 veya [Z>a]7[67’)/]a[y,a]y =0
olmasini gerektirir.

Boylece her x,m € M ve her B € T i¢in

[X,a]y[ﬁa'}’]a[maa}yzo 3.0.7)

esitligi elde edilmis olur. $imdi 3.0.3 esitliginde x yerine [x,a], yazilirsa,
2[[)6, a]77a]Y[B7 '}’]a}’ + 2[[xva}Y7a]7B [y7 a]Y+ 2[)6, a]y[ﬁ; Y]a[)’; a]Y

+[x7a]7[[l37 '}/]ay Y]ay =0

olur. Burada 3.0.7 esitligi ve hipotez kullanilirsa her x,y € M , € T i¢in,

[x,aly[[B,Y]a:Vlay =0 (3.0.8)

elde edilir. Benzer sekilde 3.0.3 esitliginde y yerine [y,a], yazilirsa her x,y € M,
her B € T i¢in

x[[B,Y)a,Valy,aly =0 (3.0.9)

elde edilir. 3.0.8 esitliginde y yerine [y,a], ve B yerine z € M, & € I olmak iizere
Bz0 yazilirsa,

0= [x,aly[[Bz8, ¥]a, Vlaly:aly
= [x,aly[[B,7az8 + B[z, alyd + Bz[8, Vu, V. aly
= [x,aly[[B, ¥]a; Vaz8[y, aly + [x,aly[B, Vlalz, al,6[y,aly
+1x,aly[B, Vlaz[8, Y]aly, aly + [x,aly[B, Vlalz. al,8[y,aly

+[x,alyBllz,aly, aly8y, aly + [x,alyBlz, aly[8,V]aly. aly
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"Hx’ a]Y[ﬁ: ’Y]az[& Y]G[y’ a]Y + [x7a]7/[z’a]7[5a Y]H[yv a}?/

+[xﬂa]7BZH67’}/]07?/]0[)77“]7

esitligi elde edilir. Burada 3.0.7, 3.0.8, 3.0.9 esitlikleri, hipotez ve karakteristigin
ikiden farkli oldugu kullanilirsa, her x,y,z € M ve 3,0 € I igin

[x7a]7[ﬁ7 '}’]aZ[5, y]a[y; a]y =0

esitliginin saglandig1 goriiliir.

Son esitlikte z yerine her n € M ve her o € I' icin zon yazilirsa,

[x, aly[B, Ylazon[8, Ylaly: aly = 0
olur. Bu esitlik her o € I"icin gecerli oldugundan
[x,aly[B,Y]azI'n[8,Y]aly,aly =0
elde edilir. Sonug olarak M asal I'-halka oldugu i¢in son esitlik
[x,aly[B,Ylaz = 0 veya n[d,7]aly,aly =0

olmasini gerektirir.
Oncelikle [x,aly[B,¥]sz = 0 oldugu durumunu inceleyelim.

Burada f3 yerine By[d, 7], yazilirsa,
0= [x,aly[By[8, Y, Vaz

= [x,aly[B,Y1ay[8, Ylaz + [x, alyB [y, aly[8, Ylaz + [x, alyBY([8, Vlas V]az

esitlikleri saglanir. Burada her x,z € M ve B,y € I' icin [x,a],[B,Y]az = 0 ve

[v,a]y[8,¥]az = 0 oldugu kullanilirsa

[x’a]YBy[[a’y]avﬂaZ =0

esitligi elde edilir. Esitlik her B € I i¢in gecerli oldugundan

[x7a]7’ry“67 ’}/]aa Y]uZ =0
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olur. Buradan M TI'-halkasinin asal oldugu goz 6niine alinirsa her x € M i¢in
[x,a]y =0 veyahery,ze M, 6 € I'igin y[[0, ¥4, Y]az = 0 oldugu goriiliir.
O halde her x € M i¢in [x,a]y = O ise a € Cy olur.

Diger yandan y[[3, ¥4, ¥]az = 0 ise (N3) 6zelliginden

[[SaY]aa'}/]a =0 (3.0.10)

olur.
3.0.3 esitliginde karakteristigin ikiden farkli olmasi ve 3.0.10 esitligi kullanilirsa,

her x,y € M, B € I' i¢in

[x,alyBy,aly +x[B, V]aly, aly =0 (3.0.11)
esitligi elde edilir.
3.0.11 esitliginde x yerine z € M, & € I" olmak iizere x0z yazilip 3.0.11 esitligi
kullanilirsa
(x82.a,B[y.aly +382(B. Faly.aly = 0
= [xv.al;52By.aly+x[8. YluzBly.aly +x3[z.al,Bly.aly +x52(B. Tlaly.aly = 0
= ([, aly6 +x[8,7la)zByaly =0
= ([, alyd +x[8,7la)el [y aly = 0
gerektirmeleri saglanir. Buradan M asal I"-halka oldugu icin
[x,a]y0z4x[0,7]az = 0 veya [y,aly = 0 olur.
[v,aly =01ise a € Cy olur.

[x,aly6z+x[8,Y]az = 0 olsun. Her x,z € M, § € I i¢in Onerme 3.0.5 den,
(x6z,aly = [x,a]y0z+x[6,Y]az+x6[z,aly
olur. Diger taraftan [x,a]y[B,¥]az = 0 oldugundan,
[x0z,aly = x0[z,aly (3.0.12)

olur. Buradan Onerme 3.0.5(ii) ve 3.0.12 esitligi kullanilarak,

0 = [[x,aly,aly = [xya—ayx,dl,
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= [xya7a]7_ [‘Wxaa]y = x}/[ava]Y - a}/[x7a]7 - —aY[xa“}V

esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Boylece
—aylx,aly =0
esitligi elde edilir. Bu esitlikten her x € M icin
ayxya = ayayx (3.0.13)

oldugu goriiliir.
Ayrica hipotezden aylx,aly = [x,a]yya esitligi de saglanmaktadir.  3.0.13

esitliginden bu esitligin sol tarafi sifirdir. O halde bu esitlik kullanilarak,
ayxya = xyaya (3.0.14)

esitligine ulagilir. Simdi 3.0.13 ve 3.0.14 esitliklerinin sol taraflar1 birbirine esit

oldugundan,
Xyaya = ayayx

elde edilir. Boylece aya € Cy sonucuna ulagilmis olur.

Diger yandan 3.0.12 esitligi kullanilarak

aBaya—ayaBa = [aBa,aly = aBla,aly = af(aya—aya) =0

olarak bulunur. Buradan
aBaya—ayaBa=0
oldugu goriiliir. O halde son esitlik ve aya € Cy olmasi kullanilarak, her x € M ve
her B € T i¢in
ayaBx,aly =0
olur. Buradan

ayal'lx,aly =0
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yazilabilir ve M asal I"-halka oldugu icin
aya = 0veya [x,aly =0

olur. Yani

aya=0veyaa € Cy

bulunarak ispat tamamlanmig olur.
n[0,7Y]aly;aly = 0 oldugunda benzer sekilde ispat yapilarak aya = 0 veya a € Cy

oldugu goriilebilir. O

Ly : M — M, ILy(x) = [a,x]y ve Iy, : T = T, I,(B) = [y,B]a olmak iizere
Ly, Iy,-tiirev oldugu goz Oniine alinirsa yukarida verilen teorem,

"M Karakeristigi ikiden farkli I'-halka, 0 # v € T ve aya # 0 olsun. 172,0 (M) =0ise
a € Cyolur."

olarak ifade edilebilir.

Onerme 3.0.8. M asal T-halka, vy ve a sirasiyla T ve Cy min sifirdan farkl

elemanlart olsun. Her x,y € M ve B € I icin asagidaki durumlar saglanur.
(i) [v,Bla =0

(ii) [ayx,ylp = aylx,y]p ve [xya,ylp = [x,y]gya

(iii) [aPx,yly = [a,y]p yx+ aBlx,yly

(iv) b € Cy ise [ayb,x]|g = [aBb,x]y = ay|b,x|g = a[B, Y]xb olur.

(v) b e Cyveal'b C Cyise b=0veya M, degismeli bir I'-halkadur.

Ispat: (i) a € Cy oldugundan her x,y € M, B € I"igin
x[,Blay = xyaPy —xBayy = ayxBy — xByya = ayxBy —ayxBy =0
esitligi saglanir. Yani her x,y € M igin

x[%ﬁ]ay:o



35
olur. Buradan (N3) 6zelligi kullanilarak [y, ], = 0 bulunur.
(ii) Her x,y € M ve B € I''i¢in a € Cy oldugu kullanilirsa

layx,ylp = ayxBy —yB(ayx) = ayxBy — (yBx)ya

= ayxPy—ayyPx = aylx,ylg
ve
[xya,ylg = (xya)By — yBxya = ay(xBy) —yBxya
= xByya—yBxya = [x,ylgya
esitliklerinin saglandig1 goriiliir.
Boylece [ayx,ylg = aylx,ylg ve [xya,ylg = [x,y]gya esitliklerinin var oldugu
gosterilmis olur.
(iii) a € Cy oldugu goz oniine alinirsa, her x,y € M, B € I' i¢in
[aBx,yly = aBxyy — (yya)Bx = afxyy — ay(yBx)
= aPxyy —yBxya = aPxyy — yBayx
ve
[a,ylgyx+aB[x,yly = aByyx — yBayx+afxyy —aByyx = afxyy — yBayx

esitlikleri elde edilir. Boylece

[aﬁxvy]}’ = [a,y]B}/X—FGﬁ [X,y]y

oldugu goriiliir.
(iv) Her x € M, B € ["igin [ayb,x]g = aybx — xBayb esitliginin sag yaninda a,b €
Cy oldugu kullanilirsa

layb,x|g = byaBx —xBbya

elde edilir. Son esitlikte a,b € I" oldugu kullanilirsa

layb,x|g = axyb—ayxBb
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esitliginin saglandig1 goriiliir. Yine a,b € Cy oldugu kullanilirsa son esitlik

layb,x|g = aBbyx —xyaBb

olmasin gerektirir. Bdylece

[a}/b,xh; = [aBb,x]y

oldugu goriiliir.

Simdi [aBb,x]y = ay[b,x]g oldugunu gosterelim. a € Cy oldugu kullanilirsa
laBb,x|y = aPbyx —xyaBb = aBxyb — ayxb

= byaPx—ayxb = aybBx — ayxb = ay[b,x|g

esitlikleri saglamir. Burada [a3b,x], = ay[b,x]g elde edilir.

Son olarak ay[b,x|g = a[B,¥]:b oldugunu gosterelim. Burada a € Cy olmak iizere

aylb,x|g = aybBx —ayxBb = byaPx — ayxfb
= afxyb—ayxBb = a[p, v]:b

elde edilir. Boylece

[aybvx]ﬁ = [aﬁbvx]V:aY[bvx]ﬁ :a[ﬁﬂ’]xb

esitliklerinin var oldugu ispatlanmaisg olur.

(v) al'b = 0 ise M asal I"-halka oldugu i¢in a = 0 veya b = 0 olmalidir. Hipotezden
a # 0 oldugu i¢in b = 0 elde edilir.

al'b # 0 olsun. O halde aI'bI'M ,Cy tarafindan kapsanir ve ayrica M I'-halkasinin
da idealidir. Burada Onerme 3.0.6 (viii) kullanilirsa (I', M) halkasinin degismeli

oldugu goriiliir. O

Onerme 3.0.9. /8] M asal T-halka, U, M T-halkasimn sifirdan farkl sol (sag)
ideali ve Q, I' M-halkasinin sifirdan farkly bir sol (sag) ideali olsun. Her a € M ve
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Y € U icin asagidaki durumlar saglanir.
(i) YUI' =0=y=0TUy=0=7y=0)
(iil)aQM =0=a=0(MQa=0=a=0)

Onerme 3.0.10. M asal T-halka, U, M T-halkasinin stfirdan farkll bir sol ideali
ve y € I sifirdan farkli bir eleman olsun. U C Cy ise M I'-halkasi degismelidir.
Ispat: Hipotezden u € U ve x € M igin uyx = xyu € U olur. Boylece MyU C U
olur. Simdi MyU # 0 oldugunu gosterelim.
MvyU =0 olursa'MyUT = 0 olur. M asal I'-halka iken I" asal M-halka oldugundan
"= 0 veya yUT = 0 olur. Boylece Onerme 3.0.9 (i) den y = 0 olur. Bu durum y # 0
olmasiyla celisir. O halde MyU # 0 olur. Diger taraftan uyx € U C C, oldugundan
Onerme 3.0.8 (i) ve (ii) siklar1 ve u € Cy olmasi kullanilarak her m,x,y e M, u € U,
B €T igin

myuBlx,yly = mBuylx,yly = mpluyx,yly =0

elde edilir. Her u € U ve her B € I i¢in myup3[x,y]y = 0 oldugundan her x,y € M
i¢cin MyUT [x,y], = 0 oldugu goriiliir. M asal I'-halka ve MyU # 0 oldugundan son
esitlik her x,y € M icin [x,y]y = 0 olmasin gerektirir.

Sonug olarak Onerme 3.0.6 (ix) sikkindan M degismeli I'-halka olur.

U, M halkasimin sifirdan farkli sag ideali oldugu durumda da benzer sekilde ispat

yapilabilir. O

Onerme 3.0.11. M asal T-halka, d, M T-halkasimin sifirdan farkli bir k-tiirevi,
v € U sifirdan farkly bir eleman ve d(M) C Cy olsun. O zaman a € Cy ise a € Cy(y)
olur.

Ispat: Onerme 3.0.5(vii) sikkindan her a,b € M igin d([a,b],) = [d(a),b]y +
[a,bli(y) + [a,d(D)]y esitligi saglanr.

a € Cy ve d(M) C Cy oldugundan her b € M igin, [a,b]iy) = 0 olur. Boylece

a € Cy(y) oldugu gorilir. O
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Onerme 3.0.12. M asal T-halka, d, M T-halkasiun stfirdan farkli bir k-tiirevi, y €
[ sifirdan farkli bir eleman ve d(M) C Cy olsun. Eger her x,y € M icin d(x)yd(y) =
0 ise d(M), M halkasin sol ideali veya sag idealidir.

Ispat: d(x)yd(y) = 0 esitliginde x yerine B € I ve z € M icin xBz yazalim.

d(xBz)yd(y) = d(x)Bzyd(y) + xk(B)zyd(y) +xBd(z)yd(y) =0

olur ve buradan
d(x)Bzyd(y) +xk(B)zyd(y) =0

elde edilir. Bu esitlikte B yerine § € I' ve m € M olmak iizere Bmd yazilip bu

esitlik kullanilirsa,
d(x)Bmozyd(y) +xk(Bmd)zyd(y) =0

= d(x)Bmdzyd(y) +xk(B)m&zyd(y) +xBd(m)bzyd(y) + xpmk(8)zyd(y) = O
= d(x)Bmbzyd(y) +xk(B)mdzyd(y) =0
= V8 € T (d(x)Bm+xk(B)m)Szyd(y) =0
= (d(x)Bm+xk(B)m)Tzyd(y) =0

gerektirmeleri elde edilir. Burada M, asal I'-halka oldugu icin her x,m,y,z € M ve
B €T igin

d(x)Bm+xk(B)m = 0 veya zyd(y) =0
oldugu goriiliir.
Once her x,m € M igin d(x)Bm + xk(B)m = 0 olmas1 durumunu inceleyelim.
Bu durumda d(xm) = xBd(m) olur. Burada sol taraf d(M) kiimesinin elemani
oldugundan xBd(m) € d(M) olur. Boylece MI'd(M) C d(M) oldugu goriiliir.
Diger taraftan d(M) toplamsal degismeli grup oldugundan d(M), M halkasinin sol
idealidir.

Simdi her z,y € M ve y € T i¢in zyd(y) = 0 durumunu inceleyelim.
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Bu esitlikte y yerine m € M ve B € I olmak tizere yBm yazilip var olan esitlik de

kullanilirsa,

0= zyd(yBm) = zyd(y) Bm+ zyyk(B)m+zyyBd(m) = zyyk(B)m +zyyBd(m)
esitligine ulagilir ve buradan
zyyk(B)m+zyyBd(m) =0
esitligi elde edilir. Bu esitlikte 3 yerine n € M ve § € I' igin Bnd yazilirsa
z2yyk(Bnd)m+ zyyBndd(m) =0
= zyyk(B)ndm+zyyBd(n)dm+ zyyBnk(6)m+zyyfndd(m) =0,V6 € I’
= zyyB (nk(8)m+ndd(m)) =0
gerektirmeleri elde edilir. Esitlik her B € I i¢in gegerli oldugundan
z2yyI'(nk(8)m+ndd(m)) =0
olur. Buradan M halkasinin asal I'-halkasi olmas1 kullanilirsa,
zyy = 0 veya nk(8)m+ndd(m) =0

elde edilir.
Eger zyy = 0 olursa (N3) 6zelliginden y = 0 olmasi gerekir. Fakat hipotezden y # 0
oldugu bilindigi i¢in

nk(8)m—+ndd(m) =0
esitligi saglanir.
O halde d(ndm) = d(n)dm olur. Sol taraf d(M) tiirevinin elemani oldugundan
d(n)ém € d(M) olur. Boylece d(M)I'M C d(M) oldugu goriiliir. Diger taraftan
d(M) toplamsal grup oldugundan d(M), M halkasinin sag ideali olur. O

Teorem 3.0.13. M karakteristigi ikiden farkli olan bir asal T'-halka, d, M
I-halkasimin sifirdan farkl bir k-tiirevi ve k(y) sifirdan farkl olsun. d(M) C Cy
ise M I'-halka degismelidir.
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Ispat: y € T olmak iizere k() # 0 ve d(M) C Cy olsun. Onerme 3.0.5 (vii)den
d([m,nly) = [d(m),n]y+ [m,nlxey) + [m,d(n)]y = [m,nliy)
olur. Boylece her m,n € M icin
d([m,n]y) = [m,njy, € Cy

oldugu goriiliir. Burada m yerine d(x)Bd(y), n yerine z yazilirsa, Onerme 3.0.8(iv)

esitliginden
d([d(x)Bd(y).zly) = [d(x)Bd(y),z]ky) = d(x)[B,k(V)]:d(y) € Cy
elde edilir. Sonug olarak her x,y,z € M ve her B € T i¢in

d(x)[B,k(7)]:d(y) € Cy

olur. Burada d(M) C Cy oldugundan Onerme 3.0.11 kullanilirsa,

d(x)[B,k(7)]:d(y) € Cyy)

elde edilir. Boylece

d(x)[B,k()]d(y) = d([d(x)Bd(y),zly) € Cuy)

olur. O halde d(M) C Cy(y) sonucuna ulagilir.
Buradan her z € M igin [d(x)[B,k(7)]:d(y),Z]k(y) = 0 oldugu goriiliir.
Onerme 3.0.5(iii) ve d(M) C Cy(y) olusu kullamlarak,

[d(x), 2]y (B, k(V)]d () +d()[[B, k(V)]e k(7)]:d(y)

+d(X)[B,k(7)):[d(¥),2lky) = 0

elde edilir. Bu ise d(x)[[B,k(Y)];,k(y)].d(y) = 0 olmasin gerektirir. Simdi burada

B yerine Bd(s)d yazilirsa

d(x)[[Bd(s)8,k(¥)]e; k(7)ld(y) = O
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olur. Bu esitlikte d(M) C Cy(y) ve esitligin kendisi kullamlirsa her x,y,z € M ve
B,6 €T igin,

d(x)[[B,k(7)]:d(s)6 + Bld(s),2]u(y) 6 + Bd(s)[8,k(V)]:, k(¥)]: = 0
= d(x)[[B,k(7)]d(s)6 +Bd(s)[8,k(V)]:, k(¥)]:d(y) =0

= d(x)[[B,k(V)]:,k(7)]:d(s)8d(y) +d(x)[B, k(7)]:[d(s), 2]k(y) 6 (¥)

+d(x)[B,k(7)]:d(s)[8,k(Y)]-d(y) +d(x)[B, k(7)]:d(s)[8,k(y)]:d(y)

+d(x)Bd(s), 2y [6,k(7)]:d(y) + Bd(s)[[8,k(7)]:, k(V)]:d(y) = 0

= 2d(x)[B,k(7)l:d(s)[8,k(7)]-d(y) =0
gerektirmelerinin saglandig1 goriiliir. Burada karakteristik ikiden farkli oldugu i¢in,
d(x)[B,k(y)ld(s)[8,k(7)]:d(y) = 0
elde edilir. Simdi esitlikte B yerine fd(n)o yazilirsa
d(x)[Bd(n)o,k(y)]:d(s)[8,k(Y)]-d(y) =0
elde edilir. Buradan
d(x)[B,k()]:d(n)od(s)[6,k(Y)]:d(y) + Bld(n),z]k0d(s)[8,k(7)]-d(y)

+Bd(n)[o,k(7)]d(s)[8,k(y)]:d(y) =0
esitligi bulunur. Burada tekrar d(M) C Ci(y) oldugu ve onceki esitlik kullanilirsa,

her o € I' igin
d(x)[B,k(v)]-d(n)od(s)[8,k(y)].d(y) =0
bulunur. O halde

d(x)[B, k()]:d(n)T'd(s)[8,k(y)]d(y) =0

olarak yazilabilir. Burada M, asal I'-halkas1 oldugundan

d(x)[B,k(7)]:d(n) =0
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sonucuna ulagilir.

Onerme 3.0.8(iv) esitliginden,
0 =d(x)[B,k(Y)]:d(n) = [d(x)Bd(n), 2l = [d(x)k(y)d(n),z]
olur. Burada her 8 € I i¢in d(x)k(y)d(n) € Cg oldugu i¢in Onerme 3.0.11 den
d(x)k(y)d(n) € Cr

olur. d(x)k(y)d(n) # 0 olacak sekilde x,n € M var ise Onerme 3.0.6(vii) sikkindan,
M degismeli I'-halkadir.
Her x,n € M igin d(x)k(y)d(n) = 0 ise Onerme 3.0.12 dan

dM) <, MveyadM) <; M

olur. Hipotezden, 0 # d(M) C Cy oldugundan Onerme 3.0.10 dan M degismeli
I'-halkadir.
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4. Asal Gamma Halkalariin Degismeliligi

Bu bolimde M I'-halkasimin tiirevleri ile M I'-halkasinin sag ve sol operator
halkalarinin tiirevleri arasinda bir iliskinin olup olmadig1 sorusuna yanit
aranacaktir. Bu aragtirma yapilirken H.Kandamar’in "Asal Gamma Halkalarinin
Degismeliligi" makalesi ele alinmis ve baz1 teoremlerde verilen hipotezlerin bir
kisminin kaldirilip kaldirilamayacagi incelenmistir.

M T-halka ve d, M I'-halkasinin bir k-tiirevi olsun. Bu tiirev (k,d) notasyonu ile
gosterilecektir. Simdi H. Kandamar’in bu tiirevden yararlanarak L sol operator
halkas1 ve R sag operator halkasi {izerinde tiirevi nasil tanimladigini inceleyelim.

(k,d)f :L—L

(kyd) (Xilxi v]) = Lilld (), 7] + [xi k(%)) ve
(k,d)R:R—R
(k,d)r(X:[%xi]) = Xi([k(5,x:] + [, d(x;)]) olarak tanimlansin.

Onerme 4.0.1. (k,d), M T-halkasinin bir tiirevi ise (k,d)} ve (k,d)%, sirastyla
L = [M,T] ve R = [[',M] operator halkalarinn tiirevleridir.

Ispat: (k,d), M T-halkasinin bir tiirevi olsun. (k,d); doniisiimiiniin L operator
halkasinin bir tiirevi oldugunu gésterelim. (k,d ) fonksiyonu iyi tanimlidir.

Her [l;,l, € Licin

(k,d) (h + D) = (k,d); (I) + (k,d)[ ()

oldugu goriilebilir.

Ayrica her Y [x;, ¥, X ;[v;, Bj] € L igin (k,d); fonksiyonu gbz oniine alinirsa
(kvd)+(2i[xia%]'Zjb’jvﬁj]) = (k,d)lf(zz',j[xi%)’j,ﬁj]

=X ([d (i), Bil + by, k(B))])

=X ([d(xi) %y, Byl + [k (1)y, Bil + Bivid (v5), Bl + iy k(B;)])

= X3 ([d (i), w1, Bil + e k(W] Iy Bl + iy wi]-[d (v), Bl + i -y, K (Bj)])
= Li([d(xi), W]+ i k(0)1)- X1y Bil + alei, vl (14 (v7), Bil + [y, k(B))])

= (k.d) g (Silrei W) Xlvj8,) + Xiloei, v (k,d) [ (X [v7 B])
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esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Yani

(kvd)zr(Z[xi’%]'Z[ijﬁj]) (k,d) d th Yi ZYJ [3] th Yi Zb’ja
! J i J i

olur. Boylece (k,d);, L sol operatdr halkasimn bir tiirevi olur.

Ayni sekilde (k,d)y fonksiyonunun R sag operator halkasinin bir tiirevi oldugu

gosterilebilir. O

Onerme 4.0.2. a € M ve y € T igin (Iyq,Ioy), M T-halkasinn bir ig tiirevi olsun.
(IyasLay)| ve (Iyaslay)y strasiyla L ve R operator halkalarin , [a,y] ve [y,a) ile
iiretilen ic tiirevidir.

Ispat: Her y € M ve her ¥;[x;,B;] € L icin (Iy4,1ay)] fonksiyonunun tanimi géz
Oniine alinirsa;

(byas Lay) 1 (Zilxi, B (v) = Li([Lay(x2), Bil + [xi, Ly (B)]) (v)

= Y.i(layx; —xiva, Bi] + [xi, yaPi — Biay]) (v)

= Yilayxi, Bi] — [xiva, Bi] + [xi, yaBi] — [xi, Biay)) (v)

= (Xilayxi, Bi] — Lilxiva, Bi] + Xilxi, vaBi] — Lilxi, Bia)) (y)

= Lilayxi, Bil(v) — Lilxiva, Bil(v) + Lilxi, vaBil (v) — Lilxi, Biav] ()

= YiayxiPiy — YixivaPiy + ¥ xiyaPiy — YixiPiayy

= Yi(ayxiBiy — xiPiayy)

= Yi([a, Yllxi, Bi] = [xi, Billa, 1) ()

= (la, Y| Lilxi, Bi] — Lilxi, Billa, 7)) (v)

= ljay (Xilxi, Bi]) ()

esitliklerinin saglandig1 gorillir. Buradan her y € M igin (Iys, Ioy) ] (Xilxi Bi])

endomorfizmast ile 1, y (¥;[x;, B;]) endomorfizmasi ayni degeri aldigindan

(IYuvIaY)Zr (Z[xz,ﬁz}) Iia.y (Z[Xl, Bil)

bulunur. (Iy,,Ley); ile ] la,y) L halkasinin her elemanini ayni elemana gétiirdiigiinden
(Iyarday)] = Ijay Olur.

Benzer sekilde (Iyq; lay)g = Ijy,q 0ldugu da goriilebilir. O
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Onerme 4.0.3. M asal T-halka, a, M T-halkasimin sifirdan farkli bir elemani ve
Y, I' grubunun stfirdan farkli bir elemani olsun. I,y = 0 olmast igin gerek ve yeter
kosul [y,a] € CenR ve [a,y] € CenL olmasidir.

Ispat: Iy = 0 olsun.

Her x € M i¢in Iay(x) = 0 olur. Burada (N3) g6z Oniine alinirsa;

ayx—xya=20

= ayx =xYya

= yBayx =yBxya, Yy e M and V3 € T

= yBayx=ayyBx, Vye M and VB €T

= yBayx =yyaBx, VyeM and VB €T

= y(Bay—7vyaB)x=0,VyeMand VB €T

= Bay—vaB =0,V T’

=1,(B)=0,VB el

=1, =0

gerektirmelerinin saglandig1 goriiliir.

Sonug olarak I, = 0 ve I, = 0 oldugu goriiliir. Boylece Onerme 4.0.2 kullanilarak;
0= (Iya, Jay)[ = Iiuyy = 0 ve 0 = (Iya,duy)i = Ijyq = O elde edilir. Bu durumda
[a,7] € CenL ve [y,a] € CenR olur.

Simdi [a, Y] € CenL ve [y,a] € CenR olsun. Buradan
Loy =0vely, =0
oldugu gériiliir. Onerme 4.0.2 kullanilarak
(Iyas lay)g = 0 ve (Iya; Luy); =0
bulunur. Boylece her [x, ] € L ve her [B,x] € R igin sirasiyla

(IW?I“Y)IT([xﬂB]) =0ve (Iyaylay)}ke([ﬁ,x]) =0

elde edilir. Burada (Iyq,14y); Ve (Iya,lay)} ig tiirev olduklar kullanilirsa

([ay(x), Bl + [x, 1ya(B)]) = O ve ([lya(B),x] + [B,ay(x)]) = 0
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esitliklerine ulagilir. Burada her n,m,x € M i¢in birinci esitlik sagdan » ile, ikinci

esitlik soldan m ile ¢arpilirsa, her B € T igin
Luy(x) Bn+xly,(B)n = 0 ve mlyyx +mBl,y(x) =0
elde edilir. Bu esitlikler kullanilarak
Lay(xPn) = Luy(x) B+ xlya(B)n + xBlay(n) = xBlay(n) (4.0.1)
ve
Luyp(mBx) = Luyp(m)Bx+ Iy (B)x + mBluy(x) = Ly(m)Bx  (4.0.2)

bulunur.

4.0.1 ve 4.0.2 esitliklleri kullanilirsa

Liy(mBx) = mPBly(x) = ILoy(m)Bx

oldugu goriiliir.

Son esitlikte a € M olmak iizere x yerine a yazilirsa her B € I';m € M i¢in
0 =mplay(a) = luy(m)Ba
olur. Her B € I' i¢in bu esitlik gegerli oldugundan
Ly(m)T'a=0
oldugu goriiliir. M asal I'-halka ve a # 0 olmas1 kullanilirsa her m € M igin
Ly(m) =0
elde edilir. Her m € M igin I,y fonksiyonu sifira esit oldugundan
Ly=0

olur. O
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Teorem 4.0.4. M asal I'-halkast olsun. M T'-halkasinin degismeli olmast icin gerek

ve yeter kosul L ve R operator halkalarimin degismeli olmasidr.

Ispat: M I'-halkasi degismeli olsun. O zaman her a,x € M ve her 7, B € I icin

Liy(x) = ayx —xya ve I,(B) = yaB — Bay

olur. Burada M I halkas1 degismeli ve benzer sekilde I" M-halkas1 da degismeli
oldugundan her x € M ve her B € I i¢in I,y = 0 ve Iy, = 0 olur. Boylece Onerme

4.0.3 kullanilarak a € M ve y € I igin
[V,a] € CenR ve |a,y] € CenL

sonucuna ulagilir. Boylece R = [I', M| ve L = [M,T] sag ve sol operator halkalarinin

degismeli oldugu goriiliir. a

Onerme 4.0.5. y, M asal T-halkasiun sifirdan farkl bir elemani ve U, UyU # 0
olacak sekilde M T'-halkasinin sifirdan farkli bir sol ideali olsun. Her v € U igin
Ly(U) =0 ise her B € Tigin I,5(U) = 0 olur.

Ispat: Her v € U igin I, (U) = 0 olsun. O zaman her u,v € U igin [v,u], = 0 olur.

U <; M oldugundan her x € M ve her 8 € I"igin [u,v],,s = 0 olur. Boylece
vyxBu—uyxBv=0
elde edilir. Bu esitlikte x yerine w € U ve 6 € I" olmak iizere xdw yazilirsa
uyxdwBu — uyxdwpBv = wyxdvBu — wyxdupv = wyxd[v,ulg = 0
esitligine ulagilir. Esitlik her 6 € I"i¢in gecerli oldugu icin
wyxL'[v,ulg =0
yazilabilir. M I'-halkas1 asal oldugundan son ifade

wyx =0 veya [v,ulg =0
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olmasini gerektirir. Diger yandan UyU # 0 oldugundan her v,u € U ve her B € T
icin
[u, v]ﬁ =0

elde edilir. O halde her v € U igin I,5(U) = 0 olur. O

Onerme 4.0.6. M asal T-halka ve U, M T-halkasuun sifirdan farkli bir sol ideali

olsun. Herv € U, B € U i¢in I,g(U) = 0 ise L sol operator halkasi degismelidir.

Ispat: Her u,v € U ve her B € I'icin I,g(u) = 0 olsun. Burada € I" ve x € M igin

u yerine xdu yazilirsa,
0=1,g(x0u) = I,g(x)0u+xlg,(8)u+x81,(u) = I, (x) Su+xIg,(8)u

oldugu goriiliir ve

Ip (x)Su+xlg, (8)u =0

esitligine ulasilir. Bu esitlikte u yerine o € I' ve y € M olmak iizere you yazilirsa,
L,g(x)0yau+xlg,(6)yau =0
esitligi elde edilir. Burada her & € I" ve her u € U igin
(Lp (x)8y +xI5,(8)y)au =0
oldugu goriiliir. Boylece esitlik her o € I' i¢in dogru oldugundan
(1 (x)3y + x5, (8)y)TU =0
elde edilir. M I'-halkasinin asal olmasi ve U # 0 hipotezi kullanilarak
1,5(x)0y +xIg,(8)y =0

bulunur. Yani

((pvs 1) 2. 8)) () =0
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olur. Bu durumda L sol operator halkasi olmak iizere her f € I', v € U i¢in

(Iﬁvalvﬁ)lJ,r =0

oldugu goriiliir. Burada Onerme 4.0.2 kullanilirsa son ifade her v € U ve 8 € I"igin

1, g = 0 olmasini gerektirir. Boylece
[U,I'| C CenL

olur. Halka teorisinde, merkezinde sifirdan farkli tek yanli bir ideale sahip olan
her asal halka degismelidir. Yani burada L asal halka, [U,T], L = [M,I] operator
halkasinin sifirdan farkl bir sol ideali ve [U,T], L operator halkasinin merkezinde
oldugu icin L halkas1 degismeli olur.

|

Onerme 4.0.7. M asal T-halka,0 # y € T ve U, UyU # 0 olacak sekilde M
I-halkasimin sifirdan farkl bir sag ideali olsun. Her v € U igin 1,,(U) = 0 ise
her B € U igin 1,5(U) = 0 olur.

Ispat: ispat Onerme 4.0.5 ispatina benzer sekilde yapilabilir. O

Onerme 4.0.8. M asal T-halka ve U, M T-halkasimin sifirdan farkl bir sag ideali

olsun. Her v € U,B € Tigin I,5(U) = 0 ise R sag operator halkast degismelidir.

ispat: Ispat Onerme 4.0.6 ispatina benzer sekilde yapilabilir. O

Teorem 4.0.9. M asal I'-halka, y, I grubunun sifirdan farkli bir elemant ve U,
UyU # 0 olacak sekilde M T-halkasiun sifirdan farkly bir sol(veya sag) ideali
olsun. Her v € U igin I,4(U) = 0 ise L(veya R) degismelidir.

Ispat: U, M T-halkasinin sifirdan farkli bir sol ideali olsun. 1,,(U) = 0 oldugu i¢in
Onerme 4.0.5 ten her B € I i¢in 1,3(U) = 0 olur. Burada Onerme 4.0.6 (Onerme
4.0.7) kullanilirsa son ifade L(R) operator halkasinin degismeli olmasini gerektirir.

g
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Sonug 4.0.10. M asal I'-halka,y, I grubunun sifirdan farkly bir elemant ve A, M
I-halkasimin sifirdan farkly iki yanl bir ideali olsun. Her a € A igin I,y(A) = 0 ise
M T'-halka degismelidir.

Ispat: A # 0 ise AYA # 0 olur. Ciinkii AYA = 0 olursa ¥ = 0 olmas1 gerekir ve bu
durum Y # 0 olusuyla celisir. A, M I'-halkasinin sifirdan farkli iki yanl bir ideali
oldugu icin, Teorem 4.0.9 dan L ve R operator halkalari degismelidir. Bdoylece

Onerme 4.0.4 ten M T-halkas1 degismeli olur. O

Onerme 4.0.11. M asal T-halka ve A, M T-halkasinn bir ideali olsun. Her a € A
icin a'ya = 0 olacak sekilde sifirdan farkli bir v € I" var ise A = 0 olur.

Ispat: Her a € Aiginaya=0ve A#Oolsun. B €T ve x € M icin a+xBa € A
oldugundan,

(a+xBa)y(a+xBa) =0

oldugu goriiliir. Buradan
aya+ayxBa+xBaya+xBayxfa=0

esitligine ulagilir ve bu egitlikte aya =0 ve her x € M, B € T', a € A olmak iizere

xBa € A oldugundan xBayxfa = 0 olmasi kullanilirsa
ayxBa=0
esitligi elde edilir. Boylece her B € T', a € A ve x € M igin
(ayxPa)yx = (ayx)(ayx) =0
olur ve bu esitlik her B € I i¢in gecerli oldugundan
(ayx)'(ayx) =0
elde edilir. M I'-halka asal oldugundan her a € A ve her x € M i¢in

ayx=20
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oldugu goriiliir. Bu esitlik her a € A ve her x € M icin dogru oldugundan
AYM =0
esitligine ulagilir. Buradan
ATMyYM CAyM =0
olur. Tekrar M I'-halkanin asal olmasi ve A 7 0 olmas1 kullanilarak
MyM =0

elde edilir ve Tamim 2.2.1 (N3) 6zelliginden ¥ = O olur. Bu durum 7y # 0 olusuyla

celigir. O zaman A # 0 kabulii yanlistir ve A = 0 sonucuna ulagilir. O

Onerme 4.0.12. [6] M Nobusawa anlaminda asal I'-halka, U, M T'-halkasinin
stfirdan farkl bir sol (ya da sag) ideali ve 7y, I grubunun stfirdan farkli bir elemani
olsun. U C Cy ise M I'-halkas: degismelidir.

Teorem 4.0.13. M karakteristigi ikiden farkli olan Nobusawa anlaminda asal
I' halka ve A, M T-halkasinin sifirdan farkli bir ideali olsun. Her a € A igin
137, = 0 olacak sekilde I" grubunun sifirdan farkli bir 'y elemani varsa M 1'-halka
degismelidir.

Ispat: Hera € A igin I7,= 0 olsun. Yani her x € M ve her a € A igin [[x,a]y,a], =0

olsun. Bu durumda
aya=0veyaa € Cy (4.0.3)

olur. $imdi N = {a € A : aya = 0} kiimesinin A asal I'-halkasinin ideali oldugunu
gosterelim.
Once N kiimesinin A grubunun alt grubu oldugunu gosterelim. a ve b, N kiimesinin

sifirdan farkli elemanlar1 olsun. O zaman

aya=0vebyb=0
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olur. a+b ¢ N olsun. Yani (a+b)y(a-+b) # 0 olsun. Burada 0 # a+b € A oldugu
icin a+ b € Cy olur. Boylece

(a+Db)y(a+b) =aya+ayb+bya+byb € C, (4.0.4)

oldugu goriiliir. Buradan

ayb+bya € Cy
elde edilir. Burada ayb # 0 olur. Ciinkii ayb = 0 olursa
bya=by(a+b) = (a+b)yb=ayb=0

olur ve bu durum (a+ b)y(a+ b) = ayb+ bya # 0 olusuyla celisir. Bu durumda
ayb # 0 ve ayb € A oldugundan 4.0.3 esitligi kullanilirsa

(ayb)y(ayb) = 0 veya ayb € C,
oldugu goriiliir. Eger (ayb)y(ayb) = 0 ise (bya)y(bya) = 0 olur. Boylece
(a+Db)y(a+b)y(a+Db)y(a+b)

= ayaYa+ ayayb+ aybya+ aybyb+ byaya+ byayb+ bybya+bybyb =0

esitligine ulasilir.

Diger yandan ayb € Cy ise bya € Cy olur. Buradan,
(a+Db)y(a+b)y(a+b)yla+b) =0
elde edilir. Burada (a +b) € Cy ve M T halkasinin asal olusu kullanilarak
My(a+b)=0

oldugu goriiliir. Boylece her x € M i¢in xy(a + b) = 0 oldugundan 6zel olarak
a+be M iginde
(a+b)yla+b)=0
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olur. Bu durum (a +b)y(a+ b) # 0 olusuyla ¢elisir. O halde a+b € N dir.

Son olarak N altgrubunun A Nobusawa anlaminda I" halkasinin bir ideali oldugunu
gosterelim. Once N, A asal I'-halkasinin bir sag ideali oldugunu gosterelim.

N <, A olmasin. Sag ideal tanimindan nofyso ¢ N olacak sekilde en az bir ng, Bo, so

vardir. N kiimesinin tanimindan

noBosoynoPoso # 0

olur. ng € N oldugu kullanilirsa nofByso € Cy oldugu goriiliir. Bu durumda

noPosoyno = noynoPoso =0

esitliklerine ulagilir. Boylece

noPosoynoPoso =0

esitligi saglanir. Bu da basta aldigimiz ngBosoynoBoso # 0 kabulii ile geligir.

O halde N <, A olmalidir.

Benzer sekilde N <; A oldugu gosterilir.

Sonug olarak N, A Nobusawa anlaminda I" halkasinin ideali olur ve Onerme 4.0.11
den N = 0 olur. O halde her 0 # a € A igin aya # 0 elde edilir. Boylece her a € A

i¢in a € Cy oldugundan A C Cy olur. Bu durumda M I'-halkas1 degismelidir. O
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