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k-TÜREVLİ GAMMA HALKALAR ÜZERİNE
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ÖZET

k-TÜREVLİ GAMMA HALKALAR ÜZERİNE

Emel KORKMAZ

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı
Tez Danışmanı: Prof. Dr. Hatice KANDAMAR

2018, 57 sayfa

Çalışmamız dört bölümden oluşmaktadır.
İlk bölümünde Gamma halkaları hakkında yapılan bazı çalışmalar hakkında bilgi
verildi. İkinci bölümde halkalar ve gamma halkalardaki bazı temel tanımlar ile
diğer kısımlarda gerekli olacak bazı özellikler verildi. Üçüncü bölümde Gamma
halkasında k-türev ile ilgili bazı teoremlerde verilen hipotezlerden bir kısmının
kaldırılıp kaldırılamayacağı incelenmiştir. [5] Dördüncü bölümde asal gamma
halkalarının değişmeliliği üzerine çalışıldı ve teoremlerdeki hipotezler incelendi.
[7]

Anahtar Sözcükler: Gamma halka, Asal gamma halka, k-türev, Değişmelilik
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ABSTRACT

ON THE GAMMA RINGS WITH k-DERIVATION

Emel KORKMAZ

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Hatice KANDAMAR

2018, 57 pages

In this study, there are four chapters. In the first chapter, Some studies on Gamma
rings were mentioned. In the second chapter, we present some definations and
theorems of rings and Gamma rings that will be used in following chapters. In
the third chapter, the k-derivation of Gamma rings were given and hypotheses in
theorems were examined. [5] In the forth chapter, commutativity of prime gamma
rings is studied and theorems on this subject were examined. [7]

Key Words: Gamma ring, Prime gamma ring, k-derivation, Commutativity
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char(R) R halkasının karakteristiği
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(Γ,M)N Nobusawa anlamında gamma halka

(Γ,M)B Barnes anlamında gamma halka
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[γ,x] M nin sağ çarpım endomorfizması

[y,β ] M nin sol çarpım endomorfizması
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[u,v]γ = uγv− vγu

[α,β ]a = αaβ −βaα

Mn×m(Z) Z üzerinde n×m tipinde matrislerin kümesi
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1. GİRİŞ

Üçlü cebirsel yapı olarak gamma halkası kavramı ilk olarak 1964 yılında N.

Nobusawa tarafından ortaya konmuştur [10]. 1964 yılından günümüze kadar

gamma halkalarının yapısı hakkında birçok çalışma yapılmıştır. Barnes, Γ ve M

toplamsal iki grup olmak üzere Nobusawa’nın verdiği gamma halka tanımında yer

alan M×Γ×M → M ve Γ×M×Γ→ Γ üçlü çarpımından ikincisini kaldırarak

gamma halkası tanımını genelleştirmiştir [1]. Gamma halkalarda türev tanımı ilk

kez F. J. Jing tarafından 1987 yılında aşağıdaki şekilde yapılmıştır:

M Barnes anlamında bir Γ-halka olsun. Bu durumda d(xγy) = d(x)γy+ xγd(y)

özelliğini sağlayan M den M ye d toplamsal dönüşümüne türev denir. 1991 yılında

Barnes anlamında her Γ-halkasının Nobusawa anlamında bir Γ′ halka olduğu

Kyuno tarafından kanıtlanmıştır. [9]

Nobusawa anlamında asal Γ-halkasında F. J. Jing tarafından tanımlanan türevin sıfır

olduğu H. Kandamar tarafından gösterildikten sonra Γ halkalarda aşağıda verilen

türev tanımlanmıştır.

M bir Γ-halka, d, M den M ye ve k da Γ dan Γ ya toplamsal dönüşümler

olmak üzere d(xγy) = d(x)γy+ xk(γ)y+ xγd(y) özelliğini sağlayan d dönüşümüne

k-türev denir [8].

H. Kandamar bu çalışmasında, k-türevin sağladığı bazı özellikleri vermiştir ve

karakteristiği 2 den farklı olan asal bir gamma halka üzerinde sıfırdan farklı bir

d k-türevi verildiğinde herhangi bir 0 6= γ ∈ Γ için k(γ) 6= 0 ve d(M)⊆Cγ iken M

Γ-halkasının değişmeli olduğunu ispatlamıştır.

Daha sonra Γ-halkalarda tanımlanan k-türev operatör halkalarına taşınmış ve

Γ-halkalarının değişmeli olması için gerek ve yeter koşulun operatör halkalarının

değişmeli olması olduğu H. Kandamar tarafından kanıtlanmıştır.
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Genellikle Γ-halkalarda yapılan çalışmalar halkaların değişmeliliği konusunda

yapılan çalışmalara paralel yürütülmüştür. Bu konuda H.Kandamar, M.M.Rahman,

A.C.Paul, M.Soytürk çalışmışlardır.

Gamma halkalar üzerindeki türev ve Jordan türev ilk olarak M. Sapancı ve A

Nakajima tarafından ve bazı tam asal gamma halkalarda her Jordan türevin, genel

türev olduğu ispatlanmıştır. A. Bresar ve J. Vukman bu ispatı özelleştirerek asal

gamma halkalarda her Jordan türevin genel türev olduğunu ispatlamış [2] ve bunun

yanısıra J. Vukman yarı asal gamma halkalar üzerinde Jordan sol türevi üzerine

çalışmalar yapmıştır. M.M.Rahman, A.C.Paul tarafından, M, her a,b,c ∈ M ve

α,β ∈ Γ için aαbβc = aβbαc koşulunu sağlayan 2 torsion-free yarı asal bir

Γ-halkada her Jordan türevin, M halkasında türev olduğu gösterilmiştir. M. Soytürk

tarafından 1994 yılında karakteristiği 2 ve 3’ten farklı olan Barnes anlamında

Γ-halkasında d1 ve d2 sıfırdan farklı türevler, U < M olmak üzere d2(U) ⊆ U

iken d1d2(U) M nin Γ-merkezi tarafından kapsanıyorsa Mnin değişmeli olduğu

gösterilmiştir.

Posner asal halkalarda d1,d2 türev olmak üzere d1d2 = 0 iken d1 = 0 veya d2 = 0

olduğunu göstermiştir. Ancak Γ-halkalarda d1d2 k-türev olmak üzere d1 6= 0 ve

d2 6= 0 olmasına karşın d1d2 = 0 olduğu görülmüştür.

Bu çalışmanın giriş bölümünde Γ-halkalar hakkında yapılan çalışmaların bazıları

derlenmiştir. İkinci bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak temel bilgilere

yer verilmiştir. Üçüncü bölümde H. Kandamar’ın "Gamma Halkasında k-türev"

makalesine yer verilmiş, bazı teoremler için hipotezlerin kaldırılamayacağına

dair örnekler incelenmiştir. Dördüncü bölümde H. Kandamar’ın "Asal Gamma

Halkalarının Değişmeliliği" çalışması ele alınmış ve bu makalede verilen bazı

teoremlerde hipotezlerin kaldırılıp kaldırılamayacağı incelenmiştir.
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2. TEMEL BİLGİLER

Bu kısımda, halkalar ve gamma halkalarda bazı temel tanımlar ile diğer kısımlarda

gerekli olan bazı özellikler verilmiştir.

2.1. Halkalar

Tanım 2.1.1. R halkasının bir S altkümesi, R halkasındaki işlemlere göre halka

oluyorsa S kümesine R halkasının althalkası denir.

Tanım 2.1.2. S, R halkasının bir althalkası olsun.

(i) Her r ∈ R ve x ∈ S için rx ∈ S ise S althalkasına R halkasının sol ideali

(ii) Her r ∈ R ve x ∈ S için xr ∈ S ise S althalkasına R halkasının sağ ideali

denir. Eğer S, R halkasının hem sağ hem sol ideali ise S ye R halkasının ideali denir

ve S < R ile gösterilir.

Tanım 2.1.3. R bir halka olsun. C (R) = {x ∈ R | xr = rx, ∀r ∈ R} kümesine R

halkasının merkezi denir. C(R), R halkasının bir althalkasıdır fakat ideali değildir.

Tanım 2.1.4. R bir halka olsun. Her a ∈ R için na = 0 koşulunu sağlayan pozitif

tamsayılar varsa bu pozitif tam sayıların en küçüğüne R halkasının karakteristiği

denir. Bu koşulu sağlayan hiç bir pozitif tam sayı yoksa , R halkasının karakteristiği

0 dır denir.

Tanım 2.1.5. R bir halka ve P onun bir ideali olsun. P 6= R ve R halkasındaki

herhangi A,B idealleri için AB⊆ P iken A⊆ P veya B⊆ P oluyorsa P idealine asal

ideal denir.

Teorem 2.1.6. R bir halka ve P, R halkasının kendisinden farklı bir ideali olsun.

Her a,b ∈ R için ab ∈ P iken a ∈ P veya b ∈ P oluyorsa P asal idealdir.
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Tanım 2.1.7. R bir halka ve R 6= M, R halkasının bir ideali olsun. Buna göre R

halkasının M ⊆ N ⊆ R olacak biçimde bir N ideali var iken N = M veya N = R

koşulu sağlanıyor ise M idealine maksimal ideal denir.

Tanım 2.1.8. R bir halka olsun. Her a,b ∈ R için aRb = 0 olduğunda a = 0 veya

b = 0 oluyorsa R halkasına asal halka, her a ∈ R için aRa = 0 olduğunda a = 0

oluyorsa R halkasına yarı-asal halka denir.

Tanım 2.1.9. R bir halka ve I, R halkasının bir ideali olsun. Eğer In = {0} olacak

şekilde bir n pozitif tamsayısı varsa I idealine R halkasının nilpotent ideali denir.

Tanım 2.1.10. M bir toplamsal değişmeli grup ve R bir halka olmak üzere

R×M→M fonksiyonu her a,b ∈M ve r,s ∈ R için,

(i) r(a+b) = ra+ rb

(ii) (r+ s)a = ra+ sa

(iii) r(sa) = (rs)a

koşullarını sağlıyorsa M grubuna sol R-modül denir. Ayrıca, R birimli halka olmak

üzere her a ∈M için, 1Ra = a koşulu da sağlanıyorsa M sol R-modülüne birimsel

sol R-modül denir. Benzer şekilde sağ R-modül ve birimsel sağ R-modül tanımları

da yapılabilir.

Tanım 2.1.11. M toplamsal değişmeli bir grup olsun. R ve S herhangi iki halka

olmak üzere,

(i) M bir sol R-modül,

(ii) M bir sağ S-modül,

(iii) Her m ∈M, r ∈ R ve s ∈ S için r(ms) = (rm)s

koşulları sağlanıyorsa M ye R-S-bimodül denir.

Tanım 2.1.12. M bir R-modül ve N kümesi M modülünün boş olmayan bir

altkümesi olsun. N, M toplamsal değişmeli grubunun bir alt grubu olmak üzere
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her r ∈ R ve n ∈ N için, rn ∈ N oluyorsa N kümesine M modülünün bir altmodülü

denir.

Tanım 2.1.13. M bir R-modül olsun. Her x ∈ R için xM = 0 iken x = 0 oluyorsa

M ye faithful R-modül denir.

Tanım 2.1.14. R bir halka ve d : R→ R toplamsal bir dönüşüm olsun. Eğer her

a,b∈R için d(ab) = d(a)b+ad(b) sağlanıyorsa d dönüşümüne R halkasının türevi

denir. [4]

Tanım 2.1.15. R bir halka ve d : R→ R toplamsal bir dönüşüm olsun. Eğer her

a ∈M için d(a2) = d(a)a+ad(a) eşitliği sağlanıyorsa d dönüşümüne R halkasının

Jordan türevi denir. [2]

Teorem 2.1.16. [11] R karakteristiği 2 den farklı olan bir asal halka olmak üzere

R halkasının herhangi iki türevi d1 ve d2 olsun. Eğer d1 ◦d2, R halkasının bir türevi

ise d1 = 0 veya d2 = 0 olur.

2.2. Gamma Halkaları

Tanım 2.2.1. M ve Γ toplamsal değişmeli iki grup olsun. Eğer

M×Γ×M→M
(a,α,b) 7→ aαb

ve Γ×M×Γ→ Γ

(α,a,β ) 7→ αaβ

işlemi var olsun her a,b,c ∈M ve α,β ∈ Γ için,

(N1) (a+b)αc = aαc+bαc
a(α +β )c = aαc+aβc
aα (b+ c) = aαb+aαc

(N2) (aαb)βc = a(αbβ )c = aα (bβc)

(N3) γ ∈ Γ olmak üzere her a,b ∈M için aγb = 0 ise γ = 0

koşulları sağlanıyorsa M ye Nobusawa anlamında Γ-halka denir ve (Γ,M)N ile

gösterilir.
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Barnes 1966 yılında, Nobusawa’nın yaptığı tanımdaki ikinci işlemi kaldırarak

Nobusawa Γ-halka tanımını aşağıdaki şekilde genişletmiştir. [1].

Tanım 2.2.2. M ve Γ toplamsal değişmeli gruplar olsun. Her a,b ∈M ve her γ ∈ Γ

için aγb ∈M olmak üzere, her a,b,c ∈M ve α,γ ∈ Γ için

(B1) (a+b)αc = aαc+bαc
a(α +β )c = aαc+aβc
aα (b+ c) = aαb+aαc

(B2) (aαb)βc = aα (bβc)

koşulları sağlanıyorsa M ye Barnes anlamında Γ-halka denir ve (Γ,M)B ile

gösterilir.

Tanım 2.2.3. M Barnes anlamında bir Γ-halka ve her a ∈ M, γ,β ∈ Γ için

γaβ ∈ Γ olmak üzere her a,b,c ∈M ve α,β ∈ Γ için (aαb)βc = a(αbβ )c koşulu

sağlanıyorsa M ye zayıf Nobusawa Γ-halka denir ve (Γ,M)wN ile gösterilir.

Önerme 2.2.4. (i) [9, 1.2.1] M bir Nobusawa Γ-halka ise Γ, zayıf Nobusawa

M-halkadır.

(ii) [9, 1.2.2] M bir zayıf Nobusawa Γ-halka ise Λ = {γ ∈ Γ |MγM = 0} olmak

üzere M, Nobusawa Γ/Λ-halkadır.

(iii) [9, 1.2.3] M bir Barnes Γ-halka olsun. Bu durumda M Nobusawa Γ′-halka

olacak biçimde Γ grubuna bağlı bir Γ′ toplamsal değişmeli grubu vardır.

Tanım 2.2.5. M Barnes anlamında bir Γ-halka olsun. M Γ-halkasının asal olması

için gerek ve yeter koşul aΓMΓb = 0 iken a = 0 veya b = 0 olmasıdır.

Tanım 2.2.6. M Nobusawa anlamında bir Γ-halka olsun. M Γ-halkasının asal

olması için gerek ve yeter koşul aΓb = 0 iken a = 0 veya b = 0 olmasıdır.

Önerme 2.2.7. M Nobusawa anlamında bir asal Γ-halka olsun. O zaman Γ

Nobusawa anlamında bir asal M-halka olur.



7

İspat: M Nobusawa anlamında bir asal Γ-halka olsun. Bu durumda M×Γ×M den

M ye ve Γ×M×Γ dan Γ ya üçlü işlemleri tanımlıdır. her α,β ,γ ∈ Γ ve a,b ∈M

için

(α +β )aγ = αaγ +βaγ

eşitliğinin sağlandığını gösterelim. Her x,y ∈M için

x(α +β )aγy = (xαa+ xβa)γy = xαaγy+ xβaγy = x(αaγ +βaγ)y

olur. Buradan

x[(α +β )aγ− (αaγ +βaγ)]y = 0

elde edilir. Tanım 2.2.1 (N3) özelliği kullanılarak

(α +β )aγ− (αaγ +βaγ) = 0

eşitliği elde edilir. Böylece her α,β ∈ Γ ve her a,b ∈M için

(α +β )aγ = αaγ +βaγ

eşitliğinin sağlandığı görülür.

α(a+b)β = αaβ +αbβ ve αa(β + γ) = αaβ +αaγ eşitlikleri de benzer şekilde

ispatlanabilir.

Şimdi her α,β ,γ ∈ Γ ve a,b ∈M için

(αaβ )bγ = α(aβb)γ = αa(βbγ)

olduğunu gösterelim.

Her x,y ∈M için M nin Nobusawa anlamında Γ-halka olduğu göz önüne alınırsa

x(αaβ )bγy = xα(aβb)γy

eşitliğinin sağlandığı görülür. Buradan

x(αaβ )bγy− xα(aβb)γy = 0
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elde edilir. Bu ise

x((αaβ )bγ−α(aβb)γ)y = 0

olmasını gerektirir. Tanım 2.2.1 (N3) özelliği kullanılarak, son ifadeden

(αaβ )bγ−α(aβb)γ = 0

bulunur. Böylece α,β ,γ ∈ Γ ve a,b ∈M için

(αaβ )bγ = α(aβb)γ

olduğu görülür. Benzer şekilde xαa(βbγ)y = xα(aβb)γy olduğu görülebilir.

Bu durumda Γ zayıf Nobusawa M-halka olur.

Şimdi her α,β ∈Γ için αaβ = 0 iken a= 0 olduğunu gösterelim. Her α,β ∈Γ için

αaβ = 0 olsun. Bu durumda ΓaΓ = 0 olur. M Nobusawa anlamında asal Γ-halka

olduğundan,

ΓaΓ = 0⇒MΓ(aMΓ) = 0⇒ aΓM = 0⇒ a = 0

gerektirmeleri elde edilir. O halde Γ Nobusawa anlamında M-halka olur.

Şimdi Γ Nobusawa anlamında M-halkasının asal olduğunu gösterelim.

α,β ∈ Γ olmak üzere αMβ = 0 olsun. Bu durumda her x,y,z, t ∈M ve δ ∈ Γ için

(xαy)δ (zβ t) = 0

olur. Buradan

(xαy)Γ(zβ t) = 0

elde edilir. M Γ-halkasının asal olduğu göz önüne alınırsa her x,y,z, t ∈M için

xαy = 0 V zβ t = 0

olur. Burada M nin Nobusawa anlamında Γ-halka olduğu kullanılırsa

α = 0 V β = 0

olduğu görülür ve böylece Γ, Nobusawa anlamında M-halkanın asal olduğu

görülür. 2
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2.3. Operatör Halkaları

Bu bölümde, gamma halka teorisi için önemli rol oynayan sağ ve sol operatör

halkaları tanımlanacaktır.

Tanım 2.3.1. (G,+) bir grup olsun.

End(G) = {φ | φ : G→ G grup homomor f izmasß} kümesi fonksiyonların

toplamı ve bileşkesi ikili işlemleri ile bir halkadır. Bu halkaya G nin

endomorfizmalarının halkası denir.

Önerme 2.3.2. [9] M bir Γ-halka, x ∈M ve γ ∈ Γ olsun.

[γ,x] : M→M
m 7→ m[γ,x] = mγx

ile tanımlanan fonksiyon M toplamsal grubunun endomorfizmasıdır.

İspat: Önce γ ∈ Γ ve x ∈M olmak üzere [γ,x] in iyi tanımlı olduğunu gösterelim.

m,m′ ∈M olmak üzere m = m′ olsun. γ ∈ Γ ve x ∈M olmak üzere eşitliğin her iki

yanı sağdan γx ile çarpılırsa mγx = m′γx eşitliği elde edilir. Bu eşitlikten m[γ,x] =

m′[γ,x] olduğu görülür.

Şimdi her m,n∈M için (m+n)[γ,x] =m[γ,x]+n[γ,x] olduğunu gösterelim. Tanım

2.2.1 (N1) göz önüne alınırsa

(m+n)[γ,x] = (m+n)γx = mγx+nγx = m[γ,x]+n[γ,x]

eşitliklerinin sağlandığı görülür. Böylece [γ,x] fonksiyonunun M grubunun bir

endomorfizması olduğu görülür.

Benzer şekilde bir M Γ-halka için, x ∈ M ve γ ∈ Γ olmak üzere

[x,γ] : M→M
m 7→ [x,γ]m = xγm

ile tanımlanan fonksiyonun da M toplamsal grubunun endomorfizması olduğu

gösterilebilir.

M toplamsal grubunun bütün sağ endomorfizmalarının halkasını Endr(M) ve sol

endomorfizmalarının halkasını Endl(M) ile gösterelim.
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M bir Γ-halka olmak üzere ∑
sonlu

[γi,xi], γi ∈ Γ, xi ∈M elemanlarının kümesini R ile

gösterelim. R⊆ Endr(M) olduğu açıktır. 2

Önerme 2.3.3. [9] M bir Γ-halka, γi ∈ Γ ve xi ∈ M olmak üzere ∑
sonlu

[γi,xi]

elemanlarının kümesi M toplamsal grubunun sağ endomorfizmalarının halkasının

bir alt halkasıdır.

M bir Γ-halka, γi ∈ Γ ve xi ∈ M olmak üzere ∑
sonlu

[xi,γi] elemanlarının kümesi L

olmak üzere M toplamsal grubunun sol endomorfizmalarının halkasıdır.

Lemma 2.3.4. [9] M bir Γ-halka olsun. Her x,y ∈M ve γ,µ ∈ Γ için,

[γ,x]+ [γ,y] = [γ,x+ y] ; [x,γ]+ [y,γ] = [x+ y,γ]

[γ,x]+ [µ,x] = [γ +µ,x] ; [x,γ]+ [x,µ] = [x,γ +µ]

eşitlikleri geçerlidir.

İspat: M Γ halka olsun. Her x,y ∈ M ve γ ∈ Γ için [γ,x] + [γ,y] = [γ,x+ y]

olduğunu gösterelim. Her m ∈M için

m([γ,x]+ [γ,y]) = m [γ,x]+m [γ,y] = mγx+mγy = mγ(x+ y) = m [γ,x+ y]

eşitlikleri sağlandığından [γ,x]+ [γ,y] = [γ,x+ y] olduğu görülür.

Şimdi her x ∈ M ve γ,µ ∈ Γ için [γ,x] + [µ,x] = [γ +µ,x] olduğunu gösterelim.

Her m ∈M için

m([γ,x]+ [µ,x]) = m [γ,x]+m [µ,x] = mγx+mµx = m(γ +µ)x

eşitlikleri sağlandığından [γ,x]+ [µ,x] = [γ +µ,x] olduğu görülür.

Benzer şekilde diğer eşitliklerin sağlandığı da gösterilebilir. 2

Lemma 2.3.5. [9] M bir Γ-halka olsun. M faithful L-R-bimodüldür.

İspat: M bir Γ-halka olsun. M Γ-halkasının bir L-R-bimodül olduğunu gösterelim.

R halkasının [γ,x] ve [β ,y] elemanları için gösterilen eşitliklerin ∑
sonlu

[γi,xi] ve
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∑
sonlu

[βi,yi] elemanları için de gösterilebileceği göz önüne alınarak R halkasından

alınan elemanlar γ ∈ Γ, x ∈ M olmak üzere [γ,x] tipinde alınmıştır. Öncelikle M

Γ-halkasının sağ R-modül olduğunu gösterelim. Her m,m′ ∈M ve r = [γ,x],r′ =

[β ,y] ∈ R için

(m+m′)r =(m+m′)[γ,x] = (m+m′)γx=mγx+m′γx=m[γ,x]+m′[γ,x] =mr+m′r

m(r+ r′) = m([γ,x]+ [β ,y] = m[γ,x]+m[β ,y] = mr+mr′

ve

(mr)r′ = (m[γ,x])[β ,y] = (mγx)[β ,y] = (mγx)βy = m(γxβy)

= m[γ,xβy] = m([γ,x][β ,y]) = m(rr′)

eşitlikleri sağlandığından M bir sağ R-modül olur. Benzer şekilde M Γ-halkasının

sol L-modül olduğu da gösterilebilir.

Şimdi her l ∈ L, m ∈M ve r ∈ R için (lm)r = l(mr) olduğunu gösterelim. x,y ∈M

ve γ,β ∈ Γ olmak üzere l = [y,β ] ve r = [γ,x] olsun. Tanım 2.2.1 (N2) kullanılırsa

(lm)r = ([y,β ]m)[γ,x] = (yβm)[γ,x] = (yβm)γx

= yβ (mγx) = [y,β ](m[γ,x]) = l(mr)

eşitliklerinin sağlandığı görülür. Sonuç olarak M, L-R bimodül olduğu ispatlanmış

olur.

Şimdi M toplamsal grubunun faithful R-modül olduğunu gösterelim. Her x ∈ M

için xr = 0 iken r = 0 olduğunu yani Mr = 0 iken r = 0 olduğunu göstereceğiz.

r ∈ R olsun. Bu durumda r = ∑
sonlu

[γi,xi], γi ∈ Γ, yi ∈ M formunda yazılır. r

endomorfizması tanım kümesinin bütün elemanlarını sıfıra götürdüğünden sıfır

olmak zorundadır. Benzer şekilde M toplamsal grubunun faithful L-modül olduğu

da gösterilebilir. 2

N ⊆ M ve Λ ⊆ Γ altkümeleri için [Λ,N] kümesi, γi ∈ Γ ve xi ∈ M olmak üzere

[γi,xi] elemanlarının sonlu toplamlarından oluşur. Benzer şekilde [N,Λ] kümesi
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de tanımlanır. Buna göre sağ operatör halka R = [Γ,M] ve sol operatör halka da

L = [M,Γ] olarak gösterilebilir.

2.4. Gamma Halkasında İdealler, Homomorfizmalar

Tanım 2.4.1. M bir Γ-halka olsun. Toplamsal M grubunun bir I altgrubu

verildiğinde her a ∈ I, γ ∈ Γ ve m ∈M için aγm ∈ I (mγa ∈ I) oluyorsa I kümesine

M, Γ-halkasının sağ(sol) ideali denir. I, M Γ-halkasının hem sağ hem de sol

ideali ise I ya M Γ-halkasının ideali denir ve I < M ile gösterilir. M Γ-halkasının

bir S altkümesi verildiğinde S kümesini içeren M Γ-halkasının tüm ideallerinin

kesişimine S tarafından üretilen ideal denir ve (S) ile gösterilir.

Önerme 2.4.2. [1] M bir Γ-halka olsun. a ∈M ile üretilen ideal,

(a) =

{
∑

sonlu
na+ xαa+aβy+uγaδv | x,y,u,v ∈M,α,β ,γ,δ ∈ Γ,n ∈ Z

}

kümesine eşittir.

Tanım 2.4.3. [9] (Γ1,M1)B ve (Γ2,M2)B halkaları verilsin.

(i) θ , M1 den M2 ye bir grup homomorfizması

(ii) φ , Γ1 den Γ2 ye bir grup homomorfizması

(iii) Her x,y ∈M ve α ∈ Γ için θ(xαy) = θ(x)φ(α)θ(y)

özelliklerini sağlayan (φ ,θ) sıralı ikilisine (Γ1,M1)B halkasından (Γ2,M2)B

halkasına bir homomorfizma denir.

Ayrıca θ ve φ birebir ve örten dönüşümler ise bu durumda (φ ,θ) sıralı ikilisine,

(Γ1,M1)B halkasından (Γ2,M2)B halkasına bir izomorfizma denir. Bu durumda

(Γ1,M1)B ve (Γ2,M2)B halkaları izomorftur denir ve (Γ1,M1)B ∼= (Γ2,M2)B olarak

gösterilir.

Bu tanım Nobusawa anlamında verilen Gamma halkaları için aşağıdaki şekilde

tanımlanır.
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Tanım 2.4.4. [9] (φ ,θ), (Γ1,M1)N halkasından (Γ2,M2)N halkasına bir

homomorfizması ve

(iv) Her x ∈M ve her α,β ∈ Γ için φ(αxβ ) = φ(α)θ(x)φ(β )

özelliğini de sağlıyor ise (φ ,θ) sıralı ikilisine (Γ1,M1)N halkasından (Γ2,M2)N

halkasına bir homomorfizma denir.

Tanım 2.4.5. M bir Γ-halka ve P, M Γ-halkasının bir ideali olsun. M Γ-halkasının

herhangi iki A ve B ideali için AΓB ⊆ P olması A ⊆ P veya B ⊆ P olmasını

gerektiriyorsa P idealine asal ideal denir. Bir M Γ-halkasının sıfır ideali asal ideal

ise M asal Γ-halkası olur.

Tanım 2.4.6. M bir Γ-halka olsun. Eğer MΓM 6= 0 ve M Γ-halkasının sıfır ve

kendisinden başka ideali yoksa M ye basit Γ-halka denir.

Tanım 2.4.7. [8] M bir Γ-halka, d : M→M ve k : Γ→ Γ toplamsal fonksiyonlar

olsun. Eğer her a,b∈M ve β ∈Γ için d(aβb)= d(a)βb+ak(β )b+aβd(b) eşitliği

sağlanıyorsa d fonksiyonuna M Γ-halkasının k-türevi denir.

Tanım 2.4.8. M bir Γ-halka olsun ve a ∈ M ile γ ∈ Γ sabit elemanları verilsin.

Iaγ : M → M ve Iγa : Γ → Γ dönüşümleri sırasıyla her m ∈ M için Iaγ(m) =

[a,m]γ = aγm−mγa ve Iγa(β ) = [γ,β ]a olarak tanımlansın. Iaγ dönüşümüne γ

ve a elemanları tarafından belirlenmiş Iγa-iç türev denir.

2.5. ∗ ,∗′ ,+, +′ İşlemleri

M Γ-halka ve R, L sırasıyla sağ ve sol operatör halkaları olsunlar.

R halkasının her P altkümesi ve M Γ-halkasının her T altkümesi için

P∗ = {x ∈M : [Γ,x]⊆ P}

ve

T ∗
′
= {r ∈ R : Mr ⊆ T}

kümeleri tanımlansın.
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Önerme 2.5.1. [9] R, M Γ-halkasının sağ operatör halkası, P ⊆ R olmak üzere,

P R halkasının sağ ideali ise P∗, M Γ halkasının sağ idealidir. Ayrıca R halkasının

alt kümelerinin bir C ailesi için

⋂
P∈C

P∗ = (
⋂

P∈C
P)∗

olur.

İspat: P <r R olsun. P∗ <r M olduğunu gösterelim.

P∗⊆M olduğu açıktır. Şimdi x,y∈P∗ olsun. Tanımdan [Γ,x]⊆P ve [Γ,y]⊆P olur.

Bu durumda her γ ∈Γ için [γ,x] ve [γ,y]∈P olur. Burada P<r R olduğu kullanılırsa

her γ ∈ Γ için [γ,x− y] = [γ,x]− [γ,y] ∈ P elde edilir. Böylece [Γ,x− y] ⊆ P olur.

Bu ise x− y ∈ P∗ olmasını gerektirir.

Şimdi x ∈ P∗ ve m ∈M olsun. Tanımdan [Γ,x]⊆ P olur. P <r R olduğu kullanılırsa

[Γ,mx] = m[Γ,x] ⊆ P olur ve mx ∈ P∗ olduğu görülür. Böylece P∗ <r M olduğu

ispatlanmış olur.

Şimdi de C, R nin alt kümelerinin bir ailesi olsun.⋂
P∈C

P∗ = (
⋂

P∈C
P)∗ olduğunu gösterelim.

x ∈
⋂

P∈C
P∗ olsun. O zaman her P ∈ C için x ∈ P∗ olduğu görülür. P∗ kümesinin

tanımından her P ∈ C için [Γ,x]⊆ P olur. Bu ise [Γ,x]⊆
⋂

P∈C
P olmasını gerektirir.

Tanım kullanılırsa x ∈ (
⋂

P∈C
P)∗ olduğu görülür. Diğer yandan

x ∈ (
⋂

P∈C
P)∗⇒ [Γ,x]⊆

⋂
P∈C

P

⇒∀P ∈ C icin [Γ,x]⊆ P

⇒∀P ∈ C icin x ∈ P∗

⇒ x ∈
⋂

P∈C
P∗

gerektirmeleri sağlandığından

(
⋂

P∈C
P)∗ ⊆

⋂
P∈C

P∗
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olur. Böylece ⋂
P∈C

P∗ = (
⋂

P∈C
P)∗

olduğu görülür ve ispat tamamlanmış olur. 2

Önerme 2.5.2. [9] R, M Γ-halkasının sağ operatör halkası, T ⊆M olmak üzere,

T <r M ise T ∗
′
<r R olur. Ayrıca M Γ-halkasının alt kümelerinin bir D ailesi için⋂

T∈D
T ∗
′
= (

⋂
T∈D

T )∗
′
olur.

R ve L, M Γ-halkasının sırasıyla sağ ve sol operatör halkaları olsunlar. Her Q ⊆ L

ve her S⊆M için

Q+ = {x ∈M : [x,Γ]⊆ Q}

ve

S+
′
= {l ∈ L : lM ⊆ S}

kümeleri tanımlansın.

Önerme 2.5.3. [9] L, M Γ-halkasının sol operatör halkası, Q⊆ L olmak üzere,

Q <r L ise Q+ <r M olur. Ayrıca L halkasının alt kümelerinin bir K ailesi için⋂
Q∈K

Q+ = (
⋂

Q∈K
Q)+ olur.

İspat: Lemmanın ispatı Önerme 2.5.1 ispatına benzer şekilde yapılabilir. 2

Önerme 2.5.4. [9] L, M Γ-halkasının sol operatör halkası, S⊆M olmak üzere,

S <r M ise S+
′
<r L olur. Ayrıca M Γ-halkasının alt kümelerinin bir B koleksiyonu

için
⋂

S∈B
S+
′
= (

⋂
S∈B

S)+
′
olur.

İspat: Lemmanın ispatı Önerme 2.5.1 ispatına benzer şekilde yapılabilir. 2

Önerme 2.5.5. [9] R ve L, M Γ-halkasının sırasıyla sağ ve sol operatör halkaları

olsun. P < R, Q < L ve T < M asal idealler olsunlar. O zaman T ∗
′
< R, T+′ < L

ve P∗,Q+ < M asal ideallerdir.
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İspat: Önerme 2.5.2 den T < M iken T ∗
′
< R olduğu açıktır. T ∗

′
idealinin asal

olduğunu gösterelim.

U,V < R olmak üzere UV ⊆ T ∗
′
olsun. U ve V R halkasının idealleri olduğundan

URV ⊆UV

elde edilir ve böylece

U [Γ,M]V ⊆ T ∗
′

olur. ∗′ işleminin tanımından MUΓMV ⊆ T olur ve T asal olduğundan

MU ⊆ T veya MV ⊆ T

elde edilir. Yine T ∗
′
= {r ∈ R : Mr ⊆ T} olduğundan

U ⊆ T ∗
′
veya V ⊆ T ∗

′

olur. Yani T ∗
′
asal idealdir.

Benzer şekilde T+′ < L asal olduğu gösterilebilir.

Şimdi P∗ < M asal olduğunu gösterelim.

A,B < M ve AΓB⊆ P∗ olsun. R sağ operatör halkası olmak üzere,

[Γ,A], [Γ,B]< R olur. R operatör halkasındaki çarpma işlemi göz önüne alınırsa

[Γ,A][Γ,B] = [Γ,AΓB]⊆ P

elde edilir. P < R asal olduğundan

[Γ,A]⊆ P veya [Γ,B]⊆ P

elde edilir. Böylece

A⊆ P∗ veya B⊆ P∗

sonucuna ulaşılır. Böylece P∗ idealinin asal ideal olduğu görülür.

Q+ < M idealinin de asal olduğu benzer şekilde gösterilebilir. 2
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Teorem 2.5.6. [9] A, M Barnes anlamında Γ-halkasının tüm asal ideallerinin

kümesi ve B R sağ(sol) operatör halkasının tüm asal ideallerinin kümesi olsun. Bu

durumda A dan B ye T < M asal idealini T ∗
′

idealine götüren birebir bir karşılık

gelme vardır.

İspat: T , M Γ-halkasının asal ideali olsun. ∗′ ve ∗ tanımlarından

(T ∗
′
)∗ =

{
x ∈M : [Γ,x]⊆ T ∗

′
}
= {x ∈M : MΓx⊆ T}

olur. T , M Γ-halkasının ideali olduğundan MΓT ⊆ T olur ve buradan T ⊆ (T ∗
′
)∗

elde edilir.

Diğer yandan MΓ(T ∗
′
)∗ ⊆ T ve T asal olduğundan

M ⊆ T veya (T ∗
′
)∗ ⊆ T

olur. Her iki durumda da (T ∗
′
)∗ ⊆ T olduğundan

(T ∗
′
)∗ = T

elde edilir.

P, R halkasının asal ideali olsun. Bu durumda ∗ ve ∗′ işlemlerinin tanımı

kullanılırsa

(P∗)∗
′
= {r ∈ R : Mr ⊆ P∗}= {r ∈ R : [Γ,Mr]⊆ P}

eşitliklerinin sağlandığı görülür. P < R olduğu göz önüne alınırsa

[Γ,M]P⊆ P

ifadesi sağlanır. Böylece P⊆ (P∗)∗
′
elde edilir.

Diğer yandan [Γ,M(P∗)∗
′
] = R(P∗)∗

′ ⊆ P ve P asal olduğundan (P∗)∗
′ ⊆ P olduğu

görülür. Böylece

(P∗)∗
′ ⊆ P
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olduğu gösterilmiş olur.

Sonuç olarak M Γ-halkasının tüm asal idealleri ile R sağ operatör halkasının tüm

asal ideallerinin birebir karşılık geldiği görülür.

Q, L halkasının asal ideali, T M halkasının asal ideali olmak üzere, (T+′)+ = T ve

Q < L olmak üzere (Q+)+
′
= Q olduğu da benzer şekilde gösterilebilir. Böylece

M Γ-halkasının tüm asal idealleri ile L sol operatör halkasının tüm asal ideallerinin

birebir karşılık geldiği ispatlanabilir. 2

Sonuç 2.5.7. R ve L, M Γ-halkasının sırasıyla sağ ve sol operatör halkaları

olsunlar. O zaman R halkasının tüm asal ideallerinin kümesi ile L halkasının

tüm asal ideallerinin kümesi arasında P R halkasında asal ideal olmak üzere

P→ (P∗)+
′
şeklinde birebir bir karşılık gelme vardır. [9]
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3. Γ-halkasında k-türev

Bu bölümde H. Kandamar’ın Gamma halkasında k-türev makalesi ele alınmış ve

bazı teoremlerde verilen hipotezlerden bir kısmının kaldırılıp kaldırılamayacağı

incelenmiştir.

Lemma 3.0.1. M, Nobusawa anlamında bir Γ-halka olsun. d, M Γ-halkasının bir

k-türevi ise o zaman her a ∈ M ve α,β ∈ Γ için k(αaβ ) = k(α)aβ +αd(a)β +

αak(β ) eşitliği sağlanır.

İspat: Her x,y ∈M için

d((xαa)βy) = d(xαa)βy+ xαak(β )y+ xαaβd(y)

= d(x)αaβy+ xk(α)aβy+ xαd(a)βy+ xαak(β )y+ xαaβd(y)

olur. Diğer yandan,

d(x(αaβ )y) = d(x)αaβy+ xk(αaβ )y+ xαaβd(y)

sağlanır. Burada iki eşitiğin sol taraflarının eşit olduğu kullanılırsa

d(x)αaβy+ xk(α)aβy+ xαd(a)βy+ xαak(β )y+ xαaβd(y)

= d(x)αaβy+ xk(αaβ )y+ xαaβd(y)

eşitlikleri sağlanır. Böylece,

x(k(α)aβ +αd(a)β +αak(β ))y = xk(αaβ )y

elde edilir. Sonuç olarak

x(k(α)aβ +αd(a)β +αak(β )− k(αaβ ))y = 0
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olur. Tanım 2.2.1 (N3) özelliği kullanılarak,

k(α)aβ +αd(a)β +αak(β )− k(αaβ ) = 0

bulunur. Böylece,

k(αaβ ) = k(α)aβ +αd(a)β +αak(β )

elde edilmiş olur. 2

Lemma 3.0.2. M, Nobusawa anlamında bir Γ-halka olsun. d, M Γ-halkasının hem

k1-türevi hem de k2-türevi ise k1 = k2 dir.

İspat: Her a,b ∈M ve her β ∈ Γ için d, k1-türev olduğundan

d(aβb) = d(a)βb+ak1(β )b+aβd(b)

olur. Aynı zamanda d, k2-türev de olduğundan

d(aβb) = d(a)βb+ak2(β )b+aβd(b)

olur. Bu durumda sağ tarafların eşit olması kullanılarak,

d(a)βb+ak1(β )b+aβd(b) = d(a)βb+ak2(β )b+aβd(b)

eşitliği elde edilir. Buradan

ak1(β )b = ak2(β )b

olduğu görülür. Bu eşitlikten

a(k1(β )− k2(β ))b = 0

bulunur. Burada Tanım 2.2.1 (N3) özelliği kulllanılırsa, her β ∈ Γ için

k1(β )− k2(β ) = 0

elde edilir. Böylece

k1 = k2

olur. 2
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Teorem 3.0.3. R karakteristiği ikiden farklı olan ve Tanım 2.2.1 (N3) koşulunu

sağlayan bir halka ve d, R Γ(=R)-halkasının bir k-türevi olsun. d nin R halkasında

herhangi bir türev olması için gerek ve yeter koşul d = k olmasıdır.

İspat: CharR 6= 2 olsun ve R halkasında Tanım 2.2.1 (N3) koşulu sağlansın.

d, R Γ(= R)-halkasının bir k-türevi olsun. d, R halkasının herhangi bir türevi

olduğundan her a,b,β ∈ R için

d(aβb) = d(aβ )b+aβd(b) = d(a)βb+ad(β )b+aβd(b)

eşitliği sağlanır. Diğer yandan d, R Γ(= R)-halkasının bir k-türevi olduğu için

d(aβb) = d(a)βb+ak(β )b+aβd(b)

olduğu biliniyor. Yukarıdaki eşitliklerin sağ tarafları eşit olduğundan,

d(a)βb+ad(β )b+aβd(b) = d(a)βb+ak(β )b+aβd(b)

eşitliği elde edilir. Bu ise,

a(d(β )− k(β ))b = 0

olmasını gerektirir. Burada Tanım 2.2.1 (N3) koşulu kullanılırsa her β ∈ Γ(= R)

için

d(β )− k(β ) = 0

olur. Sonuç olarak

d = k

elde edilir.

Şimdi teoremin diğer tarafını ispatlayalım. d, d = k olacak şekilde R

Γ(=R)-halkasının bir türevi olsun. d : R→ R toplamsal dönüşüm olduğundan her

x,y ∈ R için d(xy) = d(x)y+ xd(y) olduğunu göstermek gerekir. Hipotezden, her

x,y, t ∈ R için

d(xyt) = d(x)yt + xd(y)t + xyd(t)
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eşitliği sağlanır. Bu eşitlikte z,n ∈ R için y yerine yz, t yerine tn yazılırsa,

d(x(yz)(tn)) = d(xy(ztn)) eşitliği kullanılarak,

d(x)(yz)(tn)+ xd(yz)(tn)+ x(yz)d(tn) = d(x)y(ztn)+ xd(y)(ztn)+ xyd(ztn)

bulunur. Buradan

xd(yz)(tn)+ xyzd(tn) = xd(y)ztn+ xyd(z)tn+ xyzd(t)n+ xyztd(n)

olduğu görülür. Böylece her m ∈ R için

x(d(yz)(tn)+ yzd(tn)−d(y)ztn− yd(z)tn− yzd(t)n− yztd(n))m = 0

elde edilir. Burada Tanım 2.2.1 (N3) özelliği kullanılarak, her y,z, t,n ∈ R için,

d(yz)(tn)+ yzd(tn)−d(y)ztn− yd(z)tn− yzd(t)n− yztd(n) = 0 (3.0.1)

bulunur.

Ayrıca d((yz)tn)=d(yz(tn)) olduğundan, d dönüşümünün R (R =)Γ-halkasında

d-türev olduğu kullanılırsa

d(yz)tn− yzd(tn)−d(y)ztn− yd(z)tn+ yzd(t)n+ yztd(n) = 0 (3.0.2)

bulunur.

3.0.1 ve 3.0.2 eşitlikleri taraf tarafa toplanırsa

2d(yz)tn−2d(y)ztn−2yd(z)tn = 0

eşitliği elde edilir. R halkasının karakteristiği 2 den farklı olduğundan son eşitlikten

d(yz)tn−d(y)ztn− yd(z)tn = 0

bulunur. Bu eşitliğin her iki yanı sol taraftan s ∈ R ile çarpılırsa,

s(d(yz)t−d(y)zt− yd(z)t)n = 0
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olduğu görülür. (N3) özelliği kullanılırsa son eşitlikten

d(yz)t−d(y)zt− yd(z)t = 0

elde edilir. Her r ∈ R için son eşitlik sol taraftan r ile çarpılırsa

r(d(yz)−d(y)z− yd(z))t = 0

olur. Burada (N3) özelliği kullanılarak

d(yz)−d(y)z− yd(z) = 0

elde edilir. Bu ise her y,z ∈ R için

d(yz) = d(y)z+ yd(z)

olmasını gerektirir. Böylece d dönüşümünün R halkasının bir türevi olduğu

kanıtlanmış olur. 2

Uyarı 3.0.4. M, Barnes anlamında Γ-halka ve d,M Γ-halkasının bir k-türevi ise

k teklikle belirli olmak zorunda değildir. M, Nobusawa anlamında Γ-halka d,

M Γ-halkasının bir k-türevi ise k teklikle bellidir. Özel olarak R, (N3) özelliğini

sağlıyor ise (R yarıasal veya, R birimli veya sıfırdan farklı sıfır böleni yok) R,

Nobusawa anlamında Γ-halkadır. Bu durumda CharR 6= 2 olacak şekilde d, R

nin k-türevi ise d, bu halkanın herhangi bir türevi olması için gerek ve yeter koşul

d = k olmasıdır.

Aksi söylenmedikçe bundan sonra M, Nobusawa anlamında Γ-halka olarak

alınacak ve a,b ∈M ve α,β ∈ Γ için

[a,b]α = aαb−bαa

[α,β ]a = αaβ −βaα

gösterimleri kullanılacaktır.
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Lemma 3.0.5. M bir Γ-halka ve d, M Γ-halkasında bir k-türev olsun. O zaman

a,b,c,x ∈M ve α,β ,γ ∈ Γ için aşağıdaki eşitlikler sağlanır.

(i) [a,b]β =−[b,a]β , [α,β ]a =−[β ,α]a

(ii) [a+b,c]β = [a,c]β +[b,c]β , [α +β ,γ]a = [α,γ]a +[β ,γ]a

(iii) [aαb,x]β = [a,x]β αb+a[α,β ]xb+aα[b,x]β

(iv) [αbβ ,γ]a = [α,γ]abβ +α[b,a]γβ +αb[β ,γ]a

(v) [[α,β ]a,γ]a +[[γ,α]a,β ]a +[[β ,γ]a,α]a = 0

(vi) [[a,b]β ,c]β +[[c,a]β ,b]β +[[b,c]β ,a]β = 0

(vii) d([a,b]β ) = [d(a),b]β +[a,b]k(β )+[a,d(b)]β

(viii) k([α,β ]a) = [k(α),β ]a +[α,β ]d(a)+[α,k(β )]a

İspat: a,b,c ∈M ve α,β ,γ ∈ Γ olmak üzere

(i) [a,b]β =−[b,a]β olduğunu gösterelim.

[a,b]β = aβb−bβa =−(bβa−aβb) =−[b,a]β

olur. Benzer şekilde,

[α,β ]a =−[β ,α]a

eşitliğinin varlığı da ispatlanabilir.

(ii) Şimdi [a+ b,c]β = [a,c]β + [b,c]β olduğunu gösterelim. Her a,b,c ∈ M ve

β ∈ Γ için

[a+b,c]β = (a+b)βc− cβ (a+b) = aβc+bβc− cβa− cβb

= aβc− cβa+bβc− cβb = [a,c]β +[b,c]β

eşitlikleri sağlandığından

[a+b,c]β = [a,c]β +[b,c]β

olur. Benzer şekilde

[α +β ,γ]a = [α,γ]a +[β ,γ]a
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olduğu ispatlanabilir.

(iii) Şimdi [aαb,x]β = [a,x]β αb+a[α,β ]xb+aα[b,x]β olduğunu gösterelim. Her

a,b,x ∈M ve α,β ∈ Γ için

[a,x]β αb+a[α,β ]xb+aα[b,x]β

= (aβx)αb− (xβa)αb+a(αxβ )b−a(βxα)b+aα(bβx)−aα(xβb)

= aαbβx− xβaαb = [aαb,x]β

eşitlikleri sağlandığından [aαb,x]β = [a,x]β αb+a[α,β ]xb+aα[b,x]β olur.

(iv) İspat (iii) şıkkına benzer şekilde yapılabilir.

(v) [[α,β ]a,γ]a+[[γ,α]a,β ]a+[[β ,γ]a,α]a = 0 olduğunu gösterelim. Her α,β ,γ ∈

Γ ve a ∈M için

[[α,β ]a,γ]a +[[γ,α]a,β ]a +[[β ,γ]a,α]a

= [αaβ −βaα,γ]a +[γaα−αaγ,β ]a +[βaγ− γaβ ,α]a

= αaβaγ− γaαaβ −βaαaγ + γaβaα + γaαaβ −βaγaα

−αaγaβ +βaαaγ +βaγaα−αaβaγ + γaαaβ = 0

eşitlikleri sağlandığından

[[α,β ]a,γ]a +[[γ,α]a,β ]a +[[β ,γ]a,α]a = 0

eşitliğinin sağlandığı görülür.

(vi) İspat (v) şıkkına benzer şekilde yapılabilir.

(vii) d([a,b]β ) = [d(a),b]β +[a,b]k(β )+[a,d(b)]β olduğunu gösterelim. Her a,b ∈

M, β ∈ Γ için türev tanımı kullanılırsa

d([a,b]β ) = d(aβb−bβa)

= d(aβb)−d(bβa) = d(a)βb+ak(β )b+aβd(b)−d(b)βa−bk(β )a−bβd(a)

= d(a)βb−bβd(a)+ak(β )b−bk(β )a+aβd(b)−d(b)βa
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= [d(a),b]β +[a,b]k(β )+[a,d(b)]β

eşitlikleri sağlandığından ispat biter.

(viii)İspat (vii) şıkkına benzer şekilde yapılabilir. 2

Lemma 3.0.6. M asal Γ-halkası, U, M Γ-halkasının sıfırdan farklı bir ideali ve Ω,

Γ M-halkasının sıfırdan farklı bir ideali olsun. O zaman a,b ∈M ve α,β ∈ Γ için

aşağıdakiler sağlanır.

(i) aΩb = 0⇒ a = 0 veya b = 0

(ii) αUβ = 0⇒ α = 0 veya β = 0

(iii) aΓUΓb = 0⇒ a = 0 veya b = 0

(iv) αMΩMβ = 0⇒ α = 0 veya β = 0

(v) Her u,v ∈U için uαv = 0 ise o zaman α = 0 olur.

(vi) CΓ = 0⇔CM = 0

(vii) CΓ 6= 0 veya CM 6= 0⇒ M değişmeli bir Γ-halkadır.

(viii) 0 6= γ ∈ Γ için U ⊆Cγ ise M değişmeli bir Γ-halkadır.

(ix) 0 6= γ ∈ Γ ve her u,v ∈U için [u,v]γ = 0 ise M değişmeli bir Γ-halkadır. [7]

İspat: (i) aΩb = 0 olsun. Ω, ideal olduğundan ΩMΓ ⊆ Ω ve ΓMΩ ⊆ Ω olur.

Buradan aΓMΩMΓb = 0 elde edilir. M asal Γ-halka olduğundan son eşitlik

aΓMΩM = 0 veya b = 0 olmasını gerektirir. Buradan a = 0 veya b = 0 veya

MΩM = 0 olduğu görülür. Burada MΩM = 0 ise Ω = 0 olacağından bu durum

Ω 6= 0 oluşuyla çelişir. Böylece aΩb = 0 iken a = 0 veya b = 0 sonucuna ulaşılır.

(ii) αUβ = 0 olsun. Burada (i) şıkkı ve Önerme 2.2.7 kullanılarak α = 0 veya

β = 0 olduğu görülür.

(iii) aΓUΓb = 0 olsun. U ,M Γ-halkasının ideali olduğu için aΓMΓUΓMΓb ⊆

aΓUΓb = 0 olur. Burada arka arkaya M Γ halkasının asal olduğu kullanılarak

a = 0 veya b = 0 sonucuna ulaşılır.

(iv) Önerme 2.2.7 için Γ asal M-halka olması kullanılarak, (iii) şıkkına benzer

şekilde ispat yapılabilir.

(v) Her u,v ∈U için uαv = 0 olsun. U , M nin sıfırdan farklı bir ideali olduğundan
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U ⊂M olduğu görülür. O halde her u,v ∈U MαM = 0 elde edilir. Böylece (N3)

kuralı kullanılarak α = 0 bulunur.

(vi)CM = 0 olsun. CΓ 6= 0 olduğunu varsayalım. O zaman CΓ nın sıfırdan farklı bir

a elemanı vardır. Buradan her γ ∈ Γ ve her x ∈M için aγx− xγa = 0 bulunur. Bu

eşitlikte γ yerine her δ ∈ Γ ve y ∈M için γyδ yazılıp a ∈CΓ olması kullanılarak

0 = aγyδx− xγyδa = aγyδx− xγaδy = aγyδx−aγxδy = aγ(yδx− xδy)

eşitliklerinin sağlandığı görülür. Sonuç olarak her γ,δ ∈ Γ ve x,y ∈M için

aγ(yδx− xδy) = 0

eşitliğine ulaşılır. Her γ ∈ Γ için bu eşitliğin geçerli olduğu göz önüne alınırsa,

aΓ(yδx− xδy) = 0

olur. Böylece M asal Γ-halkası ve a 6= 0 olması kullanılırsa son eşitlik, her x,y ∈M

ve δ ∈ Γ için

xδy− yδx = 0

olmasını gerektirir. Bu durum her δ ∈ Γ için δ ∈CM olduğunu gösterir fakat ispatın

başında CM = 0 alındığı için çelişki ortaya çıkar. O halde CΓ = 0 olmalıdır. CΓ = 0

iken CM = 0 olduğu da benzer şekilde gösterilir.

(vii) CΓ 6= 0 olduğunu varsayalım. O zaman CΓ nın sıfırdan farklı bir a elemanı

vardır. Bu durumda, her γ ∈ Γ ve x ∈M için xγa = aγx olur. Böylece

aδ (xγy− yγx) = aδxγy−aδyγx = y(δxγ)a−aδ (yγx) = yδ (xγa)−aδ (yγx)

= yδ (aγx)−aδ (yγx) = (yδa)γx−aδ (yγx) = (aδy)γx− (aδy)γx = 0

eşitlikleri sağlanır. Böylece aδ (xγy− yγx) = 0 olur. Buradan her x,y ∈M, γ ∈ Γ

için

aΓ(xγy− yγx) = 0

elde edilir. M asal olduğundan son eşitlik xγy− yγx = 0 olmasını gerektirir. O

halde M değişmeli Γ-halkadır. 2
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Teorem 3.0.7. M, karakteristiği ikiden farklı olan sıfırdan farklı bir asal Γ-halka

ve γ ∈ Γ olsun. Her x ∈M için [[x,a]γ ,a]γ = 0 olacak şekilde bir a ∈M var ise o

zaman aγa = 0 veya a ∈Cγ olur.

İspat: γ 6= 0 olsun.(γ = 0 olursa aγa = 0 olur.) Hipotezden, her x,y ∈ M ve her

β ∈ Γ için [[xβy,a]γ ,a]γ = 0 olur. Önerme 3.0.5(iii) kullanılırsa,

[[x,a]γβy+ x[β ,γ]ay+ xβ [y,a]γ ,a]γ = 0

elde edilir. Buradan

[[x,a]γβy,a]γ +[x[β ,γ]ay,a]γ +[xβ [y,a],a]γ = 0

eşitliğine ulaşılır. Bu eşitlikte Önerme 3.0.5(iii) göz önüne alındığında

[[x,a]γ ,a]γβy+[x,a]γ [β ,γ]ay+[x,a]γβ [y,a]γ +[x,a]γ [β ,γ]ay

+x[[β ,γ]a,γ]ay+ x[β ,γ]a[y,a]γ +[x,a]γβ [y,a]γ + x[β ,γ]a[y,a]γ + xβ [[y,a]γ ,a]γ = 0

elde edilir. Burada hipotez kullanılırsa,

2[x,a]γ [β ,γ]ay+2[x,a]γβ [y,a]γ +2x[β ,γ]a[y,a]γ + x[[β ,γ]a,γ]ay = 0 (3.0.3)

eşitliği bulunur. Bu eşitlikte x yerine [x,a]γ , y yerine [y,a]γ yazılırsa her x,y ∈M ve

β ∈ Γ için

[x,a]γ [[β ,γ]a,γ]a[y,a]γ = 0 (3.0.4)

eşitliği elde edilir.

Diğer yandan her z ∈M ve her β ,δ ∈ Γ için, Önerme 3.0.5(iv) kullanılırsa

[β [z,a]γδ ,γ]a = [β ,γ]a[z,a]γδ +β [[z,a]γ ,a]γδ +β [z,a]γ [δ ,γ]a

olduğu görülür ve burada hipotezden [[z,a]γ ,a]γ = 0 olduğu için

[β [z,a]γδ ,γ]a = [β ,γ]a[z,a]γδ +β [z,a]γ [δ ,γ]a (3.0.5)
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elde edilir.

Şimdi 3.0.4 eşitliğinde β yerine z ∈M ve δ ∈ Γ olmak üzere β [z,a]γδ yazılırsa,

[x,a]γ [[β [z,a]γδ ,γ]a,γ]a[y,a]γ = 0

eşitliği bulunur. Böylece hipotez ve 3.0.4 eşitliği kullanılırsa son eşitlikten,

0 = [x,a]γ [[β ,γ]a[z,a]γδ +β [z,a]γ [δ ,γ]a,γ]a[y,a]γ

= [x,a]γ([[β ,γ]a,γ]a[z,a]γδ [y,a]γ +[β ,γ]a[[z,a]γ ,a]γδ [y,a]γ

+[β ,γ]a[z,a]γ [δ ,γ]a[y,a]γ +[β ,γ]a[z,a]γ [δ ,γ]a[y,a]γ

+β [[z,a]γ ,a]γ [δ ,γ]a[y,a]γ +β [[z,a]γ ,a]γ [δ ,γ]a[y,a]γ)

= 2[x,a]γ [β ,γ]a[z,a]γ [δ ,γ]a[y,a]γ +[x,a]γ [[β ,γ]a,γ]a[z,a]γδ [y,a]γ

eşitliklerinin sağlandığı görülür. Buradan

2[x,a]γ [β ,γ]a[z,a]γ [δ ,γ]a[y,a]γ +[x,a]γ [[β ,γ]a,γ]a[z,a]γδ [y,a]γ = 0

eşitliği elde edilir. Burada yine 3.0.4 eşitliği ve karakteristiğin ikiden farklı olması

kullanılarak,

[x,a]γ [β ,γ]a[z,a]γ [δ ,γ]a[y,a]γ = 0 (3.0.6)

olduğu görülür.

Şimdi 3.0.6 eşitliğinde β yerine, m ∈M ve σ ∈ Γ olmak üzere β [m,a]γσ yazılırsa

her x,y,z,m ∈M ve her β ,δ ,σ ∈ Γ için,

[x,a]γ [β [m,a]γσ ,γ]a[z,a]γ [δ ,γ]a[y,a]γ = 0

olur. Burada Önerme 3.0.5(iv) kullanılırsa,

[x,a]γ [β ,γ]a[m,a]γσ [z,a]γ [δ ,γ]a[y,a]γ +[x,a]γβ [[m,a]γ ,a]γσ [z,a]γ [δ ,γ]a[y,a]γ+

[x,a]γβ [m,a]γ [σ ,γ]a[z,a]γ [δ ,γ]a[y,a]γ = 0

elde edilir. Böylece 3.0.6 eşitliği ve hipotez kullanılarak her σ ∈ Γ için

[x,a]γ [β ,γ]a[m,a]γσ [z,a]γ [δ ,γ]a[y,a]γ = 0
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olduğu görülür. Bu eşitlik her σ ∈ Γ için geçerli olduğundan

[x,a]γ [β ,γ]a[m,a]γΓ[z,a]γ [δ ,γ]a[y,a]γ = 0

olur ve M asal Γ-halka olduğu için son eşitlik

[x,a]γ [β ,γ]a[m,a]γ = 0 veya [z,a]γ [δ ,γ]a[y,a]γ = 0

olmasını gerektirir.

Böylece her x,m ∈M ve her β ∈ Γ için

[x,a]γ [β ,γ]a[m,a]γ = 0 (3.0.7)

eşitliği elde edilmiş olur. Şimdi 3.0.3 eşitliğinde x yerine [x,a]γ yazılırsa,

2[[x,a]γ ,a]γ [β ,γ]ay+2[[x,a]γ ,a]γβ [y,a]γ +2[x,a]γ [β ,γ]a[y,a]γ

+[x,a]γ [[β ,γ]a,γ]ay = 0

olur. Burada 3.0.7 eşitliği ve hipotez kullanılırsa her x,y ∈M ,β ∈ Γ için,

[x,a]γ [[β ,γ]a,γ]ay = 0 (3.0.8)

elde edilir. Benzer şekilde 3.0.3 eşitliğinde y yerine [y,a]γ yazılırsa her x,y ∈ M,

her β ∈ Γ için

x[[β ,γ]a,γ]a[y,a]γ = 0 (3.0.9)

elde edilir. 3.0.8 eşitliğinde y yerine [y,a]γ ve β yerine z ∈M, δ ∈ Γ olmak üzere

β zδ yazılırsa,

0 = [x,a]γ [[β zδ ,γ]a,γ]a[y,a]γ

= [x,a]γ [[β ,γ]azδ +β [z,a]γδ +β z[δ ,γ]a,γ]a[y,a]γ

= [x,a]γ [[β ,γ]a,γ]azδ [y,a]γ +[x,a]γ [β ,γ]a[z,a]γδ [y,a]γ

+[x,a]γ [β ,γ]az[δ ,γ]a[y,a]γ +[x,a]γ [β ,γ]a[z,a]γδ [y,a]γ

+[x,a]γβ [[z,a]γ ,a]γδ [y,a]γ +[x,a]γβ [z,a]γ [δ ,γ]a[y,a]γ
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+[x,a]γ [β ,γ]az[δ ,γ]a[y,a]γ +[x,a]γ [z,a]γ [δ ,γ]a[y,a]γ

+[x,a]γβ z[[δ ,γ]a,γ]a[y,a]γ

eşitliği elde edilir. Burada 3.0.7, 3.0.8, 3.0.9 eşitlikleri, hipotez ve karakteristiğin

ikiden farklı olduğu kullanılırsa, her x,y,z ∈M ve β ,δ ∈ Γ için

[x,a]γ [β ,γ]az[δ ,γ]a[y,a]γ = 0

eşitliğinin sağlandığı görülür.

Son eşitlikte z yerine her n ∈M ve her σ ∈ Γ için zσn yazılırsa,

[x,a]γ [β ,γ]azσn[δ ,γ]a[y,a]γ = 0

olur. Bu eşitlik her σ ∈ Γ için geçerli olduğundan

[x,a]γ [β ,γ]azΓn[δ ,γ]a[y,a]γ = 0

elde edilir. Sonuç olarak M asal Γ-halka olduğu için son eşitlik

[x,a]γ [β ,γ]az = 0 veya n[δ ,γ]a[y,a]γ = 0

olmasını gerektirir.

Öncelikle [x,a]γ [β ,γ]az = 0 olduğu durumunu inceleyelim.

Burada β yerine βy[δ ,γ]a yazılırsa,

0 = [x,a]γ [βy[δ ,γ]a,γ]az

= [x,a]γ [β ,γ]ay[δ ,γ]az+[x,a]γβ [y,a]γ [δ ,γ]az+[x,a]γβy[[δ ,γ]a,γ]az

eşitlikleri sağlanır. Burada her x,z ∈ M ve β ,γ ∈ Γ için [x,a]γ [β ,γ]az = 0 ve

[y,a]γ [δ ,γ]az = 0 olduğu kullanılırsa

[x,a]γβy[[δ ,γ]a,γ]az = 0

eşitliği elde edilir. Eşitlik her β ∈ Γ için geçerli olduğundan

[x,a]γΓy[[δ ,γ]a,γ]az = 0
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olur. Buradan M Γ-halkasının asal olduğu göz önüne alınırsa her x ∈M için

[x,a]γ = 0 veya her y,z ∈M, δ ∈ Γ için y[[δ ,γ]a,γ]az = 0 olduğu görülür.

O halde her x ∈M için [x,a]γ = 0 ise a ∈Cγ olur.

Diğer yandan y[[δ ,γ]a,γ]az = 0 ise (N3) özelliğinden

[[δ ,γ]a,γ]a = 0 (3.0.10)

olur.

3.0.3 eşitliğinde karakteristiğin ikiden farklı olması ve 3.0.10 eşitliği kullanılırsa,

her x,y ∈M, β ∈ Γ için

[x,a]γβ [y,a]γ + x[β ,γ]a[y,a]γ = 0 (3.0.11)

eşitliği elde edilir.

3.0.11 eşitliğinde x yerine z ∈ M, δ ∈ Γ olmak üzere xδ z yazılıp 3.0.11 eşitliği

kullanılırsa

[xδ z,a]γβ [y,a]γ + xδ z[β ,γ]a[y,a]γ = 0

⇒ [x,a]γδ zβ [y,a]γ + x[δ ,γ]azβ [y,a]γ + xδ [z,a]γβ [y,a]γ + xδ z[β ,γ]a[y,a]γ = 0

⇒ ([x,a]γδ + x[δ ,γ]a)zβ [y,a]γ = 0

⇒ ([x,a]γδ + x[δ ,γ]a)zΓ[y,a]γ = 0

gerektirmeleri sağlanır. Buradan M asal Γ-halka olduğu için

[x,a]γδ z+ x[δ ,γ]az = 0 veya [y,a]γ = 0 olur.

[y,a]γ = 0 ise a ∈Cγ olur.

[x,a]γδ z+ x[δ ,γ]az = 0 olsun. Her x,z ∈M, δ ∈ Γ için Önerme 3.0.5 den,

[xδ z,a]γ = [x,a]γδ z+ x[δ ,γ]az+ xδ [z,a]γ

olur. Diğer taraftan [x,a]γ [β ,γ]az = 0 olduğundan,

[xδ z,a]γ = xδ [z,a]γ (3.0.12)

olur. Buradan Önerme 3.0.5(ii) ve 3.0.12 eşitliği kullanılarak,

0 = [[x,a]γ ,a]γ = [xγa−aγx,a]γ
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= [xγa,a]γ − [aγx,a]γ = xγ[a,a]γ −aγ[x,a]γ =−aγ[x,a]γ

eşitliklerinin sağlandığı görülür. Böylece

−aγ[x,a]γ = 0

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikten her x ∈M için

aγxγa = aγaγx (3.0.13)

olduğu görülür.

Ayrıca hipotezden aγ[x,a]γ = [x,a]γγa eşitliği de sağlanmaktadır. 3.0.13

eşitliğinden bu eşitliğin sol tarafı sıfırdır. O halde bu eşitlik kullanılarak,

aγxγa = xγaγa (3.0.14)

eşitliğine ulaşılır. Şimdi 3.0.13 ve 3.0.14 eşitliklerinin sol tarafları birbirine eşit

olduğundan,

xγaγa = aγaγx

elde edilir. Böylece aγa ∈Cγ sonucuna ulaşılmış olur.

Diğer yandan 3.0.12 eşitliği kullanılarak

aβaγa−aγaβa = [aβa,a]γ = aβ [a,a]γ = aβ (aγa−aγa) = 0

olarak bulunur. Buradan

aβaγa−aγaβa = 0

olduğu görülür. O halde son eşitlik ve aγa ∈Cγ olması kullanılarak, her x ∈M ve

her β ∈ Γ için

aγaβ [x,a]γ = 0

olur. Buradan

aγaΓ[x,a]γ = 0
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yazılabilir ve M asal Γ-halka olduğu için

aγa = 0 veya [x,a]γ = 0

olur. Yani

aγa = 0 veya a ∈Cγ

bulunarak ispat tamamlanmış olur.

n[δ ,γ]a[y,a]γ = 0 olduğunda benzer şekilde ispat yapılarak aγa = 0 veya a ∈ Cγ

olduğu görülebilir. 2

Iaγ : M → M, Iaγ(x) = [a,x]γ ve Iγa : Γ → Γ, Iγa(β ) = [γ,β ]a olmak üzere

Iaγ , Iγa-türev olduğu göz önüne alınırsa yukarıda verilen teorem,

"M karakeristiği ikiden farklı Γ-halka, 0 6= γ ∈ Γ ve aγa 6= 0 olsun. I2
γa(M) = 0 ise

a ∈Cγ olur."

olarak ifade edilebilir.

Önerme 3.0.8. M asal Γ-halka, γ ve a sırasıyla Γ ve Cγ nın sıfırdan farklı

elemanları olsun. Her x,y ∈M ve β ∈ Γ için aşağıdaki durumlar sağlanır.

(i) [γ,β ]a = 0

(ii) [aγx,y]β = aγ[x,y]β ve [xγa,y]β = [x,y]β γa

(iii) [aβx,y]γ = [a,y]β γx+aβ [x,y]γ

(iv) b ∈Cγ ise [aγb,x]β = [aβb,x]γ = aγ[b,x]β = a[β ,γ]xb olur.

(v) b ∈Cγ ve aΓb⊆Cγ ise b = 0 veya M, değişmeli bir Γ-halkadır.

İspat: (i) a ∈Cγ olduğundan her x,y ∈M, β ∈ Γ için

x[γ,β ]ay = xγaβy− xβaγy = aγxβy− xβyγa = aγxβy−aγxβy = 0

eşitliği sağlanır. Yani her x,y ∈M için

x[γ,β ]ay = 0
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olur. Buradan (N3) özelliği kullanılarak [γ,β ]a = 0 bulunur.

(ii) Her x,y ∈M ve β ∈ Γ için a ∈Cγ olduğu kullanılırsa

[aγx,y]β = aγxβy− yβ (aγx) = aγxβy− (yβx)γa

= aγxβy−aγyβx = aγ[x,y]β

ve

[xγa,y]β = (xγa)βy− yβxγa = aγ(xβy)− yβxγa

= xβyγa− yβxγa = [x,y]β γa

eşitliklerinin sağlandığı görülür.

Böylece [aγx,y]β = aγ[x,y]β ve [xγa,y]β = [x,y]β γa eşitliklerinin var olduğu

gösterilmiş olur.

(iii) a ∈Cγ olduğu göz önüne alınırsa, her x,y ∈M, β ∈ Γ için

[aβx,y]γ = aβxγy− (yγa)βx = aβxγy−aγ(yβx)

= aβxγy− yβxγa = aβxγy− yβaγx

ve

[a,y]β γx+aβ [x,y]γ = aβyγx− yβaγx+aβxγy−aβyγx = aβxγy− yβaγx

eşitlikleri elde edilir. Böylece

[aβx,y]γ = [a,y]β γx+aβ [x,y]γ

olduğu görülür.

(iv) Her x∈M, β ∈ Γ için [aγb,x]β = aγbxβ −xβaγb eşitliğinin sağ yanında a,b∈

Cγ olduğu kullanılırsa

[aγb,x]β = bγaβx− xβbγa

elde edilir. Son eşitlikte a,b ∈ Γ olduğu kullanılırsa

[aγb,x]β = aβxγb−aγxβb
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eşitliğinin sağlandığı görülür. Yine a,b ∈Cγ olduğu kullanılırsa son eşitlik

[aγb,x]β = aβbγx− xγaβb

olmasını gerektirir. Böylece

[aγb,x]β = [aβb,x]γ

olduğu görülür.

Şimdi [aβb,x]γ = aγ[b,x]β olduğunu gösterelim. a ∈Cγ olduğu kullanılırsa

[aβb,x]γ = aβbγx− xγaβb = aβxγb−aγxβb

= bγaβx−aγxβb = aγbβx−aγxβb = aγ[b,x]β

eşitlikleri sağlanır. Burada [aβb,x]γ = aγ[b,x]β elde edilir.

Son olarak aγ[b,x]β = a[β ,γ]xb olduğunu gösterelim. Burada a ∈Cγ olmak üzere

aγ[b,x]β = aγbβx−aγxβb = bγaβx−aγxβb

= aβxγb−aγxβb = a[β ,γ]xb

elde edilir. Böylece

[aγb,x]β = [aβb,x]γ = aγ[b,x]β = a[β ,γ]xb

eşitliklerinin var olduğu ispatlanmış olur.

(v) aΓb = 0 ise M asal Γ-halka olduğu için a = 0 veya b = 0 olmalıdır. Hipotezden

a 6= 0 olduğu için b = 0 elde edilir.

aΓb 6= 0 olsun. O halde aΓbΓM ,Cγ tarafından kapsanır ve ayrıca M Γ-halkasının

da idealidir. Burada Önerme 3.0.6 (viii) kullanılırsa (Γ,M) halkasının değişmeli

olduğu görülür. 2

Önerme 3.0.9. [8] M asal Γ-halka, U, M Γ-halkasının sıfırdan farklı sol (sağ)

ideali ve Ω, Γ M-halkasının sıfırdan farklı bir sol (sağ) ideali olsun. Her a ∈M ve
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γ ∈ Γ için aşağıdaki durumlar sağlanır.

(i) γUΓ = 0⇒ γ = 0 (ΓUγ = 0⇒ γ = 0)

(ii) aΩM = 0⇒ a = 0 (MΩa = 0⇒ a = 0)

Önerme 3.0.10. M asal Γ-halka, U, M Γ-halkasının sıfırdan farklı bir sol ideali

ve γ ∈ Γ sıfırdan farklı bir eleman olsun. U ⊆Cγ ise M Γ-halkası değişmelidir.

İspat: Hipotezden u ∈U ve x ∈ M için uγx = xγu ∈U olur. Böylece MγU ⊆U

olur. Şimdi MγU 6= 0 olduğunu gösterelim.

MγU = 0 olursa ΓMγUΓ = 0 olur. M asal Γ-halka iken Γ asal M-halka olduğundan

Γ= 0 veya γUΓ= 0 olur. Böylece Önerme 3.0.9 (i) den γ = 0 olur. Bu durum γ 6= 0

olmasıyla çelişir. O halde MγU 6= 0 olur. Diğer taraftan uγx ∈U ⊂Cγ olduğundan

Önerme 3.0.8 (i) ve (ii) şıkları ve u ∈Cγ olması kullanılarak her m,x,y ∈M, u ∈U ,

β ∈ Γ için

mγuβ [x,y]γ = mβuγ[x,y]γ = mβ [uγx,y]γ = 0

elde edilir. Her u ∈U ve her β ∈ Γ için mγuβ [x,y]γ = 0 olduğundan her x,y ∈M

için MγUΓ[x,y]γ = 0 olduğu görülür. M asal Γ-halka ve MγU 6= 0 olduğundan son

eşitlik her x,y ∈M için [x,y]γ = 0 olmasını gerektirir.

Sonuç olarak Önerme 3.0.6 (ix) şıkkından M değişmeli Γ-halka olur.

U , M halkasının sıfırdan farklı sağ ideali olduğu durumda da benzer şekilde ispat

yapılabilir. 2

Önerme 3.0.11. M asal Γ-halka, d, M Γ-halkasının sıfırdan farklı bir k-türevi,

γ ∈ Γ sıfırdan farklı bir eleman ve d(M)⊆Cγ olsun. O zaman a ∈Cγ ise a ∈Ck(γ)

olur.

İspat: Önerme 3.0.5(vii) şıkkından her a,b ∈ M için d([a,b]γ) = [d(a),b]γ +

[a,b]k(γ)+[a,d(b)]γ eşitliği sağlanır.

a ∈ Cγ ve d(M) ⊆ Cγ olduğundan her b ∈ M için, [a,b]k(γ) = 0 olur. Böylece

a ∈Ck(γ) olduğu görülür. 2
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Önerme 3.0.12. M asal Γ-halka, d, M Γ-halkasının sıfırdan farklı bir k-türevi, γ ∈

Γ sıfırdan farklı bir eleman ve d(M)⊆Cγ olsun. Eğer her x,y∈M için d(x)γd(y) =

0 ise d(M), M halkasının sol ideali veya sağ idealidir.

İspat: d(x)γd(y) = 0 eşitliğinde x yerine β ∈ Γ ve z ∈M için xβ z yazalım.

d(xβ z)γd(y) = d(x)β zγd(y)+ xk(β )zγd(y)+ xβd(z)γd(y) = 0

olur ve buradan

d(x)β zγd(y)+ xk(β )zγd(y) = 0

elde edilir. Bu eşitlikte β yerine δ ∈ Γ ve m ∈ M olmak üzere βmδ yazılıp bu

eşitlik kullanılırsa,

d(x)βmδ zγd(y)+ xk(βmδ )zγd(y) = 0

⇒ d(x)βmδ zγd(y)+ xk(β )mδ zγd(y)+ xβd(m)δ zγd(y)+ xβmk(δ )zγd(y) = 0

⇒ d(x)βmδ zγd(y)+ xk(β )mδ zγd(y) = 0

⇒∀δ ∈ Γ (d(x)βm+ xk(β )m)δ zγd(y) = 0

⇒ (d(x)βm+ xk(β )m)Γzγd(y) = 0

gerektirmeleri elde edilir. Burada M, asal Γ-halka olduğu için her x,m,y,z ∈M ve

β ∈ Γ için

d(x)βm+ xk(β )m = 0 veya zγd(y) = 0

olduğu görülür.

Önce her x,m ∈M için d(x)βm+ xk(β )m = 0 olması durumunu inceleyelim.

Bu durumda d(xβm) = xβd(m) olur. Burada sol taraf d(M) kümesinin elemanı

olduğundan xβd(m) ∈ d(M) olur. Böylece MΓd(M) ⊆ d(M) olduğu görülür.

Diğer taraftan d(M) toplamsal değişmeli grup olduğundan d(M), M halkasının sol

idealidir.

Şimdi her z,y ∈M ve γ ∈ Γ için zγd(y) = 0 durumunu inceleyelim.
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Bu eşitlikte y yerine m ∈M ve β ∈ Γ olmak üzere yβm yazılıp var olan eşitlik de

kullanılırsa,

0 = zγd(yβm) = zγd(y)βm+ zγyk(β )m+ zγyβd(m) = zγyk(β )m+ zγyβd(m)

eşitliğine ulaşılır ve buradan

zγyk(β )m+ zγyβd(m) = 0

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikte β yerine n ∈M ve δ ∈ Γ için βnδ yazılırsa

zγyk(βnδ )m+ zγyβnδd(m) = 0

⇒ zγyk(β )nδm+ zγyβd(n)δm+ zγyβnk(δ )m+ zγyβnδd(m) = 0,∀δ ∈ Γ

⇒ zγyβ (nk(δ )m+nδd(m)) = 0

gerektirmeleri elde edilir. Eşitlik her β ∈ Γ için geçerli olduğundan

zγyΓ(nk(δ )m+nδd(m)) = 0

olur. Buradan M halkasının asal Γ-halkası olması kullanılırsa,

zγy = 0 veya nk(δ )m+nδd(m) = 0

elde edilir.

Eğer zγy = 0 olursa (N3) özelliğinden γ = 0 olması gerekir. Fakat hipotezden γ 6= 0

olduğu bilindiği için

nk(δ )m+nδd(m) = 0

eşitliği sağlanır.

O halde d(nδm) = d(n)δm olur. Sol taraf d(M) türevinin elemanı olduğundan

d(n)δm ∈ d(M) olur. Böylece d(M)ΓM ⊆ d(M) olduğu görülür. Diğer taraftan

d(M) toplamsal grup olduğundan d(M), M halkasının sağ ideali olur. 2

Teorem 3.0.13. M karakteristiği ikiden farklı olan bir asal Γ-halka, d, M

Γ-halkasının sıfırdan farklı bir k-türevi ve k(γ) sıfırdan farklı olsun. d(M) ⊆ Cγ

ise M Γ-halka değişmelidir.
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İspat: γ ∈ Γ olmak üzere k(γ) 6= 0 ve d(M)⊆Cγ olsun. Önerme 3.0.5 (vii)den

d([m,n]γ) = [d(m),n]γ +[m,n]k(γ)+[m,d(n)]γ = [m,n]k(γ)

olur. Böylece her m,n ∈M için

d([m,n]γ) = [m,n]k(γ) ∈Cγ

olduğu görülür. Burada m yerine d(x)βd(y), n yerine z yazılırsa, Önerme 3.0.8(iv)

eşitliğinden

d([d(x)βd(y),z]γ) = [d(x)βd(y),z]k(γ) = d(x)[β ,k(γ)]zd(y) ∈Cγ

elde edilir. Sonuç olarak her x,y,z ∈M ve her β ∈ Γ için

d(x)[β ,k(γ)]zd(y) ∈Cγ

olur. Burada d(M)⊆Cγ olduğundan Önerme 3.0.11 kullanılırsa,

d(x)[β ,k(γ)]zd(y) ∈Ck(γ)

elde edilir. Böylece

d(x)[β ,k(γ)]zd(y) = d([d(x)βd(y),z]γ) ∈Ck(γ)

olur. O halde d(M)⊆Ck(γ) sonucuna ulaşılır.

Buradan her z ∈M için [d(x)[β ,k(γ)]zd(y),z]k(γ) = 0 olduğu görülür.

Önerme 3.0.5(iii) ve d(M)⊆Ck(γ) oluşu kullanılarak,

[d(x),z]k(γ)[β ,k(γ)]zd(y)+d(x)[[β ,k(γ)]z,k(γ)]zd(y)

+d(x)[β ,k(γ)]z[d(y),z]k(γ) = 0

elde edilir. Bu ise d(x)[[β ,k(γ)]z,k(γ)]zd(y) = 0 olmasını gerektirir. Şimdi burada

β yerine βd(s)δ yazılırsa

d(x)[[βd(s)δ ,k(γ)]z,k(γ)]zd(y) = 0
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olur. Bu eşitlikte d(M) ⊆ Ck(γ) ve eşitliğin kendisi kullanılırsa her x,y,z ∈ M ve

β ,δ ∈ Γ için,

d(x)[[β ,k(γ)]zd(s)δ +β [d(s),z]k(γ)δ +βd(s)[δ ,k(γ)]z,k(γ)]z = 0

⇒ d(x)[[β ,k(γ)]zd(s)δ +βd(s)[δ ,k(γ)]z,k(γ)]zd(y) = 0

⇒ d(x)[[β ,k(γ)]z,k(γ)]zd(s)δd(y)+d(x)[β ,k(γ)]z[d(s),z]k(γ)δd(y)

+d(x)[β ,k(γ)]zd(s)[δ ,k(γ)]zd(y)+d(x)[β ,k(γ)]zd(s)[δ ,k(γ)]zd(y)

+d(x)β [d(s),z]k(γ)[δ ,k(γ)]zd(y)+βd(s)[[δ ,k(γ)]z,k(γ)]zd(y) = 0

⇒ 2d(x)[β ,k(γ)]zd(s)[δ ,k(γ)]zd(y) = 0

gerektirmelerinin sağlandığı görülür. Burada karakteristik ikiden farklı olduğu için,

d(x)[β ,k(γ)]zd(s)[δ ,k(γ)]zd(y) = 0

elde edilir. Şimdi eşitlikte β yerine βd(n)σ yazılırsa

d(x)[βd(n)σ ,k(γ)]zd(s)[δ ,k(γ)]zd(y) = 0

elde edilir. Buradan

d(x)[β ,k(γ)]zd(n)σd(s)[δ ,k(γ)]zd(y)+β [d(n),z]k(γ)σd(s)[δ ,k(γ)]zd(y)

+βd(n)[σ ,k(γ)]zd(s)[δ ,k(γ)]zd(y) = 0

eşitliği bulunur. Burada tekrar d(M) ⊆Ck(γ) olduğu ve önceki eşitlik kullanılırsa,

her σ ∈ Γ için

d(x)[β ,k(γ)]zd(n)σd(s)[δ ,k(γ)]zd(y) = 0

bulunur. O halde

d(x)[β ,k(γ)]zd(n)Γd(s)[δ ,k(γ)]zd(y) = 0

olarak yazılabilir. Burada M, asal Γ-halkası olduğundan

d(x)[β ,k(γ)]zd(n) = 0
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sonucuna ulaşılır.

Önerme 3.0.8(iv) eşitliğinden,

0 = d(x)[β ,k(γ)]zd(n) = [d(x)βd(n),z]k(γ) = [d(x)k(γ)d(n),z]β

olur. Burada her β ∈ Γ için d(x)k(γ)d(n) ∈Cβ olduğu için Önerme 3.0.11 den

d(x)k(γ)d(n) ∈CΓ

olur. d(x)k(γ)d(n) 6= 0 olacak şekilde x,n∈M var ise Önerme 3.0.6(vii) şıkkından,

M değişmeli Γ-halkadır.

Her x,n ∈M için d(x)k(γ)d(n) = 0 ise Önerme 3.0.12 dan

d(M)<r M veya d(M)<l M

olur. Hipotezden, 0 6= d(M) ⊆ Cγ olduğundan Önerme 3.0.10 dan M değişmeli

Γ-halkadır.

2
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4. Asal Gamma Halkalarının Değişmeliliği

Bu bölümde M Γ-halkasının türevleri ile M Γ-halkasının sağ ve sol operatör

halkalarının türevleri arasında bir ilişkinin olup olmadığı sorusuna yanıt

aranacaktır. Bu araştırma yapılırken H.Kandamar’ın "Asal Gamma Halkalarının

Değişmeliliği" makalesi ele alınmış ve bazı teoremlerde verilen hipotezlerin bir

kısmının kaldırılıp kaldırılamayacağı incelenmiştir.

M Γ-halka ve d, M Γ-halkasının bir k-türevi olsun. Bu türev (k,d) notasyonu ile

gösterilecektir. Şimdi H. Kandamar’ın bu türevden yararlanarak L sol operatör

halkası ve R sağ operatör halkası üzerinde türevi nasıl tanımladığını inceleyelim.

(k,d)+L : L→ L

(k,d)+L (∑i[xi,γi]) = ∑i([d(xi),γi]+ [xi,k(γi)]) ve

(k,d)∗R : R→ R

(k,d)∗R(∑i[γi,xi]) = ∑i([k(γi,xi]+ [γi,d(xi)]) olarak tanımlansın.

Önerme 4.0.1. (k,d), M Γ-halkasının bir türevi ise (k,d)+L ve (k,d)∗R, sırasıyla

L = [M,Γ] ve R = [Γ,M] operatör halkalarının türevleridir.

İspat: (k,d), M Γ-halkasının bir türevi olsun. (k,d)+L dönüşümünün L operatör

halkasının bir türevi olduğunu gösterelim. (k,d)+L fonksiyonu iyi tanımlıdır.

Her l1, l2 ∈ L için

(k,d)+L (l1 + l2) = (k,d)+L (l1)+(k,d)+L (l2)

olduğu görülebilir.

Ayrıca her ∑i[xi,γi],∑ j[y j,β j] ∈ L için (k,d)+L fonksiyonu göz önüne alınırsa

(k,d)+L (∑i[xi,γi].∑ j[y j,β j]) = (k,d)+L (∑i, j[xiγiy j,β j]

= ∑i, j([d(xiγiy j),β j]+ [xiγiy j,k(β j)])

= ∑i, j([d(xi)γiy j,β j]+ [xik(γi)y j,β j]+ [xiγid(y j),β j]+ [xiγiy j,k(β j)])

= ∑i, j([d(xi),γi].[y j,β j]+ [xi,k(γi)].[y j,β j]+ [xi,γi].[d(y j),β j]+ [xi,γi].[y j,k(β j)])

= ∑i([d(xi),γi]+ [xi,k(γi)]).∑ j[y j,β j]+∑i[xi,γi].∑ j([d(y j),β j]+ [y j,k(β j)])

= (k,d)+L (∑i[xi,γi]).∑ j[y j,β j ]+∑i[xi,γi].(k,d)+L (∑ j[y j,β j])
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eşitliklerinin sağlandığı görülür. Yani

(k,d)+L (∑
i
[xi,γi].∑

j
[y j,β j])= (k,d)+L (∑

i
[xi,γi]).∑

j
[y j,β j ]+∑

i
[xi,γi].(k,d)+L (∑

j
[y j,β j])

olur. Böylece (k,d)+L , L sol operatör halkasının bir türevi olur.

Aynı şekilde (k,d)∗R fonksiyonunun R sağ operatör halkasının bir türevi olduğu

gösterilebilir. 2

Önerme 4.0.2. a ∈ M ve γ ∈ Γ için (Iγa, Iaγ), M Γ-halkasının bir iç türevi olsun.

(Iγa, Iaγ)
+
L ve (Iγa, Iaγ)

∗
R sırasıyla L ve R operatör halkalarının , [a,γ] ve [γ,a] ile

üretilen iç türevidir.

İspat: Her y ∈ M ve her ∑i[xi,βi] ∈ L için (Iγa, Iaγ)
+
L fonksiyonunun tanımı göz

önüne alınırsa;

(Iγa, Iaγ)
+
L (∑i[xi,βi])(y) = ∑i([Iaγ(xi),βi]+ [xi, Iγa(βi)])(y)

= ∑i([aγxi− xiγa,βi]+ [xi,γaβi−βiaγ])(y)

= ∑i([aγxi,βi]− [xiγa,βi]+ [xi,γaβi]− [xi,βiaγ])(y)

= (∑i[aγxi,βi]−∑i[xiγa,βi]+∑i[xi,γaβi]−∑i[xi,βiaγ])(y)

= ∑i[aγxi,βi](y)−∑i[xiγa,βi](y)+∑i[xi,γaβi](y)−∑i[xi,βiaγ](y)

= ∑i aγxiβiy−∑i xiγaβiy+∑i xiγaβiy−∑i xiβiaγy

= ∑i(aγxiβiy− xiβiaγy)

= ∑i([a,γ][xi,βi]− [xi,βi][a,γ])(y)

= ([a,γ]∑i[xi,βi]−∑i[xi,βi][a,γ])(y)

= I[a,γ](∑i[xi,βi])(y)

eşitliklerinin sağlandığı görülür. Buradan her y ∈ M için (Iγa, Iaγ)
+
L (∑i[xi,βi])

endomorfizması ile I[a,γ](∑i[xi,βi]) endomorfizması aynı değeri aldığından

(Iγa, Iaγ)
+
L (∑

i
[xi,βi]) = I[a,γ](∑

i
[xi,βi])

bulunur. (Iγa, Iaγ)
+
L ile I[a,γ] L halkasının her elemanını aynı elemana götürdüğünden

(Iγa, Iaγ)
+
L = I[a,γ] olur.

Benzer şekilde (Iγa, Iaγ)
∗
R = I[γ,a] olduğu da görülebilir. 2
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Önerme 4.0.3. M asal Γ-halka, a, M Γ-halkasının sıfırdan farklı bir elemanı ve

γ , Γ grubunun sıfırdan farklı bir elemanı olsun. Iaγ = 0 olması için gerek ve yeter

koşul [γ,a] ∈CenR ve [a,γ] ∈CenL olmasıdır.

İspat: Iaγ = 0 olsun.

Her x ∈M için Iaγ(x) = 0 olur. Burada (N3) göz önüne alınırsa;

aγx− xγa = 0

⇒ aγx = xγa

⇒ yβaγx = yβxγa, ∀y ∈M and ∀β ∈ Γ

⇒ yβaγx = aγyβx, ∀y ∈M and ∀β ∈ Γ

⇒ yβaγx = yγaβx, ∀y ∈M and ∀β ∈ Γ

⇒ y(βaγ− γaβ )x = 0, ∀y ∈M and ∀β ∈ Γ

⇒ βaγ− γaβ = 0, ∀β ∈ Γ

⇒ Iγa(β ) = 0, ∀β ∈ Γ

⇒ Iγa = 0

gerektirmelerinin sağlandığı görülür.

Sonuç olarak Iaγ = 0 ve Iγa = 0 olduğu görülür. Böylece Önerme 4.0.2 kullanılarak;

0 = (Iγa, Iaγ)
+
L = I[a,γ] = 0 ve 0 = (Iγa, Iaγ)

∗
R = I[γ,a] = 0 elde edilir. Bu durumda

[a,γ] ∈CenL ve [γ,a] ∈CenR olur.

Şimdi [a,γ] ∈CenL ve [γ,a] ∈CenR olsun. Buradan

I[a,γ] = 0 ve I[γ,a] = 0

olduğu görülür. Önerme 4.0.2 kullanılarak

(Iγa, Iaγ)
∗
R = 0 ve (Iγa, Iaγ)

+
L = 0

bulunur. Böylece her [x,β ] ∈ L ve her [β ,x] ∈ R için sırasıyla

(Iγa, Iaγ)
+
L ([x,β ]) = 0 ve (Iγa, Iaγ)

∗
R([β ,x]) = 0

elde edilir. Burada (Iγa, Iaγ)
+
L ve (Iγa, Iaγ)

∗
R iç türev oldukları kullanılırsa

([Iaγ(x),β ]+ [x, Iγa(β )]) = 0 ve ([Iγa(β ),x]+ [β , Iaγ(x)]) = 0
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eşitliklerine ulaşılır. Burada her n,m,x ∈M için birinci eşitlik sağdan n ile, ikinci

eşitlik soldan m ile çarpılırsa, her β ∈ Γ için

Iaγ(x)βn+ xIγa(β )n = 0 ve mIaγx+mβ Iaγ(x) = 0

elde edilir. Bu eşitlikler kullanılarak

Iaγ(xβn) = Iaγ(x)βn+ xIγa(β )n+ xβ Iaγ(n) = xβ Iaγ(n) (4.0.1)

ve

Iaγ(mβx) = Iaγ(m)βx+mIγa(β )x+mβ Iaγ(x) = Iaγ(m)βx (4.0.2)

bulunur.

4.0.1 ve 4.0.2 eşitliklleri kullanılırsa

Iaγ(mβx) = mβ Iaγ(x) = Iaγ(m)βx

olduğu görülür.

Son eşitlikte a ∈M olmak üzere x yerine a yazılırsa her β ∈ Γ,m ∈M için

0 = mβ Iaγ(a) = Iaγ(m)βa

olur. Her β ∈ Γ için bu eşitlik geçerli olduğundan

Iaγ(m)Γa = 0

olduğu görülür. M asal Γ-halka ve a 6= 0 olması kullanılırsa her m ∈M için

Iaγ(m) = 0

elde edilir. Her m ∈M için Iaγ fonksiyonu sıfıra eşit olduğundan

Iaγ = 0

olur. 2
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Teorem 4.0.4. M asal Γ-halkası olsun. M Γ-halkasının değişmeli olması için gerek

ve yeter koşul L ve R operatör halkalarının değişmeli olmasıdır.

İspat: M Γ-halkası değişmeli olsun. O zaman her a,x ∈M ve her γ,β ∈ Γ için

Iaγ(x) = aγx− xγa ve Iγa(β ) = γaβ −βaγ

olur. Burada M Γ halkası değişmeli ve benzer şekilde Γ M-halkası da değişmeli

olduğundan her x ∈M ve her β ∈ Γ için Iaγ = 0 ve Iγa = 0 olur. Böylece Önerme

4.0.3 kullanılarak a ∈M ve γ ∈ Γ için

[γ,a] ∈CenR ve [a,γ] ∈CenL

sonucuna ulaşılır. Böylece R= [Γ,M] ve L= [M,Γ] sağ ve sol operatör halkalarının

değişmeli olduğu görülür. 2

Önerme 4.0.5. γ , M asal Γ-halkasının sıfırdan farklı bir elemanı ve U, UγU 6= 0

olacak şekilde M Γ-halkasının sıfırdan farklı bir sol ideali olsun. Her v ∈U için

Ivγ(U) = 0 ise her β ∈ Γ için Ivβ (U) = 0 olur.

İspat: Her v ∈U için Ivγ(U) = 0 olsun. O zaman her u,v ∈U için [v,u]γ = 0 olur.

U <l M olduğundan her x ∈M ve her β ∈ Γ için [u,v]γxβ = 0 olur. Böylece

vγxβu−uγxβv = 0

elde edilir. Bu eşitlikte x yerine w ∈U ve δ ∈ Γ olmak üzere xδw yazılırsa

uγxδwβu−uγxδwβv = wγxδvβu−wγxδuβv = wγxδ [v,u]β = 0

eşitliğine ulaşılır. Eşitlik her δ ∈ Γ için geçerli olduğu için

wγxΓ[v,u]β = 0

yazılabilir. M Γ-halkası asal olduğundan son ifade

wγx = 0 veya [v,u]β = 0
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olmasını gerektirir. Diğer yandan UγU 6= 0 olduğundan her v,u ∈U ve her β ∈ Γ

için

[u,v]β = 0

elde edilir. O halde her v ∈U için Ivβ (U) = 0 olur. 2

Önerme 4.0.6. M asal Γ-halka ve U, M Γ-halkasının sıfırdan farklı bir sol ideali

olsun. Her v ∈U, β ∈ Γ için Ivβ (U) = 0 ise L sol operatör halkası değişmelidir.

İspat: Her u,v ∈U ve her β ∈ Γ için Ivβ (u) = 0 olsun. Burada δ ∈ Γ ve x ∈M için

u yerine xδu yazılırsa,

0 = Ivβ (xδu) = Ivβ (x)δu+ xIβv(δ )u+ xδ Ivβ (u) = Ivβ (x)δu+ xIβv(δ )u

olduğu görülür ve

Ivβ (x)δu+ xIβv(δ )u = 0

eşitliğine ulaşılır. Bu eşitlikte u yerine α ∈ Γ ve y ∈M olmak üzere yαu yazılırsa,

Ivβ (x)δyαu+ xIβv(δ )yαu = 0

eşitliği elde edilir. Burada her α ∈ Γ ve her u ∈U için

(Ivβ (x)δy+ xIβv(δ )y)αu = 0

olduğu görülür. Böylece eşitlik her α ∈ Γ için doğru olduğundan

(Ivβ (x)δy+ xIβv(δ )y)ΓU = 0

elde edilir. M Γ-halkasının asal olması ve U 6= 0 hipotezi kullanılarak

Ivβ (x)δy+ xIβv(δ )y = 0

bulunur. Yani

((Iβv, Ivβ )
+
L [x,δ ])(y) = 0
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olur. Bu durumda L sol operatör halkası olmak üzere her β ∈ Γ, v ∈U için

(Iβv, Ivβ )
+
L = 0

olduğu görülür. Burada Önerme 4.0.2 kullanılırsa son ifade her v∈U ve β ∈ Γ için

I[v,β ] = 0 olmasını gerektirir. Böylece

[U,Γ]⊆CenL

olur. Halka teorisinde, merkezinde sıfırdan farklı tek yanlı bir ideale sahip olan

her asal halka değişmelidir. Yani burada L asal halka, [U,Γ], L = [M,Γ] operatör

halkasının sıfırdan farklı bir sol ideali ve [U,Γ], L operatör halkasının merkezinde

olduğu için L halkası değişmeli olur.

2

Önerme 4.0.7. M asal Γ-halka,0 6= γ ∈ Γ ve U, UγU 6= 0 olacak şekilde M

Γ-halkasının sıfırdan farklı bir sağ ideali olsun. Her v ∈ U için Ivγ(U) = 0 ise

her β ∈ Γ için Ivβ (U) = 0 olur.

İspat: İspat Önerme 4.0.5 ispatına benzer şekilde yapılabilir. 2

Önerme 4.0.8. M asal Γ-halka ve U, M Γ-halkasının sıfırdan farklı bir sağ ideali

olsun. Her v ∈U,β ∈ Γ için Ivβ (U) = 0 ise R sağ operatör halkası değişmelidir.

İspat: İspat Önerme 4.0.6 ispatına benzer şekilde yapılabilir. 2

Teorem 4.0.9. M asal Γ-halka, γ , Γ grubunun sıfırdan farklı bir elemanı ve U,

UγU 6= 0 olacak şekilde M Γ-halkasının sıfırdan farklı bir sol(veya sağ) ideali

olsun. Her v ∈U için Ivγ(U) = 0 ise L(veya R) değişmelidir.

İspat: U , M Γ-halkasının sıfırdan farklı bir sol ideali olsun. Ivγ(U) = 0 olduğu için

Önerme 4.0.5 ten her β ∈ Γ için Ivβ (U) = 0 olur. Burada Önerme 4.0.6 (Önerme

4.0.7) kullanılırsa son ifade L(R) operatör halkasının değişmeli olmasını gerektirir.

2
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Sonuç 4.0.10. M asal Γ-halka,γ , Γ grubunun sıfırdan farklı bir elemanı ve A, M

Γ-halkasının sıfırdan farklı iki yanlı bir ideali olsun. Her a ∈ A için Iaγ(A) = 0 ise

M Γ-halka değişmelidir.

İspat: A 6= 0 ise AγA 6= 0 olur. Çünkü AγA = 0 olursa γ = 0 olması gerekir ve bu

durum γ 6= 0 oluşuyla çelişir. A, M Γ-halkasının sıfırdan farklı iki yanlı bir ideali

olduğu için, Teorem 4.0.9 dan L ve R operatör halkaları değişmelidir. Böylece

Önerme 4.0.4 ten M Γ-halkası değişmeli olur. 2

Önerme 4.0.11. M asal Γ-halka ve A, M Γ-halkasının bir ideali olsun. Her a ∈ A

için aγa = 0 olacak şekilde sıfırdan farklı bir γ ∈ Γ var ise A = 0 olur.

İspat: Her a ∈ A için aγa = 0 ve A 6= 0 olsun. β ∈ Γ ve x ∈M için a+ xβa ∈ A

olduğundan,

(a+ xβa)γ(a+ xβa) = 0

olduğu görülür. Buradan

aγa+aγxβa+ xβaγa+ xβaγxβa = 0

eşitliğine ulaşılır ve bu eşitlikte aγa = 0 ve her x ∈M, β ∈ Γ, a ∈ A olmak üzere

xβa ∈ A olduğundan xβaγxβa = 0 olması kullanılırsa

aγxβa = 0

eşitliği elde edilir. Böylece her β ∈ Γ, a ∈ A ve x ∈M için

(aγxβa)γx = (aγx)β (aγx) = 0

olur ve bu eşitlik her β ∈ Γ için geçerli olduğundan

(aγx)Γ(aγx) = 0

elde edilir. M Γ-halka asal olduğundan her a ∈ A ve her x ∈M için

aγx = 0
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olduğu görülür. Bu eşitlik her a ∈ A ve her x ∈M için doğru olduğundan

AγM = 0

eşitliğine ulaşılır. Buradan

AΓMγM ⊆ AγM = 0

olur. Tekrar M Γ-halkanın asal olması ve A 6= 0 olması kullanılarak

MγM = 0

elde edilir ve Tanım 2.2.1 (N3) özelliğinden γ = 0 olur. Bu durum γ 6= 0 oluşuyla

çelişir. O zaman A 6= 0 kabulü yanlıştır ve A = 0 sonucuna ulaşılır. 2

Önerme 4.0.12. [6] M Nobusawa anlamında asal Γ-halka, U, M Γ-halkasının

sıfırdan farklı bir sol (ya da sağ) ideali ve γ , Γ grubunun sıfırdan farklı bir elemanı

olsun. U ⊆Cγ ise M Γ-halkası değişmelidir.

Teorem 4.0.13. M karakteristiği ikiden farklı olan Nobusawa anlamında asal

Γ halka ve A, M Γ-halkasının sıfırdan farklı bir ideali olsun. Her a ∈ A için

I2
aγ = 0 olacak şekilde Γ grubunun sıfırdan farklı bir γ elemanı varsa M Γ-halka

değişmelidir.

İspat: Her a∈ A için I2
aγ = 0 olsun. Yani her x∈M ve her a∈ A için [[x,a]γ ,a]γ = 0

olsun. Bu durumda

aγa = 0 veya a ∈Cγ (4.0.3)

olur. Şimdi N = {a ∈ A : aγa = 0} kümesinin A asal Γ-halkasının ideali olduğunu

gösterelim.

Önce N kümesinin A grubunun alt grubu olduğunu gösterelim. a ve b, N kümesinin

sıfırdan farklı elemanları olsun. O zaman

aγa = 0 ve bγb = 0
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olur. a+b /∈N olsun. Yani (a+b)γ(a+b) 6= 0 olsun. Burada 0 6= a+b∈ A olduğu

için a+b ∈Cγ olur. Böylece

(a+b)γ(a+b) = aγa+aγb+bγa+bγb ∈Cγ (4.0.4)

olduğu görülür. Buradan

aγb+bγa ∈Cγ

elde edilir. Burada aγb 6= 0 olur. Çünkü aγb = 0 olursa

bγa = bγ(a+b) = (a+b)γb = aγb = 0

olur ve bu durum (a+ b)γ(a+ b) = aγb+ bγa 6= 0 oluşuyla çelişir. Bu durumda

aγb 6= 0 ve aγb ∈ A olduğundan 4.0.3 eşitliği kullanılırsa

(aγb)γ(aγb) = 0 veya aγb ∈Cγ

olduğu görülür. Eğer (aγb)γ(aγb) = 0 ise (bγa)γ(bγa) = 0 olur. Böylece

(a+b)γ(a+b)γ(a+b)γ(a+b)

= aγaγa+aγaγb+aγbγa+aγbγb+bγaγa+bγaγb+bγbγa+bγbγb = 0

eşitliğine ulaşılır.

Diğer yandan aγb ∈Cγ ise bγa ∈Cγ olur. Buradan,

(a+b)γ(a+b)γ(a+b)γ(a+b) = 0

elde edilir. Burada (a+b) ∈Cγ ve M Γ halkasının asal oluşu kullanılarak

Mγ(a+b) = 0

olduğu görülür. Böylece her x ∈ M için xγ(a + b) = 0 olduğundan özel olarak

a+b ∈M için de

(a+b)γ(a+b) = 0
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olur. Bu durum (a+b)γ(a+b) 6= 0 oluşuyla çelişir. O halde a+b ∈ N dir.

Son olarak N altgrubunun A Nobusawa anlamında Γ halkasının bir ideali olduğunu

gösterelim. Önce N, A asal Γ-halkasının bir sağ ideali olduğunu gösterelim.

N <r A olmasın. Sağ ideal tanımından n0β0s0 /∈N olacak şekilde en az bir n0,β0,s0

vardır. N kümesinin tanımından

n0β0s0γn0β0s0 6= 0

olur. n0 ∈ N olduğu kullanılırsa n0β0s0 ∈Cγ olduğu görülür. Bu durumda

n0β0s0γn0 = n0γn0β0s0 = 0

eşitliklerine ulaşılır. Böylece

n0β0s0γn0β0s0 = 0

eşitliği sağlanır. Bu da başta aldığımız n0β0s0γn0β0s0 6= 0 kabulü ile çelişir.

O halde N <r A olmalıdır.

Benzer şekilde N <l A olduğu gösterilir.

Sonuç olarak N, A Nobusawa anlamında Γ halkasının ideali olur ve Önerme 4.0.11

den N = 0 olur. O halde her 0 6= a ∈ A için aγa 6= 0 elde edilir. Böylece her a ∈ A

için a ∈Cγ olduğundan A⊆Cγ olur. Bu durumda M Γ-halkası değişmelidir. 2
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