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OZET

TUREVLI HALKALARIN
DEGISMELILIGI
UZERINE

Goksin GURBUZ

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigmant: Prof. Dr. Hatice KANDAMAR
2018, 89 sayfa

Bu calismada, karakteristigi ikiden farkli olan asal halkalarda, Lie ideal,
(0,7)—Lie ideal ve (o0,7)— Jordan ideal iceren degismelilik kosullarinin
bazilarina yer verilmistir. Caligsma temel olarak 4 boliimden olugmaktadir. Birinci
boliimde bu konuyla igili yapilan ¢aligmalar anlatilmistir. Ikinci boliimde, bu tezi
anlamada ve okumada kolaylik saglayacak bazi genel bilgilere yer verilmistir.
Ayrica calismada kullanilan kavram ve 6nemli sonuclar yine bu boéliimde yer
almaktadir.  Uglincii boliimde tiirev ve (o,7)—tiirevli halkalarda [3], [4] ve
[5] calismalart incelenerek Lie ideal ve (o,7)—Lie ideal iceren degismelilik
kosullarinin bazilar incelenmistir. Dordiincti bolimde tiirevli halkalarda (o, 7)—
sag Jordan ideal iceren [11] ve [12] ¢alismalar1 incelenerek degismelilik kogullarina
deginilmigtir.

Anahtar Sozciikler: Asal halka, Tiirev, (0, T)— tiirev, Lie ideal, (o, 7)—Lie ideal,
(o, 7)—Jordan ideal.
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ABSTRACT

ON COMMUTATIVITY OF RINGS
WITH DERIVATION
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M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Hatice KANDAMAR
2018, 89 pages

In this study, Lie ideal, (0,7)—Lie ideal and (o,7)— Jordan ideal are given
some commutativity conditions of the characteristic two of different prime rings.
This study consists of 4 chapters. In the first chapter, information about the
corresponding subject has been reviewed. In the second chapter, the general
background which may help to make the understanding and the reading of this
thesis easier is fixed. Further, the basic notions and the frequently used important
results from the references take places in this chapter. In the third chapter, [3], [4]
ve [5] studies by examining derivation and (o, 7)— derivations with rings the
conditions of commutativity of the rings. In the fourth chapter, derivations with
rings (o, 7T)— right Jordan ideal including [11] ve [12] stduies by examining the
conditions of commutativity of the rings.

Key Words: Prime ring ,Derivation, (o, 7)—Derivation, Lie ideal, (o, 7)—Lie
ideal, (o, 7)—Jordan ideal.
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1. GIRIS

Asal halkalarda tiirev tanimini ilk kez 1957 yilinda E.C. Posner ortaya koymustur.
Posner (1957) bu calismasinda, tiirevli asal halkalarin tiirev igeren bazi kosullar
altinda degismeliligini incelemistir. Giiniimiize kadar tiirev konusuyla ilgili pek
cok cailsmalar yapilmistir. Bu konudaki ilk caligmalar Herstein (1979); Giambruno
ve Herstein (1981); P. H. Lee ve T. K. Lee (1981) tarafindan yapilmagtir. [8], [16]
1957 yilinda E. C. Posner, karakteristigi ikiden farkli olan bir R asal halkasinda
tanimh d;, d, tiirevleri icin dyd, = 0 tiirev ise bu takdirde d; = 0 veya d» = 0
oldugunu gostermistir. [17]

I. N. Herstein 1978 yilinda , R asal halkasindaki sifirdan farkli d tiirevi igin
d(R) C Z kosulu saglandig1 takdirde R halkasinin degismeli bir halka oldugunu
ispatlamstir. Ayrica R asal halkasinda her x,y € R i¢in [d(x),d(y)] = 0 ise, halkanin
degismeli oldugunu gostermistir. [8]

P. H. Lee ve T. K. Lee 1981 yilinda, R asal halkasinda d;, d, tiirevleri i¢in hem
dyd2(R) C Z iken hem de [d(R),d(R)] C Z oldugu takdirde R halkasinin degigsmeli
oldugunu ispatlamiglardir. [15]

1981 yilinda J. Bergen, I.LN Herstein ve J.W.Kerr tarafindan, yukarida verilen
kosullart genellestirmiglerdir. Yani dj,d, R halkasinin tiirevleri olmak {izere
d1d>(U) = 0 iken U idealinin merkez tafarindan kapsandigi gosterilmistir [6].
Yine 1. N. Herstein’in, 1979 yilinda R asal halkasindaki bir a eleman: icin
[d(R),a] =0, ([a,d(R)] = 0) kosulu saglandiginda, bu a elemaninin R halkasinin
merkezine ait oldugunu gostermesinin ardindan P.H.Lee ve T.K.Lee 1981
yilinda, R asal halkasinda [a,d(R)] C Z, ([d(R),a] C Z) ise a € Z oldugunu
ispatlamiglardir. [8], [15] Aynmi yil, J. Bergen, I. N. Herstein ve J. W. Kerr, R
halkasinin merkezinde kapsanilmayan bir U Lie ideali i¢in, [a,d(U)] = 0 iken bu
sonucu genellestirmigler. Ayrica [a,d(U)] C Z iken a € Z oldugu H. Lee ve T. K.

Lee tarafindan gosterilmistir [6].
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Daha sonra aynmi yilda J. Bergen, I. N. Herstein ve J. W. Kerr tarafindan, bu
kosuldaki R yerine, R halkasinin bir U ideali alinarak, U idealinin halkanin
merkezine ait oldugu gosterildi. [6]

1991 yilinda N. Aydin U, R halkasinin sifirdan farkli bir Lie ideali olmak iizere
[d(U),d(U)] C Zise, U C Z oldugunu gostermistir.

2002 de M. Ashraf ve N.Rehman, U, R halkasimin sifirdan farkli bir ideali,
d, R iizerinde bir (o,7)-tirev ve do = od, dt = td iken, her x,y € U i¢in
[d(x),d(y)] = 0 iken halkanin degismeli oldugunu ispatlamiglardir. [1]

Bu calismada, karakteristigi ikiden farkli olan asal halkalarda, Lie ideal,
(0,7)—Lie ideal ve (0,7)— Jordan ideal igeren degismelilik kosullarinin
bazilarina yer verilmistir. Calisma temel olarak 4 boliimden olugsmaktadir. Birinci
boliimde bu konuyla igili yapilan calismalar anlatilmistir. Ikinci boliimde, bu tezi
anlamada ve okumada kolaylik saglayacak bazi genel bilgilere yer verilmistir.
Ayrica calismada kullanilan kavram ve onemli sonuclar yine bu bélimde yer
almaktadir. Ugiincii boliimde 1992 yilinda N. Aydin ve K Kaya, d; bir (o, 7)-tiirev,
d bir tiirev olmak iizere, didy(R) = 0 iken d; = 0 veya d, = 0 oldugunu, U, R
halkasinin sifirdan farkl bir ideali ve d, R iizerinde bir (o, 7)-tiirev iken

i) [d(U),d(U)]g,e= 0

i)[d(R),d(R)]6,: C Coyr

kosullar1 altinda R halkasinin degismeli bir halka oldugunu ispatlamiglardir.
Ayrica R asal halkasinda tammli bir d (o, 7)-tiirevi i¢in, [d(R),d]s,r C Cg,r ise
a € Z oldugu sonucunu buldu. 1995 yilinda N. Aydin ve M. Soytiirk, bu sonucu
(0, 7)-Lie ideal i¢in ispatladu. [4], [5]

1993 yilinda H. Kandamar ve K.Kaya hem d(U) C Cy, iken hem de d(U) C Z
iken R halkasinin degismeli oldugunu ispatlamislardir. [11]

Dérdiincii boliimde 1993 yilinda K. Kaya, H. Kandamar ve N. Aydin, (o, 7)-Jordan
ideali ve d, R halkasinin sifirdan farkli tiirevi olmak iizere U degismeli ise R

halkasinin  degismeli oldugu, (U,U)s,:C Cs,r iken R halkast degismeli



3

oldugu ispatlanmigtir. Ayrica U ¢ Z ise U, R halkasinin (M,R)s,. C U fakat
(M,R)s,: ¢ Cg,r sartim saglayan sifirdan farkli bir M idealini kapsadigi ve U ¢ Z

ise U, R halkasinin sifirdan farkl bir idealini kapsadig1 gosterilmisgtir. [12]
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2. ON BILGILER

Bu boéliimde, bu ¢alismanin diger boliimlerinde kullanilan temel tanim, teorem ve

Onermeler ayrintilar ile verilecektir.

Tamm 2.0.1. [2] R bog olmayan bir kiime ve "+" , "." R kiimesi {izerinde taniml1
ikili iglemler olsun. Eger R kiimesi icin

i) (R,+) degismeli grup

ii) Her a,b,c € R igin (ab)c = a(bc)

iii) Her a,b,c € Ri¢in a(b+c¢) = ab+ bc ve (b+c)a = ba+ ca

kosullar1 saglaniyorsa R kiimesine bu ikili iglemlere gore bir halka denir.

Tanim 2.0.2. [2] R bir halka ve S, R halkasinin bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
R halkasindaki islemlere gore S kiimesi bir halka ise bu kiimeye R halkasinin bir

alt halkasi denir.

Tanmm 2.0.3. [2] (0) ve R, R halkasinin alt halkalaridir. Bunlara R halkasinin
agikar althalkalar1 denir. Agikar olmayan althalkalara R halkasinin o6zalt

halkalari denir.

Tanim 2.0.4. [2] R bir halka ve H, R halkasinin bog olmayan bir alt kiimesi olsun.
Eger

i)Hera,pc Higcina—bec H

ii) Hera€e H,r € Rigcinra € H (ar € H)

kosullart saglaniyorsa H kiimesine R halkasinin bir sol (sag) ideali denir. H, R
halkasinin hem sag ideali , hem de sol ideali ise H kiimesine R halkasinin iki yanh

ideali denir.

Tamm 2.0.5. [2] R bir halka, P R halkasinin kendisinden farkli ideali olsun. R
halkasinin her A,B ideali i¢cin AB C P iken A C P veya B C P oluyorsa P idealine

R halkasinin asal ideali denir.
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Tanim 2.0.6. [2] R bir halka, her a,b € R i¢in aRb = 0 oluyorsa R halkasina asal
halka denir.

Onerme 2.0.7. R bir halka olsun. Bir G toplamsal grubu iki ézalt grubun birlegimi
olarak yazilamaz.

Ispat: A ve B, G toplamsal alt grubunun iki 6z altgrubu olsun. G = A U B olsun.
G = A veya G = B oldugunu gostermeliyiz. Varsayalim G # A olsun. O zaman
G=B oldugunu gostermeliyiz. G # A oldugundan x € G ve x ¢ A olacak sekilde en
az bir x eleman1 vardir. G = AU B oldugundan x € B dir. B, G toplamsal grubunun
alt grubu oldugundan B C G oldugu agiktir. Acaba G C B midir? G ¢ B oldugunu
kabul edelim. O zaman G grubunun B alt grubunda olmayan bir y elemani vardir.
G = AUB oldugundan y € A olur. Buradan x+ y € B olur. Ciinkii x+ y & B olsaydi
x+y € A ve A toplamsal alt grup oldugundan x € A olurdu. Ancak x ¢ A oldugundan
celigki olur. Dolayisiyla x € B ve B toplamsal alt grup oldugundan y € B olur. Bu
durum y ¢ B olmasiyla ¢elisir. O halde G ¢ B olmaz. Yani G C B olur. Buradan
G C B ve B C G oldugundan G = B dir. Benzer sekilde G # B iken G = A oldugu

goriiliir.

Onerme 2.0.8. /2] R halka olsun. Buna gire asagidakiler denktir.

i) R asal halkadr.

ii) a,b € Ricin aRb =0 ise a=0veya b =0 dir.

iii) R halkasimn sifirdan farkli her sag idealinin sag sifirlayant sifirdir.

iv) R halkasimin sifirdan farkl her sol idealinin sol stfirlayant sifirdir.

Tanim 2.0.9. [4] R bir halka ve d : R — R doniisiim olsun. Her x,y € R i¢in

Dd(x+y)=d(x)+d(y)
i) d(xy) = d(x)y +xd(y)

kosullar1 saglaniyorsa d doniisiimiine R halkasinin tiirevi denir.
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Tamim 2.0.10. [2] R bir halka, her a € R i¢in na = 0 olacak sekilde n € Z* tam
saylarinin en kiiciigiine R halkasinin karakteristigi denir. CharR = n ile gosterilir.

Eger boyle bir pozitif tam say1 yoksa halkanin karekteristigi sifirdir denir.

Tamim 2.0.11. [2] R bir halka olsun.

Z={c€R|cx=xc VxE€R}

kiimesine R halkasinin merkezi denir.

Tamm 2.0.12. [9] R bir halka olsun. Her x,y € R i¢in

[x,y] = xy —yx

esitligi ile gosterilen ifadeye Lie komutatorii,

(x,y) = xy + yx
esitligi ile gosterilen ifadeye de Jordan komiitatorii denir.

Tanim 2.0.13. [17] R bir halka ve a € R olsun. I, : R — R her x € R i¢in I,(x) =
[a,x] ile tanimlanan I, doniisiimiine R halkasimnin a elemani tarafindan iiretilen i¢

tiirevi denir.

Tanmm 2.0.14. [9] R bir halka ve U, R halkasinin toplamsal alt grubu olsun. Her
reRveucU igin
[u,r] €U

ise U toplamsal alt grubuna R halkasinin Lie ideali denir.

Tamm 2.0.15. [10], [12] R bir halka, o ve T R halkasinin iizerinde tanimli iki

doniisiim olsun. Her x,y € R icin

%, Y]6re=x0(y) — T(y)x



esitligine (o, 7)-Lie komiitatorii,

(-xay)GJ’C = xo(y) + T(y)x
esitligine de (o, 7)-Jordan komiitatorii denir.

Tanim 2.0.16. [12] R bir halka, U, R halkasinin toplamsal bir alt grubu ve ¢,7 :
R — R iki otomorfizma olsun.

i) [U,R]s,: C U ise U toplamsal alt grubuna (o, 7)—sag Lie ideal denir.

ii) [R,U]s,: C U ise U toplamsal alt grubuna (o, 7)—sol Lie ideal denir.

iii) U toplamsal alt grubu hem (o, 7)— sag Lie ideal ve hem de (o, 7)-sol Lie ideal

ise U toplamsal alt grubuna (o, 7)—Lie ideal denir.

Tanmm 2.0.17. [12] R bir halka , U, R halkasinin toplamsal bir alt grubu ve ¢, 7 :
R — R iki otomorfizma olsun.

i) (U,R)s,z C U ise U toplamsal alt grubuna (o, 7)—sag Jordan ideal denir.

ii) (R,U)s,z C U ise U toplamsal alt grubuna (o, 7)—sol Jordan ideal denir.

iii) U toplamsal alt grubu hem (o, T)— sag jordan ideal ve hem de (o, 7)-sol Jordan

ideal ise U toplamsal alt grubuna (o, 7)—Jordan ideal denir.

Tamim 2.0.18. [12] R bir halka olsun. { ¢ € R | co(x) = T(x)c Vx € R} kiimesine

R halkasinin Cg,; merkezi denir.

Tanim 2.0.19. [2] R ve S iki halka olsun. f: R — § bir doniisiim olsun. Her
a,b € R icin

i) fla+b)=f(a)+f(b)

ii) flab)=f(a)f(b)

kosullar1 saglantyorsa f doniisiimiine halka homomorfizmasi denir.

Eger f halka homorfizmas1 1-1 ve orten ise f doniisiimiine halka izomorfizmasi
denir.

f: R — R halka izomorfizmasina R halkasinin halka otomorfizmasi denir.
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Tanim 2.0.20. [2] R ve H iki halka ve f : R — H bir halka homomorfizmasi olsun.
kerf ={ac G| f(a)=ep}

esitligi ile tanimlanan kiimeye f halka homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir.

Tanmm 2.0.21. [12] R bir halka ve d : R — R toplamsal doniigsim ve ¢,7 R

halkasinin iki doniigiimii olsun. Her x,y € R i¢in

d(xy) = d(x)o(y) +t(x)d(y)
kosulu saglaniyorsa d doniisiimiine (o, 7)— tiirev denir.
Onerme 2.0.22. R karekteristigi ikiden farkl bir asal halka olsun.
b,ab e Zisea € Zveyab=\.
Ispat: b,ab € Z olsun. Bu durumda her x € R igin (ab)x = x(ab) esitligi saglanir.

b € Z oldugundan son ifade
(ax)b = (xa)b

olmasini gerektirir. Buradan (ax —xa)b = 0 oldugu goriiliir. Bu [a,x]b = 0 olmasini
gerektirir. Boylece her r € R i¢in [a,x|br = 0 olur. Her r € R i¢in b € Z oldugundan
son esitlikten [a,x]rb = 0 olur. Buradan [a,x]Rb = 0 elde edilir. R asal halka

oldugundan son ifade
[a,x] =0veyab=0
olmasim gerektirir. O halde
ac€eZveyab=0

olur. O

Onerme 2.0.23. [10] R asal halka, U, R halkasimn Lie ideali ve d, (G, T)— tiirev
olsun. O halde d(U) = (0) ise U C Z olur.
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Onerme 2.0.24. [10] R asal halka, U, R halkasiun Lie ideali ve (o,7)— tiirev
olsun. U ¢ Z ve t € R olsun. O halde td(U) = (0) veya (d(U)t =0) ise t =0

ifadesi saglanir.

Onerme 2.0.25. [10] R asal halka, U, R halkasiun Lie ideali ve d, (o,7)— tiirev
olsun. Bu durumda d(U) C Z ise U C Z olur.

Onerme 2.0.26. [10] R asal halka, U, R halkasimin Lie ideali ve d , (0,7)— tiirev

a € Rolsun. O zaman U ¢ Z ve [U,a] C Z ise a € Z olur.

Teorem 2.0.27. [10] R asal halka, U, R halkasimin Lie ideali ve d, (0, 7)— tiirev
olsun. O zaman [U,d(U)] C Zise U C Z dr.

Teorem 2.0.28. [10] R asal halka, U, R halkasimin Lie ideali ve d, (0, 7)— tiirev
olsun. 6d =do td =dt ve U, d(U) C U olacak sekilde R halkasimin lie ideali
olsun. O halde d*(U) = (0) ise U C Z olur:

Onerme 2.0.29. [12] R bir asal halka, U, R halkasinin stfirdan farkli (o,7)—
Jordan ideali, dy : R — R, (0,7)-tiirevve dy : R — R, (o, )- tiirev, dyot = ady ve
dioe = ady, a : R — R otomorfizma olsun. Eger d\d,(U) =0 ve dp(U) = 0 olacak
sekilde R halkasimn sifirdan farkli U ideali varsa dy = 0 veya dy = 0 olur.

Onerme 2.0.30. R bir asal halka olsun. Her x,y,z € R icin asagidaki egitlikler
saglanr.

i) [y, = [x.2ly +xly,2]

i) [x,yz] = [x,y]z+y[x,Z]

i) [x, [y, z]] + [y, [z,x]] + [z, [x,¥]] =0 Jacobi ozdesligi

) [o,y] = = [y

v) oy +2 = oyl +[x2

Onerme 2.0.31. /4], [5], [10], [11], [12], R bir asal halka, o, 7T:R— R

halkasinda iki doniigiim olsun. Her x,y,z € R icin asagidaki esitlikler saglanir.
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D) [x,¥]o,e=x0(y) — T(y)x

ii) [x,yZ]o,e = T(y)[x, 7)o c +[x,V]o:1c 0(2)

iii) [xy, 2o, = x[y,Zo,c +[x, T(2)]y = x[y, 0(2)] + [x,2]6 0y
w)[[x, Y], 2]=[%, 260, Yore +IX, [1:2]] 00

v) x—¥2e=[X,2oc — 2o

vi) dx,y]o,c = [d(x),¥]o:c +[x,d(¥)]o

vi) (x,y2)6 = T(¥)(x,2)0,c +[X,Y]6,2 0(2)

viii) (xy,2)6,0=X(¥,2)a,7 —[X, T(2)]y

Onerme 2.0.32. /3] R bir asal halka U, R halkasiun sifirdan farkli (c,7)— Lie
ideali, d, # 0 (o, 7)-tiirev ve dy # 0 tiirev olsun. didy(U) C Cg,c ve dy(U) C U

olacak sekilde R halksinin sifirdan farkl U ideali varsa R degismelidir.

Onerme 2.0.33. /7] R yar: asal halka olsun. Her x,y € R ve a € R igin [a, [x,y]] =0

kosulu saglaniyorsa a € Z olur.

Sonug 2.0.34. [12] R asal halka ve U, R halkasuun sifirdan farkli (o,7)- Jordan
ideali olsun. O halde (U,U)s,; C Z ise R halkast degismelidir.

Onerme 2.0.35. [7] R bir yari-asal halka ve U, R halkasinn sifirdan farkli sag
ideali olsun. O zaman Z(U) C Z(R) olur.

Teorem 2.0.36. [16] R bir asal halka, d R halkasimin sifirdan farkl tiirevi
olsun.[d(U),d(U)] C Zise U C Z olur.

Onerme 2.0.37. [6] R bir asal halka, U, R halkasimn Lie ideali ve d sifirdan farkli

bir tiirev olsun. O zaman d(U) C Z ise U C Z olur.

Onerme 2.0.38. [7] R bir asal halka, U, R halkasinin sifirdan farkli ideali ve a € R
olsun. O halde [U,a] = 0 ise a € Z ifadesi saglanir.

Teorem 2.0.39. [7] R bir asal halka d, sifirdan farkl tiirev olmak iizere d(R) C Z

ise R halkast degismelidir.
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Teorem 2.0.40. R bir asal halka, d, R halkasinn tiirevi olsun. O halde did, = 0

ise di = 0 veya d» = 0 ifadesi saglanir.
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3. (0,7)-LIE IDEALLER VE BAZI DEGISMELILIK
KOSULARI

Bu boliimde H. Kandamar, N. Aydin, K. Kaya ve M. Soytiirk’iin baz1 caligmalari
incelenmis ve bu ¢alismalar kullanilarak, R karakteristigi 2 den farkli bir asal halka
U, R halkasinin sifirdan farkli ideali, d sifirdan farkli (o, T)— tiirev olmak iizere,
YacRigin[d(U),als,:=0iseacZ

ii) [d(U),d(U)]s,c = 0 ise R halkasinin degismeli

iii) [d(R),d(R)]s,: C Cs,z ise R halkasinin degismeli oldugu,

J, R halkasmn sifirdan farkli (o,7)—Lie ideali d, R halkasinn sifirdan farkli
(0,7) tirevi olmak tizere J ¢ Z ve J ¢ Cs,; iken R halkasmin Cg,; tarafindan
kapsanmayan fakat J i¢inde olan bir M idealinin var oldugu

I, R halkasinin sifirdan farkli (o, 7)—lie ideali d, R halkasinin sifirdan farkl: tiirevi
olmak iizere,

vi)d(I) C Cs,rikenI C Z

v) d*(I) = 0 iken I C Z oldugu gosterilmistir.

3.1. Idealler Ve (o, 7)- Tiirevler

Bu kisimda aksi soylenmedik¢e o, T R halkasinin otomorfizmasi olarak alinacaktir.

Onerme 3.1.1. [4] R bir asal halka U, R halkaswn sifirdan farkly sag ideali ve d,

stfirdan farkli (G, T)— tiirev olsun.

d(U)=0ised=0.
Ispat: d(U) = 0 olsun. Bu durumda U, R halkasinin sag ideali oldugundan her
u €U ve x € Rigin ux € U olur. Bu durumda d(ux) = 0 olur. Burada Tanim 2.0.20

kullanilirsa

0=d(ux) =d(u)o(x)+ t(u)d(x)
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esitlikleri saglanir. Burada d(u) = 0 oldugundan her x € R i¢in
T(u)d(x) =0

olur. Boylece U sag ideal oldugundan her z € R i¢in uz € U olur. Buradan
u yerine uz yazarak T(uz)d(x) = t(u)t(z)d(x) = 0 esitlikleri saglanir. Buradan
7 otomorfizma oldugundan 7(U)7(R)d(x) = 0 olur. 7(R) =R, 7(U) #0 ve R
halkasinin asal oldugu kullanilirsa her x € R i¢in d(x) = 0 oldugu gériiliir. Bu ise

d = 0 olmasi gerektirir. Boylece ispat tamamlanir. O

Onerme 3.1.2. [4] R bir asal halka d, sifirdan farkli (c,7)- tirev ve U, R

halkasinin sag ideali olsun.

d(U) C Z ise R halkasi degismelidir.
Ispat: d(U) C Z olsun. U <, R oldugundan her u,v € U ve x € R igin [x,d(uv)] =0

olur. Burada tiirev Tanimin1 ve Onerme 2.0.30 v ve ii esitlikleri kullanilirsa

0= [x,d(uv)]
= [, d()6 () + (@)d(v)
= [, d(w)o ()] +[x, T(u)d(v)]
=[x, d(u)]o(v) +d(u)lx,o(v)] + [x,7(u)]d(v) + T(u)[x,d (v)].

esitlikleri elde edilir. Buradan d(u),d(v) € Z oldugundan [x,d(u)]c(v) = 0
ve t(u)[x,d(v)] = 0 olur. Boylece her u,v € U ve x € R igin
d(u)[x,o(v)]+[x,7(u)]d(v) = 0 elde edilir. d(v) € Z oldugundan

d(u)x,o(v)]+d(v)[x,t(u)] =0 Vu,vy € Uve x € R (3.1.1)

elde edilir. Son esitlikte x yerine her v € U olmak iizere xo(v) yazilirsa ve Onerme

2.0.30 (1) kullanilirsa

0=d(u)xo(v),c(v)]+d(v)xo(v), t(u)]



@) ([x,c()]o(v) +x[o(v),c(v)]) +d(v)([x, 7(u)]o(v) +x[o(v), 7(u)])
W)lx,o(v)]o(v) +d(v)x, t(w)]o(v) +d(v)x[o(v), 7(u)]

esitlikleri elde edilir. Burada 3.1.1 esitligi kullanilirsa her x € R ve u,v € U igin
—d(v)[x, t(w)]o(v) +d()x, T(w)]o(v) +d(v)x[a(v), 7(u)] =0

olur. Buradan her x € R ve u,v € U i¢in

elde edilir. Boylece

oldugu goriiliir. Son ifadeden R asal halka oldugundan her u,v € R i¢in
d(v) =0veya[o(v),7(u)] =0

elde edilir.
Simdi K={veU|dv)=0}veL={veU]|[oclv),t(u)]=0 VuecU}
kiimelerini tanimlayalim. K ve L, U toplamsal grubunun altgruplaridir ve U =
K UL olur. Bu, Onerme 2.0.7 den K = U veya L = U olmasim gerektirir. U = K
olamaz. Ciinkii U = K olursa d = 0 ¢eliski elde edilir. O zaman U = L dir. Yani
her u,v € U i¢in

[o(v),7(u)] =0 (3.1.2)

olur. Bu esitlikte v yerine w € U olmak iizere vo ! (t(w)) yazilir ve Onerme 2.0.30

(1) kullanilirsa

0=[o(vo ! (z(w)),7(u)]
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elde edilir. Burada 3.1.2 esitligi gbz Oniine alinirsa son esitlikten her u,v,w € U
icin
o(v)[z(w),7(w)] = o(v)[w,u] =0

elde edilir. U, R halkasinin sag ideali oldugundan her z € R i¢in vz € U olur. Burada

v yerine vz yazilirsa her v € U,z € R i¢in
o(vz)tw,u] =0

elde edilir. Buradan ¢ doniisiimii otomorfizma oldugundan her v € U,z € R igin

o (v)o(z)t[w,u] = 0 elde edilir. Boylece 6(R) = R oldugu kullanilirsa
o(U)Rz[w,u] =0
olur. 6(U) # 0 ve R asal halka oldugundan her w,uc U igin
T[w,u] =0
olur. T otomorfizma oldugundan
[w,u] =0

olur. Boylece U degismeli olur. Burada Onerme 2.0.35 kullanilirsa R halkasinin

degismeli oldugu goriiliir. a

Onerme 3.1.3. [4] R bir asal halka U, R halkasimin sifirdan farkl bir ideali, d

stfirdan farkli (o, 7)- tiirev ve a € R olsun.

ad(U)=0(d(U)a=0)isea=0veyad =0 dir
Ispat: d #0, a € R ve U < R olmak iizere ad(U) = 0 olsun. Bu durumda U < R
oldugu goz 6niine alinirsa her u € U ve x € R i¢in ad(ux) = 0 olur. d doniisiimiiniin
o, 7 tiirev oldugu kullanilirsa son esitlikten a(d (1) o (x) +7(u)d(x)) = ad(u) o (x) +

at(u)d(x) = 0 oldugu goriiliir. Buradan ad(u) = 0 oldugundan her u € U igin

at(u)d(x) =0
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elde edilir. Buradan U sag ideal oldugunda her z € R i¢in uz € U olur. Burada u
yerine uz yazarak

at(uz)d(x) =0
elde edilir. 7 doniisiimii otomorfizma oldugundan her x,z € R.u € U igin
at(u)t(z)d(x) = 0 olur. Boylece at(U)t(R)d(x) = 0 elde edilir. Boylece T(R) =R
olmast kullanilirsa at(U)Rd(x) = O elde edilir. R halkasinin asal olmasi ve
7(U) # 0 oldugu kullanilirsa a = 0 veya her x € R i¢in d(x) = 0 bulunur. Bu

ise a = 0 veya d = 0 olmasini gerektirir. O

Onerme 3.1.4. [4] R asal halka, U, R halkasiun stfirdan farkl ideali di : R — R
(0, 7)-tiirev ve dy : R — R tiirev olsun. did,(R) = 0 ise d, = 0 veya dy = 0 ifadesi
saglanir.

Ispat: d;, (o, 7)- tiirevinin sifirdan farkli oldugunu kabul edelim. Tiirev tanim1 ve

(o, 7) tiirev tanimi kullanilirsa her x,y € R i¢in

0=ddr(xy)
= d) (d2(x)y +xda(y))
= dy(da(x)y) +d (xd>(y))
=dy(d2(x))0(y) + 7(d2(x))di (y) +d1 (x) 0 (da(y)) + T(x)d1da(y)

esitlikleri elde edilir. Burada dd;(x) = 0 oldugu kullanilirsa her x,y € R i¢in

t(da(x))d1 () +di (x) 0 (da(y)) = 0
olur. Boylece
T(da(x))di(y) = —di (x)o(d2(y)) (3.1.3)
esitligi elde edilir. Bu esitlikte x yerine d,(x) yazilirsa
T(da(dz(x)))di (y) = —di(d2(x)) 0 (da(y))

esitligi elde edilir. Boylece her x € R i¢in

T(d3(x))di (v) =



17

olur. Onerme 3.1.3 den
7(d3(x)) =0 veyad;(y) =0

olur. d; # 0 oldugundan her x € R i¢in
t(d3(x)) =0
olur. 7 doniisiimii otomorfizma oldugundan her x € R i¢in
d3(x)=0 (3.1.4)

elde edilir. 7(da(x))di(y) +di(x)o(d2(y)) = 0 esitliginde x yerine z € R olmak

iizere xd(z) yazilirsa ve 3.1.3, 3.1.4 esitlikleri kullanilirsa

)di(y) +di(xd2(z)) o (da(y))

da(2) +xd5(2))d1 (y) + (di (x) 6 (da(2)) + T(x)d1d2(2)) 6 (da ()
))di(y) +di(x)0(d2(2))0(da(y))
2))di(y) +di(x)o(da2(z)) o (da(y))
2)0(d2(y)) +di(x)0(d2(2)) 0 (d2(y))
= di(x)0(da2(2))0(da(y)) + di(x)0(da(2)) o (da(y))

Z

(
(

esitlikleri elde edilir. Buradan her x,y,z € R i¢in
2d1(x)0(d2(z))0(d2(y)) =0

olur. Buradan R halkasinin karakteristigi 2 den farkli oldugu kullanirsa her x,y,z €
R icin
di(x)o(d2(z))o(d2(y)) =0

elde edilir. Burada o doniigiimii otomorfizma oldugundan her x,y,z € R i¢in

di(x)0(da(2)d2(y)) = 0
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olur. Onerme 3.1.3 den ve d; # 0 oldugu kullanilirsa
0(d2(2)d2(y)) = 0
elde edilir. o donilisiimili otomorfizma oldugundan her z,y € R i¢in
da(z)da2(y) =0 (3.1.5)

oldugu goriiliir. Bu ise her z € Z i¢in
d>(z)d2(R) =0
olmasim gerektirir. O halde her z € R i¢in
dy(z) =0veyady(R) =0

esitlikleri elde edilir. Boylece d, = 0 olur. O

Teorem 3.1.5. [4] R bir asal halka, d, sifirdan farkli (o, 7)-tiirev, U, R halkasinin
ideali ve a € R olsun.

[d(U),alg,r=0iseacZ

ifadesi saglanr.
Ispat: d # 0, U < R olmak iizere [d(U),d]s,; = 0 olsun. Bu durumda her u,v € U

igin [d(uv),d]s,r = 0 olur. Buradan Onerme 2.0.31 (i) kullamlirsa

0

[d(uv),dls,e

[d()o(v) +1(u)d(v).dlo.c

(d(u)o(v) +t(u)d(v))o(a) —t(a)(d(u)o(v) +T(u)d(v))
d(u)o(v)o(a) +t(u)d(v)o(a) — t(a)d(u)o(v) — T(a)T(u)d(v)

esitlikleri elde edilir. Buradan u € U i¢in d(u)o(a) = t(a)d(u) oldugundan her

u,v € U igin

du)o(v)o(a) —d(u)o(a)o(v) +t(u)t(a)d(v) — t(a)t(u)d(v) =0
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olur. Boylece her u,v € U i¢in
d(u)o([v,a]) +t([u,a])d(v) =0 (3.1.6)

oldugu goriiliir. Bu esitlikte a € U igin v yerine va yazilirsa, Onerme 2.0.30 (i) ve

3.1.6 esitligi kullanilirsa

u)o([va,a]) +([u,a))d(va)
u,a])(d(v)o(a)+ 1

[

[v,ala+v]a,a]) + t([u,

[v.al)o(a) + ©([u,a])d(v)o(a) + 7([u,d]
[v,a]) ]

~—

esitlikleri saglanir. Buradan her u,v € U icin
o((u,a))v(v)d(a) = 0

olur. Burada v yerine y € R olmak iizere vy alinirsa

0

t([u,a])t(vy)d(a)
= 1([u,a])t(v)T(y)

elde edilir. Boylece
T([u,a])T(v)T(R)d(a) =0

olur. 7(R) = R ve R halkasinin asal oldugu kullanilirsa
T([u,a])t(v) =0 veyad(a) =0

olur. Buradan U ideal oldugundan her z € R i¢in zv yazilirsa 7([u,a])t(zv) =
7([u,a))t(z)T(v) = 0 elde edilir. Boylece T([u,a])T(R)T(v) = 0 elde edilir. Buradan
7(R) =R, 7(U) # 0 ve R halkasinin asal halka oldugu kullanilirsa

7([u,a]) =0 veyad(a) =0
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olur. T doniisiimii otomorfizma oldugundan her u € U i¢in
[u,a] =0 veyad(a) =0
olur. Boylece
[U,a] =0veyad(a) =0
olur. Eger [U,a] = 0 ise Onerme 2.0.38 den a € Z dir. d(a) = 0 ise her u € U igin

d([v,a]) = d(ua — au)
(

ua) —d(au

= d( )
=d(u)o(a)+t(u)d(a) —d(a)o(u) — t(a)d(u)
=d( 7(

)o(a) ) =
u)o(a) — t(a)d(u) — (d(a)o(u) — 1(u)d(a))
= [d(u)va]ﬁvf_[d(a)7u]mf
elde edilir. Burada [d(u),d]s,: = 0 ve d(a) = 0 oldugundan her u € U i¢in

d([u,a]) = 0

oldugu goriiliir. Bu ise

d([U,al)

0 (3.1.7)

olmasim gerektirir. Diger taraftan 3.1.6 esitliginde v yerine w € U olmak tizere vw

yazilir ve Onerme 2.0.30 (i) ve 3.1.6 esitligi kullanilirsa
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esitlikleri elde edilir. Boylece her u,v,w € U i¢in
du)o(v)o([w,a]) +t([u,a])t(v)d(w) =0 (3.1.8)
olur. Son esitlikte w yerine [w,a] yazilirsa
d(u)o(v)ollw,al,a] + t([u,a])T(v)d([w,a]) = O
elde edilir. Buradan son esitlikte 3.1.7 esitligi kullanilirsa her u, v,w € U icin
d(u)o(v)o([[w,al,a]) =0

elde edilir. Burada U ideal oldugundan her z € R i¢in vz € U olur. Buradan v yerine
her z € R olmak iizere vz yazilirsa her u,v,w € U i¢in d(u)o(vz)o([[w,a],a]) =
d(u)o(v)o(z)o([[w,a],a]) = 0 elde edilir. Buradan d(u)o (U)o (R)o([[w,a],a]) =
0 olur. Boylece 6(R) =R, o(U) # 0 ve R halkasinin asal oldugu kullanilirsa

d(u) =0 veya o([[w,al],a]) =0

oldugu goriiliir. ¢ doniisiimii otomorfizma oldugundan

d(u) =0 veya [[w,al,a] =0

olur. d(u) # 0 oldugundan

[w,al,a] = [a,[a,w]] =0

olur. Buradan her w € U i¢in

[a,[a,w]] =0

elde edilir. Boylece
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oldugu goriiliir. Onerme 3.1.4 kullamlirsa I, = 0 olur. Onerme 2.0.38 den a € Z

olur. O

Teorem 3.1.6. [4] R bir asal halka, d sifirdan farkli, (o,7)-tiirev ve U, R

halkasimin ideali olsun.

[d(U),d(U)]s,c= 0 ise R halkast degismelidir.
Ispat: Teorem 3.1.5 den a yerine d(U) alinirsa d(U) C Z olur. Burada Onerme

3.1.2 kullanirsa R halkasinin degismeli oldugu goriiliir. O

Onerme 3.1.7. [4] R bir asal halka, d stfirdan farkli (o, 7)-tiirev, U, R halkasinn

ideali ve a € R olsun.

ad(U) C Cg,¢ ise a = 0 veya R halkast degismelidir.
Ispat: a € R, d # 0 (0,7)-tiirev, U < R ve ad(U) C Cg,; olsun. Simdi a € Z
oldugunu gosterecegiz. a # 0 ve a ¢ Z oldugunu varsayalim. 7 otomorfizma
oldugundan b = 77 !'(a) (a = (b)) olacak sekilde en az b € R vardir. U < R
oldugundan ub € U ve hipotezden ad(ub) € Cg,; olur. Bu durumda t(b) = a,
Onerme 2.0.31 (iii), Tanim 2.0.20 kullanilirsa

=ad(u)o(b)o(b)+at(u)d(b)o(b) —aad(u)o(b) —at(b)t(u)d(b)

esitlikleri saglanir.  Son esitlikte ad(u) € Cs,; oldugundan her b € R igin
ad(u)o(b) = t(b)ad(u) oldugu kullanilirsa

0 =aad(u)o(b)+at(u)d(b)o(b) —aad(u)c(b) —at(b)t(u)d(b)
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= at(u)d(b)o(b) — at(b)T(u)d(b)
= [at(u)d(b),b]o .z

esitlikleri saglanir. Boylece her u € U igin
lat(u)d(b),bls,c=0 (3.1.9)
oldugu goriiliir. Son esitlikte her v € U igin u yerine 7~ !(d(v))u yazilisa
lat(t™!(d(v))u)d(b),b]g,e= 0
esitligi elde edilir. Bu esitligi diizenledigimizde her u,v € U i¢in
lad(v)T(u)d(b),b)s,; =0 (3.1.10)

oldugu goriiliir. 3.1.9 esitliginde u yerine her w € U olmak iizere ut~!(ad(v))w

yazilir ve 3.1.10 esitligi ile Onerme 2.0.31 (iii) kullanilirsa

=]
Il
Q
S
—~
<
S
/:
Q
QU
—~~
<
~—
~—
=

)d(b)7 b]O'v‘F
b]a;r

w)d(b),b]s,c +[at(u),t(b)]ad(v)T(w)d(D)
esitlikleri saglanir. Boylece her u,v,w € U igin

[at(u),alad(v)T(w)d(b) =0

oldugu goriiliir. Burada U,R halkasinin sifirdan farkli ideali oldugundan her z €
R icin zw € U olur. Yani her u,v,w € U,z € R i¢in [at(u),alad(v)t(zw)d(b) =
[at(u),alad(v)T(z)T(w)d(b) = 0 olur. Bdylece

[at(u),alad(v)T(R)T(U)d(b) =0

Buradan 7(R) = R, 6(U) # 0 ve R halkasinin asal oldugu kullanilirsa

[at(u),alad(v) =0 veyad(b) =0
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oldugu goriilir. Hipotezden her x € R i¢in ad(v)o(x) = T(x)ad(v) oldugunu

biliyoruz. Son esitlik her x € R i¢in o(x) ile ¢arpilirsa her u,v € U igin

[at(u),alad(v)o(x) =0 veyad(b) =0

ifadesi elde edilir. Buradan her x € R icin

[at(u),a]t(x)ad(v) =0 veyad(b) =0

olur. Buradan

[at(u),a]t(R)ad(v) =0 veyad(b) =0

elde edilir. T doniisiimii otomorfizma oldugundan son ifade

[at(u),a]Rad(v) =0 veyad(b) =0

olmasini gerektirir. Burada R halkasinin asal olmasi kullanilirsa

l[at(u),a] =0 veyaad(v) =0veyad(b) =0

elde edilir. Eger her u € U i¢in [aT(u),a] = 0 ise u yerine her v € U olmak iizere

uv yazilirsa

0=[at(u)t(v),d]
= [at(u),a]t(v)+at(u)[t(v),dq]

esitlikleri elde edilir. Buradan [at(u),a] = 0 oldugundan her v € U i¢in
at(u)[t(v),a] =0

oldugu goriilir. Buradan U, R halkasinin sifirdan farkli ideali oldugundan her

t € R icin ut € U olur. Buradan u yerine ut yazilirsa her u,v € U ve t € R
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icin at(ur)[t(v),a] = at(u)t(t)[t(v),a] = 0 olur. Boylece at(U)t(R)[t(v),a] =0
olmasini gerektirir. Buradan 7(R) = R, ©(U) # 0 ve R halkasmn asal oldugu

kullanilirsa
a=0veya[t(v),a] =0
olur. Kabulumuzden a # 0 oldugundan
[t(U),a] =0

olur. Onerme 2.0.38 den a € Z olur. Bu durum a & Z olmasi ile celisir.

Eger her v € U igin ad(v) = 0 ise Onerme 3.1.3 kullanilirsa
a=0veyad=0

esitlikleri elde edilir. Bu durum a # 0 ve d # 0 olmast ile geligir. Eger d(b) =0
ise bu durumda 7(b) = a ve d(b) = 0 oldugu goz oniine alinirsa ve tanim 2.0.20

kullanilirsa her u € U igin

d(bu) =d(b)o(u)+t(b)d(u)
=ad(u) € C5,T
esitligi elde edilir. Buradan her u € U i¢in
d(bu) S Ccyy

olur. Diger yandan hipotezden her u € U i¢in ad(bu) € Cg,; idi. Onerme 3.3.1 den
a€Zveyad(bu)=0

olur. Bu durum a ¢ Z oldugundan d(bu) = ad(u) = 0 olmasin1 gerektirir. Burada
Onerme 3.1.3 kullanilirsa @ = 0 veya d = 0 olur. Bu da a # Ove d # 0 olmasi ile
celisir. Bu yiizden kabuliimiiz yanlistir. @ € Z dur.

Simdi a € Z ile birlikte ad(u) € Cg,; diistinelim. Her x € R ve u € U i¢in
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ad(u)o(x) = t(x)ad(u)
esitligi saglanir. Buradan
ald(u),x]s,c=0

olur. Son esitlik her y € R olmak iizere y ile carpilirsa
vald(u),x]s,e=0
olur. a € Z oldugundan her y € R olmak iizere

ayld(u),x|g,:=0
olur. Boylece
aR[d(u),x]s,:=0

elde edilir. R asal halka oldugundan son esitlik her x € R, u € U i¢in
a=0veya [d(u),x|g,:=0

olmasini gerektirir. a # 0 oldugundan her x € R ve u € U i¢in [d(u),x]|s,z =0 olur.

Teorem.3.1.5 kullanilirsa x € Z elde edilir. Boylece ispat biter.

g

Onerme 3.1.8. [4] R bir asal halka, U, R halkasinn stfirdan farkl bir ideali, d
stfirdan farkli (o, 7T)-tiirev ve a € R olsun. O zaman [d(R),d]s,: C Co,c ise a € Z
olur.

Ispat: [d(R),d]s,: C Cs,c olsun. a € Z oldugunu varsayalim. Hipotezden
[d(a?),a)s,: € Cs,r dir. Bu durumda Onerme 2.0.31 (i), Tanim 2.0.20 ve Onerme
2.0.31 (i1) kullanilirsa

[d(a?),alo .z = d(a*)o(a) — T(a)d(a?)
= (d(a)o(a) + (a)d(a))o(a) — T(a)(d(a)o(a) + T(a)d(a))
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=d(a)o(a)o(a) +1(a)d(a)o(a) - t(a)d(a)o(a) — T(a)T(a)d(a)
=[d(a),a%]s ¢
=1(a)ld(a),d)o,c +[d(a),d]¢,: T(a)
=21(a)[d(a),d]o

esitlikleri saglanir. Buradan

2t(a)ld(a),alc € Cosz
oldugu goriiliir. Karakteristik 2 den farkli oldugundan

t(a)ld(a),dlo,r € Core
olur. Onerme 3.3.1 kullanilirsa

7(a) € Z veya [d(a),ad|g,: =0

oldugu goriiliir. Boylece a ¢ Z oldugundan

[d(a),a]s,:=0 YacR (3.1.11)

esitligi elde edilir. Diger yandan [d(R),d]s,: C Cg,; oldugundan her x € R igin
[d(]a,x]),d]s,: € Co, olur. Burada Onerme 2.0.31 (i), Tanim 2.0.8 kullanilirsa

[d([a,x]),dlo,c =d

= (d(a)o(x) +1(a)d(x) —d(x)o(a) — T(x)d(a))o(a)
-1(a)(d(a)o(x) + 1(a)d(x) —d(x)o(a) — T(x)d(a))
=d(a)o(x)o(a) +t(a)d(x)o(a) —d(x)o(a)o(a)
-t(x)d(a)o(a) — t(a)d(a)o(x) — T(a)T(a)d(x)
+7(a)d(x)o(a)+ t(a)t(x)d(a)

= (d(a)o(x) - t(x)d(a))o(a) — 1(a)(d(a)o(x) — T(x)d(a))
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Il
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esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Bu esitlik diizenlenirse her x € R i¢in

[d([a7x])7a]0ﬂ‘f: Hd(a)vx]ﬁﬂfﬂa]o'vf _[[d(x)va]o'ﬂ' 7a]0'7f

esitligi elde edilir. Buradan [d([a,x]),d]s,: € Co,c Ve [[d(x),d]s,7,a]6,7 =0 0ldugu

kullanilirsa her x € R icin
[[d(a),X]6,7,d]6,c € Co,z (3.1.12)

oldugu goriiliir. Son esitlikte x yerine ax yazilir, 3.1.11 esitligi ve Onerme 2.0.31

(i1) kullanilirsa

esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Buradan

[[d(a)7ax]0'7f 7a]0'71-': T(a)[[d(a>7x]0ﬂ' 7a]0'7‘5
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esitligi elde edilir. [[d(a),ax]s,r,d]s,1 € Co,c Oldugundan son etsitlik her x € R
icin
t(a)[[d(a),x]s.z,a]6.c € Cor (3.1.13)

olmasini gerektirir. Burada Onerme 3.3.1 kullanilirsa
T(a) € Z veya [[d(a),X|s,7,a]6,c =0

olur. 7(a) € Z ise a € Z olur. Ancak a ¢ Z kabul ettigimizden her x € R i¢in
[[d(a),X]6,7,a]6,:=0 (3.1.14)
oldugu goriiliir. Son esitlige Onerme 2.0.31 (iv) den
0=—[[d(a),X|6,7,dle,z+[d(a),[a,x]].c +[[d(a),d]6 e ,X]oz
olur. Burada 3.1.14 ve 3.1.11 esitlikleri kullanilirsa
[d(a),]a,x]]s,:=0 VYxeR (3.1.15)

esitligi elde edilir. a tarafindan iiretilen i¢ tiirev I,(x) = [a,x] ve d(a) tarafindan
tiretilen (o, 7)-tiirevin ig tiirev Iy, (x) = [d(a),]s,r olmak iizere 3.1.15 ten her
X € Ricin

Ly(a)la(R) =0

oldugu goriiliir. Burada Onerme 3.1.4 kullanilirsa
Lyq) =0 veyal, =0

olur. Eger I, = 0 ise her x € R igin [d(a), x|,z = 0 olur. Bu durum d(a) € Co,¢
olmasini gerektirir. Eger I,y = 0 ise her x € R i¢in [a,x] =0 olur. Budaa €Z
olmasini gerektirir. Bu a ¢ Z kabuliimiizle ¢eligir. Buradan d(a) € Cg,¢ olur. Diger
yandan [d(R),d|,: C Cg,7 idi. Her x € R i¢in [d(ax),d|s,: € Cg,7 olur. Burada
Tanim 2.0.20 ve Onerme 2.0.31 (i) kullanilirsa



[d(ax),d]s,r = [d(a)o(x)+1(a)d(x),d]s,t
a)o(x)+t(a)d(x))o(a) — t(a)(d(a)o(x) + t(a)d(x))
d(a)o(x)o(a)+t(a)d(x)o(a) — t(a)d(a)o(x) — t(a)T(a)d(x)

esitliklerinin saglandig1 goriillir. Burada d(a) € Cg,; oldugundan d(a)o(a) =

T(a)d(a) dir. Son esitlikte yerine yazilirsa

[d(ax),d]s,r = d(a)o(ax) + t(a)d(x)o(a) —d(a)o(ax) — t(a)T(a)d(x)
=d(a)o([x,d]) + 1(a)[d(x), d]o

elde edilir. Boylece her x € R icin
d(a)o([x,a]) + 1(a)[d(x),d]|s.c € Co,z (3.1.16)

oldugu goriiliir. Buradan [d(a)o([x,a]) + t(a)[d(x),d]s,c,d]e,c = 0 elde edilir.
3.1.16 esitliginde d(a) € Cs,7 , [d(x),a] 5,7 € Cs,r ve Onerme 2.0.31 (i) kullamilirsa

esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Boylece her x € R igin

d(a)6<[[x7a]7a]) =0
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olur. Her x € R igin son esitlik 7(x) ile ¢arpilirsa
t(x)d(a)o([[x,a],a]) = 0
elde edilir. Burada d(a) € Cg,; oldugu goz 6niine alinirsa her x € R i¢in

d(a)o(x)o([[x,a],a]) =0

oldugu goriiliir. Boylece
d(a)o(R)o(([x,a],a]) =0

olur. Buradan ¢ (R) = R ve R halkasinin asal olmas1 kullanilirsa
d(a) = 0 veya [[x,a],a] = [a,[a,x]] = 0

ifadesi elde edilir. Eger [a, [a,x]] = 0 ise her x € R i¢in I,I,(x) = 0 olur. Yani I> =0
dir. Buradan Teorem 2.0.40 kullanilirsa her 7, = 0 olmasini gerektirir. Boylece
a € Z. Bu durum kabulumuzle celisir. Eger d(a) = 0 ise 3.1.16 esitliginden her
X € Ricin

t(a)[d(x),dloc € Cor

olur. Burada Onerme 3.3.1 kullanilirsa
t(a) € Z veya [d(x),al e = 0
oldugu goriilir. Teorem 3.1.5 den [d(x),d]s,;= 0 ise a € Z olur. Bu durum

kabulumuzle celigir. O halde varsayimimiz yanlistir yani a € Z olur. a

Teorem 3.1.9. [4] R bir asal halka U, R halkasimn sifirdan farkli bir ideali ve d

stfirdan farkli (o ,7)- tiirevi olsun.

[d(R),d(R)]s,c C Co,¢ ise R degismelidir.
Ispat: Onerme 3.1.8 kullanilarak a yerine d(R) alimrsa d(R) C Z olur. d(R) C Z

ise Onerme 3.1.2 den R halkasi degismelidir. O
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3.2. (0, 7)-Lie Idealler Ve (o, 7)-Tiirevler

Onerme 3.2.1. /3] R bir asal halka U, R halkasinn sifirdan farkli (c,7)- sag Lie
ideali ve a € R olsun. [U,d]s,; C Cg,r ise a € Zveya U C Cg,; olur.

Ispat: [U,d|s,:C Co,; olsun. a & Z ve U ¢ Cg,; oldugunu varsayalm. Bu
durumda U, (o, 7)-Lie idealinin Cy,; i¢inde olmayan sifirdan farkli bir u elemani
vardir. Bu durumda hipotezden [u,ds,; € Cs,r olur. Bu ise her x € R i¢in
[[u,d] ¢,z |6, = O olmasim gerektirir. Bdylece son esitlikte Onerme 2.0.31 (iv)

kullanilirsa
0= [[l’t?a]da‘t 7X]Gﬂ': [[Max](ﬁf 7a]6)1'+[u1 [aax]]da‘t

elde edilir. Diger taraftan U, (o, 7)-Lie ideal oldugundan [u,x|s,; € U oldugu goz

oniine alinirsa hipotezden [[u,x],d|s,c € Co,¢ olur. O halde esitlikten
[u,]a,X]]6,1 € Co 1

elde edilir. Bu ifade I,, u ile iiretilen (o, 7)—tiirev, I, a ile iretilen tiirev olmak
tizere her x € R i¢in

Iula(x) = [l/l, [aux]]cvl' E CGv‘L'

olmasini gerektirir. Buradan

LI,(R) CCs,:

olur. Burada Onerme 2.0.32 kullanilirsa R halkasinin degismeli oldugu goriiliir. R
halkas1 degismeli ise I, = 0 veya I, = 0 olmasin1 gerektirir. Buradan a € Z veya
U C Cg,; elde edilir. Bu ise varsayimimizla ¢eligir. O halde varsayimimiz yanlistir.

Yania € Z veyaU C Cg,; oOlur. O

Onerme 3.2.2. [3] R bir asal halka, U, (0,1)—Lie ideal, a € Rve aU =0 (Ua =
0) olsun.

i) [R,Ulg,: CUisea=0veyaU CZ

ii) [U,R|s,: CU isea=0veya U C Cg,¢
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Ispat: i) [R,U]s,; C U olsun. Bu durumda hipotezden aU = 0 oldugu kullanilirsa

her x,y € R, u € U igin a[xy,u]s,r = 0 olur. Béylece Onerme 2.0.31 (iii) den

0 = alxy, uls,c = axly,o(u)] +alx,uls,cy

esitligi elde edilir. Buradan U, (o, 7)—Lie ideal oldugundan [x,u|s,; € U olur ve

hipotezden aU = 0 oldugu kullanilirsa
alx,uls,: =0
oldugundan her x,y € R, u € U igin
ax[y,o(u)] =0

esitligi elde edilir. Boylece
aRly,a(U)] =0

olmasini gerektirir. Burada R halkasinin asal oldugu kullanilirsa
a=0veya[R,o(U)=0
esitlikleri elde edilir. Bdylece ¢ doniisiimii otomorfizma oldugundan
a=0veya [R,U]=0

olur. Buradan U C Z olur.

ii) Benzer sekilde ispat edilir. O

Teorem 3.2.3. [3] R bir asal halka U, R halkasimin sifirdan farkli (o, t)— sag Lie
ideali ve a € R olsun. O halde [U,a]l =0 ise a € Z veya U C Cg, olur.

Ispat: [U,a] = 0 olsun. U, R halkasimn stfirdan farkli (o,7)—sag lie ideali
oldugundan her x € R ve u € U i¢in [u,x]s, € U olmasini gerektirir. Bdylece
hipotezden x € R ve u € U igin [[u,X]s,7,a] = 0 oldugu goriiliir. Burada Onerme

2.0.31 (i), Onerme 2.0.30 (i) kullanilirsa
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0= [[” ]67‘57“]

ulo(x),a] = [t(x),alu (3.2.17)

esitligi elde edilir. Son esitlikte x yerine y € R olmak iizere xy yazilir ve Onerme

2.0.30 (1) ve 3.2.17 esitligi kullanilirsa

0= ulo(xy),a] = [z(xy),alu
=u[o(x)o(y),a] = [t(x)T(y),alu
=u([o(x),alo(y) +o(x)[o(y),d]) - ([t(x),a]z(y) + T(x)[7(y),a])u
=ulo(x),dlo(y) +uc(x)[o(y),a] - [t(x),alt(y)u—T(x)[7(y),alu

T(x),alT(y)u

uo(x)[o(y),a] - t(x)ulo(y),a] +[(x),aluc(y) — |
= (uo(x) = t(x)u)[o(y),a] +[7(x),d](uc(y) — T(y)u)

esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Boylece her u € U, x € R icin

[u,X|6,c[0(y),a] +[T(x),a][u,y)6,: =0 (3.2.18)

olur. Son esitlikte y yerine 6! (a) yazilirsa
[, X] 6,z [a,a] + [T(x),a][u,0 7 (a)],r =0

esitligi elde edilir. Yani

[’L’()C),a] [u, ! (a)]Gvf =0
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olur. Son esitlikte y € R icin x yerine xy yazilir, Onerme 2.0.30 (i) ve son esitlik

kullanilirsa

esitlikleri elde edilir. Boylece
[2(R),a)t(R)[U,0 " (a)]5,c=0
olur. T doniigiimii otomorfizma oldugundan son esitlik
[R,a)RU, 6" (a)]s,:=0

olmasini gerektirir. R halkasinin asal olmasi kullanilirsa
[R,a] =0 veya [U,67(a)]5,:=0

esitlikleri elde eldilir. Eger [U, 6! (a)]s,c = 0 ise buradan Onerme 3.2.1 g6z niine

alinirsa a € Z veya U C Cg,7 olur. Boylece ispat biter. a

Sonug 3.2.4. [3] R bir asal halka U, R halkasimin sifirdan farkli (c,7)—sag Lie
ideal olsun. U degismeli ise U C Z veya U C Cg,; olur.

Ispat: U degismeli olsun. U degismeli oldugundan [U,U] = 0 olur. Her u € U
icin [U,u] = (0) oldugundan Teorem 3.2.3 kullanilirsa her u € U igin u € Z veya

U C Cg,; ifadesi saglanir. Boylece U C Z veya U C Cg,; elde edilir. O

R bir halka U sifirdan farkli (o, 7)— sol Lie ideal T(U) = {a € R | [R,d]s,: C U}
olsun. U C T(U) oldugu agiktir. T(U) kiimesinin alt halka oldugunu gosterelim.
[0,d]5,:= 0 oldugundan T(U) # & di. Her a,b € T(U) ve her x € R igin
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[x,a—blg,:= [x,d]¢,z —[X,D]6, € U olur, yania—b € T(U) olur. Hera,b € T(U)
icin [x,ab]s,:= [x0(a),bls,c +[T(b)x,d]6,c € U C T(U) oldugundan ab € T(U)
olur. Boylece T(U) alt halkadir. [R,T(U)]s,:C U ve U C T(U) oldugundan
R,T(U)]g,CU CT(U) olur.

Onerme 3.2.5. [3] R bir asal halka ve U sifirdan (o, T)—sol Lie ideal olsun.

RTWU),o(TU))CTU)velT(U),=(T(U))|RCT).
Ispat: T(U) alt halka oldugundan u,v € T(U) ve x € R igin [u, [x,V]s,;] € T(U)

olur. Burada Onerme 2.0.31 (i) kullanilirsa

[u,[x,v]g,7] = [u,x0(v) — T(v)x]

=uxo(v) —ut(v)x —xo(V)u+t(v)xu € T(U)

esitlikleri elde edilir. Diger yandan her x € R ve u,v € T(U) i¢in
[xu,v]g,e €U C T(U)

olur. Burada Onerme 2.0.31 (i) ve (iii) kullanilirsa
[u,[x,V]g,z | + [xu,v]g,r = uxo(v) —ut(v)x —xo(v)u+ t(v)xu +xuc (v) — t(v)xu

=uxc(v) —ut(v)x —xo(v)u+xuc(v)

= ux,vlg,r —x[c(v),u] € T(U)
esitlikleri saglanir. O halde her x € R ve u,v € U i¢in

[u,[x,V]g,r ] + [xu,v]g,r = ulx,v]6,c —x[o(v),u] € T(U)
olur. Boylece her x € R ve u,v € U icin
[u, [x,V]g, |+ [xu,V]6, € T(U)

elde edilir. Ayrica u[x,v]s,c € T(U) oldugundan her x € R ve u,v € T(U) igin
—x[o(v),u] = x[u,0(v)] € T(U) olur. Béylece

RT(U),o(T(U))] C T(U)



37

oldugu goriiliir. Diger yandan her u,v € T(U) ve x € R igin
[ux,v]g,z = u[x,v]g,c +u,T(v)]x € T(U)

olur. Buradan [ux,v|s,; € T(U) ve u[x,v]s, € T(U) oldugundan her x € R ve u,v €
U i¢in
[, T(v)]x e T(U)

elde edilir. Boylece [T (U), (T (U))]R C T(U) olur. Boylece ispat biter. O

Onerme 3.2.6. [3] R bir asal halka, U sifirdan farkli (c,7)— Lie ideal U ¢ Z,
U ¢ Cs,z ve a,b € R olsun. Bu durumda aT (U)b = 0 ise a = 0 veya b = 0 ifadesi
saglanir.

Ispat: a,b € R i¢in aT(U)b = 0 olsun. T(U) kiimesinin tammindan u € U, v €
T(U), y € R i¢in [uby,v]s,c € U C T(U) oldugu agiktir. Boylece her a,b € R ve
ueU,veT(U),y€ R igin aluby,v|s,b = 0 olur. Burada Onerme 2.0.31 (iii) ve
aT (U)b = 0 olmas1 kullanilirsa

0 = aluby,v]s,cb
= a(ubly,v]e, +[ub,t(v)]y)b
= aub(y,v|s,c +alub,T(v)]yb
= alub,t(v)]yb
=a(ubt(v) — t(v)ub)yb
= aubt(v)yb — at(v)ubyb
= at(v)ubyb

esitlikleri elde edilir. Boylece her v € T (u),u € U,y € R igin
at(v)ubyb =0

oldugu goriiliir. O halde
at(T(U))UbRb =0
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esitligi saglanir. Burada R halkasinin asal olmasi kullanilirsa
at(T(U))Ub=0veyab=0 (3.2.19)

ifadesi elde edilir. at(T(U))Ub = 0 olsun. Son esitlik ve Onerme 2.0.31 (i)

kullanthirsaherx € R, u € U, v € T(U) igin

0=at(v)[u,x]s,cb
=at(v)(uo(x) — t(x)u)b

=at(v)uc(x)b—at(v)T(x)ub

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikte x yerine 6! (bx) yazilir ve at(T(U))Ub = 0

esitligi kullanilirsa

0=at(v)uc (o (bx))b—at(v)t(c ' (bx))ub
= at(v)ubxb —at(v)t(c~ (b)) t(c~" (x))ub
=at(v)t(c~'(b))t(c ! (x))ub

esitlikleri elde edilir. Boylece her x € R,u € U i¢in
at(v)t(c 1 (b))t(67 (x))ub=0

oldugu goriiliir. Buradac ve 7 doniisiimlerinin R halkasinin otomorfizmlari oldugu
gdzoniine alinirsa

at(v)t(c~(b))RUb =0
elde edilir. R halkasinin asal olmasi kullanilirsa
at(v)t(c ' (b)) =0 veya Ub = 0. (3.2.20)

ifadesi elde edilir. Onerme 3.2.2 kullanilirsa Ub = 0 olur. Bu ise b = 0 olmasini

gerektirir. SImdi her v € T(U) igin

at(v)t(c (b)) =0 (3.2.21)



39

oldugu durumu inceleyelim. Diger yandan Onerme 3.2.5 den [U,7(T(U))]R C
T(U) oldugundan

[R,[U,7(T(U))IRo:: C [R,T(U)]oeCU CT(U)
oldugu goriiliir. Boylece her x,y € R,ju € U vev € T(U) igin
[7(x), [, T(V)Y]o e = T(x) o ([, 7(W)]y) — ([, 7(v)]y)2(x) € U C T(U)

oldugu goriiliir. Burada aT (U)b = 0 olmast ve Onerme 2.0.31 (i) kullamlirsa

0= a[T(x)’ [”’ T(V)]y]ﬁvfb
= a(1(x) 5 ([u, 7()]y) — 7([ut, T(v)]y) 7(x))b
= av(x)o ([, (v)]y)b — a([u, T(v)]yT(x))b

esitligi elde edilir. Son esitlikte x yerine xo~! (b)z yazilirsa
0=at(xo~" (b)z)0([u,T(v)]y)b —at([u,z(v)]y)t(xc~" (b)2)b

esitlikleri elde edilir. Son esitlik diizenlenirse

0=at(x)t(c”" (b)) t(z)o([u, T(»)]y)b —at([u, 7(v)]y)T(x) (0" (b)) T(2)b
(3.2.22)
esitligi elde edilir. [u, T(v)]yxo~!(b)z € T(U) oldugundan her x,y € R,u € U,v €
T(U) i¢in

at([u,7(v)yx)1(0~" (b)) € at(T(U))(c™" (b)) =0
olur. Buradan 3.2.22 esitligi ve T doniisiimiiniin otomorfizma olmasi kullanilirsa
aRt(c~ (b))Ro ([u, t(v)])Rb =0 (3.2.23)

esitligi elde edilir. o©,7 doniistimleri otomorfizma oldugundan ve R asal halka

oldugundan son esitlik
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a=0veyab=0veya[U,7(v)]=0
olmasini gerektirir. Diger taraftan Teorem 3.2.3 den [U, 7(v)] # 0 oldugu agiktir.
Boylece a = 0 veya b = 0 oldugu goriiliir. O

Teorem 3.2.7. [3] R bir asal halka, U sifirdan farkli (c,7)—Lie ideal, U ¢ Z ve
U ¢ Cg,; ise [R,M|s,: C U fakat [R,M|s,: ¢ Cg,r olacak sekilde M # (0) ideali

vardrr.

Ispat: U, R halkasinin (o, 7)—Lie ideali, U ¢ Z ve U ¢ Cg,; olsun. O zaman U,

(0,7)—Lie ideal oldugundan ve Onerme 3.2.5 ten
R[T(U),o(T(U))] CTU)ve[T(U),x(TWU))IRCT(U)

vardir. Diger yandan T(U), R halkasinin alt halkast oldugundan her x,y €
R,u,v,w,z € T(U) i¢in

yw, o(@)]u, T(v)lx € T(U)

olur. O halde
R[T(U),o(TO)][TU),=(T(U))RCT(U)

ifadesi saglanir. Burada R[T'(U),o (T (U))][T(U),©(T(U))]R = 0 ise R halkasinin

asal olmas kullanilirsa
[T(U),o(TU))TU),=(TU))] =0
olur. Buradan her u,v,w,z € T(U) igin
[,0(v)][w,7(z)] =0 (3.2.24)

esitligi elde edilir. Son esitlikte w yerine t € T'(U) olmak iizere wt yazilir, 3.2.24

esitligi ve Onerme 2.0.30 (i) kullanilirsa



0=[u,0(v)][wr, 7(2)]
= [, o (W)]([w, T(2)]r +wlt, T(2)])
= [u,0(v)]w, 7]t + [u, 0 (v)Iwlr, 7(2)]
= [, 0(v)Iwlt, 7(2)]

esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Boylece her w € T'(U) igin
[u,0(v)]wlr, 7(2)] =0

olur. Bu ise her u,v,z € T(U) igin
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[u,c(W)]T(U)[t,7(z)] =0 (3.2.25)

olmasini gerektirir. Burada Onerme 3.2.6 kullanilirsa

[T(U),0(T(U))] =0veya [T(U),=(T(U))] =0

oldugu goriilir. U C T(U) oldugundan son ifade

[U,o(U)]=0veya[U,t(U)]=0

olmasini gerektirir. Boylece Teorem 3.2.3 kullanilirsa

UCZveyalU C Cqs,t

elde edilir. Bu durum U ¢ Z ve U ¢ Cgs,; olmasi ile celigir.

o

halde R[T(U),o(T(U))|[T(U),=(T(U))] # 0 olur. Boylece 0 # M =
R[T(U),o(T(U))|[T(U),=(T(U))|R, R halkasinin bir idealidir. Ayrica T'(U)

tarafindan kapsanir. Boylece T'(U) tarafindan kapsanan sifirdan farkli bir M ideali

vardir. Yani M C T(U) dir. Diger yandan [R,M|s,:C [R,T(U)]s,: C U oldugu

aciktir. Simdi [R,M]s,r C Cg,r oldugunu kabul edelim. Burada R, (o,7)—Lie

ideal oldugundan Onerme 3.2.1 kullamlirsa M C Z veya R C Cg,; oldugu goriiliir.
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Bu ise R halkas1 degismeli veya R C Cy,r olmasini gerektirir. R halkasi degismeli
iseU CZveyaU C Cg,;olur. BudaU ¢ Zve U ¢ Cq,; olmasiyla celigir. O halde
[R,M|s,: ¢ Co,7 dir. O

Sonuc 3.2.8. [3] R bir asal halka, U sifirdan farkli (6,t)— Lie ideal U ¢ Z,
U ¢ Cqs,rvea,b €Rolsun.

aUb = (0) isea=0veyab=0.
Ispat: U, R halkasmnin (0,7)— Lie ideali, U ¢ Z, U ¢ Cg,; Ve a,b € R igin
aUb = (0) olsun. O zaman Teorem 3.2.17 kullanilirsa R halkasinin [R,M]s,; C U
ve [R,M]s,: ¢ Cos,r olacak sekilde sifirdan farkli bir M idealinin oldugu goriiliir.

Buradan Onerme 3.0.31 (i) ve (ii) aUb = 0 esitligi kullanilirsa her x € R,u € U, m €

M i¢in
0=alx, 7 '(u)t ' (b)m]s,c b
= a(t(v™! ()t (b)) e, mlg e +x, T () T (B)]gue 0 (m) )b
= a(ublx,m| g,z +[x, 7" (ub)|5,c 0(m))b

= a(ubxo (m) — ubt(m)x+xo (1~ (ub)) o (m) — ubxo (m))b
= aubxc (m)b — aubt(m)xb + axc (1~ (ub)) 6 (m)b — aubxo (m)b
=axc(t ' (u)t~ ' (b))o(m)b

esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Boylece her x € R i¢in
axo (Tt (u)t7 (b)) o (m)b =0

olur. Bu ise

aRo (7 (u)T™ 1 (b))o(m)b =0 (3.2.26)

olmasini gerektirir. R halkasinin asal olmasi kullanirsa her u € U,m € M i¢in

a=0veyac(t"!(ub))o(m)b=0



43

ifadesi elde edilir. Boylece
a=0veyac(t ' (Ub))o(M)b=0

olur. 6(t~!(Ub))o(M)b = 0 olsun. Bu esitlige 6! uygulanirsa
0=t Y(Ub)Mc ' (b)

1

esitligi elde edilir. Buradan ¢~!,7~! doniisiimleri otomorfizma oldugundan son

esitlik
UbMb =0

olmasini gerektirir. Burada R asal halka ve M < R oldugu kullanilirsa
Ub=0veyab=0
ifdesi elde edilir. Burada Ub = 0 ise Onerme 3.2.2 den
b=0veyaU C Cg,¢
olur. U ¢ Cg,; oldugundan son ifade b = 0 olmasin1 gerektirir. O
3.3. (0, 7)-Lie Idealler Ve Tiirevler
Onerme 3.3.1. [13] R bir asal halka, U, (0,7)-Lie ideal ve a,b € R olsun.
ab,b € Cs,r ise a € Zveya b =0.

ifadesi saglamr.

Ispat: ab,b € Cy,; olsun. Her x € Rigin 0 = abo (x) — t(x)ab = at(x)b — t(x)ab =
[a,T(x)]b olur. Yani [a,7(x)]b = 0 olur. Bu esitligin sag yan1 y € R olmak iizere
o(y) ile garpilirsa [a, T(x)]bo(y) = O olur. Buradan b € Cy,; oldugu kullanilirsa

son esitlik [a,7(x)]t(y)b = 0 olmasim gerektirir. [a,7(x)]T(R)b = 0 olur. Buradan
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7(R) = R oldugundan [a, 7(x)]Rb elde edilir. R asal halka oldugundan son ifade
[a,T(x)] = 0 veya b = 0 olmasin1 gerektirir. Bu durumda a € Z veya b = 0 dur.

Boylece ispat biter. O

Onerme 3.3.2. [5] R asal halka, U, R halkasimn sifirdan farkli (c,7)—sol Lie
ideali olsun.

UCCg,riselU CZ.

ifadesi saglanr.

Ispat: U, R halkasinin sifirdan farkli (o, 7)—sol Lie ideali olsun. O halde her x € R

ve u € U igin [t(u)x,u],; € U C Cg,; olur. Ayrica Onerme 2.0.31 (iii) den
[T(u)x,u],c = T(u)[x,u]5,c +[T(u), T(u)]x = T(u)[x,ul5,
oldugu kullanilirsa her x € R ve u € U igin
T(u)[x,ul6,c € Co e
elde edilir. Burada Onerme 3.3.1 kullanilirsa her x € R i¢in
T(u) € Z veya [x,u|,;=0 (3.3.27)

esitligi elde edilir. Her x € R i¢in [x,u]s,7= 0 olsun. Bu durumda her x,y € R
icin 0 = [xy,uls,r= x[y,u|o,c+[x,T(u)]y oldugu goriilir. Buradan her x € R
icin [x,7(u)]y = 0 elde edilir. Boylece [R,T(u)]R = 0 olur. R halkasiin asal
olmasi kullanilirsa son ifade [R,7(x)] = O olmasim gerektirir. Bu ise 7(u) € Z
olmasi gerektirir. Buradan her r € R ve u € U i¢in 7(r)t(u) = t(u)7(r)
elde edilir. Burada 7 doniigiimiiniin otomorfizma oldugu da goz oniine alinirsa
T(ru) — t(ur) = t(ru—ur) = 0 esitlikleri saglandigindan u € Z elde edilir. O halde

U C Z olur. O
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Teorem 3.3.3. [5] R bir asal halka U, R halkasinda sifirdan farkli (o, 7)—sag Lie

ideal, d, 0d = do ve td = d~ esitliklerini saglayan sifirdan farkli tiirev olsun.
d(U) C Cq,¢ ise R halkast degismeli veya U C Cg,1

ifadesi saglanir.

Ispat: U, R halkasinda sifirdan farkli (o,7)—sag Lie ideali ve d(U) C Cq,¢
olsun. O halde her x € R ve u € U igin [u,x]s,;€ U olur. Bu her y € R igin
[d([t,X]),7),Y]e,c= 0 olmasim gerektirir. Buradan Onerme 2.0.31 (i),(v), Tanim

2.0.20 ve do = od ve dt = 7d esitlikleri kullanilirsa

(
= [d(uo(x) = 1(x)u),Y]o
= [d(uc(x)) = d(T(x))u; Yoz
= [d(uo(x)), Yo —[d(T(x)u),Y]oe
=[d(u)o(x) +ud(0(x)),Y]e.c —[d(t(x))u+T(x)d(u),y]o,c
= (d(u)o(x)+ud((o)(

x)d(u))
—t(y)ud(c(x))
)T(x)d (u)

)

( (
=d(u)o(x)o(y)+uoc(d(x))o(y) —t(u)d(u)o(x) — t(y)uc(d(x))

(

)
(

Il
—

(d(u)o(x) +uc(d(x)) = 7(d(x))u - t(x)d(u))o(y) — T(y)(d
+uo(d(x)) — (d(x))u—t(x)d(u))
= [d(u)o(x) — 1(x)d(u) +uc(d(x)) — 7(d(x))u; Yoy
= [[d(u), x]o,z +[u,d(x)lo 0, Vo

u)o (x)

esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Diger taraftan d(u) € Cs,; oldugu kullanilirsa her
Yy € Ricin
[u,d(x)]s,7,Y]6,e=0
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olur. Buradan her x € R,u € U icin
[,d(x)]6:7 € Coiz

elde edilir. Boylece
[U,d(R)]6: C Coye

olur. Burada Onerme 3.3.2 kullanilirsa
d(R) CZveyaU C Cg,¢

oldugu goriiliir. Eger d(R) C Z ise Teorem 2.0.39°den R halkasi degismelidir veya

U C Cs,¢ dir. Boylece ispat biter. O

Sonug 3.3.4. [5] R bir asal halka U, R halkasinda sifirdan farkli (¢, 7)—Lie ideali

ve d stfirdan farkl tiirev olsun.
d(U) CCs,riseU CZ

ifadesi saglanr.
Ispat: d(U) C Cy,; olsun. O halde Teorem 3.3.4 ten R halkas: degismelidir veya

U C Cg,; oldugu goriiliir. Bu ise Onerme 3.3.3 ten U C Z olmasini gerektirir. O

Onerme 3.3.5. [5] R bir asal halka U, R halkasinda sifirdan farkli (o, t)—Lie

ideali, d bir tiirev ve a € R olsun.

d(U)a=0(ad(U)=0)isea=0veyalU C Z.
Ispat: U, R halkasinin sifirdan farkli (o,7)—Lie ideali ve d(U)a = 0 olsun.
U ¢ Z oldugunu kabul edelim. Bu durumda Sonug 3.3.5 den d(U) ¢ Cg,; oldugu
goriilir. Bu yiizden d(U) # 0 olur. Ciinkii d(U) = 0 olursa 0 C Cg,7 oldugundan
d(U) C Cg,¢ olur bu durumda kabulumuzle celigir. U, R halkasinda sifirdan farkli
(0,7)—Lie ideal oldugundan her x € R,u € U i¢in t(u)[x,u|s,; € U olur. Burada
d(U)a =0 oldugu goz dniine alinirsa d(7(u)[x, u|s,r Ja =0 esitligi saglanir. Burada

Tanim 2.0.20 kullanilirsa
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0=d(t(u)[x,ule,c)a=d(t(u))x,ulg,ra+ t(u)d([x,uls,: )a
esitligi elde edilir. Boylece [x,u]s,r € U oldugundan son esitlikten
d([x,u)s,c)a=0
elde edilir. Boylece her u € U ve x € R i¢in
d(t(u))x,ul,ca=0

olur. Son esitlikte v € U olmak iizere x yerine xd(v) yazilir Onerme 2.0.31 (iii) ve

d(U)a = 0 olmasi kullanilirsa

esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Boylece her x € R i¢in
d(t(u))x[d(v),u]s,ca=0

yani

d(t(u))R[d(v),u]s,ra=0

olur. dt = 7d esitlikleri ve R halkasinin asal olmasi kullanilirsa her u,v € U i¢in

d(t(u)) = t(d(w)) = 0 veya [d(v),ulg,ca = 0

ifadesi elde edilir. Burada 7 doniisiimii otomorfizma oldugundan son ifade

d(u) =0veya[d(v),ulg,;a=0
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olmasini gerektirir.

Simdi L={uecU |du=0}veK={uecU|[dV),usra=0velU}
kiimelerini tanimlayalim. Oncelikle K ve L kiimesinin U (o,7) lie idealinin
toplamsal alt grubu oldugunu gosterelim. [d(v),0]s,ra = 0 oldugundan 0 € K dir.
Boylece K # @ dir. Her x,y € K i¢in [d(v),x|g,za =0 ve [d(v),y]s,ra =0 dir.
[d(u),x—Y]|oye=[d(v),X]6,c —[d(V),Y]5,c = 0 oldugundan x — y € K dir. Boylece
K, U (0,71)- Lie idealinin toplamsal alt grubudur. Diger taraftan L # & dir.
d(0) = 0 oldugundan 0 € L dir. Her x,y € L i¢in d(x) = 0 ve d(y) = 0 dir. Boylece
d(x—y) =d(x) —d(y) =0 oldugundan x —y € L dir. Yani L, U (o, 7)- Lie idealinin
toplamsal alt grubudur. Boylece Onerme 2.0.7 den U = L veya U = K elde edilir.
Diger taraftan d # 0 oldugundan U # L dir. O halde U = K dir. Her u,v € U
icin 0 = [d(v),u]s,c= d(v)o(u)a — T(u)d(v)a olur. Burada d(v)a = 0 oldugu

kullamlirsa d(v)o(u)a = 0 elde edilir. Son esitligin her tarafina ¢!

uygulanirsa
her u € U i¢in

o (d(v))uc" (a) =0

olur. Bu 6~!(d(v))Uo~"(a) = 0 olmasimi gerektirir. Burada Sonug 3.2.8 den
o (d(v))=0veyac '(a)=0

elde edilir. Burada ¢ doniisimiiniin otomorfizma oldugu goz 6niine alinirsa her
v e U igin d(v) = 0 veya a = 0 olur. Buradan d(U) = 0 veya a = 0 elde edilir.
Kabulumuzden d(U) # 0 oldugundan a = 0 olur. Boylece ispat tamamlanir.Ispatin
ilk kisminda [x,u]s,r0(u) € U alarak ad(U) = 0 ise a = 0 oldugunu benzer

sekilde gosterebilir. O

Simdi varsayalim U, R halkasinin sifirdan farklh (o, t)—Lie ideali iken d(U) + U
kiimesinin (o,7)—sag Lie ideali oldugunu gosterelim. Onerme 2.0.31 (v),(vi)

kullanilirsa ve her u,v € U, x € R i¢in



49
[d(u) +v,X]g,e = [d(u),X] 5,0 +[VsX] 57
[d(u)>x]677~' +[u’d(x)]6af _[Mvd(x)]ﬁﬂ_"[vax](ﬂf
d([uvx]mf) - [Mﬂd(x)]07T+[vvx]07T

esitligi elde edilir. Buradan U, (o,7)—Lie ideal oldugundan [u,x]s,c€ U,

[u,d(x)]6,z € U, [v,X]6,r € U olmasini gerektirir. Boylece
d([u,x]g,c) — [,d(x)] 5y +[V X6, €d(U) +U
elde edilir. Yani d(U)+ U, (o, t)—sag Lie idealdir.

Onerme 3.3.6. [5] R asal halka U, R halkasinda sifirdan farkli (o, 7)—Lie ideal

ve d, sifirdan farkl bir tiirev olsun.

d*(U)=0ised(U)CZ
Ispat: U, R halkasinda sifirdan farkli (o, 7)—Lie ideal ve d bir tiirev ve d>(U) = 0
olsun. O zaman [x, u,; € U oldugundan her u € U, x € R icin d*(t(u)[x, |5,z ) =0

olur. Burada Tanim 2.0.8 kullanilirsa

0=d*(z(u)[x, uoz)
=d(d(t(
=d(d(t(u))[x,ulo,c +(u)d([x,uls,7))
= d*(t(u))[x,ulo . +d(T(w)d([x,ulo.c) +d(T(u)d([x, uoz )
+7(u)d?([x, u)o )
= d*(t(u))[x, u] 6 ,c +2d(T(u))d([x,u] 5,z )

T(u)[x,ulo,c))

(
(

esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Diger taraftan 7d = d7 esitlikligi gbz Oniine

alimirsa d?(t(u)) = d(d(t(u))) = d(t(d(u))) = t(d(d(u))) = t(d*(u)) = 0
oldugundan son esitlikten 2d(7(u))d([x,u|s,z) = O elde edilir. Boylece R

halkasinin karakteristigi 2 den farkli oldugundan her x € R,u € U i¢in

d(t(u))d([x,uls,z) =0 (3.3.28)
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bulunur. Burada u yerine v € U olmak iizere u+d(v) yazilir ve Tanim 2.0.8, Onerme

2.0.31 (v), 3.3.28, dt = 1d esitligi kullanilirsa

esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Béylece x € R ve u,v € U icin
©(d(u))d([x,d(v)]or) =0
olur. Burada son esitlige 7~! doniisiimii kullanirsa her x € R,u,v € U i¢in
d(u)t ! (d([x,d(v)]or)) =0 (3.3.29)

esitligi elde edilir. Son esitlige Onerme 3.3.6 uygulanirsa her x € R,v € U igin
T 1d([x,d(v)]6,:)) =0 veyalU C Z

elde edilir. Burada 7~! doniisiimiiniin otomorfizma oldugu goz dniine alinirsa son

ifade herx € R,u € U i¢in
d([x,d(v)])s,c=0veyaU C Z (3.3.30)

olmasini gerektirir. Eger U C Z ise d(U) C Z olur. Simdi d([x,d(v)]s,7) =0
durumunu inceleyelim. Bu durumda son esitlige Onerme 2.0.31 (vi) uygulanirsa

ve d>(U) = 0 oldugu gz 6niine alinirsa
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esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Boylece her x € R,u € U i¢in
[d(x),d(v)]g, =0 (3.3.31)

olur. Son esitlikte x yerine u € U olmak iizere xd(u) yazilir, Tanim 2.0.8 ve Onerme

2.0.31 (iii) kullanilirsa

esitlikleri elde edilir. Boylece her x € R,u € U i¢in
[d(x),7(d(v))]d(u) =0
olur. Burada Onerme 3.3.6 kullanilirsa her x € R, u € U igin

[d(x), 7(d(v))] =0
esitliginin saglandig1 goriiliir. Boylece

[d(R),T(d(U))] =0
elde edilir. 7 doniisiimii otomorfizma oldugundan ve Td = d7 esitlikleri géz 6niine
aliirsa [d(R),d(U)] = 0 elde edilir. Buradan 7(d(u)) € Z olur. Boylece her u € U

icin d(u) € Z olur. Buise d(U) C Z olmasim gerektirir. Boylece ispat tamamlanir.

|

Teorem 3.3.7. [5] R bir asal halka U, R halkasinda sifirdan farkli (c,t)—Lie
ideal ve d bir tiirev olsun.

d*(U)=0iseU C Z

olur.



52

Ispat: U ¢ Z oldugunu kabul edelim. (3.2.28) esitliginde u yerine keyfi bir v € U
olmak iizere u+v yazilirsa Onerme 2.0.31 (v), Tanim 2.0.8 kullanilir ve (3.3.28)

esitligi goz oniine alursa

= d(t(u) + (V))d([x,u]c,ﬁ[ o,z )

= (d(t(u)) +d(z(v)))(d([x, ulo,c ) +d([x,ul5,7))

= d(t(u))d([x,ulo,7) +d(e(u))d([x,V]o:7) +d(2(v))d([x,ulo,c) +
d(t(v))d([x,v]oz)

esitlikleri elde edilir. Burada 3.3.28 esitliginden her x € R ve u,v € U icin
d(t(u))d([x,uls,:) =0ved(t(v)d([x,v]g,r) =0

oldugu kullanilirsa
d(t(u)d([x,vlg,r) +d(T(v))d([x,ulg,c) =0

olur. Esitligi soldan her u € U igin d(t(u)) ile ¢arpilir, Onerme 3.3.7 kullanilir ve

3.3.28, 1d = dt,0d = do esitlikleri goz 6niine alinirsa



53
esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Ayrica 3.3.28 esitligi kullanirsa son esitlikten
d(t(u))*d([x,V]s,z) =0 Yu,v € U,x €R (3.3.32)
elde edilir. Diger taraftan her x € R ve v € U i¢in [x0(v),V]s,c € [R,U]s,c Ve
o (v),vlee=x[0(v),0(W)]+ [x,V]e:c O(v) = [x,V]6,: O (V)
esitliginin saglandig1 agikti. Buradan [x,v|s,:0(v) € [R,U]s,r olur. 3.3.32
esitliginde sag taraftan d(o(v)) ile carpilirsa
d(t(u))*x,v]6,:d(c(v)) =0 Yu,y e U,x €R (3.3.33)
elde edilir. 3.3.33 esitliginde v yerine v+w yazilir ve 3.3.33 esitligi kullanilirsa
d(t())*[x, Ve d(0 (W) +d(v(w) [t Wlowed(6() =0 (33.34)

elde edilir. 3.3.34 esitligi sagdan taraftan d(o(v)) ile ¢arpilir, 3.3.33 esitligi ve

Onerme 3.3.7 kullanilirsa

)d(o(v)) +d(t(u))*[x,wle,zd(a(v))?
2[)6, W]Gﬂ'd(c(v))z
Z[X’ W]G?Td(c(v))z

)o(d(w)) +d(t(u))*[x,w]o,cd(c(v))?

esitlikleri elde edilir. Buradan 3.3.33 esitliginden d(7(u))?[x,v]s,c0(d(v)) =0

oldugundan son esitlikten
d(t(u))?[x,w]e,:d(c(v))* =0 Yu,v,w € U,x €R. (3.3.35)

elde edilir. 3.3.35 esitliginde x yerine her a € U ve y € R olmak iizere d([x,d]s,z )y

yazilirsa

0=d(t(u))*[d([x,d]o,c)y, Wlo,ed(0(v))?
t(w)*(d([x,ale.0 ). wle, T+ [d([x,d]o.c ), T(w)]y)d(a(v))?

(
©(w)*d([x.dlo ) [y, Wo,rd(0(v))? +d(2(w))*[d([x,dlo.c ), T(w)lyd (o (v))?



54

esitlikleri elde edilir. Burada d(t(u))?d([x,a]s,c)[y, W]e,cd(c(v))? = 0
oldugundan d(7(u))*[d([x,d|s,z ), T(W)]yd(c(v))? = 0 olur. Boylece

0=d(t(u))*(d(lx,dlo,c)t(w) — T(W)d([x,dls .2 ))yd(a(v))?
= d(t(u))*d([x,dlo.c)T(w)yd(o(v))* —d(z(u))*1(w)d([x,d]oz )yd(o(v))®

esitlikleri elde edilir. Burada d(7(u«))?d([x,d]s,: )T(w)yd(c(v))?* = 0 oldugundan

her u,v,w € U ve x,y € R icin
d(t(u))*z(w)d([x, o, )yd(0(v)* =0
olmasim gerektirir. O halde
d(t(u))*t(w)d([x,als.c)RA((v))* =0
olur. Burada R asal halka oldugundan her w € U i¢in

d(2(u))2(w)d([¥. o, ) = 0 veya d(c(v))? = 0

olur. d(t(u))*t(w)d([x,d]s,:) = 0 olsun. Bu durumda dt = 7d oldugu goz

oniine alinirsa 7(d(u))?t(U)d([x,a]s,: ) = O elde edilir. Esitligin her tarafina 7~

uygulanirsa her u € U icin
dw)*Ut™ " (d([x,d]5,:)) =0

elde edilir. Boylece sonug 3.2.8 den her x € R ve a € U i¢in
d(U)?> =0veya t7'(d([x,d]s,:)) =0
elde edilir. Yani
d(U)?> =0veyad([R,U]s,:) =0

olur. Simdi bu durumlar1 inceleyelim.

Eger d(U)* = 0 ise her u,v € U i¢in
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0=d(u+v)?
=d(u+v)d(u+v)
= (d(u)+d(v))(d(u) +d(v))
=d(u)?+2d(u)d(v) +d(v)?

esitlikleri elde edilir. Burada d(u)?> = 0 ve d(v)? = 0 oldugundan 2d(u)d(v) =0
olur. Boylece R karakteristigi 2 den farkli asal halka oldugundan her u € U igin
d(u)d(v) = 0 olur. Burada Onerme 3.3.6 kullanilirsa d(U) = 0 ve Sonug 3.3.5 den
d =0veyaU C Z olur. Bu ise kabulumuzle celisir.

Simdi d([R,U]s,z ) = 0 durumunu inceleyelim. Bu durumda her x € R ve u € U

icin [x,u]s,c 0(u) € [R,U]g,r oldugundan

0=d([x,uls,r 0(u))
= d([x,u]¢,7 )0 (1) + [x,u] 5, d (0 (1))

esitlikleri elde edilir. Burada d([x, u],c 6(u)) = 0 oldugundan son esitlik
[x,ulg,rd(0(u)) =0 YxeRucU (3.3.36)

olmasii gerektirir. 3.3.36 esitliginde x yerine y € R olmak {iizere xy yazilirsa

Onerme 2.0.31 (iii) kullanilirsa

0= [xy, u]o'al'd(o-(”»
= (x[y ufo o +lx, T(u)ly)d(o(u))
= xly ] d( () + [x, T()]yd (o (u)

esitlikleri elde edilir. Burada 3.3.36 esitliginden x|y, u|s,;d(0(4) = 0 oldugundan
her y € R igin
b, (u)]yd(o(u) =0

olur. O halde [x, T(u)]Rd (o (u) = 0 dir. Boylece R asal halka oldugundan
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[x,7(u)] =0 veyad(o(u) =0
olur. Burada do = od esitlikleri kullanilirsa
[x,7(u)] =0 veya o(d(u)) =0
olur. Burada ¢ doniisiimiiniin otomorfizma oldugu g6z 6niine alinirsa
T(u) € Zveyad(u) =0
elde edilir. Bu kez 7 doniisiimiiniin otomorfizma oldugu kullanilirsa son ifade
ucZveyad(u)=0

olmasini gerektirir.

Simdi K={ueU|uecZ}velL={ucUldu)=0} kiimeleri tanimlayalim.
Bos olmayan K ve L kiimelerinin U, (0, 7)-lie idealinin toplamsal alt gruplari
oldugu agiktir. Onerme 2.0.7 den K = U veya L = U olmak zorundadir. K C Z
oldugu goz oniine alinirsa kabulumuzden K # U olmak zorundadir. O halde L =U
olur. Bu durumda L kiimesinin tanimindan d(U) = 0 olur. Burada Onerme 3.3.6
kullanilirsa d = 0 veya U C Z olur. d # 0 oldugundan U C Z olmak zorundadir.

Bu ise kabulumuzle celisir. Boylece ispat biter.
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4. (6,7)- SAG JORDAN IDEALLER VE DEGISMELILIK
KOSULLARI

Bu boliimde H.Kandamar , K.Kazim ve N.Aydin’in bazi ¢alismalar1 incelenmis
ve bu calismalar kullamilarak R karakteristigi 2 den farkli bir asal halka U, R
halkasinin sifirdan farkli (o, 7)-Jordan ideali ve d, R halkasinin sifirdan farkl tiirevi
olmak iizere,

i) U degismeli ise R halkasimin degismeli,

ii (U,U)g,: C Cs, ise R halkasi degismeli,

iii) U ¢ Z ise U, R halkasinin (M,R)s,;C U fakat (M,R)s,c ¢ Cs,r sartini
saglayan sifirdan farkli bir M idealini kapsadig1 ,

vi) U ¢ Z ise U, R halkasinin sifirdan farkli bir (o, 7)—Jordan idealini kapsadig1
gosterilmistir.

Ayrica R karekterstigi 2 den farkli bir asal halka J, R halkasinin sifirdan farkli
(0, 7)- sag Jordan ideali ve d, R halkasinin sifirdan farkl: tiirevi olmak iizere,

v) d(J) C Cg,¢ ise R halkasinin degismeli

iv) d(J) C Z ise R halkasinin degismeli oldugu

gosterilmistir.

4.1. (c,7)-Jordan Idealler Ve (o, 7)-Tiirev

Onerme 4.1.1. [12] R bir asal halka ve U, R halkasimin sifirdan farkl (o, 7)- sag

Jordan ideali olsun.

27[R,RU C U ve 2UG[R,R] C U.
Ispat: Her x,y € R ve u € U igin (u,[x,Y])5,r — ((4,X)5,7,Y) + (,¥)6,7,X) €U

oldugu aciktir. Diger taraftan bu esitlige Tanim 2.0.15 kullanilirsa

(uv [xvy])G’T_((uvx)Gar 7y) + ((”7y)07T 7x)
= uo ([x,y]) + 7(pe,y)u— (uo (x) + T(X)u, y) o e +(u0 (y) + T(y)u, X)o7



=uo([x,y]) +7([x,y)u— (o (x) + t(x)u)o (y) + 7(y) (w0 (x) + T(x)u)) +
) +TOu)o(x) +1(x)(uo(y) +7(y)u))

(b)) + 7, y))u —uo (x)o (y) — t(x)uo (y) — t(y)uoc (x) — T(y) T(x)u+
uo(y) + 0 (x) + 1(y)uc(x) + t(x)uc(y) + t(x)(y)u

=27(x)T(y)u —27(y)T(x)u
=2(t(0)7(y) =T 7(x))u
=2(t[x,y])

esitlikleri saglandigindan her x,y € R ve u € U icin
2(t[x,yJucU

olur. Boylece

27[R,RlU CU
elde edilir.Benzer sekilde her x,y € R ve u € U igin
—(u,[%,Y])65t = ((U:X) 657, Y )65t +((U,Y) 657 ) o € U

ve
(, 6,300 = (%) 67,y) + (,)052,%) = 2(Tlx, y]Ju

oldugundan 20[R,R] C U oldugu goriiliir.

a

Onerme 4.1.2. [12] R bir asal halka, U, R halkasinmn (0,7)— sag Jordan ideali

olsun.

i) U C Cg,¢ ise R halkast degismelidir.
ii) U C Z ise R halkast degismelidir.
iii)ac RvealU =0 (Ua=0)isea=0

Ispat: i) Onerme 4.1.1 den 27[R,RJU C U oldugunu biliyoruz. U C Cg,;

oldugundan 27[R,R]U C U C Cg, olur. Yani

27[R,RU C Cq 4.1.1)
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olur. Burada U C Cg,; ve 27[R,R]U C Cg,; oldugu goz 6niine alinir ve Onerme
4.1.1 kullanilirsa

27[R,R] C Z veya U = (0)

elde edilir. Burada son ifadede R halkasinin karakteristigi 2 den farkli ve U # (0)
oldugu kullanilirsa

T[R,R] C Z
olmasim gerektirir. Burada T doniisiimii otomofizma oldugundan
[R,R|CZ

olur. Boylece Onerme 2.0.33 ten R halkas1 degismelidir.
ii) Onerme 4.1.1 den 27[R,RJU C U oldugunu biliyoruz. U C Z oldugundan
27[R,R|U C U C Z olur. Béylece

2t[R,RlU C Z

elde edilir. Buradan son esitlikte Onerme 2.0.22 kullanilir ve U # (0) oldugu goz
Oniine alinirsa

27[R,R] C Z

elde edilir.R halkasi karakteristigi 2 den farkli asal halka ve T otomofizma
oldugundan

[R,R|C Z

olur. Béylece Onerme 2.0.33 den R halkasi degismelidir.

iii) a € Rve aU =0 olsun. Herx € R ve u € U igin
0=a(u,x)s,r=a(uc(x)+t(x)u) = at(x)u

esitlikleri saglanir. Yani buradan her x € R ve her u € U icin

at(x)u=0
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elde edilir. Boylece
at(R)U =0

olur. Buradan 7 otomorfizma oldugundan
aRU =0

olur. Bu ise R asal halka ve U # (0) oldgundan
a=0

olmasini gerektirir. O

Teorem 4.1.3. [12] R bir asal halka ve U, R halkasimn sifirdan farkli (o, 1)- sag
Jordan ideali olsun. U degismeli ise R degismelidir.

Ispat: Her x,y € R ve u € U igin Onerme 4.1.1 den 2([x,y])u € U olur. U,
(0,7)—sag Jordan ideali degismeli oldugundan v € U i¢in [27([x,y])u,v] = 0 olur.
Buradan Onerme 2.0.30 (i) ve U (o, 7)—sag Jordan idealinin oldugu goz oniine

alinirsa

0= [22([x, y)u,v] = 2[([x, y]), v+ 27 ([, y]) [, v] = 2[7 ([, y1), v]u
olur. Boylece
2[z([x,y]),vJu =0

olur. R halkast, karakteristigi 2 den farkli bir asal halka oldugundan her x,y € R ve
u,v € U igin

[7(be,y]);v]u =0

olur . Boylece

[t([x,y]),v]JU=0 Vx,yeRveU. 4.1.2)

elde edilir. Burada 7 doniisiimiiniin otomorfizma oldugu kullanilirsa

v, [x,y]JlU=0 V¥Yx,yeRveU. (4.1.3)
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elde edilir. Buise her x,y € R ve v € U i¢in [v, [x,y]] = 0 olmasin gerektirir.Buradan
1, v ile iiretilen tiirev, I, x ile tiretilen tiirev olmak tizere I,/, = O elde edilir. Buradan
her v € U icin U C Z ve R halkas! degismeli olur. Bdylece U C Z oldugunda

onerme 4.1.2 (ii) den R halkas1 degismelidir. O

Onerme 4.1.4. [12] R bir asal halka ve U, R halkasimin sifirdan farkl (o, 7)- sag
Jordan ideali ve a,b € R olsun. aUb = 0 ise a = 0 veya b = 0 ifadesi saglantr.
Ispat: Onerme 4.1.1 den 27([R,R])U C U oldugunu biliyoruz. Her x,y € R ve
u e U icin

a2t ([x,y])ub=0

olur. Burada R karakteristigi ikiden farkl bir asal halka oldugundan son ifade

at([x,y))ub=0 Vx,y€e RueU 4.1.4)

olmasini gerektirir. Bu esitlikte y yerine yt~!(a) yazilir ve Onerme 2.0.3 (ii)

kullanilirsa

0 = az(fx, vt (a)])ub
= at([x,y]t~" (@) +ylx, 7" (a)])ub
= at([x,y])aub+at(y)v(lx, 7" (a)])ub
esitlikleri elde edilir. Burada aub=0 oldugundan her x,y € R ve u € U i¢in

at(y)t([x, 7! (@)))ub=0

bulunur. Bu durumda

at(R)t([x,7 " (a)))ub=0

olur. 7 doniigiimil otomorfizma oldugundan
aRt([x,7"(a)])ub =0

olur. Bu ise R asal halka oldugundan
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a=0veyat([x,77'(a)))ub=0

olmasim gerektirir. Eger a = 0 ise ispat biter.
Simdi 7([x,7"!(a)])ub = 0 durumunu inceleyelim. Bu durumda aub = 0 oldugu

g6z Oniine alinirsa her x € R ve u € U igin
0=1([x,7 " (a)])ub = (t(x)a — at(x))ub = t(x)aub — at(x)ub = at(x)ub
esitliklerinin saglandig1 goriiliir. O halde her u € U i¢in

at(R)ub
dir. Burada 7 doniisiimiiniin otomorfizma oldugu kullanilirsa

aRUb =0
olur. R asal halka oldugundan

a=0veyaUb=0
dir. Onerme 4.1.2 (iii) kullanilirsa
a=0veyab=0

oldugu goriiliir. |
Onerme 4.1.5. [12] R asal halka, U, R halkasin sifirdan farkl bir ideali ve
a,b e U, x € R olsun.

[a,[b,x]]g,c=0isea € Cs,veyaacZ

olur.
Ispat: I,, a ile (0, 7)-ig tiirev, I, b ile iiretilen i tiirev olmak iizere. Hipotezden

I,1,(U) = 0 elde edilir.
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0= [aa [bax]]dar - 11[2(U>
olur. Buradan Onerme 2.0.29 kullanilirsa
=0veyal, =0

oldugu goriilir. Yani her x € R i¢in [a,x]s,; = 0 veya [b,x] = 0 ifadesi saglanir.

Buradan a € Cy,; veya b € Z oldugu goriiliir. a

Onerme 4.1.6. [12] R bir asal halka, U, R halkasun sifirdan farkli (c,7)— sag
Jordan ideali ve a € R olsun.

i) (U,a)g,;=0iseacZ.

ii) (a,R)5,c=0ise a € Cg,¢

iii) (a,U)g,;=0isea € Zveyaa € Cg,;

Ispat: i) (U,a)s,;= 0 olsun. O halde her x € R ve u € U igin (u,x)g,c€ U
oldugundan ((4,a)s,z,%)z,c —((44,%)5,z,a)5,c= 0 olur. Burada Tamim 2.0.15

kullanilirsa

0= ((t,a)5yc,%)0,c —((4,X)6c,@) 0

= (,a)5,:0(x) +7(x)(u,a) 0,1 —(U,X)5,c 0(a) + 7(a)(u,X)s ¢
(uo(a)+t(a)u)o(x) + t(x)(uo(a) + t(a)u)

-(uo(x) + t(x)u)o(a) + 1(a)(uo (x) + T(x)u)

)o(x) + t(a)uc (x) + t(x)uc(a)

+7(x)7(a)u —uo(x)o(a) — 1(x)uc(a) — t(a)uc(x) — t(a)T(x)u
)o(x) + 1(x)t(a)u—uc(x)o(a) — 1(a)T(x)u

ax) + t(xa)u — uo(xa) — t(ax)u

= u0([a,x]) = t([a,x])u

1
<
Q

esitlikleri elde edilir. Boylece

[u,]a,x]lg,c=0 VxeRuecU (4.1.5)
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olur. Burada [,,(x) = [u,x],r doniigiimii R halkasinin (o, T)— i¢ tiirevi ve [, = [a,x]

doniisiimiide R halkasinin i¢ tiirevi olsun. Buradan her x € R icin
0= [Mv [avx]]67T: Iula(x)

olur. Yani her x € R i¢in 1,1,(x) = 0 olur. Boylece
LI, (R)=0

olur. Onerme 2.0.39 kullanilirsa
UCCs,rveyaacZ

olur. Burada U C Cy,; ise Onerme 4.1.2 den R halkasi degismeli oldugundan a € Z
olur. O halde (U,a)gs,r= 0 iken a € Z olur. olur. Boylece ispat tamamlanir.

ii) (a,R) s,z = 0 olsun. Bu durumda x,y € R icin Onerme 2.0.31 (vii) kullanilirsa

0 = (avxy)ﬁuf = T(x)(a,)’)c,r‘f‘[a,x]mr G(y) = [aax]GaT G(y)
esitlikleri saglanir. Burada (a,R)s,; = 0 oldugu goz oniine alinirsa her x,y € R i¢in

[avx]ﬁﬂ'g(y) =0

olur. Boylece

[a,R]6,:6(R) =0

elde edilir. o doniigiimii otomorfizma oldugundan son esitlik
[a,R]s,cR=0
olmasini gerektirir. R asal halka oldugundan buradan
[a,R]6,:=0

elde edilir. Boylece

acCq,;
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olur. Boylece ispat tamamlanir.
iii) (a,U)g,r= 0 olsun. a ¢ Cs,; oldugunu varsayalm. y € R igin [a,yju € U

oldugu, Onerme 2.0.31 (vii) ve hipotez kullanilirsa

0= (a,27([a,Y)u)o e
=27%(la,)))(a,u)o,c +27([a, 7([a,y])]) O ()
=21([a, 7([a,y])]) o ()

esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Buradan R karekteristigi 2 den farkli asal halka ve

T otomorfizma oldugundan her u € U igin

[a,[a,y]]o,r 0 (1) =0

elde edilir. o(U) # (0), (o, 7)-Jordan ideal oldugu goz dniine alinirsa ve Onerme

4.1.2 (iii) kullanilirsa son esitlikten

la,[a.y]]6,c=0 (4.1.6)

elde edilir. Boylece Onerme 4.1.5 den
a€Cs,pveyaaeZ

oldugu goriiliir. Varsayimimizdan a € Z olur. Boylece ispat tamamlanr. a

Sonuc 4.1.7. [12] R bir asal halka ve U, R halkasimin sifirdan farkli (o,71)-sag
Jordan ideali olsun. (U,U)s,; =0 ise R halkast degismelidir.

Ispat: (U,U)g,:= 0 olsun. Bu durumda Onerme 4.1.6 (i) den U C Z olur. Burada

Onerme 4.1.2 (ii) kullanilirsa R halkasinin degismeli oldugu goriiliir. a

Teorem 4.1.8. [12] R bir asal halka ve U, R halkasimin sifirdan farkli (o, 7)—sag

Jordan ideali olsun.

(U,U)g,: C Cq,z ise R degismelidir.
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Ispat: (U,U)s,; C Co,; olsun. Her u,v,w,t € U ve x € R icin (u,v)5, € U ve
Onerme 4.1.1 den 2w[t,x] € U olsun. Bu durumda her u,v,t,w € U, x € R igin

((,v) 6,7 ,2W[t,x]) 6,1 € Co,7 Olur. Burada Onerme 2.0.31 (vii) kullanilirsa

(U, v)or7,2w([t,x]) 6,0 = T(W) (4, V) 557, 2[t,X]) 6, +2[ (V) 50, W], O ([1,])

esitliklerinin saglandig: goriiliir. Burada [(4,v)¢,1,W]s,r = 0 oldugundan
((u,v) o7, 2w[t,x]) g0 = T(W) (4, V) 557, 2[5 %)) 512

elde edilir. Hipotezden ((#,v)s,c,2W[t,x])s,c € Cos,r oldugundan esitlikten her

u,v,w,t € U ve x € Ri¢in

T(W)((uaV)G’Taz[tvx])ﬁ’fe C6>‘L'

olur. Boylece
T(U>((U7U>O'7T72[tax])cvfCCcn’ VXGR,IGU

olur. Bir dnceki ifadede x yerine her y € R olmak iizere [x,y] yazilirsa
T(U)((U,U)g,f,2[l‘,[x,y]])(;,fc CG,'L' (417)

elde edilir. Burada
2[t, [x,y]] = 2t[x,y] = 2[x,y]t €U
oldugu kullanilirsa
((U,U)g,z,2[t,[%,¥]])6, C (U,U)g,: C Cq,z
oldugu goriiliir. Boylece 4.1.7 esitligi dikkate alinir ve Onerme 3.3.1 kullanilirsa

T(U) cZ veya ((U7U)Ga7:72[t7 [‘x7y]]>0'71': 0
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elde edilir. 7(U) C Z durumunda 7 déniisiimiiniin otomorfizma oldugu ve Onerme
4.1.2 (ii) kullanilirsa R halkasinin degismeli oldugu goriiliir.
Simdi her u,v,t € U ve x,y € R icin ((U,U)gq,z,2[t,[x,)]])s,z= 0 durumunu

inceleyelim. Bu durumda

2((U7U)U7T’[t’ [xvy]])dar: 0

olur. R karekteristigi 2 den farkli asal halka ve (U,U)¢,; C Co,; oldugundan

((UaU)Gv‘L' D [ta [x7yH)G7‘L': 0
oldugu aciktir. Buradan her u,v € U i¢in
0 = ((uvv)Gv‘L' ) [tv [%ﬂ])o;r

= (u,v) e, o ([, [ Y]]) + ([t e, y]]) (4, v) 652
= (u’ V)G’T G([t7 [x,y]])

elde edilir. O halde her u,v,t € U ve x,y € R i¢in

(,v)o,c o ([t [x,y]]) =0

olur. Bu esitlik z € R olmak iizere sol taraftan o (z) ile ¢arpilirsa

0(2)(u,v)e,c o ([t [x,¥]]) = 0

elde edilir. Burada (u,v)¢,r € Cs,r oldugundan her u,v € U,z € R olmak iizere son
esitlik
(,v)g,T(2)0([t, [x,5]]) =0

olmasin1 gerektirir. Boylece

(u,v)o,xT(R)o([t,[x,¥]]) =0

olur. Bdylece 7 doniisiimii otomorfizma oldugundan son esitlik her u,v,t € U ve
x,y € Ricin

(u,v)s,c Ro([t,[x,¥]]) =0
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elde edilir. O halde
(UaU)Gv‘L'RG([t7 [X,yﬂ) =0

olur. R asal halka oldugundan son esitlik her t € U ve x,y € R icin
(U,U)g,:=0veyao([t,[x,y]]) =0
olmasin gerektirir. Burada o otomorfizma oldugundan
(U,U)g,:=0veya [t,[x,y]] =0

oldugu goriilir. Eger (U,U)q,r= 0 ise Sonug 4.1.7 den R halkas1 degismelidir.
Eger her t € U ve x,y € R icin [t,[x,y]]=0 ise Onerme 2.0.33 den U C Z olur.
Buradan U C Z ise Onerme 4.1.2 (ii) den R halkas1 degismelidir. O

Onerme 4.1.9. [12] R asal halka ve M, R halkasun sifirdan farkli bir sol ideali

olsun.

(M,R)s,: C Co,¢ ise R halkasi degismelidir.

Ispat: (M,R)s,; = 0 oldugunu kabul edelim. Her a,b € M ve r € R igin
0= (t(a)b,r)e,c=T(a)(b,r)erx —[T(a), 7(r)]b = —[t(a),7(r)]b
esitlikleri elde edilir. O halde
[t(a),z(r)]b=0
olur. Burada 7 doniisiimii otomorfizma oldugundan her a,b € M ve r,z € R i¢in
7([a,r])zb =0

olur. Boylece

o([M,R]))RM =0

olur. R asal halka oldugundan
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T([M,R])=0 veya M =0

olmasini gerektirir. T doniislimii otomorfizma oldugu gozoniine alinirsa

[M,R]=0veyaM =0

oldugu goriilir. Buradan M # 0 oldugundan [M,R] = 0 elde edilir. Yani M C Z
olur. Boylece Onerme 2.0.35 goz Oniine alinirsa R halkasinin degismeli oldugu
goriiliir.

Simdi (M,R) s, # 0 oldugu durumu inceleyelim. Bu durumda (m, r)s,; # 0 olacak

sekilde en az bir m € M ve bir r € R vardir. Bu durumda hipotezden her r € R i¢in

esitliklerinin saglandigindan.
©([rz])(m,r)e,e =0
olur. Burada Onerme 3.3.1 kullamlirsa her 7,z € R igin
[z =0
olur. Boylece R halkasi degismelidir. a

Teorem 4.1.10. [12] R asal halka ve U, R halkasimun iki yanl (c,7)— Jordan
idealive U ¢ Z olsun. R halkasinin (M,R)s,r C U fakat (M,R)s,c ¢ Cq,1 kosulunu

saglayan bir M ideali vardir.
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Ispat: Her x € R ve u,v € U i¢in U (0,7)— Jordan ideal oldugundan

(27(x)v,u)g,c € U olur. Burada Onerme 2.0.31 (viii) kullanilirsa

2T(x)v,u) 5,0 =27T(x) (V) 5, —2[T(x), T(u)]v
=27(x)(v,ut) 5,0 —27([x,u])v

esitlikleri elde edilir. Onerme 4.1.1 den 27([x,u])v € U oldugundan her x € R ve
u,v € U igin
2t(x)(vu)g,s €U

elde edilir. Boylece
2R(U,U)g,,CU

olur. Her x,y € Rve u,v € U i¢in
(2X(V, u)GvT 7y)071' = ZX(V, u)O'v‘L' G(.y) +2T(y)X(V, u)GvT

esitliginin  saglandifin1  biliyoruz. Burada (2x(v,u)s,c,¥)e,c€ U ve
27(y)x(v,ut)5,c € U oldugundan son esitlik her x,y € R ve u,v € U igin

2x(v,u)s,z 0(y) € U olmasini gerektirir. Boylece
2R(U,U)s,:0(R) CU
olur. Buradan ¢ doniisiimii otomorfizma oldugundan
2R(U,U)s,sRCU

ifadesi saglanir. 2R(U,U)s,;R = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda R
halkasinin karakteristiginin 2 den farkli oldugu kullanilirsa her x,y € R ve u,v € U

icin

O = zx(u,v)g,fy - X(M,V)o',’L'y
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elde edilir. Yani buradan

R(U7U)G,TR — 0
olur. R asal halka oldugundan
(U7 U)O'ﬂ' =0

olmasimi gerektirir. Burada Sonug 4.1.7 kullanilirsa R halkasinin degismeli oldugu
goriilir. Yani U C Z olur. Bu durum U ¢ Z olmasi ile celigir O halde
2R[U,U]s,c R # 0 olmak zorundadir. O halde M = R(U,U ), R alinirsa M # (0)
oldugu aciktir. Diger taraftan M kiimesinin U tarafindan kapsanan sifirdan farkl
R halkasinin bir ideali oldugu kolayca goriiliir. Simdi (M,R)s,r ¢ Cs,¢ 0ldugunu
gosterecegiz. (M,R)s,; C Co,r oldugunu varsayalim. Bu durumda (M,R)s,:# 0

oldugundan (m, r)s, # 0 olacak sekilde en az bir m € M ve r € R vardir. O zaman
©([rz])(m,r)e,e =0
olur. Burada Onerme 3.3.1 kullanilirsa ve (m,r)s,; # 0 oldugu gz 6niine alinirsa
7([rz]) =0
olur. T doniisiimii otomorfizma oldugundan her r,z € R i¢in
[z =0

olur. O zaman R halkas1 degismelidir. Bu durum U ¢ Z olmasi ile ¢eligir. O zaman

buradan (M,R)¢,: Z Cs,r olur. Boylece ispat tamamlanir. O

Onerme 4.1.11. [12] R bir asal halka ve U, R halkasimn sifirdan farkli (6, T)—sag
Jordan ideali, a € R olsun. [U,d]s,c= 0ise a € Z olur.
Ispat: U, R halkasinda sifirdan farkli (6, T)—sag Jordan ideal oldugundan her x € R

ve u € U i¢in (u,x)s,z € U olur. Boylece hipotezden

0= [((u7x)0'ﬂ' 7a>]07‘b’ _([u7x077]7x)077 +<u7 [xva])o'ﬂ'
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olur. Burada [((#,%)s,c,a)]s,c= 0 ve ([u,Xs,z],X)s,z= 0 oldugundan son
esitlikten

(u,[x,a])s,:=0 YueU,xeR (4.1.8)
elde edilir. Diger taraftan (u, [x,y])s,z € U oldugu kullanilirsa hipotezden her x € R

ve u € U i¢in

0= [(u,[x,¥]) 7,06

_Hu> [xa))“ﬁvf aa}G’T“—[zuG([xvy])aa]G’T

= —[[u, [x,¥)]6y7, oyt

elde edilir. Burada Onerme 2.0.30 (iv) kullanilirsa

0= _[[“7 [x7y]]071' 7a]0'77~': _[[M7a]077 ) [xay]]cﬂ_[u? HxﬂyLaHO'vT

oldugu goriiliir. Burada [[u,d]s,7, [x,)]] 5, = 0 oldugundan son esitlikten
[u,[[x,¥],d]]6,:=0 Vx,y€eERucU 4.1.9)

elde edilir. Ayrica 4.1.8 esitligini acarak

0= (u,[x,a])6,c = uc([[x,y],al) + 7([[x, ], a] Ju
elde edilir. 4.1.9 esitligini agcarak
0=[u, [[x, ), al]o,e = uo ([[x,y],al) + =([[x,y],a] Ju
olur. Bu iki esitlik taraf tarafa toplanirsa her a,x,y € R ve u € U igin
2uo([[x,y),a]) =0
oldugu goriiliir. R halkas1 karakteristigi 2 den farkli bir asal halka oldugundan

uo ([[x,y],a]) =0



73

olur. Burada Onerme 4.1.2 (iii) kullanilirsa

o([lx.y),al) =0

elde edilir. o doniisiimii otomorfizma oldugundan bu esitlik

(b, y],a] =0

olmasmi gerektirir. Buradan Onerme 2.0.33 den a € Z olur. Boylece ispat

tamamlanir. O

Teorem 4.1.12. [I2] R bir asal halka U, hem R halkasimin sifirdan farkl
(0,7)—sag Jordan ideali ve hem de bir alt halkast olsun. U ¢ Z ise U, R halkasinin

stfirdan farkl bir idealini kapsar.
Ispat: U, (0,7)—sag Jordan ideal oldugundan Her y € R ve u,v € U igin

(u,77'(v)y) 6,7 € U olur. Diger taraftan Onerme 2.0.31 (vii) kullanilirsa

(1, 7 V)Y ore = V(U)o e +[u, T (V)]6r 0(y) €U

elde edilir. Burada U, R halkasinin bir alt halkas1 oldugu kullanilirsa v(u,y) s, € U

oldugu goriiliir. Boylece her y € R ve u,v € U icin

77 (W)]or0(y) €U

olur. Diger taraftan Onerme 2.0.31 (viii) kullamlirsa her u,v € U ve y € R i¢in

(.77 W]o (). Nee= U, 77 (V)]or 0 ()0 (r) + 2(Ni, T (V)] e 0 ()
=1, 7' W)]ero(yr) +1(r)[u, T (V)]o e o(y) €U

elde edilir. Burada [u,7"!(v)]s,: 0(yr) € U oldugu goz 6niine alinirsa son ifade

hery € Rve u,v € U icin
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(N[, 7' (V)]or0(y) €U
olmasim gerektirir. Boylece
RU, 7' (U)]6,c]JRCU

olur. Eger [U,77'(U)]s,c] = 0 olursa Onerme 4.1.11 den U C Z olur. Bu durum
hipotez ile gelisir. O halde R[U,7 ' (U)]s,c|R, R halkasimin sifirdan farkli bir

idealidir ve U tarafindan kapsanir. O

4.2. (0, 7)-Sag Jordan Idealler Ve Tiirevler

Onerme 4.2.1. [11] R bir asal halka, U, R halkasiun sifirdan farkli (o, 7)—sag
Jordan ideal ve a,b € R olsun. Asagidakiler saglanir.

i)[Ua=0iseacZ

ii) [a,U]g,;=0isea € Cs,r veyaa € Z.

iii) a #0ve ab,U]s,;=0ise b€ Zveyab € Cs,¢.

Ispat: i) [U,a] = 0 olsun. Onerme 4.1.1 den her x,y € R ve u € U icin 2uc ([x,y]) €
U oldugunu biliyoruz. R halkasinin karekteristigi 2 den farkli oldugu ve o
doniistimiiniin otomorfizma oldugu goz oniine alinirsa her x,y € R ve u € U i¢gin
2u[x,y] € U olur. Buradan hipotezden [2u[x,y],a] = 0 olur. Boylece [u[x,y],a] =0
elde edilir. Burada Onerme 2.0.30 (i) kullanilir ve [U,a] = 0 esitligi gbz Oniine

alinirsa

0= [ulx,y],d]
= [u,allx,y] + ul[x, ], d]
= u[[x,y],d]

esitlikleri saglanir. Yani her x,y € R ve u € U i¢in u[[x,y],a] = 0 olur. Béylece son
esitlikten
Ul[x,y],a] =0 Vx,y€R (4.2.10)
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elde edilir. Burada Onerme 4.1.2 (iii) kullanilirsa

[bx,y],a] =0

oldugu goriiliir. Yani her x,y € R igin [a,[x,y]] = 0 dir. Burada Onerme 2.0.33
kullanilirsa a € Z elde edilir.

ii) [a,U]s,; =0 fakat a € Cy,; oldugunu kabul edelim. Bu durumda a € Z oldugunu
gosterecegiz. Her x,y € R ve u € U igin 2u(x,y] € U oldugundan ve Onerme 2.0.30

(i1) kullanilirsa

0= [aazu[xa))]]ﬁaf F— 27(”) [aa [xvy]](ﬂf +2[avu]0’f G([x7y])

esitlikleri saglanir. Hipotezden 2[a,us, 0([x,y]) = 0 oldugundan her x,y € R ve

u € U icin
2t(u)la, [x,y]]¢,c=0

olur. Burada R karakteristigi 2 den farkli asal halka oldugundan bu esitlikten her
x,y € Rveue U igin

T(u)[a, [x7y]]57’5 =0
elde edilir. Boylece
T(U)[Cl, [x,y]]cr,r =0
olur. 7 otomorfizma oldugundan
Ula, [x,y]]lo,c=0 (4.2.11)
olur. Buradan Onerme 4.1.2 (iii) kullanilirsa her x,y € R ve u € U i¢in
[aa [XJHGW = 0

olmasini gerektirir. Diger yandan I, R halkasinin (o, 7)-i¢ tiirevi ve I; R halkasinin

i¢ tiirevi olmak iizere son esitlikten
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LL(R) =0
olur. Buradan 6nerme 3.1.4 ten d, = 0 veya I, = 0 elde edilir. Buise a € Cg,; veya

R degismeli olmasim gerektirir. Burada a ¢ Cs,; oldugundan R halkasi degismeli

olur. Yani a € Z dir.

iii) alb,u|s,:=0 ve a # 0 olsun. Her x,y € R ve u € U olmak tizere 2ux,u] €
U olur. O halde hipotezden a[b,2u(x,u]]s,; = 0 olur. Burada Onerme 2.0.30 (ii)

kullanilirsa

0 = a[b,2ulx,u]]s,¢
= a(2t(u)[b, [x,Y]]o e +2[b, ] 6,7 6 ([x,]))
= 2aT(u)[b, [X,yﬂmr —|—2a[b, ”]Gv‘t G([xvy])

esitlikleri saglamir.  Burada hipotezden 2a[b,u]s,; 0([x,y]) = 0 oldugundan

yukaridaki esilikten her x,y € R ve u € U igin
2at(u)[b,[x,y]]6,c =0

elde edilir. R karakteristigi 2 den farkli asal halka oldugundan son esitlik her x,y €
RveucU igin
at(u)[b,[x,y]]e,s=0

olmasini gerektirir. Boylece
at(U)[b,[x,y]l¢,c=0 Vx,yeRucU. (4.2.12)

olur. Burada Onerme 4.1.4 kullanilirsa
a=0veya [b,[x,y]ls,:=0

elde edilir. a # 0 oldugundan son ifade her x,y € R igin

[bv [xvy]]o'ﬂ': 0
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olmasim gerektirir. Buradan I, b ile iiretilen (0, 7)-ig tiirev ve I, x ile iiretilen i¢

tiirev olmak iizere her x,y € R i¢in

[bv [XO’HGar: Iblx()’) =0

elde edilir. Boylece
L,I,(R)=0

olur. Buradan Onerme 3.1.4 kullamlirsa
I,=0veyal, =0
oldugu goriiliir. Bu ise
b € Cgs,; veya R degismeli

olmasim gerektirir O

Teorem 4.2.2. [11] R bir asal halka, U, R halkasinin sifirdan farkli (c,7)—sag
Jordan ideali ve d # 0 tiirev olsun.

i) d(U) C Cg,7 ise R halkast degismelidir.

ii) d(U) C Z ise R halkas: degismelidir.

ispat: i) d(U) C Cg,; olsun. Onerme 4.1.1 den her x,y € R ve u € U
icin 27([x,y])u,2uc([x,y]) € U oldugunu biliyoruz. Buradan Tanim 2.0.15 goz

Oniiniine alinirsa

2u, [x,¥]lo e = 2u0 ([x,y]) — T([x,y])2u
= 2uo ([, y]) = 27 ([x, y] Ju

esitlikleri elde edilir ve U kiimesinin toplamsal alt grup oldugu kullanilirsa

2u, [x,y]lg,s €U
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oldugu goriiliir. O halde d(U) C Cy,; oldugundan

d(p”? [x,y]]o,f) C CG)’L'

olur. Bu ifadede Onerme 2.0.30 (i), Tanim 2.0.8 kullanilirsa

d([2u, [x, oy ) = d(2uo([x,y]) — T([x,])2u)
=d(2ua([x,y])) —d(7([x,y])2u)

=2d(u)o([x,y]) +2udo ([x,y]) — d([x,y])2u = 27([x,y])d (u)
=2d(u)o ([x,y]) —27([x,y])d(u) + 2ucd([x,y]) — 27d([x,y])u
= 2[d(u)7 [xay]]o'ﬂ' +2[M7d([x7y})]0'77~'

esitlikleri elde elde edilir. Burada d(u) € Cs,; oldugundan 2[d(u), [x,y]]s,= 0 ve
2[d(u),[x,y]]e,r C Co,r 0ldugu goz oniine alinirsa bu esitlikten 2[u,d([x,y])]s,z €

Cos,: elde edilir. Boylece
[u,d([x,y])]6,c € Coyr VX, y ERucU (4.2.13)

olur. Simdi yukaridaki esitlikte Onerme 2.0.31 (iv) kullanilirsa her x,y € R veu € U

icin

0

[uad([x>y])]6ﬂ vd([z>t])]0ﬂ
= [[u’d([zvt])]ﬁvf 7d([xay])]dyr "‘[ua [d([xvy])vd([z’t])]]o'vf

esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Burada

[[u,d([z,1])]o sz, d([x,3])]o:c =0

oldugundan

[, [d([x,5]),d([z,1])]]o,c =0

olur. Buradan

[U7 [d([RvRD7d<[RaR]>HO'7T:O (4.2.14)
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elde edilir. Burada Onerme 4.1.11 kullanilirsa
[d([R,R]),d([R,R])] C Z

elde edilir. d doniisiimiiniin tiirev [R, R] kiimesinin R halkasinin lie ideali oldugu
g6z oniine alinirsa Teorem 2.0.36 kullanilirsa [R,R] C Z olur. Bu ise her x,y,z € R
igin [x,[y,z]] = O olmasim gerektirir. Bdylece Onerme 2.0.33 den R halkasi
degismelidir.

ii) d({U) C Z olsun. Her x,y € R ve u € U igin [2u,[x,y]] € U oldugundan
d([2u,[x,y]]) € Z olur. Bu ifadeye Tanim 2.0.11 ve Tanim 2.0.8 kullanilirsa

= 2d(u) [x,y] + 2ud([x,y]) — d([x,y])2u — [x,y]2d (u)
= 2d(”) [xay] - [x7y}2d(u) +2ud([x7y]) - 2d([x7y])u
= 2[d(w), [x,y]] +2[u, d([x,y])]

elde edilir. Buradan her x,y € R ve u € U i¢in
d([2u, [x,y]]) = 2[d(u), [x,y]] +2[u, d([x,y])]
oldugu goriiliir. Burada [d(u), [x,y]] = 0 oldugu kullanilirsa
20u,d([x,y))] € Z

elde edilir. Buradan R halkas1 karakteristigi 2 den farkli asal halka oldugundan son

ifade her x,y € R ve u € U i¢in
[u,d([x,y])] € Z
olmasimi gerektirir. Boylece

U,d([R,R])] C Z
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olur. Buradan

[[U,d([R,R])],d([R,R])] = O

olur. Son esitlikte Onerme 2.0.30 (iii) kullanilirsa
[d([R,R]),d([R,R]),U] =0
olmasim gerektirir. Burada Onerme 4.2.1 (i) kullanilirsa
[d([R,R]),d([R,R])] C Z

oldugu goriiliir. Buradan d doniisiimiiniin tiirev, [R, R] kiimesinin R halkasinin lie
ideali oldugu goz 6niine alinirsa ve Teorem 2.0.36 kullanilirsa [R, R] C Z elde edilir.

Bu ise Onerme 2.0.33 den R halkasinin degismeli olmasini gerektirir. O

Onerme 4.2.3. [11] R bir asal halka, U, R halkasimin sifirdan farkl (0,7)—sag
Jordan ideali ve d, R halkasinda sifirdan farkli tiirev olsun. a € R icin d(U)a =0
veya (ad(U) = 0) ise a = 0 veya R halkasi degismelidir.

Ispat: Her x,y € R icin ¢ otomorfizma oldugundan x = (a) ve y = 6(b) olacak

sekilde en az bir a,b € R vardir. Bdylece

2ulx,y] = 2ulo(a),o(D)]
=2uc ([a,b))

esitlikleri elde edilir. Burada Onerme 4.1.1 kullanilirsa 2uc ([a, b]) € U oldugundan
2u[x,y] € U olur. O halde her x,y € R, u € U igin d(2[x,y]u)a = 0 esitligi saglanir.
Bu esitlikte Onerme 2.0.30 (i), Tanim 2.0.8 kullanilirsa

0=d(2[x,y|u)a
=d(2xyu —2yxu)a
= 2d(xyu)a — 2d(yxu)a
= 2(d(x)yu+xd(yu))a—2(d(y)xu+ yd(xu))a
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= 2d(x)yua + 2xd (yu)a — 2d(y)xua — 2yd(xu)a

= 2d(x)yua —+ 2xd(y)ua+ 2xyd(u)a — 2d(y)xua — 2yd (x)ua — 2yxd(u)a
=2(d(x)y+xd(y) — (d(y)x+yd(x)))ua+ 2xyd(u)a — 2yxd(u)a

= 2d(xy)ua — 2d(yx)ua+ 2xyd(u)a — 2yxd(u)a

=2d(xy — yx)ua+2(xy —yx)d(u)a

= 2d([x, y))ua +2([x,y])d(u)a

elde edilir. Boylece her x,y € R ve u € U i¢in
2d([x, y))ua+2([x,y))d(u)a =0

olur. Hipotezden 2([x,y])d(#)a = 0 oldugundan yukaridaki esitlik her x,y € R ve
u e U igin
2d([xy])ua 0

olmasimi gerektirir. R halkasi karakteristigi 2 den farkli asal halka oldugundan her
x,y € RveuecU igin
d([x,y|)ua =0

olur. Boylece

d([R,R))Ua =0

esitligi saglanir. Burada Onerme 4.1.4 kullanilirsa
d[R,R]=0veyaa=0

elde edilir. [R,R], R halkasinin Lie ideal oldugundan Teorem 2.0.36 kullanilirsa
[R,R] CZ

oldugu goriiliir. Bu ise Onerme 2.0.37 den R halkasimin degismeli olmasini

gerektirir. O

Teorem 4.2.4. [11] R bir asal halka, U, R halkasinin sifirdan farkli (o, 7)—sag

Jordan ideal ve d, R halkasimn sifirdan farkl tiirevi olsun.
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d*(U) = 0 ise R halkast degismelidir.
Ispat: d(U)+U, R halkasinda (c,7)—sag Jordan ideali oldugunu gosterelim.
d(U) + U kiimesinin toplamsal altgrup oldugu gérmek kolaydir. Simdi (d(U) +
U,R)s,: Cd(U)+U oldugunu gosterelim. Her u,v € U ve x € R i¢in tanim 2.0.15

ve 6d = do, td = d7 esitliklikleri kullanilirsa

(d(u) +v.x)o,7 = (d(u) +v)o(x) + T(x)(d(u) +v)
=d(u)o(x)+vo(x)+t(x)d(u) + t(x)v
= (d(u),X)o,c+(1,X)o 1t
= (d(u),X) oz +(u,d(x))or —(,d(x)) 6 yc + (V%) 5z
d(u)o(x) + T(x)d(u) +uc(d(x)) + 1(d(x))u
—(u,d (%))t +(v,%) 07
d
d

(uo (x) + T(x)u) — (u,d(x))oc +(v,X)o
(U, %) e —(,d(x)) 6y +(,X) 557

elde edilir. Buradan U, R halkasinin sifirdan farkli (o,7)— sag Jordan ideal
oldugundan (u,x)g,:€ U, (4,d(x))s,c€ U ve (v,x)s,c€ U olur. Bdylece
d(u,x)s, —(u,d(x))s,c +(v,X)5,c € d(U) + U elde edilir. O halde d(U)+U, R
halkasinda (o, 7)—sag Jordan idealdir. W = U +d(U) olsun. Her a,b € U igin
a+d(b) €U+d(U) dir. Boylece d(a+d (b)) = d(a)+d*(b) € d(U) olur. O halde
d(W)Cd(U) CU+d(U)=W ifadesi saglanir. Buradan d(U) C U oldugu goriiliir.
Hipotezden her u,v € U igin d*(u,v)s,; = 0 olur. Bu esitlikte Tanim 2.0.15, Tanim

2.0.8 kullanilirsa ve d*(U) = 0 oldugu goz 6niine alinirsa



83

=2(d(u),d(v))o
elde edilir. Buradan her u,v € U icin
2(d(u),d(v))s,z=0

oldugu goriiliir. R halkasi karakteristigi 2 den farkli asal halka oldugundan son
esitlik

(d(u),d(v))o,c=0
olmasim gerektirir. Bdylece

du)o(d(v))+1(dv))d(u) =0 Yu,veU (4.2.15)

olur. Her x € R ve u € U i¢in (d(u),x)s, € U oldugu géz oniine alinir, Tanim

2.0.15, Tanim 2.0.8 ve hipotezden d*(U) = 0 kullanilirsa

esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Buradan

(d(u),d*(x))s,c=0 YxeRucU (4.2.16)
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elde edilir. 4.2.16 esitliginde her v,w € U olmak lizere x yerine wv alimir, Tanim

2.0.8 ve hipotezden d*(U) = 0 kullamilirsa

elde edilir. Burada R halkasinin karakteristiginin 2 den farkli oldugu goz oniine

alimirsa her u,v,w € U igin
(d(u),d(w)d(v))o,r=0

oldugu goriiliir. Burada 4.2.15 esitligini ve Onerme 2.0.31 (vii) kullanilirsa

esitlikleri elde edilr. Boylece her u,v,w € U igin 2d(u)o(d(w))o(d(v)) =0 olur. R
halkasi1 karakteristigi 2 den farkli asal halka oldugundan son esitlik her u,v,w € U

icind(u)o(d(w))o(d(v)) = 0 olmasin gerektirir. Bu durumda
dlU)o(d(w))o(d(v))=0 Yu,veU (4.2.17)
olur. Onerme 4.2.3 kullanilirsa her u,v,w € U igin

o(d(w))o(d(v)) =0



85
elde edilir. Burada ¢ doniisiimii otomorfizma oldugu goz 6niine alinirsa v,w € U
icin
dw)d(v) =0
olmasini gerektirir. Bdylece

d(U)d(U) =0

elde edilir. Burada Onerme 4.2.3 kullamlirsa d(U) = 0 olur. Bu durumda Teorem

4.2.2 den R halkasi degismelidir.
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