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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

ZAMAN SKALASINDA OSTROWSKI TiPi ESITSIiZLIKLERIN INCELENMESI

Ozlem KARAKAS

Zonguldak Biilent Ecevit Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Tez Damgmani: Dr. Ogr. Uyesi Can Murat DIKMEN
Ocak 2019, 49 Sayfa

Orta nokta, yamuk ve Simpson kurali gibi bazi 6zel yontemlerin tahmini hata sinirin
hesaplamada ve 6zellikle nlimerik analizde olmak iizere matematikte esitsizliklerin ¢ok genis
bir uygulama alan1 vardir. Bu yilizdendir ki esitsizlikler, matematikgilerin yillar boyunca ilgisini

ceken ve gelistirmek i¢in olduk¢a zaman ve efor harcadiklari bir konudur.

Tezimizde, yaygin kullanim alani olan Ostrowski tipi esitsizlikler iizerine 6nce B.G.
Pachpatte'nin ¢alismasini ve daha sonra A. Tuna ile I.B. Yasar'in ve son olarak C. Dinu'nun

caligmalarini ele aldik ([1], [2] ve [3] numarali kaynaklara bakiniz).

Oncelikle konunun daha iyi anlagilmasi igin birinci boliimde zaman skalasi ile ilgili temel
bilgiler ve ilgili uygulamalar yer ald1. Tkinci boliimde Ostrowski tipi esitsizlikleri reel sayilarda
inceledik ve bazi ornekler verdik. Zaman skalasinda Ostrowski tipi esitsizlikleri iiglincii
boliimde ele aldik. Son boliimde ise yine zaman skalasinda diamond-a agirlikli Ostrowski tipi

esitsizliklere yer vererek esitsizligin genel halini elde etmis olduk.



OZET (devam ediyor)

Anahtar Kelimeler: Zaman Skalasi, Ostrowski Tipi Esitsizlikler

Bilim Kodu: 403.03.01



ABSTRACT

M.Sc. Thesis

AN INVESTIGATION OF OSTROWSKI TYPE INEQUALITIES ON TIME SCALES

Ozlem KARAKAS

Zonguldak Biilent Ecevit University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Thesis Advisor: Assist. Prof. Dr. Can Murat DIKMEN
January 2019, 49 Pages

Inequalities in mathematics have a wide range of application in calculating the estimated error
limit of some specific methods, such as the midpoint, the trapezoid, and the Simpson rules, and
in particularly in numerical analysis. That is why inequalities are a matter of time and effort

that mathematicians have spent years developing and developing.

In our thesis, we discussed the work of B.G. Pachpatte on Ostrowski type inequalities, which
are widely used, and then the works of A. Tuna with L.B. Yasar and at last C. Dinu (see [1], [2]
and [3].)

Firstly, in the first chapter, basic information about the time scale and related applications were
taken for a better understanding of the subject. In the second chapter, we examined Ostrowski
type inequalities in real numbers and gave some examples. We discussed Ostrowski type
inequalities on the time scale in the third chapter. In the last chapter, we have obtained the
general form of inequality by including the diamond-a weighted Ostrowski type inequalities on

the time scale.
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BOLUM 1
GIRIS

Bu boliimde tez konusunun daha iyi anlasilabilmesi i¢in ayrik ve siirekli analizi birlegtirip
bir teori olugturmak amaciyla Stefan Hilger [4] tarafindan baglatilan, geleneksel diferen-
siyel ve fark denklemlerinin birlesmesine ve genislemesine olanak saglayan zaman skalas
ile ilgili temel bilgiler verilmistir. f : T — R fonksiyonlar1 i¢in zaman skalasinda delta,
nabla ve temeli delta ve nabla dinamik tiirevlerine dayali ve onlarin birlegimi olarak da
bilinen diamond-« tiirevleri agiklanarak, bu tiirevler ile ilgili temel tanimlar ve 6rnekler
ele alinmisgtir. Ayrica zaman skalasinda delta, nabla ve diamond-« integral kavramina yer
verilerek bu integrallerin ¢zellikleri de incelenmistir. Zaman skalasinda tiirev ve integral
kavramlariyla ilgili daha detayh bilgi i¢in bu boliimde yararlandigimiz M. Bohner ve A.

Peterson’in ” Dynamic Equations on Time Scales” baglikhi kaynagina [5] bakilabilir.

Tanim 1.0.1 Bir zaman skalasi keyfi reel sayilarin bog kiimeden farkh kapals bir alt kiime-
sidir. Ornegin,
R? Za Na NO

yani, reel sayplar, tam sayilar, dogal saylar ve sifir dahil dogal saylar kiimeleri ile

[0,3]U[5,7], [0,1] UN we Cantor kiimesi zaman skalasina érnek olmalarina ragmen
Q, R\Q, C, (0,1)

yani, rasyonel sayilar, irrasyonel saylar, kompleks saylar, sifir bir agik aralign zaman

skalasy degillerdar.
Tanim 1.0.2 T bir zaman skalast olsun. Hert € T, t < maxT icin
o(t):=inf{seT:s>t}

olarak tanimlanan o : T — T operatorine ileriye atlama operatérii denir. Her t € T,

t>minT i¢in

p(t) :=sup{s e T:s <t}



olarak tanimlanan p : T — T operatoriine geriye atlama operatéori denir. Her t € T icin

p(t) = o(t) —t

ile tanmwmlanan p : T — [0,00) fonksiyonuna ileriye graininess fonksiyonu denir. Her

teT igcin
v(t) =t —p(t)
ile tanamlanan v : T — [0, 00) fonksiyonuna geriye graininess fonksiyonu denir.

Ayrica 0 (maxT) = maxT ve p(minT) = minT olarak tammlanir. T, reel sayilarin

kapali bir alt kiimesi oldugundan her ¢ € T i¢in o(t) € T ve p(t) € T dir.

o(t) > tiset € T ye sag-sacilmig nokta ve p(t) < t ise t ye sol-sagilmig nokta adi verilir.
Eger p(t) < t < o(t) ise, yani t € T hem sag-sagilmig hem de sol-sagilmig ise bu noktaya
ayrik (izole) nokta denir.

o(t) =tiset € T ye sag yogun nokta ve p(t) = t ise sol yogun nokta adi verilir. Eger
p(t) =t = o(t) ise, yani t € T hem sag, hem de sol yogun ise bu noktaya yogun nokta

denir.

Ornek 1.0.3 Eger T=R ise o(t) = t, p(t) = t bulunur. Béylece her t € T yojun
noktader. Bu durumda, hert € T i¢in p(t) = v(t) =0 olur.

Eger T=Z ise o(t) =t + 1, p(t) =t — 1 elde edilir. O halde, her ¢ € Z noktas1 ayrik
noktadir. Bu durumda, her ¢ € Z i¢in p(t) = v(t) = 1 dir.

Tanim 1.0.4 T herhangi bir zaman skalast olsun ve a,b € T ,a < b verilsin. Bu zaman

skalasina ait [a,bly aralge,
la,bly ={teT:a<t<b}=TN]a,b
ile tanamlanar.

Tanim 1.0.5 Delta diferensiyellenebilirlik bolgesi, eger T sol sagilmas maksimum M ye

sahip ise T = T—{M} ile tanamlanar, aksi halde T"="T olur.

Tanim 1.0.6 Nabla diferensiyellenebilirlik bolgesi, eger T sag sagilmis minimum m ye

sahip ise T, = T— {m} ile tanumlanr, aksi halde T,= T olur.



Tanim 1.0.7 T" ve T, swraswyla delta ve nabla diferensiyellenebilirlik bolgeleri olmak

tzere TF. diamond-a diferensiyellenebilirlik bélgesi T,, N T" = T ile tanamlanar.
Tanim 1.0.8 f: T — R ye bir fonksiyon olsun. f7: T — R fonksiyonu, hert € T i¢in
@) =f(o(t)=foal(t)

ve fP . T — R fonksiyonu, hert € T i¢cin

fP6)=fp(t) =fop(t)

ile tanamlanar. Yani f7 = f oo ve fP = fop olur.

Tanim 1.0.9 U C T olsun. Her § > 0 i¢in

Ult)={seT:|s—t| <d}

ile tansmlanan U (t) kiimesine t nin 0 komsulugu denir.

Tanim 1.0.10 ty € T olsun. Verilen her e > 0 ve hert € U(ty) i¢in

[f(t) = f(to)| <<

olacak sekilde bir U(ty) komsulugu var ise f : T — R fonksiyonuna t = ty noktasinda

stireklidir denir.

1.1 ZAMAN SKALASINDA TUREV

Bu kisimda zaman skalasinda tiirev tanimlarini verip, 6zelliklerini inceleyecegiz.

Tanim 1.1.1 f: T — R bir fonksiyon ve t € T® noktasi olsun. Her £ > 0 i¢in

[f(o(t) = f(s) = fAO(0(t) = 5)| < elo(t) = 5|, hers €U

olacak sekilde t noktasiman bir U komsulugu (yani, en az bird > 0 i¢inU = (t—0,t+0)NT)
varsa, bu esitsizligi saglayan sonlu f2(t) reel sayrsina f fonksiyonunun t noktasindaki

(delta) A-tirevi denir.

Ustelik her ¢t € T* icin f2(t) say1s1 meveut ise f fonksiyonuna T* iizerinde delta tiirevlene-
bilir denir. f2 : T® — R fonksiyonuna f nin T* iizerinde delta tiirevi denir. Ayrica, f

fonksiyonunun ¢ € T* noktasindaki A-tiirevi

50—t L) = ()

s—t  o(t)—s

seklinde tanimlanabilir.



Tanim 1.1.2 f: T — R bir fonksiyon ve t € T, noktasi olsun. Herhangi bir € > 0 i¢in

[ F(o(1)) = £(s) — FY(0)olt) — )| < elp(t) 5|, hers €U

olacak sekilde t noktasian bir U komsulugu varsa, bu ozelligi saglayan sonlu fY(t) reel

sayisina f fonksiyonunun t noktasindaki (nabla) V -tirevi denir.

Ustelik her ¢t € T, noktasi icin fV(t) sayist mevecut ise f fonksiyonuna T, iizerinde nabla

tiirevlenebilir denir. Ayrica, f fonksiyonunun ¢ € T, noktasindaki V-tiirevi

Vi o 4 (P (@) = f(s)
! (t)_l;lgz} p(t)—s

seklinde tanimlanabilir.

Tanim 1.1.3 f: T — R bir fonksiyon ve t € T% noktast olsun. o € [0,1], p,, = o(t) — s,

N = S — p (t) olmak tizere, eger herhangi bir € > 0 i¢in

la[f(o(t) = f()]me + X =) [f(p(t) — F(5)] s — FO5 ) ptestiss| < €|l s her s €U

olacak sekilde t mnoktasimin bir U komsulugu varsa, bu ozelligi saglayan sonlu fO<(t) reel

sayisina | fonksiyonunun t noktasindaki diamond-a tiirevi denir.

Ustelik her + € T% noktasi icin f%«(t) sayis1 mevcut ise f fonksiyonuna T% {izerinde

diamond-« tiirevlenebilir denir. Ayrica, o € [0, 1] igin

for(t) = af2(t) + (1 —a) fY(2)

seklinde tanimlanabilir. Burada, a = 0 igin () = fV(t) iken o = 1igin fO=(t) = f2(¢)
olduguna dikkat ediniz.

Ornek 1.1.4 T herhangi bir zaman skalase olsun. f : T — R fonksiyonunu ¢ € R sabit
olmak tizere her t € T i¢in f(t) = c seklinde tanimlayalvm. Bu durumda herhangi bir

e >0 i¢cin
[f(o(t) = f(s) =0(c(t) = s)| = [c—c| =0 <elo(t) —s|, herseT

egitsizligi saglandigindan f2(t) = 0 olur. Benzer sekilde f¥(t) = 0 elde edilir. Buradan
a € [0,1] dgin fO(t) = af2(t) + (1 — ) fY(t) = 0 bulunur.



Ornek 1.1.5 f: T — R fonksiyonu her t € T icin f (t) =t olarak verilsin. Bu taktirde

herhangt bir € > 0 i¢cin
[f(a(t)) = f(s) = 1(o(t) = s)| = |o(t) = s — (o(t) = s)| =0 <elo(t) = s|, herse€T

icin gerceklestiginden f2(t) = 1 bulunur. Benzer sekilde f¥(t) = 1 elde edilir. Buradan
a € [0,1] dgin fO(t) = af>(t) + (1 —a) fV(t) = a+ (1 — a) = 1 bulunur.

Ornek 1.1.6 T herhangi bir zaman skalasy olsun. f : T — R fonksiyonu her t € T i¢in

[ (t) = 3t ile tanamlansin.

9t2, T =R ise
= 92 +9t+3, T=7 ise (1.1)

3122+ 6t +1), T={%:n e N} U{0} ise
bulunur. Benzer sekilde,

Vi = i PO) = fs) L 3p (t)® — 343
o= p(t)—s it p(t) —s

9t2, T =R ise
= 9t2 — 9t +3, T =7 ise
3122 — 6t + 1), T={2 :ne N} U{0} ise

=3((p(t)* + ()t +1°)

bulunur. Buradan
9t2, T =R ise

o) =1 92+ (18— 9)t+3, T =7 ise
(1262 + (12— 6)t + 1), T={%:n e N} U{0} ise

bulunur.

Teorem 1.1.7 Kabul edelim ki f : T — R fonksiyon ve t € T" olsun.
i) f fonksiyonu ¢ noktasinda A-tiirevlenebilir ise, f fonksiyonu ayni noktada siireklidir.

ii) Eger f fonksiyonu ¢t noktasinda siirekli ve ¢ sag sagilmig ise, f fonksiyonu ¢ noktasinda
A-tiirevlenebilirdir ve A-tiirevi

fla(t)—f(1)
11(t)

o) =

dir.



iii) Eger ¢ sag yogun nokta ise f fonksiyonunun ¢ noktasinda A-tiirevlenebilir olmasi igin

gerek ve yeter kogul

L 0= £65)

s—t t—s

limit degerinin sonlu bir say1 olmasidir. Bu durumda

PRNIOENIC

s—t t—s

olur.

iv) f fonksiyonu ¢ noktasinda A-tiirevlenebilir ise

flo () = f(t) + u(t)f2(2)

esitligi dogrudur.
Teorem 1.1.8 Kabul edelim ki f : T — R bir fonksiyon ve t € T, olsun.

i) f fonksiyonu t noktasinda V tiirevlenebilir ise, f fonksiyonu ayni noktada siireklidir.

ii) Eger f fonksiyonu ¢ noktasinda siirekli ve ¢ sol sagilmus ise, f fonksiyonu ¢ noktasinda

V-tiirevlenebilirdir ve

&) = fp®)
v(t)

Y =
dir.

iii) Eger t sol yogun nokta ise f fonksiyonunun ¢ noktasinda V-tiirevlenebilir olmasi igin

gerek ve yeter sart

o J0 = £

s—t t — S

limit degerinin sonlu bir say1 olmasidir. Bu durumda
t) —

dir.

iv) f fonksiyonu ¢ noktasinda V-tiirevlenebilir ise

Flp (1) = f(t) +v(t) [V (2)

esitligi dogrudur.



Ornek 1.1.9 T = R ve T = Z durumlarmi ele alalim.

Eger T =R ise her t € R sag yogun oldugundan Teorem 1.1.7 deki iii) sikki saglanir.
f R — R fonksiyonunun ¢ € R de A-tiirevlenebilir olmasi igin gerek ve yeter sart

f/(t) — lim f (t) — f (8)

s—t t—s
limitinin var olmasidir. Eger f’(¢) tiirev degeri var ise f,t de tiirevlenebilirdir. (Bu tiirev
bildigimiz adi tiirevdir.) Boylece Teorem 1.1.7 deki iii) sikkindan

A =tim L6 g

s—t t—s
elde edilir. Benzer sekilde T = R iken her ¢ € R sol yogun oldugundan Teorem 1.1.8 deki
iii) sikki saglamir. f : R — R fonksiyonunun ¢ € R de V-tiirevlenebilir olmasi i¢in gerek
ve yeter sart

) — 1 L O =)

s—t t—s

limitinin var olmasidir. O halde Teorem 1.1.8 deki iii) sikkindan

t) —
fY(t) = lim fO)—f(s) = f'(t)
s—t t—s
bulunur.
Eger T = Z ise her t € Z sag sagilmig oldugundan Teorem 1.1.7 deki ii) sikki saglanir.

Yani f : Z — R fonksiyonu t € Z de,

Ay Sle@)—F@#)  fE+1)—f1) _
fot) = (D) = ] = ft+1) = f(t) = Af(t)

tiirevi ile A-tiirevlenebilirdir. Buradaki A, fark denklemlerinde kullanilan ileri fark

operatoriidiir. Benzer sekilde T = Z icin her ¢t € Z sol sacilmig oldugundan Teorem 1.1.7
deki ii) sikki saglanir. Yani f : Z — R fonksiyonu ¢ € Z de

fFO—fp®)  fO)—ft-1)

o= - 1

= () = ft—=1) =V[(t)

tiirevi ile V-tiirevlenebilirdir. Buradaki V, fark denklemlerinde kullanilan geri fark opera-

toriidiir.

Teorem 1.1.10 Kabul edelim ki f,g : T — R fonksiyonlar t € T" noktasinda A-tiirevle-

nebilir olsun. O zaman



i) f+¢:T — R fonksiyonu da ¢t € T* noktasinda A-tiirevlenebilirdir ve

(f +9) (1) = F2(1) + g°(t)

esitligi dogrudur.

ii) Herhangi bir « sabiti i¢in af fonksiyonu da ¢ € T* noktasinda A-tiirevlenebilirdir ve

af fonksiyonunun A-tiirevi

(af) (1) = af® (1)

ile verilir.

iii) fg: T — R fonksiyonu dat € T" noktasinda A-tiirevlenebilirdir ve f¢ nin fonksiyonu-

nun A-tiirevi

(f9)™ (8) = fA@)g(t) + f (0 (1) g (1) = F(£)g™ (1) + [ (1) g (0 (1))

seklindedir.

iv) Eger g(t)g(o (t)) # 0 ise, o halde / fonksiyonu da ¢ € T* noktasinda
9

S A0~ F S
<g> 0 = =gl )

ile A-tiirevlenebilirdir.

Teorem 1.1.11 Kabul edelim ki f, g : T — R fonksiyonlarit € T, noktasinda V -tireviene-

bilir olsun. O zaman

i) f+g¢:T — R fonksiyonu da t € T, noktasinda V-tiirevlenebilirdir ve

(f+9)" (1) =SY(t) +g7(t)

esitligi dogrudur.

ii) Herhangi bir « sabiti i¢in «af fonksiyonu da ¢ € T, noktasinda V-tiirevlenebilirdir ve

af fonksiyonunun V-tiirevi

(af)” (1) = af¥ (1)

ile verilir.



iii) fg: T — R fonksiyonudat € T, noktasinda V-tiirevlenebilirdir ve fg¢ nin fonksiyonu-

nun V-tiirevi

(fg)¥ (1) = f¥()gt) + f(p (1) g¥ (t) = f()g¥ (t) + f¥ () g (p (t))

seklindedir.

iv) Eger g(t)g(p (t)) # 0 ise, o halde / fonksiyonu da ¢ € T, noktasinda
9

AN o e~ F )67 0
(g> 0= = 0e )

ile V-tiirevlenebilirdir.

Teorem 1.1.12 Kabul edelim ki f, g : T — R fonksiyonlarit € T% noktasinda diamond-o

tirevlenebilir olsun. O zaman

i) f+¢:T — R fonksiyonu da ¢ € T* noktasinda diamond-« tiirevlenebilirdir ve
(f+9)% (1) = fo (1) + g°=(2)
esitligi dogrudur.

ii) Herhangi bir « sabiti i¢in o f fonksiyonu da t € T% noktasinda diamond-« tiirevlenebilir-

dir ve af fonksiyonunun diamond-« tiirevi

(af)" (8) = afo= (t)

ile verilir.

iii) fg: T — R fonksiyonu da ¢t € T* noktasinda diamond-« tiirevlenebilirdir ve fg nin

fonksiyonunun diamond-« tiirevi

(F9)" (1) = £ (Dg(t) + af()g™(t) + (1 — ) f*(H)g" (¥)

seklindedir.

Ornek 1.1.13 Zaman skalasy olarak h > 0 igin T =hZ = {hz : z € Z} alalbm. Hert € T

1¢n
o(t)=inf{se€T:s>t}=inf{t+nh:neN}=t+h,

9



p(t)=sup{seT:s<t}=sup{t—nh:neN}=1t—h,
put)y=c(t)—t=hvev(t)=t—pt)=nh
elde edilir. f: T — R fonksiyonu hert € T i¢in

A @)= f@)  flt+h)—f(t)
foo) = u(t) a h

ve benzer sekilde

) = f(#) —V(J;)(p(t)) _ )= i(t— h)

tirevlerine sahiptir. Delta ve nabla tirevlerinin birlikte kullanabildigimiz diamond-a

tiirevi 1se,

foet) = afft)+ 1 -a)fv ()
foa(t) af<t + h})L ™ f(t)

f@) = ft—h)
h

+(1—a)

dir.

1.2 ZAMAN SKALASINDA INTEGRAL

Tanim 1.2.1 Eger f : T — R fonksiyonunun T deki sag yogun noktalarda sagdan limiti
ve sol yogun noktalarda soldan limiti varsa bu fonksiyona diizenli (regular) fonksiyon

denir.

Tanim 1.2.2 Eger f : T — R fonksiyonunun T deki sag yogun moktalarda stirekli ve
sol yogun noktalarda soldan limiti varsa bu fonksiyona sag yogun sirekli veya rd-strekli

(rd-continuous) fonksiyon denir.

Tanim 1.2.3 f: T — R rd-siirekli fonksiyonlarin kiimesi

Crg = Crq (T) = C,q (T, R)

ile gosterilir.

Tanim 1.2.4 f: T — R fonksiyonu tirevlenebilir ve rd-siirekli ise
C:d = q}d (T) = q}d (T,R)

ile gosterilir.
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Tanim 1.2.5 Eger f : T — R fonksiyonunun T deki sol yogun noktalarda siirekli ve sag
yogun noktalarda sagdan limiti varsa bu fonksiyona sol yogun siirekli veya ld-sirekli (ld-

continuous) denir.

Tanim 1.2.6 f: T — R [d-strekli fonksiyonlarin kiimesi
Cia=Cu (T) =Ciy (T, R)

ile gosterilir.

Tanim 1.2.7 f: T — R fonksiyonu tiirevlenebilir ve ld-stirekli ise
Olld = Clld (T) = Clld (T,R)

ile gosterilir.

Tanim 1.2.8 f : T — R bir fonksiyon olsun. Eger F : T — R fonksiyonu T* da A-
tiirevlenebilir ve her t € T% icin F2 (t) = f(t) ise, F fonksiyonuna f nin A-anti tirevi

veya ilkeli denir.

Eger f : T — R fonksiyonunun A-anti tiirevi varsa f ye A-integrallenebilir fonksiyon

denir ve a,b € T olmak iizere
b

| st =Fe) - Fla)

ile tanimlanir.

Tanim 1.2.9 f : T — R bir fonksiyon olsun. Eger F' : T — R fonksiyonu T, da V-
tiirevlenebilir ve her t € T, icin FV (t) = f(t) ise F fonksiyonuna f nin V- anti tirevi

veya ilkeli denir.

Eger f : T — R fonksiyonunun V- anti tiirevi varsa f ye V- integrallenebilir fonksiyon

denir ve a,b € T olmak iizere
b
| Ve =Fe) - Fla)
ile tanimlanir.
Teorem 1.2.10 Her rd-stirekli fonksiyonun bir antitirevi vardar.

11



Teorem 1.2.11 Eger f € C,4 vet € T" ise bu taktirde

o(t)
A=) f )

formiili dogrudur.

Ispat. Teorem 1.2.10 dan f nin bir antitiirevi vardir ve

o(t)
f(5)As = F(o @) - F(o

bulunur. =
Teorem 1.2.12 Her ld-stirekli fonksiyonun bir antitirevi vardr.
Teorem 1.2.13 Eger f € (g vet € T, ise bu taktirde
t

[ rovs=vi r@

p(t)
esitligi saglanar.
Ispat. Teorem 1.2.11 in ispatina benzer gekilde yapilir. m

Teorem 1.2.14 f: T — R ve g: T — R fonksiyonlar: rd-strekli ve a,b,c € T oldugunu

kabul edelim.
D) [P+ g)At = [P F)AE+ [P g(t)At dir.

ii) Her 8 sabiti icin [*8f()AL =5 [ f(t)At dir.

iii) a < c<b olmak izere [ f()At = [ F()AL+ [* F(t)AL dir,
iv) [T f(t)At=— [*f(H)AL dir.

v) [P ft)At =0 dur.

vi) [} F(o (0)g ()AL= F(Dg(t)] — [} T (Dg(t)AL dir.

vid) [! f(gM0A = f()g(0)]’ — [7 FAD)glo (1) At dir.
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viii) Eger [a,b) araliginda |f (t)| < g(t) ise

/abf(t)At‘ < /abg(t)At

dir.

ix) Eger hert € [a,b) i¢in f(t) > 0 ise

b
[ #wae=o
dir

Teorem 1.2.14 teki vi) ve vii) esitliklerine kismi integrasyon formiilleri denir.

Ornek 1.2.15 a,b €T ve f e C.q verilsin. Bu durumda

i) Eger T =R ise f; f(t)At = fab f(t)dt olur. Burada sag taraftaki integral bildigimiz

Riemann integralidir.

ii) Eger T = Z ise bu halde

(b1
Y f(t), a<bise
b t=a
/ f)At =14 0, a=bise
@ a—1
— > f(t), a>bise
\ t=b

saglanir.

iii) Eger [a,b] araligl sadece ayrik noktalar igeriyor ise

[ S w®f#), a<bise
b t€la,b)
/f(t)At: 0, a=bise
— Y uf), a>bise
L telb,a)

elde edilir.

Teorem 1.2.16 f: T — R ve g : T — R fonksiyonlar: ld-stirekli ve a,b,c € T oldugunu

kabul edelim.

D) L)+ 9@Vt = [T F)VE+ [Dg(t)VE dir.
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ii) Her 3 sabiti igin [* Bf(t)Vt =B [ f(t)Vt dir.

iii) a <c<b olmak iizere [* f()Vt = [ f(O)VE+ [* f(t)Vt dir.
iv) [P f(6)VE=— [T f()Vt dir.

v) [T () VE=0 dur.

vi) [ Flp(0)g” )Vt = fOg)l; — [} 17 (D)g(t)Vt dir.

vil) [} f(0)g¥ (Ve = f()g(Dl, = [; F¥(0)glp 1)V dir.

viii) Eger [a,b) araliginda |f (t)| < g(t) ise

/abf(t)Vt < /abg(t)Vt
dir.

ix) Eger hert € [a,b) i¢in f(t) > 0 ise

/abf(t)Vt >0

egitligi saglanar.
Ornek 1.2.17 a,b € T ve f € Cyy verilsin. Bu durumda

i) Eger T =R ise fab f(t)Vt = ff f(t)dt olur.

ii) Eger T = Z ise

(b
> ft), a<bise
b t=a+1
/ [Vt = 0, a=bise
— > f(t), a>bise
\ t=b+1

saglanir.

iii) Eger [a,b] araligi sadece ayrik noktalar igeriyor ise

> v(t) f(t), a < bise
b te(a,b]
/ fOVt =40, a = b ise
a — > v(t) f(t), a>bise
\ te(b,al

elde edilir.
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Teorem 1.2.18 a < b olmak dzere a,b € T wve f(t) fonksiyonu [a,b] tzerinde siirekli

olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler dogrudur.
i) [ )AL= [" F)AL+[b—p(B) f(p (b)) dir.
i) [ (At =[o(a) - a] f(a) + [}, FO)AL dir.

i) [*f(6)VE= [" )Vt +[b— p (b)) £(b) dir
iv) [ f()Vt=[o(a) —a] f(o (a) + [2,) f(E)VE dir.

Teorem 1.2.19 Asagidaki formiillerde f> (t,s) ve fV (t,s) ile s degiskeni sabit tutularak
f (t,s) fonksiyonunun t ye gore siraswyla A ve V tiirevleri belirtilmistir. Eger f, f~ ve f¥

ki degiskenli fonksiyonlary strekli ise bu durumda asagqidaki formdiller dogrudur.
A

i) ( I ra, s)As) — f(o(t).t)+ [ At 5)As dir.
v

ih) (JL /(L 9)As) =[St s)As+ [ (p (1), p (1)) dir.

iii) (fat f(ze,s)vs)A = f(o(t),0 () + [ FA(t, $)Vs dir.

) (JEF(L9)Vs) = [1 7 8)Vs+ f (o (1) 1) dir

Tanim 1.2.20 f: T — R ye tamwml ve a,b € T olsun. Bu durumda f nin diamond-o«

integrali a dan b ye,

/abf<t)<>at=a/abf(t)m+(1—a)/abf(t)w, 0<a<l

seklinde tanymbdur. O, anti tirevi olmadigindan, birlestirilmis O tirevi bir dinamik tirev

degildir. Genel olarak,

( / tf(s><>as>0a £f(t),t R

egitsizligi vardwr. Ancak yine de nabla integraline benzer olarak Teorem 1.2.16 dan ko-

laylhikla ¢ikarabilecegimiz klasik o6zelliklerin bazilary diamond-a integrali i¢in de gegerlidir.
Teorem 1.2.21 a,b,c € T, € R ve f, g stirekli fonksiyonlar olsun. Bu durumda:

D) [T(f(t)+g()0at = [ F()0at + [7 g(t)0ut;
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ii) [7Bf(6)0at = 5 J) F()Out:

iii) [0 f(1)0at = — [ F(£)Out;

iv) [} F()0at = [ F(B)0at + [ F(1)0at;

v) [ f({#)0at =0

vi) Hert igin f(t) > 0 ise bu durumda [ f(t)Out >0 dor.

vii) Hert icin f(t) < g(t) ise bu durumda [* f(t)Out < [ g(t)0at dir.

viii) Hert icin f(t) > 0 ise ancak ve ancak [* f(t)0nt = 0 oldugunda f =0 dur.

ix) [a,b) uzerinde |f(t)| < g(t) ise bu durumda,

[ o

dir. Eger [a,b) tzerinde g(t) = |f(t)| olarak segilirse,

[ o

olur.

< /a bg(t)%t

b
s/umma

Ornek 1.2.22 T =[0,1] U [1,1] olsun. f(s) = s(1 —s) icin [, f(s)As, [, f(s)Vs ve

Y 2

fol f(5)Oqs integrallerinin degerlerini bulalvm. Teorem 1.2.1/ iii. yardimyla,

AU@M=L@@M+[@@M+AU@M

oldugundan integrallert ayri ayri. hesaplayalim,

1

/0?1’ F(5)As = /0‘}” F(5)ds = /O s(1 — s)ds = %2

L 1] araliginy géz éniine alirsak, o (%) =

olur. [5, 5

) = %—% = % oldugundan

N =
i~
o
=

—~

W=

Teorem 1.2.11 yardimayla,

[ a2 (2) - &

1
29

/; F(s)As = /; f(s)ds = /; s(1— s)ds = %

16
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elde edilir. Boylece

/Olf(S)AS = /jf(S)As—i-ﬁ;f(s)As-i-ﬁlf(s)
71 1 106 i

162 727 12 648
olur.

Nabla integrali i¢in Teorem 1.2.16 1ii. yardimayla,

/Olf(S)VSZ/Oéf(S)Vs—i—/;f(s)Vs—i—/;f(s)vS

oldugundan integralleri ayr. ayri hesaplayalim,

/0é F(s)Vs = /j’ £(s)ds = /0;, s(1 — s)ds = %

olur. [l l] aralgimi 9oz oniine alirsak, p(%) =

1
372 3

Teorem 1.2.16 1i. yardimayla,

frroms () -2

bulunur. [%, 1} araliginda integrali hesaplarsak,

A?@W=é?@w=£deﬁzg

elde edilir. Boylece

/Olf(S)Vs = /Oéf(S)VSvL[;f(s)Vst[lf(s)
711 109 ’

162 T21 12 648
olur.

Son olarak diamond-a integrali

AU@%Szafﬂmmﬂlle@w
1

106 +( ) 109 109
= a—— -« =—— —
648

bulunur.
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BOLUM 2

OSTROWSKI TiPi ESITSIiZLIKLER

Son yirmi yildan beri, esitsizlik alan1 dikkate deger bir gelisim gostermistir. Ozellikle Ce-
bysev, Griiss, Yamuk (Trapezoid), Ostrowski, Hadamard ve Jensen olarak adlandirilan
esitsizlikler ile ilgili pek ¢ok aragtirma makalesi yapilmigtir. Son birka¢ yilda yayinlanan
bazi arastirma ve monografiler egitsizlik alanindaki ilerlemenin 6nemli bir kismini olus-
turmugtur.

En 6nemli matematiksel esitsizliklerden biri 1938 yilinda klasik integral esitsizligi olarak
A. M. Ostrowski tarafindan asagidaki gibi verilmigtir;

Her z € [a,b], f : [a,b] C R — R, [a, b] tizerinde siirekli, (a, b) tizerinde diferensiyellenebilir
ve tiirevi [ : (a,b) — R, (a, b) tizerinde smirl yani || f'[|, = sup,e(,p) |f'(2)| < 0o olmak

lizere,

¢ — atb)?
3+M] (b—a) |l (2.1)

bfa/:ﬂt)dt's R

seklinde tamtilmigtir. Bu esitsizligin detaylarim [7, syf. 468 daki kaynaktan inceleye-

‘f(w’) -

1

bilirsiniz. Burada i

miimkiin en iyi sonuctur ve daha kiiciik olan bir katsay1 ile yer
degistirilemez. (2.1) esitsizligi, © € [a,b] noktasindaki f(z) degeri ile ;= fab f(t)dt in-
tegral ortalamasi arasindaki yaklagim ig¢in bir iist simir vermektedir.

Bu esitsizlik literatiirde Ostrowski esitsizligi olarak bilinmektedir. Ortaya ¢ikisindan beri,
pek ¢ok aragtirmaci (2.1) tipindeki esitsizlikler ve uygulamalar iizerine yogunlagmigtir. Bu

tip esitsizlikleri incelemek, aragtirmacilar igin biiyiik bir ilgi odagi olmustur. Ostrowski

esitsizliginden ilham alinarak, bu konuyla ilgili bir dizi makale yazldi. (bakimz [6], [7] ve
[8])-
2.1 OSTROWSKI TiPi ESITSIZLIKLER

Bu boliimde size sunacagimiz B.G. Pachpatte tarafindan hazirlanan galigmada, iki fonksiyon

ve onlarin tiirevlerini iceren Ostrowski tipinde yeni esitsizliklerin iizerinde durulmustur.
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Yapilan calismanin ilging bir ¢zelligi, elde edilen sonuclarin basit bir sekilde sunulmus
olmas1 ve bu tip esitsizliklerin yeni tahminlerine olanak saglamasidir.

Pachpatte tarafindan elde edilen temel sonuclar agagidaki teoremde verilmigtir.

Teorem 2.1.1 f,g : [a,b] — R fonksiyonlar: [a,b] tzerinde sirekli ve (a,b) uzerinde
diferensiyellenebilir, ayrica f', ¢ : (a,b) — R tirevieri (a,b) tizerinde sinwrly olsun. Yani,

”fIHoo = SUPge(a,b) |f/(l‘)| < 0, ||gl||oo = SUPge(a,b) |gl(x)| < 00. Bu durumda, her x €

la, b] i¢in
100~ 3 900 [ s+ 1) [ ot

< {10 1 e + £ ) }l+("’gb‘j§]<h—a> 22)
dir.

Ispat. Her z,y € [a, ] icin asagidaki 6zdeslikleri kullanabiliriz:

- [ rwa, 23)
ola) —gly) = [ oty (2.4)
Sirasiyla (2.3) ve (2.4) 6zdegliklerinin her iki tarafimi g(z) ve f(x) ile garpip taraf tarafa
topladigimizda:
2f(@)o(w) ~ o)) + F2)a(w)] = ole) [ 0+ 1) [ gy (25

elde edilir. (2.5) egitliginin her iki tarafinin [a, b] tizerinde y ye gore integralini alirsak;

/a ()l — o)) + F)al)] dy = / b [g(x) / " Pt + f() / zgf(t)dt] ay

2/ (2)g(x) (b — a) - /f )y — £ >/ 9(y)dy

_ / [g@:) / "t + () / Zg’(t)dt} dy

bulunur. Bu esitligin her iki tarafi 2 (b — a) ile béliiniir ise

o [ w50 [ awa)
= Q(b—l_a)/ab [g(fv)/:f’(t)dwr f(a:)/:g’(t)dt] dy (2.6)

20
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bulunur. (2.6) esitliginden ve mutlak deger 6zelliklerinden:

L [oto [ s+ 1) [ ot

b
< ﬁ/ {Ug@ N Moo |z =yl + [f @) 9| |2 — yl} dy

o) - 55

b
— i (9@ + 1F @10 [ 1o~ vldy

2

+y——$y

y2 b
2 2 yJ
— ' o 20— 2xa — 2zb + a® + b?
= 20b—a) {’9($)‘||f||oo+!f(ﬂf>!\lg o [ ; ]}

= s {1+ e, [E= e

L it W

4 (6—5)2

- 1_a (9@ e + 1 (@) 19"l ) [fﬁy -

T
y=a

1

_ %{‘g@)y 1F e + 1 £ @) 1l9'll0}

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Uyar1 2.1.2 Teorem 2.1.1 de g(z) = 1 ve bundan dolay: ¢'(z) = 0 alindiganda, (2.1) deki
bilinen Ostrowski egitsizligini yeniden elde etmis oluruz.
(2.6) egitsizliginin her iki tarafinan [a,b] etrafinda, x e gore integralini alp, ézdesligin

sonuglarin tekrar yazdiktan sonra, mutlak deger ozelliklerini kullanirsak |

’b_a/f dm—(b_ /f dm)(T/a (x)dx)‘

S—2<b_a)2 / [/ {|g<:c>rnf'||oo+|f<x>|||g'||oo}\:c—y\dy] dr. (27)

seklindeki Griiss tipi esitsizligi elde ederiz.

Teorem 2.1.1 in benzer bir gesiti de agagidaki teoremde sunulmustur.

Teorem 2.1.3 f, g, f', ¢’ fonksiyonlari Teorem 2.1.1 deki gibi verilmis olsun. Bu du-

rumda her x € [a,b] i¢in;

o) - 7 [oto /abf(y)dwf(a:) / st + 5 [ 1)

1Ll | = ;“"x)] (28)

dir.
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Ispat. Hipotezden (2.3) ve (2.4) 6zdeslikleri meveuttur. (2.3) ve (2.4) 6zdesliklerinin sol

ve sag taraflarini, taraf tarafa carptigimizda;

F@)g(a) = o)) + S@)alo)] + 16)ats) = { / it { / od.29)

esitligini elde ederiz. (2.9) esitliginin her iki tarafinin da [a,b] etrafinda y ye gore in-

tegralini alip tekrar yazdigimizda,

[ sty - Ji s+ | bf(x)g(y)dy] v [ sty
= /ab{/: f’(t)dt} {/;g’(t)dt} dy (2.10)

F@)(e) = 5 o) [ wan-+ 1o [ awis] + 2 [ swamay

a

b—a/ {/ it dt}{/ 9<t>dt}dy (2.11)

elde edilir. Mutlak deger 6zelliklerinden,

)~ 52 o) [ s+ 1) [ atwan] + [ st

b
—Li/{WWmM—MHMNMM—yH@

Ny TR

= W [y

{@—afg@—xf

IN

IA

o / /
= 19

esitligi elde edilir. Ispat tamamlandi.

Simdi ispatlanan esitsizliklerin gecerli olduklarini birer ¢rnek ile gosterelim. m

Ornek 2.1.4 f : [a,b] — R, f(t) = t olsun. Bu durumda f'(t) = 1 ve ||f'||,, = 1 dir.
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(2.1) deki esitsizlikte yerine yazdigimizda,

1 b 1 (t_a_+b)2'
t— tdt < |-+-—-221|(b—a).l
b—a/a - 4+ (b—a)? (b—a)

[ =)
ERNCET
. b — a? < b—a+(t—”7+b)2
2(b—a) 4 (b—a)
_atb _ (b—a)® + 42 — 4t(a + b) + (a + b)?
2~ 4(b—a)
2t—(a+0) _ (b—a)* 4 4t> — 4t(a + b) + (a + b)
2 - 4(b—a)

b—a > 0 oldugundan

1 ¢2
b—a2a

IN

(b—a)

2t — (a+b)] 2(b—a) < (b—a)*+4t> —4t(a+b) + (a+b)
4t(b—a) —2(0* —a®) < (b—a)® +4t> —4t(a +b) + (a +b)*
0 < 4% — 8tb+ 4b?
0 < (2t—2b)?

elde edilir. Bu ise egitsizligin dogru oldugunu gdosterir.

Ornek 2.1.5 f:[0,1] = R, f(t) =t veg:[0,1] = R, g(t) = t+1 olsun. f'(t) =
Iflle =1vegd(t)=1wvel|d|, =1 dir. (2.2) deki esitsizlikte yerine yazdigumazda,

‘t(tJrl)—ﬁ{(tJrl)/otdtH/o (t+1)dt- < %{|t+1\+m}[}l+g:g§2]
(74 1)— (t+1);0+t§+t0 < (|t+1\+\t|>l}l+(t—%>2]

1
2 — =
4

42 —1| < (2t+1) (26 —2t+1)

IN

(2t +1) (2t — 2t + 1)

1

2
1 1 1 1 1
)= (t+1D)=+t(=+1 < —(t+1l+pD 12 —t+ =
‘( 1) 2{(+>2+ (2+>_ < 2(I+\+||)[ +2]

1

4

bulunur. Egert > % ise 4t — 1 > 0 ve 2t — 1 > 0 oldugundan

a4 -1 < (2t+1)(26° -2t +1)
0 < (2t+1)(—2t+142t2—2t+1)
0 < 2(2t+1) (8 —2t+1)
0 < 2(2t+1)(t—1)°
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saglanwr. Egert < % ise 41> — 1 < 0 ve 2t + 1 > 0 oldugundan

—4?+1 < (2t+1) (267 -2t +1)
0 < (2t+1)(2t—1+22—2t+1)

0 < (2t+1)2t2
saglanar. Bu ise (2.2) deki egitsizligin dogru oldugunu gosterir.

Uyar: 2.1.6 (2.11) deki egitsizligin her iki tarafinin, [a,b] etrafinda x e gore integralini

alip, mutlak deger ozelliklerini kullanarak, temel hesaplar ile esitsizlik,

2 s (2 [ i) (52 o)

seklinde tekrar yazlabilir. Bu sekli ile esitsizliklik iyi bilinen Cebysev esitsizligine (bakinaz
[9 ,s. 297]) donismiistiir.

1 ! /
<5 0- ) 1 lloc 19l
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BOLUM 3

ZAMAN SKALASINDA OSTROWSKI TiPi ESITSIiZLIKLER

Bir 6nceki boliimde f : [a,b] C R — R igin incelenen Ostrowski tipi esitsizlikleri Pachpatte
(bkz. [1]) cahgmugtir. A.Tuna ve I.B.Yagar, T zaman skalasi olmak iizere f : T — R
fonksiyonunun delta tiirevi igin ¢alismuglardir (bkz. [2]). Bu bosliimde bu galigma tizerinde
durulmustur.

Yapilan incelemeler sirasinda fark edilmistir ki, bir énceki boliimde Pachpatte’nin vermis
oldugu Teorem 2.1.1 deki esitsizlik, bu calismada yapilan bir mutlak deger hatasi sebe-
biyle iddia edildigi gibi Teorem 3.1.1 ile genellestirilememistir. Biz bu boliimde yapilan
hatay1 diizelterek esitsizligin genellestirilmis halini elde edecegiz. Daha sonra A.Tuna ve

[.B.Yagar tarafindan verilen ikinci teorem iizerinde duracagiz.

3.1 ZAMAN SKALASINDA OSTROWSKI TiPi ESITSIZLIKLER

A.Tuna ve I.B. Yasar tarafindan yapilan ¢alismadaki teorem agagida verilmistir.

Teorem 3.1.1 f,g: T — R, T tzerinde rd-siirekli ve T da diferensiyellenebilir ve tiirev-

(@) < oo,

leri f~,¢% : T% — R, T" dzerinde swnrl olsun. Yani HfAHOO = SUP ew

HgA”OO = SUP, s gA(x)} < 00. Bu durumda hert € T i¢in

1
(b—a)

00 - 3 [o0) [ 1080+ 5 [ st

< z(bl—a){‘9(“"”||fAHoo+|f<x>!H9A||m} [x<b—a>—<b2—a2)+/a a(y)Ay} (3.1)

dir.

Verilen bu teoremde, A.Tuna ve I.B.Yagar'in (bakiiz [2]) makalesinde iddia edildigi gibi
T = R alindiginda Pachpatte’ nin Teorem 2.1.1 ine ulagilamamaktadir. Eger T = R ise
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o(y) = y olur. Elde ettikleri esitsizlikte yerine yazdigimzda,;

000 = 3 [o0) [ i+ 1) [ ot

b

< s U@+ @I [r0 -0 - @2 =)+ [ o]
N ﬁ {g@) 1 Nl +1f @) 1l } _ﬂﬁ(b —a) — (b* —a®) + %(bz _ ag)]
- 2([)1_ a) {g@) 1 o + 1@ o} -aj(b —a) — %(62 _ a2):|

= S U@+ @1 o - 2

4 )

bu dogru degildir. Simdi bulunan esitsizligin dogru olmadigini bir ¢rnek ile gésterelim.

o ath)’
elde edilir. Bu esitsizlikte [x — HT“} ifadesinin ll + ((b—;)] (b — a) olmas: gerekirken

Ornek 3.1.2 f : [0,1] = R, f(t) =t veg: [0,1] — R, g(t) = 1 olsun. f'(t) =1,
1/l =1 ve g'(t) =0 ve ||¢||, =0 dir. Ikinci esitsizlikte yerine yazdigimizda,

‘t_2(11—o) {/Oltdtth/ldt} < %{y1|1+w 0}{t—#}
Y O Y A
S iH
2 41 — 2
’t—% < t—§

bulunur. Bu ise hert € [0,1] i¢in dogru degildir..
Bu teorem diizeltilerek asagidaki gekilde revize edilmigtir.

Teorem 3.1.3 f,g: T — R, T tzerinde rd-siirekli ve T da diferensiyellenebilir ve tiirev-

F(@)] < oo,

leri f~,¢% : T% — R, T" dzerinde sunrl olsun. Yani HfAHOO = SUpP 7w

2l

gA(x)} < 00. Bu durumda hert € T igin

Hg 00 = SuprT"‘

)~ s o) [ fw+ 1) [ at80]]

< sy 9@ £ + 1f (@ |||9AHOO}[<a2+b2)—x(a+b)+f0(y)ﬂy—f0(y)ﬂy

dir.
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Ispat. Her z,y € T icin asagidaki 6zdeslikler mevcuttur.

- / CpA(mar (3.3)

o) = o) = [ T gA(n)ar (3.4)

Ozdegliklerin her iki tarafini sirayla g(z) ve f(x) ile carpip taraf tarafa topladigimizda,

21 (2)9(x) — [9(x) f(y) + F(2)g)] = 9(x) / " AT + f() / Amar (3.5)

esitligi elde edilir. Her iki tarafinda T iizerinde y ye gore integralini alirsak,

2/ (2)g(x)(b— a) — [ /f Ay+f<>/abg<ymy}

p / {g@:) / AT+ F(a) / xg%)Ar}Ay (36)

Esitligin her iki tarafin 5 1le carparsak,

F@)sle) = 557 [g<x> / F W)y + f@) / bg(y)Ay]

- [ {o) [ r2@ar s 1@ [[marf oy 60

elde edilir. Mutlak deger 6zelliklerini kullanirsak,

F) = 55 ) [ 108w+ @) [ st
@117 b = 91+ 1F@ 192 12 = w1} Ay
- Q(bl_a) (o172 + 7@ %} [ 1o =12y

= s le@1 72 + 1@ 1.}

TNy

= =y Lo@l 12+ 1@ ..}

T T b b
x[/ xAy—/ yAy—i—/yAy—/xAy]
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= = (@1l + 1@ ).
X {fvyli—y2|§+/x0(y)ﬁy+y2li—/ U(y)Ay—xylfc}
= = (@11 + 1@ 9],

x b
><[:U2—xa—x2+a2+b2—x2—xb+$2+/ U(Q)Ay—/ a(y)Ay]

= 5= I o+ 171 )}

T b
X {(a2 + b)) — z(a+b) + / o(y) Ny — / a(y)Ay]
ispat tamamlandi. m

Sonug 3.1.4 Eger']I‘ R ise o(y) = y olur. Elde ettigimiz egitsizlikte yerine yazdigimazda;

(o) - 5 |96 /f )iy + fz / o(0)]

< Q(b—l_a){|g<x>|||f'||oo+|f<x)||4gf||oo} (e —atarn+ [ vow- [ve]
— e @[]+ 1@} (@48 = atas by 0 - ST

~ s (I + @ | S5 — st 0)+27

- ﬁﬂg(wﬂHf’HooJr\f(xﬂHg’Hoo} _a ‘QH? B (azb) . (x_a;b>

- 2(bl_a){\g(x)!Hf’Hoon(x)\”ngoo} _(b—a> +<$_a—2|rb)

- 3 / R LGN

= @S e + 1@} |+ 25| (0= a)

Teorem 2.1.1 deki sonuca ulasiriz.

Elde ettigimiz bu diizenlemeden sonra (A.Tuna 2007) nin ikinci teoremini inceleyecegiz.

Bu teoremde 6nceki teoremde oldugu gibi bir hata ile karsilagilmamigtir.

Teorem 3.1.5 f, g, [, ¢® Teorem 3.1.3 deki gibi tanwmlansin. Bu durumda her x € T

¢m

) 5 o) [ swsw+ ) [ awn] + 7 [ i)

< =129 o { (b—a) — 22(b? a2)+(b3—a)+/[2w—y—0(y)}0(y)Ay1

a

(3.8)
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dir.

Ispat. (3.3) ve (3.4) teki dzdeslikler hipotezden mevcuttur. Ozdesliklerin sol ve sag

taraflarini, taraf tarafa carptigimizda;

f(@)g(x) — [g(z) f(y) + f(x)g(y)] + f(v)9(y)

_ {/y fA(T)AT} {/;g%)m} (3.9)

esitligini elde ederiz. (3.9) denkleminin her iki tarafinin da T de y ye gore integralini

alarak tekrar yazdigimizda;

o) - 2 [ot) [ 16 Ay+f()/( o] + 52 [ sty
{/ 13(r) AT}{/ (T)AT}Ay (3.10)

esitligini elde ederiz. Mutlak deger 6zelliklerini kullandigimizda;

Falale) - = la@) [ t@)dy+ 1@ [ aw)by| + f
b—a |77/, .
Lo ooHgAIIOO/:ISC—yIQAy

b
lllo? e [ @2 = 200+ )8y
= LIIfAH lo°.. [az ol — 20|, — [low)dy) + |, — [ o) o) +1)Ay]

HgA” 2(b — a) — 2z(b* — a®) + (b* — a®)

o / o(y) Ay — / () (o(y) + 1)) Ag]

a

= i 12 o2 L [#20 = @) = 2007 = @) + (67 = @) + [/ 22— y — o ()] o (1) Ay

ispat tamamlandi. m

Sonug 3.1.6 Eger T =R alvmrsa o(y) = y olur. Egitsizlikte yerine yazdigimazda Teorem

2.1.3 deki sonuca ulasilor.

Sonug 3.1.7 A.Tuna ve I.B. Yasarin makalesinde(bakinz [2]) ilk teoremdeki hatanin
olusma sebebi, mutlak deger fonksiyonunun integrali alinirken, verilen aralikta pozitif ve
negatif oldugu durumlarin gézardy edilmis olmaswydi. Ikinci teoremde bu hatanwn tekrar-
lanmamasiman sebebi ise mutlak deger fonksiyonunun karesinin her zaman pozitif olmas,

ilk teoremde onemsenmeyen bu durumdan oOtiri hata olugmasina izin vermemaistir.
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BOLUM 4

ZAMAN SKALASINDA DIAMOND-a OSTROWSKI TiPi
ESITSIZLIKLER

Tezimizin bu boltimiinde de Christian Dinu tarafindan incelenen zaman skalasinda hem
delta hem de nabla tiirevin ikisini de ayn1 zamanda kullabildigimiz diamond-a agirlikh
Ostrowski tipi egitsizliklerden bahsedecegiz.

Son zamanlarda, zaman skalasinda dinamik tiirevlerin uygulamalar1 ve teorisi ile ilgili yeni
gelismeler mevcuttur. Caligmalar adi diferensiyel ve fark denklemlerinin genigletilmesine
ve birlestirilmesine olanak saglamaktadir. Ayni zamanda, teorik bakis agisiyla, stirekli
teorinin ayrik teoriyle birlestirilmesidir. Dahasi, bir ¢ok hesaplama ve niimerik uygula-
malarda kullanilan énemli bir aractir. Dimond-« ile adlandirilan ¢,, ile gosterilen dinamik
tiirev, iyi bildigimiz A(delta) ve V(nabla) dinamik tiirevlerinin birlegtirilmesine dayanir.
Diamond-a dinamik tiirevi, a = 1 icin A-tiirevine, o = 0 icin V-tiirevine doniisiir. Ote
yandan, herhangi bir ayrik zaman skalasinda o = 1/2 oldugunda agirlikli dinamik tiirevi
temsil eder. Diamond-a dinamik tiirev ile ilgili hesabin temel kurallarin daha detayh

incelemesi icin [4], [5] ve [10] nolu kaynaklara bakilabilir.

4.1 ZAMAN SKALASINDA DIAMOND-o OSTROWSKI TiPi ESITSiZ-
LIKLER

Daha 6nce Pachpatte ve A.Tuna tarafindan reel sayilarda ve zaman skalasinda caligilan
Ostrowski tipi esitsizliklerinin en genel halini, Christina Dinu’nun zaman skalasinda

diamond-a tiireviyle yaptig1 ¢alismalar: (bakiniz [3]) inceleyerek gosterecegiz.

Tanim 4.1.1 f, delta ve nabla diferensiyellenebilir fonksiyon f : T — R olmak iizere,

1@ ve |17, = supren

/2], = supier» fY(@)| olarak tamamlanwr. Ayrica
1797l = sup [ £%+(@)]
teTs
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olarak tanimlariz. Acgiktir ki,

179 = sup af2@) + (1 = a)f¥ (1)

teTr

IN

asup‘f ‘+(1—a)sup|fv(t)|
teTs teTs

= Al + =) [IFY,

2 ve f¥ ayni noktada maksimum degerlerine ulasirlarsa, yukaridaki esitlik durumu mev-

cut olur.
Simdi de asagidaki tiim zaman skalalarinda gecerli olan lemmalar1 inceleyecegiz.

Lemma 4.1.2 a,b € T olmak tzere, f: T — R stirekli bir fonksiyon olsun.

i) f, T zaman skalasi iizerinde azalmayan bir fonksiyon ve her t € T igin f(t) = f(t)

olacak sekilde f: R — R azalmayan siirekli bir fonksiyon ise o zaman,
(b—a)f /f At</f dt</f OVt < (b= a)f(b)
egitsizligi vardar.

ii) f, T zaman skalasy tzerinde artmayan bir fonksiyon ve her t € T igin f(t) = f(t)

olacak sekilde f: R — R artmayan stirekli bir fonksiyon ise o zaman,
(b—a)f /f At>/f dt>/f DVt > (b— a)f(b)
esitsizligi mevcuttur.
Her iki durumda da o € [0, 1] olacak sekilde,
b b
| 00t = [ Ty
vardur.

Ispat. i) Ispata T = {a,b} alindiginda, o (a) = b ve u (a) = b — a oldugundan, Teorem
1.2.11 den

b o(a)
/ fHAt= [ )AL= f(@)(b—a) (4.1)

ve T = [a, b] aldigimizda,

/f At_/f (12)
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oldugunu hatirlatarak baslayalim. Ispat icin, monoton fonksiyonlarin genel bir T zaman
skalasi {izerindeki fab f(t)At integralinin, T = {a,b} ve T = [a,b] zaman skalalar igin

yukaridaki (4.1) ve (4.2) integral degerleri arasinda oldugunu gostermemiz yeterlidir.

Simdi her ¢t € T igin f: R — R siirekli azalmayan ]?(t) = f(t) olacak gekilde bir fonksiyon
olsun. Ilk olarak zaman skalasina bir nokta veya bir aralik eklendiginde, buna karsilik

gelen integralin arttigini gosterecegiz.

a < ¢ < b olmak {iizere bir ¢ noktasim1 T zaman skalasina ekledigimizi varsayalim. Eger
Ty, = Tu{c} ve ¢ ¢ T, Ty in bir izole noktas: ( ve fab f(t)At buna karsilik gelen integral),

ise

/abf(t)Alt _ /acf(t)AltJr/cbf(t)Alt
— /p(C)f(t)Alt—l-/c f(t)A1t+/U(C)f(t)A1t+/b ft)Aqt

:/ flt At—|-/ FOA L+ U(Cf()A1t+ f()
= f )AL — ;C)f At+/ f(t A1t+/ f(H)Agt

- / FOAL = £ (p(©) (o16) = p(e) + £ () (= p (@) + F () (o) ~
— [ 0atr 1@ - 1) O -0

elde edilir.

Aym gekilde, bir aralik zaman skalasina ilave edildiginde buna karsilik gelen integralin

(4.1) ve (4.2) integral degerleri arasinda oldugunu gosterelim. Bundan dolay1 a < ¢ <d <b
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olacak gekilde Ty = TU [¢,d] ve [¢,d]NT = & alahm. Bu durumda

/abf@)m
- /p(C)f(t)A1t+/ ft At+/f A1t+/ fl AH/ )

c o(d)
:/ F(t)At + f A1t+/f A1t+/ f#)Art + (d)f()

_ /af(t)At— O(df(t)AtJr £t At+/f A1t+/ IOINY

p(c) p(c)

b
- / FOAL — F(p(e)(o(d) — p(e)) + F(p(e)) (e — p(c))
+ / F(t)dt + £(d) (o(d) — d)
> / FB)AL = F(p(e)) (d— ) + (d—c) F (5)

> /abﬂt)At

olur. Burada s € (¢, d) ortalama deger teoreminden gelen noktadir.

Aynmi metodlar1 kullanarak baglangigtaki zaman skalasinda bir nokta veya bir aralik
cikarldigl zaman integral degerinin azaldigini gosterebiliriz. Ve bu sebep ile f; f(t)At
integrali T = {a, b} zaman skalasi i¢in bulunan (4.1) minimum degeri ile T = [a, b] zaman

skalasi igin bulunan (4.2) maksimum degeri arasindadir. Yani

)b —a) < / FOAL < / Ft)dt

dir.

Artmayan fonksiyonlar i¢in ve nabla integral icin ispat benzerdir. Eger
[P Fydt — [ f(t)vi

- [P rmAt— [P f)ve

alimirsa Lemma 4.1.2 deki sonug acgik olarak elde edilir. Boylece,

/ab f(tydt = o /abf(t)At +(1—ar) /abf(t)w

yani

/abf(t)OaTt = /ab Ft)dt

bulunur. =

ar

Simdi azalmayan fonksiyonlar icin yukarida ispat1 verilen esitsizlik icin bir 6rnek verelim.
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Ornek 4.1.3 T={0}U{L:n e N} ve f(t) =t olsun. a =0 ve b= 1 alalim.

1
n—1

ity = oty 1= L *

nn—1) 1-—t
| rwar = 3w

t€[0,1)

1
t = —_ t =
n70()

oo

1
- ;Tﬂ(n 1)
> 1 1
- ()

=1
— Zﬁ
2

— 2_T _ 035507

6
bulunur.
1
t p—
p(t) 1
1
t) = t—pl(t) =
0 PO =
1 00 1
fVt = v(t) f(t) =
/0 te%;l] ;”2(”“)
(1,1 1
N — n n?2 n4+1
_ ii)_l
n:1n2
2
= €—1—0.64493

bulunur. O halde,
0<0.35507<0.5<0.64493 <1

yani,

(b—a)f /f At</f dt</f )Vt < (b—a)f(b)

elde edilir.
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Uyar: 4.1.4 i) T dzerinde tanamly f, azalmayan fonksiyonu i¢in o < ar oldugu zaman,

[ 001> [T

dir. o > ap oldugu zaman ise,

[ 100wt < [ T

egitsizligt mevcuttur.

ii) T dzerinde tanaml f, artmayan fonksiyonu i¢in o < ar oldugu zaman,

[ 100wt < [ T

dir. o > ap oldugu zaman ise,
b b

| #00ut = [ Ty

egitsizligi mevcuttur.

Eger T = [a, b] veya f fonksiyonu sabit ise o, [0, 1] araliginda bir reel say1 olabilir. Aksi
takdirde o € (0, 1) dir.

Simdi f : T — R ye dogrusal bir fonksiyon (yani f(¢) = ut + v) ise o zaman f: f(t)At
ve f ft) la, b] araliginda taniml f [a,b] — R dogrusal fonksiyon olan fab f(t)dt ye

gore simetrik oldugunu ispatlayacagiz.

Lemma 4.1.5 f: T — R ye dogrusal bir fonksiyon ve f: la,b] — R dogrusal fonksiyon
olsun. Eger fabf(t)At = fab f(t)dt — C, C € R iise 0 zaman fab f(t)Vt = fab Ft)dt +C.

ispat. f: T — R oldugu zaman f (t) = t oldugunu dikkate alarak baglayacagiz. Eger
T = [a, b] ise ¢ = 0 ve sonug agiktir. T = [a, b] \ (¢, d) oldugunda,

b c d b
/tAt = /tAt—i—/ tAt—I—/tAt
a a c d
c o(c) b
= /tdt—l—/ tAt—i—/ tdt
= / /tdt+c )
d
2
= /tdt—
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ve benzer sekilde,

b
/tVt:

)

oldugundan, agiktir ki C' = se¢tigimizde ispat tamamlanmig olur.

Ayni argiimanlar birden fazla tekrarlayip, [a,b] arahgindan herhangi bir sayida aralig
gikardigimizda yine ayni sonucu elde edebiliriz.

Eger bir araligl ¢ikartip, ayrik bir nokta eklersek (yani T = [a,b]\ ((c,e) U (e,d)) =
la,c] U{e} UId,b]) bu durumda,

b
/tAt = /tAt—l—/tAt—i—/ tAt—i—/tAt
o(e)
= /tdt—l—/ tAt—I—/ tAt+/ tdt
d

b
= /tdt—/ tdt +c(e—c)+e(d—e)

= /tdt—(d— )d%—i—e(chd)—c — €

a

b 2 2
d C
= /atdt—§—5+€<c+d)—6

ve benzer sekilde,

b
/tVt = / /tVt+/ tVt+/tVt
= / / tVt—l—/ tVt—i—/tdt
d

— /atdt—/c tdt +e(e—c)+d(d—e)

b
d
- /tdt—(d—c) e

b 2 2
= / tdt+?+§—e(0+d)+e2

—e(c+d)+d*+¢é

dir. Boylelikle C' = @ + @ olarak aldigimizda istenilen sonuca ulagiriz.
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Genel bir dogrusal fonksiyon f(t) = ut + v igin

/abf(t)At:/ab(ut—l—v)At:u(/abtdt—C) —l—v(b—a):u/abtdt—u(?—i-v(b—a)

ve

/abf(t)w:/ab(UtJrv)w:“(/abtdt+0> +U(b—a)=u/abtdt+u(}+v(b—a)

oldugundan dolay1 f;f (t) At = fab F(t)dt — uC ve f; f @)Vt = fab F(t)dt + uC elde

edilir. =

Tamim 4.1.6 T zaman skalas olsun. a ile b arasinda G : T x T — RY graininess dl¢iim

fonksiyonunu,
p(t)? v(t)
Glay - ¥ M0 5
a<t<b a<t<b

olarak tanymlayacagz. Bir diger deyisle, G fonksiyonu, zaman skalas: T nin geometrisine

dayanan, a ve b arasindaki tim sac¢ilmis noktalar arasindaki mesafelerin karesini élger.

Uyar: 4.1.7 f; f(t) At ve fab f () dt arasindaki fark, graininess fonksiyonunun él¢iimiine
baglhdir. Neticede,

b b
/tAt—/tdt—G(a,b)

dir. Aym sekilde

b b
/tVt_/ tdt + G (a,b)

oldugunu farkediniz.
Onceki ifadelere gore fab |t — 5| Ons yi hesaplayabiliriz.

Sonug 4.1.8 T zaman skalast olsun. O zaman Tanim 4.1.6 da tanamlanan G fonksiyonu

olmak tizere,

/|t—s\<>as:<$_a) ;(b_“”) + (1= 20) (G (2,b) — G (a,2))

dir.
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Ispat. Uyar1 4.1.7 yi kullanarak

b t b
/|t—s|<>as _ /(t—s)Oas—i-/ (5 — 1) Ous
a a t

b
= t(t—a)—/tsOas—t(b—t)+/ Qs
a t

_ (r —a) ;r(b—iﬂ) + (1 —2a) (G (z,b) — G (a,7))

oldugunu gosterebiliriz. m

Simdi agagidaki ana sonucu verelim.

Teorem 4.1.9 f veg: T — R, delta ve nabla tirevleri sinarly olan, yani HfAHOO , ||gAHoo ,

17

a ile b arasindaki graininess olgiimii olmak tzere, her t € T i¢in;

gVHOO < o0 olmak tizere, T tzerinde strekli fonksiyonlar olsun. O zaman, G,

F000) = 57 [o0) [ 76300+ 50) [ t610.]

< L4 [lg®l 172 + 1£O1 91 + @ = ) [a@1 7L, + 1701 671}

X [i + (tb__a?:b) ‘ +(1- 2a)G(t’(bb)__aG)2(“’t) (b—a)
dur.
Ispat. Her t,s € T ve a < t ve s < b olmak iizere;
10 -16) = [ PP (4.3
o090 = [ (e (1.4

esitlikleri mevcuttur. Eger esitliklerin (4.3) ve (4.4) her iki taraflarini da sirasiyla g(t) ve
f(t) ile garpip, taraf tarafa toplarsak;

21 (1)gt) — [g(t) F(s) + F(1)g(s)] = a(2) / FA(r)AT+ (1) / ¢5 (1) Ar (4.5)

esitligini elde etmis oluruz.
t
16~ 16 = [ )97 (4.6)
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g(t) — g(s) = / §% (1) Vr (4.7)

esitlikleri i¢in de aym iglemleri uygulayacagiz. Eger (4.6) ve (4.7) iin her iki tarafimi da
sirasiyla g(t) ve f(t) ile garpip, taraf tarafa toplarsak;

21 (D)g(t) — [t f(5) + F(1)g / (V£ () / V(1) (48)

esitligini elde etmis oluruz. (4.5) ve (4.8) esitliklerinin her iki tarafim da sirasiyla « ve

(1 — «) ile garpip, taraf tarafa toplarsak;

21 (1)g(t) — lg(t)f(s) + £(1) ( /fA AT+ l—a/fv )
+f()< / ()AT+(1—a)/sgV(¢)vT) (4.9)

esitligini elde ederiz. Eger (4.9) esitliginin her iki tarafinin da s ye gore a dan b ye

diamond-a integralini alir ve ardindan her tarafi 2(b — a) ile bolersek,
f(t)g(t)—2<b Jo0 [ s63008+.50) [ 61049
:2( /{ (/fA Ar+1—a/fv w)

+1(1) (a/ M)A+ (1—a) /:gV(ﬂvT)}oas (4.10)

esitligini elde ederiz. (4.10) esitliginde mutlak deger 6zellikleri kullamlarak;

F(tyo(t) - 2@; o0) [ 130054501 [ 610.]
ol + (=) 1] e o
L0 a9 + (- 0) o7 1= o} s
- 2@1_@) (Lo fa 7% + (1 - ) |57
10 oo+ =) 70} [ e =51 0us
= g (O[3 + =) 71 + 01 o o]+ ) 67T}

(t—a)?+ (b—t)°
% 2

+ (1= 20)(G(t,b) — G(a, t))]
= S {1 @[l + @ = @) TN+ 17 [ [l + (1= ) 67T}

) [1+ (t— %b) 1 (1 gy G0 = Gla
4 b—a

b= a) (b—a)
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elde edilir ve ispat1 tamamlanmig olur. m

Uyar1 4.1.10

(i) T =R ise ve fonksiyonlar da diferansiyallenebilir ise, f> = f',g¥ = ¢' ve
G(a,t) = G(t,b) = 0 ise Teorem 2.1.1 deki sonuca ulagiriz.
(ii) T, R deki araliklarin birlesimi ve fonksiyonlar araliklarin u¢ noktalarinda diferen-

siyellenebilir degil fakat f~ = f', f¥V = fi,9° =g¢_,9" = ¢, ise Teorem 2.1.1 in

genigletilmis cesiting elde ederiz.

(iii) o= veya T zaman skalasi i¢in G(a,t) = G(t,b) (bu sekildeki zaman skalalarina t

ye gore G-simetrik deriz) ise

10900 = s [0 [ 161005+ 50 [ (61005
{allg@®I £ + 1 @lg ] + 1 =a) [g@I 7] +1F O l97 ]}

1 A
X Z—i_(b—;) (b—a)

<

N | —

elde ederiz.

(iv) a =1 ve a = 0 ise o zaman Teorem 4.1.9 daki zaman skalasi i¢in siraswyla delta

versiyonu ve nabla versiyonu bulunur.

(v) £ ve fV nin her ikisi de aym noktada maksimum degere ulagirsa o zaman,

o0 [ 190+ 70 [ 09009

<5 {la) w\f%u FIEOl% ]}
.\ <t—aT+b> +(1_2a)G(t,b)—G(a,t)

b—a (b—a)? (b—a)

egitsizliging elde ederiz.

Uyar1 4.1.11 Hert € T i¢in g(t) = 1 alirsak, g*(t) = gV (t) = 0 olur ve Teorem 4.1.9 da

yerine yazarsak, Ostrowski egitsizliginin zaman skalasindaki asagidaki versiyonunu elde
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ederiz (bakinaz [7]):

-5t | " F(3)00s

(b—a).

< fafl2 )+ - o) 5L [} (tb‘_”j) + (1 a0y S =)

Diger yandan (4.9) nin her iki tarafinin da diamond-a integralini alirsak, yeniden dizen-

leyip, mutlak deger ozelliklerini kullanirsak, asagidaki Griiss tipi esitsizligi elde ederiz.

o [ routon— (7 [ r0.) (2 [ o00ut)
< siran [ [ @ o117+ 15012
+ (1= a) [lgO Y] o + 17| ]} 1= 5] OasOat.

Simdiki teorem Teorem 4.1.9 un daha giiglii bir versiyonudur.

Teorem 4.1.12 f,g : T — R, delta ve nabla tirevleri sinwrly olan T de stirekli fonksi-

yonlar olsun. a <t < b olacak sekilde hert € T i¢in,

ft)g(t) —

o1
~(b—a)

ﬁ [g(t) /abf(s)oas + f(t) /abg(s)oas] + ﬁ /abf(S)g(S)Oas

b
[ [l£%] o + =) LY ] e flg™ ] + (1 =) [lg7 ][] / [t = s Oas
esitsizligi mevcuttur.

Ispat. Teorem 4.1.9 daki gibi aym hipotezlere sahip oldugumuzdan, (4.3), (4.4), (4.6)
ve (4.7) dzdegliklerinin de ayni gekilde kaldigr agiktir. Sirasiyla (4.3) ve (4.4) y1, (4.6) ve
(4.7) 1, (4.3) ve (4.7) ve (4.4) ve (4.6) ii taraf tarafa carparsak,

( {7 AmArH [T g2 (r)AT}
{7 YOV S gV (n)VT}
{7 AmAr{ 7 gV (r)VT}

\ {7 ¥V} {7 g®(r)AT}

esitligini elde ederiz.(4.11) deki ilk ve iigiincii 6zdesligi sirasiyla o ve 1 — «v ile garpip toplar

F)g(t) = [g@)f(s) + f(t)g(s)] + f(s)g(s) = (4.11)

ardindan ayni islemleri ikinci ve dordiincii 6zdeslik icin de yaparsak,

FB)g(t) = [g(®)f(s) + f(t)g(s)] + f(5)g(s)
= {/: fA(T)AT} {a/ts g2 (AT + (1 - «a) /: gV(T)VT} (4.12)
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ve

F@)g(t) = 1g() f(s) + f(t)g(s)] + f(s)g(s)

:{/ £9(7) }{ / A(T)AT+(1_Q)[59V(T)VT} (4.13)

esitliklerini elde ederiz. (4.12) 6zdegligini « ile, (4.13) 6zdesligini 1—« ile garpip toplarsak,

)f(s) + f(t)g )g(s)

:{ /f T)AT + ( l—a/fv VT}{/ (T)AT+(1—a)/tsgV(T)vT}

(4.14)

esitligini elde ederiz. Bu (4.14) esitlikte her iki tarafin da s ye gore, a dan b ye diamond-«a

integralini alip, ardindan (b — a) ya bolersek:

F0000) ~ s [00) [ 769005 +50) [ ats1005] +
< (bi@ /ab{a/tsz(T)AT+(1—a)/tst(T)vT}
{oz/tsgA(T)AT—i—(l—a) /:gV(T)vT} Ous (4.15)

esitsizligini elde ederiz. (4.15) deki esitsizliginin mutlak degerini alip, mutlak deger 6zel-

liklerini kullanarak sonucu elde eder ve ispat1 tamamlariz. =

Uyar1 4.1.13 (i) T = R wve f, g fonksiyonlar: diferensiyellenebilir, f> = f¥ = f’,

g® =gV = ¢ ise o zaman Teorem 2.1.3 i elde ederiz.

(ii) T, R deki araliklarn birlegiminden olusur ve fonksiyonlar u¢ noktalarinda diferen-
siyellenebilir degil ise bu noktalarda > = f,f¥ = fjmqA =g ,9" = ¢, dir, ve

boylelikle Teorem 2.1.3 din genisletilmis cesitini elde etmis oluruz.
(iii)

b t b
/|t—3\20a3:/ (t—3)2<>as+/ (s — )% Ous
a a t

esitligi meveuttur. s — (t — s)° fonksiyonu [a,t] izerinde artmayan ve s — (s —t)?
fonksiyonu [t,b] tzerinde azalmayan fonksiyondur. Uyari 4.1.4 den,

(t—a)’
T

t
her a < oy i§in/ (t — 3)2 Qus <
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ve

(b—t)’
3

t
her o > vy z'g:m/ (s — t)2 Ops <

olacak sekilde ay € [0,1] ve ay € [0, 1] vardwr. Bundan dolay: her a € oy, ag] igin

s0ute) - it [at0) | 1690w+ 10 [ 906000 + 2% [ 60261008

< g [+ =) 7LD [l o 1= o) o7 [

dir. Bu oy ve ag T zaman skalasinan graininess fonksiyonuna baglidur.

(iv) a =1 ve a = 0 ise swraswyla delta ve nabla versiyonu Teorem 4.1.12 deki zaman

skalasy i¢in bulunabilir.

(v) Eger f2 ve f¥, aym noktada maksimum degerlerine ulaswyorlarsa,

ot~ [ot0) [ 5690us+ 10 [ 006100 + 5% [ 70)6)0u5

b
< ol ol 1= of Gus
a
egitsizligr mevcuttur.

Uyar: 4.1.14 (4.14) nn her iki tarafimn t ye gore, (a dan b ye), diamond-a integralini

alir ve mutlak deger ézelliklerini kullandiktan sonra, (b — a) ya bolersek,

ﬁ/abf(t)g(t)%t— <ﬁ /abf(t)oat> <ﬁ /abg(t)oat)

< 55 [l F2 e + @ =) |77 e llo® ] + = ) flg 7]l

b b
></ / |t—s|2<>as<>at

egitsizligini elde ederiz. Bu son esitsizlik Cebysev tipi esitsizliktir. T = R alinirsa, bilinen

Cebysev esitsizligine (bkz. Uyart 2.1.6 ) ulagmas oluruz.

Sonug 4.1.15 Bu tezde genel olarak Ostrowski tipi esitsizlikler tizerinde durulmustur.
Zaman skalasinda tek degiskenli fonksiyonlar icin delta ve diamond-a integralleri kul-
lamlarak cesitli esitsizlikler elde edilmistir. Iki fonksiyon iceren son béliimde verilen

egitsizlikler 2015 yilinda Wenjun Liu ve Adnan Tuna’nin makalesinde agirlikly olarak ve
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ti¢ fonksiyon igin ¢algilmiglardir (detayl bilgi i¢in [11] nolu kaynagu inceleyebilirsiniz. ).
Daha ileri ¢caligmalarda bu egitsizlikler iki ve daha ¢ok degiskenli fonksiyonlar i¢in ¢alisila-

bilirler.
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