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Orta nokta, yamuk ve Simpson kuralı gibi bazı özel yöntemlerin tahmini hata sınırını 

hesaplamada ve özellikle nümerik analizde olmak üzere matematikte eşitsizliklerin çok geniş 

bir uygulama alanı vardır. Bu yüzdendir ki eşitsizlikler, matematikçilerin yıllar boyunca ilgisini 

çeken ve geliştirmek için oldukça zaman ve efor harcadıkları bir konudur. 

 

Tezimizde, yaygın kullanım alanı olan Ostrowski tipi eşitsizlikler üzerine önce B.G. 

Pachpatte'nin çalışmasını ve daha sonra A. Tuna ile I.B. Yaşar'ın ve son olarak C. Dinu'nun 

çalışmalarını ele aldık ([1], [2] ve [3] numaralı kaynaklara bakınız). 

 

Öncelikle konunun daha iyi anlaşılması için birinci bölümde zaman skalası ile ilgili temel 

bilgiler ve ilgili uygulamalar yer aldı. İkinci bölümde Ostrowski tipi eşitsizlikleri reel sayılarda 

inceledik ve bazı örnekler verdik. Zaman skalasında Ostrowski tipi eşitsizlikleri üçüncü 

bölümde ele aldık. Son bölümde ise yine zaman skalasında diamond-α ağırlıklı Ostrowski tipi 

eşitsizliklere yer vererek eşitsizliğin genel halini elde etmiş olduk. 
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Inequalities in mathematics have a wide range of application in calculating the estimated error 

limit of some specific methods, such as the midpoint, the trapezoid, and the Simpson rules, and 

in particularly in numerical analysis. That is why inequalities are a matter of time and effort 

that mathematicians have spent years developing and developing. 

 

In our thesis, we discussed the work of B.G. Pachpatte on Ostrowski type inequalities, which 

are widely used, and then the works of A. Tuna with I.B. Yaşar and at last C. Dinu (see [1], [2] 

and [3].) 

 

Firstly, in the first chapter, basic information about the time scale and related applications were 

taken for a better understanding of the subject. In the second chapter, we examined Ostrowski 

type inequalities in real numbers and gave some examples. We discussed Ostrowski type 

inequalities on the time scale in the third chapter. In the last chapter, we have obtained the 

general form of inequality by including the diamond-α weighted Ostrowski type inequalities on 

the time scale. 
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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

Bu bölümde tez konusunun daha iyi anlaş¬labilmesi için ayr¬k ve sürekli analizi birleştirip

bir teori oluşturmak amac¬yla Stefan Hilger [4] taraf¬ndan başlat¬lan, geleneksel diferen-

siyel ve fark denklemlerinin birleşmesine ve geni̧slemesine olanak sa¼glayan zaman skalas¬

ile ilgili temel bilgiler verilmi̧stir. f : T! R fonksiyonlar¬için zaman skalas¬nda delta,

nabla ve temeli delta ve nabla dinamik türevlerine dayal¬ve onlar¬n birleşimi olarak da

bilinen diamond-� türevleri aç¬klanarak, bu türevler ile ilgili temel tan¬mlar ve örnekler

ele al¬nm¬̧st¬r. Ayr¬ca zaman skalas¬nda delta, nabla ve diamond-� integral kavram¬na yer

verilerek bu integrallerin özellikleri de incelenmi̧stir. Zaman skalas¬nda türev ve integral

kavramlar¬yla ilgili daha detayl¬bilgi için bu bölümde yararland¬¼g¬m¬z M. Bohner ve A.

Peterson�¬n �Dynamic Equations on Time Scales�başl¬kl¬kayna¼g¬na [5] bak¬labilir.

Tan¬m 1.0.1 Bir zaman skalas¬key�reel say¬lar¬n boş kümeden farkl¬kapal¬bir alt küme-

sidir. Örne¼gin,

R; Z; N; N0

yani, reel say¬lar, tam say¬lar, do¼gal say¬lar ve s¬f¬r dahil do¼gal say¬lar kümeleri ile

[0; 3] [ [5; 7] ; [0; 1] [ N ve Cantor kümesi zaman skalas¬na örnek olmalar¬na ra¼gmen

Q; RnQ; C; (0; 1)

yani, rasyonel say¬lar, irrasyonel say¬lar, kompleks say¬lar, s¬f¬r bir aç¬k aral¬¼g¬ zaman

skalas¬de¼gillerdir.

Tan¬m 1.0.2 T bir zaman skalas¬olsun. Her t 2 T, t < maxT için

�(t) := inf fs 2 T : s > tg

olarak tan¬mlanan � : T! T operatörüne ileriye atlama operatörü denir. Her t 2 T,

t > minT için

�(t) := sup fs 2 T : s < tg

1



olarak tan¬mlanan � : T! T operatörüne geriye atlama operatörü denir. Her t 2 T için

�(t) = �(t)� t

ile tan¬mlanan � : T! [0;1) fonksiyonuna ileriye graininess fonksiyonu denir. Her

t 2 T için

�(t) = t� �(t)

ile tan¬mlanan � : T! [0;1) fonksiyonuna geriye graininess fonksiyonu denir.

Ayr¬ca � (maxT) = maxT ve � (minT) = minT olarak tan¬mlan¬r. T, reel say¬lar¬n

kapal¬bir alt kümesi oldu¼gundan her t 2 T için �(t) 2 T ve �(t) 2 T dir.

�(t) > t ise t 2 T ye sa¼g-saç¬lm¬̧s nokta ve �(t) < t ise t ye sol-saç¬lm¬̧s nokta ad¬verilir.

E¼ger �(t) < t < �(t) ise, yani t 2 T hem sa¼g-saç¬lm¬̧s hem de sol-saç¬lm¬̧s ise bu noktaya

ayr¬k (izole) nokta denir.

�(t) = t ise t 2 T ye sa¼g yo¼gun nokta ve �(t) = t ise sol yo¼gun nokta ad¬verilir. E¼ger

�(t) = t = �(t) ise, yani t 2 T hem sa¼g, hem de sol yo¼gun ise bu noktaya yo¼gun nokta

denir.

Örnek 1.0.3 E¼ger T = R ise �(t) = t; �(t) = t bulunur. Böylece her t 2 T yo¼gun

noktad¬r. Bu durumda, her t 2 T için �(t) = �(t) = 0 olur.

E¼ger T = Z ise �(t) = t + 1; �(t) = t � 1 elde edilir. O halde, her t 2 Z noktas¬ayr¬k

noktad¬r. Bu durumda, her t 2 Z için �(t) = �(t) = 1 dir.

Tan¬m 1.0.4 T herhangi bir zaman skalas¬olsun ve a; b 2 T; a � b verilsin. Bu zaman

skalas¬na ait [a; b]T aral¬¼g¬,

[a; b]T = ft 2 T : a � t � bg = T\ [a; b]

ile tan¬mlan¬r.

Tan¬m 1.0.5 Delta diferensiyellenebilirlik bölgesi, e¼ger T sol saç¬lm¬̧s maksimum M ye

sahip ise T� = T�fMg ile tan¬mlan¬r, aksi halde T�= T olur.

Tan¬m 1.0.6 Nabla diferensiyellenebilirlik bölgesi, e¼ger T sa¼g saç¬lm¬̧s minimum m ye

sahip ise T� = T�fmg ile tan¬mlan¬r, aksi halde T�= T olur.
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Tan¬m 1.0.7 T� ve T� s¬ras¬yla delta ve nabla diferensiyellenebilirlik bölgeleri olmak

üzere T�� diamond-� diferensiyellenebilirlik bölgesi T� \ T� = T�� ile tan¬mlan¬r.

Tan¬m 1.0.8 f : T! R ye bir fonksiyon olsun. f� : T! R fonksiyonu, her t 2 T için

f�(t) = f (� (t)) = f � � (t)

ve f� : T! R fonksiyonu, her t 2 T için

f�(t) = f (� (t)) = f � � (t)

ile tan¬mlan¬r. Yani f� = f � � ve f� = f � � olur.

Tan¬m 1.0.9 U � T olsun. Her � > 0 için

U(t) = fs 2 T : js� tj < �g

ile tan¬mlanan U(t) kümesine t nin � komşulu¼gu denir.

Tan¬m 1.0.10 t0 2 T olsun. Verilen her " > 0 ve her t 2 U(t0) için

jf(t)� f(t0)j < "

olacak şekilde bir U(t0) komşulu¼gu var ise f : T! R fonksiyonuna t = t0 noktas¬nda

süreklidir denir.

1.1 ZAMAN SKALASINDA TÜREV

Bu k¬s¬mda zaman skalas¬nda türev tan¬mlar¬n¬verip, özelliklerini inceleyece¼giz.

Tan¬m 1.1.1 f : T! R bir fonksiyon ve t 2 T� noktas¬olsun. Her " > 0 için��f(�(t))� f(s)� f�(t)(�(t)� s)�� � " j�(t)� sj ; her s 2 U
olacak şekilde t noktas¬n¬n bir U komşulu¼gu (yani, en az bir � > 0 için U = (t��; t+�)\T)

varsa, bu eşitsizli¼gi sa¼glayan sonlu f�(t) reel say¬s¬na f fonksiyonunun t noktas¬ndaki

(delta) �-türevi denir.

Üstelik her t 2 T� için f�(t) say¬s¬mevcut ise f fonksiyonuna T� üzerinde delta türevlene-

bilir denir. f� : T� ! R fonksiyonuna f nin T� üzerinde delta türevi denir. Ayr¬ca, f

fonksiyonunun t 2 T� noktas¬ndaki �-türevi

f�(t) = lim
s!t

f (� (t))� f (s)
� (t)� s

şeklinde tan¬mlanabilir.
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Tan¬m 1.1.2 f : T! R bir fonksiyon ve t 2 T� noktas¬olsun. Herhangi bir " > 0 için

��f(�(t))� f(s)� fr(t)(�(t)� s)�� � " j�(t)� sj ; her s 2 U
olacak şekilde t noktas¬n¬n bir U komşulu¼gu varsa, bu özelli¼gi sa¼glayan sonlu fr(t) reel

say¬s¬na f fonksiyonunun t noktas¬ndaki (nabla) r-türevi denir.

Üstelik her t 2 T� noktas¬için fr(t) say¬s¬mevcut ise f fonksiyonuna T� üzerinde nabla

türevlenebilir denir. Ayr¬ca, f fonksiyonunun t 2 T� noktas¬ndaki r-türevi

fr(t) = lim
s!t

f (� (t))� f (s)
� (t)� s

şeklinde tan¬mlanabilir.

Tan¬m 1.1.3 f : T! R bir fonksiyon ve t 2 T�� noktas¬olsun. � 2 [0; 1], �ts = �(t)� s,

�ts = s� � (t) olmak üzere, e¼ger herhangi bir " > 0 için��� [f(�(t))� f(s)] �ts + (1� �) [f(�(t))� f(s)]�ts � f��(t)�ts�ts�� � " j�ts�tsj ; her s 2 U
olacak şekilde t noktas¬n¬n bir U komşulu¼gu varsa, bu özelli¼gi sa¼glayan sonlu f��(t) reel

say¬s¬na f fonksiyonunun t noktas¬ndaki diamond-� türevi denir.

Üstelik her t 2 T�� noktas¬ için f��(t) say¬s¬mevcut ise f fonksiyonuna T�� üzerinde

diamond-� türevlenebilir denir. Ayr¬ca, � 2 [0; 1] için

f��(t) = �f4(t) + (1� �) fr(t)

şeklinde tan¬mlanabilir. Burada, � = 0 için f��(t) = fr(t) iken � = 1 için f��(t) = f�(t)

oldu¼guna dikkat ediniz.

Örnek 1.1.4 T herhangi bir zaman skalas¬olsun. f : T! R fonksiyonunu c 2 R sabit

olmak üzere her t 2 T için f (t) = c şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu durumda herhangi bir

" > 0 için

jf(�(t))� f(s)� 0(�(t)� s)j = jc� cj = 0 � " j�(t)� sj ; her s 2 T

eşitsizli¼gi sa¼gland¬¼g¬ndan f�(t) = 0 olur. Benzer şekilde fr(t) = 0 elde edilir. Buradan

� 2 [0; 1] için f��(t) = �f4(t) + (1� �) fr(t) = 0 bulunur.
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Örnek 1.1.5 f : T! R fonksiyonu her t 2 T için f (t) = t olarak verilsin. Bu taktirde

herhangi bir " > 0 için

jf(�(t))� f(s)� 1(�(t)� s)j = j�(t)� s� (�(t)� s)j = 0 � " j�(t)� sj ; her s 2 T

için gerçekleşti¼ginden f�(t) = 1 bulunur. Benzer şekilde fr(t) = 1 elde edilir. Buradan

� 2 [0; 1] için f��(t) = �f4(t) + (1� �) fr(t) = �+ (1� �) = 1 bulunur.

Örnek 1.1.6 T herhangi bir zaman skalas¬olsun. f : T! R fonksiyonu her t 2 T için

f (t) = 3t3 ile tan¬mlans¬n.

f�(t) = lim
s!t

f (� (t))� f (s)
� (t)� s = lim

s!t

3� (t)3 � 3s3
� (t)� s = 3((� (t))2 + � (t) t+ t2)

=

8>>><>>>:
9t2; T = R ise

9t2 + 9t+ 3; T = Z ise
3
4
(12t2 + 6t+ 1); T =

�
n
2
: n 2 N

	
[ f0g ise

(1.1)

bulunur. Benzer şekilde,

fr(t) = lim
s!t

f (� (t))� f (s)
� (t)� s = lim

s!t

3� (t)3 � 3s3
� (t)� s = 3((� (t))2 + � (t) t+ t2)

=

8>>><>>>:
9t2; T = R ise

9t2 � 9t+ 3; T = Z ise
3
4
(12t2 � 6t+ 1); T =

�
n
2
: n 2 N

	
[ f0g ise

bulunur. Buradan

f��(t) =

8>>><>>>:
9t2; T = R ise

9t2 + (18�� 9)t+ 3; T = Z ise
3
4
(12t2 + (12�� 6) t+ 1) ; T =

�
n
2
: n 2 N

	
[ f0g ise

bulunur.

Teorem 1.1.7 Kabul edelim ki f : T! R fonksiyon ve t 2 T� olsun.

i) f fonksiyonu t noktas¬nda �-türevlenebilir ise, f fonksiyonu ayn¬noktada süreklidir.

ii) E¼ger f fonksiyonu t noktas¬nda sürekli ve t sa¼g saç¬lm¬̧s ise, f fonksiyonu t noktas¬nda

�-türevlenebilirdir ve �-türevi

f�(t) =
f (� (t))� f (t)

�(t)

dir.

5



iii) E¼ger t sa¼g yo¼gun nokta ise f fonksiyonunun t noktas¬nda �-türevlenebilir olmas¬için

gerek ve yeter koşul

lim
s!t

f(t)� f(s)
t� s

limit de¼gerinin sonlu bir say¬olmas¬d¬r. Bu durumda

f�(t) = lim
s!t

f (t)� f (s)
t� s

olur.

iv) f fonksiyonu t noktas¬nda �-türevlenebilir ise

f(� (t)) = f(t) + �(t)f�(t)

eşitli¼gi do¼grudur.

Teorem 1.1.8 Kabul edelim ki f : T! R bir fonksiyon ve t 2 T� olsun.

i) f fonksiyonu t noktas¬nda r türevlenebilir ise, f fonksiyonu ayn¬noktada süreklidir.

ii) E¼ger f fonksiyonu t noktas¬nda sürekli ve t sol saç¬lm¬̧s ise, f fonksiyonu t noktas¬nda

r-türevlenebilirdir ve

fr(t) =
f (t)� f (� (t))

�(t)

dir.

iii) E¼ger t sol yo¼gun nokta ise f fonksiyonunun t noktas¬nda r-türevlenebilir olmas¬için

gerek ve yeter şart

lim
s!t

f(t)� f(s)
t� s

limit de¼gerinin sonlu bir say¬olmas¬d¬r. Bu durumda

fr(t) = lim
s!t

f (t)� f (s)
t� s

dir.

iv) f fonksiyonu t noktas¬nda r-türevlenebilir ise

f(� (t)) = f(t) + �(t)fr(t)

eşitli¼gi do¼grudur.
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Örnek 1.1.9 T = R ve T = Z durumlar¬n¬ele alal¬m.

E¼ger T = R ise her t 2 R sa¼g yo¼gun oldu¼gundan Teorem 1.1.7 deki iii) ş¬kk¬sa¼glan¬r.

f : R! R fonksiyonunun t 2 R de �-türevlenebilir olmas¬için gerek ve yeter şart

f 0(t) = lim
s!t

f (t)� f (s)
t� s

limitinin var olmas¬d¬r. E¼ger f 0(t) türev de¼geri var ise f; t de türevlenebilirdir. (Bu türev

bildi¼gimiz adi türevdir.) Böylece Teorem 1.1.7 deki iii) ş¬kk¬ndan

f�(t) = lim
s!t

f (t)� f (s)
t� s = f 0(t)

elde edilir. Benzer şekilde T = R iken her t 2 R sol yo¼gun oldu¼gundan Teorem 1.1.8 deki

iii) ş¬kk¬sa¼glan¬r. f : R! R fonksiyonunun t 2 R de r-türevlenebilir olmas¬için gerek

ve yeter şart

f 0(t) = lim
s!t

f (t)� f (s)
t� s

limitinin var olmas¬d¬r. O halde Teorem 1.1.8 deki iii) ş¬kk¬ndan

fr(t) = lim
s!t

f (t)� f (s)
t� s = f 0(t)

bulunur.

E¼ger T = Z ise her t 2 Z sa¼g saç¬lm¬̧s oldu¼gundan Teorem 1.1.7 deki ii) ş¬kk¬sa¼glan¬r.

Yani f : Z! R fonksiyonu t 2 Z de,

f�(t) =
f (� (t))� f (t)

�(t)
=
f(t+ 1)� f(t)

1
= f(t+ 1)� f(t) = �f(t)

türevi ile �-türevlenebilirdir. Buradaki �; fark denklemlerinde kullan¬lan ileri fark

operatörüdür. Benzer şekilde T = Z için her t 2 Z sol saç¬lm¬̧s oldu¼gundan Teorem 1.1.7

deki ii) ş¬kk¬sa¼glan¬r. Yani f : Z! R fonksiyonu t 2 Z de

fr(t) =
f (t)� f (� (t))

�(t)
=
f(t)� f(t� 1)

1
= f(t)� f(t� 1) = rf(t)

türevi iler-türevlenebilirdir. Buradakir; fark denklemlerinde kullan¬lan geri fark opera-

törüdür.

Teorem 1.1.10 Kabul edelim ki f; g : T! R fonksiyonlar¬t 2 T� noktas¬nda �-türevle-

nebilir olsun. O zaman
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i) f + g : T! R fonksiyonu da t 2 T� noktas¬nda �-türevlenebilirdir ve

(f + g)� (t) = f�(t) + g�(t)

eşitli¼gi do¼grudur.

ii) Herhangi bir � sabiti için �f fonksiyonu da t 2 T� noktas¬nda �-türevlenebilirdir ve

�f fonksiyonunun �-türevi

(�f)� (t) = �f� (t)

ile verilir.

iii) fg : T! R fonksiyonu da t 2 T� noktas¬nda�-türevlenebilirdir ve fg nin fonksiyonu-

nun �-türevi

(fg)� (t) = f�(t)g(t) + f (� (t)) g� (t) = f(t)g� (t) + f� (t) g (� (t))

şeklindedir.

iv) E¼ger g(t)g(� (t)) 6= 0 ise, o halde f
g
fonksiyonu da t 2 T� noktas¬nda

�
f

g

��
(t) =

f� (t) g (t)� f (t) g� (t)
g(t)g(� (t))

ile �-türevlenebilirdir.

Teorem 1.1.11 Kabul edelim ki f; g : T! R fonksiyonlar¬t 2 T� noktas¬ndar-türevlene-

bilir olsun. O zaman

i) f + g : T! R fonksiyonu da t 2 T� noktas¬nda r-türevlenebilirdir ve

(f + g)r (t) = fr(t) + gr(t)

eşitli¼gi do¼grudur.

ii) Herhangi bir � sabiti için �f fonksiyonu da t 2 T� noktas¬nda r-türevlenebilirdir ve

�f fonksiyonunun r-türevi

(�f)r (t) = �fr (t)

ile verilir.
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iii) fg : T! R fonksiyonu da t 2 T� noktas¬ndar-türevlenebilirdir ve fg nin fonksiyonu-

nun r-türevi

(fg)r (t) = fr(t)g(t) + f (� (t)) gr (t) = f(t)gr (t) + fr (t) g (� (t))

şeklindedir.

iv) E¼ger g(t)g(� (t)) 6= 0 ise, o halde f
g
fonksiyonu da t 2 T� noktas¬nda

�
f

g

�r
(t) =

fr (t) g (t)� f (t) gr (t)
g(t)g(� (t))

ile r-türevlenebilirdir.

Teorem 1.1.12 Kabul edelim ki f; g : T! R fonksiyonlar¬t 2 T�� noktas¬nda diamond-�

türevlenebilir olsun. O zaman

i) f + g : T! R fonksiyonu da t 2 T�� noktas¬nda diamond-� türevlenebilirdir ve

(f + g)�� (t) = f��(t) + g��(t)

eşitli¼gi do¼grudur.

ii) Herhangi bir � sabiti için �f fonksiyonu da t 2 T�� noktas¬nda diamond-� türevlenebilir-

dir ve �f fonksiyonunun diamond-� türevi

(�f)�� (t) = �f�� (t)

ile verilir.

iii) fg : T! R fonksiyonu da t 2 T�� noktas¬nda diamond-� türevlenebilirdir ve fg nin

fonksiyonunun diamond-� türevi

(fg)
��
(t) = f

��
(t)g(t) + �f�(t)g�(t) + (1� �)f�(t)gr(t)

şeklindedir.

Örnek 1.1.13 Zaman skalas¬olarak h > 0 için T =hZ = fhz : z 2 Zg alal¬m. Her t 2 T

için

� (t) = inf fs 2 T : s > tg = inf ft+ nh : n 2 Ng = t+ h;
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� (t) = sup fs 2 T : s < tg = sup ft� nh : n 2 Ng = t� h;

�(t) = � (t)� t = h ve � (t) = t� � (t) = h

elde edilir. f : T! R fonksiyonu her t 2 T için

f�(t) =
f (� (t))� f (t)

�(t)
=
f(t+ h)� f(t)

h

ve benzer şekilde

fr(t) =
f (t)� f (� (t))

�(t)
=
f(t)� f(t� h)

h

türevlerine sahiptir. Delta ve nabla türevlerinin birlikte kullanabildi¼gimiz diamond-�

türevi ise,

f��(t) = �f�(t) + (1� �)fr(t)

f��(t) = �
f(t+ h)� f(t)

h
+ (1� �)f(t)� f(t� h)

h

dir.

1.2 ZAMAN SKALASINDA ·INTEGRAL

Tan¬m 1.2.1 E¼ger f : T! R fonksiyonunun T deki sa¼g yo¼gun noktalarda sa¼gdan limiti

ve sol yo¼gun noktalarda soldan limiti varsa bu fonksiyona düzenli (regular) fonksiyon

denir.

Tan¬m 1.2.2 E¼ger f : T! R fonksiyonunun T deki sa¼g yo¼gun noktalarda sürekli ve

sol yo¼gun noktalarda soldan limiti varsa bu fonksiyona sa¼g yo¼gun sürekli veya rd-sürekli

(rd-continuous) fonksiyon denir.

Tan¬m 1.2.3 f : T! R rd-sürekli fonksiyonlar¬n kümesi

Crd = Crd (T) = Crd (T;R)

ile gösterilir.

Tan¬m 1.2.4 f : T! R fonksiyonu türevlenebilir ve rd-sürekli ise

C1rd = C
1
rd (T) = C1rd (T;R)

ile gösterilir.
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Tan¬m 1.2.5 E¼ger f : T! R fonksiyonunun T deki sol yo¼gun noktalarda sürekli ve sa¼g

yo¼gun noktalarda sa¼gdan limiti varsa bu fonksiyona sol yo¼gun sürekli veya ld-sürekli (ld-

continuous) denir.

Tan¬m 1.2.6 f : T! R ld-sürekli fonksiyonlar¬n kümesi

Cld = Cld (T) = Cld (T;R)

ile gösterilir.

Tan¬m 1.2.7 f : T! R fonksiyonu türevlenebilir ve ld-sürekli ise

C1ld = C
1
ld (T) = C1ld (T;R)

ile gösterilir.

Tan¬m 1.2.8 f : T! R bir fonksiyon olsun. E¼ger F : T! R fonksiyonu T� da �-

türevlenebilir ve her t 2 T� için F� (t) = f(t) ise, F fonksiyonuna f nin �-anti türevi

veya ilkeli denir.

E¼ger f : T! R fonksiyonunun �-anti türevi varsa f ye �-integrallenebilir fonksiyon

denir ve a; b 2 T olmak üzereZ b

a

f(t)�t = F (b)� F (a)

ile tan¬mlan¬r.

Tan¬m 1.2.9 f : T! R bir fonksiyon olsun. E¼ger F : T! R fonksiyonu T� da r-

türevlenebilir ve her t 2 T� için Fr (t) = f(t) ise F fonksiyonuna f nin r- anti türevi

veya ilkeli denir.

E¼ger f : T! R fonksiyonunun r- anti türevi varsa f ye r- integrallenebilir fonksiyon

denir ve a; b 2 T olmak üzereZ b

a

f(t)rt = F (b)� F (a)

ile tan¬mlan¬r.

Teorem 1.2.10 Her rd-sürekli fonksiyonun bir antitürevi vard¬r.
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Teorem 1.2.11 E¼ger f 2 Crd ve t 2 T� ise bu taktirdeZ �(t)

t

f(s)�s = � (t) f (t)

formülü do¼grudur.

·Ispat. Teorem 1.2.10 dan f nin bir antitürevi vard¬r veZ �(t)

t

f(s)�s = F (� (t))� F (t)

= � (t)F�(t)

= � (t) f (t)

bulunur.

Teorem 1.2.12 Her ld-sürekli fonksiyonun bir antitürevi vard¬r.

Teorem 1.2.13 E¼ger f 2 Cld ve t 2 T� ise bu taktirdeZ t

�(t)

f(s)rs = � (t) f (t)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Teorem 1.2.11 in ispat¬na benzer şekilde yap¬l¬r.

Teorem 1.2.14 f : T! R ve g : T! R fonksiyonlar¬ rd-sürekli ve a; b; c 2 T oldu¼gunu

kabul edelim.

i)
R b
a
[f(t) + g(t)]�t =

R b
a
f(t)�t+

R b
a
g(t)�t dir.

ii) Her � sabiti için
R b
a
�f(t)�t = �

R b
a
f(t)�t dir.

iii) a � c � b olmak üzere
R b
a
f(t)�t =

R c
a
f(t)�t+

R b
c
f(t)�t dir.

iv)
R b
a
f(t)�t = �

R a
b
f(t)�t dir.

v)
R a
a
f(t)�t = 0 d¬r.

vi)
R b
a
f(� (t))g�(t)�t = f(t)g(t)jba �

R b
a
f�(t)g(t)�t dir:

vii)
R b
a
f(t)g�(t)�t = f(t)g(t)jba �

R b
a
f�(t)g(� (t))�t dir:
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viii) E¼ger [a; b) aral¬¼g¬nda jf (t)j � g(t) ise����Z b

a

f(t)�t

���� � Z b

a

g(t)�t

dir.

ix) E¼ger her t 2 [a; b) için f(t) � 0 iseZ b

a

f(t)�t � 0

d¬r.

Teorem 1.2.14 teki vi) ve vii) eşitliklerine k¬sm¬integrasyon formülleri denir.

Örnek 1.2.15 a; b 2 T ve f 2 Crd verilsin. Bu durumda

i) E¼ger T = R ise
R b
a
f(t)�t =

R b
a
f(t)dt olur. Burada sa¼g taraftaki integral bildi¼gimiz

Riemann integralidir.

ii) E¼ger T = Z ise bu halde

Z b

a

f(t)�t =

8>>>>><>>>>>:

b�1P
t=a

f(t); a < b ise

0; a = b ise

�
a�1P
t=b

f(t); a > b ise

sa¼glan¬r.

iii) E¼ger [a; b] aral¬¼g¬sadece ayr¬k noktalar¬içeriyor ise

Z b

a

f(t)�t =

8>>>>><>>>>>:

P
t2[a;b)

� (t) f(t); a < b ise

0; a = b ise

�
P

t2[b;a)
� (t) f(t); a > b ise

elde edilir.

Teorem 1.2.16 f : T! R ve g : T! R fonksiyonlar¬ ld-sürekli ve a; b; c 2 T oldu¼gunu

kabul edelim.

i)
R b
a
[f(t) + g(t)]rt =

R b
a
f(t)rt+

R b
a
g(t)rt dir.
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ii) Her � sabiti için
R b
a
�f(t)rt = �

R b
a
f(t)rt dir.

iii) a � c � b olmak üzere
R b
a
f(t)rt =

R c
a
f(t)rt+

R b
c
f(t)rt dir.

iv)
R b
a
f(t)rt = �

R a
b
f(t)rt dir.

v)
R a
a
f(t)rt = 0 d¬r.

vi)
R b
a
f(� (t))gr(t)rt = f(t)g(t)jba �

R b
a
fr(t)g(t)rt dir.

vii)
R b
a
f(t)gr(t)rt = f(t)g(t)jba �

R b
a
fr(t)g(� (t))rt dir.

viii) E¼ger [a; b) aral¬¼g¬nda jf (t)j � g(t) ise����Z b

a

f(t)rt
���� � Z b

a

g(t)rt

dir.

ix) E¼ger her t 2 [a; b) için f(t) � 0 iseZ b

a

f(t)rt � 0

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Örnek 1.2.17 a; b 2 T ve f 2 Cld verilsin. Bu durumda

i) E¼ger T = R ise
R b
a
f(t)rt =

R b
a
f(t)dt olur.

ii) E¼ger T = Z ise

Z b

a

f(t)rt =

8>>>>><>>>>>:

bP
t=a+1

f(t); a < b ise

0; a = b ise

�
aP

t=b+1

f(t); a > b ise

sa¼glan¬r.

iii) E¼ger [a; b] aral¬¼g¬sadece ayr¬k noktalar¬içeriyor ise

Z b

a

f(t)rt =

8>>>>><>>>>>:

P
t2(a;b]

� (t) f(t); a < b ise

0; a = b ise

�
P

t2(b;a]
� (t) f(t); a > b ise

elde edilir.
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Teorem 1.2.18 a < b olmak üzere a; b 2 T ve f(t) fonksiyonu [a; b] üzerinde sürekli

olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki eşitlikler do¼grudur.

i)
R b
a
f(t)�t =

R �(b)
a

f(t)�t+ [b� � (b)] f(� (b)) dir.

ii)
R b
a
f(t)�t = [� (a)� a] f(a) +

R b
�(a)

f(t)�t dir.

iii)
R b
a
f(t)rt =

R �(b)
a

f(t)rt+ [b� � (b)] f(b) dir.

iv)
R b
a
f(t)rt = [� (a)� a] f(� (a)) +

R b
�(a)

f(t)rt dir.

Teorem 1.2.19 Aşa¼g¬daki formüllerde f� (t; s) ve fr (t; s) ile s de¼gişkeni sabit tutularak

f (t; s) fonksiyonunun t ye göre s¬ras¬yla � ve r türevleri belirtilmiştir. E¼ger f; f� ve fr

iki de¼gişkenli fonksiyonlar¬sürekli ise bu durumda aşa¼g¬daki formüller do¼grudur.

i)
�R t

a
f(t; s)�s

��
= f (� (t) ; t) +

R t
a
f�(t; s)�s dir.

ii)
�R t

a
f(t; s)�s

�r
=
R t
a
fr(t; s)�s+ f (� (t) ; � (t)) dir.

iii)
�R t

a
f(t; s)rs

��
= f (� (t) ; � (t)) +

R t
a
f�(t; s)rs dir.

iv)
�R t

a
f(t; s)rs

�r
=
R t
a
fr(t; s)rs+ f (� (t) ; t) dir.

Tan¬m 1.2.20 f : T ! R ye tan¬ml¬ve a; b 2 T olsun. Bu durumda f nin diamond-�

integrali a dan b ye,Z b

a

f(t)��t = �
Z b

a

f(t)�t+ (1� �)
Z b

a

f(t)rt; 0 � � � 1

şeklinde tan¬ml¬d¬r. �� anti türevi olmad¬¼g¬ndan, birleştirilmiş ��türevi bir dinamik türev
de¼gildir. Genel olarak,�Z t

a

f(s)��s
���

6= f(t); t 2 R

eşitsizli¼gi vard¬r. Ancak yine de nabla integraline benzer olarak Teorem 1.2.16 dan ko-

layl¬kla ç¬karabilece¼gimiz klasik özelliklerin baz¬lar¬diamond-� integrali için de geçerlidir.

Teorem 1.2.21 a; b; c 2 T, � 2 R ve f; g sürekli fonksiyonlar olsun. Bu durumda:

i)
R b
a
(f(t) + g(t))��t =

R b
a
f(t)��t+

R b
a
g(t)��t;
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ii)
R b
a
�f(t)��t = �

R b
a
f(t)��t;

iii)
R b
a
f(t)��t = �

R a
b
f(t)��t;

iv)
R b
a
f(t)��t =

R c
a
f(t)��t+

R b
c
f(t)��t;

v)
R a
a
f(t)��t = 0;

vi) Her t için f(t) � 0 ise bu durumda
R b
a
f(t)��t � 0 d¬r.

vii) Her t için f(t) � g(t) ise bu durumda
R b
a
f(t)��t �

R b
a
g(t)��t dir.

viii) Her t için f(t) � 0 ise ancak ve ancak
R b
a
f(t)��t = 0 oldu¼gunda f � 0 d¬r.

ix) [a; b) üzerinde jf(t)j � g(t) ise bu durumda,����Z b

a

f(t)��t
���� � Z b

a

g(t)��t

dir. E¼ger [a; b) üzerinde g(t) = jf(t)j olarak seçilirse,����Z b

a

f(t)��t
���� � Z b

a

jf(t)j��t

olur.

Örnek 1.2.22 T =
�
0; 1

3

�
[
�
1
2
; 1
�
olsun. f(s) = s(1 � s) için

R 1
0
f(s)�s;

R 1
0
f(s)rs veR 1

0
f(s)��s integrallerinin de¼gerlerini bulal¬m. Teorem 1.2.14 iii: yard¬m¬yla,Z 1

0

f(s)�s =

Z 1
3

0

f(s)�s+

Z 1
2

1
3

f(s)�s+

Z 1

1
2

f(s)�s

oldu¼gundan integralleri ayr¬ayr¬hesaplayal¬m,Z 1
3

0

f(s)�s =

Z 1
3

0

f(s)ds =

Z 1
3

0

s(1� s)ds = 7

162

olur.
�
1
3
; 1
2

�
aral¬¼g¬n¬ göz önüne al¬rsak, �

�
1
3

�
= 1

2
ve �

�
1
3

�
= 1

2
� 1

3
= 1

6
oldu¼gundan

Teorem 1.2.11 yard¬m¬yla,Z 1
2

1
3

f(s)�s = f

�
1

3

�
�

�
1

3

�
=
1

27

bulunur.
�
1
2
; 1
�
aral¬¼g¬nda integrali hesaplarsak,Z 1

1
2

f(s)�s =

Z 1

1
2

f(s)ds =

Z 1

1
2

s(1� s)ds = 1

12
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elde edilir. BöyleceZ 1

0

f(s)�s =

Z 1
3

0

f(s)�s+

Z 1
2

1
3

f(s)�s+

Z 1

1
2

f(s)�s

=
7

162
+
1

27
+
1

12
=
106

648

olur.

Nabla integrali için Teorem 1.2.16 iii: yard¬m¬yla,Z 1

0

f(s)rs =
Z 1

3

0

f(s)rs+
Z 1

2

1
3

f(s)rs+
Z 1

1
2

f(s)rs

oldu¼gundan integralleri ayr¬ayr¬hesaplayal¬m,Z 1
3

0

f(s)rs =
Z 1

3

0

f(s)ds =

Z 1
3

0

s(1� s)ds = 7

162

olur.
�
1
3
; 1
2

�
aral¬¼g¬n¬ göz önüne al¬rsak, �

�
1
2

�
= 1

3
ve �

�
1
2

�
= 1

2
� 1

3
= 1

6
oldu¼gundan

Teorem 1.2.16 iii: yard¬m¬yla,Z 1
2

1
3

f(s)rs = f
�
1

2

�
�

�
1

2

�
=
1

24

bulunur.
�
1
2
; 1
�
aral¬¼g¬nda integrali hesaplarsak,Z 1

1
2

f(s)rs =
Z 1

1
2

f(s)ds =

Z 1

1
2

s(1� s)ds = 1

12

elde edilir. BöyleceZ 1

0

f(s)rs =

Z 1
3

0

f(s)rs+
Z 1

2

1
3

f(s)rs+
Z 1

1
2

f(s)rs

=
7

162
+
1

24
+
1

12
=
109

648

olur.

Son olarak diamond-� integraliZ 1

0

f(s)��s = �

Z 1

0

f(s)�s+ (1� �)
Z 1

0

f(s)rs

= �
106

648
+ (1� �) 109

648
=
109

648
� 1

216
�

bulunur.
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BÖLÜM 2

OSTROWSK·I T·IP·I EŞ·ITS·IZL·IKLER

Son yirmi y¬ldan beri, eşitsizlik alan¬dikkate de¼ger bir geli̧sim göstermi̧stir. Özellikle µCe-

bysev, Grüss, Yamuk (Trapezoid), Ostrowski, Hadamard ve Jensen olarak adland¬r¬lan

eşitsizlikler ile ilgili pek çok araşt¬rma makalesi yap¬lm¬̧st¬r. Son birkaç y¬lda yay¬nlanan

baz¬araşt¬rma ve monogra�ler eşitsizlik alan¬ndaki ilerlemenin önemli bir k¬sm¬n¬oluş-

turmuştur.

En önemli matematiksel eşitsizliklerden biri 1938 y¬l¬nda klasik integral eşitsizli¼gi olarak

A. M. Ostrowski taraf¬ndan aşa¼g¬daki gibi verilmi̧stir;

Her x 2 [a; b]; f : [a; b] � R! R; [a; b] üzerinde sürekli, (a; b) üzerinde diferensiyellenebilir

ve türevi f 0 : (a; b)! R; (a; b) üzerinde s¬n¬rl¬yani kf 0k1 = supx2(a;b) jf 0(x)j <1 olmak

üzere,����f(x)� 1

b� a

Z b

a

f(t)dt

���� �
"
1

4
+

�
x� a+b

2

�2
(b� a)2

#
(b� a) kf 0k1 (2.1)

şeklinde tan¬t¬lm¬̧st¬r. Bu eşitsizli¼gin detaylar¬n¬ [7, syf. 468] daki kaynaktan inceleye-

bilirsiniz. Burada 1
4
mümkün en iyi sonuçtur ve daha küçük olan bir katsay¬ ile yer

de¼gi̧stirilemez. (2.1) eşitsizli¼gi, x 2 [a; b] noktas¬ndaki f(x) de¼geri ile 1
b�a
R b
a
f(t)dt in-

tegral ortalamas¬aras¬ndaki yaklaş¬m için bir üst s¬n¬r vermektedir.

Bu eşitsizlik literatürde Ostrowski eşitsizli¼gi olarak bilinmektedir. Ortaya ç¬k¬̧s¬ndan beri,

pek çok araşt¬rmac¬(2.1) tipindeki eşitsizlikler ve uygulamalar üzerine yo¼gunlaşm¬̧st¬r. Bu

tip eşitsizlikleri incelemek, araşt¬rmac¬lar için büyük bir ilgi oda¼g¬olmuştur. Ostrowski

eşitsizli¼ginden ilham al¬narak, bu konuyla ilgili bir dizi makale yaz¬ld¬. (bak¬n¬z [6], [7] ve

[8]).

2.1 OSTROWSK·I T·IP·I EŞ·ITS·IZL·IKLER

Bu bölümde size sunaca¼g¬m¬z B.G. Pachpatte taraf¬ndan haz¬rlanan çal¬̧smada, iki fonksiyon

ve onlar¬n türevlerini içeren Ostrowski tipinde yeni eşitsizliklerin üzerinde durulmuştur.
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Yap¬lan çal¬̧sman¬n ilginç bir özelli¼gi, elde edilen sonuçlar¬n basit bir şekilde sunulmuş

olmas¬ve bu tip eşitsizliklerin yeni tahminlerine olanak sa¼glamas¬d¬r.

Pachpatte taraf¬ndan elde edilen temel sonuçlar aşa¼g¬daki teoremde verilmi̧stir.

Teorem 2.1.1 f; g : [a; b] ! R fonksiyonlar¬ [a; b] üzerinde sürekli ve (a; b) üzerinde

diferensiyellenebilir, ayr¬ca f 0; g0 : (a; b)! R türevleri (a; b) üzerinde s¬n¬rl¬olsun. Yani,

kf 0k1 = supx2(a;b) jf 0(x)j < 1, kg0k1 = supx2(a;b) jg0(x)j < 1. Bu durumda, her x 2

[a; b] için����f(x)g(x)� 1

2(b� a)

�
g(x)

Z b

a

f(y)dy + f(x)

Z b

a

g(y)dy

�����
� 1

2
fjg(x)j kf 0k1 + jf(x)j kg0k1g

"
1

4
+
(x� a+b

2
)2

(b� a)2

#
(b � a) (2.2)

dir.

·Ispat. Her x; y 2 [a; b] için aşa¼g¬daki özdeşlikleri kullanabiliriz:

f(x)� f(y) =
Z x

y

f 0(t)dt; (2.3)

g(x)� g(y) =
Z x

y

g0(t)dt: (2.4)

S¬ras¬yla (2:3) ve (2:4) özdeşliklerinin her iki taraf¬n¬g(x) ve f(x) ile çarp¬p taraf tarafa

toplad¬¼g¬m¬zda:

2f(x)g(x)� [g(x)f(y) + f(x)g(y)] = g(x)
Z x

y

f 0(t)dt+ f(x)

Z x

y

g0(t)dt (2.5)

elde edilir. (2:5) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n [a; b] üzerinde y ye göre integralini al¬rsak;Z b

a

[2f(x)g(x)� [g(x)f(y) + f(x)g(y)]] dy =
Z b

a

�
g(x)

Z x

y

f 0(t)dt+ f(x)

Z x

y

g0(t)dt

�
dy

2f(x)g(x) (b� a)� g(x)
Z b

a

f(y)dy � f(x)
Z b

a

g(y)dy

=

Z b

a

�
g(x)

Z x

y

f 0(t)dt+ f(x)

Z x

y

g0(t)dt

�
dy

bulunur. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬2 (b� a) ile bölünür ise

f(x)g(x)� 1

2(b� a)

�
g(x)

Z b

a

f(y)dy + f(x)

Z b

a

g(y)dy

�
=

1

2(b� a)

Z b

a

�
g(x)

Z x

y

f 0(t)dt+ f(x)

Z x

y

g0(t)dt

�
dy (2.6)
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bulunur. (2:6) eşitli¼ginden ve mutlak de¼ger özelliklerinden:����f(x)g(x)� 1

2(b� a)

�
g(x)

Z b

a

f(y)dy + f(x)

Z b

a

g(y)dy

�����
� 1

2(b� a)

Z b

a

fjg(x)j kf 0k1 jx� yj+ jf(x)j kg0k1 jx� yjg dy

=
1

2(b� a) (jg(x)j kf
0k1 + jf(x)j kg0k1)

Z b

a

jx� yj dy

=
1

2(b� a) (jg(x)j kf
0k1 + jf(x)j kg0k1)

�Z x

a

(x� y)dy +
Z b

x

(y � x)dy
�

=
1

2(b� a) (jg(x)j kf
0k1 + jf(x)j kg0k1)

"
xy � y

2

2

����x
y=a

+
y2

2
� xy

����b
y=x

#

=
1

2(b� a)

�
jg(x)j kf 0k1 + jf(x)j kg0k1 [

2x2 � 2xa� 2xb+ a2 + b2
2

]

�
=

1

2(b� a)

�
jg(x)j kf 0k1 + jf(x)j kg0k1

�
(x� a)2 + (x� b)2

2

��
=

1

2
fjg(x)j kf 0k1 + jf(x)j kg0k1g

"
1

4
+
(x� a+b

2
)2

(b� a)2

#
(b� a)

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Uyar¬2.1.2 Teorem 2:1:1 de g(x) = 1 ve bundan dolay¬g0(x) = 0 al¬nd¬¼g¬nda, (2.1) deki

bilinen Ostrowski eşitsizli¼gini yeniden elde etmiş oluruz.

(2.6) eşitsizli¼ginin her iki taraf¬n¬n [a; b] etraf¬nda, x e göre integralini al¬p, özdeşli¼gin

sonuçlar¬n¬tekrar yazd¬ktan sonra, mutlak de¼ger özelliklerini kullan¬rsak ,���� 1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx�
�

1

b� a

Z b

a

f(x)dx

��
1

b� a

Z b

a

g(x)dx

�����
� 1

2(b� a)2
Z b

a

�Z b

a

fjg(x)j kf 0k1 + jf(x)j kg0k1g jx� yj dy
�
dx: (2.7)

şeklindeki Grüss tipi eşitsizli¼gi elde ederiz.

Teorem 2.1.1 in benzer bir çeşiti de aşa¼g¬daki teoremde sunulmuştur.

Teorem 2.1.3 f; g; f 0; g0 fonksiyonlar¬Teorem 2:1:1 deki gibi verilmiş olsun. Bu du-

rumda her x 2 [a; b] için;����f(x)g(x)� 1

b� a

�
g(x)

Z b

a

f(y)dy + f(x)

Z b

a

g(y)dy

�
+

1

b� a

Z b

a

f(y)g(y)dy

����
� 1

b� a kf
0k1 kg0k1

�
(x� a)3 + (b� x)3

3

�
(2.8)

dir.
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·Ispat. Hipotezden (2:3) ve (2:4) özdeşlikleri mevcuttur. (2:3) ve (2:4) özdeşliklerinin sol

ve sa¼g tara�ar¬n¬, taraf tarafa çarpt¬¼g¬m¬zda;

f(x)g(x)� [g(x)f(y) + f(x)g(y)] + f(y)g(y) =
�Z x

y

f 0(t)dt

��Z x

y

g0(t)dt

�
: (2.9)

eşitli¼gini elde ederiz. (2:9) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n da [a; b] etraf¬nda y ye göre in-

tegralini al¬p tekrar yazd¬¼g¬m¬zda,

Z b

a

f(x)g(x)dy �
�Z b

a

g(x)f(y)dy +

Z b

a

f(x)g(y)dy

�
+

Z b

a

f(y)g(y)dy

=

Z b

a

�Z x

y

f 0(t)dt

��Z x

y

g0(t)dt

�
dy (2.10)

f(x)g(x)� 1

b� a

�
g(x)

Z b

a

f(y)dy + f(x)

Z b

a

g(y)dy

�
+

1

b� a

Z b

a

f(y)g(y)dy

=
1

b� a

Z b

a

�Z x

y

f 0(t)dt

��Z x

y

g0(t)dt

�
dy (2.11)

elde edilir. Mutlak de¼ger özelliklerinden,

����f(x)g(x)� 1

b� a

�
g(x)

Z b

a

f(y)dy + f(x)

Z b

a

g(y)dy

�
+

1

b� a

Z b

a

f(y)g(y)dy

����
� 1

b� a

Z b

a

fkf 0k1 jx� yjg fkg0k1 jx� yjg dy

� 1

b� a kf
0k1 kg0k1

Z b

a

jx� yj2 dy

=
1

b� a kf
0k1 kg0k1

Z b

a

(x� y)2dy

=
1

b� a kf
0k1 kg0k1

�
(x� a)3 + (b� x)3

3

�

eşitli¼gi elde edilir. ·Ispat tamamland¬.

Şimdi ispatlanan eşitsizliklerin geçerli olduklar¬n¬birer örnek ile gösterelim.

Örnek 2.1.4 f : [a; b] ! R, f(t) = t olsun. Bu durumda f 0(t) = 1 ve kf 0k1 = 1 dir.
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(2:1) deki eşitsizlikte yerine yazd¬¼g¬m¬zda,

t� 1

b� a

Z b

a

tdt �
"
1

4
+

�
t� a+b

2

�2
(b� a)2

#
(b� a) :1

t� 1

b� a
t2

2

����b
a

�
"
1

4
+

�
t� a+b

2

�2
(b� a)2

#
(b� a)

t� b2 � a2
2(b� a) � b� a

4
+

�
t� a+b

2

�2
(b� a)

t� a+ b
2

� (b� a)2 + 4t2 � 4t(a+ b) + (a+ b)2

4 (b� a)
2t� (a+ b)

2
� (b� a)2 + 4t2 � 4t(a+ b) + (a+ b)2

4 (b� a)
b� a > 0 oldu¼gundan

[2t� (a+ b)] :2(b� a) � (b� a)2 + 4t2 � 4t(a+ b) + (a+ b)2

4t(b� a)� 2(b2 � a2) � (b� a)2 + 4t2 � 4t(a+ b) + (a+ b)2

0 � 4t2 � 8tb+ 4b2

0 � (2t� 2b)2

elde edilir. Bu ise eşitsizli¼gin do¼gru oldu¼gunu gösterir.

Örnek 2.1.5 f : [0; 1] ! R, f(t) = t ve g : [0; 1] ! R, g(t) = t + 1 olsun. f 0(t) = 1 ,

kf 0k1 = 1 ve g0(t) = 1 ve kg0k1 = 1 dir. (2:2) deki eşitsizlikte yerine yazd¬¼g¬m¬zda,����t(t+ 1)� 1

2(1� 0)

�
(t+ 1)

Z 1

0

tdt+ t

Z 1

0

(t+ 1) dt

����� � 1

2
fjt+ 1j+ jtjg

�
1

4
+
(t� 1

2
)2

(1� 0)2

�
������t2 + t�� 12

"
(t+ 1)

t2

2

����1
0

+ t
t2

2
+ t

����1
0

#����� � 1

2
(jt+ 1j+ jtj)

�
1

4
+ (t� 1

2
)2
�

�����t2 + t�� 12
�
(t+ 1)

1

2
+ t

�
1

2
+ 1

������ � 1

2
(jt+ 1j+ jtj)

�
t2 � t+ 1

2

�
����t2 � 14

���� � 1

4
(2t+ 1)

�
2t2 � 2t+ 1

�
��4t2 � 1�� � (2t+ 1)

�
2t2 � 2t+ 1

�
bulunur. E¼ger t � 1

2
ise 4t2 � 1 > 0 ve 2t� 1 � 0 oldu¼gundan

4t2 � 1 � (2t+ 1)
�
2t2 � 2t+ 1

�
0 � (2t+ 1)

�
�2t+ 1 + 2t2 � 2t+ 1

�
0 � 2 (2t+ 1)

�
t2 � 2t+ 1

�
0 � 2 (2t+ 1) (t� 1)2
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sa¼glan¬r. E¼ger t < 1
2
ise 4t2 � 1 < 0 ve 2t+ 1 > 0 oldu¼gundan

�4t2 + 1 � (2t+ 1)
�
2t2 � 2t+ 1

�
0 � (2t+ 1)

�
2t� 1 + 2t2 � 2t+ 1

�
0 � (2t+ 1) 2t2

sa¼glan¬r. Bu ise (2:2) deki eşitsizli¼gin do¼gru oldu¼gunu gösterir.

Uyar¬2.1.6 (2:11) deki eşitsizli¼gin her iki taraf¬n¬n, [a; b] etraf¬nda x e göre integralini

al¬p, mutlak de¼ger özelliklerini kullanarak, temel hesaplar ile eşitsizlik,���� 1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx�
�

1

b� a

Z b

a

f(x)dx

��
1

b� a

Z b

a

g(x)dx

����� � 1

12
(b� a)2 kf 0k1 kg0k1

şeklinde tekrar yaz¬labilir. Bu şekli ile eşitsizliklik iyi bilinen µCeby�ev eşitsizli¼gine (bak¬n¬z

[9 ,s. 297]) dönüşmüştür.
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BÖLÜM 3

ZAMAN SKALASINDA OSTROWSK·I T·IP·I EŞ·ITS·IZL·IKLER

Bir önceki bölümde f : [a; b] � R! R için incelenen Ostrowski tipi eşitsizlikleri Pachpatte

(bkz. [1]) çal¬̧sm¬̧st¬r. A.Tuna ve I.B.Yaşar, T zaman skalas¬olmak üzere f : T ! R

fonksiyonunun delta türevi için çal¬̧sm¬̧slard¬r (bkz. [2]). Bu bölümde bu çal¬̧sma üzerinde

durulmuştur.

Yap¬lan incelemeler s¬ras¬nda fark edilmi̧stir ki, bir önceki bölümde Pachpatte�nin vermi̧s

oldu¼gu Teorem 2.1.1 deki eşitsizlik, bu çal¬̧smada yap¬lan bir mutlak de¼ger hatas¬sebe-

biyle iddia edildi¼gi gibi Teorem 3.1.1 ile genelleştirilememi̧stir. Biz bu bölümde yap¬lan

hatay¬düzelterek eşitsizli¼gin genelleştirilmi̧s halini elde edece¼giz. Daha sonra A.Tuna ve

I.B.Yaşar taraf¬ndan verilen ikinci teorem üzerinde duraca¼g¬z.

3.1 ZAMAN SKALASINDA OSTROWSK·I T·IP·I EŞ·ITS·IZL·IKLER

A.Tuna ve I.B. Yaşar taraf¬ndan yap¬lan çal¬̧smadaki teorem aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Teorem 3.1.1 f; g : T! R, T üzerinde rd-sürekli ve T� da diferensiyellenebilir ve türev-

leri f4; g4 : T� ! R; T� üzerinde s¬n¬rl¬olsun. Yani
f41 = supx2T� ��f4(x)�� <1;g41 = supx2T� ��g4(x)�� <1: Bu durumda her t 2 T için����f(x)g(x)� 1

2(b� a)

�
g(x)

Z b

a

f(y)4y + f(x)
Z b

a

g(y)4y
�����

� 1

2(b� a)
�
jg(x)j

f41 + jf(x)jg41	 �x(b� a)� (b2 � a2) + Z b

a

�(y)4y
�
(3.1)

dir.

Verilen bu teoremde, A.Tuna ve I.B.Yaşar�¬n (bak¬n¬z [2]) makalesinde iddia edildi¼gi gibi

T = R al¬nd¬¼g¬nda Pachpatte�nin Teorem 2:1:1 ine ulaş¬lamamaktad¬r. E¼ger T = R ise
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�(y) = y olur. Elde ettikleri eşitsizlikte yerine yazd¬¼g¬m¬zda;����f(x)g(x)� 1

2(b� a)

�
g(x)

Z b

a

f(y)dy + f(x)

Z b

a

g(y)dy

�����
� 1

2(b� a) fjg(x)j kf
0k1 + jf(x)j kg0k1g

�
x(b� a)� (b2 � a2) +

Z b

a

ydy

�
=

1

2(b� a) fjg(x)j kf
0k1 + jf(x)j kg0k1g

�
x(b� a)� (b2 � a2) + 1

2
(b2 � a2)

�
=

1

2(b� a) fjg(x)j kf
0k1 + jf(x)j kg0k1g

�
x(b� a)� 1

2
(b2 � a2)

�
=

1

2
fjg(x)j kf 0k1 + jf(x)j kg0k1g

�
x� b+ a

2

�

elde edilir. Bu eşitsizlikte
�
x� b+a

2

�
ifadesinin

�
1
4
+
(x�a+b

2 )
2

(b�a)2

�
(b� a) olmas¬gerekirken

bu do¼gru de¼gildir. Şimdi bulunan eşitsizli¼gin do¼gru olmad¬¼g¬n¬bir örnek ile gösterelim.

Örnek 3.1.2 f : [0; 1] ! R, f(t) = t ve g : [0; 1] ! R, g(t) = 1 olsun. f 0(t) = 1 ,

kf 0k1 = 1 ve g0(t) = 0 ve kg0k1 = 0 dir. ·Ikinci eşitsizlikte yerine yazd¬¼g¬m¬zda,����t� 1

2(1� 0)

�Z 1

0

tdt+ t

Z 1

0

dt

����� � 1

2
fj1j :1 + jtj :0g

�
t� 1 + 0

2

�
����t� 12

�
1

2
+ t

����� � 1

2

�
t� 1

2

�
���� t2 � 14

���� � 1

2

�
t� 1

2

�
����t� 12

���� � t� 1
2

bulunur. Bu ise her t 2 [0; 1] için do¼gru de¼gildir..

Bu teorem düzeltilerek aşa¼g¬daki şekilde revize edilmi̧stir.

Teorem 3.1.3 f; g : T! R, T üzerinde rd-sürekli ve T� da diferensiyellenebilir ve türev-

leri f4; g4 : T� ! R; T� üzerinde s¬n¬rl¬olsun. Yani
f41 = supx2T� ��f4(x)�� <1;g41 = supx2T� ��g4(x)�� <1: Bu durumda her t 2 T için����f(x)g(x)� 1

2(b�a)

�
g(x)

Z b

a

f(y)4y + f(x)
Z b

a

g(y)4y
�����

� 1
2(b�a)

�
jg(x)j

f41 + jf(x)jg41	 �(a2 + b2)� x(a+ b) + xR
a

�(y)4y �
bR
x

�(y)4y
�
(3.2)

dir.
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·Ispat. Her x; y 2 T için aşa¼g¬daki özdeşlikler mevcuttur.

f(x)� f(y) =
Z x

y

f4(�)4� (3.3)

g(x)� g(y) =
Z x

y

g4(�)4� (3.4)

Özdeşliklerin her iki taraf¬n¬s¬rayla g(x) ve f(x) ile çarp¬p taraf tarafa toplad¬¼g¬m¬zda,

2f(x)g(x)� [g(x)f(y) + f(x)g(y)] = g(x)
Z x

y

f4(�)4� + f(x)
Z x

y

g4(�)4� (3.5)

eşitli¼gi elde edilir. Her iki taraf¬nda T üzerinde y ye göre integralini al¬rsak,

2f(x)g(x)(b� a)�
�
g(x)

Z b

a

f(y)4y + f(x)
Z b

a

g(y)4y
�

=

Z b

a

�
g(x)

Z x

y

f4(�)4� + f(x)
Z x

y

g4(�)4�
�
4y (3.6)

Eşitli¼gin her iki taraf¬n¬ 1
2(b�a) ile çarparsak,

f(x)g(x)� 1

2(b� a)

�
g(x)

Z b

a

f(y)4y + f(x)
Z b

a

g(y)4y
�

=
1

2(b� a)

Z b

a

�
g(x)

Z x

y

f4(�)4� + f(x)
Z x

y

g4(�)4�
�
4y (3.7)

elde edilir. Mutlak de¼ger özelliklerini kullan¬rsak,

����f(x)g(x)� 1

2(b� a)

�
g(x)

Z b

a

f(y)4y + f(x)
Z b

a

g(y)4y
�����

� 1

2(b� a)

Z b

a

�
jg(x)j

f41 jx� yj+ jf(x)jg41 jx� yj	4y
=

1

2(b� a)
�
jg(x)j

f41 + jf(x)jg41	Z b

a

jx� yj4y

=
1

2(b� a)
�
jg(x)j

f41 + jf(x)jg41	
�
�Z x

a

(x� y)4y +
Z b

x

(y � x)4y
�

=
1

2(b� a)
�
jg(x)j

f41 + jf(x)jg41	
�
�Z x

a

x4y �
Z x

a

y4y +
Z b

x

y4y �
Z b

x

x4y
�
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=
1

2(b� a)
�
jg(x)j

f41 + jf(x)jg41	
�
�
xyjxa � y2

��x
a
+

Z x

a

�(y)4y + y2
��b
x
�
Z b

x

�(y)4y � xyjbx
�

=
1

2(b� a)
�
jg(x)j

f41 + jf(x)jg41	
�
�
x2 � xa� x2 + a2 + b2 � x2 � xb+ x2 +

Z x

a

�(y)4y �
Z b

x

�(y)4y
�

=
1

2(b� a)
�
jg(x)j

f41 + jf(x)jg41	
�
�
(a2 + b2)� x(a+ b) +

Z x

a

�(y)4y �
Z b

x

�(y)4y
�

ispat tamamland¬.

Sonuç 3.1.4 E¼ger T = R ise �(y) = y olur. Elde etti¼gimiz eşitsizlikte yerine yazd¬¼g¬m¬zda;����f(x)g(x)� 1

2(b� a)

�
g(x)

Z b

a

f(y)dy + f(x)

Z b

a

g(y)dy

�����
� 1

2(b� a) fjg(x)j kf
0k1 + jf(x)j kg0k1g

�
(a2 + b2)� x(a+ b) +

Z x

a

y4y �
Z b

x

y4y
�

=
1

2(b� a)

n
jg(x)j

f 0
1
+ jf(x)j kg0k1

o�
(a2 + b2)� x(a+ b) + x2 � a

2 + b2

2

�
=

1

2(b� a) fjg(x)j kf
0k1 + jf(x)j kg0k1g

�
a2 + b2

2
� x(a+ b) + x2

�
=

1

2(b� a) fjg(x)j kf
0k1 + jf(x)j kg0k1g

"
a2 + b2

2
� (a+ b)

2

4
+

�
x� a+ b

2

�2#

=
1

2(b� a) fjg(x)j kf
0k1 + jf(x)j kg0k1g

"
(b� a)2
4

+

�
x� a+ b

2

�2#

=
1

2
fjg(x)j kf 0k1 + jf(x)j kg0k1g

"
1

4
+

�
x� a+b

2

�2
(b� a)2

#
(b� a):

Teorem 2:1:1 deki sonuca ulaş¬r¬z.

Elde etti¼gimiz bu düzenlemeden sonra (A.Tuna 2007) nin ikinci teoremini inceleyece¼giz.

Bu teoremde önceki teoremde oldu¼gu gibi bir hata ile kaŗs¬laş¬lmam¬̧st¬r.

Teorem 3.1.5 f; g; f�; g� Teorem 3:1:3 deki gibi tan¬mlans¬n. Bu durumda her x 2 T

için����f(x)g(x)� 1

b� a

�
g(x)

Z b

a

f(y)�y + f(x)

Z b

a

g(y)�y

�
+

1

b� a

Z b

a

f(y)g(y)�y

����
� 1

b�a

f41 g41 �x2(b� a)� 2x(b2 � a2) + (b3 � a3) + Z b

a

[2x� y � �(y)]�(y)�y
�
(3.8)
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dir.

·Ispat. (3:3) ve (3:4) teki özdeşlikler hipotezden mevcuttur. Özdeşliklerin sol ve sa¼g

tara�ar¬n¬, taraf tarafa çarpt¬¼g¬m¬zda;

f(x)g(x)� [g(x)f(y) + f(x)g(y)] + f(y)g(y)

=

�Z x

y

f�(�)��

��Z x

y

g�(�)��

�
(3.9)

eşitli¼gini elde ederiz. (3:9) denkleminin her iki taraf¬n¬n da T de y ye göre integralini

alarak tekrar yazd¬¼g¬m¬zda;

f(x)g(x)� 1

b� a

�
g(x)

Z b

a

f(y)�y + f(x)

Z b

a

g(y)�y

�
+

1

b� a

Z b

a

f(y)g(y)�y

=
1

b� a

Z b

a

�Z x

y

f�(�)��

��Z x

y

g�(�)��

�
�y (3.10)

eşitli¼gini elde ederiz. Mutlak de¼ger özelliklerini kulland¬¼g¬m¬zda;����f(x)g(x)� 1

b� a

�
g(x)

Z b

a

f(y)�y + f(x)

Z b

a

g(y)�y

�
+

1

b� a

Z b

a

f(y)g(y)�y

����
� 1

b� a
f41 g41 Z b

a

jx� yj2�y

=
1

b� a
f41 g41 Z b

a

(x2 � 2xy + y2)�y

= 1
b�a

f41 g41 hx2y��ba � 2x(y2��ba � R ba�(y)�y) + y3��ba � R ba (�(y)(�(y) + y))�yi
=

1

b� a
f41 g41 [x2(b� a)� 2x(b2 � a2) + (b3 � a3)

+2x

Z b

a

�(y)�y �
Z b

a

(�(y)(�(y) + y))�y]

= 1
b�a

f41 g41 hx2(b� a)� 2x(b2 � a2) + (b3 � a3) + R ba [2x� y � �(y)]�(y)�yi
ispat tamamland¬.

Sonuç 3.1.6 E¼ger T = R al¬n¬rsa �(y) = y olur. Eşitsizlikte yerine yazd¬¼g¬m¬zda Teorem

2:1:3 deki sonuca ulaş¬l¬r.

Sonuç 3.1.7 A.Tuna ve I.B. Yaşar�¬n makalesinde(bak¬n¬z [2]) ilk teoremdeki hatan¬n

oluşma sebebi, mutlak de¼ger fonksiyonunun integrali al¬n¬rken, verilen aral¬kta pozitif ve

negatif oldu¼gu durumlar¬n gözard¬edilmiş olmas¬yd¬. ·Ikinci teoremde bu hatan¬n tekrar-

lanmamas¬n¬n sebebi ise mutlak de¼ger fonksiyonunun karesinin her zaman pozitif olmas¬,

ilk teoremde önemsenmeyen bu durumdan ötürü hata oluşmas¬na izin vermemiştir.
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BÖLÜM 4

ZAMAN SKALASINDA D·IAMOND-� OSTROWSK·I T·IP·I

EŞ·ITS·IZL·IKLER

Tezimizin bu bölümünde de Christian Dinu taraf¬ndan incelenen zaman skalas¬nda hem

delta hem de nabla türevin ikisini de ayn¬zamanda kullabildi¼gimiz diamond-� a¼g¬rl¬kl¬

Ostrowski tipi eşitsizliklerden bahsedece¼giz.

Son zamanlarda, zaman skalas¬nda dinamik türevlerin uygulamalar¬ve teorisi ile ilgili yeni

geli̧smeler mevcuttur. Çal¬̧smalar adi diferensiyel ve fark denklemlerinin geni̧sletilmesine

ve birleştirilmesine olanak sa¼glamaktad¬r. Ayn¬zamanda, teorik bak¬̧s aç¬s¬yla, sürekli

teorinin ayr¬k teoriyle birleştirilmesidir. Dahas¬, bir çok hesaplama ve nümerik uygula-

malarda kullan¬lan önemli bir araçt¬r. Dimond-� ile adland¬r¬lan �� ile gösterilen dinamik
türev, iyi bildi¼gimiz �(delta) ve r(nabla) dinamik türevlerinin birleştirilmesine dayan¬r.

Diamond-� dinamik türevi, � = 1 için �-türevine, � = 0 için r-türevine dönüşür. Öte

yandan, herhangi bir ayr¬k zaman skalas¬nda � = 1=2 oldu¼gunda a¼g¬rl¬kl¬dinamik türevi

temsil eder. Diamond-� dinamik türev ile ilgili hesab¬n temel kurallar¬n daha detayl¬

incelemesi için [4], [5] ve [10] nolu kaynaklara bak¬labilir.

4.1 ZAMAN SKALASINDA D·IAMOND-� OSTROWSK·I T·IP·I EŞ·ITS·IZ-

L·IKLER

Daha önce Pachpatte ve A.Tuna taraf¬ndan reel say¬larda ve zaman skalas¬nda çal¬̧s¬lan

Ostrowski tipi eşitsizliklerinin en genel halini, Christina Dinu�nun zaman skalas¬nda

diamond-� türeviyle yapt¬¼g¬çal¬̧smalar¬(bak¬n¬z [3]) inceleyerek gösterece¼giz.

Tan¬m 4.1.1 f , delta ve nabla diferensiyellenebilir fonksiyon f : T ! R olmak üzere,f�1 = supt2T� ��f�(t)�� ve fr1 = supt2T� ��fr(t)�� olarak tan¬mlan¬r. Ayr¬caf��1 = sup
t2T��

��f��(t)��
31



olarak tan¬mlar¬z. Aç¬kt¬r ki,f��1 = sup
t2T��

���f�(t) + (1� �)fr(t)��
� � sup

t2T��

��f�(t)��+ (1� �) sup
t2T��

��fr(t)��
= �

f�1 + (1� �)fr1 :
f� ve fr ayn¬noktada maksimum de¼gerlerine ulaş¬rlarsa, yukar¬daki eşitlik durumu mev-

cut olur.

Şimdi de aşa¼g¬daki tüm zaman skalalar¬nda geçerli olan lemmalar¬inceleyece¼giz.

Lemma 4.1.2 a; b 2 T olmak üzere, f : T! R sürekli bir fonksiyon olsun.

i) f; T zaman skalas¬üzerinde azalmayan bir fonksiyon ve her t 2 T için ef(t) = f(t)

olacak şekilde ef : R! R azalmayan sürekli bir fonksiyon ise o zaman,

(b� a)f(a) �
Z b

a

f(t)�t �
Z b

a

ef(t)dt � Z b

a

f(t)rt � (b� a)f(b)

eşitsizli¼gi vard¬r.

ii) f; T zaman skalas¬ üzerinde artmayan bir fonksiyon ve her t 2 T için ef(t) = f(t)

olacak şekilde ef : R! R artmayan sürekli bir fonksiyon ise o zaman,

(b� a)f(a) �
Z b

a

f(t)�t �
Z b

a

ef(t)dt � Z b

a

f(t)rt � (b� a)f(b)

eşitsizli¼gi mevcuttur.

Her iki durumda da �T 2 [0; 1] olacak şekilde,Z b

a

f(t)��T t =
Z b

a

ef(t)dt
vard¬r.

·Ispat. i) ·Ispata T = fa; bg al¬nd¬¼g¬nda, � (a) = b ve � (a) = b � a oldu¼gundan, Teorem

1.2.11 denZ b

a

f(t)�t =

Z �(a)

a

f(t)�t = f(a)(b� a) (4.1)

ve T = [a; b] ald¬¼g¬m¬zda,Z b

a

f(t)�t =

Z b

a

f(t)dt (4.2)
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oldu¼gunu hat¬rlatarak başlayal¬m. ·Ispat için, monoton fonksiyonlar¬n genel bir T zaman

skalas¬üzerindeki
R b
a
f(t)�t integralinin, T = fa; bg ve T = [a; b] zaman skalalar¬ için

yukar¬daki (4:1) ve (4:2) integral de¼gerleri aras¬nda oldu¼gunu göstermemiz yeterlidir.

Şimdi her t 2 T için ef : R! R sürekli azalmayan ef(t) = f(t) olacak şekilde bir fonksiyon
olsun. ·Ilk olarak zaman skalas¬na bir nokta veya bir aral¬k eklendi¼ginde, buna kaŗs¬l¬k

gelen integralin artt¬¼g¬n¬gösterece¼giz.

a < c < b olmak üzere bir c noktas¬n¬T zaman skalas¬na ekledi¼gimizi varsayal¬m. E¼ger

T1 = T[fcg ve c =2 T, T1 in bir izole noktas¬( ve
R b
a
f(t)�1t buna kaŗs¬l¬k gelen integral),

ise

Z b

a

f(t)�1t =

Z c

a

f(t)�1t+

Z b

c

f(t)�1t

=

Z �(c)

a

f(t)�1t+

Z c

�(c)

f(t)�1t+

Z �(c)

c

f(t)�1t+

Z b

�(c)

f(t)�1t

=

Z �(c)

a

f(t)�t+

Z c

�(c)

f(t)�1t+

Z �(c)

c

f(t)�1t+

Z b

�(c)

f(t)�t

=

Z b

a

f(t)�t�
Z �(c)

�(c)

f(t)�t+

Z c

�(c)

f(t)�1t+

Z �(c)

c

f(t)�1t

=

Z b

a

f(t)�t� f (� (c)) (�(c)� � (c)) + f (� (c)) (c� � (c)) + f (c) (�(c)� c)

=

Z b

a

f(t)�t+ (f (c)� f (� (c))) (� (c)� c)

�
Z b

a

f(t)�t

elde edilir.

Ayn¬ şekilde, bir aral¬k zaman skalas¬na ilave edildi¼ginde buna kaŗs¬l¬k gelen integralin

(4:1) ve (4:2) integral de¼gerleri aras¬nda oldu¼gunu gösterelim. Bundan dolay¬a < c < d < b
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olacak şekilde T1 = T[ [c; d] ve [c; d] \ T = ? alal¬m. Bu durumdaZ b

a

f(t)�1t

=

Z �(c)

a

f(t)�1t+

Z c

�(c)

f(t)�1t+

Z d

c

f(t)�1t+

Z �(d)

d

f(t)�1t+

Z b

�(d)

f(t)�1t

=

Z �(c)

a

f(t)�t+

Z c

�(c)

f(t)�1t+

Z d

c

f(t)�1t+

Z �(d)

d

f(t)�1t+

Z b

�(d)

f(t)�t

=

Z b

a

f(t)�t�
Z �(d)

�(c)

f(t)�t+

Z c

�(c)

f(t)�1t+

Z d

c

f(t)�1t+

Z �(d)

d

f(t)�1t

=

Z b

a

f(t)�t� f(�(c))(�(d)� �(c)) + f(�(c)) (c� �(c))

+

Z d

c

ef (t) dt+ f(d) (�(d)� d)
�

Z b

a

f(t)�t� f(�(c)) (d� c) + (d� c) ef (s)
�

Z b

a

f(t)�t

olur. Burada s 2 (c; d) ortalama de¼ger teoreminden gelen noktad¬r.

Ayn¬ metodlar¬ kullanarak başlang¬çtaki zaman skalas¬nda bir nokta veya bir aral¬k

ç¬kar¬ld¬¼g¬zaman integral de¼gerinin azald¬¼g¬n¬gösterebiliriz. Ve bu sebep ile
R b
a
f(t)�t

integrali T = fa; bg zaman skalas¬için bulunan (4:1) minimum de¼geri ile T = [a; b] zaman

skalas¬için bulunan (4:2) maksimum de¼geri aras¬ndad¬r. Yani

f(a)(b� a) �
Z b

a

f(t)�t �
Z b

a

ef(t)dt
dir.

Artmayan fonksiyonlar için ve nabla integral için ispat benzerdir. E¼ger

�T =

R b
a
ef(t)dt� R b

a
f(t)rtR b

a
f(t)�t�

R b
a
f(t)rt

al¬n¬rsa Lemma 4.1.2 deki sonuç aç¬k olarak elde edilir. Böylece,Z b

a

ef(t)dt = �T Z b

a

f(t)�t+ (1� �T )
Z b

a

f(t)rt;

yaniZ b

a

f(t)��T t =
Z b

a

ef(t)dt:
bulunur.

Şimdi azalmayan fonksiyonlar için yukar¬da ispat¬verilen eşitsizlik için bir örnek verelim.
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Örnek 4.1.3 T = f0g [
�
1
n
: n 2 N

	
ve f(t) = t olsun. a = 0 ve b = 1 alal¬m.

t =
1

n
; �(t) =

1

n� 1

�(t) = �(t)� t = 1

n(n� 1) =
t2

1� tZ 1

0

f(t)�t =
X
t2[0;1)

� (t) f(t)

=
1X
n=2

1

n2(n� 1)

=

1X
n=2

�
� 1
n
� 1

n2
+

1

n� 1

�
= 1�

1X
n=2

1

n2

= 2� �
2

6
= 0:355 07

bulunur.

� (t) =
1

n+ 1

�(t) = t� � (t) = 1

n(n+ 1)Z 1

0

f(t)rt =
X
t2(0;1]

� (t) f(t) =
1X
n=1

1

n2(n+ 1)

=
1X
n=1

�
� 1
n
+
1

n2
+

1

n+ 1

�

=

 1X
n=1

1

n2

!
� 1

=
�2

6
� 1 = 0:644 93

bulunur. O halde,

0 � 0:355 07 � 0:5 � 0:644 93 � 1

yani,

(b� a)f(a) �
Z b

a

f(t)�t �
Z b

a

f(t)dt �
Z b

a

f(t)rt � (b� a)f(b)

elde edilir.
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Uyar¬4.1.4 i) T üzerinde tan¬ml¬f , azalmayan fonksiyonu için � � �T oldu¼gu zaman,Z b

a

f(t)��T t �
Z b

a

ef(t)dt
dir. � � �T oldu¼gu zaman ise,Z b

a

f(t)��T t �
Z b

a

ef(t)dt
eşitsizli¼gi mevcuttur.

ii) T üzerinde tan¬ml¬f , artmayan fonksiyonu için � � �T oldu¼gu zaman,Z b

a

f(t)��T t �
Z b

a

ef(t)dt
dir. � � �T oldu¼gu zaman ise,Z b

a

f(t)��T t �
Z b

a

ef(t)dt
eşitsizli¼gi mevcuttur.

E¼ger T = [a; b] veya f fonksiyonu sabit ise �T , [0; 1] aral¬¼g¬nda bir reel say¬olabilir. Aksi

takdirde �T 2 (0; 1) dir.

Şimdi f : T ! R ye do¼grusal bir fonksiyon (yani f(t) = ut + v) ise o zaman
R b
a
f(t)�t

ve
R b
a
f(t)rt; [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ ef : [a; b] ! R do¼grusal fonksiyon olan

R b
a
ef(t)dt ye

göre simetrik oldu¼gunu ispatlayaca¼g¬z.

Lemma 4.1.5 f : T! R ye do¼grusal bir fonksiyon ve ef : [a; b]! R do¼grusal fonksiyon

olsun. E¼ger
R b
a
f(t)�t =

R b
a
ef(t)dt� C; C 2 R ise o zaman R b

a
f(t)rt =

R b
a
ef(t)dt+ C:

·Ispat. f : T ! R oldu¼gu zaman f(t) = t oldu¼gunu dikkate alarak başlayaca¼g¬z. E¼ger

T = [a; b] ise c = 0 ve sonuç aç¬kt¬r. T = [a; b]�(c; d) oldu¼gunda,Z b

a

t�t =

Z c

a

t�t+

Z d

c

t�t+

Z b

d

t�t

=

Z c

a

tdt+

Z �(c)

c

t�t+

Z b

d

tdt

=

Z b

a

tdt�
Z d

c

tdt+ c (d� c)

=

Z b

a

tdt� (d� c) d+ c
2

+ c (d� c)

=

Z b

a

tdt� (d� c)
2

2
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ve benzer şekilde,Z b

a

trt =

Z c

a

trt+
Z d

c

trt+
Z b

d

trt

=

Z c

a

tdt+

Z d

�(d)

trt+
Z b

d

tdt

=

Z b

a

tdt�
Z d

c

tdt+ d (d� c)

=

Z b

a

tdt� (d� c) d+ c
2

+ d (d� c)

=

Z b

a

tdt+
(d� c)2

2

oldu¼gundan, aç¬kt¬r ki C = (d�c)2
2

seçti¼gimizde ispat tamamlanm¬̧s olur.

Ayn¬argümanlar¬birden fazla tekrarlay¬p, [a; b] aral¬¼g¬ndan herhangi bir say¬da aral¬¼g¬

ç¬kard¬¼g¬m¬zda yine ayn¬sonucu elde edebiliriz.

E¼ger bir aral¬¼g¬ ç¬kart¬p, ayr¬k bir nokta eklersek (yani T = [a; b]� ((c; e) [ (e; d)) =

[a; c] [ feg [ [d; b]) bu durumda,Z b

a

t�t =

Z c

a

t�t+

Z e

c

t�t+

Z d

e

t�t+

Z b

d

t�t

=

Z c

a

tdt+

Z �(c)

c

t�t+

Z �(e)

e

t�t+

Z b

d

tdt

=

Z b

a

tdt�
Z d

c

tdt+ c (e� c) + e (d� e)

=

Z b

a

tdt� (d� c) d+ c
2

+ e (c+ d)� c2 � e2

=

Z b

a

tdt� d
2

2
� c

2

2
+ e (c+ d)� e2

ve benzer şekilde,Z b

a

trt =

Z c

a

trt+
Z e

c

trt+
Z d

e

trt+
Z b

d

trt

=

Z c

a

tdt+

Z e

�(e)

trt+
Z d

�(d)

trt+
Z b

d

tdt

=

Z b

a

tdt�
Z d

c

tdt+ e (e� c) + d (d� e)

=

Z b

a

tdt� (d� c) d+ c
2

� e (c+ d) + d2 + e2

=

Z b

a

tdt+
d2

2
+
c2

2
� e (c+ d) + e2

dir. Böylelikle C = (e�c)2
2

+ (d�e)2
2

olarak ald¬¼g¬m¬zda istenilen sonuca ulaş¬r¬z.
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Genel bir do¼grusal fonksiyon f(t) = ut+ v içinZ b

a

f (t)�t =

Z b

a

(ut+ v)�t = u

�Z b

a

tdt� C
�
+ v (b� a) = u

Z b

a

tdt� uC + v (b� a)

veZ b

a

f (t)rt =
Z b

a

(ut+ v)rt = u
�Z b

a

tdt+ C

�
+ v (b� a) = u

Z b

a

tdt+ uC + v (b� a)

oldu¼gundan dolay¬
R b
a
f (t)�t =

R b
a
ef (t) dt � uC ve

R b
a
f (t)rt =

R b
a
ef (t) dt + uC elde

edilir.

Tan¬m 4.1.6 T zaman skalas¬olsun. a ile b aras¬nda G : T�T! R+ graininess ölçüm

fonksiyonunu,

G(a; b) =
X
a�t�b

�(t)2

2
=
X
a�t�b

�(t)2

2

olarak tan¬mlayaca¼g¬z. Bir di¼ger deyişle, G fonksiyonu, zaman skalas¬T nin geometrisine

dayanan, a ve b aras¬ndaki tüm saç¬lm¬̧s noktalar aras¬ndaki mesafelerin karesini ölçer.

Uyar¬4.1.7
R b
a
f (t)�t ve

R b
a
f (t) dt aras¬ndaki fark, graininess fonksiyonunun ölçümüne

ba¼gl¬d¬r. Neticede,Z b

a

t�t =

Z b

a

tdt�G (a; b)

dir. Ayn¬şekildeZ b

a

trt =
Z b

a

tdt+G (a; b)

oldu¼gunu farkediniz.

Önceki ifadelere göre
R b
a
jt� sj��s yi hesaplayabiliriz.

Sonuç 4.1.8 T zaman skalas¬olsun. O zaman Tan¬m 4:1:6 da tan¬mlanan G fonksiyonu

olmak üzere,Z b

a

jt� sj��s =
(x� a)2 + (b� x)2

2
+ (1� 2�) (G (x; b)�G (a; x))

dir.
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·Ispat. Uyar¬4:1:7 yi kullanarakZ b

a

jt� sj��s =

Z t

a

(t� s)��s+
Z b

t

(s� t)��s

= t(t� a)�
Z t

a

s��s� t (b� t) +
Z b

t

s��s

=
(x� a)2 + (b� x)2

2
+ (1� 2�) (G (x; b)�G (a; x))

oldu¼gunu gösterebiliriz.

Şimdi aşa¼g¬daki ana sonucu verelim.

Teorem 4.1.9 f ve g : T! R; delta ve nabla türevleri s¬n¬rl¬olan, yani
f�1 ;g�1 ;fr1 ; gr1 < 1 olmak üzere, T üzerinde sürekli fonksiyonlar olsun. O zaman, G,

a ile b aras¬ndaki graininess ölçümü olmak üzere, her t 2 T için;����f(t)g(t)� 1

2(a� b)

�
g(t)

Z b

a

f(s)��s+ f(t)
Z b

a

g(s)��s
�����

� 1

2

�
�
�
jg(t)j

f�1 + jf(t)jg�1�+ (1� �) �jg(t)jfr1 + jf(t)jgr1�	
�

241
4
+

 
t� a+b

2

b� a

!2
+ (1� 2�)G(t; b)�G(a; t)

(b� a)2

35 (b � a)
d¬r.

·Ispat. Her t; s 2 T ve a � t ve s � b olmak üzere;

f(t)� f(s) =
Z t

s

f�(�)�� (4.3)

ve

g(t)� g(s) =
Z t

s

g�(�)�� (4.4)

eşitlikleri mevcuttur. E¼ger eşitliklerin (4:3) ve (4:4) her iki tara�ar¬n¬da s¬ras¬yla g(t) ve

f(t) ile çarp¬p, taraf tarafa toplarsak;

2f(t)g(t)� [g(t)f(s) + f(t)g(s)] = g(t)
Z t

s

f�(�)�� + f(t)

Z t

s

g�(�)�� (4.5)

eşitli¼gini elde etmi̧s oluruz.

f(t)� f(s) =
Z t

s

fr(�)r� (4.6)
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ve

g(t)� g(s) =
Z t

s

gr(�)r� (4.7)

eşitlikleri için de ayn¬i̧slemleri uygulayaca¼g¬z. E¼ger (4:6) ve (4:7) ün her iki taraf¬n¬da

s¬ras¬yla g(t) ve f(t) ile çarp¬p, taraf tarafa toplarsak;

2f(t)g(t)� [g(t)f(s) + f(t)g(s)] = g(t)
Z t

s

fr(�)r� + f(t)
Z t

s

gr(�)r� (4.8)

eşitli¼gini elde etmi̧s oluruz. (4:5) ve (4:8) eşitliklerinin her iki taraf¬n¬da s¬ras¬yla � ve

(1� �) ile çarp¬p, taraf tarafa toplarsak;

2f(t)g(t)� [g(t)f(s) + f(t)g(s)] = g(t)
�
�

Z t

s

f�(�)�� + (1� �)
Z t

s

fr(�)r�
�

+ f(t)

�
�

Z t

s

g�(�)�� + (1� �)
Z t

s

gr(�)r�
�

(4.9)

eşitli¼gini elde ederiz. E¼ger (4:9) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n da s ye göre a dan b ye

diamond-� integralini al¬r ve ard¬ndan her taraf¬2(b� a) ile bölersek,

f(t)g(t)� 1

2(b� a)

�
g(t)

Z b

a

f(s)��s+ f(t)
Z b

a

g(s)��s
�

=
1

2(b� a)

Z b

a

�
g(t)

�
�

Z t

s

f�(�)�� + (1� �)
Z t

s

fr(�)r�
�

+f(t)

�
�

Z t

s

g�(�)�� + (1� �)
Z t

s

gr(�)r�
��

��s (4.10)

eşitli¼gini elde ederiz. (4:10) eşitli¼ginde mutlak de¼ger özellikleri kullan¬larak;����f(t)g(t)� 1

2(b� a)

�
g(t)

Z b

a

f(s)��s+ f(t)
Z b

a

g(s)��s
�����

� 1

2(b� a)

Z b

a

�
jg(t)j

�
�
f�1 + (1� �)fr1� jt� sj

+ jf(t)j
�
�
g�1 + (1� �)gr1� jt� sj	��s

=
1

2(b� a)
�
jg(t)j

�
�
f�1 + (1� �)fr1�

+ jf(t)j
�
�
g�1 + (1� �)gr1�	 Z b

a

jt� sj��s

=
1

2(b� a)
�
jg(t)j

�
�
f�1 + (1� �)fr1�+ jf(t)j �� g�1 + (1� �)gr1�	

�
"
(t� a)2 + (b� t)2

2
+ (1� 2�)(G(t; b)�G(a; t))

#
=

1

2

�
jg(t)j

�
�
f�1 + (1� �)fr1�+ jf(t)j �� g�1 + (1� �)gr1�	

�

241
4
+

 
t� a+b

2

b� a

!2
+ (1� 2�)G(t; b)�G(a; t)

(b� a)2

35 (b� a)
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elde edilir ve ispat¬tamamlanm¬̧s olur.

Uyar¬4.1.10

(i) T = R ise ve fonksiyonlar da diferansiyallenebilir ise, f� = f 0; gr = g0 ve

G(a; t) = G(t; b) = 0 ise Teorem 2:1:1 deki sonuca ulaş¬r¬z.

(ii) T; R deki aral¬klar¬n birleşimi ve fonksiyonlar aral¬klar¬n uç noktalar¬nda diferen-

siyellenebilir de¼gil fakat f� = f 0�; f
r = f 0+; g

� = g0�; g
r = g0+; ise Teorem 2:1:1 in

genişletilmiş çeşitini elde ederiz.

(iii) � = 1
2
veya T zaman skalas¬için G(a; t) = G(t; b) (bu şekildeki zaman skalalar¬na t

ye göre G-simetrik deriz) ise����f(t)g(t)� 1

2(b� a)

�
g(t)

Z b

a

f(s)��s+ f(t)
Z b

a

g(s)��s
�����

� 1

2

�
�
�
jg(t)j

f�1 + jf(t)jg�1�+ (1� �) �jg(t)jfr1 + jf(t)jgr1�	
�

241
4
+

 
t� a+b

2

b� a

!235 (b � a)
elde ederiz.

(iv) � = 1 ve � = 0 ise o zaman Teorem 4:1:9 daki zaman skalas¬ için s¬ras¬yla delta

versiyonu ve nabla versiyonu bulunur.

(v) f� ve fr nin her ikisi de ayn¬noktada maksimum de¼gere ulaş¬rsa o zaman,����f(t)g(t)� 1

(b� a)

�
g(t)

Z b

a

f(s)��s+ f(t)
Z b

a

g(s)��s
�����

� 1

2

�
jg(t)j

f��1 + jf(t)jg��1	
�

241
4
+

 
t� a+b

2

b� a

!2
+ (1� 2�)G(t; b)�G(a; t)

(b� a)2

35 (b � a)
eşitsizli¼gini elde ederiz.

Uyar¬4.1.11 Her t 2 T için g(t) = 1 al¬rsak, g�(t) = gr(t) = 0 olur ve Teorem 4:1:9 da

yerine yazarsak, Ostrowski eşitsizli¼ginin zaman skalas¬ndaki aşa¼g¬daki versiyonunu elde
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ederiz (bak¬n¬z [7]):����f(t)� 1

(b� a)

Z b

a

f(s)��s
����

�
�
�
f�1 + (1� �)fr1�

241
4
+

 
t� a+b

2

b� a

!2
+ (1� 2�)G(t; b)�G(a; t)

(b� a)2

35 (b� a):
Di¼ger yandan (4:9) nin her iki taraf¬n¬n da diamond-� integralini al¬rsak, yeniden düzen-

leyip, mutlak de¼ger özelliklerini kullan¬rsak, aşa¼g¬daki Grüss tipi eşitsizli¼gi elde ederiz.���� 1

b� a

Z b

a

f(t)g(t)��t�
�

1

b� a

Z b

a

f(t)��t
��

1

b� a

Z b

a

g(t)��t
�����

� 1

2(b� a)2
Z b

a

Z b

a

�
�
�
jg(t)j

f�1 + jf(t)jg�1�
+ (1� �)

�
jg(t)j

fr1 + jf(t)jgr1�	 jt� sj��s��t:
Şimdiki teorem Teorem 4:1:9 un daha güçlü bir versiyonudur.

Teorem 4.1.12 f; g : T ! R, delta ve nabla türevleri s¬n¬rl¬ olan T de sürekli fonksi-

yonlar olsun. a � t � b olacak şekilde her t 2 T için,����f(t)g(t)� 1

(b� a)

�
g(t)

Z b

a

f(s)��s+ f(t)
Z b

a

g(s)��s
�
+

1

(b� a)

Z b

a

f(s)g(s)��s
����

� 1

(b� a)
�
�
f�1 + (1� �)fr1� �� g�1 + (1� �)gr1� Z b

a

jt� sj2 ��s

eşitsizli¼gi mevcuttur.

·Ispat. Teorem 4:1:9 daki gibi ayn¬hipotezlere sahip oldu¼gumuzdan, (4:3), (4:4), (4:6)

ve (4:7) özdeşliklerinin de ayn¬şekilde kald¬¼g¬aç¬kt¬r. S¬ras¬yla (4:3) ve (4:4) y¬, (4:6) ve

(4:7) ü, (4:3) ve (4:7) ve (4:4) ve (4:6) ü taraf tarafa çarparsak,

f(t)g(t)� [g(t)f(s) + f(t)g(s)] + f(s)g(s) =

8>>>>>><>>>>>>:

�R s
t
f�(�)��

	�R s
t
g�(�)��

	�R s
t
fr(�)r�

	�R s
t
gr(�)r�

	�R s
t
f�(�)��

	�R s
t
gr(�)r�

	�R s
t
fr(�)r�

	�R s
t
g�(�)��

	
(4.11)

eşitli¼gini elde ederiz.(4:11) deki ilk ve üçüncü özdeşli¼gi s¬ras¬yla � ve 1�� ile çarp¬p toplar

ard¬ndan ayn¬i̧slemleri ikinci ve dördüncü özdeşlik için de yaparsak,

f(t)g(t)� [g(t)f(s) + f(t)g(s)] + f(s)g(s)

=

�Z s

t

f�(�)��

��
�

Z s

t

g�(�)�� + (1� �)
Z s

t

gr(�)r�
�

(4.12)
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ve

f(t)g(t)� [g(t)f(s) + f(t)g(s)] + f(s)g(s)

=

�Z s

t

fr(�)r�
��

�

Z s

t

g�(�)�� + (1� �)
Z s

t

gr(�)r�
�

(4.13)

eşitliklerini elde ederiz. (4:12) özdeşli¼gini � ile, (4:13) özdeşli¼gini 1�� ile çarp¬p toplarsak,

f(t)g(t)� [g(t)f(s) + f(t)g(s)] + f(s)g(s)

=

�
�

Z s

t

f�(�)�� + (1� �)
Z s

t

fr(�)r�
��

�

Z s

t

g�(�)�� + (1� �)
Z s

t

gr(�)r�
�

(4.14)

eşitli¼gini elde ederiz. Bu (4:14) eşitlikte her iki taraf¬n da s ye göre, a dan b ye diamond-�

integralini al¬p, ard¬ndan (b� a) ya bölersek:

f(t)g(t)� 1

(b� a)

�
g(t)

Z b

a

f(s)��s+ f(t)
Z b

a

g(s)��s
�
+

1

(b� a)

Z b

a

f(s)g(s)��s

� 1

(b� a)

Z b

a

�
�

Z s

t

f�(�)�� + (1� �)
Z s

t

fr(�)r�
�

�
�

Z s

t

g�(�)�� + (1� �)
Z s

t

gr(�)r�
�
��s (4.15)

eşitsizli¼gini elde ederiz. (4:15) deki eşitsizli¼ginin mutlak de¼gerini al¬p, mutlak de¼ger özel-

liklerini kullanarak sonucu elde eder ve ispat¬tamamlar¬z.

Uyar¬4.1.13 (i) T = R ve f; g fonksiyonlar¬diferensiyellenebilir, f� = fr = f 0 ,

g� = gr = g0 ise o zaman Teorem 2:1:3 ü elde ederiz.

(ii) T; R deki aral¬klar¬n birleşiminden oluşur ve fonksiyonlar uç noktalar¬nda diferen-

siyellenebilir de¼gil ise bu noktalarda f� = f 0�; f
r = f 0+;g

� = g0�; g
r = g0+ dir, ve

böylelikle Teorem 2:1:3 ün genişletilmiş çeşitini elde etmiş oluruz.

(iii) Z b

a

jt� sj2 ��s =
Z t

a

(t� s)2 ��s+
Z b

t

(s� t)2 ��s

eşitli¼gi mevcuttur. s! (t� s)2 fonksiyonu [a; t] üzerinde artmayan ve s! (s� t)2

fonksiyonu [t; b] üzerinde azalmayan fonksiyondur. Uyar¬4:1:4 den,

her � � �1 için
Z t

a

(t� s)2 ��s �
(t� a)3

3
;
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ve

her � � �2 için
Z t

a

(s� t)2 ��s �
(b� t)3

3

olacak şekilde �1 2 [0; 1] ve �2 2 [0; 1] vard¬r. Bundan dolay¬her � 2 [�1; �2] için����f(t)g(t)� 1
b�a

�
g(t)

Z b

a

f(s)��s+ f(t)
Z b

a

g(s)��s
�
+ 1

b�a

Z b

a

f(s)g(s)��s
����

� 1
b�a
�
�
f�1 + (1� �)fr1� �� g�1 + (1� �)gr1� h (t�a)3+(b�t)33

i
dir. Bu �1 ve �2 T zaman skalas¬n¬n graininess fonksiyonuna ba¼gl¬d¬r.

(iv) � = 1 ve � = 0 ise s¬ras¬yla delta ve nabla versiyonu Teorem 4:1:12 deki zaman

skalas¬için bulunabilir.

(v) E¼ger f� ve fr, ayn¬noktada maksimum de¼gerlerine ulaş¬yorlarsa,����f(t)g(t)� 1
b�a

�
g(t)

Z b

a

f(s)��s+ f(t)
Z b

a

g(s)��s
�
+ 1

b�a

Z b

a

f(s)g(s)��s
����

� 1
b�a

f��1 g��1 Z b

a

jt� sj2 ��s

eşitsizli¼gi mevcuttur.

Uyar¬4.1.14 (4:14) n¬n her iki taraf¬n¬n t ye göre, (a dan b ye), diamond-� integralini

al¬r ve mutlak de¼ger özelliklerini kulland¬ktan sonra, (b� a) ya bölersek,���� 1
b�a

Z b

a

f(t)g(t)��t�
�

1
b�a

Z b

a

f(t)��t
��

1
b�a

Z b

a

g(t)��t
�����

� 1
b�a
�
�
f�1 + (1� �)fr1� �� g�1 + (1� �)gr1�

�
Z b

a

Z b

a

jt� sj2 ��s��t

eşitsizli¼gini elde ederiz. Bu son eşitsizlik µCeby�ev tipi eşitsizliktir. T = R al¬n¬rsa, bilinen
µCeby�ev eşitsizli¼gine (bkz. Uyar¬2.1.6 ) ulaşm¬̧s oluruz.

Sonuç 4.1.15 Bu tezde genel olarak Ostrowski tipi eşitsizlikler üzerinde durulmuştur.

Zaman skalas¬nda tek de¼gişkenli fonksiyonlar için delta ve diamond-� integralleri kul-

lan¬larak çeşitli eşitsizlikler elde edilmiştir. ·Iki fonksiyon içeren son bölümde verilen

eşitsizlikler 2015 y¬l¬nda Wenjun Liu ve Adnan Tuna�n¬n makalesinde a¼g¬rl¬kl¬olarak ve
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üç fonksiyon için çal¬̧s¬lm¬̧slard¬r (detayl¬bilgi için [11] nolu kayna¼g¬inceleyebilirsiniz.).

Daha ileri çal¬̧smalarda bu eşitsizlikler iki ve daha çok de¼gişkenli fonksiyonlar için çal¬̧s¬la-

bilirler.
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