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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

KORTEWEG-DE VRIES DENKLEM ÇİFTİNİN (COUPLED KdV) SSP-RUNGE-

KUTTA DİFERANSİYEL KUADRATUR METODU İLE NÜMERİK ÇÖZÜMLERİ 

Başak ÇAKMAK 
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Tez Danışmanı: Dr. Öğr. Üyesi Ali BAŞHAN 

Haziran 2019, 65 sayfa 

Bu yüksek lisans tezi altı bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, tezin amacı ve tezde 

kullanılacak olan diferansiyel kuadratur metodu hakkında genel bilgiler verildi. 

 

İkinci bölümde, dalgalar ve sığ su dalgalarıyla birlikte spline fonksiyonlar ve B-spline 

fonksiyonlar hakkında temel kavramlar verildi. 

 

Üçüncü bölümde Korteweg-de Vries (KdV) ve coupled KdV denklemleri hakkında genel 

bilgiler verildikten sonra coupled KdV denklemi için daha önce yapılan çalışmalardan 

bahsedildi. Ayrıca coupled KdV denklemi için ele alınan üç model problem tanıtıldı. 

 

Dördüncü bölümde, tezde kullanılacak olan modifiye edilmiş kübik B-spline diferansiyel 

kuadratur metodu (MKB-DKM) ile çözümün kararlılığını güçlü bir şekilde koruyan strong 

stability-preserving Runge-Kutta (SSP-RK43) metodu verildi. 
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ÖZET (devam ediyor) 

Beşinci bölüm tezin ana kısmını oluşturmaktadır. Bu bölümde coupled KdV denkleminin 

MKB-DKM ile nümerik çözümleri elde edildi. Bu metot üç model probleme uygulandı. Elde 

edilen nümerik sonuçlar I1 ve I2   korunum sabitleri ile L2 ve L∞ hata normlarıyla birlikte tablolar 

halinde verildi.  

 

Altıncı bölümde elde edilen nümerik sonuçlar değerlendirildi. 

 

Anahtar Kelimeler: Kısmi diferansiyel denklemler, coupled KdV denklemi, B-spline 

fonksiyonlar, SSP-RK43, diferansiyel kuadratur metot, soliton  

Bilim Kodu: 403.06.01
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M. Sc. Thesis 

 

NUMERICAL SOLUTION OF COUPLED KORTEWEG-DE VRIES (COUPLED KdV) 

EQUATION WITH SSP-RUNGE-KUTTA DIFFERANTIAL QUADRATURE METHOD 

 

Başak ÇAKMAK 

Zonguldak Bülent Ecevit University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

Thesis Advisor: Assist. Prof. Ali BAŞHAN 

June 2019, 65 pages 

This M.Sc. thesis  consists of six chapters. In the first chapter, the aim of this thesis and general 

information about the diferential quadrature method which is used in the thesis are given. 

In the second chapter, some basic concepts about waves and shallow water waves together with 

spline functions and B-spline functions are presented. 

In the third chapter, after some information about the Korteweg-de Vries (KdV) and coupled  

KdV equations were given, the previous studies about the coupled KdV equation were 

mentioned. Moreover, three model problems for the coupled KdV equation were introduced. 

In the fourth chapter, modified cubic B-spline diferential quadrature method (MCB-DQM) as 

well as the strong stability-preserving Runge-Kutta (SSP-RK43) method which are used in the 

thesis were presented.  
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ABSTRACT (continued) 

The fifth chapter contains the main part of the thesis. In this chapter, numerical solutions of the 

coupled KdV equation are obtained by MCB-DQM. This method is applied to three model 

problems. The obtained numerical results with the error norms L2 and L∞ and the invariants I1 

and I2  were given in the  form of tables. 

 

In the sixth chapter, the obtained numerical results were evaluated. 

 

Keywords: Partial differential equations, coupled KdV, B-spline Function, SSP-RK43, 

differential quadrature method, soliton. 

 

Science Code: 403.06.01



vii 

TEŞEKKÜR 

Yüksek lisans eğitimimde danışmanım olan ve bu tezin hazırlanması sırasında bilgi ve 

tecrübelerini paylaşan, her zaman yakın ilgi, alaka ve yardımlarını esirgemeyen çok kıymetli 

hocam Sayın Dr. Öğr. Üyesi Ali BAŞHAN’ a sonsuz teşekkürlerimi sunarım. 

Yüksek lisans eğitimim boyunca üzerimde emeği geçen Zonguldak Bülent Ecevit Üniversitesi 

Matematik Bölümü hocalarına ve tez jürimde yer alan saygıdeğer hocalarıma teşekkürü borç 

bilirim. 

Bu tez çalışmam boyunca teşviklerini ve desteklerini esirgemeyen değerli arkadaşım Leyla 

ABDULLAHOĞLU’ na teşekkür ederim. 

Sonsuz sevgi ve sabır ile hayatım boyunca desteklerini hiçbir zaman esirgemeyen, beni bu 

günlere getiren, yetiştiren, her zaman yardımcı olan çok kıymetli babam Hıdır ÇAKMAK ve 

annem Sevim ÇAKMAK’ a sonsuz teşekkür ederim. 



viii 

 

 

 



ix 

 

 

 

İÇİNDEKİLER 

Sayfa 

KABUL ...................................................................................................................................... ii 

ÖZET ......................................................................................................................................... iii 

ABSTRACT ............................................................................................................................... v 

TEŞEKKÜR ............................................................................................................................. vii 

İÇİNDEKİLER ......................................................................................................................... iix 

ŞEKİLLER DİZİNİ ................................................................................................................... xi 

ÇİZELGELER DİZİNİ ........................................................................................................... xiii 

SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ ............................................................................. xv 

 

BÖLÜM 1 GİRİŞ ....................................................................................................................... 1 

 

BÖLÜM 2 TEMEL KAVRAMLAR ......................................................................................... 3 

 

2.1 DALGALAR VE SIĞ SU DALGALARI ........................................................................ 3 

2.2 SPLINE FONKSİYONLAR............................................................................................. 5 

2.3 B-SPLINE FONKSİYONLAR......................................................................................... 7 

 

BÖLÜM 3 KORTEWEG-de VRIES (KdV) VE COUPLED KdV DENKLEMİ ..................... 9 

 

3.1 GİRİŞ ................................................................................................................................ 9 

3.1.1 Korteweg-de Vries Denklem Çifti (Coupled KdV) ................................................. 12 

3.2 MODEL PROBLEMLER............................................................................................... 15 

3.2.1 Model Problem 1...................................................................................................... 15 

3.2.2 Model Problem 2...................................................................................................... 15 

3.2.3 Model Problem 3...................................................................................................... 16 

 



x 

İÇİNDEKİLER (devam ediyor) 

Sayfa 

BÖLÜM 4 DİFERANSİYEL KUADRATUR METOT (DKM) ............................................. 17 

 

4.1 MODİFİYE EDİLMİŞ KÜBİK B-SPLINE DKM ......................................................... 17 

4.1.1 Birinci Mertebeden Türeve Ait Ağırlık Katsayıları ................................................. 18 

4.1.2 İkinci Mertebeden Türeve Ait Ağırlık Katsayıları................................................... 27 

4.1.3 Üçüncü Mertebeden Türeve Ait Ağırlık Katsayıları ............................................... 28 

4.2 ZAMANA BAĞLI NÜMERİK İNTEGRASYON ........................................................ 28 

4.2.1 SSP-RK43 ................................................................................................................ 28 

 

BÖLÜM 5 NÜMERİK ÇÖZÜMLER ...................................................................................... 31 

 

5.1 MODEL PROBLEM 1: TEK SOLİTON DALGA ........................................................ 31 

5.2 MODEL PROBLEM 2: İKİ DALGANIN GİRİŞİMİ .................................................... 40 

5.3 MODEL PROBLEM 3: DALGA OLUŞUMU .............................................................. 44 

 

BÖLÜM 6 SONUÇ VE ÖNERİLER ....................................................................................... 51 

 

KAYNAKLAR ......................................................................................................................... 53 

  

ÖZGEÇMİŞ ............................................................................................................................. 65



xi 

ŞEKİLLER DİZİNİ 

No                                                                                                                                         Sayfa 

Şekil 2.1 Basit Dalga Profili  ...................................................................................................... 3 

Şekil 2.2 Solitary Dalga Hareketi  .............................................................................................. 4 

Şekil 2.3 1. Dereceden Spline Fonksiyon. ................................................................................. 5 

Şekil 2.4 0.Dereceden B-spline Fonksiyon. ............................................................................... 7 

Şekil 2.5 Kübik B-spline Şekil Fonksiyonları. ........................................................................... 8 

Şekil 5.1 TipA: Tek soliton dalganın -25≤ x ≤25 aralığında t=0 - t=20, Δt=0.01, N=149        

için elde edilen çözüm grafikleri. ............................................................................ 37 

Şekil 5.2 TipB: Tek soliton dalganın -25≤ x ≤25 aralığında t=0 - t=20, Δt=0.01, N=149         

için elde edilen çözüm grafikleri. ............................................................................ 38 

Şekil 5.3 TipC: Tek soliton dalganın -25≤ x ≤25 aralığında t=0 - t=20, Δt=0.01, N=149       

için elde edilen çözüm grafikleri. ............................................................................ 39 

Şekil 5.4 TipA: Tek soliton dalganın t=20 zamanında  Δt=0.0001, N=421 için elde edilen  

hata norm grafikleri. ................................................................................................ 40 

Şekil 5.5 TipB: Tek soliton dalganın t=20 zamanında  Δt=0.0001, N=421 için elde edilen  

hata norm grafikleri. ................................................................................................ 40 

Şekil 5.6 TipC: Tek soliton dalganın t=20 zamanında  Δt=0.0001, N=361 için elde edilen  

hata norm grafikleri. ................................................................................................ 41 

Şekil 5.7 İki soliton dalganın -10 ≤  x ≤ 120 aralığında Δt=0.001, N=801, t=0 - t=100,          

γ1=10, γ2=30, λ1=1, λ2=0.6, α=0.5 ve β= -3 için U çözüm grafikleri ....................... 43 

Şekil 5.8 İki soliton dalganın -10 ≤  x ≤ 120 aralığında Δt=0.001, N=801, t=0 - t=100,         

γ1=10, γ2=30, λ1=1, λ2=0.6, α=0.5 ve β= -3 için V çözüm grafikleri ....................... 44 

Şekil 5.9 Soliton dalga oluşumunun -50 ≤  x ≤ 150 aralığında Δt=0.001, N=1271, t=0 – 50, 

α=0.5 ve β= -3  için U çözüm grafikleri .................................................................. 47 

Şekil 5.10 Soliton dalga oluşumunun -50 ≤  x ≤ 150 aralığında Δt=0.001, N=1271, t=0 – 50, 

α=0.5 ve β= -3  için V çözüm grafikleri .................................................................. 48



xii 



xiii 

 

 

ÇİZELGELER DİZİNİ 

No            Sayfa 

Çizelge 4.1 Kübik B-spline fonksiyonlar ve türevlerinin düğüm nokta değerleri ................... 18 

Çizelge 5.1 TipA: Tek soliton dalganın farklı Δt ve N için nümerik çözümleri ...................... 32 

Çizelge 5.2 TipA: I1 ve I2   korunum sabitlerinin farklı Δt ve N için bağıl değişimleri ............. 33 

Çizelge 5.3 TipB: Tek soliton dalganın farklı Δt ve N için nümerik çözümleri ...................... 34 

Çizelge 5.4 TipB: I1 ve I2    korunum sabitlerinin farklı Δt ve N için bağıl değişimleri ............ 34 

Çizelge 5.5 TipC: Tek soliton dalganın farklı Δt ve N için nümerik çözümleri ...................... 35 

Çizelge 5.6 TipC: I1 ve I2    korunum sabitlerinin farklı Δt ve N için bağıl değişimleri. ........... 36 

Çizelge 5.7 İki soliton dalga girişiminin I1 ve I2    korunum sabitleri ve bağıl değişimleri ....... 42 

Çizelge 5.8 İki soliton dalga girişiminin I1 ve I2   korunum sabitleri ve bağıl değişimleri.. ...... 42 

Çizelge 5.9 Soliton dalga oluşumunun I1 ve I2   korunum sabitleri ve bağıl değişimleri ........... 45 

Çizelge 5.10 Soliton dalga oluşumunun 50≤ x ≤150 aralığında Δt=0.001, N=1271 için              

t=50 zamanında hesaplanan konum ve genlik değerleri ..................................... 49



xiv 



xv 

 

 

SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

SİMGELER 

∆t  : Zaman adım uzunluğu 

∆x=h  : Konum adım uzunluğu 

 

KISALTMALAR 

 

DKM : Diferansiyel Kuadratur Metot 

KdV : Korteweg-de Vries 

MKB : Modifiye Edilmiş Kübik B-spline 

SSP-RK43 : Strong Stability Preserving Runge Kutta 43 

Coupled KdV: KdV Denklem Çifti 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



xvi 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

Evrendeki birçok do¼ga olay¬(biyolojik, mekanik, jeolojik vb.) �zik kurallar¬yard¬m¬yla

matematiksel denklemler ile ifade edilebilir. Bu durumlar¬inceleyen bilim insanlar¬olay-

lar¬n cebirsel, diferansiyel veya integral denklemler ile modellerini oluştururlar. Bu mate-

matiksel modelleri oluşturmak ve say¬sal analizlerini yapmak için genellikle lineer ol-

mayan diferansiyel denklemler kullan¬l¬r. Bu tarz oluşturulan problemlerin ço¼gunlukla

tam çözümleri aran¬r. Fakat lineer olmayan diferansiyel denklemlerin tam çözümlerine

ulaşmak zor ve kimi zaman neredeyse imkans¬zd¬r. Böyle durumlarda diferansiyel denk-

lemlerin yaklaş¬k çözümlerine ulaşmak için nümerik yöntemler kullan¬l¬r [1]. Günümüzde

yayg¬n olarak; sonlu fark yöntemleri, varyasyonel yöntemler, sonlu eleman yöntemleri ve

diferansiyel kuadratur metot gibi yöntemler kullan¬lmaktad¬r. U = U (x; t) verilen bölge

üzerindeki bir fonksiyon ve "; � birer reel say¬olmak üzere,

Korteweg-de Vries denklemi (KdV) [2]:

Ut + "UUx + �Uxxx = 0 (1.1)

dir. Tek bir denklemden oluşan k¬smi diferansiyel denklemler d¬̧s¬nda, her bir denklemin

di¼ger denklem üzerindeki etkileşimini tan¬mlayan, lineer olmayan k¬smi diferansiyel denk-

lemler de mevcuttur. Bu denklem sistemi eş zamanl¬olarak çözülmektedir. Örne¼gin, U =

U (x; t) ve V = V (x; t) verilen bölge üzerindeki iki fonksiyon ve � ve � reel say¬olmak

üzere,

Korteweg-de Vries denklem çifti (coupled KdV) [3]:

Ut � 6�UUx � 2�V Vx � �Uxxx = 0; (1.2)

Vt + 3UVx + Vxxx = 0;

dir.

Diferansiyel kuadratur metot (DKM), 1972 y¬l¬nda k¬smi diferansiyel denklemleri çözmek

için integral kuadratur �krinden yola ç¬karak Bellman vd. [4] taraf¬ndan ortaya at¬lm¬̧st¬r.
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Bu metot, nümerik analizde türev yaklaş¬mlar¬için kullan¬lan bir nümerik ayr¬klaşt¬rma

metodudur. Diferansiyel kuadratur metodunun esas düşüncesi, f fonksiyonunun çözüm

bölgesinde yer alan herhangi bir xi noktas¬ndaki türev de¼gerini, bölgedeki tüm dü¼güm

noktalar¬ndaki f fonksiyonunun bilinen de¼gerlerinin lineer toplam¬biçiminde ifade edilme-

sidir [4].

[a; b] kapal¬aral¬¼g¬nda tan¬ml¬, tek de¼gi̧skenli düzgün bir fonksiyonda

xi : [a; b] kapal¬aral¬¼g¬n¬n dü¼güm noktalar¬,

N : dü¼güm nokta say¬s¬,

w
(r)
i;j : r: mertebeden türev yaklaş¬m¬nda kullan¬lan a¼g¬rl¬k katsay¬lar¬

olmak üzere,

f (r)x (xi) =
d(r)f

dx(r)
jxi=

NX
j=1

w
(r)
i;j f (xj) ; i = 1 (1)N; r = 1 (1)N � 1 (1.3)

eşitli¼gi ile verilen k¬smi diferansiyel denklemin çözüm aral¬¼g¬ndaki herhangi bir f (x)

fonksiyonunun x ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenine göre, xi noktas¬ndaki r: mertebeden türevine yak-

laş¬m yap¬labilir. Günümüze kadar birçok araşt¬rmac¬farkl¬baz fonksiyonlar¬kullanarak

çeşitli DKMmodelleri geli̧stirmi̧stir. A¼g¬rl¬k katsay¬lar¬n¬elde etmek için Bellman vd. [4-5]

Legendre polinomlar¬ve spline fonksiyonlar¬kullanm¬̧st¬r. Sinc fonksiyonlar¬yard¬m¬yla

Bonzani [6] ile Korkmaz ve Da¼g [7] a¼g¬rl¬k katsay¬lar¬n¬elde etmi̧slerdir. Cheng vd. [8]

Hermite polinomlar¬n¬kullanarak a¼g¬rl¬k katsay¬lar¬n¬tespit etmi̧stir. Lagrange interpo-

lasyon polinomlar¬yard¬m¬yla Quan ve Chang [9-10] ile Korkmaz [11] a¼g¬rl¬k katsay¬lar¬n¬

bulmuşlard¬r. Radial baz fonksiyonlar¬n¬kullanarak Shu ve Wu [12] radial tabanl¬dife-

ransiyel kuadratur metod geli̧stirmi̧stir. O�Mahoney [13] ise Laguerre polinomlar¬n¬, baz

polinomlar olarak kullan¬p iki boyutlu ters ¬s¬iletim denkleminin çözümü için a¼g¬rl¬k kat-

say¬lar¬n¬ tespit etmi̧stir. Harmonik fonksiyonlar¬ kullanarak a¼g¬rl¬k katsay¬lar¬n¬, Striz

vd. [14] elde etmi̧stir. Zhong [15] ise spline fonksiyon tabanl¬DKM geli̧stirmi̧stir. B-spline

fonksiyonlar¬kullanarak a¼g¬rl¬k katsay¬lar¬n¬, Korkmaz ve Da¼g [16-19] ile Başhan vd. [20-

27] elde etmi̧slerdir. A¼g¬rl¬k katsay¬lar¬n¬elde etmek için modi�ye edilmi̧s kübik B-spline

fonksiyonlar¬ise Başhan vd. [28-33], Arora ve Singh [34], Mittal vd. [35-38], Jiwari [39],

Shukla vd.[40-42], Tamsir vd. [43,44] kullanm¬̧slard¬r.
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BÖLÜM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, tezin di¼ger bölümlerinde kullan¬lacak olan baz¬kavramlar hakk¬nda temel

bilgiler verildi. Öncelikle dalgalar ve s¬¼g su dalgalar¬hakk¬nda bilgiler verildi. Ard¬ndan

spline fonksiyonlar¬n tan¬m¬verilerek B-spline fonksiyonlar¬tan¬t¬ld¬.

2.1 DALGALAR VE SI¼G SU DALGALARI

Dalga, su gibi bir ortamda veya bir boşlukta enerjinin taş¬nmas¬na yol açan titreşime

denir. Ses dalgalar¬, ¬̧s¬k dalgalar¬, suda ilerleyen yüzey dalgalar¬örnek olarak verilebilir.

Do¼gadaki olaylar¬n birço¼gu periyodiktir. Aşa¼g¬daki şekilde görüldü¼gü gibi en basit bir

dalgada titreşimler, sabit bir frekans ve dalga boyu ile birlikte periyodik sal¬n¬m yaparlar.

Şekil 2.1 Basit Dalga Pro�li

Elektromanyetik dalgalar boşlukta yay¬l¬rken, ses dalgalar¬n¬n ilerleyebilecekleri ortama

ihtiyaçlar¬vard¬r. Bir dalgan¬n yay¬lmas¬bulundu¼gu ortam¬n özelliklerine ba¼gl¬d¬r [45].

Dalgalar; ilerleyen dalga ve duran dalga olarak s¬n¬�and¬r¬labilir. ·Ilerleyen dalgalar, bir

noktadan di¼ger bir noktaya enerji yay¬lmas¬ ile oluşan dalgalard¬r. Duran dalgalar ise,

sabit pozisyonda kalan yani dura¼gan bir ortamda z¬t yönde hareket eden iki dalgan¬n

giri̧simi sonucu meydana gelen dalgalard¬r.

Dalgalar k¬y¬ya do¼gru yaklaşt¬kça yükseklik ve boylar¬, s¬¼glaşma ve sapma durumlar¬ndan

dolay¬de¼gi̧smektedir. Bu durumlara göre s¬¼g su dalgalar¬ve derin su dalgalar¬olarak nite-

lendirilebilir. S¬¼g su dalgalar¬, var olan yerçekim kuvveti alt¬nda s¬¼glaşm¬̧s su kütlelerinin
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yüzeyindeki serbest ak¬̧sa denir. Bu dalgalar¬ tan¬mlayan k¬smi diferansiyel denklemler

mevcuttur. S¬¼g su dalga denklemlerinde ilerleyen dalgalar¬n çözümleri oldukça önem-

lidir. ·Ilerleyen dalgalar soliton ve solitary dalgalar olarak s¬n¬�and¬r¬labilir. Dalga hareket

halindeyken veya iki dalgan¬n birbiriyle giri̧siminden sonra şekillerinde, genliklerinde ve

h¬zlar¬nda herhangi bir de¼gi̧sim olmadan ilerleyen dalgalar lineer olmayan soliton dal-

galard¬r. Lineer olmayan solitary dalgalar ise solitonlara benzeyen, giri̧simin ard¬ndan

genlik, h¬z ve şekillerini korumaya çal¬̧san ve s¬¼g suda geçerli olan dalgalard¬r. Solitary

dalgalar ilk defa John Scott Russell taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r. Sonras¬nda Russell soli-

tary dalgalar¬elde edebilmek için labaratuvar¬nda su tanklar¬oluşturup bir ucuna a¼g¬rl¬k

b¬rakarak deneyler yapm¬̧s ve solitary dalgalar¬n özelliklerini aşa¼g¬daki gibi ifade etmi̧stir

[46]:

� Solitary dalgalar h sech2 [k (x� vt)] şeklindedir [46];

� Yeterince büyük miktardaki bir su kütlesi, iki veya daha fazla ba¼g¬ms¬z solitary

dalga üretir [46];

� Solitary dalgalar asla birleşmezler. Bu sebeple küçük genlikli bir solitary dalga

ile büyük genlikli bir solitary dalga birbirleri ile çarp¬̧st¬ktan sonra, birbirlerinden

ayr¬larak şeklini koruyarak yollar¬na devam edebilirler. Normal dalgalar, ya düz-

leşmeye başlar yada dikleşerek sönecek şekilde hareket ederlerken, solitary dalgalar

kararl¬d¬r ve uzun mesafelerde yolculuk yapabilirler [46].

� d derinli¼gindeki bir kanalda hareket eden h yüksekli¼gine sahip olan bir solitary dalga

v =
p
g (d+ h)

h¬z¬na sahiptir (g; yerçekimi ivmesi). Yani solitary dalgan¬n h¬z¬; suyun derinli¼gine

ve dalgan¬n yüksekli¼gine ba¼gl¬d¬r. Bu ise bize büyük genlikli bir solitary dalgan¬n, küçük

genlikli bir solitary dalgaya göre daha h¬zl¬hareket etti¼gini gösterir [46].

Şekil 2.2 Solitary Dalga Hareketi
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Solitonlar, şeklini ve h¬z¬n¬koruyarak yay¬lan lokalize dalgalar olup kaŗs¬l¬kl¬ çarp¬̧sma

sonras¬nda da kendi özelliklerini korumaya devam eden lineer olmayan dalgalard¬r [47].

Bu tezde; s¬¼g su dalgalar¬n¬n önemli bir formu olan Korteweg-de Vries ve coupled Korteweg-

de Vries denklemleri tan¬t¬lm¬̧s ve coupled Korteweg-de Vries denkleminin nümerik çözüm-

leri incelenmi̧stir.

2.2 SPLINE FONKS·IYONLAR

Belirli düzgünlük (smoothness) şartlar¬n¬sa¼glayan polinom parçalar¬n¬n birleştirilmesiyle

elde edilen fonksiyona spline fonksiyonu denir. Bunun basit bir örne¼gi olan 1. dereceden

spline (veya poligonal fonksiyon ) sekiz dü¼güm noktas¬Şekil 2:3�te görüldü¼gü gibi do¼grusal

polinomlar¬n birleştirilmesiyle elde edilir [48].

Şekil 2.3 1. Dereceden Spline Fonksiyon

Spline fonksiyonlar 1946 y¬l¬nda Schoenberg [49] taraf¬ndan ortaya at¬lm¬̧st¬r. Adi ve k¬smi

diferansiyel denklemlerin çözümü, e¼gri uydurma, e¼gri ve yüzey yaklaş¬m¬, interpolasyon

gibi alanlarda kullan¬lmaktad¬r. Spline fonksiyonlar¬n kullan¬lmas¬, depolanmas¬ve i̧slen-

mesi kolayd¬r [48].

Reel say¬lar¬n monoton artan bir dizisi �1 = x0 < x1 < � � � < xn < xn+1 = 1 olacak

biçimde x1; � � � ; xn� e ba¼gl¬ ve reel eksen üzerinde tan¬ml¬ k:dereceden bir s(x) spline

fonksiyonu;

� (xi; xi+1) i = 0(1)n aral¬¼g¬nda k. veya daha düşük dereceden bir polinomdur.

(x0 = �1; xn+1 =1)

� x1; � � � ; xn dü¼güm noktalar¬nda ve 1; 2; � � � (k � 1): mertebeden türevleri tan¬mlanan

her aral¬kta süreklidir [50].
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0.dereceden spline fonksiyonu (k = 0) için türev şart¬kullan¬lmaz ve 0. dereceden spline

fonksiyonuna "Ad¬m Fonksiyonu" denir [51].

Spline Fonksiyonun özellikleri aşa¼g¬daki gibidir [50, 52].

a. Spline fonksiyonlar düzgün fonksiyonlard¬r,

b. Spline fonksiyonlar uygun bazlara sahip sonlu boyutlu lineer uzaylard¬r,

c. Spline fonksiyonlar dijital bilgisayarlarda i̧sleme, hesaplama ve depolama aç¬s¬ndan

uygun fonksiyonlard¬r,

d. Spline fonksiyonlar kullan¬ld¬¼g¬nda ortaya ç¬kan matrisler uygun i̧saretleri ve determi-

nant özellikleri aç¬s¬ndan kolay hesaplanabilir,

e. Spline fonksiyonlar kullan¬ld¬¼g¬nda yak¬nsakl¬k ve kararl¬l¬¼g¬n incelenmesi daha kolay-

d¬r,

f. Fonksiyonlar ve türevleri ayn¬anda yaklaş¬k olarak hesaplanabilirler,

g. Yaklaş¬m i̧slemi sonucunda elde edilen yap¬lar, katsay¬lar ve i̧saretler polinomlar¬n

yap¬lar¬ile ilgilidir.

Baz¬ spline fonksiyonlar farkl¬ özelliklere sahiptirler. a = x0 < � � � < xn = b, [a; b] a-

ral¬¼g¬n¬n bir parçalan¬̧s¬ve xi = xi�1 + h; h = b�a
n
; i = 1(1)n olsun. Bu dü¼güm nok-

talar¬nda fonksiyon de¼gerleri f (x0) ; f (x1) ; � � � ; f (xn) ve k kez ard arda türevlenebilir

sürekli fonksiyonlar¬n kümesi Ck [a; b] olsun. s(x) fonksiyonu aşa¼g¬daki şartlar¬sa¼gl¬yorsa

kuadratik spline fonksiyon olarak adland¬r¬l¬r [48].

(a) s(x) 2 C1 [a; b] ;

(b) s(x) 8 [xj; xj+1], (j = 0 (1)n� 1)

(c) s(xj) = f(xj); 0 � j � n

Aşa¼g¬daki şartlar ise kübik spline fonksiyonu tan¬mlar [48]:

(a) s(x) 2 C2 [a; b] ;
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(b) s(x) 8 [xj; xj+1], (j = 0 (1)n� 1)

(c) s(xj) = f(xj); 0 � j � n

Spline fonksiyonlar¬n nümerik i̧slemler için daha uygun ve üretim tipi programlarda veri

yaklaş¬m¬için daha s¬k kullan¬lan özel tipine B-spline fonksiyonlar denir [48].

2.3 B-SPLINE FONKS·IYONLAR

Spline fonksiyonlar ile elde edilen lineer veya lineer olmayan sistemler bazen iyi şartl¬

olmayan (ill-conditioned) olabilir. Nümerik karars¬zl¬klarla kaŗs¬laş¬labilir. Bütün spline

fonksiyonlar için baz oluşturan B-spline fonksiyonlar ile bu zorluklar aş¬labilir. Nümerik

hesaplamalar için B-spline fonksiyonlar oldukça kullan¬̧sl¬d¬rlar [53].

Reel eksende dü¼güm noktalar¬n¬n bir kümesi lim
i!1

= 1 ve lim
i!�1

= �1 olmak üzere

� � � < x�2 < x�1 < x0 < x1 < x2 < � � � olsun. 0. dereceden bir B-spline fonksiyonu

B0
i (x) =

8<: 1; xi � x < xi+1

0; d:d:

şeklinde tan¬mlan¬r [51].

Şekil 2.4 0. Dereceden B-spline Fonksiyon

Buradan B0
i (x)

0 in süreksiz oldu¼gu aç¬kt¬r ve B0
i (xi) = 1 ve B

0
i (xi+1) = 0 d¬r.

Aşa¼g¬da 0. dereceden B-spline fonksiyonun özellikleri verilmi̧stir.

(a) B0
i (x) B-spline fonksiyonu [xi; xi+1) yar¬aç¬k aral¬¼g¬nda tan¬ml¬d¬r.

(b) Her x ve her i için B0
i (x) > 0 d¬r.

(c) S¬çramalar¬n oldu¼gu tüm dü¼güm noktalar¬nda B0
i (x) B-spline fonksiyonu sa¼gdan

süreklidir.

(d) Her x 2 R için
1X

i=�1
B0
i (x) = 1 dir.
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(e) 0. dereceden B-spline fonksiyonlar kullan¬larak di¼ger bütün yüksek dereceli B-spline

fonksiyonlar ba¼g¬nt¬s¬ndan kolayca

Bk
i (x) =

x� xi
xi+k � xi

Bk�1
i (x)+

xi+k+1 � x

xi+k+1 � xi+1
Bk�1
i+1 (x) ; k = 1; 2; � � � , i = 0;�1;�2; � � �

bulunabilir [51,53].

Bu tezde ele al¬nan coupled KdV denkleminin diferansiyel kuadratur metot ile nümerik

çözümleri bulunurken, baz ve/veya a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬yerine kullan¬lacak olan kübik

B-spline fonksiyonunun tan¬m¬ile birlikte baz¬özellikleri aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Kübik B-spline Fonksiyonlar

[a; b] aral¬¼g¬n¬n bir düzgün parçalan¬̧s¬a = x1 < x2 < � � � < xN = b olsun. h = xm �

xm�1 ve m = �1 (1)N + 1 olmak üzere, xm dü¼güm noktalar¬nda �m (x) kübik B-spline

fonksiyonlar¬,

�m (x) =
1

h3

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

(x� xm�2)
3; x 2 [xm�2; xm�1];

(x� xm�2)
3 � 4(x� xm�1)

3; x 2 [xm�1; xm];

(xm+2 � x)3 � 4(xm+1 � x)3; x 2 [xm; xm+1];

(xm+2 � x)3; x 2 [xm+1; xm+2];

0; di�ger durumda

şeklinde tan¬mlan¬r [54].

Şekil 2.5 Kübik B-spline Şekil Fonksiyonlar¬

Şekilde görüldü¼gü gibi her bir [xm; xm+1] sonlu eleman¬�m�1; �m; �m+1 ve �m+2 gibi dört

tane kübik B-spline şekil fonksiyonlar¬taraf¬ndan örtülür. Kübik B-spline fonksiyonlar¬

ile onun birinci ve ikinci mertebeden türevleri [xm�2; xm+2] aral¬¼g¬d¬̧s¬nda s¬f¬rd¬r [54].

8



BÖLÜM 3

KORTEWEG-de VRIES (KdV) VE COUPLED KdV DENKLEM·I

Bu bölümde KdV ve coupled KdV denklemleri tan¬t¬ld¬ktan sonra farkl¬başlang¬ç ve s¬n¬r

şartlar¬ile verilen coupled KdV denklemi için 3 farkl¬model problem k¬saca tan¬t¬ld¬.

3.1 G·IR·IŞ

Korteweg-de Vries (KdV) denklemi; ilk olarak tek yönlü s¬¼g su dalgalar¬n¬n yay¬lmas¬n¬

aç¬klamak için kullan¬lm¬̧st¬r [55]. Ayr¬ca, yo¼gun tabakal¬okyanuslardaki büyük iç dal-

galar, bir kat¬n¬n atom veya iyonlar¬n¬n kendini üç boyutta yineleyen bir örüntü içinde

dizili̧si olan kristal kafesteki ses dalgalar¬, esnek çubuklarda ilerleyen dalgalar, so¼guk plaz-

madaki lineer olmayan dalgalar gibi önemli �ziksel sistemlerde de kullan¬labilir [56].

KdV denklemi ilk defa ·Iskoçyal¬gemi inşaat mühendisi John Scott Russell (1808� 1882)

taraf¬ndan 1834 y¬l¬nda Edinburgh kentindeki Heriot-Watt üniversitesinin yak¬nlar¬ndaki

Union kanal¬nda, s¬¼g sularda şeklini de¼gi̧stirmeyen "solitary waves" ad¬n¬verdi¼gi dalgay¬

gözlemlemesi ile kayda geçmi̧stir. Russell bu gözlemini 1844� te Bilimin ·Ilerlemesi ·Için

raporunda "Report on waves" isimli yay¬n¬nda şöyle tan¬mlar [57]:

�I was observing the motion of a boat which was rapidly drawn

along a narrow channel by a pair of horses, when the boat sud-

denly stoppednot so the mass of water in the channel which it

had put in motion; it accumulated round the prow of the vessel

in a state of violent agitation, then suddenly leaving it behind,

rolled forward with great velocity, assuming the form of a large

solitary elevation, a rounded, smooth and well-de�ned heap of

water, which continued its course along the channel apparently

without change of form or diminution of speed. I followed it on

horseback, and overtook it still rolling on at a rate of some eight
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or nine miles an hour, preserving its original �gure some thirty

feet long and a foot to a foot and a half in height. Its height

gradually diminished, and after a chase of one or two miles I lost

it in the windings of the channel. Such, in the month of August

1834, was my �rst chance interview with that singular and beau-

tiful phenomenon which I have called the Wave of Translation."

Soliton on the Scott Russell Aqueduct on the Union Canal near Heriot-Watt Universty, 12 Ju ly 1995.

Russell daha sonra bir su tank¬kurarak ayn¬olay¬ tekrar gözlemlemi̧s ve gözlemledi¼gi

bu dalgay¬"Great Wave of Translation" olarak adland¬rm¬̧st¬r. Solitary dalgalar¬n şeklini

koruyan, tümsek şeklinde ve simetrik izole edilmi̧s yay¬lan dalgalar oldu¼gunu aç¬klam¬̧st¬r.

Ayr¬ca, Russell yay¬nlad¬¼g¬bildirisinde, büyük genlikli bir solitary dalgan¬n küçük gen-

likli bir solitary dalgaya göre daha h¬zl¬oldu¼gunu göstermi̧stir ve dalga denkleminin li-

neer olmad¬¼g¬n¬, dalga h¬z¬n¬n dalgan¬n genli¼gine ba¼gl¬oldu¼gunu söyleyerek ifade etmi̧stir

[46]. Russell�¬n bildirisi ve deneylerinden y¬llar sonra teorik yap¬oluşturulmaya başlan-

m¬̧s ve bir denklemin çözümünü veren solitary dalga problemleri araşt¬rmac¬lar taraf¬n-

dan incelenmi̧stir. George Gabriel Stokes 1847 y¬l¬nda, Joseph Valentin Boussinesq 1872

y¬l¬nda bu dalgalardan bahsetmi̧slerdir. Scott Russell�¬n s¬¼g sulardaki ba¼g¬ms¬z dalgalar¬n

keş�nden sonra ilk teorik çal¬̧smalar, 1895 y¬l¬nda Hollandal¬matematikçi Diederik Jo-

hannes Korteweg ile doktora ö¼grencisi Gustav de Vries�e aittir. Korteweg ve de-Vries soli-

tary dalgalar¬n varl¬¼g¬n¬kan¬tlam¬̧s ve s¬¼g su dalgalar¬n¬n hareketini matematiksel olarak

modelleyen lineer olmayan Korteweg-de Vries (KdV) denklemini ortaya koymuşlard¬r [2].

Ancak Korteweg ve de-Vries�¬n çal¬̧smas¬nda solitary dalgalar¬n çarp¬̧sma sonras¬ndaki

durumu ve dalgalar¬n kararl¬l¬¼g¬hakk¬nda bilgi verilmemi̧stir. Zabusky ve Kruksal 1965

y¬l¬nda solitary dalgalar¬n etkileşimini inceleyip, çarp¬̧sma sonucunda şeklini ve genli¼gini
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koruduklar¬n¬ve bu durumun parçac¬klar¬n çarp¬̧smas¬na benzedi¼gini keşfederek bu dal-

galara soliton ad¬n¬vermi̧slerdir [58]. Soliton kavram¬; ilk defa su kanal¬nda solitary dal-

gan¬n gözlemlenmesiyle ortaya ç¬k¬p günümüzde plazma �zik, lazer �zik, ak¬̧skanlar di-

nami¼gi gibi bilimin de¼gi̧sik bir çok alan¬nda kullan¬lmaktad¬r [59].

Bir boyutta ve bir zamanda olan dalgan¬n hareketi ile ilgili k¬smi diferansiyel denklem

[60]

@�

@�
=
3

2

r
g

L

@

@x

�
1

3
�
@2�

@x2
+
2

3
�� +

1

2
�2
�

(3.1)

biçimindedir. Burada;

� g : yer çekimi ivme sabiti

� � : denge seviyesi

� L : kanal¬n derinli¼gi

� � : s¬v¬n¬n tek biçimli düzgün hareket sabiti

� � : L3=3� TL=�g

� T : yüzey k¬lcal gerilimi

� � : su yo¼gunlu¼gudur.

(3:1) denklemine;

� = t
�q

2g��
�L

�3
;

� = ��u;

� = �x
q

2��
�
;

dönüşümleri uygulan¬rsa

�u��� + "uu� + u� + u� = 0 (3.2)

11



halini al¬r. " = 3
2
� ve � bilinen parametrelerdir. (3:2) denkleminde x = � � � dönüşümü

yap¬l¬p � yerine t yaz¬l¬rssa

�uxxx + "uux + ut = 0 (3.3)

KdV denklemi elde edilir [60].

1967 y¬l¬nda KdV�ye göre Cauchy problemlerinin çözümleri için Ters Saç¬lma Dönüşüm

metodu Gardner ve arkadaşlar¬taraf¬ndan geli̧stirilerek, KdV denkleminin soliton çözüm-

lerini analitik olarak da vermi̧stir [61]. 1968�de ise Lax, KdV denklemi taraf¬ndan yön-

lendirilen lineer olmayan etkileşim alt¬nda iki farkl¬çözümün korundu¼gunun analitik is-

pat¬n¬vermi̧stir [62]. Birçok araşt¬rmac¬KdV denklemini çözmek için çeşitli nümerik yön-

temler kullanm¬̧slard¬r. Bu nümerik yöntemler; sonlu fark metodu, sonlu elemanlar yön-

temi, kollokasyon yöntemi, Adomian ayr¬̧st¬rma metodu, diferansiyel kuadratur metot şek-

linde s¬ralanabilir. A. Korkmaz[11], A. Başhan [29] ve B. Saka [63] diferansiyel kuadratur

metot ile KdV denkleminin nümerik çözümlerini incelemi̧stir. A. C. Vliengenhart [64], K.

Goda[65], I. S. Greig ve J. L. Morris [66] sonlu fark yöntemi ile KdV denkleminin nümerik

çözümlerini incelemi̧stir. Sonlu elemanlar yöntemi ile KdV denklemini, M. E. Alexander

ve J. L. Morris [67], G. A. Gardner, A. H. A. Ali [68], kollokasyon yöntemi ile ·I. Da¼g

[69], Adomian ayr¬̧st¬rma metodu ile D. Kaya [70] KdV denkleminin nümerik çözümlerini

incelemi̧stir.

KdV tipindeki en önemli denklemlerden biri de Hirota ve Satsuma [71] taraf¬ndan sunulan

coupled KdV sistemidir.

3.1.1 Korteweg-de Vries Denklem Çifti (Coupled KdV)

Coupled KdV denklemi � ve � reel say¬, x ve t s¬ras¬yla konuma ve zamana ba¼gl¬türevler

olmak üzere

Ut � 6�UUx � 2�V Vx � �Uxxx = 0; a � x � b; t � 0

Vt + 3UVx + Vxxx = 0; a � x � b; t � 0
(3.4)

şeklindedir. (3:4) denklem sisteminde, Ut terimi dalgan¬n tek bir yönde yay¬lmas¬nda za-

man¬n geli̧simini, lineer olan Uxxx terimi dalgan¬n yay¬lmas¬n¬ve lineer olmayan terim UUx

ise dalgan¬n formunu korumas¬n¬sa¼glar. Hirota ve Satsuma çal¬̧smalar¬nda V �nin etkisinin

yoklu¼gunda ikinci denklemin bilinen KdV denklemine indirgendi¼gini göstermi̧slerdir [72].
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Coupled KdV denklemi iki uzun dalgan¬n etkileşimini farkl¬da¼g¬l¬m ba¼g¬nt¬lar¬ile tan¬m-

layan denklem çiftidir. Bu iki uzun dalgadan birinin di¼geri üzerinde etkisi yoksa oluşan

denklem çiftindeki ikinci denklem bildi¼gimiz KdV denklemidir. Dalgalar aras¬ndaki i-

li̧skide özel bir ba¼g¬nt¬varsa coupled KdV denklemi iki veya üç soliton çözümüne sahip

olur [73].

Birçok araşt¬rmac¬taraf¬ndan coupled KdV denkleminin analitik ve nümerik çözümleri

farkl¬yöntemler ile bulunmuştur. Coupled KdV denkleminin analitik çözümünü, Hirota

yöntemini kullanarak Hirota ve Satsuma [74] ile Tam vd. [75] elde etmi̧stir. Geli̧smi̧s

bir homojen denge yöntemi kullanarak, Wang�¬n sonuçlar¬ile birlikte coupled KdV den-

kleminin baz¬tam çözümlerini Fan ve Zhang [76] bulmuşlard¬r. Painlev·e analizi ve auto-

Bäcklund dönüşümü yoluyla Bogoyavlenskii coupled KdV denkleminin tam çözümünü

Tian ve Gao [77] elde etmi̧slerdir. Trigonometrik fonksiyon dönüşüm yöntemi ve Miura

dönüşümü ile Cao vd. [78] coupled KdV denkleminin tam çözümlerini Mathematica

yard¬m¬yla elde etmi̧slerdir. Karasu ve K¬l¬ç [79] otonom olmayan coupled KdV tipi sis-

temlerin integrasyon için Painlev·e özelli¼gini inceleyip, Painlev·e testini geçti¼gi durumlar¬n

baz¬lar¬ için tam çözümleri vermi̧slerdir. De¼gi̧sken katsay¬l¬ coupled KdV denkleminin

periyodik dalga çözümlerini F-aç¬l¬m yöntemi ile Zhou vd. [80] elde edip limit durum-

larda tek soliton dalga çözümlerinin de elde edildi¼gini göstermi̧slerdir. Hirota ve Satsuma

ile ·Ito taraf¬ndan önerilen Coupled KdV denklem sistemlerinin bi-Hamiltonian yap¬s¬n¬

Roy [81] incelemi̧stir. Qian ve Tian [82], coupled KdV denklemi için baz¬potansiyeller

ortaya koyduktan sonra lokal olmayan Lie-Bäcklund dönüşümünü elde edip bu dönüşümü

kullanarak tek dalga çözümünü de bulmuşlard¬r. Coupled KdV denkleminin periyodik

başlang¬ç- s¬n¬r problemi için fark denklemlerini Catch-ran yineleme metodu ile Zhu [83]

oluşturmuş ve çift soliton dalga çözümlerinin varl¬¼g¬n¬ göstermi̧stir. Inan [84] taraf¬n-

dan coupled KdV denkleminin baz¬ tam çözümleri için genelleştirilmi̧s tanh fonksiyon

metodu uygulanm¬̧s ve yöntemin do¼grulu¼gu için KdV denkleminin de baz¬tam çözümleri

elde edilmi̧stir. Al-Khaled vd. [85], coupled KdV denklemine hem tanh hemde He�nin

varyasyonel iterasyon yöntemini uygulam¬̧slard¬r. Jacobi eliptik fonksiyon aç¬l¬m¬ve Her-

mite dönüşümü yard¬m¬yla Ma ve Zhu [86] lineer olmayan Wick-type stokastik coupled

KdV denklemlerinin baz¬yeni tam çözümlerini elde etmi̧slerdir. Assas [87] lineer olmayan

coupled KdV denklemini, Lagrange çarpanlar¬na dayanan He�nin varyasyonel iterasyon

yöntemi ile çözmüştür. Khater vd. [88] Coupled KdV denklemini, Lagrange polinomlar¬na
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dayanarak spectral kollokasyon metod ile nümerik olarak çözmüşlerdir. Fan [89], tanh

yönteminde bir parametre içeren Ricatti denklemininden ve çözümününden yararlan¬p

coupled KdV denkleminin nümerik çözümlerini elde etmi̧stir. Coupled KdV ve mKdV

denklemlerinin nümerik çözümlerini, sembolik hesaplama yard¬m¬yla ayr¬̧st¬rma metodu

kullanarak Kaya ve Inan [90] hesaplam¬̧st¬r. Genelleştirilmi̧s coupled KdV sistemleri için

nümerik metot sunan Halim vd.[91] metodun kararl¬l¬k ve yak¬nsama incelemesini de yap-

m¬̧st¬r. Halim ve Leble [92] ise sabit katsay¬l¬ key�say¬da denklemlerin Cauchy problemleri

için fark denklemine dayal¬bir yöntem kullanarak coupled KdV- mKdV denklemlerinin

nümerik çözümlerini bulmuşlard¬r. Coupled KdV denkleminin Gear- Grimsshaw sistemi

için yerel iyi şartl¬olma durumunu Alvarez-Samaniegoa ve Carvajalb [93] incelemi̧slerdir.

Rady vd. [94], homojen denge yöntemi kullanarak auto-Bäcklund dönüşümünü ve Lax

çiftlerini elde etmek için coupled KdV denklemlerini lineer olmayan bir basit k¬smi dife-

ransiyel denkleme dönüştüren uygun dönüşümü vermi̧s ve genelleştirilmi̧s tanh metodu

kullanarak yeni trigonometrik fonksiyon periyodik çözümleri elde etmi̧slerdir. Coupled

KdV denklemini kuintik B-spline fonksiyonlar kullanarak kollokasyon yöntemi ile Ismail

[95] çözmülerini sunmuş ayr¬ca korunum sabitleri ve hata normlar¬n¬da incelemi̧stir. Ba-

sit klasik radyal bazlar yard¬m¬yla kollokasyon yöntemi ile dü¼güm noktalar¬kullanmadan

Siraj-ul-Islam vd. [96] coupled KdV denkleminin yaklaş¬k çözümlerini bulmuşlar ve yön-

temin do¼grulu¼gunu hata normlar¬ ile göstermi̧slerdir. ·Ismail ve Ashi [97] coupled KdV

denkleminin nümerik çözümlerine ulaşmak için lineer ve kübik B-spline fonksiyonlar¬

kullanarak Petrov-Galerkin metodu ile elde etmi̧slerdir. Coupled KdV denklemleri için

spektral kollokasyon yönteminin hata tahminlerini periyodik s¬n¬r koşullar¬yla Rashid ve

Ismail [98] elde etmi̧sler ayr¬ca nümerik çözümlerinin sonuçlar¬n¬sunmuşlard¬r. Coupled

KdV denkleminin 1-Soliton çözümü ve Gear-Grimshaw modelini Biswas ve ·Ismail [99]

sunmuştur. Kutluay ve Uçar [100], kuadratik B-spline galerkin sonlu eleman metodu

ile coupled KdV denkleminin nümerik çözümlerini incelemi̧slerdir. Homotopi ayr¬̧st¬rma

yöntemi kullanarak Coupled KdV denkleminin nümerik çözümlerini Atangana ve Se-

cer [101] vermi̧stir. Do¼grudan algebraic metodu uygulayarak coupled KdV denkleminin

yeni kesin çözümlerini Seadawy ve El-Rashidy [102] elde etmi̧stir. Kuintik B-spline kol-

lokasyon yöntemi ile hirota-satsuma coupled KdV denkleminin çözümünü Raslan vd. [103]

elde etmi̧stir. Legendre polinomlar¬yla time-fractional coupled KdV denkleminin nümerik

çözümlerini Bhrawy vd. [104] vermi̧stir. Esfahani vd. [105] zay¬f rotasyonlu coupled KdV
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denklemine çal¬̧sm¬̧st¬r. Coupled KdV sisteminin soliton-cnoidal etkileşim çözümleri ve

tutarl¬tanh genleşmesinin mümkün oldu¼gunu Wang ve Wang [106] elde etmi̧stir. Oruç

vd. [107] Haar dalgac¬k metodu ile coupled KdV denkleminin nümerik çözümlerini in-

celemi̧slerdir. Başhan, sonlu farklar metodu ve diferansiyel kuadratur metodunun karma

algoritmas¬ile coupled KdV denklemini nümerik olarak çözmüştür [108]. Meshless spek-

tral interpolasyon yöntemi ile time-fractional coupled KdV denkleminin nümerik çözüm-

lerini Hussain vd.[109] sunmuştur.

3.2 MODEL PROBLEMLER

(3:4) coupled KdV denklem sistemi;

U (a; t) = U (b; t) = 0; V (a; t) = V (b; t) = 0; t � 0 (3.5)

s¬n¬r şartlar¬ve aşa¼g¬daki üç farkl¬model problemdeki başlang¬ç şartlar¬ ile birlikte ele

al¬nd¬.

3.2.1 Model Problem 1

Birinci model problemimizde, (3:4) coupled KdV denkleminin (3:5) s¬n¬r şartlar¬ve

U (x; 0) = 2�2 sec h2
�
�x+ 1

2 log!

�
V (x; 0) = 1

2
p
!
sec h (�x+ 1

2 log!
)

başlang¬ç şartlar¬ile analitik çözümü aşa¼g¬daki gibidir [71].

U (x; t) = 2�2 sec h2 (�)

V (x; t) = 1
2
p
!
sec h (�)

Burada;

� = �
�
x� �2t

�
+ 1

2 log!
; ! = ��

8(4a+1)�4

dir.
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3.2.2 Model Problem 2

·Ikinci model problemimizde, (3:4) coupled KdV denklemi (3:5) s¬n¬r şartlar¬ve

U (x; 0) =

2X
j=1

Uj (x; 0) = U1 (x; 0) + U2 (x; 0)

V (x; 0) =
2X
j=1

Vj (x; 0) = V2 (x; 0) + V2 (x; 0)

başlang¬ç şartlar¬ile göz önüne al¬nm¬̧st¬r. Burada;

Uj (x; 0) = 2�
2 sec h2

�
�j
�

Vj (x; 0) =
1

2
p
!j
sec h (�j)

�j = �j
�
x� j

�
+ 1

2 log(!j)
; !j =

��
8(4a+1)�4j

(j = 1; 2)

dir [95].

3.2.3 Model Problem 3

Üçüncü model problemimizde, (3:4) coupled KdV denklemi (3:5) s¬n¬r şartlar¬ve

U (x; 0) = e�0:01x
2

V (x; 0) = e�0:01x
2

başlang¬ç şartlar¬ile göz önüne al¬nm¬̧st¬r [95].
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BÖLÜM 4

D·IFERANS·IYEL KUADRATUR METOT (DKM)

Bu bölümde tezde kullan¬lacak modi�ye edilmi̧s kübik B-spline diferansiyel kuadratur

metot hakk¬nda bilgiler verilmi̧stir. Öncelikle bu tez çal¬̧smas¬nda f (x) fonksiyonunun

birinci ve üçüncü mertebeden türevlerine ihtiyaç duyaca¼g¬z. Böylece ilk olarak;

f (r)x (xi) =
NX
j=1

w
(r)
i;j f (xj) ; i = 1 (1)N; r = 1 (1)N � 1 (4.1)

denkleminin r = 1 için de¼gerini bulaca¼g¬z.

4.1 MOD·IF·IYE ED·ILM·IŞ B-SPLINE DKM

DKM yaklaş¬m¬n¬n arkas¬ndaki temel �kir; ilgili w(r)i;j a¼g¬rl¬k katsay¬lar¬n¬ilgili bazla bulup,

problem bölgesini içeren çözümler bulmakt¬r [110]. Kaŗs¬l¬k gelen a¼g¬rl¬k katsay¬lar¬n¬

belirlerken, modi�ye edilmi̧s kübik B-spline bazl¬a¼g¬rl¬k katsay¬lar¬n¬hesaplayaca¼g¬z.

Reel eksende a = x1 < x2 < � � � < xN = b şeklinde düzgün da¼g¬lm¬̧s, N tane dü¼güm

noktalar¬n¬n yer ald¬¼g¬ve xi dü¼güm noktalar¬n¬ gösteren kübik B-spline Cm (x) olsun.

fC0; C1; � � � ; CN+1g kübik B-spline fonksiyonlar¬[a; b] kapal¬aral¬¼g¬üzerinde tan¬mlanan

fonksiyonlar için bir baz oluşturur. Cm (x) kübik B-spline fonksiyonlar¬ 8m için h =

xm � xm�1 olmak üzere aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r [54].

Cm (x) =
1

h3

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

(x� xm�2)
3; x 2 [xm�2; xm�1];

(x� xm�2)
3 � 4(x� xm�1)

3; x 2 [xm�1; xm];

(xm+2 � x)3 � 4(xm+1 � x)3; x 2 [xm; xm+1];

(xm+2 � x)3; x 2 [xm+1; xm+2];

0; di�ger durumda

(4.2)

Kübik B-spline fonksiyonlar¬ve türevlerinin dü¼güm noktalar¬ndaki de¼gerleri Çizelge 4.1�

de verilmi̧stir:
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Çizelge 4.1 Kübik B-spline fonksiyonlar ve türevlerinin dü¼güm noktalar¬ndaki de¼gerleri

x xm�2 xm�1 xm xm+1 xm+2

Cm 0 1 4 1 0

C
0
m 0 3

h
0 �3

h
0

C
00
m 0 6

h2
�12
h2

6
h2

0

Modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬n¬n kullan¬lmas¬, köşegen dominant mat-

ris denklem sisteminin oluşmas¬na sebep olur. Kübik B-spline fonksiyonlar¬n¬n modi�ye

edilmesi farkl¬şekilde yap¬labilir.  k; k = 1; 2; � � �N; [a; b] bölgesi üzerinde baz fonksiyon-

lar¬n¬göstermek üzere; Mittal ve Jain kübik B-spline fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki gibi modi�ye

etmi̧stir [111]:

 1 (x) = C1 (x) + 2C0 (x)

 2 (x) = C2 (x)� C0 (x)

 k (x) = Ck (x) , k = 3; 4; :::; N � 2

 N�1 (x) = CN�1 (x)� CN+1 (x)

 N (x) = CN (x) + 2CN+1 (x)

4.1.1 Birinci Mertebeden Türeve Ait A¼g¬rl¬k Katsay¬lar¬

(4:1) denkleminden, r = 1 de¼geri ile aşa¼g¬daki denklem elde edilmi̧stir:

i = 1; 2; :::; N ; k = 1; 2; :::; N için  
0

k (xi) =
NX
j=1

w
(1)
i;j  k (xj) (4.3)

(4:3)�te ilk dü¼güm noktas¬olan x1 noktas¬için aşa¼g¬daki denklemi elde ederiz:

k = 1; 2; :::; N için;

 
0

k (x1) =

NX
j=1

w
(1)
1;j k (xj) = w

(1)
1;1 k (x1)+w

(1)
1;2 k (x2)+ � � �+ w

(1)
1;N k(xN) (4.4)

k = 1 için;

 
0

1 (x1)= w
(1)
1;1 1 (x1)+w

(1)
1;2 1 (x2)+w

(1)
1;3 1(x3) + � � �+ w

(1)
1;N 1(xN) (4.5)
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elde edilir. (4:5)�te modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬ve türevlerinin Çizelge

4.1 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa;

C 01 (x1)+2C
0
0 (x1) = w

(1)
1;1 [C1 (x1)+2C0 (x1)] +w

(1)
1;2 [C1 (x2)+2C0 (x2)] (4.6)

+w
(1)
1;3 [C1 (x3) + 2C0 (x3)] + � � �+ w

(1)
1;N [C1 (xN)+2C0 (xN)]

0 + 2:

�
�3
h

�
= w

(1)
1;1 [4 + 2:1] + w

(1)
1;2 [1 + 2:0] + w

(1)
1;3 [0 + 2:0] + � � �

+w
(1)
1;N [0 + 2:0]

�6
h
= 6w

(1)
1;1 + w

(1)
1;2

eşitli¼gi elde edilir.

k = 2 için;

 
0

2 (x1)= w
(1)
1;1 2 (x1)+w

(1)
1;2 2 (x2)+w

(1)
1;3 2 (x3) + � � �+ w

(1)
1;N 2(xN) (4.7)

elde edilir. (4:7)�de modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬ve türevlerinin Çizelge

4.1 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa;

C 02 (x1)�C 00 (x1) = w
(1)
1;1 [C2 (x1)�C0 (x1)] +w

(1)
1;2 [C2 (x2)�C0 (x2)] (4.8)

+w
(1)
1;3 [C2 (x3)�C0 (x3)] + � � �+ w

(1)
1;N [C2 (xN)�C0 (xN)]

3

h
�
�
�3
h

�
= w

(1)
1;1 [1� 1]+w

(1)
1;2 [4� 0]+w

(1)
1;3 [1� 0]

+w
(1)
1;4 [0� 0] + � � �+ w

(1)

1;N
[0� 0]

6

h
= 4w

(1)
1;2 + w

(1)
1;3

eşitli¼gi elde edilir.

k = 3 için;

 
0

3 (x1)= w
(1)
1;1 3 (x1) + w

(1)

1;2
 3 (x2)+w

(1)
1;3 3 (x3) + w

(1)

1;4
 3 (x4) + � � �+ w

(1)
1;N 3(xN) (4.9)

elde edilir. (4:9)�da modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬ve türevlerinin Çizelge

4.1 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa;

C 03 (x1) = w
(1)
1;1C3 (x1) + w

(1)

1;2
C3 (x2) + w

(1)
1;3C3 (x3) (4.10)

+w
(1)
1;4C3 (x4) + � � �+ w

(1)
1;NC3 (xN)

0 = w
(1)
1;1:0 + w

(1)

1;2
:1+w

(1)
1;3:4 + w

(1)

1;4
:1 + w

(1)
1;5:0+ � � �+ w

(1)
1;N :0

0 = w
(1)
1;2 + 4w

(1)
1;3 + w

(1)

1;4
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eşitli¼gi elde edilir.

k = 4 için;

 
0

4 (x1)= w
(1)
1;1 4 (x1) + w

(1)

1;2
 4 (x2)+w

(1)
1;3 4 (x3) + w

(1)

1;4
 4 (x4) + � � �+ w

(1)
1;N 4(xN) (4.11)

elde edilir. (4:11)�de modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬ve türevlerinin Çizelge

4.1 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa;

C 04 (x1) = w
(1)
1;1C4 (x1)+w

(1)
1;2C4 (x2)+w

(1)
1;3C4 (x3) (4.12)

+w
(1)
1;4C4 (x4)+ � � �+ w

(1)
1;NC4 (xN)

0 = w
(1)
1;1:0 + w

(1)

1;2
:0+w

(1)
1;3:1 + w

(1)

1;4
:4 + w

(1)
1;5:1 + w

(1)
1;6:0+ � � �+ w

(1)
1;N :0

0 = w
(1)
1;3 + 4w

(1)
1;4 + w

(1)

1;5

eşitli¼gi elde edilir. k = 5; :::; N � 2 için de modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬

ve türevlerinin Çizelge 4.1 de¼gerleri benzer şekilde uygulan¬r.

k = N � 1 için;

 
0

N�1 (x1) = w
(1)
1;1 N�1 (x1) + � � �+ w

(1)
1;N�2 N�1 (xN�2)+w

(1)
1;N�1 N�1 (xN�1) (4.13)

+w
(1)
1;N N�1 (xN)

elde edilir. (4:13)�de modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬ve türevlerinin Çizelge

4.1 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa;

C 0N�1 (x1)�C 0N+1 (x1) = w
(1)
1;1 [CN�1 (x1)�CN+1 (x1)] + � � � (4.14)

+w
(1)
1;N�2 [CN�1 (xN�2)�CN+1 (xN�2)]

+w
(1)
1;N�1 [CN�1 (xN�1)�CN+1 (xN�1)]

+w
(1)
1;N [CN�1 (xN)�CN+1 (xN)]

0 = w
(1)
1;1 [0� 0]+ � � �+ w

(1)
1;N�3 [0� 0]

+w
(1)
1;N�2 [1� 0]+w

(1)
1;N�1 [4� 0]+w

(1)
1;N [1� 1]

0 = w
(1)
1;N�2+4w

(1)
1;N�1

eşitli¼gi elde edilir.

Son olarak k = N için;

 
0

N (x1)= w
(1)
1;1 N (x1) + � � �+ w

(1)

1;N�1 N (xN�1)+w
(1)
1;N N (xN) (4.15)
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elde edilir. (4:15)�te modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬ve türevlerinin Çizelge

4.1 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa;

C 0N (x1)+2C
0
N+1 (x1) = w

(1)
1;1 [CN (x1)+2CN+1 (x1)] + � � � (4.16)

+w
(1)
1;N�2 [CN (xN�2)+2CN+1 (xN�2)]

+w
(1)
1;N�1 [CN (xN�1)+2CN+1 (xN�1)]

+w
(1)
1;N [CN (xN)+2CN+1 (xN)]

0 = w
(1)
1;1 [0 + 2:0]+ � � �+ w

(1)
1;N�2 [0 + 2:0]

+w
(1)
1;N�1 [1 + 2:0]+w

(1)
1;N [4 + 2:1]

0 = w
(1)
1;N�1+6w

(1)
1;N

eşitli¼gi elde edilir. Elde edilen eşitlikler (4:17) denklem sistemi şeklindedir.

�6
h
= 6w

(1)
1;1 + w

(1)
1;2 (4.17)

6

h
= 4w

(1)
1;2 + w

(1)
1;3

0 = w
(1)
1;2 + 4w

(1)
1;3 + w

(1)

1;4

0 = w
(1)
1;3 + 4w

(1)
1;4 + w

(1)

1;5

...

0 = w
(1)
1;N�3 + 4w

(1)
1;N�2 + w

(1)

1;N�1

0 = w
(1)
1;N�2+4w

(1)
1;N�1

0 = w
(1)
1;N�1+6w

(1)
1;N

(4:17) denklem sistemi matris formunda yaz¬l¬rsa:26666666666666664

6 1

0 4 1

1 4 1
. . . . . . . . .

1 4 1

1 4 0

1 6

37777777777777775

26666666666666664

w
(1)
1;1

w
(1)
1;2

w
(1)
1;3

...

w
(1)
1;N�1

w
(1)
1;N

37777777777777775
=

26666666666666664

�6=h

6=h

0
...

0

0

37777777777777775
(4.18)

(4:18) elde edilir. Elde edilen matris sistemi 3-bant Thomas Algoritmas¬ile çözülerek ilk

dü¼güm noktas¬x1 için birinci türeve ait a¼g¬rl¬k katsay¬lar¬bulunur.
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(4:3)�te ikinci dü¼güm noktas¬olan x2 noktas¬için aşa¼g¬daki denklemi elde ederiz:

k = 1; 2; :::; N için;

 
0

k (x2) =
NX
j=1

w
(1)
2;j k (xj) = w

(1)
2;1 k (x1)+w

(1)
2;2 k (x2)+ � � �+ w

(1)
2;N k(xN) (4.19)

k = 1 için;

 
0

1 (x2)= w
(1)
2;1 1 (x1)+w

(1)
2;2 1 (x2)+w

(1)
2;3 1(x3) + � � �+ w

(1)
2;N 1(xN) (4.20)

elde edilir. (4:20)�te modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬ve türevlerinin Çizelge

4.1 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa;

C 01 (x2)+2C
0
0 (x2) = w

(1)
2;1:6 + w

(1)
2;2:1+w

(1)
2;3:0 + � � �+ w

(1)
2;N :0 (4.21)�

�3
h

�
+ 2:0 = 6w

(1)
2;1 + w

(1)
2;2

�3
h
= 6w

(1)
2;1 + w

(1)
2;2

eşitli¼gi elde edilir.

k = 2 için;

 
0

2 (x2)= w
(1)
2;1 2 (x1)+w

(1)
2;2 2 (x2)+w

(1)
2;3 2 (x3) + � � �+ w

(1)
2;N 2(xN) (4.22)

elde edilir. (4:22)�de modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬ve türevlerinin Çizelge

4.1 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa;

C 02 (x2)�C 00 (x2) = w
(1)
2;1:0+w

(1)
2;2:4 + w

(1)
2;3:1 + � � �+ w

(1)
2;N :0 (4.23)

0�0 = 4w
(1)
2;2 + w

(1)
2;3

0 = 4w
(1)
2;2 + w

(1)
2;3

eşitli¼gi elde edilir.

k = 3 için;

 
0

3 (x2)= w
(1)
2;1 3 (x1) + w

(1)

2;2
 3 (x2)+w

(1)
2;3 3 (x3) + w

(1)

2;4
 3 (x4) + � � �+ w

(1)
2;N 3(xN) (4.24)

elde edilir. (4:24)�da modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬ve türevlerinin Çizelge

4.1 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa;

C 03 (x2) = w
(1)
2;1:0 + w

(1)

2;2
:1 + w

(1)
2;3:4 + w

(1)

2;4
:1 + � � �+ w

(1)
2;N :0 (4.25)

3

h
= w

(1)
2;2 + 4w

(1)
2;3 + w

(1)

2;4
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eşitli¼gi elde edilir.

k = 4 için;

 
0

4 (x2)= w
(1)
2;1 4 (x1) + w

(1)

2;2
 4 (x2)+w

(1)
2;3 4 (x3) + w

(1)

2;4
 4 (x4) + � � �+ w

(1)
2;N 4(xN) (4.26)

elde edilir. (4:26)�de modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬ve türevlerinin Çizelge

4.1 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa;

C 04 (x1) = w
(1)
2;1:0 + w

(1)

2;2
:0 + w

(1)
2;3:1 + w

(1)

2;4
:4 + � � �+ w

(1)
2;N :0 (4.27)

0 = w
(1)
2;3 + 4w

(1)
2;4 + w

(1)

2;5

eşitli¼gi elde edilir. k = 5; :::; N � 2 için de modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬

ve türevlerinin Çizelge 4.1 de¼gerleri benzer şekilde uygulan¬r.

k = N � 1 için;

 
0

N�1 (x2) = w
(1)
2;1 N�1 (x1) + � � �+ w

(1)
2;N�2 N�1 (xN�2)+w

(1)
2;N�1 N�1 (xN�1) (4.28)

+w
(1)
2;N N�1 (xN)

elde edilir. (4:28)�de modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬ve türevlerinin Çizelge

4.1 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa;

C 0N�1 (x2)�C 0N+1 (x2) = w
(1)
2;1:0 + � � �+ w

(1)

2;N�3:0 + w
(1)
2;N�2:1 + w

(1)
2;N�1:4 (4.29)

+w
(1)
2;N :0

0� 0 = w
(1)
2;N�2+4w

(1)
2;N�1

0 = w
(1)
2;N�2+4w

(1)
2;N�1

eşitli¼gi elde edilir.

Son olarak k = N için;

 
0

N (x2)= w
(1)
2;1 N (x1) + � � �+ w

(1)

2;N�1 N (xN�1)+w
(1)
2;N N (xN) (4.30)

elde edilir. (4:30)�te modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬ve türevlerinin Çizelge

4.1 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa;

C 0N (x2)+2C
0
N+1 (x2) = w

(1)
2;1:0 + � � �+ w

(1)
2;N�2:0 + w

(1)

2;N�1:1 + w
(1)
2;N :6 (4.31)

0� 0 = w
(1)
2;N�1+6w

(1)
2;N

0 = w
(1)
2;N�1+6w

(1)
2;N
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eşitli¼gi elde edilir. Elde edilen eşitlikler (4:32) denklem sistemi şeklindedir.

�3
h
= 6w

(1)
2;1 + w

(1)
2;2 (4.32)

0 = 4w
(1)
2;2 + w

(1)
2;3

3

h
= w

(1)
2;2 + 4w

(1)
2;3 + w

(1)

2;4

0 = w
(1)
2;3 + 4w

(1)
2;4 + w

(1)

2;5

...

0 = w
(1)
2;N�3 + 4w

(1)
2;N�2 + w

(1)

2;N�1

0 = w
(1)
2;N�2+4w

(1)
2;N�1

0 = w
(1)
2;N�1+6w

(1)
2;N

(4:32) denklem sistemi matris formunda yaz¬l¬rsa:26666666666666664

6 1

0 4 1

1 4 1
. . . . . . . . .

1 4 1

1 4 0

1 6

37777777777777775

26666666666666664

w
(1)
2;1

w
(1)
2;2

w
(1)
2;3

...

w
(1)
2;N�1

w
(1)
2;N

37777777777777775
=

26666666666666664

�3=h

0

3=h
...

0

0

37777777777777775
(4.33)

(4:33) elde edilir: Benzer şekilde 2 � i � N � 1 olmak üzere xi dü¼güm noktalar¬nda

s¬ras¬yla modi�ye edilmi̧s kübik B-spline baz fonksiyonlar¬ ve türevlerinin Çizelge 4.1

de¼gerleri yerine yaz¬larak;

26666666666666664

6 1

0 4 1

1 4 1
. . . . . . . . .

1 4 1

1 4 0

1 6

37777777777777775

26666666666666664

w
(1)
i;1

...

w
(1)
i;i�1

w
(1)
i;i

w
(1)
i;i+1

...

w
(1)
i;N

37777777777777775
=

26666666666666666666664

0
...

0

�3=h

0

3=h

0
...

0

37777777777777777777775

(4.34)

(4:34) denklem sistemi elde edilir.
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Elde edilen bu denklem sisteminin Thomas Algoritmas¬ ile çözümününden N � 2 tane

dü¼güm noktas¬için birinci türeve ait a¼g¬rl¬k katsay¬lar¬bulunur.

(4:3)�te son dü¼güm noktas¬olan xN noktas¬için aşa¼g¬daki denklemi elde ederiz:

k = 1; 2; :::; N için;

 
0

k (xN) =

NX
j=1

w
(1)
N;j k (xj) = w

(1)
N;1 k (x1)+w

(1)
N;2 k (x2)+ � � �+ w

(1)
N;N k(xN) (4.35)

k = 1 için;

 
0

1 (xN)= w
(1)
N;1 1 (x1)+w

(1)
N;2 1 (x2)+w

(1)
N;3 1(x3) + � � �+ w

(1)
N;N 1(xN) (4.36)

elde edilir. (4:36)�te modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬ve türevlerinin Çizelge

4.1 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa;

C 01 (xN)+2C
0
0 (xN) = w

(1)
N;1:6 + w

(1)
N;2:1+w

(1)
N;3:0 + � � �+ w

(1)
N;N :0 (4.37)

0 + 2:0 = 6w
(1)
N;1 + w

(1)
N;2

0 = 6w
(1)
N;1 + w

(1)
N;2

eşitli¼gi elde edilir.

k = 2 için;

 
0

2 (xN)= w
(1)
N;1 2 (x1)+w

(1)
N;2 2 (x2)+w

(1)
N;3 2 (x3) + � � �+ w

(1)
N;N 2(xN) (4.38)

elde edilir. (4:38)�de modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬ve türevlerinin Çizelge

4.1 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa;

C 02 (xN)�C 00 (xN) = w
(1)
N;1:0+w

(1)
N;2:4 + w

(1)
N;3:1 + � � �+ w

(1)
N;N :0 (4.39)

0�0 = 4w
(1)
N;2 + w

(1)
N;3

0 = 4w
(1)
N;2 + w

(1)
N;3

eşitli¼gi elde edilir.

k = 3 için;

 
0

3 (xN)= w
(1)
N;1 3 (x1) + w

(1)

N;2
 3 (x2)+w

(1)
N;3 3 (x3) + w

(1)

N;4
 3 (x4) + � � �+ w

(1)
N;N 3(xN)

(4.40)
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elde edilir. (4:40)�da modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬ve türevlerinin Çizelge

4.1 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa;

C 03 (xN) = w
(1)
N;1:0 + w

(1)

N;2
:1 + w

(1)
N;3:4 + w

(1)

N;4
:1 + � � �+ w

(1)
N;N :0 (4.41)

0 = w
(1)
N;2 + 4w

(1)
N;3 + w

(1)

N;4

eşitli¼gi elde edilir. k = 4; :::; N � 3 içinde modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬ve

türevlerinin Çizelge 4.1 de¼gerleri benzer şekilde uygulan¬r.

k = N � 2 için;

 
0

N�2 (xN) = w
(1)
N;1 N�2 (x1) + � � �+ w

(1)
N;N�3 N�2 (xN�3) + w

(1)
N;N�2 N�2 (xN�2) (4.42)

+w
(1)
N;N�1 N�2 (xN�1)+w

(1)
N;N N�2 (xN)

elde edilir. (4:42)�de modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬ve türevlerinin Çizelge

4.1 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa;

C 0N�2 (xN) = w
(1)
N;1:0 + � � �+ w

(1)

N;N�3:1 + w
(1)
N;N�2:4 + w

(1)
N;N�1:1 + w

(1)
N;N :0 (4.43)

0 = w
(1)
N;N�3+4w

(1)
N;N�2+w

(1)
N;N�1

eşitli¼gi elde edilir.

k = N � 1 için;

 
0

N�1 (xN) = w
(1)
N;1 N�1 (x1) + � � �+ w

(1)
N;N�2 N�1 (xN�2)+w

(1)
N;N�1 N�1 (xN�1) (4.44)

+w
(1)
N;N N�1 (xN)

elde edilir. (4:44)�de modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬ve türevlerinin Çizelge

4.1 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa;

C 0N�1 (xN)�C 0N+1 (xN) = w
(1)
N;1:0 + � � �+ w

(1)

N;N�3:0 + w
(1)
N;N�2:1 + w

(1)
N;N�1:4 (4.45)

+w
(1)
N;N :0�

�3
h

�
�
�
3

h

�
= w

(1)
N;N�2+4w

(1)
N;N�1

�6
h
= w

(1)
N;N�2+4w

(1)
N;N�1

eşitli¼gi elde edilir.

Son olarak k = N için;

 
0

N (xN)= w
(1)
N;1 N (x1) + � � �+ w

(1)

N;N�1 N (xN�1)+w
(1)
N;N N (xN) (4.46)
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elde edilir. (4:46)�te modi�ye edilmi̧s kübik B-spline fonksiyonlar¬ve türevlerinin Çizelge

4.1 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa;

C 0N (xN)+2C
0
N+1 (xN) = w

(1)
N;1:0 + � � �+ w

(1)
N;N�2:0 + w

(1)

N;N�1:1 + w
(1)
N;N :6 (4.47)

0 + 2:

�
3

h

�
= w

(1)
N;N�1+6w

(1)
N;N

6

h
= w

(1)
N;N�1+6w

(1)
N;N

eşitli¼gi elde edilir. Elde edilen eşitlikler (4:48) denklem sistemi şeklindedir.

0 = 6w
(1)
N;1 + w

(1)
N;2 (4.48)

0 = 4w
(1)
N;2 + w

(1)
N;3

0 = w
(1)
N;2 + 4w

(1)
N;3 + w

(1)

N;4

0 = w
(1)
N;3 + 4w

(1)
N;4 + w

(1)

N;5

...

0 = w
(1)
N;N�3 + 4w

(1)
N;N�2 + w

(1)

N;N�1

�6
h
= w

(1)
N;N�2+4w

(1)
N;N�1

6

h
= w

(1)
N;N�1+6w

(1)
N;N

(4:48) denklem sistemi matris formunda yaz¬l¬rsa:26666666666666664

6 1

0 4 1

1 4 1
. . . . . . . . .

1 4 1

1 4 0

1 6

37777777777777775

26666666666666664

w
(1)
N;1

w
(1)
N;2

...

w
(1)
N;N�2

w
(1)
N;N�1

w
(1)
N;N

37777777777777775
=

26666666666666664

0

0
...

0

�6=h

6=h

37777777777777775
(4.49)

elde edilir. Böylece xi; (i = 1; 2; � � � ; N) dü¼güm noktalar¬yla ilgili w(1)i;j a¼g¬rl¬k katsay¬lar¬

(4:18), (4:34) ve (4:49) denklem sistemlerinin 3-bant Thomas Algoritmas¬ile çözülmesiyle

elde edilir.

4.1.2 ·Ikinci Mertebeden Türeve Ait A¼g¬rl¬k Katsay¬lar¬

·Ikinci mertebeden türeve ait a¼g¬rl¬k katsay¬lar¬; Shu�nun rekürsif formülü ile birinci mer-

tebeden türeve ait a¼g¬rl¬k katsay¬lar¬na ba¼gl¬ olarak elde edilir. i = 1; 2; � � � ; N , j =
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1; 2; � � � ; N için Shu�nun rekürsif formülü ile ikinci mertebeden türeve ait a¼g¬rl¬k kat-

say¬lar¬aşa¼g¬daki gibidir [110]:

w
(2)
i;j = 2w

(1)
i;j

�
w
(1)
i;i �

1

(xi � xj)

�
; i 6= j (4.50)

w
(2)
i;i = �

NX
j=1;j 6=i

w
(2)
i;j (4.51)

4.1.3 Üçüncü Mertebeden Türeve Ait A¼g¬rl¬k Katsay¬lar¬

Üçüncü mertebeden türeve ait a¼g¬rl¬k katsay¬lar¬; birinci ve ikinci mertebeden türeve ait

a¼g¬rl¬k katsay¬lar¬na ba¼gl¬olarak elde edilir. Matris çarp¬m¬yaklaş¬m¬ile m: mertebeden

türevin a¼g¬rl¬k katsay¬lar¬
�
A(m)

�
; (m� 1) mertebeden türevin a¼g¬rl¬k katsay¬lar¬

�
A(m�1)

�
ve 1: mertebeden türevin a¼g¬rl¬k katsay¬lar¬

�
A(1)

�
ile (4:52) eşitli¼gindeki gibidir [110].

�
A(m)

�
=
�
A(1)

� �
A(m�1)

�
=
�
A(m�1)

� �
A(1)

�
; m = 2; 3; � � � ; N � 1: (4.52)

4.2 ZAMANA BA¼GLI NÜMER·IK ·INTEGRASYON

Bu tezde coupled KdV denkleminin zamana ba¼gl¬integrasyonu Strong Stability Preser-

ving Runge-Kutta (SSP-RK) metodu ile yap¬ld¬. Strong Stability Preserving Runge-Kutta

metodunu uygulayabilmek için denklem diferansiyel kuadrature metot ile ayr¬klaşt¬rd¬k-

tan sonra zamana ba¼gl¬türev terimi yaln¬z b¬rak¬larak integrasyon yap¬l¬r.

4.2.1 SSP-RK43

(3:5)�de verilen s¬n¬r koşullar¬kullan¬larak (3:4) denklem sistemi;

Ut � 6�UUx � 2�V Vx � �Uxxx = 0;

Vt + 3UVx + Vxxx = 0;
(4.53)

aşa¼g¬daki gibi yeniden yaz¬labilir:

Ut = 6�UUx + 2�V Vx + �Uxxx

Vt = �3UVx � Vxxx
(4.54)
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Daha sonra birinci ve üçüncü mertebeden diferansiyel kuadratur metodun türev yaklaş¬m-

lar¬(4:54) denkleminde kullan¬lmas¬yla (4:55) adi diferansiyel denklemi elde edilir:

dU(xi)
dt
= 6�U(xi; t)

NX
j=1

w
(1)
i;j U (xj; t)+2�V (xi; t)

NX
j=1

w
(1)
i;j V (xj; t)+�

NX
j=1

w
(3)
i;j U (xj; t)

dV (xi)
dt
= �3U(xi; t)

NX
j=1

w
(1)
i;j V (xj; t)�

NX
j=1

w
(3)
i;j V (xj; t) ; i = 1(1)N

(4.55)

Daha sonra (4:55) denklem sistemi ile verilen cebirsel adi diferansiyel denklem sistemi

zamana göre integre edilir. Burada strong stability-preserving Runge-Kutta (SSP-RK43)

yöntemi, kullan¬m kolayl¬¼g¬ve i̧slem yükünün azl¬¼g¬sebebi ile tercih edildi [112].

SSP-RK43

q1 = u;

q2 = q1 + �t=2 � F (q1);

q2 = q2 + �t=2 � F (q2)

q2 = 2=3 � q1 + 1=3 � (q2 + �t=2 � F (q2))

q2 = q2 + �t=2 � F (q2)

u = q2
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BÖLÜM 5

NÜMER·IK ÇÖZÜMLER

Bu bölümde (3:4) coupled KdV denkleminin;

U (a; t) = U (b; t) = 0; V (a; t) = V (b; t) = 0; t � 0 (5.1)

s¬n¬r şartlar¬ ve üç farkl¬ model problemindeki başlang¬ç şartlar¬ ile birlikte modi�ye

edilmi̧s kübik B-spline baz fonksiyonunu kullanarak diferansiyel kuadratur metot ile

nümerik çözümleri elde edildi. Nümerik yöntemin do¼grulu¼gu, U ve V �nin nümerik çözüm-

lerinin analitik çözümlerine ne kadar taml¬kta yaklaşt¬¼g¬n¬göstermek için L2 ortalama

hata ve L1 maximum hata normlar¬kullan¬ld¬. L2 ve L1 hata normlar¬s¬ras¬yla aşa¼g¬-

daki gibidir:

L2 = ku� UNk2 =

vuuth
NX
j=0

���uj � (UN)j���2 ;
L1 = ku� UNk1 = max

0�j�N

���uj � (UN)j���

Hata normlar¬na ek olarak coupled KdV denkleminin en düşük iki korunum sabiti olan,

s¬ras¬yla kütle ve momentuma kaŗs¬l¬k gelen

I1 =

1Z
�1

Udx ve I2 =

1Z
�1

�
U2 + 2

3
�V 2

�
dx

hesapland¬.

I1 ve I2 korunum sabitlerinin ba¼g¬l de¼gi̧sim oran¬;

Îi =
Isoni � Iba şlang¬çi

Iba şlang¬çi

; i = 1; 2:

ile hesapland¬.
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5.1 MODEL PROBLEM 1: TEK SOL·ITON DALGA

Bu bölümde, aşa¼g¬daki �; � ve � de¼gerleri ile �25 � x � 25 aral¬¼g¬nda Model Problem

1 için modi�ye edilmi̧s kübik B-spline diferansiyel kuadratur metot ile nümerik çözümler

elde edildi.

TipA : � = 0:5; � = �3 ve � = 0:5:

TipB : � = �0:5; � = 3 ve � = 0:5:

TipC : � = �0:125; � = �3 ve � = 0:5:

TipA, TipB ve TipC de¼gerleri için elde edilen sonuçlar aşa¼g¬daki çizelgelerde verilmi̧stir.

Farkl¬N dü¼güm noktalar¬ve�t zaman ad¬mlar¬nda hesaplanan I1 ve I2 korunum sabitleri

ile birlikte L2 ve L1 hata normlar¬t = 0 - t = 20 zaman aral¬¼g¬nda Çizelge 5:1, Çizelge

5:3 ve Çizelge 5:5�te, korunum sabitlerinin ba¼g¬l de¼gi̧simleri ise Çizelge 5:2, Çizelge 5:4

ve Çizelge 5:6� da verilmi̧stir. Çizelgeler, zaman ad¬mlar¬ küçüldükçe L2 ve L1 hata

normlar¬n¬n azald¬¼g¬n¬, I1 ve I2 korunum sabitleri de¼gerlerinin neredeyse sabit kald¬¼g¬n¬

göstermektedir.

Çizelge 5:1�de, TipA de¼gerleri için �t = 0:01 ve N = 149; �t = 0:001 ve N = 311;

�t = 0:0001 ve N = 421 ile hesaplanan I1 ve I2 korunum sabitleri ile L2 ve L1 hata

normlar¬verilmi̧stir.

Çizelge 5.1 TipA: Tek soliton dalgan¬n farkl¬�t ve N için nümerik çözümleri
UN (x; t) VN (x; t)

�t N t I1 I2 L2 � 103 L1 � 103 L2 � 103 L1 � 103

0:01 149 0:0 2:000000 �0:333333 0:000000 0:000000 0:000000 0:000000

5:0 1:999986 �0:333333 0:016370 0:087671 0:040544 0:020166

10:0 2:000008 �0:333333 0:365521 0:178479 0:133577 0:077735

15:0 1:999998 �0:333333 0:660599 0:377482 0:244838 0:142409

20:0 2:000001 �0:333333 0:896964 0:484423 0:315272 0:152162

0:001 311 0:0 1:999999 �0:333333 0:000000 0:000000 0:000000 0:000000

5:0 1:999999 �0:333333 0:010033 0:004987 0:007833 0:002852

10:0 2:000001 �0:333333 0:018413 0:009338 0:010895 0:005556

15:0 2:000000 �0:333333 0:024522 0:014660 0:013797 0:007308

20:0 2:000001 �0:333333 0:017418 0:008458 0:019452 0:013045

0:0001 421 0:0 1:999999 �0:333333 0:000000 0:000000 0:000000 0:000000

5:0 1:999999 �0:333334 0:002901 0:001555 0:006830 0:002866

10:0 1:999998 �0:333333 0:007193 0:004549 0:007726 0:003918

15:0 2:000000 �0:333334 0:010394 0:006291 0:010657 0:007794

20:0 1:999998 �0:333334 0:006064 0:003194 0:018083 0:013646

32



Çizelge 5:1�de verilen I1 ve I2 korunum sabitlerinin t = 0 ve t = 20 zaman aral¬¼g¬ndaki

ba¼g¬l de¼gi̧simleri, �t = 0:01 zaman ad¬m¬ ve N = 149 dü¼güm noktas¬ için s¬ras¬yla

0:5 � 10�6 ve 0:0 � 10�6; �t = 0:001 zaman ad¬m¬ve N = 311 dü¼güm noktas¬ için

s¬ras¬yla 1:0� 10�6 ve 0:0� 10�6; �t = 0:0001 zaman ad¬m¬ve N = 421 dü¼güm noktas¬

için s¬ras¬yla �0:5�10�6 ve 3:0�10�6 olarak hesaplanm¬̧st¬r. I1 ve I2 korunum sabitlerinin

hesaplanan ba¼g¬l de¼gi̧simleri Çizelge 5:2�de verilmi̧stir. Bu sonuçlardan; �t zaman ad¬m¬

küçüldükçe I1 ve I2 korunum sabitlerindeki de¼gi̧simlerin azald¬¼g¬aç¬kça görülür.

Çizelge 5.2 TipA: I1 ve I2 korunum sabitlerinin farkl¬�t ve N için ba¼g¬l de¼gi̧simleri

�t N t I1 I2 Î1 Î2

0:01 149 0:0 2:000000 �0:333333 � �

5:0 1:999986 �0:333333 �7:0� 10�6 0:0� 10�6

10:0 2:000008 �0:333333 4:0� 10�6 0:0� 10�6

15:0 1:999998 �0:333333 �1:0� 10�6 0:0� 10�6

20:0 2:000001 �0:333333 0:5� 10�6 0:0� 10�6

0:001 311 0:0 1:999999 �0:333333 � �

5:0 1:999999 �0:333333 0:0� 10�6 0:0� 10�6

10:0 2:000001 �0:333333 1:0� 10�6 0:0� 10�6

15:0 2:000000 �0:333333 0:5� 10�6 0:0� 10�6

20:0 2:000001 �0:333333 1:0� 10�6 0:0� 10�6

0:0001 421 0:0 1:999999 �0:333333 � �

5:0 1:999999 �0:333334 0:0� 10�6 3:0� 10�6

10:0 1:999998 �0:333333 �0:5� 10�6 0:0� 10�6

15:0 2:000000 �0:333334 0:5� 10�6 3:0� 10�6

20:0 1:999998 �0:333334 �0:5� 10�6 3:0� 10�6

Çizelge 5:3� te, TipB de¼gerleri için �t = 0:01 ve N = 149; �t = 0:001 ve N = 271;

�t = 0:0001 ve N = 421 ile hesaplanan I1 ve I2 korunum sabitleri ile L2 ve L1 hata

normlar¬ verilmi̧stir. �t zaman ad¬m¬küçüldükçe L2 ve L1 hata normlar¬n¬n azald¬¼g¬

aç¬kt¬r.
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Çizelge 5.3 TipB: Tek soliton dalgan¬n farkl¬�t ve N için nümerik çözümleri
UN (x; t) VN (x; t)

�t N t I1 I2 L2 � 103 L1 � 103 L2 � 103 L1 � 103

0:01 149 0:0 2:000000 1:000000 0:000000 0:000000 0:000000 0:000000

5:0 2:000005 1:000000 0:074947 0:044441 0:014556 0:009442

10:0 1:999991 1:000000 0:088352 0:056638 0:023889 0:014189

15:0 2:000008 1:000000 0:098418 0:068640 0:031542 0:015068

20:0 2:000005 1:000000 0:131279 0:089817 0:044016 0:019204

0:001 271 0:0 1:999999 1:000000 0:000000 0:000000 0:000000 0:000000

5:0 2:000000 1:000000 0:006430 0:004655 0:003891 0:001658

10:0 2:000000 1:000000 0:006898 0:004988 0:005549 0:003376

15:0 2:000000 1:000000 0:006580 0:004092 0:009134 0:006408

20:0 2:000000 1:000000 0:007243 0:004430 0:017357 0:011420

0:0001 421 0:0 1:999999 1:000000 0:000000 0:000000 0:000000 0:000000

5:0 1:999999 1:000000 0:001762 0:001087 0:003769 0:002040

10:0 1:999999 1:000000 0:002950 0:001737 0:005229 0:003589

15:0 1:999999 1:000000 0:003405 0:001238 0:009065 0:006734

20:0 1:999999 1:000000 0:004569 0:002235 0:017473 0:012434

Çizelge 5:3�te verilen I1 ve I2 korunum sabitlerinin t = 0 ve t = 20 zaman aral¬¼g¬nda

ki ba¼g¬l de¼gi̧simleri, �t = 0:01 zaman ad¬m¬ve N = 149 dü¼güm noktas¬ için s¬ras¬yla

2:5 � 10�6 ve 0:0 � 10�6; �t = 0:001 zaman ad¬m¬ve N = 271 dü¼güm noktas¬ için

s¬ras¬yla 0:5� 10�6 ve 0:0� 10�6; �t = 0:0001 zaman ad¬m¬ve N = 421 dü¼güm noktas¬

için s¬ras¬yla 0:0�10�6 ve 0:0�10�6 olarak hesaplanm¬̧st¬r. I1 ve I2 korunum sabitlerinin

hesaplanan ba¼g¬l de¼gi̧simleri Çizelge 5:4�te verilmi̧stir. Bu sonuçlardan; �t zaman ad¬m¬

küçüldükçe I1 korunum sabitindeki de¼gi̧simin azald¬¼g¬ ve I2 korunum sabititinin ayn¬

kald¬¼g¬aç¬kça görülür.

Çizelge 5.4 TipB: I1 ve I2 korunum sabitlerinin farkl¬�t ve N için ba¼g¬l de¼gi̧simleri

�t N t I1 I2 Î1 Î2

0:01 149 0:0 2:000000 1:000000 � �

5:0 2:000005 1:000000 2:5� 10�6 0:0� 10�6

10:0 1:999991 1:000000 �4:5� 10�6 0:0� 10�6

15:0 2:000008 1:000000 4:0� 10�6 0:0� 10�6

20:0 2:000005 1:000000 2:5� 10�6 0:0� 10�6

0:001 271 0:0 1:999999 1:000000 � �

5:0 2:000000 1:000000 0:5� 10�6 0:0� 10�6

10:0 2:000000 1:000000 0:5� 10�6 0:0� 10�6

15:0 2:000000 1:000000 0:5� 10�6 0:0� 10�6

20:0 2:000000 1:000000 0:5� 10�6 0:0� 10�6

0:0001 421 0:0 1:999999 1:000000 � �

5:0 1:999999 1:000000 0:0� 10�6 0:0� 10�6

10:0 1:999999 1:000000 0:0� 10�6 0:0� 10�6

15:0 1:999999 1:000000 0:0� 10�6 0:0� 10�6

20:0 1:999999 1:000000 0:0� 10�6 0:0� 10�6
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Çizelge 5:5�te, TipC de¼gerleri için �t = 0:01 ve N = 149; �t = 0:001 ve N = 251; �t =

0:0001 ve N = 361 ile hesaplanan I1 ve I2 korunum sabitleri ile L2 ve L1 hata normlar¬

verilmi̧stir. Çizelgeden, �t küçüldükçe L2 ve L1 hata normlar¬n¬n azald¬¼g¬görülür.

Çizelge 5.5 TipC: Tek soliton dalgan¬n farkl¬�t ve N için nümerik çözümleri
UN (x; t) VN (x; t)

�t N t I1 I2 L2 � 103 L1 � 103 L2 � 103 L1 � 103

0:01 149 0:0 2:000000 0:500000 0:000000 0:000000 0:000000 0:000000

5:0 2:000000 0:500000 0:047827 0:029764 0:009347 0:004575

10:0 2:000001 0:500000 0:064771 0:046385 0:014908 0:008679

15:0 1:999994 0:500000 0:106142 0:072425 0:029563 0:016683

20:0 2:000005 0:500000 0:185821 0:123879 0:064441 0:033510

0:001 251 0:0 2:000000 0:500000 0:000000 0:000000 0:000000 0:000000

5:0 1:999999 0:500000 0:005834 0:003675 0:002957 0:001338

10:0 2:000000 0:500000 0:007274 0:004762 0:004647 0:002462

15:0 2:000000 0:500000 0:009062 0:006096 0:008181 0:004787

20:0 1:999999 0:500000 0:009251 0:006144 0:015080 0:008560

0:0001 361 0:0 1:999999 0:500000 0:000000 0:000000 0:000000 0:000000

5:0 1:999999 0:500000 0:001360 0:000905 0:002751 0:001544

10:0 1:999999 0:500000 0:001797 0:001080 0:003995 0:002534

15:0 2:000000 0:500000 0:002773 0:002047 0:007099 0:004858

20:0 2:000000 0:500000 0:003395 0:001823 0:013654 0:009361

Çizelge 5:5�te verilen I1 ve I2 korunum sabitlerinin t = 0 ve t = 20 zaman aral¬¼g¬ndaki

ba¼g¬l de¼gi̧simleri, �t = 0:01 zaman ad¬m¬ ve N = 149 dü¼güm noktas¬ için s¬ras¬yla

2:5 � 10�6 ve 0:0 � 10�6; �t = 0:001 zaman ad¬m¬ve N = 251 dü¼güm noktas¬ için

s¬ras¬yla �0:5�10�6 ve 0:0�10�6; �t = 0:0001 zaman ad¬m¬ve N = 361 dü¼güm noktas¬

için s¬ras¬yla 0:5�10�6 ve 0:0�10�6 olarak hesaplanm¬̧st¬r. I1 ve I2 korunum sabitlerinin

hesaplanan ba¼g¬l de¼gi̧simleri Çizelge 5:6�da verilmi̧stir. Bu sonuçlardan, �t zaman ad¬m¬

küçüldükçe I1 korunum sabitindeki de¼gi̧simin azal¬p neredeyse sabit kald¬¼g¬ve I2 korunum

sabitinin de¼gerinin sabit kald¬¼g¬aç¬kça görülür.
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Çizelge 5.6 TipC: I1 ve I2 korunum sabitlerinin farkl¬�t ve N için ba¼g¬l de¼gi̧simleri

�t N t I1 I2 Î1 Î2

0:01 149 0:0 2:000000 0:500000 � �

5:0 2:000000 0:500000 0:0� 10�6 0:0� 10�6

10:0 2:000001 0:500000 0:5� 10�6 0:0� 10�6

15:0 1:999994 0:500000 �3:0� 10�6 0:0� 10�6

20:0 2:000005 0:500000 2:5� 10�6 0:0� 10�6

0:001 251 0:0 2:000000 0:500000 � �

5:0 1:999999 0:500000 �0:5� 10�6 0:0� 10�6

10:0 2:000000 0:500000 0:0� 10�6 0:0� 10�6

15:0 2:000000 0:500000 0:0� 10�6 0:0� 10�6

20:0 1:999999 0:500000 �0:5� 10�6 0:0� 10�6

0:0001 361 0:0 1:999999 0:500000 � �

5:0 1:999999 0:500000 0:0� 10�6 0:0� 10�6

10:0 1:999999 0:500000 0:0� 10�6 0:0� 10�6

15:0 2:000000 0:500000 0:5� 10�6 0:0� 10�6

20:0 2:000000 0:500000 0:5� 10�6 0:0� 10�6

Tek soliton dalgan¬n TipA, TipB, TipC de¼gerleri ve t=0; 5; 10; 15 ve 20 için elde edilen

UN ve VN çözüm gra�kleri Şekil 5:1 - Şekil 5:3�te verilmi̧stir. Şekil 5:1, Şekil 5:2 ve Şekil

5:3�ten soliton dalgan¬n, t artarken neredeyse de¼gi̧smeyen genlikle sa¼ga do¼gru hareket

etti¼gi aç¬kça görülmektedir.
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Şekil 5:1 TipA: Tek soliton dalgan¬n �25 � x � 25 aral¬¼g¬nda t = 0 � t = 20; �t = 0:01;

N = 149 için elde edilen çözüm gra�kleri.
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Şekil 5:2 TipB: Tek soliton dalgan¬n �25 � x � 25 aral¬¼g¬nda t = 0 � t = 20; �t = 0:01;

N = 149 için elde edilen çözüm gra�kleri.
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Şekil 5:3 TipC: Tek soliton dalgan¬n �25 � x � 25 aral¬¼g¬nda t = 0 � t = 20; �t = 0:01;

N = 149 için elde edilen çözüm gra�kleri.
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Yukar¬daki TipA, TipB ve TipC için elde edilen UN ve VN çözüm gra�klerinden aç¬kça

görülür ki; soliton dalga t=0�dan t=20 zaman¬na ç¬karken neredeyse de¼gi̧smeyen genlikle

sa¼ga do¼gru hareket etmektedir. Ayr¬ca TipA, TipB ve TipC için tek soliton dalgan¬n t=20

zaman¬nda ki hata normlar¬n¬n gra�kleri Şekil 5:4�Şekil 5:6�da verilmi̧stir.

Şekil 5:4 TipA: Tek soliton dalgan¬n¬n t = 20 zaman¬nda �t = 0:0001; N = 421 için elde

edilen hata norm gra�kleri.

Şekil 5:5 TipB: Tek soliton dalgan¬n¬n t = 20 zaman¬nda �t = 0:0001; N = 421 için elde

edilen hata norm gra�kleri.
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Şekil 5:6 TipC: Tek soliton dalgan¬n¬n t = 20 zaman¬nda �t = 0:0001; N = 361 için elde

edilen hata norm gra�kleri.

5.2 MODEL PROBLEM 2: ·IK·I DALGANIN G·IR·IŞ·IM·I

Bu bölümde Model Problem 2 için modi�ye edilmi̧s kübik B-spline diferansiyel kuadratur

metot ile nümerik çözümler elde edildi.

Soliton dalga çiftinin giri̧simine ait nümerik çözümler, 1 = 10; 2 = 30; �1 = 1; �2 = 0:6;

� = 0:5 ve � = �3 de¼gerleri ile �10 � x � 120 aral¬¼g¬nda elde edilmi̧stir. t= 0�t=

100 zaman aral¬¼g¬nda, farkl¬N dü¼güm noktalar¬ve �t zaman ad¬mlar¬nda hesaplanan

I1 ve I2 korunum sabitleri ve ba¼g¬l de¼gi̧simleri Çizelge 5:7 ve Çizelge 5:80de verilmi̧stir.

Çizelgelerden, �t zaman ad¬m¬küçüldükçe I1 ve I2 korunum sabitlerinin de¼gerlerindeki

de¼gi̧simin azald¬¼g¬görülür.

Çizelge 5:7�de, �t = 0:001 ve N = 801 ile �t = 0:0001 ve N = 1301 de¼gerleri ile hesap-

lanan I1 ve I2 korunum sabitleri ve ba¼g¬l de¼gi̧simleri verilmi̧stir. Korunum sabitlerinin

t = 100�deki ba¼g¬l de¼gi̧simleri, �t = 0:001 zaman ad¬m¬ve N = 801 dü¼güm noktas¬için

s¬ras¬yla 1:2� 10�5 ve �3:0� 10�6 olarak hesaplanm¬̧st¬r.
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Çizelge 5.7 ·Iki soliton dalga giri̧siminin I1 ve I2 korunum sabitleri ve ba¼g¬l de¼gi̧simleri

�t = 0:001 N = 801

t I1 I2 Î1 Î2

0:0 6:399998 �3:242665 � �

10:0 6:400012 �3:242662 2:1� 10�6 �0:9� 10�6

20:0 6:400033 �3:242654 5:4� 10�6 �3:3� 10�6

30:0 6:400041 �3:242647 6:7� 10�6 �5:5� 10�6

40:0 6:399754 �3:242651 �3:8� 10�5 �4:3� 10�6

50:0 6:399984 �3:242651 �2:1� 10�6 �4:3� 10�6

60:0 6:400202 �3:242563 3:1� 10�5 �3:1� 10�5

70:0 6:399948 �3:242635 �7:8� 10�6 �9:2� 10�6

80:0 6:400078 �3:242619 1:2� 10�5 �1:4� 10�5

90:0 6:400477 �3:242580 7:4� 10�5 �2:6� 10�5

100:0 6:400076 �3:242664 1:2� 10�5 �0:3� 10�6

Çizelge 5:8�de verilen t= 0 ve t= 100 zaman aral¬¼g¬ndaki I1 ve I2 korunum sabitleri

ve ba¼g¬l de¼gi̧simleri verilmi̧stir. Korunum sabitlerinin t = 100� deki ba¼g¬l de¼gi̧simleri,

�t = 0:0001 zaman ad¬m¬ ve N = 1301 dü¼güm noktas¬ için s¬ras¬yla 1:4 � 10�6 ve

�0:3 � 10�6 olarak hesaplanm¬̧st¬r. Çizelge 5:7 ve Çizelge 5:8� den, �t zaman ad¬m¬

küçüldükçe I1 ve I2 korunum sabitlerindeki de¼gi̧simin azald¬¼g¬aç¬kça görülür.

Çizelge 5.8 ·Iki soliton dalga giri̧siminin I1 ve I2 korunum sabitleri ve ba¼g¬l de¼gi̧simleri

�t = 0:0001 N = 1301

t I1 I2 Î1 Î2

0:0 6:399994 �3:242667 � �

10:0 6:400002 �3:242666 1:2� 10�6 �0:3� 10�6

20:0 6:399998 �3:242659 0:6� 10�6 �2:4� 10�6

30:0 6:400006 �3:242651 1:8� 10�6 �4:9� 10�6

40:0 6:399983 �3:242644 �1:7� 10�6 �7:0� 10�6

50:0 6:400005 �3:242636 1:7� 10�6 �9:5� 10�6

60:0 6:400015 �3:242622 3:2� 10�6 �1:3� 10�5

70:0 6:400002 �3:242623 1:2� 10�6 �1:3� 10�5

80:0 6:400019 �3:242622 3:9� 10�6 �1:3� 10�5

90:0 6:400041 �3:242613 7:3� 10�6 �1:6� 10�5

100:0 6:400003 �3:242666 1:4� 10�6 �0:3� 10�6

·Iki soliton dalga giri̧siminin, � = 0:5, � = �3; �t = 0:001; N = 801 de¼gerleri ve

t = 0� t = 100 için elde edilen UN ve VN çözüm gra�kleri s¬ras¬yla Şekil 5:7 ve Şekil 5:8�

de verilmi̧stir.

UN için verilen çözüm gra�¼gi Şekil 5:7� den görülür ki; t = 0 an¬nda büyük genlikli

soliton dalga, küçük genlikli soliton dalgan¬n solundad¬r. Zaman ilerledikçe iki soliton

dalga sa¼ga do¼gru hareket eder. Büyük genlikli soliton dalgan¬n h¬z¬yüksek oldu¼gundan

zaman artt¬kça küçük genlikli soliton dalgay¬yakalar. Yaklaş¬k t = 60 an¬nda iki soliton

dalgan¬n giri̧simi başlar ve büyük soliton dalgan¬n, küçük soliton dalgay¬içerdi¼gi görülür.
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t = 80 an¬nda ise büyük soliton dalgan¬n, küçük soliton dalgadan ayr¬larak yer de¼gi̧stirdi¼gi

ve iki soliton dalgan¬n özelliklerini koruyarak ilerlemeye devam etti¼gi görülür.

Şekil 5:7 ·Iki soliton dalgan¬n �10 � x � 120 aral¬¼g¬nda �t = 0:001; N = 801; t =

0� 100; 1 = 10; 2 = 30; �1 = 1; �2 = 0:6; � = 0:5 ve � = �3 için UN çözüm gra�kleri.
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Şekil 5:8 ·Iki soliton dalgan¬n �10 � x � 120 aral¬¼g¬nda �t = 0:001; N = 801; t =

0� 100; 1 = 10; 2 = 30; �1 = 1; �2 = 0:6; � = 0:5 ve � = �3 için VN çözüm gra�kleri.
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VN için verilen çözüm gra�¼gi Şekil 5:8�den görülür ki; t = 0 an¬nda büyük genlikli soliton

dalga, küçük genlikli soliton dalgan¬n solundad¬r. Zaman ilerledikçe iki soliton dalga sa¼ga

do¼gru hareket eder. Büyük genlikli soliton dalgan¬n h¬z¬yüksek oldu¼gundan dolay¬zaman

artt¬kça küçük genlikli soliton dalgay¬yakalar. Yaklaş¬k t = 60 an¬nda iki soliton dalgan¬n

giri̧simi başlar ve büyük soliton dalgan¬n, küçük soliton dalgay¬içerdi¼gi görülür. t = 80

an¬nda ise büyük soliton dalgan¬n, küçük soliton dalgadan ayr¬larak yer de¼gi̧stirdi¼gi ve iki

soliton dalgan¬n ilerlemeye devam etti¼gi görülür.

Sonuç olarak UN ve VN için verilen çözüm gra�kleri Şekil 5.7 ve Şekil 5.8; ayn¬zamanda

farkl¬genli¼ge sahip iki soliton dalgan¬n giri̧simini göstermektedir.

5.3 MODEL PROBLEM 3: DALGA OLUŞUMU

Bu bölümde Model Problem 3 için modi�ye edilmi̧s kübik B-spline diferansiyel kuadratur

metot ile nümerik çözümler elde edildi.

Soliton dalga oluşumuna ait nümerik çözümler, �50 � x � 150 aral¬¼g¬nda � = 0:5 ve

� = �3 de¼gerleri için elde edilmi̧stir. Farkl¬N dü¼güm noktalar¬ve �t zaman ad¬mlar¬nda

hesaplanan I1 ve I2 korunum sabitlerinin t= 0� t= 50 zaman aral¬¼g¬ndaki kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬

ve korunum sabitlerinin ba¼g¬l de¼gi̧simleri Çizelge 5:9�da verilmi̧stir.

Çizelge 5.9 Soliton dalga oluşumunun I1 ve I2 korunum sabitleri ve ba¼g¬l de¼gi̧simleri

�t N t I1 I2 Î1 Î2

0:001 1271 0:0 17:724540 �12:533140 � �

10:0 17:724550 �12:533550 0:5� 10�6 3:2� 10�5

20:0 17:724540 �12:533580 0:0� 10�6 3:5� 10�5

30:0 17:724770 �12:533480 1:2� 10�5 2:7� 10�5

40:0 17:726600 �12:533310 1:1� 10�4 1:3� 10�5

50:0 17:725560 �12:533080 5:7� 10�5 �4:7� 10�6

0:0001 1751 0:0 17:724520 �12:533140 � �

10:0 17:724540 �12:533260 1:1� 10�6 9:5� 10�6

20:0 17:724540 �12:533300 1:1� 10�6 1:2� 10�5

30:0 17:724580 �12:533310 3:3� 10�6 1:3� 10�5

40:0 17:724730 �12:533290 1:1� 10�6 1:1� 10�5

50:0 17:724520 �12:533160 0:0� 10�6 1:5� 10�6
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Çizelge 5:9�da, �t = 0:001 ve N = 1271 ile �t = 0:0001 ve N = 1751 de¼gerleri ile

hesaplanan I1 ve I2 korunum sabitlerinin kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬ ve t = 0 ve t = 50 zaman

aral¬¼g¬ndaki I1 ve I2 korunum sabitlerinin ba¼g¬l de¼gi̧simleri verilmi̧stir. Korunum sabit-

lerinin ba¼g¬l de¼gi̧simleri, �t = 0:001 zaman ad¬m¬ ve N = 1271 dü¼güm noktas¬ için

s¬ras¬yla 5:7 � 10�5 ve �4:7 � 10�6; �t = 0:0001 zaman ad¬m¬ve N = 1751 dü¼güm

noktas¬ için s¬ras¬yla 0:0 � 10�6 ve 1:5 � 10�6 olarak hesaplanm¬̧st¬r. Bu sonuçlardan;

�t zaman ad¬m¬küçüldükçe I1 ve I2 korunum sabitlerindeki de¼gi̧simin azald¬¼g¬aç¬kça

görülür.

Soliton dalga oluşumunun, t= 0 dan t=50� ye, � = 0:5, � = �3; �t = 0:001; N = 1271

de¼gerleri için elde edilen UN ve VN çözüm gra�kleri s¬ras¬yla Şekil 5:9 ve Şekil 5:10�da

verilmi̧stir.

UN için verilen çözüm gra�¼gi Şekil 5:9�dan görülür ki; t = 0 an¬nda tek bir soliton dalga bu-

lunmaktad¬r. Zaman ilerledikçe, başlang¬çtaki tek soliton dalga, geride dalga oluşturarak

sa¼ga do¼gru hareket etmektedir. t = 50 an¬nda ise tek soliton dalgan¬n, farkl¬genliklere

sahip 5 tane yeni dalga oluşturarak sa¼ga do¼gru ilerlemeye devam etti¼gi görülür.
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Şekil 5.9 Soliton dalga oluşumunun, �50 � x � 150 aral¬¼g¬nda �t = 0:001; N = 1271; t =

0� 50; � = 0:5 ve � = �3 için UN çözüm gra�kleri.
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Şekil 5.10 Soliton dalga oluşumunun, �50 � x � 150 aral¬¼g¬nda �t = 0:001; N =

1271; t = 0� 50; � = 0:5 ve � = �3 için VN çözüm gra�kleri.
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VN için verilen çözüm gra�¼gi Şekil 5:10�dan görülür ki; t = 0 an¬nda tek bir soliton

dalga bulunmaktad¬r. Zaman ilerledikçe başlang¬çtaki tek soliton dalga, yeni dalgalar

oluşturarak sa¼ga do¼gru hareket etmektedir. t = 50 an¬nda ise tek soliton dalgan¬n, farkl¬

genliklere sahip beş yeni dalga oluşturarak sa¼ga do¼gru ilerlemeye devam etti¼gi görülür.

Çizelge 5.10 Soliton dalga oluşumunun �t = 0:001 ve N = 1271 için konum ve genlikleri

Konum(x) Genlik(UN ) Konum(x) Genlik(VN )
Birinci Dalga 90:94 3:52052 90:94 2:46561

·Ikinci Dalga 63:07 2:44374 63:07 1:73104

Üçüncü Dalga 38:66 1:59937 38:66 1:12490

Dördüncü Dalga 18:03 1:00496 18:03 0:65972

Beşinci Dalga �0:39 0:61228 �0:39 0:32870

Soliton dalga oluşumunun, t= 50 zaman¬nda oluşturdu¼gu ard¬̧s¬k beş dalgan¬n konumlar¬

ve genlikleri Çizelge 5:10�da verilmi̧stir.
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BÖLÜM 6

SONUÇ VE ÖNER·ILER

Bu tezde modi�ye edilmi̧s kübik B-spline Diferansiyel Kuadratur Metodu (DKM) ile

Korteweg-de Vries denklem çiftinin (coupled KdV) nümerik çözümleri elde edildi. Mo-

di�ye edilmi̧s kübik B-spline diferansiyel kuadratur metot (MKB-DKM), farkl¬başlang¬ç

şartlar¬ile üç model probleme uyguland¬. Farkl¬�t zaman ad¬mlar¬ve N dü¼güm noktalar¬

kullan¬larak nümerik çözümler elde edildi. Yöntemin performans¬ve do¼grulu¼gu; L2 ve L1

hata normlar¬ ile en düşük iki korunum sabiti I1 ve I2 hesaplanarak çizelgeler halinde

sunuldu. Ayr¬ca I1 ve I2 korunum sabitlerinin ba¼g¬l de¼gi̧simleri de hesaplanarak çizelgeler

halinde verildi. Üç model problemin MKB-DKM ile elde edilen nümerik çözümleri, farkl¬

t zamanlar¬nda dalgan¬n hareketini gösteren gra�klerle verildi. Elde edilen sonuçlar ile

coupled KdV denkleminin nümerik çözümlerini yüksek do¼grulukta sa¼glamak için MKB-

DKM�nin kullan¬labilece¼gi söylenebilir.

Sonuç olarakMKB-DKM�nin başka lineer olmayan k¬smi diferansiyel denklemlerin çözümü

için kullan¬labilece¼gi söylenebilir.
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