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Fark Denklemleri, biyoloji, ekoloji, psikoloji, fizik ve ekonomide siklikla kullanilir. Son
zamanlarda, Fark denklemlerinin ¢ozumleri de bircok matematikgi tarafindan merak edilmis
ve Uzerinde caligiimistir.

Bu tezde Fark denklemlerinin, matrisler yardimiyla ¢6zimini inceliyoruz.

Birinci bolimde, gerekli tanimlar ve teoremler verilmistir.

ikinci bolimde, kosegenlestirilebilir 2x2 tipinde matrisleri ve kuvvetlerini ele alacagiz.

Uciincii bolimde, kosegenlestirilebilir 3x3 tipinde matrisleri ve kuvvetlerini inceleyecegiz.

Dordincu  bélimde, kdsegenlestirilemeyen 2x2 tipinde matrisleri  ve kuvvetlerini

arastiracagiz.



OZET (devam ediyor)

Besinci bolimde, kdsegenlestirilemeyen 3x3 tipinde matrisleri ve kuvvetlerini inceleyecegiz.

Altinci bolumde, kdsegenlestirilebilir 2x2 tipinde matrislerin kuvvetleri yardimiyla Fark

Denklem Sistemlerinin ¢6zimuni verecegiz.

Yedinci bolimde, kdsegenlestirilebilir 3x3 tipinde matrislerin kuvvetleri yardimiyla Fark

Denklem Sistemlerinin ¢6zimuni inceleyecegiz.

Sekizinci bolimde, kdsegenlestirilemeyen 2x2 tipinde matrislerin kuvvetleri yardimiyla Fark

Denklem Sistemlerinin ¢ozimunu ele alacagiz.

Dokuzuncu boélimde, kdsegenlestirilemeyen 3x3 tipinde matrislerin kuvvetleri yardimiyla

Fark Denklem Sistemlerinin ¢6zumnu elde edecegiz.

Anahtar Kelimeler: Fark Denklemleri, Fark Denklem Sistemlerinin Cozumleri

Bilim Kodu: 403.06.01
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Difference equations are often used in biology, ecology, psychology, physics, and economics.
The solutions of difference equations have also been wondered by most of the mathematicians
recently and they have been worked on.

In this thesis, we analyse the solution of difference equations with the help of matrices.

In chapter one, the necessary definitions and theorems are given.

In chapter two, we consider diagonalisable matrices of type 2x2 and their powers.

In chapter three, we investigate diagonalisable matrices of type 3x3 and their powers.

In chapter four, we present non-diagonalisable matrices of type 2x2 and their powers.

In chapter five, we investigate non-diagonalisable matrices of type 3x3 and their powers.



ABSTRACT (continued)

In chapter six, we give the solutions of difference equation systems with the help of the

powers of diagonalisable matrices of type 2x2.

In chapter seven, we investigate the solutions of difference equation systems with the help of

the powers of diagonalisable matrices of type 3x3.

In chapter eight, we consider the solutions of difference equation systems with the help of the

powers of non-diagonalisable matrices of type 2x2.

In chapter ninth, we obtain the solutions of difference equation systems with the help of the

powers of non-diagonalisable matrices of type 3x3.
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BOLUM 1

GIRIS

Bu boliimde tez boyunca gerekli olan bazi temel tanmim ve teoremler verilecektir. Bu
boliimde (Soykan Y., 2017) ve (Soykan Y., Gocen M. ve Giimiis M., 2017) kaynaklarindan

yararlanilmigtir.

1.1 LINEER CEBIR VE MATRIiS TEORIiSi: TEMEL TANIM VE OZEL-
LIKLER

Bu altkisimda lineer cebir ve 6zellikle de matris teorisi ile ilgili bilgiler verecegiz.

Bir A matrisinin transpozunu A” ile gosterecegiz. A?, A matrisinin biitiin satirlarmm
siitun olarak yazilmasi ile elde edilen matristir.

k x k tipinde bir A matrisi icin AB = BA = I olacak sekilde k x k tipinde bir B matrisi
varsa A terslenebilirdir (ya da regiilerdir) denir ve A nin tersi B = A™! ile gosterilir.
Burada I, k x k tipindeki birim matristir. Terslenemeyen bir kare matrise singiiler matris

denir. Bir A kare matrisinin determinantini det A ile ya da |A| ile gosterecegiz.

Tanim 1.1.1 n > ng i¢in tammle ¢,(n), py(n), ..., ¢, (n) fonksiyonlars verilsin. Her
n>ng>0

i¢in, €1,C2, ..., ¢k lar sabit olmak fizere,

c101(n) + copo(n) + ...+ crpp(n) =0=>c1 =co = ... = ¢t =0 (1.1)

gerektirmesi dogru ise Z = {¢1(n), ¢3(n), ..., ¢ (n)} kiimesi [ng, 00) tzerinde lineer bagim-
swzdar denir. Aksi takdirde, yani c1¢,(n) + cady(n) + ... + ¢ (n) = 0 olacak sekilde hepsi
birden sifir olmayan cy, ca, ..., ¢y sabitleri var ise, Z kiimesi [ng, 00) tzerinde lineer bagim-

ladar denir.



Z kiimesinin hangi anlamda kullanildigini gérmek icin Uyari 1.2.9 a bakilabilir. Ustteki

tamimda her bir ¢+ = 1,2, ..., k i¢in ¢,; : Ny — F bir fonksiyon olmak iizere
¢;(n) = (613(n), Poi(n), .., pps(n))7,
(¢, : Ng — FF¥), bir stitun vektorii (fonksiyonu) olarak alinabilir ve bu durumda

{01(n), (1), ... by, (n) }

kiimesi £ x k tipinde bir A kare matrisini verir.

m X n tipinde bir A matrisi agagidaki gibi satir vektorleri ile ya da siitun vektorleri ile

gosterilebilir:
@11 Q2 -+ Qin T1
Q21 Q22 - QA2p T
A = =S
Am1 Am2 Amn T'm
= (51 §o - fn) )

burada r;, R" iginde A nin i—inci satir vektoriidiir ve §;, R™ i¢inde A min j— inci siitun

vektoridiir.

Tamim 1.1.2 V bir vektor uzay olsun ve {vq,ve, ..., v, }, V icindeki vektorlerin bir kiimesi

olsun. cq,ca,...,c, skalerler olmak tizere,
UV = C1U] + CaUs + ... + CpU,

formuna sahip V' igindeki bir v vektoriine vy, va, ..., v, vektorlerinin bir lineer kombinasy-

onu denir.

Teorem 1.1.3 vy, vs, ..., v, bir V vektor uzay: i¢inde vektéorler olsun. Bu durumda
V1,0U2, ..., Up

nin tim lineer kombinasyonlarinin

W = {c1v1 + coua + ... + ¢, : ¢;  skaler}

kiimesi V' nin bir alt vektor uzaypdir. W = sp{vy,va, ..., v, } gosterimini kullanacaguz.



Tanim 1.1.4 vy, vs,...,v, bir V vektor uzay icinde vektorler olsun. V nin
sp{v1,va, ..., 0} = {c1v1 + oo + ... + U ¢ skaler} =W

alt vektor uzaymna vy, vy, ..., v, nin gerdigi (trettigi) alt uzay denir ya da vy, vs, ..., v, bir

W alt uzayiny gerer denir.

Ornek 1.1.5 (Stitun uzay1) &,,&,,...,&, ler situnlar olmak tizere m x n tipinde bir
matris A = (§,,&s, ...,&,,) olsun. Bu durumda &; ler R™ i¢indedir ve Ax matris ¢arpima

&, stitun vektorlerinin lineer kombinasyonunu temsil eder, burada katsayilar
= (21,T9,...,2,)" €R"

nin bilesenleridir; yani

Az = (§1,89; -, &) (21, T2, ---a%z)T =18 + 2285 + ... + THE,

dir ve x;€; = z;(a1j, azj, as;, ..., anj)’ dir. Buna gore A man situn vektorlerinin tim lineer

kombinasyonlarinin
W ={Az e R":z € R"}

kiimesi R™ nin bir alt vektor uzaydir ve A man siitun uzay olarak adlandirilir. Sonug
olarak Ax = b nin R" i¢inde bir (x1, za, ..., 2,) ¢ézimiine sahip olmast i¢in gerek ve yeter

kosul b vektorinin A nin situn uzayina ait olmasidar.
Benzer sekilde satir uzay1 da tanimlanir.

Tamim 1.1.6 V' bir vektor uzay olsun ve Z = {vy,vs, ...,v,}, V igindeki vektorlerin bir

kiimesi olsun. Eger cyca, ..., c, ler sabit olmak tizere,

vy g+ ..+, =0=ci=c=..=c¢,=0 (1.2)
gerektirmesi dogru ise yani (1.2) vektor denklemi sadece

cp=c¢c=..=c¢,=0

coztimiine sahip ise Z kiimest lineer bagimsizdir denir. Aksi takdirde; yani

C1U1 + CoUg + ... + cpu, = 0

olacak sekilde hepsi birden sifir olmayan ci,cs, ..., c, sabitleri var ise, Z kiimesi lineer

bagimlidir denir.



Lineer bagimsizlik bir kiitmenin bir 6zelligi olmasina ragmen bazen “vq, vs, ..., v, vektorleri

lineer bagimsizdir” denmesi daha uygundur.

Tanim 1.1.7 V bir vektor uzay olsun. V yi geren lineer bagimsiz vektorlerin bir kiimesine

V' i¢in bir taban denir.

O halde Z = {vq,va, ..., v, }, V icindeki lineer bagimsiz vektorlerin bir kiimesi olmak iizere

spZ =V ise Z, V nin bir tabanidir denir.

Teorem 1.1.8 Eger bir V' vektor uzaywmn bir tabani n tane vektorden olusursa, bu du-

rumda V' nin diger tim tabanlar: da n tane vektérden olusur.

Tanim 1.1.9 Bir V' wvektor uzayimin boyutu V' nin bir tabanindaki eleman sayisidir ve
dim V' ile gésterilir; eger V' nin bir tabamindaki eleman sayist n ise dimV = n ile gds-
terilir. Eger V' sonlu sayida vektorden olusan bir tabana sahip ise V' ye sonlu boyutludur

denir.

Tanim 1.1.10 m X n tipinde bir A matrisinin satir vektorlerinin kiimesi

{ri,ra,...;Tm}

ve sttun vektorlerinin kiimesi

{Ela €2a s gn}

olsun.

(a) A mn satr uzayr, {r1,7e,...,rm} satur vektorlerinin gerdigi R™ i¢indeki alt uzaydur

ve R(A) ile gosterilir.

(b) A nmun situn uzay, {&1,8&,, ..., &, } sttun vektorlerinin gerdigi R™ igindeki alt uzaydur

ve C(A) ile gdosterilir.

(c) Ax =0 homojen denkleminin ¢oziim kiimesine A man sifir (null) uzay ya da ¢ekirdegi

denir ve ker A ya da N (A) ile gosterilir. dim(ker A) ya ker A nan sifirlilsge denir.



Tamma gore ker A = {x : Az = 0} dur.

R(A) = C(AT), C(A) = R(AT)

ve

C(A) ={Ax = 21&; + 226 + ... + 2,6, € R" 1 v = (21,22, ...,2,) € R"}

dir. Buna gore bir b € R™ vektorii icin Az = b sistemi bir ¢oziime sahiptir ancak ve
ancak b € C(A) C R™ dir; yani b, A nin siitunlarimin bir lineer kombinasyonu olarak
ifade edilebilir. Bir bagka ifade ile C(A) siitun uzayi, Az = b sisteminin bir ¢oziime sahip
oldugu b € R™ vektorlerinin kiimesidir.

Asgagidaki teorem lineer cebir iginde verilen en temel sonuglardan birisidir.

Teorem 1.1.11 m x n tipinde bir A matrisinin satir ve situn uzaylarimin boyutu esittir

yani dim R(A) = dimC(A) dur.

Tanim 1.1.12 m x n tipinde bir A matrisinin rank s satir uzaymn (ya da situn uza-

yrman) boyutu olarak tanimlanir ve rank A = dim R(A) = dim C(A) ile gasterilir.

Tanim 1.1.13 A = (a;;), n X n tipinde bir reel matris olsun. Bir X\ reel ya da kompleks

5aY181 1¢IN
A& = X (1.3)

olacak sekilde sifirdan farkly bazi & € C™ vektori varsa \ sayisina A nan bir 6zdegeri ve €

vektorine de A man (X ya karsilik gelen) bir ozvektori denir.

A nin 6zdegerlerinin kiimesine A nin spektrumu denir ve o(A) ile gosterilir; yani
o(A)={A e C: )\, A nm bir 6zdegeridir} = {\ € C: baz1 { € C" igin A = \{}

dir. Bir A\ 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorlerin tamam ile 0 vektoriiniin olusturdugu

kiimeye A nin bir 6z uzay1 denir ve E)(A) ile ya da kisaca FE) ile gosterilir.
Ex(A)={£eC": AL =X} ={£eC": (A—- M) =0} =ker(A— )

6z uzay1 C™ nin bir alt uzayidir.



A& = X den A¢ = A€ bulunur ve boylece bir 6zdeger/6zvektoriin alternatif bir formu
olarak (1.3),

(A—\)E =0 (1.4)

formunda yazlabilir. (1.4) denkleminin sifirdan farkli bir ¢6ziime sahip olmas igin gerek

ve yeter kosul

det(A—AI)=0 (1.5)
ya da bir bagka ifade ile

PN =N+ e N a4 A+ a ] =0 (1.6)
olmasidir. Bunu

A€ o(A) < A— M singiilerdir < det(A — A) = 0 = det(A] — A)

olarak da ifade edebiliriz. (1.6) ya da (1.5) denklemine A nin karakteristik denklemi denir
ve A kokleri A nin 6zdegerleridir.
A(E)) C E\ anlaminda E),, A : C" — C" lineer doniisiimii altinda degismezdir (in-

varyanttir). Boyle bir alt uzaya A nin bir degismez alt uzay: denir.

Teorem 1.1.14 Her A kare matrisi i¢in asagqidakiler denktir:

(a) Ao, A man bir ézdegeridir.

(b) det(A — XoI) =0 dur ya da Ny karakteristik polinomun bir sifiridor.

(c) A — X singiilerdir (yani terslenemez).

(d) (A— Xol)z =0 homojen sistemi asikar olmayan bir ¢éziime sahiptir; yani
dimker(A — A\ol) = dim E),(A) > 1
dar.

Uyar1 1.1.15 Bir A ozdegerine kargilik gelen bir 6zvektori bulurken

(A—ADE=0 (1.7)



sistemi ¢ozilmelidir ve €& bulunmalidir. Burada ézellikle belirtmeliyiz ki & bulunurken ters
matrisi bularak (1.7) ¢ozilemez ¢iinki (A — NI) terslenebilir matris degildir. Gergekten
de, ters matris teknigi ya da Cramer kuraly hi¢ bir zaman kullanilamaz ¢ilinki burada A
bir ozdeger oldugundan (A — XI) terslenebilir degildir. Fakat (1.7) yi ¢ézmek icin direkt

denklem ¢cozme yontemleri kullanilabilir.

Tanim 1.1.16

(a) Bir X\ ozdegerine kargilik gelen lineer bagimsiz 6zvektorlerin sayisina X\ man geometrik

katliligr denar.

(b) Bir A ozdegerinin tekrarlanma sayisina A man cebirsel katlihge denir. Eger A\ min

cebirsel katlilign 1 (yani A tekrar etmiyor) ise \ ya basit dzdeger denir.

(c) X\ nin geometrik kathlige cebirsel kathhgina esit ise o zaman X ya yari basit ozdeger

denir.

Eger A1, A2, ..., A\p, A min dzdegerleri (bunlardan bazilar1 tekrar edebilir; yani birbirlerine

esit olabilirler) ise o zaman (1.6) denklemi

p() =TT =)

j=1
olarak yazilabilir.

Terslenebilir matrislerin denk oldugu durumlar1 bir teorem olarak verebiliriz.
Teorem 1.1.17 (Terslenebilir Matrislerin Temel Teoremi)
A =(a;),nxn

tipinde bir matris olsun. Asagidaki ifadeler denktir (yani ya hepsi ayni anda dogrudur ya

da hepsi ayni anda yanhgtir):
(a) A terslenebilirdir (yani A=' vardwr, yani A singiiler degildir).
(b) A man siitun vektorleri lineer bagimsizdar.

(c) A mn siitun vektorleri R™ yi gerer.



(d) A nmun situn vektorleri R™ i¢in bir taban olusturur.
(e) A man satur vektirleri lineer bagimsizdar.

(f) A nun satur vektorleri R™ yi gerer.

(g) A mn satur vektorleri R™ igin bir taban olusturur.
(h) det A #0.

(1) 0, A nun bir ozdegeri degildir.

(j) rank A =n.

Teorem 1.1.18 (Cayley-Hamilton Teoremi) Her matris kendi karakteristik denklem-

mi saglar, yani

p(4) = T[4~ A) =0

j=1
ya da

p(A) = A" + @y A" F A" 4 ap 1A+ a, =0

dar.

1.1.1 KOSEGENLESTIRME

Tanim 1.1.19 £ x k tipinde A ve B matrisleri icin P~*AP = B olacak sekilde singtiler

olmayan (yani terslenebilir) bir P matrisi varsa, A ve B matrislerine benzerdir denir.

Onerme 1.1.20 Benzer matrisler aym Gzdegerlere sahiptir.

M O - 0
. - . 0 A - 0

Tanim 1.1.21 Bir A matrisi bir D = diag(A1, Aa, ..., \x) = L . kose-
0 0 - N

gen matrisine benzer ise yani P~AP = D ise, A ya késegenlestirilebilir matris denir.
Bu durumda D nin A\, Ag, ..., \i kdsegen elemanlary ayni zamanda A nin ozdegerleridir.

Kosegenlestirilebilir olmayan bir matrise arizaly (defective) matris denir.



P7'AP = D nin P(P7*AP)P~! = PDP~! ve boylece A = PDP~! ye denk oldugunu

goririz.

Kogegenlestirilebilir bir A matrisi icin A™ matrisi kolaylikla hesaplanabilir.

Onerme 1.1.22 A kisegenlestirilebilir bir matris ise, yani

P'AP = D = diag(\1, \s, ...

18€e, 0 zaman

A" = pp"P!
dar.
Burada
AT 0 0
D — 0 )\3 0
0 O Ay

oldugundan (1.8), agik olarak

AT - 0

0 Ay -+ 0
A" =P .

0 0 --- A\

olarak yazilir.

7>\k)

(1.8)

Eger P yi iyi belirleyebilirsek A™ yi kolayca hesaplamak i¢in (1.9) formiilii yararli olabilir.

P matrisi bize bu imkani saglar ve boyle bir P matrisinin siitunlar1 daima A nin lineer

bagimsiz 6zvektorleridir.

Teorem 1.1.23 k x k tipinde bir A matrisi i¢in asagidakiler denktir.

(a) A kosegenlestirilebilirdir.

(b) A, k tane lineer bagimsiz ézvektore sahiptir.



Uyar1 1.1.24 Bir matrisi kosegenlestirme yontemsi:

o A mn k tane lineer bagimsiz 6zvektori (eger varsa) bulunur, bunlari &,,§,, ..., &, ile

gosterelim.

o Siitun vektorlert olarak &,,&,,...,&, ye sahip olan P matrisi olusturulur.

e Bu durumda, i =

1,2,3,...,k w¢in N\, & ye karsilik gelen ozvektor olmak iizere,

P~YAP matrisi kisegen girigleri A1, Mo, ..., \, olan kdsegen (diyagonal) matristir.

1.1.2 JORDAN KANONIK FORMU

Bir 6nceki altkisimda bir A matrisinin kégegenlegtirilmesi durumunda bu matrisin 6zdeger-

leri ve bunlara karsilik gelen 6zvektorler yardimi ile A™ kuvvet matrisini hesapladik. k x k

tipinde bir A matrisinin kosegenlestirilebilir olmasi i¢in bir yeter kosul onun k tane farkh

ozdegere sahip olmasidir. Bu altkisimda A nin kosegenlestirilebilir olmadigi durumu da

(boyle bir durum A nin tekrarh 6zdegerlere sahip oldugu ve bu nedenle k tane lineer

bagimsiz 6zvektér bulunmadigl zaman ortaya gikar) igeren durumlari goz 6niine alacagiz

ve A™ kuvvet matrisini genellestirilmis 6zvektorler adini verecegimiz vektorleri kullanarak

(Jordan Kanonik Formu teoremini de kullanarak) elde edecegiz.

Teorem 1.1.25 (Jordan Kanonik Formu Teoremi) k x k tipindeki her A matrisi

J = diag(Jl, Jg, ceey Jr)

Iy

kxk

(1.10)

formiilii ile verilen bir Jordan formuna benzerdir, yani P~*AP = J dir. Burada

Ao 10

0 AN 1
J; =

0 0 0

0 0 O

10



T
dir, her bir J;, s; X s; tipinde bir matristir ve E s; = k dwr ve ayrica
i=1

Z dim Ey,(A) =r
Ai

dir.

Ustteki teoremde her bir J; matrisine bir Jordan blogu, .J ye Jordan kanonik formu ve
P ye gegis (transit) matrisi denir. s;, i.—inci Jordan blogunun mertebesidir ve r bir
Jordan formu igindeki Jordan bloklarimin sayisidir. Literatiirde bir J Jordan kanonik

formu asagidaki verilen isimlerle de anilir:

Jordan normal formu

Jordan formu

Jordan blok matrisi

Jordan kanonik matrisi.

Ustteki teorem k x k tipindeki her A matrisi icin dogru oldugundan kosegenlestirilemeyen
matrisler i¢inde dogrudur ve eger A bir kiosegenlestirilemeyen matris ise bu durumda A

matrisi, (1.10) ile verilen bir Jordan formuna benzerdir, yani P~'AP = J dir.

A 00 ... 0 O
1 A 0 .. 0 0
J; ler (alt tiggen matris olarak) J; = 0 1 )\Z 0 0 , i = 1,2,...r olarak
0 0 0 .. N O
0O 0 0 ... 1 XN

alinirsa benzer bir teorem gecerlidir, fakat biz bu tiir Jordan bloklarin1 gz 6niine almay-

acagiz.

Uyar1 1.1.26

(a) A man bir X\ ozdegerinin geometrik kathlign N ya karsilik gelen Jordan bloklarinin

sayisina egittir.  Bir baska ifade ile herbir \ dzdegeri vy = dim E\(A) Jordan

11



blogunda ortaya ¢ikar. Buna gore bir Jordan kanonik formu i¢indeki Jordan blok-

larinan toplam sainst lineer bagimsiz ozvektorlerin maksimal sayisidir yani
r= Z dim E),(A)

A
dar.

(b) i =1,2,...r olmak tzere J;;, A min bir X ézdegeri i¢in E\(A) nin bir taban vektorine

karsilik gelir.

(c) A, k tane lineer bagumsiz vektorlerin kiimesine sahiptir ancak ve ancak A nin Jordan
bloklarimin sayst k dir ancak ve ancak her bir Jordan blogu 1x1 tipinde bir matristir.

Yani késegen bir matris Jordan kanonik formunun belirli bir ozel durumudur.
(d) A nun bir X yar basit ozdegerine sadece 1 x 1 tipinde Jordan bloklar: karsilik gelir.

(e) P ye ge¢is matrising olustururken ozdegerler kullanilir ve eksik olan 6zdegerler genellegtir-

ilmis 6zvektor adint verecegimiz ozvektorler ile doldurulur.

Onerme 1.1.22 keyfi bir matrise genellestirilebilir. Boylece kosegenlestirilemeyen bir A

matrisi i¢in de A™ matrisinin kolaylikla hesaplanabilecegini gorecegiz.

Onerme 1.1.27

(a) A, k x k tipinde bir matris ise (bu durumda Teorem 1.1.25 den
PYAP = J = diag(Jy, Jay .., J,), 1 <1 < k

dir) o zaman

A" = (PpJP Y= PJ"P! (1.11)
Jbo0 -~ 0 0
o Jp -~ 0 0
= P : Pt 1<r<k
0 0 J, 0
0 0 0o Jr
dir.

12



(b) A, k x k tipinde bir matris ise herhangi biri = 1,2, ...,r i¢in A man bir \; dzdegerine

ait s; X s; tipinde bir J; Jordan blogunun n.-inci kuvvets

Jn

dir.

AN AT (AT

i i—2
0 A (AT ()N
0 0 0o . A
0 0 0o . 0

1.2 FARK DENKLEMLERI

Bu kisimda skaler fark denklemleri ile ilgili temel tanim ve sonuclar verilecektir.

1.2.1 TEMEL TANIMLAR VE SONUCLAR

n ))\n—si—‘rl
7

s;i—1

n n—s;+2
31'72) )\l

(DA
A

(1.12)

Tanmim 1.2.1 n € Ny = {0,1,2,...} bagumsiz degisken ve x bilinmeyen bir fonksiyon

olmak tizere

F(n,z(n),z(n+1),..,x(n+k)) =0

esitligine bir fark denklemi denir.

f bir fonksiyon olmak iizere (1.13) denklemi

z(n+k)=f(n,z(n),z(n+1),...,z(n+k—1))

(1.13)

formunda ise, normal fark denklemi adinm1 alir. Normal fark denklemi, g ve h fonksiyon

olmak iizere,

AFz(n) =

ya da

g(n,z(n), Azx(n), ..., AF " z(n))

Afz(n) = h(n,z(n).x(n +1),...,2(n+ k- 1))

formlarinda da yazilabilir.

13



Tanim 1.2.2 Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun en biiyiik ve en kiigiik argii-

mentlerinin farkina o denklemin mertebesi denir.

Tanim 1.2.3 Ny dzerinde tanimle bir x(n) fonksiyonu her n € Ny i¢in (1.13) denklemini
saghyorsa, bu durumda x(n) fonksiyonuna Ny tzerinde (1.13) denkleminin bir ¢ozimdi

denir. k wncir mertebeden bir fark denkleminin, ® ve ¥ fonksiyonlar olmak tizere,
®(n,z(n),c1,co, ...y cr) =0

veya

x(n) =¥(n,c,co, ..., cr)

seklinde k tane ¢y, ca, ..., ci. € R keyfi sabit iceren ¢oziimiine genel ¢oziim ady verilir. Genel

¢oziimden elde edilen ¢oziimlere de 6zel ¢oziim denir.

Tanim 1.2.4 n > ng i¢in tanimly reel degerli

ai(n),as(n), ..., ar(n)

katsayr fonksiyonlary ve reel degerli g(n) fonksiyonu verilsin ve

[ng, 00) = {ng,no + 1,n0+2,...}

tizerinde ag(n) # 0 olsun.

x(n+k)+a(n)xn+k—1)+ ..+ ax(n)x(n) = g(n) (1.14)

normal formundaki bir denkleme k inci mertebeden bir lineer fark denklemi denir. Eger

g(n) =0 ise (1.14) denklemine yani
r(n+k)+a(n)x(n+k—1)+..+ar(n)x(n) =0 (1.15)

denklemine homojen denklem denir. Eger g(n) # 0 ise (1.14) denklemine homojen ol-
mayan denklem denir. Ayrica, biitin a;(n) katsayilar a;(n) = «; seklinde sabitse, (1.14)

denklemine sabit katsayl, aksi durumda degisken katsayl fark denklemi denir.

Bir operatoriin lineerligi ile fark denkleminin lineerligi kavramlar: farkhdir. Ornegin bir
operator (fonksiyon) olarak z(n) = 2" lineer degildir fakat bunu bir ¢oziim olarak kabul

eden z(n + 1) — 2x(n) = 0 fark denklemi lineerdir.
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(1.14) denklemi

z(n+k)=—-ai(n)x(n+k—1) —ay(n)z(n+k—2) — ... — ar(n)x(n) + g(n) (1.16)
formunda yazlabilir. (1.16) icinde n = 0 alinirsa x(k) y1

x(k—=1),2(k —2),...,2(1),z(0)

n terimleri cinsinden elde ederiz. Daha agik ifade edersek

(k) = —a1(0)x(k — 1) — az(0)x(k — 2) — ... — ax(0)z(0) + ¢(0)

dir. z(k) y1 hesapladiktan sonra bir sonraki agamaya gegebiliriz ve (1.16) icinde n = 0

alarak x(k + 1) i hesaplayabiliriz. Bunu yaptigimizda
x(k+1)=—a(Da(k) —ax(D)x(k — 1) — ... — ap(1)z(1) 4+ g(1)

bulunur. Bu iglem yinelendiginde n > k igin her x(n) yi hesaplamak miimkiindiir.

(1.14) denklemini tekrar goz oniine alalm. Eger bir {z(n)};2, dizisi ya da basitce
x(n) dizisi (1.14) denklemini sagliyorsa bu diziye (1.14) denkleminin bir ¢oziimiidiir
denir (bakimiz: Tamim 1.2.3). Eger denklemin baglangig verilerini (datalarini) belirlersek,

g, O, ..., a1 reel olmak iizere

z(n+k)+a(n)zxn+k—1)+..+ax(n)x(n) = g(n)

z(no) = o, x(no+1) = ap, ..., x(ng+k—1) = g

baglangic deger problemine ulasiriz. Benzer sekilde boyle bir yontemi sadece k. mertebe-
den lineer fark denklemlerine degil genel k-inc1 mertebeden fark denklemlerine uygulaya-
biliriz.

Buna gore agsagidaki tanimi yapabiliriz ve Teorem 1.2.6 ile Teorem 1.2.7 yi verebiliriz.

Tanim 1.2.5 ng € Ny ve g, aq, ..., ap_1 reel sabitler olmak tizere k inci mertebeden bir

fark denkleminin bir 6zel ¢éziimiini bulmak i¢in o ¢ézim ile iliskili

x(ng+1)=a;, 0<i<k-—1 (1.17)
veya
Axng)=a;, 0<i<k—1 (1.18)

formunda ilk k tane ardisik degerin belirtilmesi gereklidir. (1.17) ya da (1.18) kosullarina
baslangi¢ kosullary ady verilir. k-inct mertebeden bir fark denklemi ve (1.17) ya da (1.18)

baslangi¢ kosullarimdan olusan probleme bir baslangic deger problemi denir.

15



Teorem 1.2.6 n > ng i¢in tamwmly reel degerls

ai(n),as(n), ..., ar(n)

katsayr fonksiyonlar: ve reel degerli g(n) fonksiyonu verilsin ve [ng, 00) tzerinde ag(n) # 0

olsun.
x(n+k)+a(n)xn+k—1)+ ..+ ax(n)z(n) = g(n), (1.19)
x(ng) = ag, x(ng+1) =aq, ..., x(ng+k—1) = ar (1.20)

baslangic deger problemi n > ng igin tanimily olan bir tek x(n) ¢ézimine sahiptir.
Teorem 1.2.7 k wnci mertebeden lineer olmayan skaler normal

z(n+k)= f(n,z(n),z(n+1),....,z(n+k—1)), n=01,2,.. (1.21)
fark denklemi ve

z(0) = ag, (1) = ag,...,x(k —1) = a1 (1.22)

baslangi¢ kosullary verilsin. f fonksiyonu baglh oldugu degiskenlere gore tamimli ise, bu

durumda (1.21)-(1.22) baslangi¢ deger probleminin bir tek ¢ézimi vardar.

1.2.2 LINEER BAGIMSIZLIK, CASORATYAN VE GENEL COZUM

Tanim 1.1.1 i yeniden verelim.
Tanim 1.2.8 n > ng i¢in tamwml x1(n), x2(n), ..., x.(n) fonksiyonlary verilsin.
czi(n) + coxa(n) + ...+ ca.(n) =0=>c=co=...=¢. =0 (1.23)

gerektirmesi dogru ise Z = {x1(n),x2(n), ...,x.(n)} kimesi [ng, 00) dzerinde lineer bagim-
swzdur denir. Aksi takdirde, yani cix1(n) + caxa(n) + ... + ¢,x.(n) = 0 olacak sekilde hepsi
birden sifir olmayan cy, ca, ..., ¢, sabitleri var ise, Z kiimesi [ng, 00) tzerinde lineer bagym-

ladar denir.

Uyar1 1.2.9 x1(n), z2(n), ..., z,.(n) fonksiyonlars siral olarak diigtinilebileceginden dolayr
bu fonksiyonlarn ailesine liste diyebiliriz. Ozellikle bu listedeki her bir girigin (yani
fonksiyonun) tekrar: olduk¢a onemlidir. Dolayisiyla burada Z kiimesi derken aslinda ver-

ilen fonksiyonlarn bir listesi anlagiumabdir. Ornegin, z1(n) = n + 1,x5(n) = n? — 3,
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x3(n) = n+ 1 fonksiyonlary lineer bagimhdir ¢iinki x, ve x3 fonksiyonlar aynidir ve
bu nedenle ¢; = —c3 # 0 ve co = 0 segilebilir. Dikkat edilirse bu ornekte listede g
fonksiyon vardwr fakat aligilmig anlamda kiime olarak digtnildiginde (bir kiimede bir el-
eman yalmz bir kez bulunacagindan) iki elemanhdur. O halde, tstteki tanyma kullanirken,
biz kiime derken liste anlaminda olanay alacagiz ve verdigimiz ornekte listemiz (kiimemiz)

ti¢ elemanlidar.

Tanim 1.2.10 (1.15) homojen denkleminin k tane lineer bagimsiz ¢ozimiinin kiimesine

bir temel kiime denair.

Tamim 1.2.11 z1(n), z2(n),...,x.(n) fonksiyonlar: i¢in W(n),

x1(n) xo(n) x.(n)
Win)—det | T 'Y & .
riin+r—1) zo(n+r—-1) -+ z(n+r—1)

ile tanymlanar ve buna verilen fonksiyonlarin Casoratyan’s denir.
Asagidaki teorem Abel 6nermesi olarak adlandirilir.

Teorem 1.2.12 ( Abel 6nermesi ) z1(n),z2(n),...,xx(n) fonksiyonlary (1.15) homo-
jen denkleminin ¢ézimleri olsun. Bu durumda bu fonksiyonlarn W(n) Casoratyan’

n > ng 1¢in

ile verilir.
Ustteki teoremin ispat1 igin [3] kaynaginda sayfa 68 e bakilabilir.

Onerme 1.2.13 z,(n), z2(n), ..., 21(n) fonksiyonlar: (1.15) homojen denkleminin ¢éziim-
leri olsun ve her n > ng i¢in ax(n) # 0 olsun. Bu durumda her n > ng i¢in W(n) # 0

dur ancak ve ancak W(ng) # 0 dur.

Onerme 1.2.14 z,(n), z2(n), ..., 21(n) fonksiyonlar: (1.15) homojen denkleminin ¢éziim-

leri olsun ve

V ={x1(n), z2(n),...,x(n)}

diyelim. V' bir temel kiimedir ancak ve ancak herhangi bir ng icin W(ng) # 0 dur.
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Teorem 1.2.15 Her n > ng i¢in ax(n) # 0 olsun. Buna gore (1.15) lineer homojen fark

denklemi [ng, 00) tzerinde bir temel kiimeye sahiptir.

Teorem 1.2.16 (1.15) homojen denkleminin k tane lineer bagimsiz ¢ézimi
z1(n),x2(n), ..., xx(n)

olsun. Bu durumda, cy,co, ..., cx keyfi sabitler olmak dizere, (1.15) in genel ¢ézimii
x(n) = cpz1(n) + cowa(n) + ... + cxrr(n)

dir.

Teorem 1.2.17 (1.15) homojen denkleminin genel ¢ozimii xy(n) ve homojen olmayan

(1.14) denkleminin bir ozel ¢ézimi x,(n) ise o zaman (1.14) denkleminin genel ¢ézimi

z(n) = xn(n) + 2p(n)

1.3 FARK DENKLEM SIiSTEMLERI

Bu boliimde fark denklem sistemleri ele alinacak, konu ile ilgili temel tanim ve sonuglar

verilecektir.

1.3.1 BIiRINCi MERTEBEDEN k& BOYUTLU FARK DENKLEM SiSTEM-
LERI

Ik olarak birinci mertebeden sabit katsayih fark denklem sistemlerini ele alacagiz. Sabit

katsayili iki fark denkleminin bir homojen sistemi ile baglayacagiz. Sistemi

$1<n—|—1) = auxl(n)+a12x2(n),

zo(n+1) = anr1(n) + anra(n)
olarak yazacagiz. Bu sistem matris formunda

r1(n+1) _ [ o 0 1 (n) (1.24)

xa(n+1) a1 a2 3 (n)
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olarak yazilabilir.

X(n): 931(71) 7 A — aix aig

T2 (n) a1 Q22

notasyonlarimi kullanirsak (1.24) denklem sistemini, bir
x(n+1) = Ax(n)

vektor-matris denklemi olarak yazabiliriz. Bu formda yazildiginda birinci mertebeden

denklemle ayni forma sahiptir. Buradan
x(n) = A"x(0), n €N

¢oziimii elde edilir. Burada ozellikle belirtilmelidir ki, A™ bir matrisin bir kuvvetidir.
Kabulden I birim matris olmak tizere A° = I dir.

Simdi genel denklem sistemlerini ele alalim.

k € Ng, k > 1 olmak iizere k tane fark denkleminin bir £ boyutlu lineer homojen fark

denklem sistemi

ri(n+1) = an(n)zi(n) + az(n)xe(n) + - - - + ay(n)zr(n),

zo(n+1) = ag(n)zi(n) + ax(n)za(n) + -+ + agk(n)zr(n),

zr(n+1) = ap(n)ry (n) + ara(n)xy (n) + - - - + age(n)xk (n),

ile verilir. Verilen vektor ve matris notasyonlarini kullanarak lineer homojen fark denklem

sistemi

x(n+1)= Ax(n) (1.25)
olarak yazilabilir. Burada her bir 1 <1 < k,1 < j < k i¢in a;; : Ng — R reel degerli
fonksiyondur. Agikca ifade etmek istersek, burada n bagimsiz degiskendir;

x1(n)

xo(n)

k(1)
bilinmeyen vektor degerli fonksiyondur; A(n) = (a;;(n))kxk, 7 > no icin singtiler olmayan
(yani tersi var olan, yani n > ng igin det A(n) # 0 olan) bir katsay1 matrisidir.

(1.25) denkleminin ¢oziimlerinin varhigr ve tekligini olusturacagiz.
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Tanim 1.3.1 (1.25) sistemi ile
x (no) = xo
baslangi¢ kosullarindan olusan probleme bir baslangic deger problemi denir.

Burada x (ng) = xo = (210, T20, - -+ , Tko) bir sabit vektordiir. Boyle bir baglangic deger

probleminin ¢oziimii x (n) = x (n, ng, o) ile gosterilir.

Teorem 1.3.2 Her bir xy € R* ve ng € Ny i¢in

x(n+1) = A(n)x(n), x(ng) =0 (1.26)
baslangig deger probleminin bir tek x(n) = x(n,ng xo) ¢ozimi varder.

Sonug 1.3.3

x(n+1) = A(n)x(n), x(ng) = xo (1.27)

baglangi¢ deger probleminin bir tek olan (biricik) ¢ézimii

x(n,ng, o) = (H A(Z)) To (1.28)

i=ng
dir. Eger A(n) = A sabit katsayly bir matris ise (1.27) basglangi¢ deger probleminin bir

tek olan (biricik) ¢ozimi
x(n,ng, xg) = A" "0xg (1.29)
dar.

Onerme 1.3.4 ¢,(n), 0y(n), ..., 01(n), (1.25) in ¢ozimleri olsun ve W(n), siitunlars bu

coziimlerden olusan k X k tipinde bir matris olsun yani

U(n) = (p1(n), a(n), ..., ox(n))

olsun. Buna gore ¥(n),

U(n+1)=An)¥(n) (1.30)
matris fark denkleminin bir ¢ozimiidiir.
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Ustteki 6nermeyi goz oniine alarak asagidaki tanimi verebiliriz.

Tamim 1.3.5 Eger ¥(n), n > ng i¢in singiler olmayan (yani, terslenebilir) bir matris
ise ve (1.30) esitliging saglar ise bu durumda V(n) = (v1(n), py(n), ..., pr(n)) matrisine

(1.25) denklem sisteminin bir temel matrisidir denir ve

{#1(n), p2(n), s pp(n)}

kiimesine (1.30) un temel ¢ozimler kiimesi denir.

Onerme 1.3.6 (e) den, (1.30) denkleminin temel ¢oziimler kiimesi lineer bagimsizdir.
n > ng > 0 igin (1.30) un bir ¥(n) ¢dziim matrisinin lineer bagimsizligim kontrol etmek
oldukga zahmetli bir igtir. Fakat agagidaki énermenin (f) sikkiminn gosterdigi gibi lineer

bagimsizlig1 gostermek icin sadece n = ng durumunu goz 6niine almak yeterlidir.

Onerme 1.3.6 ¥(n) = (¢,(n), ©s(n), ..., pp(n)), (1.30) denkleminin bir ¢ézim matrisi

olsun.

(a) (Abel Formiilii) n > ng > 0 igin

det ¥(n) = (h det A(z)) det ¥(nyg) (1.31)

i=ng

dar.

(b) (1.25) fark denklem sisteminde verilen A(n) katsayr matrisi singiiler olmayan bir
sabit matris ise; yani her bir 1 <1 < k,1 < j < k i¢in a;; sabit reel sayr olmak

tizere A(n) = A = (aij)kxk formunda ise, ve det A # 0 ise o zaman
det U(n) = (det A)" " det ¥(ny)

dir.

(c) ¥(n) ¢dzim matrisinin [ng, 00) tzerinde (yani her n > ng igin) singiler olmamast

icin gerek ve yeter kosul W(ng) matrisinin singiler olmamasidur. Bir baska ifade ile

her n > ng igin det U(n) # 0 dur < det ¥(ng) # 0 dor-

(d) Egerdet ¥(n) # 0 olacak sekilde birn € N,,, var ise p,(n),py(n), ..., ,(n) vektorleri

lineer bagimsizdar.

21



(€) ¢1(n),py(n), ..., or(n) ¢oziimleri n > ng i¢in lineer bagimsizdur ancak ve ancak ¥(n)

matrisi n > ng i¢in singtler degildir (yani det U(n) # 0 dar).

() p1(n),vy(n), ..., 0p(n) ¢oziimlerinin n > ng i¢in lineer bagimsiz olmalar: igin gerek

ve yeter kosul W(ng) wn singiler olmamasider (yani det W(ng) # 0 dir).

(1.25) denklem sisteminin 6zel bir temel matrisini olugturabiliriz.

Onerme 1.3.7 (a) V(ng) = I olmak iizere

U(n) = f[ A(i)

1=ng

matrisi (1.25) denklem sistemi i¢in bir temel matristir.

(b) Eger A (singiiler olmayan, yani terslenebilir) bir sabit matris ise (yani sistem otonom

ise) bu durumda

U(n) = A"""0

dir ve ozel olarak ng = 0 ise

U(n)=A"

matrisi (1.25) denklem sistemi igin bir temel matristir.

Asagidaki Onerme 1.3.8 (a) dan gorecegimiz gibi ashnda (1.25) denklem sisteminin sonsuz

sayida temel matrisi vardir.

Onerme 1.3.8 W(n), (1.25) denklem sisteminin bir temel matrisi olsun.

(a) Eger H singiiler olmayan herhangi bir sabit matris ise o zaman

matrisi de (1.25) denklem sisteminin bir temel matrisidir.
(b) ¥(n)V~(ng) matrisi (1.25) in bir temel matrisidir.

Ustteki onermede ki (b) yi goz 6niine alarak asagidaki tanim verebiliriz.
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Tanim 1.3.9 U(n), (1.25) denklem sisteminin herhangi bir temel matrisi olsun. (1.25)
in U(n)W=Y(ng) temel matrisine konum gegis matrisi (state transition matriz) denir ve

U(n,ng) := U (n)W1(ng) ile gisterilir.
Ustteki tanim, n ile m pozitif tamsayilar ve n > m olmak iizere
U(n,m) = ¥(n)¥ ' (m)

formuna genigletilebilir ve W(n,m), (1.25) in bir temel matrisidir. Ayrica, I birim matris
olmak iizere her n > ng i¢in ¥(n,n) = I dir. ¥(n,m) nin bazi 6zelliklerini agagidaki

onermede verecegiz.

Onerme 1.3.10 (1.25) denklem sisteminin bir U(n,m) temel matrisi asagidaki 6zellik-

leri saglar.
(a) ¥(n,m) matrisi

U(n+1,m)= An)¥(n,m)

matris fark denklemini saglar (yani denklemin bir ¢ézimiidir).
(b) U~Y(n,m)=Y(m,n) dir.

(c) ¥(n,m)=Y(n,u)¥(u,m) dir.

n—1
(d) ¥(n,m)= H A(7) dir ve ozellikle A(n) = A bir sabit matris ise
U(n,m)=A""

Sonug 1.3.11 z(ng) = xg olmak tizere (1.25) fark denklem sisteminin bir tek olan
x(n, ng, To)

¢cozUMIY

z(n,ng, v0) = ¥(n,no)ze = ¥(n)¥(ng)mo

ile verilir.
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Agagidaki 6nermenin gosterdigi gibi, (1.25) sisteminin ¢oziimlerinin énemli bir zelligi

toplama ve skalerle ¢carpim altinda kapali olmasidir.

Onerme 1.3.12 Ejer ¢,(n), py(n) (1.25) in ¢oziimleri ise ve ¢ € R ise o zaman
(a) v1(n) + wy(n), (1.25) in bir ¢ozimiidir.

(b) cpy(n), (1.25) in bir ¢ozimidir.

(a) ve (b) ye lineerlik prensibi denir.

Uyar: 1.3.13 Onerme 1.3.12 genellestirilebilir:

pr(n), @a(n); s @ (0)

fonksiyonlary [ng,00) dzerinde (1.25) sisteminin ¢ozimleri ise ve 1 < i < w igin ¢; ler

keyfi sabitler ise o zaman
o) =Y a(n)
i=1
toplama da [ng, 00) tzerinde (1.25) sisteminin bir ¢ozimidir ¢iinki
p(n+1) = zu: cipi(n+1) = zu: ciA(n)p(n) = A(n) zu: cipi(n) = A(n)p(n)
i=1 i=1 i=1
bulunur. ®

Sonug 1.3.14 (1.25) fark denklem sisteminin biitin ¢ozimlerinin olusturdugu kiime bir

vektor uzaydar.
Teorem 1.3.15 (1.25) sisteminin [ng, 00) tzerinde bir temel ¢ozimler kiimesi

{e1(n), 02(n), ... pp(n) }

olsun. Bu durumda cy,ca, ..., cx lar belirli sabitler olmak tizere (1.25) nin keyfi bir p(n),

n > ng ¢ozimai 1¢in
k
p(n) = cipy(n)
i=1

dir. Bir baska ifade ile, (1.25) in keyfi bir p(n) ¢oézimi (1.25) sisteminin keyfi bir
{p1(n), o3(n),...;0r(n)} temel ¢oziimler kiimesinin lineer kombinasyonu olarak yazila-

bilir.
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Agagidaki 6nerme (1.25) in k tane lineer bagimsiz ¢oziimiiniin varhgim belirtmektedir.

Onerme 1.3.16 (1.25) fark denklem sisteminin n > ng i¢in k tane lineer bagimsiz

¢Oztimii vardar.

NOT: Yine Onerme 1.3.6 nin (d) sikkindan istenilen elde edilir giinkii 77 = ng olmak iizere
det ¥(n) =detI #0 dir. m
Teorem 1.3.15 de, (1.25) in keyfi bir ¢(n) ¢oziimiiniin (1.25) sisteminin keyfi bir

{e1(n), p2(n), ... pp(n) }

temel ¢oziimler kiimesinin lineer kombinasyonu olarak yazilabilecegini gosterdik. Asagi-

daki 6nermede belirli ¢,(n),1 <1 < k lar i¢in Teorem 1.3.15 in 6zel durumunu verecegiz.

Onerme 1.3.17 (1.25) fark denklem sisteminin biitin ¢ozimlerinin olusturdugu S kiimesinin

her bir elemani Onerme 1.3.16 mn ispatinda verilen

{e1(n), p2(n), ... () }

coziimler kiimesinin elemanlariman bir kombinasyonu olarak yazilabilir; yani ¢ € S ele-

mani
k
p(n) =Y cip;(n)
i=1
olarak yazilabilir.

Teorem 1.3.18 (1.25) fark denklem sisteminin biitin ¢ézimlerinin olusturdugu kiime k

boyutlu bir vektor uzaydur.

NOT: Onerme 1.3.17 kullamlarak da ispat verilebilir. m

Teorem 1.3.15 den dolay1 agagidaki tanimi verebiliriz.

Tanim 1.3.19 n > ng olmak dzere {p;(n) : 1 < i < k}, (1.25) sisteminin bir temel
coziimler kiimesi (bir baska ifade ile (1.25) in ¢éziimlerinin lineer bagvmsiz herhangi bir
kiimesi) olsun. Bu durumda, ci,co, ..., c lar keyfi reel sabitler ve en az bir i igin ¢; # 0

olmak 1tizere, [ng, 00) tzerinde (1.25) sisteminin genel ¢ozimii

k

x(n) = Z cip;(n) (1.32)
i=1

ile tansmlanar.
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(1.32) formiilii, U(n) = (p1(n), @y(n),---r(n)) bir temel matris ve

c=(c1,c9, i)’ €RF

olmak iizere,

x(n) = ¥(n)c (1.33)
olarak yazilabilir.

Uyar1 1.3.20 Teorem 1.3.18 den (1.25) fark denklem sisteminin bitin ¢ozimlerinin
olusturdugu S kiimesinin k boyutlu bir vektor uzay oldugunu biliyoruz ve sonucun is-

patinda da belirtildigi gibi ¢oziimlerin herhangi bir

(1(n), a(n), - - 1 (n))

temel kimesi S nin bir tabanudur (Teorem 1.3.15). Bu taban (1.25) denkleminin tim
¢oztimlerini gerer (Teorem 1.3.15). Bu nedenle (1.25) denkleminin herhangi bir ¢ozimii
(1.32) formunda ya da (1.33) formunda yazlabilir. Bu (1.32) ¢oziimiine neden bir genel

coziim dendigini ac¢iklamaktadar.

1.4 BIiRINCi MERETEBEDEN ki BOYUTLU SABIT KATSAYILI FARK
DENKLEM SiSTEMLERI

Bir onceki kisimda degisken katsayili genel A(n) matrisi i¢in sonuglar vermistik. Bu
kisimda A(n) nin sabit katsayili A matrisi oldugu durum igin bazi sonuglar elde edecegiz.
Bu kisim boyunca sabit katsayili A matrisleri ile ilgilenecegiz.

k € Ny, k > 1 olmak {iizere k tane fark denkleminin bir £ boyutlu sabit katsayili lineer

homojen fark denklem sistemi

xl(n + 1) = au:cl(n) + a12$2<n) + -+ alkxk(n),

l‘g(n + 1) = aglxl(n) + azgl‘g(n) + -+ agkxk(n),

zp(n+1) = aprr (n) 4+ agaxs (n) + -+ - + agxy (n),

seklindedir. Verilen vektor ve matris notasyonlarini kullanarak lineer homojen fark den-

klem sistemi
x(n+1)=Ax(n)
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olarak yazilabilir. Burada x (n) = (21 (n),2z2(n), -+ ,zx (n))? bilinmeyen vektor degerli
fonksiyondur, her bir 1 < i < k,1 < j < k i¢in a;; (sabit) reel say1 olmak tizere A =
(@ij)kxk, m > ng igin singiiler olmayan (yani tersi var olan) bir katsay1 matrisidir.
Homojen sistem i¢in bazi sonuglar elde edelim.

Sabit katsayili homojen fark denkleminin ¢oziimiinii Sonug 1.3.3 te vermistik. Konu

biitiinliigii icin burada bir kez daha verelim.

Sonug 1.4.1

x(n+1) = Ax(n), x(ng) = zg (1.34)
baglangi¢ deger probleminin bir tek olan (biricik) ¢ézimii

x(n,ng, xg) = A" "0xg (1.35)
dar.

Onerme 1.3.7 de homojen sistemin bir temel matrisinin ¥(n) = A"~ oldugunu ve &zel
olarak ng = 0 ise ¥(n) = A" oldugunu gormiigtiik. Eger A kosegenlestirilebilir bir matris

ise daha basit olan bagka bir temel matrisi asagidaki 6nermede verecegiz.

Onerme 1.4.2 A késegenlestirilebilir bir matris ise (yani D nin Ai, g, ..., A kdsegen

elemanlarn A man 6zdegerleri olmak tizere P7YAP = D = diag(\i, M, ..., \) ise) bu

durumda
A0 0
0 Al - 0

U(n)=A"P=P ‘ _ _ ‘ , (1.36)
0 0 Ap

A man bir temel matrisidir (yani x (n + 1) = Ax (n) sisteminin bir ¢ozimidir) ve

A" = U(n)T1(0) (1.37)
dir.

Homojen sistemin genel ¢oziimiinii agsagidaki formda da verebiliriz.
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Teorem 1.4.3 k x k tipindeki A matrisinin ézdegerleri A\ Aa ..., A\, ve bunlara kargilik

gelen k tane lineer bagimsiz dzvektorler £, &y, ..., &, olsun. Bu durumda
x(n+1)=Ax(n) (1.38)
homojen sisteminin genel ¢oziimii, ¢y, ca, ...,k lar keyfi sabitler olmak tizere

x(n) = ATE + A5€s + o + A, (1.39)
dir.

NOT: ¥U(n) = (AT&, A5€q, .oy ALES), A nin bir temel matrisidir.

Teorem 1.4.4 k x k tipindeki A matrisinin ozdegerleri A Ay ..., \i, ve bunlara karsilik
gelen k tane lineer bagumsiz ozvektorler £;,&,,...,&, olsun. Bu durumda x(ng) = xg

baslangi¢c kosullu

x(n+1)= Ax(n) (1.40)
homaojen sisteminin genel ¢ézimii, ¥(n) = (A€, A5y, ..., ALEL) olmak dizere,
x (n) = ¥(n)¥ ! (ng)x(ng) (1.41)

dr. Ozellikle ng = 0 icin x(0) = xg baglangi¢ kosullu homojen sistemin genel ¢ézimi

x (n) = ¥(n)¥1(0)x(0) (1.42)

Uyar: 1.4.5 Eger k x k tipinde (singiiler olmayan) bir A matrisi kosegenlestirilebilir ise
ve A matrisinin ézdegerleri A\, Ao, ..., \i, ve bunlara karsilik gelen ézvektorler sirasi ile

£1,€s, ..., & ise 0 zaman

‘I’(n) = ()‘?617 )‘3627 ) )‘ng)

olmak tizere
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Uyar1 1.4.6 Jordan kanonik formunu kullanarak
x(n+1)=Ax(n) (1.43)

homojen sisteminin genel ¢ozimiini verebiliriz. Biliyoruz ki A™, (1.43) sisteminin temel
matrisidir. k x k tipinde bir A matrisi i¢in Onerme 1.1.27 den (1.43) sisteminin genel

¢oziimii, ¢ = (c1,ca, ..., cx)T € R¥ keyfi olmak iizere,

x(n) = A"c= PJ"P 'c (1.44)
ya da ¢ = P~tc olmak fizere

x(n) = PJ"c (1.45)

formunda yazlabilir. Buradan veya sayfa 12 iginde verilen (1.11) den (1.483) sisteminin

bir baska temel matrisi

U(n)=A"P
ya da
U(n)=PJ"

dir. Ayrica bu durumda ¥ (n,ng) konum gegis matrisi

U(n,ng) = PJ" P!

formunda verilebilir. Boylece (1.43) sisteminin xq = x(ng) baglangi¢ kosullu ¢oziimii
z(n,ng, vg) = PJ"™ P x (1.46)

dar.
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BOLUM 2

KOSEGENLESTIRILEBILIR 2x2 TIPINDE MATRISLER VE
KUVVETLERI

2.1 OZDEGERLERINDEN EN AZ BiRiSi 1 OLAN 2x2 TiPINDE KOSE-
GENLESTIRILEBILIR MATRIiSLER VE KUVVETLERI

e 3 1
Ornek 2.1.1 A = matrisinin kosegenlestirilebilir oldugunu gésterelim ve

-2 0

Onerme 1.1.22 den yararlanarak A™ kuwvet matrising bulalum.

Coziim. A nin 6zdegerleri Ay = 1, Ay = 2 dir ve bunlara karsilhik gelen 6zvektorler
1

sirasiyla £, = 2] ve & = dir. A, 2 x 2 matris ve A lineer bagimsiz iki

ozvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 ten, A kogegenlestirilebilirdir. Bunu direkt

olarak da bulabiliriz.

—3 -1 2 2 .
P = , Pl = dir ve
1 1 -2 -1
. 2 2 3 1 -3 -1
-2 -1 -2 0 1 1 0 2

oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullanildiginda

. -3 -1 1" 0 2 2
A" = PD"P7' =
11 0 2" -2 -1
2x2"—1 2" -1
2-2x2" 2-2"

bulunur.
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Ornek 2.1.2 A = matrisinin késegenlestirilebilir oldugunu gésterelim ve On-
01

erme 1.1.22 den yararlanarak A™ kuvvet matrisini bulalim.

Coziim. A nin ozdegerleri Ay = 1, Ay = 2 dir ve bunlara karsihk gelen 6zvektorler

sirastyla & = B ve &, = . dir. A, 2 x 2 matris ve A lineer bagimsiz iki

ozvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 ten, A kogegenlestirilebilirdir. Bunu direkt

olarak da bulabiliriz.

-1 1 01
P = Pl = dir ve
1 0 11
. 01 21 -1 1 1 0
P AP = - - D
1 1 01 1 0 0 2

oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullamldiginda

. -1 1 1m0 0 1
A" = PD"P " =
1 0 0o 2" 11
2m 2m—1
0 1
bulunur.
Ornek 2.1.3 A= matrisinin kosegenlestirilebilir oldugunu gosterelim ve On-
6 8

erme 1.1.22 den yararlanarak A" kuvvet matrisini bulalvm.

Coziim. A nin ozdegerleri Ay = 1, Ay = 14 tiir ve bunlara karsilhik gelen 6zvektorler
7

6

sirasiyla & = ve &, = dir. A, 2 x 2 matris ve A lineer bagimsiz iki

ozvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 ten, A kosegenlestirilebilirdir. Bunu direkt

olarak da bulabiliriz.

_T _6 6
P= 6 . 613 173 dir ve
11 s =
6 6 7
pigp_ | B B [ < L) _ (L o)_,
+ & 6 8 11 0 14



oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullamldiginda

™ 0 -5

7
— 1
1 1 0 147 5

A" = PD"P'=

Sl gle

6 n 7 7 n 7
4"+ 33 14" 33
6 n 6 7 n 6
54" -5 4"+ 5

bulunur.

2.2 OZDEGERLERI 1 DEN FARKLI OLAN 2x2 TiPINDE KOSEGEN-
LESTIRILEBILIR MATRISLER VE KUVVETLERI
i 2 —4
Ornek 2.2.1 A = matrisinin kdsegenlestirilebilir oldugunu gosterelim ve
-1 -1

Onerme 1.1.22 den yararlanarak A" kuvvet matrisini bulalum.

Coziim. A nin 6zdegerleri Ay = —2, \y = 3 tiir ve bunlara karsilik gelen 6zvektorler

sirasiyla & = ve £ = dir. A, 2 x 2 matris ve A lineer bagimsiz iki

ozvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 ten, A kogegenlestirilebilirdir. Bunu direkt

olarak da bulabiliriz.

1 —4 i 2
P = Pt= 7 ] dirve
11 5 3
14 2 —4 1 —4 -2 0
PlAP={ ° ° = =
-3 3 -1 -1 11 0 3

oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullamldiginda

—4 —2)" 0 i 2
A" = PDnPfl — ( ) 5 5
11 0o 3 -3 %
(At sty
5 (=2)" = 23" 2 (-2)" + 33"
bulunur.
e 5t
Ornek 2.2.2 A = matrisinin kosegenlestirilebilir oldugunu gésterelim ve
0 —6

Onerme 1.1.22 den yararlanarak A" kuvvet matrisini bulalum.
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Coziim. A nin ozdegerleri \; = 3, Ay = —6 dir ve bunlara karsilik gelen 6zvektorler

oo

sirasiyla & = ve £, = dir. A, 2 x 2 matris ve A lineer bagimsiz iki

1
ozvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 ten, A kosegenlestirilebilirdir. Bunu direkt

olarak da bulabiliriz.

1 -3 5
P = 9|, pl= 9 | dir ve
0 1 01
513 5 1 -3 3 0
PTIAP = ’ Y= =D
01 0 —6 0 1 0 —6
oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullamldiginda
1 -2 3m 0 13
A" = PDnPfl _ 9 9
0 1 0 (—6)" 0 1
_ [ 3§ —5(=0)"
0 (=6)"
bulunur.
e -2 1
Ornek 2.2.3 A = matrisinin kdsegenlestirilebilir oldugunu gdsterelim ve
—4 3

Onerme 1.1.22 den yararlanarak A™ kuwvet matrising bulalim.
Coziim. A nmin ozdegerleri A\ = —1, Ay = 2 dir ve bunlara karsihik gelen 6zvektorler

sirastyla £, = ve £, = dir. A, 2 x 2 matris ve A lineer bagimsiz iki

|l Ll

ozvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 ten, A kogegenlestirilebilirdir. Bunu direkt

olarak da bulabiliriz.

1 4 _1
P = L], = 34 43 dir ve
11 -3 3
4 1 1
pigp_| 3 73 -2 1 La)_(-t0)_,
-2 3 —4 3 11 0 2

oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullamldiginda

1
An _ PDnP—l _ 1 4
11
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bulunur.

Ornek 2.2.4 A= matrisinin késegenlestirilebilir oldugunu gésterelim ve On-
4 3

erme 1.1.22 den yararlanarak A™ kuvvet matrisini bulalim.

Coziim. A nin ozdegerleri Ay = —1, Ay = 5 tir ve bunlara karsihik gelen 6zvektorler
1

sirasiyla & = ve & = 2 dir. A, 2 x 2 matris ve A lineer bagimsiz iki

ozvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 ten, A kogegenlestirilebilirdir. Bunu direkt

olarak da bulabiliriz.

IR 2 1
= 2], pt= 23 2 dir ve
1 1 $ 3
2 1 1
pap [ EAY (12N [ 3 _[-1o)_
2 2 )\ 43 11 0 5

oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullamldiginda

1 n 2 1
4 — pprpil | 712 (=1)* 0 s
1 1 0 " 3 3
IR IC RS i e
25n — 2(—1)" L (-1)"+ 25"
bulunur.
e -3
Ornek 2.2.5 A = matrisinin kosegenlestirilebilir oldugunu gosterelim ve
—6 2

Onerme 1.1.22 den yararlanarak A" kuvvet matrisini bulalum.

Coziim. A nin ozdegerleri A\; = —1, Ay = 8 dir ve bunlara karsilik gelen 6zvektorler
1

sirasiyla & = 2 ve &, = dir. A, 2 x 2 matris ve A lineer bagimsiz iki

ozvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 ten, A kosegenlestirilebilirdir. Bunu direkt

olarak da bulabiliriz.

1 2 2
= | 2 , P = 32 ‘1’ dir ve
11 3 3
2 2 1
piap_ | 33 5 -3 2 N T s U R
-2 2 —6 2 11 0 8
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oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullamldiginda

1 n 2 2
11 0o 8 —£ 3
I IC) RS - TC V¢
F(=1)" =28 2 (-1)" + 48"
bulunur.
e 1 -9
Ornek 2.2.6 A= matrisinin kogegenlestirilebilir oldugunu gosterelim ve
-1 1

Onerme 1.1.22 den yararlanarak A™ kuwvet matrising bulalum.

Coziim. A nin 6zdegerleri Ay = —2, Ay = 4 tiir ve bunlara karsihik gelen 6zvektorler

sirasiyla & = ve £, = _1 dir. A, 2 x 2 matris ve A lineer bagimsiz iki

ozvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 ten, A kosegenlestirilebilirdir. Bunu direkt

olarak da bulabiliriz.

3 -3 i1
P = Pt= % ] dirve
11 ~§ 3
: 3 1 -9 3 -3 -2 0
PAP=| ° 2 = =
-5 3 -1 1 11 0 4

oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullamldiginda

A" = pD"Pl=

o=
N~ N

bulunur.
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BOLUM 3

KOSEGENLESTIRILEBILIR 3x3 TIPINDE MATRISLER VE
KUVVETLERI

3.1 OZDEGERLERINDEN EN AZ BiRiSi 1 OLAN 3x3 TiPINDE KOSE-
GENLESTIRILEBILIR MATRIiSLER VE KUVVETLERI

1 2 2

Ornek 3.1.1 A= | 2 1 1 matrisinin kosegenlestirilebilir oldugunu gésterelim ve

0 01

Onerme 1.1.22 den yararlanarak A" kuvvet matrisini bulalum.

Coziim. A nin ozdegerleri \y = —1, Ay = 1 ve A\3 = 3 tiir ve bunlara karsilik gelen
—1 -1 1

ozvektorler sirasiyla ; = 1 €= =1 | ve&s =1 1 | dir. A, 3 x 3 matris
0 1 0

ve A lineer bagimsiz ii¢ 6zvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 den, A kosegenlegtir-

ilebilirdir. Bunu direkt olarak da bulabiliriz.

S SRR
P=| 1 -1 1[|,P'=| 0 01 |dirve
010 AR
1 1 1 1
-1 11 1 2 2 -1 -1 100
P'AP=1| 0 0 1 21 1 1 -1 1|=| 0 10]|=D
s 3 3 001 0 1 0 0 0 3



oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullamldiginda

R VS AN
A" = PD"P'=1] 1 -1 1 0 1" 0 0 01
0 1 0 0o 0 3 5 3 5
L (e R R T
= | 33" —3(-D" F(-1)"+33" $(-1)"+23"—1
0 0 1
bulunur.
1 3 3
Ornek 3.1.2 A = -3 -5 -3 matrisinin kosegenlestirilebilir oldugunu gdostere-
3 3 1
lim ve Onerme 1.1.22 den yararlanarak A™ kuvvet matrisini bulalom.
Coziim. A nin 6zdegerleri olarak \; = 1, Ay = A3 = —2 ve bunlara karsilik gelen
1 -1 -1
ozvektor olarak sirasiyla &, = -1 |,& = 1 ve {; = 0 dir. A, 3 x
1 0 1

3 matris ve A lineer bagimsiz ii¢ 6zvektoére sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 den, A

kosegenlestirilebilirdir. Bunu direkt olarak da bulabiliriz.

1 -1 -1 1 1 1
P=| -1 1 o , P = 1 2 1 | dirve
1 0 1 -1 -1 0
1 1 1 1 3 3 1 -1 -1
P'AP = 1 2 1 -3 -5 -3 -1 1 0
-1 -1 0 3 3 1 1 0 1
1 0 0
= lo0o -2 0 |=D
0 0 -2
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oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullamldiginda

1 -1 -1 1" 0 0 1 1 1
A" = PD"P'=| 1 1 0 0 (=2» 0 1 2 1
1 0 1 0 0 (=2)" -1 -1 0
1 1—(-2)" 1—(=2)"
— (=2)" =1 2(-2)" -1 (=2)" -1
1—(=2)" 1—(=2)" 1
bulunur.
3 3 4
Ornek 3.1.3 A= | 4 4 2 matrisinin kosegenlestirilebilir oldugunu gésterelim ve
5 3 2

Onerme 1.1.22 den yararlanarak A" kuvvet matrisini bulalum.

Coziim. A nin 6zdegerleri Ay = 1, A\s = —2, A\3 = 10 dur ve bunlara kargilik gelen
1 -1 1

ozvektorler sirasiyla & = | —2 |, & = % vels=| 1 | dir. A, 3 x 3 matris
1 1 1

ve A lineer bagimsiz ii¢ 6zvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 den, A kosegenlestir-

ilebilirdir. Bunu direkt olarak da bulabiliriz.

1 -1 1 -1 2
P=1 -2 % 1 |,Pt= -3 0 3 dir ve
1 1 1 T 3 =
s —3 3 334 1 -11
PHAP = | -1 o 1 4 4 2 -2 3 1
% 3 5 5 3 2 1 1 1
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oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullamldiginda

1 -11 " 0 0 s -3 2
A" = PD"PT =] -2 L 1 0 —2" 0 -1 0 1
1 11 0 0 10" = : =
£10m — Lo lion -1 f2n 4 Z10m 4+ 2
= | fn4+IL10"-2 lion4+2 Z10m-—lon -4
124 10" 45 d10m -1 Zlom—ion 42
bulunur.
21 3
Ornek 3.1.4 A=| 1 2 3 matrisinin kégegenlestirilebilir oldugunu gosterelim ve
3 3 20

Onerme 1.1.22 den yararlanarak A™ kuwvet matrising bulalim.

Coziim. A nin 6zdegerleri A\; = 1, Ay = 2, A3 = 21 dir ve bunlara karsilik gelen 6zvek-
-1 -3

torler sirasiyla &; = 1 Aey— —3 | ve &y = dir. A, 3 x 3 matris ve

0 1
A lineer bagimsiz ii¢ ozvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 den, A kogegenlestir-

= o= O

ilebilirdir. Bunu direkt olarak da bulabiliriz.

-1 -3 4 3 0
P— 1 —3é , Pl = _1_?; _1% %9 dir ve
0 1 1 & &£ B
-5 3 0} 213 (-1 -3¢ 10 0
PHAP=| -3 3 L |1 2 3 1 3¢ |=(020 =D
232 B ]33 2 0 1 1 00 21

19 19 19

oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullanildiginda

-1 -3 ™ 0 0 -3 3 0
n np—1 __ 1 n 3 3 1
A" = PD"PT = 1 -3 ¢ 0 2® 0 -3 -3 1
0 1 1 0 0 21 3 3 B8

19 19 19
192"+ 321" + 5 192" + 55210 — 5 121" — 527
= | 2"+ 321" -5 520 421"+ 21— 520
S21m — Zon 5217 — Zor 5on 4 2217

bulunur.
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-8 9 =27
Ornek 3.1.5 A = 3 -2 9 matrisinin kosegenlestirilebilir oldugunu gdstere-
3 =3 10

lim ve Onerme 1.1.22 den yararlanarak A™ kuvvet matrisini bulalum.

Coziim. A nin o6zdegerleri Ay = 1, Ay = 1, A3 = —2 dir ve bunlara kargilik gelen 6zvek-
1 -3 -3

torler sirasiyla &, = | 1 |, & = 0 ve &5 = 1 dir. A, 3 x 3 matris ve
0 1 1

A lineer bagimsiz ii¢ ozvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 den, A kosegenlestir-

ilebilirdir. Bunu direkt olarak da bulabiliriz.

1 -3 -3 1 0 3
P=11 0 1 |.P'=] 1 -1 4 [dirve
0 1 1 -1 1 -3
1 . -8 9 -—27 | gy
PlAP = 1 -1 4 3 -2 9 1 0 1
A & 3 -3 10 0 1 1
10 0
= 01 0 =D
00 —2

oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullamldiginda

1 -3 -3 1" 0 0 1 0 3
A" = PD"P =11 0o 1 0 1" 0 1 -1 4
0 1 1 0 0 (=2 -1 1 =3

bulunur.
2 -2 3

Ornek 3.1.6 A= | 0 3 —2 | matrisinin kisegenlestirilebilir oldugunu géisterelim
0 -1 2

ve Onerme 1.1.22 den yararlanarak A™ kuvvet matrisini bulalim.
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Coziim. A nin dzdegerleri \y = 1, Ay = 2, A3 = 4 tiir ve bunlara karsilik gelen 6zvektorler

-1 1 :
sirasiyla &, = 1 =1 0 | ve& =] —2 | dir. A, 3 x 3 matris ve A lineer
1 0 1

bagimsiz ii¢ ozvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 den, A kosegenlestirilebilirdir.

Bunu direkt olarak da bulabiliriz.

SR N
P = 1 0 —2 |.Pt=|1 1| dirve
1 0 1 0 —3 3
1 2 7
0o &+ 2 2 —2 3 -1 1 1
ptAp = 1 3 — 0 3 =2 1 0 -2
1 1
0 -1 1 0 —1 2 1 0 1
100
= 020 ]|=D
00 4

-11 I 1" 0 0 0 3 2
A" = PD"P'=| 1 0 -2 0 20 0 1 3 1
1 0 1 0 0 47 0 —3 3
> g g e jr -
ol B G I BT
0 -4 34"+ 2
bulunur.
1 -1 0
Ornek 3.1.7 A = -1 2 -1 matrisinin kosegenlestirilebilir oldugunu gdostere-
0 -1 1

lim ve Onerme 1.1.22 den yararlanarak A™ kuvvet matrisini bulalom.

Coziim. A nin 6zdegerleri A\; = 0, Ay = 1, A\3 = 3 tiir ve bunlara kargilik gelen 6zvektorler

1 -1 1
sirasiyla &, = | 1 |, & = 0 ve s = —2 | dir. A, 3 x 3 matris ve A lineer
1 1 1
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bagimsiz ii¢ 6zvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 den, A kosegenlestirilebilirdir.

Bunu direkt olarak da bulabiliriz.

1 1 1
1 -1 1 5 3 3
P=]11 0 -2 |,P'= _% o% dir ve
1 1 1
11 1 6§ 3 &
R 1 -1 0 1 -1 1
PlAP = -1 0 1 -1 2 -1 1 0 =2
1 1 1
-1 0 —-1 1 1 1 1
000
= 010 |=D
00 3

oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullanildiginda

1 -1 1 00 0 K

A" = PD"P =1 0 -2 01" 0 —1 %0, 1
n 1 1 1

11 1 00 3 i 17l

bulunur.

3.2 OZDEGERLERI 1 DEN FARKLI OLAN 3x3 TiPINDE KOSEGEN-
LESTIiRILEBILIR MATRISLER VE KUVVETLERI

4 01

Ornek 3.2.1 A=| 2 3 2 matrisinin kosegenlestirilebilir oldugunu gésterelim ve

1 0 4

Onerme 1.1.22 den yararlanarak A" kuvvet matrisini bulalum.

Coziim. A nin 6zdegerleri Ay = Ay = 3, A3 = 5 tir ve bunlara karsilik gelen 6zvektorler

0 -1 1
sirasiyla &, = | 1 |, & = 0 ve £ = | 2 | dir. A, 3 x 3 matris ve A lineer
0 1 1
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bagimsiz ii¢ 6zvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 den, A kosegenlestirilebilirdir.
Bunu direkt olarak da bulabiliriz.
0 -1 1 -1 1 -1
P=|10 2|, P'=]| -
0 1 1 20

dir ve

[N] R T

-1 1 -1 4 0 1 0 —1 1 300
P'AP = -10 1 2 3 2 1 0 2]=1030]|=D
i 0 4 10 4 0 1 1 005

0 -1 1\ (3 0 o 11 -1
A" = PD"P'=|1 0 2 0 3" 0 A 1
0 1 1 0 0 5" s 002

53"+ 35" 0 55" —33"
— 5n _ 3n 3n 5n _ 3n
35" — 33" 0 33"+ 45"

bulunur.
1 -3 3

Ornek 3.2.2 A= | 3 —5 3 | matrisinin kisegenlestirilebilir oldugunu gésterelim ve
6 —6 4

Onerme 1.1.22 den yararlanarak A™ kuwvet matrising bulalum.

Coziim. A nin ozdegerleri Ay = —2, Ay = —2, A\3 = 4 tiir ve bunlara karsilik gelen
1
1 -1 5

ozvektorler sirasiyla & = | 1 |, & = 0 ve {5 = % dir. A, 3 x 3 matris
0 1 1

ve A lineer bagimsiz ii¢ 6zvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 den, A kosegenlestir-

ilebilirdir. Bunu direkt olarak da bulabiliriz.
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—E =l
P=|1 o0 % PP =1 -1 1 0 dir ve
0 1 1 1 -1 1
-3 3 —3 1 -3 3 1 -1 1
PT'AP = | -1 1 0 3 -5 3 1 0 1
1 -1 1 6 —6 4 0 1 1
—2 0 0
= 0 -2 0 |=D
0 0 4

oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullamldiginda

1 -1 1 (=2 0 0 -1 3 -1
A" = PD"P'=11 0 1 0 (=2 0 -1 1 0
0 1 1 0 0 4m 1 -1 1
S(-2)"+ 34" 2 (-2)" — 4 4m— 1 (-2)"
= | -t s - g -
4n — (=2)" (—2)" — 4" 4n
bulunur.
4 6 10
Ornek 3.2.3 A = 3 10 13 matrisinin kosegenlestirilebilir oldugunu gdostere-
-2 -6 -8

lim ve Onerme 1.1.22 den yararlanarak A™ kuvvet matrisini bulalim.

Coziim. A nin 6zdegerleri A\; = 0, Ay = 2, A\3 = 4 tiir ve bunlara karsilik gelen 6zvektorler
-1 1 -1
sirasiyla &, = | —1 [, & =] =2 | veés = —g dir. A, 3 x 3 matris ve A lineer

1 1 1
bagimsiz ii¢ 6zvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 den, A kosegenlestirilebilirdir.

Bunu direkt olarak da bulabiliriz.
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SR Py
P=] -1 -2 -3 , Pl = 10 14 dir ve
11 - -3 -
Lo i 4 6 10 -1 1 -1
P'AP = ;0 3 3 10 13 -1 -2 =3
-3 -3 9 -2 —6 —8 11 1
000
= (o020 ]|=D
00 4

oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullamldiginda

1 3 1
-1 1 -1 0 0 O il > i
n o __ np—1 __ 5 n 1 1
A" = PD"P = -1 —2 —3 [0 20 0 1 g 1
n 3 3 9
1 1 1 0 0 4 s —
lon 3An 3An 19n Iyn
22" 54" 54" 20 74
— S5n n 5n 15 1n n
— 24" =2 24 24" =2
1o9n 3n 3gn  lon 9 4n
32" — g4t At g2t -
bulunur.
-2 2 -3
Ornek 3.2.4 A = 2 1 -6 matrisinin kosegenlestirilebilir oldugunu gdostere-
-1 -2 0
lim ve Onerme 1.1.22 den yararlanarak A™ kuvvet matrisini bulalim.
Coziim. A nin ozdegerleri \y = —3, \a = —3, A3 = 5 tir ve bunlara kargilik gelen
-2 3 -1
ozvektorler sirasiyla &, = 1 o= 0 | ve& =] —2 | dir. A, 3 x 3 matris
0 1 1

ve A lineer bagimsiz ii¢ 6zvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 den, A kosegenlestir-

ilebilirdir. Bunu direkt olarak da bulabiliriz.
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23 - 443
P= 1 0 -2 |,P1t= 112 1 dirve
011 -+ -1 4
-1 13 -2 2 -3 -2 3 -1
PlAP = L1 2 1 —6 1 0 -2
-5 —3 3 -1 -2 0 0 1 1

I

o

|

@
oo o

I

oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullamldiginda

-2 3 -1 (=3)» 0 0 -+ 3 3
n o __ np—1 __ n 1 1 5
A" = PD"P™ = 1 0 -2 0 (=3)™ 0 E 1 3
0 1 1 0 0 5" —S = &
I(=3)"+15" i5m—1(=3)" 3(-3)" - 3pn
= | 5" —3(=3)" 3(=3)"+35" 3(-3)" — 35"
T(=3)" —1i5m 1 (=3)" —15" 2 (-3)" 425"
bulunur.
-7 3 4
Ornek 3.2.5 A = 4 -6 2 matrisinin kosegenlestirilebilir oldugunu gdostere-
5 3 -8
lim ve Onerme 1.1.22 den yararlanarak A™ kuvvet matrisini bulalim.
Coziim. A nin dzdegerleri Ay = 0, Ay = —9, A3 = 12 dir ve bunlara kargilik gelen
1 1 -1
ozvektorler sirasiyla & = | 1 [, & =] —2 | ve &3 = % dir. A, 3 x 3 matris
1 1 1

ve A lineer bagimsiz ii¢ 6zvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 den, A kosegenlestir-

ilebilirdir. Bunu direkt olarak da bulabiliriz.
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Lo 514
P = 1 =2 % Pl = % —% % dir ve
11 1 -5 0 3
LA 7 3 4 1 1 -1
PApP = | L 12 4 -6 2 1 -2 1
-1 0 3 5 3 -8 11 1
0 0 0
=]10-9 0 |=D
0 0 -—12

oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullamldiginda

1 _ANF—1 0 0 0 T3 2
A" = PD"P'=]1 -2 1 0 (=9 0 112
11 1 0 0 (=12 —s 0 2
5 (9" +3 (712" —5(=9)" §(-9)" - 5(-12)"
= | 29—t 29 (12" -3 (-9)"
-9 -1 (12" —E(-9)" 3(=9)"+3(-12)"
bulunur.
2 3 4
Ornek 3.2.6 A= | 4 3 2 matrisinin kosegenlestirilebilir oldugunu gésterelim ve
5 3 1
Onerme 1.1.22 den yararlanarak A" kuvvet matrisini bulalum.
Coziim. A nin dzdegerleri A\ = 0, A\y = —3, A3 = 9 dur ve bunlara karsilik gelen 6zvek-
1 -1 1
torler sirasiyla &, = -2 1,& = % ve {5 = 1 | dir. A, 3 x 3 matris ve
1 1 1

A lineer bagimsiz ii¢ dzvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 den, A kosegenlestir-

ilebilirdir. Bunu direkt olarak da bulabiliriz.
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L1 b1 3
P=| 2 1 1 Pl = —1 0 1 [dirve
1 1 1 £ 3 =

-1 2 2 3 4 1 -1 1
PTAP = | -1 o | 43 2 -2 3 1
% 3 5 531 1 1 1
0 0 0
=10 -30|=D
0 0 9

oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullamldiginda

1 -11 0 0 0 . —; 3
A" = PD"PT =] -2 1 1 0 (=3)" 0 -3 0 3
1 11 o o 9 .
3(=3)"+ 59" 39" 9 -3 (=9)"
= | F9"—3(=3)" 39" F(=3)"+ 9"
9" —3(=3)" 39" (3" + {9
bulunur.
-1 2 2
Ornek 3.2.7 A = 2 2 -1 matrisinin kosegenlestirilebilir oldugunu gdostere-
2 -1 2
lim ve Onerme 1.1.22 den yararlanarak A™ kuvvet matrisini bulalim.
Coziim. A nin 6zdegerleri \; = —3, Ay = 3, A3 = 3 tiir ve bunlara karsilik gelen 6zvektor-
-2 : ;
ler sirasiyla & = 1 = 1 | ve&s=| 0 | dir. A, 3 x 3 matris ve A lineer
1 0 1

bagimsiz ii¢ 6zvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 den, A kosegenlestirilebilirdir.

Bunu direkt olarak da bulabiliriz.
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-2 S
P= 1 10 |,P1t= 12 Ll dirve
Lo it 3
S oa (2 22
P'AP = A 2 2 -1 1 10
: -1 3 2 —1 2 1 01
—3 0 0
= 0 30]|=D
0 0 3

oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullamldiginda

-2 3 3 (=3 0 0 -1 11
noo__ np—1 __ n
A" = PD"P'=1| 1 1 0 0 3 0 . ¢
1 01 0 0 3" s —z
2(=3)" + 13" 130 _1(-3 130 _1(-y"
= [ 33 R (-9 g3
13n—L(=3)" I(=3)"—1I3" L(-3)" 423"
bulunur.
8§ —6 2
Ornek 3.2.8 A = —6 7 —4 | matrisinin kosegenlestirilebilir oldugunu gdostere-
2 -4 3

lim ve Onerme 1.1.22 den yararlanarak A™ kuvvet matrisini bulalim.

Coziim. A nin dzdegerleri A\ = 0, Ay = 3, A3 = 15 tir ve bunlara karsilik gelen 6zvektorler

: -1 2
sirasiyla &, = | 1 |, & = —% veés = | —2 | dir. A, 3 x 3 matris ve A lineer
1 1 1

bagimsiz ii¢ 6zvektore sahip oldugundan, Teorem 1.1.23 den, A kosegenlestirilebilirdir.

Bunu direkt olarak da bulabiliriz.
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I B8
P=[1 -1 -2 , Pt = —4 -2 4 | dirve
Lo ;33
AV AT
PTIAP = | 4 24 —6 7 —4 1 -1 -2
2 -2 4 2 -4 3 11 1
00 0
=103 0 |=D
00 15

oldugundan A kosegenlestirilebilirdir ve Onerme 1.1.22 kullanildiginda

1 2 4 4

1 1 2 00 0 2 4 4

n o __ np—1 __ 1 n 4 2 4
A" = PD"P7 = 1 —3 -2 0 3 0 -3 T9 9
n 2 2 1

111 0 0 15 2 -2 1

_3 _I__ 5 _3 __|5 _|5 __3
= _3 £ = 5 _3 _'__ __3 — 5
2 5 __3 __3 __|5 _3 _l’__|5

bulunur.

51






BOLUM 4

KOSEGENLESTIRILEMEYEN 2x2 TIiPINDE MATRISLER VE
KUVVETLERI

4.1 OZDEGERLERINDEN EN AZ BiRiSi 1 OLAN 2x2 TiPINDE KOSE-
GENLESTIRILEMEYEN MATRISLER VE KUVVETLERI

e 11
Ornek 4.1.1 Kogegenlestirilemeyen A = matrisi icin A = PJP~' olacak

01

sekilde bir J Jordan kanonik formu ve terslenebilir bir P matrisi bulalim ve Onerme

1.1.27 den yararlanarak A" kuvvet matrisini bulalvm.

Coziim. A nin 6zdegerleri Ay = Ay = 1 dir. A kogegenlegtirilebilir degildir. A nin Jordan

formu
. 1 0 11 10 11
01 01 01 01
dir ve
1™ nx 17t 1 n
Jn: p—
0 1" 0
1 n 10
A" = PJ'PT =
01 0 01
1 n
0 1

bulunur.
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e 4 1

Ornek 4.1.2 Kdgegenlestirilemeyen A = matrisi i¢in A = PJP~! olacak
-9 -2

sekilde bir J Jordan kanonik formu ve terslenebilir bir P matrisi bulalum ve Onerme

1.1.27 den yararlanarak A" kuvvet matrisini bulalvm.

Coziim. A nin 6zdegerleri \; = Ay = 1 dir. A kosegenlestirilebilir degildir. A nin Jordan

formu
0 1 4 1 -1 -4 11
J =P AP = ’ P =
-3 -1 -9 -2 3 0 01
dir ve
1" nx 1t 1 n
Jn: p—
0 1" 0
-1 -1 1 n o 4
An — PJnPflz S 3
3 0 0 1 -3 -1
3n+1 n
-9 1-—3n
bulunur.

4.2 OZDEGERLERIi 1 DEN FARKLI OLAN 2x2 TiPINDE KOSEGEN-
LESTIRILEMEYEN MATRISLER VE KUVVETLERI
0 —4

Ornek 4.2.1 Kisegenlestirilemeyen A = matrisi i¢in A = PJP~' olacak
1 4

sekilde bir J Jordan kanonik formu ve terslenebilir bir P matrisi bulalum ve Onerme

1.1.27 den yararlanarak A" kuvvet matrisini bulalvm.

Coziim. A nin 6zdegerleri \; = Ay = 2 dir. A kosegenlestirilebilir degildir. A nin Jordan

formu

G pap_ [0 [0 2 1) (21
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2m pox 2nl 2n n—lp
J" = =
0 2" 0 2"
. -2 1 n n—lp 01
A" = PJ"PT =
1 0 0 2" 1 2
2" —2x 2" 1p 4 x 27y
PAST) 2 x 2" 4 2n
bulunur.
e 3 =5
Ornek 4.2.2 Kdgegenlestirilemeyen A = matrisi i¢in A = PJP~! olacak
5 —7

sekilde bir J Jordan kanonik formu ve terslenebilir bir P matrisi bulalim ve Onerme

1.1.27 den yararlanarak A" kuvvet matrisini bulalvm.

Coziim. A nin 6zdegerleri \; = Ay = 2 dir. A kosegenlestirilebilir degildir. A nin Jordan

formu
. 0 1 3 =5 I -2 1
5 -5 5 —7 10 0 -2
dir ve
o (—2)" nx(=2)"" (-2)" n(=2)""
0 (=2)" 0 (—2)"
1 —2)" n(=2)"" 0 1
An — PJnP—lz 5 ( ) n( )
10 0 (=2)" 5 =5
(5=t (-2)" —5(=2)"""n
5(—2)""'n (=2)" —5(=2)"""n

bulunur.
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BOLUM 5

KOSEGENLESTIRILEMEYEN 3x3 TIPINDE MATRISLER VE
KUVVETLERI

5.1 OZDEGERLERINDEN EN AZ BiRiSi 1 OLAN 3x3 TiPINDE KOSE-
GENLESTIRILEMEYEN MATRISLER VE KUVVETLERI

Ornek 5.1.1 Kisegenlestirilemeyen A = iy g matrisi 1¢in
-1 -2 =2

A=PJjpP!

olacak sekilde bir J Jordan kanonik formu ve terslenebilir bir P matrisi bulalim ve Onerme

1.1.27 den yararlanarak A" kuvvet matrisini bulalvm.

Coziim. A nin 6zdegerleri A\ = Ay = A3 = 1 dir. A kosegenlestirilebilir degildir. A nin

Jordan formu

-1 10 2 2 3 0 3 0
J = PHAP=| L 0 0 1 3 3 1 3 0
3 21 -1 -2 -2 -2 -3 1
100
= 011
00 1
dir ve
1" 0 0 100
J"=1 0 1" nx1™' | =101 n
0 0 " 001
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0 3 0 100 -1 1 0
A" = PJ"P'=| 1 3 0 01 n 100
2 102
-5 -3 1 0 01 3 3 1
n+1 2n 3n
= n 2n+1 3n
—n —2n 1—-3n
bulunur.
-2 21
Ornek 5.1.2 Kisegenlestirilemeyen A= | —7 4 2 matrisi 1¢in
5 00
A=PJpP!

olacak sekilde bir J Jordan kanonik formu ve terslenebilir bir P matrisi bulalum ve Onerme

1.1.27 den yararlanarak A™ kuvvet matrisini bulalim.

Coziim. A nin 6zdegerleri \y = 0, Ay = A3 = 1 dir. A kosegenlestirilebilir degildir. A

nin Jordan formu

~10 5 3 —2 2 1 0 1 1
J = P'AP=| 4 -2 -1 7 4 2 -1 -1 2
-3 2 1 5 00 2 5 0
000
= o011
00 1
dir ve
0 0 0 00 0
J'=10 1" nx1™t [=]101n
0 0 1" 001
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0 1 1 000 -10 5 3
A" = PJ"P'=| -1 -1 2 01mn 4 -2 -1
2 5 0 001 -3 2 1
1-3n 2n n
= 3n—10 6—-2n 3—n
20—-15n 10n—10 dn—5

bulunur.
4 2 3

Ornek 5.1.3 Kisegenlestirilemeyen A = 2 1 2 | matrisi icin
-1 -2 0

A=PJpP!

olacak sekilde bir J Jordan kanonik formu ve terslenebilir bir P matrisi bulalum ve Onerme

1.1.27 den yararlanarak A™ kuvvet matrisini bulalim.

Coziim. A nin dzdegerleri A\; = Ay = 1, A\3 = 3 tiir. A kosegenlestirilebilir degildir. A

nmin Jordan formu

50 2 4 2 3 -1 0 =5
J = PT'AP=] 2 -2 2 2 1 2 0 —3 —2
-3 0 —3 -1 -2 0 1 0 3
110
=010
00 3
dir ve
1" px1"7t 0 1 n 0
J'=1 0 0 |=|010
0 0o 3 00 3"
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-1 0 -5 1 n 0 50 2
A" = PJ"PT =] 0 -1 -2 01 0 2 -2 2
1 0 3 00 3" -2 0 —3
23n—2n—3 2n 23"—2m -3
= 3" -1 1 3" —1
2n—%3”+% —2n 2n—%3"—|—%
bulunur.
3 1 —1
Ornek 5.1.4 Kisegenlestirilemeyen A= | 2 2 —1 | matrisi igin
2.2 0
A=prJjp!

olacak sekilde bir J Jordan kanonik formu ve terslenebilir bir P matrisi bulalum ve Onerme

1.1.27 den yararlanarak A™ kuvvet matrisini bulalim.

Coziim. A nin 6zdegerleri A\ = 1, Ay = A3 = 2 dir. A kogegenlestirilebilir degildir. A

nmn Jordan formu

1 -1 0 31 -1 114 100
J=P'AP=| -1 1 ! 2 2 -1 013 (=021
2 0 -1 2 2 0 2 2 0 00 2
dir ve
" 0 0 1 0 0
J'=1 0 2" nx2vt | =] 0 20 2"7lp
0 0 2" o0 2n
114 1 0 0 1 -1 0
A" = PJ"P =101 1 0 2" 2nlp -1 1 1
2 2 0 o0 2n 2 0 -1
2x 2" n 4+ 1 2" — 1 —2n1p
= 2 x 2n71n 2n ™)
4x 2"l —2x 2" 42 2x2"—2 2" —2x 2"y
bulunur.
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5.2 OZDEGERLERIi 1 DEN FARKLI OLAN 3x3 TiPINDE KOSEGEN-
LESTIRILEMEYEN MATRISLER VE KUVVETLERI

2 -1 1
Ornek 5.2.1 Kisegenlestirilemeyen A= | 1 5 —2 | matrisi icin
0o 1 2

A=PJp!

olacak sekilde bir J Jordan kanonik formu ve terslenebilir bir P matrisi bulalum ve Onerme

1.1.27 den yararlanarak A" kuvvet matrisini bulalvm.

Coziim. A nin ozdegerleri \; = \y = A3 = 3 tiir. A kosegenlestirilebilir degildir. A nin

Jordan formu

00 1 gy —1 4 0 —1 1 310
J=PT'AP=| 0 1 —1 1 5 -2 1 1 0[=]031
11 -1 0 1 2 1 0 0 00 3
dir ve
3" nox 3ol meml) e gn-2 3" 3" n 13" 2n(n — 1)
J'=1 0 3" n x 30t = 0 3 3" 1n
0 0 3" 0 0 3"
A" = pJrp!
0 -1 1 3n 3nln 13n2 (n — 1) 00 1
= 1 1 0 0o 3" 3" 1n 01 —1
1 0 0 0 0 3" 1 1 -1
3 —31n -3 1In a(n)
= 3N+ 13" 2n(n—1) 2x3"'n+3"+13"*n(n—1) b(n)
33" 2n (n —1) 3" n+ 33" (n—1) c(n)
bulunur.

a(n) =3""n
b(n) =—2x3"1n— 313" 2n(n—1)

c(n) =3"—3""1n—13"2n(n—1)
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2 4 -3
Ornek 5.2.2 Kisegenlestirilemeyen A= | 0 2 0 matrisi 1¢in
0 3 —1

A=PJpP!

olacak sekilde bir J Jordan kanonik formu ve terslenebilir bir P matrisi bulalum ve Onerme

1.1.27 den yararlanarak A" kuvvet matrisini bulalvm.

Coziim. A nin 6zdegerleri A\; = —1, Ay = A3 = 2 dir. A kosegenlegtirilebilir degildir. A

mn Jordan formu

0 -1 1 2 4 -3 1 10 -1 0 0
J=P'"AP=11 1 -1 02 0 001 ]|=| 0 21
0 1 0 0 3 —1 1 01 0 0 2
dir ve
(=)™ 0 0 (=" 0 0
J" = 0 2" nx2»! | = 0 27 2n7lp
0 0 AL 0 0 AL
110 (=)™ 0 0 0 -1 1
A" = PJ"P'=10 0 1 0 2on ol 1 1 -1
1 01 0 0 AL 0 1 0
on on—lp _ (—1)" 427 (—1)"—2n
= 0 2n 0
0 2" — (=" (="
bulunur.
1 -3 1
Ornek 5.2.3 Kisegenlestirilemeyen A= | 1 5 —1 | matrisi icin
2 6 0
A=pJjp!

olacak sekilde bir J Jordan kanonik formu ve terslenebilir bir P matrisi bulalum ve Onerme

1.1.27 den yararlanarak A™ kuvvet matrisini bulalim.
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Coziim. A nin 6zdegerleri A\ = Ay = A3 = 2 dir. A kosegenlestirilebilir degildir. A nin

Jordan formu

1 1 0 1 -3 1 0 1 0 200
J=P1AP=1] 1 0 0 1 5 -1 1 -1 0]l=]lo021
-1 -3 1 2 6 0 3 -2 1 00 2
dir ve
2n 0 " 0 0
J" = 0 2" pxonl | = 0 2 onlp
0 0 on 0o 0 2»
0 1 0 2" 0 0 1 1 0
A" = PJ"P'=1|1 -1 0 0 2" 2" lp 1 0 0
3 -2 1 0o 0 -1 -3 1
on —on—lp 3 xon1p on—1lp
= o=l 3 x v lp 4 on _on—1p,
2 x "1y 6x 2" lp 2" — 92 x o1y
bulunur.
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BOLUM 6

KOSEGENLESTIRILEBILIR 2x2 TIPINDE MATRISLERIN
KUVVETLERI YARDIMIYLA FARK DENKLEM SiSTEMLERININ
CcOzZUMU

6.1 OZDEGERLERINDEN EN AZ BiRiSi 1 OLAN 2X2 TiPiNDE KOSE-
GENLESTIRILEBILIR MATRISLERIN KUVVETLERI YARDIMIYLA
FARK DENKLEM SISTEMLERININ COZUMU

. 3 1
Ornek 6.1.1 A= olmak fizere
2400
x(n+1) = Ax(n)
sisteminin genel ¢ézimiing bulunuz ve ayrica x(0) = (1,-3)T = baslangig

kosullu ¢éziimii bulunuz.

Coziim. Sayfa 31 6rnek 2.1.1 de A nin 6zdegerleri olarak A\; = 1, Ay = 2 ve bunlara
1

karsilik gelen 6zvektorler, sirasiyla £, = 2 | vet, = olarak bulunmustu.

I. Yontem. Teorem 1.4.3 te verilen formiilii kullanarak, c¢; ve co keyfi sabitler olmak

tizere verilen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

N =

-1 —1c — 2"
+ 2" = 2" ’ (6.1)
1 1 c1 + 2”02

X(n) = A€ F A5 E, = 1"

bulunur. Verilen baglangi¢ kogullu ¢oziimii bulmak i¢in (6.1) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 —Le—c
=x(0)=| 2" 7
-3 C1 + ¢
olur ve
1
T - 1
261 Co
c1+c = -3
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denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = —4,c2 = 1 bulunur ve bulunan bu degerler (6.1) for-

miiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢6ziimii olarak
22"
2" —4

bulunur.
IT. Yontem (6zel ¢dziim igin). Verilen baglangic kosullu ¢oziimii Teorem 1.4.4 te,

U(n) = (AT€;, A\5€,) olmak iizere

ile verilen (1.42) formiiliinii kullanarak bulacagz.

U(n) = (A&, M6) = (1| |.2" - ?
1 1 1 2
ve n = 0 icin
1
—= -1
vo)y=| *
1 1
oldugundan
. 2 2
U(0) =
-2 -1
bulunur. Buna gore
. -3 - 2 2 1 22"
x (n) =Y (n)¥(0)x(0) = -
1 2 -2 -1 -3 2" —4

elde edilir.
III. Yontem. Sayfa 31 6rnek 2.1.1 de

2x2"—1 2" 1
Ar =
2-2x2" 22"

oldugunu gostermistik. Buna goére, Sonu¢ 1.4.1 de verilen formiilii kullanirsak, verilen

baglangi¢ kosullu ¢oziim olarak

2x2n -1 2" -1 1 2-2"
x(n) = A"x(0) = =
2—-2x2" 2-=-2" -3 2" -4
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bulunur.
Sonug 1.4.1 den, dy,d; keyfi sabitler olmak iizere, keyfi x(ng) = 2o = (dy, dz)T baslangic

kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

2x 2" —1 2nTne — 11 dy
x(n) = A""x(ng) =
2—-2x2"0  —_2nTno dy

dy (2770 — 1) 4 dy (2 x 270 — 1)
—dy (20 — 2) — dy (2 x 270 — 2)

NOT: ng = 0, x(0) = z¢ = (1, —3)7 igin 6zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir.

e 2 1

Ornek 6.1.2 A = olmak tizere
x(n+1)=Ax(n)

1
sisteminin genel ¢éziimiint bulunuz ve ayrica x(1) = (1,2)T = baslangi¢c kosullu

¢ozimii bulunuz.

Coziim. Sayfa 32 6rnek 2.1.2 de A nin 6zdegerleri olarak A\; = 1, Ay = 2 ve bunlara

karsilik gelen 6zvektorler, sirasiyla £, = ve £y = olarak bulunmustu.

I. Yontem. Teorem 1.4.3 te verilen formiilii kullanarak, c¢; ve ¢y keyfi sabitler olmak

tizere verilen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

i § -1 1 ey — o1
x(n) = A&y + A58 = al” + 22" = (6.2)
1 0 C1

bulunur. Verilen baglangi¢ kogullu ¢oziimii bulmak i¢in (6.2) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 1 yazacagiz. Buna gore

1 2c0 — ¢
~x(1) = 2 1
2 C1
olur ve
262 —C1 = 1
CciT = 2
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denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 2,¢cp = % bulunur ve bulunan bu degerler (6.2) formiiliinde

yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

3on
3gn 9

2

x(n) =

bulunur.
IT. Yontem (6zel ¢dziim igin). Verilen baglangic kosullu ¢oziimii Teorem 1.4.4 te,

U(n) = (AT€;, A\5€,) olmak iizere

ile verilen (1.42) formiiliinii kullanarak bulacagz.

. . S 1 L1 -1 2
U(n) = (A€, A58,) = | 1 ;2 =
1 0 1 0
ve n =1 icin
-1 2
v(l) =
1 0
oldugundan
-1(1) — 0 1
W=1, .
2 2
bulunur. Buna gore
. -1 2" 0 1 1 22m -2
x(n) = ¥(n)¥(1)x(1) = =
1 0 : 3 2 2

elde edilir.

III. Yontem. Sayfa 32 6rnek 2.1.2 de
2m 2m —1
0 1

Ar =

oldugunu gostermistik. Buna goére, Sonu¢ 1.4.1 de verilen formiilii kullanirsak, verilen

baglangi¢ kosullu ¢oziim olarak

3x 2l _9
2

. 2n—1 2n—1 -1
x(n) =A""x(1) = =
0 1

N =
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bulunur.
Sonug 1.4.1 den, dy,d; keyfi sabitler olmak iizere, keyfi x(ng) = 2o = (dy, dz)T baslangic

kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

gn=mo gn=mo _ 1\ [
0 1 dy

x(n) = A""x(ng) =

dy (270 — 1) + 270,
do

NOT: ng = 1, x(1) = 2o = (1,2)7 icin 6zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir.
e 77
Ornek 6.1.3 A = olmak tizere

x(n+1)=Ax(n)

sisteminin genel ¢ézimiing bulunuz ve ayrca x(0) = (1,-3)T = baslangi¢

kosullu ¢oziimi bulunuz.

Coziim. Sayfa 32 ornek 2.1.3 te A nin 6zdegerleri olarak A\; = 1, Ay = 14 ve bunlara
7

6

karsilik gelen 6zvektorler, sirasiyla £, = ve &, = olarak bulunmustu.

I. Yontem. Teorem 1.4.3 te verilen formiilii kullanarak, c¢; ve ¢y keyfi sabitler olmak

tizere verilen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

. . -1 1 147cy — Ly
x(n) = A&y + A58 = al” + 214" = (6.3)
1 1 c1 + 14“62

bulunur. Verilen baglangi¢ kogullu ¢oziimii bulmak i¢in (6.3) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 ey — L
:X(O) _ 2 6t1
-3 c1+ co
olur ve
7
__ - 1
661+CQ
c1+c = -3
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denklem sistemi coziiliirse ¢; = —22 ¢, = —% bulunur ve bulunan bu degerler (6.3)

_
13°

formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

28 _ 1oqyn
1 1
X(n) _ 3 3
_15qyn _ 24
13 13
bulunur.

IT. Yontem (6zel ¢dziim igin). Verilen baglangic kosullu ¢oziimii Teorem 1.4.4 te,

U(n) = (A7€, A\5€,) olmak iizere

-I 1 - 14n
U(n) = (A1&;, A36,) = | 17 Pl =
1 1 1 14"
ve n = 0 i¢in
7
!
(0) = 6
1 1
oldugundan
_6 6
1/ — 13 13
U=(0) = s 1
13 13
bulunur. Buna goére
—T 14n 6 6 1
x(n) = ¥(n)¥10)x(0) = 6 113
1 14n = & -3

2B 151n
53— 1314
_15qyn _ 24
1314 13
elde edilir.

III. Yontem. Sayfa 32 6rnek 2.1.3 te

6 n 7 7 n 7
514"+ 13 314" — 33

6 n 6 7 n 6
4" =5 14"+ 5

Ar =

oldugunu gostermistik. Buna goére, Sonuc¢ 1.4.1 de verilen formiilii kullanirsak, verilen

baglangic kosullu ¢oziim olarak

L4+ L Luam— L 1 B _ Lyyn
s =ao=| B TE R | e
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bulunur.
Sonug 1.4.1 den, dy,d; keyfi sabitler olmak iizere, keyfi x(ng) = 2o = (dy, dz)T baslangic
kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

6 qgqn—mo 4 T T Agn-—mo _ T
1314 +13 1314 13 dy

L ign—mo _ 6 T qgqn—mno 4 6
1314 13 1314 + 13 da

x(n) = A""x(ng) =

di (3514777 + 55) + dy (F14"7 — 55)
(1~ )+ o (G + )
NOT: ng = 0, x(0) = z¢ = (1, —3)7 icin ozel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir.

6.2 OZDEGERLERI 1 DEN FARKLI OLAN 2X2 TiPINDE KOSEGEN-
LESTIRILEBILIR MATRISLERIN KUVVETLERI YARDIMIYLA
FARK DENKLEM SISTEMLERININ COZUMU

” 2
Ornek 6.2.1 A= olmak tizere
-1 -1

x(n+1)=Ax(n)
1

sisteminin genel ¢ézimiind bulunuz ve ayrica x(0) = (1,-3)T = baslangig
-3

kosullu ¢éziimii bulunuz.

Coziim. Sayfa 33 o6rnek 2.2.1 de A nin 6zdegerleri olarak Ay = —2, Ay = 3 ve bunlara

karsilik gelen 6zvektorler, sirasiyla £; = ve &y = olarak bulunmustu.

I. Yontem. Teorem 1.4.3 te verilen formiilii kullanarak, ¢; ve ¢y keyfi sabitler olmak

iizere verilen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

1
x(n) = A+ =0 (-2)" X + 3"

—2)"¢; —4 x 3"c
_ (e ? (6.4)
(—2)"¢1 + 3"y
bulunur. Verilen baglangi¢ kogullu ¢oziimii bulmak i¢in (6.4) formiilii ile verilen ¢oziimde
n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 c1 — 4c
— x(0) = 1 2
-3 1+ ¢
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olur ve

C1 — 402 =1
C1 + Cy = -3
denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = —%,62 = —% bulunur ve bulunan bu degerler (6.4)

formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

—5 (2" + X3

bulunur.

IT. Yontem (6zel ¢oziim igin). Verilen baglangic kosullu ¢oziimii Teorem 1.4.4 te,

U(n) = (AT€;, A\5€,) olmak iizere

ile verilen (1.42) formiiliinii kullanarak bulacagz.

. . a1 " (=2)" —4x 3"
‘I’<n) = (Alglv)‘2£2) = (_2) 73 - n
1 1 (—2) 3"
ve n = 0 icin
1 —4
v(0) =
1 1
oldugundan
1 4
—1/0) _ 5 5
U=(0) = L
5 5
bulunur. Buna gore
—2)" —4x 3" i 4 1
x(n) = o oxo - [ 5 8
(=2)" 3" -3 % -3

elde edilir.
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ITI. Yontem. Sayfa 33 ornek 2.2.1 de

n 49n
(—2)" + 43

4
AN — 5
(=2)" — 23" 2(-2)"+ 13"

o= ot

oldugunu gostermistik. Buna goére, Sonug¢ 1.4.1 de verilen formiilii kullanirsak, verilen

baglangi¢ kosullu ¢oziim olarak

x(n) = A"x(0) =

bulunur.
Sonug 1.4.1 den, dy,ds keyfi sabitler olmak iizere, keyfi x(ng) = zo = (dy, d2)T baslangig

kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

x(n) = A""x(no)
I EaRE - I YOOt S
Ly~ dgnre 4 (o dgim | g,
[ E 2 ) ey (B (<) - d3r)
O\ (BT = 13) e dy (4 (—2)" T o )

NOT: ng = 0, x(0) = z¢ = (1, —3)7 igin 6zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir.

e 3 5
Ornek 6.2.2 A = olmak tizere
0 —6

x(n+1)=Ax(n)

sisteminin genel ¢oziimiing bulunuz ve ayrica x(0) = (1,-3)T = baslangi¢

kosullu ¢éziimii bulunuz.

Coziim. Sayfa 33 o6rnek 2.2.2 de A nin 6zdegerleri olarak A\ = 3, A\ = —6 ve bunlara
5

9
1

karsilik gelen 6zvektorler, sirasiyla £; = ve &, = olarak bulunmustu.
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I. Yontem. Teorem 1.4.3 te verilen formiilii kullanarak, ¢; ve ¢y keyfi sabitler olmak

tizere verilen fark denkleminin genel ¢6ziimii olarak

1 _5
X(n) = A€ + Ay, = 13" 0 +02(—6)n 19
3¢y — 3 (—=6)"¢
- 15 (70 e (6.5)

bulunur. Verilen baglangi¢ kogullu ¢oziimii bulmak i¢in (6.5) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 o — 2c
_ X(O) _ 1 9t2
-3 Co
olur ve
5
C1 — §C2 =1
Co = -3
denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = —2,¢; = —3 bulunur ve bulunan bu degerler (6.5) for-

miiliinde yerlerine yazilirsa baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii olarak

—23" + 3 (—6)"

x(n) = .
—3(-6)

bulunur.
IT. Yontem (6zel ¢oziim igin). Verilen baglangic kosullu ¢oziimii Teorem 1.4.4 te,

U(n) = (AT€;, A5€,) olmak iizere

ile verilen (1.42) formiiliinii kullanarak bulacagz.

e m 1 W 3 3" —5(=6)"
U(n) = (A€, A56,) = | 3" ,(—6) = N
0 1 0 (—6)

ve n = 0 icin
1
0 1
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oldugundan

LS
L
~—~
(@)
SN—
Il

— ol

. 3n =2 (-6)" 12 1
x(n) = Y(n)T (0)x(0) = .
0 (—6) 01 -3
(3o
B —3(—6)"

elde edilir.
III. Yontem. Sayfa 33 6rnek 2.2.2 de

n  59n 5 n
A 3" 33" —5(-6)
0 (—6)"
oldugunu gostermistik. Buna goére, Sonu¢ 1.4.1 de verilen formiilii kullanirsak, verilen

baglangic kosullu ¢oziim olarak

x(n) = Ax() = | g?’n_gf T ) - g(_@n_?n
0 (—6) -3 —3(—6)

bulunur.

Sonug 1.4.1 den, dy,d; keyfi sabitler olmak iizere, keyfi x(ng) = 2o = (dy, dz)T baglangic
kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

x(n) = A""x(ng) = o %3%”0 N g (=6 o

0 (—6)"" ds
3-nod, +dy (3370 — 5 (—6)"™)
(—6)""" dy
NOT: ng = 0, x(0) = x¢ = (1, —3)7 icin ozel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir.

” 1
Ornek 6.2.3 A = olmak tizere
—4 3

x(n+1)=Ax(n)

sisteminin genel ¢ézimiind bulunuz ve ayrica x(0) = (1,-3)T = baslangig

kosullu ¢éziimii bulunuz.
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Coziim. Sayfa 34 ornek 2.2.3 te A nmin 6zdegerleri olarak \; = —1, Ay = 2 ve bunlara
1

karsilik gelen 6zvektorler, sirasiyla £, = ve &, = | * | olarak bulunmustu.

I. Yontem. Teorem 1.4.3 te verilen formiilii kullanarak, ¢; ve ¢y keyfi sabitler olmak

tizere verilen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

1
x(n) = A+ =0 (-1)" . + 2"

— e

—1)"¢; +127¢
R (6.6)
(—l)n c1+ 2”02
bulunur. Verilen baglangi¢ kogullu ¢oziimii bulmak i¢in (6.6) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 o1+ e
_ X(O) _ 1 12
-3 1+ C
olur ve
1
c1 + ZCQ =1
C1+cCcy = —3
denklem sistemi coziiliirse ¢; = %, cy = —1—36 bulunur ve bulunan bu degerler (6.6) for-

miiliinde yerlerine yazilirsa baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii olarak

bulunur.
IT. Yontem (6zel ¢oziim igin). Verilen baglangic kosullu ¢oziimii Teorem 1.4.4 te,

U(n) = (AT€;, A\5€,) olmak iizere

1 1 _1)* 1lon
W(n) = (N1, \2E,) = [ (1) o)) >n i
1 1 (—n" 2n

ve n = 0 i¢in

1
1

T(0) =

— e
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oldugundan

Wl

-1 (_1)” i2n %
x(n) = ¥Y(n)¥ (0)x(0) = .
(- 2 —3
IS
O\ By -t

elde edilir.
ITI. Yontem. Sayfa 34 ornek 2.2.3 te

A =

Wik Wik

oldugunu gostermistik. Buna gore, Sonug 1.4.1 de ver

baglangic kosullu ¢oziim olarak

x(n) = A"x(0)
(et ey ) [
I L e A
TR
I ot

bulunur.

Sonug 1.4.1 den, di, ds keyfi sabitler olmak iizere, keyfi

ilen formiilii kullanirsak, verilen

x(ng) = 0 = (d,da)" baslangig

kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

d
da

(1))

3

- )

x(n) = A""x(ng)
B [
et [
(G )y (b4
S\ @@ ey g (-
NOT: ng = 0, x(0) = z¢ = (1, —3)7 igin 6zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir.
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v 1 2
Ornek 6.2.4 A = olmak 1izere
x(n+1) = Ax(n)

sisteminin genel ¢ézimiind bulunuz ve ayrica x(0) = (1,-3)T = baslangig
-3
kosullu ¢oziimii bulunuz.

Coziim. Sayfa 35 ornek 2.2.4 te A nmin 6zdegerleri olarak \; = —1, Ay = 5 ve bunlara

1
2

1
I. Yontem. Teorem 1.4.3 te verilen formiilii kullanarak, c¢; ve ¢y keyfi sabitler olmak

karsilik gelen 6zvektorler, sirasiyla £, = ve {y = olarak bulunmustu.

tizere verilen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak
-1

x(n) = aAf) + e = (-1)" . + c9b"

— N

15ne, — (=1)"¢
[P (6.7)
(—=1)"¢1 + 5"y
bulunur. Verilen baglangi¢ kogullu ¢oziimii bulmak i¢in (6.7) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 leg—c
_ X(O) _ 202 1
-3 Cc1+ Co
olur ve
1
ey — - 1
262 €1
C1 + Cy = -3
denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = —2,¢; = —3 bulunur ve bulunan bu degerler (6.7) for-

miiliinde yerlerine yazilirsa baglangi¢c deger probleminin ¢6ziimii olarak

—25n 4 3 (—1)"

—2(=1)" — 5"

x(n) =

bulunur.
IT. Yontem (6zel ¢oziim igin). Verilen baglangic kosullu ¢oziimii Teorem 1.4.4 te,

U(n) = (A7€;, A5€,) olmak iizere
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ile verilen (1.42) formiiliinii kullanarak bulacagz.

= } (-1 s
U(n) = (N1, A58,) = | (1) 5" =
1 1 (-n)" 5™
ve n = 0 i¢in
-1 &
v(0) = :
1 1
oldugundan
_2 1
1/ — 3 3
0= 2 2
3 3
bulunur. Buna gore
—(=1)" lgn _2 1 1
x(n) = ¥(n)¥0)x(0) = ( 3 2 23 z
(—1) o" T -3
_ A" 2
—2(=1)" — 35"

elde edilir.
III. Yontem. Sayfa 35 o6rnek 2.2.4 te

(—=1)" + 55"

50— 2 (~1)"

An =

winn winy

oldugunu gostermistik. Buna goére, Sonuc¢ 1.4.1 de verilen formiilii kullanirsak, verilen

baglangic kosullu ¢oziim olarak

x(n) = A"x(0)

bulunur.
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Sonug 1.4.1 den, dy,ds keyfi sabitler olmak iizere, keyfi x(ng) = z¢ = (dy, d2)T baslangig

kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

2(_1)y" "0 4 lgn-no lgn-—no _ L _1)nno d
X(n) — Anfnox(no) — 3( ) 3 B 3 B 3 ( ) 1
o — (-1 A(-1) T2 [

A (B (1) 4 5 — dy (B (— 1)t — A5

 (§ (1) 357) i (3 (1)~ 35)

NOT: ng = 0, x(0) = z¢ = (1, —3)7 i¢in 6zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir.

e 5
Ornek 6.2.5 A = olmak tizere
-6 2

x(n+1) = Ax(n)

sisteminin genel ¢ézimiind bulunuz ve ayrica x(0) = (1,-3)7 = baslangi¢

-3
kosullu ¢oziimi bulunuz.

Coziim. Sayfa 35 ornek 2.2.5 te A nmin 6zdegerleri olarak \; = —1, Ay = 8 ve bunlara
1

karsilik gelen 6zvektorler, sirasiyla £, = 2 ve &y = olarak bulunmustu.

1
I. Yontem. Teorem 1.4.3 te verilen formiilii kullanarak, c¢; ve ¢y keyfi sabitler olmak
iizere verilen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

-1
1

x(n) = A+ =0 (-1)" + 8"

= N

L—D"¢ — 8%

_ [ an¥a (6.8)
(=1)"e1+ 8"

bulunur. Verilen baglangig kosullu ¢oziimii bulmak igin (6.8) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 Lo —¢
:X(O): 2 1 2
-3 Cc1+ Co
olur ve
1
T - 1
261 Co
c1+c = -3
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denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = —%, cy = —% bulunur ve bulunan bu degerler (6.8) for-

miiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢6ziimii olarak

n 5Qn
(—1)"+ 28

x(n) =
-1 - 3w

Wk wiN

bulunur.
II. Yontem (6zel ¢6ziim igin). Verilen baglangi¢ kosullu ¢oziimii Teorem 1.4.4 te,

U(n) = (AT€;, A\5€,) olmak iizere

. 23 APr-1 s (-1 —8n
U(n) = (A1€1,A58,) = | (—1) ;8 =
1 1 (-n" 8"
ve n = 0 icin
1
o
v(0)=|{ °
1 1
oldugundan
2 2
1/ — 3 3
U=(0) = S,
3 3
bulunur. Buna gore
L —gn 2 2 1
x(n) = ¥(n)¥0)x(0) = 2 (—1) 33
()" 8" -2 2 -3

elde edilir.
ITI. Yontem. Sayfa 35 ornek 2.2.5 te

An =
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oldugunu gostermistik. Buna goére, Sonuc¢ 1.4.1 de verilen formiilii kullanirsak, verilen

baglangic kosullu ¢oziim olarak

L1y 42gn L(o1) - Lgn 1
x(n) = A"x(0) = 2< )n zn 2< )n i’n
$(=1)" =28 2(=1)"+ 38 -3
f -3 1y

bulunur.
Sonug 1.4.1 den, dy,ds keyfi sabitler olmak iizere, keyfi x(ng) = z¢ = (dy, d2)T baslangig

kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

x(n) = A"""x(nyg)
_ %( 1)” n0+ 28n ng %( 1)71 L 18n—n0 dl
TR e 1 S LA
B dl (% (_l)n—no 28n n()) + dg (% 1)n—n0 . %8”7710)
(3 (10— 380) -y (3(-1)" 7 8 )

NOT: ng = 0, x(0) = zo = (1, —3)7 igin 6zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir.

v 1
Ornek 6.2.6 A = olmak tizere
x(n+1)=Ax(n)

sisteminin genel ¢ézimiind bulunuz ve ayrica x(0) = (1,-3)T = baslangig
kosullu ¢éziimii bulunuz.

Coziim. Sayfa 36 6rnek 2.2.6 da A nin 6zdegerleri olarak \; = —2, Ay = 4 ve bunlara
karsilik gelen 6zvektorler, sirasiyla £, = ve &, = B olarak bulunmustu.

I. Yontem. Teorem 1.4.3 te verilen formiilii kullanarak, ¢; ve ¢y keyfi sabitler olmak
tizere verilen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak
x(n) = A& + 5 = (—2)" i) + 4™

3(=2)"c1 —3 x 4",

(_2)n c1 + 4“62

82



bulunur. Verilen baglangig kosullu ¢oziimii bulmak igin (6.9) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 _ x(0) = 3c1 — 3¢
-3 1+ ¢y
olur ve
3ci — 3¢ = 1
cp+c = —3
denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = —3,¢; = —2 bulunur ve bulunan bu degerler (6.9) for-

miiliinde yerlerine yazilirsa baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii olarak

—4(=2)"+5 x 4"
X(’I’L) - 4 n 51n
- (—2)" —24
bulunur.

IT. Yontem (6zel ¢odziim igin). Verilen baglangic kosullu ¢oziimii Teorem 1.4.4 te,

U(n) = (AT€;, A\5€,) olmak iizere

ile verilen (1.42) formiiliinii kullanarak bulacagz.

U(n) = (A€, M56,) = | (—2) 4 - n
1 1 (—2) 4

ve n = 0 icin

3 -3
v(0) =
1 1
oldugundan
1 1
—1/ 6 2
U=(0) = L
6 2

. 3(=2)" =3 x4n : 1 1

x(n) = W(n)¥(0)x(0) =
(—2)" 4n = -3

[ Sxd4r—4(=-2)

A 1)
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elde edilir.
III. Yontem. Sayfa 36 ornek 2.2.6 da

P R R O Te R T
N 1
2

(—2)" — Lav

D= N

oldugunu gostermistik.

baglangic kosullu ¢oziim olarak

Buna gore, Sonu¢ 1.4.1 de verilen formiilii kullanirsak, verilen

1 l 3 (o) _ 3yn 1
g( 2)" — 54 5 (=2)" + 34 -3
5 x 4" 4(—2)"
4 (—2)" — By
bulunur.

Sonug 1.4.1 den, d;, dy keyfi sabitler olmak iizere, keyfi x(ng) = zg =

(du, d2)T baslangig

kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

x(n) = A""x(ng)
B $(=2)"7" 4 24nTm0 3 (—2)"T™0 — S4nmo dy
o\ L mdgrem L(gyro g Lgneme || g
(G ) (3 2y )
(4 (2)"77 4 347770) 4y (& (=2)" 7™ — bar-ro)

NOT ng = O, X(O) =X =

yazilarak da bulunabilir.
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BOLUM 7

KOSEGENLESTIRILEBILIR 3x3 TIPINDE MATRISLERIN
KUVVETLERI YARDIMIYLA FARK DENKLEM SiSTEMLERININ
CcOzZUMU

7.1 OZDEGERLERINDEN EN AZ BiRiSi 1 OLAN 3X3 TiPINDE KOSE-
GENLESTIRILEBILIR MATRISLERIN KUVVETLERI YARDIMIYLA
FARK DENKLEM SISTEMLERININ COZUMU

1 2 2
Ornek 7.1.1 A= 2 1 1 olmak 1tizere

001
x(n+1) = Ax(n)
0
sisteminin genel ¢oziimiind bulalvm ve ayrica x(0) = (0,1,2)T = | 1 | baslangig kosullu
2

¢ozimaii bulalim.

Coziim. Sayfa 37 6rnek 3.1.1 de A nin 6zdegerleri Ay = —1, Ay = 1 ve A\3 = 3 olarak ve

1 _% 1
bunlara karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla §; = 1 =1 -1 | ve&=1| 1
0 1 0

bulunmustu.
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I. Yontem. Teorem 1.4.3 te verilen (1.39) formiiliinii kullanarak, verilen fark denkleminin

genel ¢oziimii olarak

X(n) = caA§ + Ay + A3y

—-1 -3 1
= Cl(—l)n 1 + Cgln -1 + C33n 1
0 1 0

3”63 — (_1)11 C1 — %CQ
- (_1>n Cc1 — Cy + 3”03 (71)

Co
bulunur.

Verilen baglangig kosullu ¢oziimii bulmak igin (7.1) formiilii ile verilen ¢oziimde n = 0

yazacagiz. Buna gore

0 C3 —C1 — %CQ
1 :X(O): c1 — Co + C3
2 Cy
olur ve
1
C3 —C1 — 562 =0
€1 —Cy+cC3 = 1
Cy = 2

denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 1,¢2 = 2,¢3 = 2 bulunur ve bulunan bu degerler (7.1)

formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

3mcy — (—1)"¢1 — 302 2x 3" — (=1)"—1
x(n)=1 (=1)"c;—c2+3"%3 | =] 2x3"+(-1)"—-2
(&) 2

bulunur.

II. Yontem (6zel ¢oziim igin). Verilen baglangic kosullu ¢oziimii Teorem 1.4.4 te,

U(n) = (A7€, A5y, A5E;) olmak iizere
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ile verilen (1.42) formiiliinii kullanarak bulacagz.

-1 _%
U(n) = (M€, A58, A385) = [ (=)™ [ 1 |, 1" —1
0 1
—(-n" -5 3"
= (-n* -1 3"
0 1 0
ve n = 0 icin
-1 —3 1
U(0) = 1 -1 1
0 1 0
oldugundan
1 1 1
2 2 4
Vo) = 0 01
1 1 3
2 2 1
bulunur. Buna goére
o4 ) [
x(n) = ()T H0)x(0)=[ (-n" -1 3" 0
0 1 0 2
2x3"—(-1)" -1
= | (~D)"+2x3" -2
2
elde edilir.
ITI. Yontem. Sayfa 37 ornek 3.1.1 de
L T A i Ve
A= 13" —1(-1)" 1(-1)"+13" 1(-1)"+33" -1
0 0 1

O N

N =

[N

L [9)



oldugunu gostermigtik. Buna gore, Sonug 1.4.1 de verilen (1.35) formiiliinii kullamrsak,

verilen baglangic kogullu ¢oziim olarak

x(n) = A"x(0)

T(-1)"+33" -1 (-1" 331" -1 0
= | Br—L(-1)" I(-D)"+13" 1(-1)"+33"—1 1
0 0 1 2

2% 3" — (=1)" -1
= | (-D)"+2x3"—2
2

bulunur.
Sonug 1.4.1 den, dy,dy,ds keyfi sabitler olmak iizere, keyfi x(ng) = zo = (dy,ds, ds)?

baslangic kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

x(n) = A"7"x(ng)
5 (= )” Mg g3 23 — L (=) a dy
= | gy sy g b | |
0 0 1 ds
&
= | 4
e

bulunur. Burada,
R ARSI
b= (—1)"*"0 + 230 — 1

= (13— (3 (1) )
O
4= dy (3 (=17 + 33770) — dy (4 (~1)"™ — J30-m)
+ds (3 (—1)"7" + 23n7m0 — 1)

l —
2

e = ds tiir.
NOT: ny = 0, x(0) = o = (0,1,2)7 icin &zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir. m
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1 3 3
Ornek 7.1.2 A=| -3 —5 -3 olmak 1izere

3 3 1

x(n+1) = Ax(n)
nin genel ¢éziimiini ve ayrica x(0) = (0,1,0)T baslangi¢ kosullu ¢oziimii bulalvm.

Coziim. Sayfa 38 ornek 3.1.2 de A nin 6zdegerleri Ay = 1, A\ = A3 = —2 olarak ve bunlara
1 —1 -1
karsilik gelen ozvektorler sirasiyla &, = -1 1,& = 1 ve {3 = 0

1 0 1
bulunmustu.

I. Yontem. Teorem 1.4.3 te verilen (1.39) formiiliinii kullanarak, verilen fark denklem

sisteminin genel ¢oziimii olarak

x(n) = al&+ A& +aA3é;
1 -1 —1
= aql"| =1 |+eca(=2)"] 1 |+a(=2"] 0
1 0 1
c1—(=2)"ca —(-2)"¢3
- (—2)"ca — 1 (7.2)
c1+ (—2)"¢3
bulunur.
Verilen baglangig kosullu ¢oziimii bulmak igin (7.2) formiilii ile verilen ¢oziimde n = 0

yazacagiz. Buna gore

0 C1 —Cy —C3
1 =x(0) = Co — (1
0 c1+¢C3
olur ve
Ci —C—C3 — 0
Cy —C1 = 1
cL+cy = 0
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denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 1,¢2 = 2,¢3 = —1 bulunur ve bulunan bu degerler (7.2)

formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

C1 — (—2) Cy — (_2)11 C3 1-— (_2)n
x(n) = (=2)" ¢y — 1 =1 2(-2)" -1
c1 + (_2>n C3 1-— (_2>n

bulunur.

IT. Yontem (6zel ¢bziim igin). Verilen baglangic kosullu ¢oziimii Teorem 1.4.4 te,

U(n) = (AT€, A5€s, A\5E4) olmak tizere

U(n) = (A& A383) = | 17| =1 [, (=2)"| 1 [.(=2)"| 0

= -1 (—2)" 0
1 0 (—=2)"
ve n = 0 i¢in
1 -1 -1
v(0) = -1 1 0
1 0 1
oldugundan
1 1 1
vlo)y=| 1 2 1
-1 -1 0
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bulunur. Buna gore

x(n) = ¥(n)T'(0)x(0)

1 —(=2)" —(=2)" 1 1 1 0
= | -1 (-2 0 1 2 1 1
1 0 (—2)" ~1 -1 0 0
1—(—2)"
= | 2(-2" -1
1—(=2)"

elde edilir.

III. Yontem. Sayfa 38 6rnek 3.1.2 de

1 1—(=2)" 1—(=2)"
A= (=2)" =1 2(=2)"—1 (-2)"—1
1—(=2)" 1—(=2)" 1

oldugunu gostermigtik. Buna gore, Sonug 1.4.1 de verilen (1.35) formiiliinii kullamrsak,

verilen baglangi¢c kogullu ¢oziim olarak

1 1—(=2)" 1—(=2)" 0

= | ~2"=1 2(-2"-1 (-2)"—1 1

1—(=2)" 1—(=2)" 1 0
1—(=2)"
= | 2(=2)"—1
1-(—2)"

bulunur.
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Sonug 1.4.1 den keyfi x(ng) = 2o = (di, da, d3)” baglangi¢ kosulu ile verilen homojen fark

denkleminin genel ¢oziimii olarak

x(n) = A""x(ng)
1 1 (—2)"™ 1 (—2)"™ d,
= | (2" -1 2(-2)" 01 (—2)m -1 d
1—(=2)"™ 1 (—2)"" 1 ds

di—dy ((=2)"" = 1) —dy (2" — 1)
= | A (2" )+ (-7 1) +da (2(-2)" - 1)
dy —dy ((=2)"" = 1) —dp ((-=2)"™ - 1)

bulunur.

NOT: ng = 0, x(0) = 29 = (0,1,0)7 icin vzel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir. =

3 3 4
Ornek 7.1.3 A= 4 4 92 olmak tizere

5 3 2

x(n+1)=Ax(n)

sisteminin genel ¢oziimiingi bulalvm ve ayricax(1) = (=1,1, —=2)T baslangi¢ kosullu ¢éziimii

bulalim.

Coziim. Sayfa 39 ornek 3.1.3 te A nin 6zdegerleri A\ = 1, Ay = —2, A3 = 10 olarak ve

1 -1

bunlara karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla &, = | —2 |, &, = % ve {5 =
1

1
bulunmustu.
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I. Yontem. Teorem 1.4.3 te verilen (1.39) formiiliinii kullanarak, verilen fark denkleminin

genel ¢oziimii olarak

X(n) = A&+ Ay +e3A3Es
1 -1 1
= Clln -2 + 02(_2)n + 0310” 1

— Wl

1

C1 — (_2)n Cy + 10”63
— 3 (—2)" ¢ — 2¢1 + 10"¢3 (7.3)
c1+ (—2)" ¢ + 10"¢3
bulunur.

Verilen baglangig kogullu ¢oziimii bulmak igin (7.3) formiilii ile verilen ¢oziimde n = 1

yazacagiz. Buna gore

-1 c1 + 2¢9 + 10c3
1 [ =x(1) =] 10c; — 2¢3 — 2¢,
—2 C1 — 2C2 + 1003
olur ve
c1+2c0+10c3 = -1

2
1063 — 562 — 261 = 1

c1—2cp 4+ 10c5 = =2

denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = —%,¢c0 = i, C3 = —%0 bulunur ve bulunan bu degerler

(7.3) formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangi¢ deger probleminin ¢tziimii olarak

¢ — (=2)" ¢y + 107¢3 —1(—2)r —LLyon -8
x(n)=| $(=2)"ca—2c;+ 103 | = | &(-2)" — 10"+ L&

c1+ (—2)" co + 107c3 1(—2)" — 10" — &
bulunur.

II. Yontem (6zel ¢oziim igin). Verilen baglangic kosullu ¢oziimii Teorem 1.4.4 te,

U(n) = (AT€, A5€s, A5E4) olmak tizere
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ile verilen (1.41) formiiliinii kullanarak bulacagz.

w(”) = ()‘?517 )‘721527 )\353) =1 —2 ’ (_2>n

1 2 10
Y1) =] -2 -2 10

1 -2 10
oldugundan

i 1 2

9 3 9
viy=| 1 o -1

x(n) = W(n)¥*(1)x(1)

-2 - 10—
= | -
2 = -

elde edilir.
III. Yontem. Sayfa 39 ornek 3.1.3 te

7 n lon 1 1 n 1 lon 5 n 2
Ti0m—lom 1 lygn— L1 lgn g Bqgn g 2

3
n o __ lon 7 n 2 11nn 2 5 n 1on 4
An=| dgny Tqon 2 1ygn 42 Sq0n - lon ot
lon 7 n 1 110n 1 5 n lon 2
lon 4 Ly0n 41 1y0n— 1 Syon —lon 42
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oldugunu gostermigtik. Buna gore, Sonug 1.4.1 de verilen (1.35) formiiliinii kullamrsak,

verilen baglangic kogullu ¢oziim olarak

x(n) = A" x(1)

Flont —don=t ol Lyt 4 donel g Sqgnot 4 2 -1
= | 2" 4 K10t =2 210t 4+ 2 Zqont—gant— 2 1
lon=tqp Tqon-t+ 4 ljpn-t—4 Sqon-t—lon-ty 2 —2
U A (S
= | 20 -0+ Y | = 52— pl0t + Y
ot - 1ot - g 2 - 10 - §

bulunur. Sonug 1.4.1 den, d, ds, d3 keyfi sabitler olmak iizere, keyfi
X(ng) = xo = (d1>d2>d3)T
baslangic kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

x(n) = A"7"x(ng)

I LU I A e U b W
ol R Lt B AU BE U il I
2onmno 4 L1004 110m e — & Z10nT0 — 12n7me 4 2 ds
a
= | b
Cc

bulunur. Burada

a=dy (310" — 3) +dy (F10" 0 — 22770 4 1)
+ds (327770 + 107 4 2)

b=dy (31070 + 2) 4 d; (1270 4 L1070 — 2)
—dy (§2" — 10" 4+ )

c=dy (31070 — 1) gy (L2770 + L10n 0 4+ 1)

+ds (10mm0 — 127770 + 23 dur.

NOT: ng = 1, x(1) = 29 = (=1,1,-2)T igin 6zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler

yerlerine yazilarak da bulunabilir. m
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21 3
Ornek 7.1.4 A= 1 2 3 olmak tizere

3 3 20

x(n+1) = Ax(n)
nin genel ¢éziimiini ve ayrica x(0) = (0,1,0)T baslangi¢ kosullu ¢oziimii bulalvm.

Coziim. Sayfa 40 ornek 3.1.4 te A nin dzdegerleri A\; = 1, Ao = 2, A3 = 21 olarak ve
-1 -3
bunlara karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla & = 1 =1 =3 | ve&y =

0 1

= o= o=

bulunmustu.
I. Yontem. Teorem 1.4.3 te verilen (1.39) formiiliinii kullanarak, verilen fark denklem

sisteminin genel ¢oziimii olarak

X(n) = A+ A58 + 35y

~1 -3 g
= al" [ 1 | +&2"| -3 | +e21"]| 2
0 1 1
$21%c5 — 3 X 2"y — ¢4
= | &1 —3x2%+ 121" (7.4)

2"co + 21"cs

bulunur.
Verilen baglangig kosullu ¢oziimii bulmak igin (7.4) formiilii ile verilen ¢oziimde n = 0

yazacagiz. Buna gore

0 %Cg — 3C2 —C1
1 = X(O) = c1 — 3¢y + %Cg
0 Co +C3
olur ve
1
Ce3—3cs—¢; = 0
6C3 (&) C1
C1 — 362 + 663 =1
Co+c3 = 0
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3

—+, ¢35 = = bulunur ve bulunan bu degerler (7.4)

denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = %, Co =

formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

é21n63 —3 X 2”02 —C1 _% + %271 + 3_182117,
X(”) = cp — 3 X 2% + %21”03 = % + %271 + 3_1821n
2nC2 + 21”63 _%271 + %2171

bulunur.

IT. Yontem (6zel ¢bziim igin). Verilen baglangic kosullu ¢oziimii Teorem 1.4.4 te,

U(n) = (AT€, A5€s, A\5E4) olmak tizere

‘I’<n) = ()\?517 )\721527 )\g§3) = 1n ]- ) 2n _3 ) 21"

= o= O

-1 —3x2" 21"
= 1 —3x2" g217
0 n21n

ve n = 0 i¢in

-1 -3 £
o) = 1 -3 1%
0 1 1
oldugundan
11
-3 3 0
o= | b b
3 3 18
19 19 19
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bulunur. Buna gore

x(n) = ¥(n)T'(0)x(0)

n loqn 1 1
_ n 1 n 3 3 1
n n 3 3 18
0 2 21 9 5 1o 0

3 n 3 on
E21 _EQ

elde edilir.

III. Yontem. Sayfa 40 o6rnek 3.1.4 te

9 on 1 n 1 9 on 1 n 1 3 n 3 on
n __ 9 on 1 n 1 9 on 1 n 1 3 n 3 on
A" = 192 + 3821 F 2 192 + 3821 +3 1921 - 192
3 n 3 on 3 n 3 on 1 on 18 n

1521" — 152 121" — 152" 152" + 1921

oldugunu gostermigtik. Buna gore, Sonug 1.4.1 de verilen (1.35) formiiliinii kullamrsak,

verilen baglangi¢c kogullu ¢oziim olarak

x(n) = A"x(0)

52"+ 55210 5 152" 21" — 5 15210 — 520 0
= | #2320 -5 5204 21"+ 5210 — 527 1
221m — 2an 2o1n — Zon Lon 4 B217 0

52"+ 3521" — 3

= | &2+ 521"+

3 n 3 on
121" — 552

bulunur.
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Sonug 1.4.1 den keyfi x(ng) = 2o = (di, da, d3)” baglangi¢ kosulu ile verilen homojen fark

denkleminin genel ¢oziimii olarak

x(n) = A"7"x(nyg)

2V 4 22170 4 1 29N 4 S0 — 2 S91nne — dgn—ne d,
= %anno + %21117110 _ % 1;992n7n0 + 3_1821nan + % 1&921n7n0 N %2,1,”0 dg
%2171—710 _ %271—710 %2171—710 _ %271—710 %271—710 + %2171—710 ds
a
= b
Cc

bulunur. Burada

a=d (32770 + L2170 4 1) — gy (S2n-m0 — Bo1nm)

+dy (52070 4 32170 — 1)

b=d (L2 + L21mme — 1) — gy (S2nm0 — Sopn-mo)

+dy (52770 + 5521770 + 1)

¢ =ds (15270 4 821770) — dy ($2770 — F21m0) —dy (F2m0 — 2217 0) dur.
NOT: ng = 0, x(0) = 9 = (0,1,0)7 icin 6zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir. =

-8 9 =27
Ornek 7.1.5 A= 3 —2 9 olmak tizere
3 =3 10

x(n+1)=Ax(n)

nin genel ¢éziimiini ve ayrica x(0) = (0,1,0)T baslangi¢ kosullu ¢oziimii bulalvm.

Coziim. Sayfa 41 ornek 3.1.5 te A min dzdegerleri A\; = 1, Ay = 1, A3 = —2 olarak ve

1 -3 -3
bunlara karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla §; = | 1 |, & = 0 ve {y = 1
0 1 1

bulunmustu.
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I. Yontem. Teorem 1.4.3 te verilen (1.39) formiiliinii kullanarak, verilen fark denklem

sisteminin genel ¢oziimii olarak

X(n) = caA§ + Ay + A3y

1 -3 -3
= c1"| 1 | +cl" 0 +c3(—=2)" 1
0 1 1

C1 — 302 -3 (_2)n C3
- C1 + (_2)71 C3 (75)
Co + (_2)n C3
bulunur.

Verilen baglangig kosullu ¢oziimii bulmak igin (7.5) formiilii ile verilen ¢oziimde n = 0

yazacagiz. Buna gore

0 C1 — 362 — 363
1 = X(O) = Cc1 + C3
0 C2 +C3
olur ve
C1 — 302 — 303 =0
c1+c3 = 1
Co+c3 = 0
denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 0,¢; = —1,¢3 = 1 bulunur ve bulunan bu degerler (7.5)

formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

C1 —362—3(—2)n C3 3_3(_2)11
x(n) = a1+ (=2)" ¢ = (=2)"
Co + (_2>n C3 (_2>n -1

bulunur.

II. Yontem (6zel ¢oziim igin). Verilen baglangic kosullu ¢oziimii Teorem 1.4.4 te,

U(n) = (A7€, A5y, A5E;) olmak iizere
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ile verilen (1.42) formiiliinii kullanarak bulacagz.

1
‘I,<n) = ()\?517 )\721527 )‘gg?)) = 171 1 ) 1n

ve n = 0 icin
vOo)=11 0 1

0 1 1

oldugundan

x(n) = ()P '0)x0O0)=] 1 0 (=2)"

elde edilir.
ITI. Yontem. Sayfa 41 6rnek 3.1.5 te

’<_2)n
1 0
1 -1

-1 1



oldugunu gostermigtik. Buna gore, Sonug 1.4.1 de verilen (1.35) formiiliinii kullamrsak,

verilen baglangic kogullu ¢oziim olarak

3(=2)"—2 3-3(=2)" 9(-2)" -9 0
x(n) = A"x(0)=| 1-(=2)"  (=2)" 3-3(=2)" 1
1—(=2)" (=2)"—=1 4-—3(=2)" 0
3—-3(-2)"
= (—-2)"
(-2)" -1

bulunur.

Sonug 1.4.1 den keyfi x(ng) = 2o = (dy, do, d3)* baglangic kosulu ile verilen homojen fark

denkleminin genel ¢oziimii olarak

x(n) = A""x(ng)
3(—2)""0 —2 3-3(—=2)" 9(—2)"™ _9 d,
= 1—(=2)"™ (=2)"" 3—3(=2)"" do
1—(=2)"™ (=2)" ™ —1 4-—3(=2)"" ds

di(3(=2)"" = 2) —dy (3(=2)"" —3) +45 (9(-2)" " —9)
- (2" "0 dy —dy (3(=2)" " = 3) — i (-2 — 1)
dy ((=2)" 7" = 1) = dy ((=2)"™" = 1) —d5 (3(=2)" " — 4)

bulunur.
NOT: ny = 0, x(0) = o = (0,1,0)7 igin 6zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine
yazilarak da bulunabilir. =
2 -2 3
Ornek 7.1.6 A=| o 3 2 olmak 1tizere
0 -1 2
x(n+1)=Ax(n)

nin genel ¢éziimiini ve ayrica x(0) = (0,1,0)T baslangi¢ kosullu ¢oziimii bulalvm.

Coziim. Sayfa 41 ornek 3.1.6 da A nin 6zdegerleri \; = 1, Ay = 2, A\3 = 4 olarak ve

—1 1 z
bunlara karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla §; = 1 =10 | ve&s=| -2
1 0 1

bulunmustu.
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I. Yontem. Teorem 1.4.3 te verilen (1.39) formiiliinii kullanarak, verilen fark denklem

sisteminin genel ¢oziimii olarak

X(n) = caA§ + Ay + A3y

—1 1 I
= 1" 1 +e2" | 0 | +esd" | -2
1 0 1

2”62 —C+ %4”63
= c1— 2 x4"cs3 (76)
c1 + 4”03
bulunur.

Verilen baglangig kosullu ¢oziimii bulmak igin (7.6) formiilii ile verilen ¢oziimde n = 0

yazacagiz. Buna gore

0 Co —C1 + %Cg
1 = X(O) = C1 — 263
0 1+ ¢c3
olur ve
7
Cy — C1 + 563 =0
C1 — 263 =1
c1+c3 = 0
denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = %, cy = %, c3 = —% bulunur ve bulunan bu degerler (7.6)

formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

2”62 —c; + %4”03 %2” — %22n — %
x(n) = c1 — 2 X 474 = 292 4 L
c1+ 4“63 % — %2271

bulunur.

II. Yontem (6zel ¢oziim igin). Verilen baglangic kosullu ¢oziimii Teorem 1.4.4 te,

U(n) = (A7€, A5y, A5E;) olmak iizere
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ile verilen (1.42) formiiliinii kullanarak bulacagz.

—1
‘I,<n) = ()\?517)‘721527)\g£3>: I 1 ’271
1
-1 20 Iam
= 1 0 —-2x4"
1 0 4"
ve n = 0 icin
7
-1 1 3
vo)=1 1 0 -2
1 0 1
oldugundan
0 5 3
vo)=|1 & -1
11
0 -3 3
bulunur. Buna goére
-1 20 I
x(n) = ¥(n)¥10)x(0) = 1 0 —2x4"
1 0 4"
3on 7An 1
22" — 54" — 3
_ 2 n 1
1 1n
354
elde edilir.
ITI. Yontem. Sayfa 41 6rnek 3.1.6 da
n  39n An 1 7gn lon 2
2" g2l g g4 92" 3
a=lo ey g
I T
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oldugunu gostermigtik. Buna gore, Sonug 1.4.1 de verilen (1.35) formiiliinii kullamrsak,

verilen baglangic kogullu ¢oziim olarak

on Son _Iyn 1 Iyn_lon_ 2 0
x(n) = A"x(0)=1] 0 24m 4 % 2_2yn 1
0 :—1am 34"+ 2 0
=
- 24n + 1
f-gr

bulunur.
Sonug 1.4.1 den keyfi x(ng) = 2o = (di, da, d3)” baglangi¢ kosulu ile verilen homojen fark

denkleminin genel ¢oziimii olarak

x(n) = A""x(ng)
n—ng 39n-ng _ Tgn-no _ 1 Tyn-no _ lon-ng _ 2
2 22 64 3 64 22 3 dy
= 2qn—mno o 1 2 _ 24n—ng
0 34 't 3 2 34 do
1_ 1lgn-no lgn—no 4 2
0 3 34 34 + 3 ds

2y — dy (00— $20700+3) —dy (2 —

- (410 ) = dy (B4

(4 3) o (a0 )

bulunur.
NOT: ng = 0, x(0) = 9 = (0,1,0)7 icin vzel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir. =

1 -1 0
Ornek 7.1.7 A= -1 2 -1 olmak tizere
0o -1 1
x(n+1)=Ax(n)
0
sisteminin genel ¢ozimiind bulalim ve ayrica x(0) = (0,1,0)T = | 1 | baslangi¢ kosullu
0

¢ozimi bulalim.
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Coziim. Sayfa 42 6rnek 3.1.7 de A nin 6zdegerleri \y = 0, Ao = 1, A3 = 3 olarak ve

1 -1 1
bunlara karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla §; = | 1 |, & = 0 vels = | —2
1 1 1

bulunmustu.

Ayrica Sayfa 42 6rnek 3.1.7 de

A" = _1lgn Zgn _1lgn

oldugunu gostermigtik. Buna gore, Sonug 1.4.1 de verilen (1.35) formiiliinii kullamrsak,

verilen baglangi¢ kogullu ¢oziim olarak

R e AW AN 7
x(n) = A"x(0) = —i3n  Z3n _ign 1 | = 237
lan 1 lon 1laon 1 lan

bulunur.

Sonug 1.4.1 den keyfi x(ng) = 2o = (dy, do, d3)* baglangic kosulu ile verilen homojen fark

denkleminin genel ¢oziimii olarak

loan-ng 4 1 _lan-no lan-no _ 1
63 +3 33 63 5 dq
X — An_nox — _l n—mo 2 n—no _l n—no
(n) (n0) 13 23 33 dy
lon-ng _ 1 _lan-ng 1lan-ng 5 1
63 2 33 63 +3 ds

di (§3770 + §) +ds (33770 — ) — 33 d,
= 237 M0dy — 33" "0dy — 337 "0d

B0 =)y (13 4)

bulunur.

NOT: ny = 0, x(0) = o = (0,1,0)7 igin 6zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir. m
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7.2 OZDEGERLERI 1 DEN FARKLI OLAN 3X3 TiPINDE KOSEGEN-
LESTIRILEBILIR MATRISLERIN KUVVETLERI YARDIMIYLA
FARK DENKLEM SISTEMLERININ COZUMU

4 01
Ornek 7.2.1 A=| 2 3 2 olmak tizere
1 0 4
x(n+1)=Ax(n)
0
nin genel ¢éziimiini ve ayrica x(0) = (0,1,0)7 = | 1 | baslangi¢ kosullu ¢oziimii bu-
0

lalim.

Coziim. Sayfa 43 ornek 3.2.1 de A nin 6zdegerleri \y = 3, Ao = 3, A3 = 5 olarak ve

0 —1 1
bunlara karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla &, = | 1 |, & = 0 vels = | 2
0 1 1

bulunmustu.
I. Yontem. Teorem 1.4.3 te verilen (1.39) formiiliinii kullanarak, verilen fark denklem

sisteminin genel ¢oziimii olarak

X(n) = A+ A58 + c33és

0 ~1 1
= 3" | 1 | +c3" 0 +c35™" | 2
0 1 1
5"c3 — 3"co
= 3"c1 +2 x 5"c3 (7.7)
3"cy + H"c3

bulunur.
Verilen baglangig kosullu ¢oziimii bulmak igin (7.7) formiilii ile verilen ¢oziimde n = 0

yazacaglz. Buna gore

0 C3 — Cy
1 | =x(0)=1] ¢ +2¢c;
0 Co + C3
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olur ve

C3 —Cp — 0
c1+ 203 =1
Co+c3 = 0

denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 1,¢3 = 0,¢3 = 0 bulunur ve bulunan bu degerler (7.7)

formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

5”63 — 3”02 0
x(n) =1 3"%; +2x5%; [ =] 3"
3”02 + 5”63 0

bulunur.

II. Yontem (6zel ¢6ziim igin). Verilen baglangi¢ kosullu ¢oziimii Teorem 1.4.4 te,

U(n) = (AT€, Ay€s, A5E5) olmak tizere

ile verilen (1.42) formiiliinii kullanarak bulacagz.

0 -1 1
U(n) = (ME&LA58,A383) = 3" | 1 |.3"[ 0 5" 2
0 1 1
o -3 5
= 3" 0 2x5"
0o 3 o"
ve n = 0 i¢in
0 -1 1
TO)=|1 0 2
0 1 1
oldugundan
-1 1 -1
v =| i 0 4
: 0 3
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bulunur. Buna gore

0 —3" 5" 11 -1\ {0
x(n) = Y(n)TH0)x(0)=| 3" 0 2x5" 19 1 1
0 3 5 19 1 0

0

— |

0

elde edilir.
ITI. Yontem. Sayfa 43 6rnek 3.2.1 de

33" 435" 0 157 —13"
An — 5n 3 3n 3n 5n o 3n

len lan lagn 1gn
39" —=353" 0 33"+35
oldugunu gostermigtik. Buna gore, Sonug 1.4.1 de verilen (1.35) formiiliinii kullamrsak,

verilen baglangi¢ kosullu ¢oziim olarak

i3n+i5m 0 Lism—13m 0 0
x(n) = A"x(0) = 5 —3n  3n 5no_3n 1 |=1 3
gm0 gregs ) o) o

bulunur.
Sonug 1.4.1 den keyfi x(ng) = 2o = (di, da, d3)” baglangi¢ kosulu ile verilen homojen fark

denkleminin genel ¢oziimii olarak

1on—n, lzn—mn lzn—mn 1aon—n

Ign=no 4 lsn—no  (  Ign—no _ lgn—no d
X(’I’L) — An_”ox(no) — =m0 _ gn—no gn—no =m0 _ gn—no dg

%571—710 _ %371—710 0 %371—710 + %571—710 d3

(5370 35777 — dy (§37 — 35 0)
— 3n7n0d2 _ d3 (3n7n0 _ 5n7n0) _ dl (3n7n0 _ 5n7n0)
dy (53770 457) = (B30 )

bulunur.
NOT: ny = 0, x(0) = o = (0,1,0)7 igin 6zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir. m
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1 -3 3
Ornek 7.2.2 A=| 3 -5 3 olmak 1izere

6 —6 4

x(n+1)=Ax(n)
0

nin genel ¢oziimiini ve ayrica £(0) = (0,1, )T = | 1 | baslangi¢ kosullu ¢éziimii bulalm.
1

Coziim. Sayfa 44 ornek 3.2.2 de A nin dzdegerleri \; = —2, Ay = —2, A3 = 4 olarak ve
1 ~1 3

bunlara karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla &, = | 1 |, & = 0 ve &5 = %
0 1 1

bulunmustu.
I. Yontem. Teorem 1.4.3 te verilen (1.39) formiiliinii kullanarak, verilen fark denklem

sisteminin genel ¢oziimii olarak

xX(n) = AT+ A58 + 356

1 —1 !
= a(=2)" 1 [+a(=2)"] 0 |+ea"| 1
0 1 1

(=2)" 1 — (=2)" o + 34"cs
- (=2)" ¢ + 343 (7.8)
(—2)" co + 4™cy
bulunur.
Verilen baglangig kosullu ¢oziimii bulmak igin (7.8) formiilii ile verilen ¢oziimde n = 0

yazacaglz. Buna gore

0 c1 — Cy + %63
1 =xO) = ¢+l
1 C2+C3
olur ve
1
c1 — Cy + 563 =0
1
c1 + 563 =1
Co+c3 = 1
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denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 1,¢3 = 1,¢3 = 0 bulunur ve bulunan bu degerler (7.8)

formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

(_2)11 C1 — (_2)n Co + %4”03 0
X(n) = (—2)n c1 + %4”63 = (—2)n
(_2)71 Cc2 + 4”03 (_2>n

bulunur.

IT. Yontem (6zel ¢bziim igin). Verilen baglangic kosullu ¢oziimii Teorem 1.4.4 te,

U(n) = (AT€, A5€s, A\5E4) olmak tizere

ile verilen (1.42) formiiliinii kullanarak bulacagz.

1 ~1 .
0 1 1

1 -1 5
vo)=11 0 %
0 1 1
oldugundan
1 3 _1
2 2 2
vro)=] -1 1 0
1 -1 1
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bulunur. Buna gore

x(n) = ¥(n)¥*(0)x(0)

T W A I B
— (—2)" 0 4" -1 1 0 1
0 (=2 4r 1 -1 1 1
0
= | (=2
(=2)"
elde edilir.
III. Yontem. Sayfa 44 6rnek 3.2.2 de
$(=2)"+34" L1(-2)"— 24 24— L1(-2)"
A= | H4r—2(-2)" 3(-2)"— 24" 4" —1(-2)"
4n — (=2)" (—2)" — 4" 4m

oldugunu gostermigtik. Buna gore, Sonug 1.4.1 de verilen (1.35) formiiliinii kullamrsak,

verilen baglangi¢ kogullu ¢oziim olarak

F(=2)"+ 34" 1(=2)"— 24" 4" —2(-2)" 0
x(m) = AX(0) = | 3B (-2 §-2) g -3 || 1
4 —(=2)" (=2t —4n 4n 1

bulunur.
Sonug 1.4.1 den keyfi x(ng) = 2o = (dy, do, d3)* baglangic kosulu ile verilen homojen fark

denkleminin genel ¢oziimii olarak

x(n) = A"7"x(nyg)

L(=2)" ™™ 4 dgnm L) _dgnm g d
o LR (o O e TN I
gremo — (=2)"T (=2)"T 4o gnmo ds
&
= | d
€
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bulunur. Burada

o= -y (-2

b=14n—mo — 2 (=2)""

(=2)"7" 4 24nmo) 4 dy (4 (=2)"T — 4nm)

iy (2 )

= (12 = )~ (-2 )

i (b2 =y

e=dy ((—2)"7" —4"0) —dy ((—2)"" — 4n7"0) 4 4" dy i,

NOT: ng = 0, x(0) = 9 = (0,1,0)7 icin 6zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir. m

4 6 10
Ornek 7.2.3 A= 3 10 13 olmak tizere
-2 —6 -8
x(n+1)= Ax(n)
0
nin genel ¢oziimiini ve ayrica £(0) = (0,1,0)7 = | 1 | baslangi¢ kosullu ¢éziimii bulalm.
0

Coziim. Sayfa 45 ornek 3.2.3 te A nin 6zdegerleri A\; = 0, Ay = 2, \3 = 4 olarak
-1 1

ve bunlara karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla £, = -1 1,& = -2 | ve & =

1 1

— % bulunmustu.

1
Ayrica Sayfa 45 ornek 3.2.3 te

lon 3An 3 An lon 94n
§2+Z4 24 §2+Z4

n _ 54n n 54n 15 4n n
Ar=| Sgn_gn  Sgn Logn 9
1on 3 an 34  1lon 94n
32" — g4t g4t 32t -4
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oldugunu gostermigtik. Buna gore, Sonug 1.4.1 de verilen (1.35) formiiliinii kullamrsak,

verilen baglangic kogullu ¢oziim olarak

x(n) = A"x(0)

2on 4 94 24 AL _94 0 24
29n __ 24 —24 91 __ _94 0 —324

bulunur.
Sonug 1.4.1 den keyfi x(ng) = 2o = (dy, do, d3)* baglangic kosulu ile verilen homojen fark

denkleminin genel ¢oziimii olarak

x(n) = A"""x(ng)
lon—ng 4 3 gn—no 3 gn—no lon—ng 4 9gn—no
Lon—no 4 34 34 Lon—no 4 94 dy
— S5 An—ng __ 9n—ng 5 gn—no 15 yn—ng __ 9n—ng
54 2 24 54 2 ds
lon—no _ 3gn-—no _3gn-—no lon-no _ 9gn—no
19 34 3gn—no 1o 94 ds

%4n—n0d2 + dl (%271—710 4 %471—710) 1L d3 (%271—710 4 %471—710)
— g4n—n0d2 > d3 (2n—no - %471—710) - dl (2n—no - %471—710)
dl (%anno _ %4117110) _d %4n7n0d2 + d3 (%anno o g4nfn0)

bulunur.
NOT: ng = 0, x(0) = 9 = (0,1,0)7 icin 6zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir. m

2 2 -3
Ornek 7.2.4 A= 2 1 —6 olmak tizere
-1 -2 0
x(n+1)=Ax(n)
1
nin genel ¢ozimiing ve ayrica (1) = (1,—1,2)7 = | —1 | baslangi¢ kosullu ¢oziimii
2

bulalim.

Coziim. Sayfa 46 ornek 3.2.4 te A min dzdegerleri \; = —3, Ay = —3, A3 = 5 olarak ve

—2 3 -1
bunlara karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla §; = 1 =10 | ve&s=| -2
0 1 1

bulunmustu.
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I. Yontem. Teorem 1.4.3 te verilen (1.39) formiiliinii kullanarak, verilen fark denklem

sisteminin genel ¢oziimii olarak

X(n) = 1A+ A58 + e3\iés

—2 3 -1
= (_3)11 1 + Co (_3)11 0 + 35" -2
0 1 1

3 (_3)n Cy — 2 (_3)n C1 — 5”03
= (=3)" 1 — 2 x 53 (7.9)
(_3)n Co + 5“63
bulunur.

Verilen baglangig kogullu ¢oziimii bulmak igin (7.9) formiilii ile verilen ¢oziimde n = 1

yazacagiz. Buna gore

1 661 — 962 — 563
-1 | =x(1) = —3c1 — 10c3
2 503 — 362
olur ve

661 —902 —503 =1

—301 — 1003 = -1
503 — 302 = 2
denklem sistemi coziiliirse ¢; = —i, Cy = —%, 3 = 4—70 bulunur ve bulunan bu degerler

(7.9) formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangi¢ deger probleminin ¢ziimii olarak

3(=3)"c2—2(=3)"c1 — 5"c3 —% (—3)" — 4—705"
x(n) = (—=3)"c1 — 2 X 53 = —3(=3)"—L5"
(=3)" ¢y + 5"c3 £5" — 3 (=3)"
bulunur.

II. Yontem (6zel ¢oziim igin). Verilen baglangic kosullu ¢oziimii Teorem 1.4.4 te,

U(n) = (AT€, A5€s, A5E4) olmak tizere
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ile verilen (1.42) formiiliinii kullanarak bulacagz.

—2

U(n) = (NEAEA58) = [ (=3)" | 1 |, (=3)"

0
—2(=3)" 3(=3)" 5"
= (—3)" 0 —2x 5"
0 (—3)" 5"
ve n =1 i¢in
6 -9 -5
U(1)=| -3 0 -10
0 -3 5
oldugundan
1 O
12 6 4
)= -5 -% -3
1 _1 3
0 20 40
bulunur. Buna gore
x(n) = W(n)¥*(1)x(1)
—2(=3)" 3(=3)" -5 i
= (—3)" 0 —2 x 5" —
0 (-3)" 5n -=
“3(-8 -
o B e
o - 3(-3)"
elde edilir.
III. Yontem. Sayfa 46 o6rnek 3.2.4 te
T(=3)" 4+ 56" 15" —1(=3)" 3(-3)"—25
At = 15" =2 (=3)" (=3)"+ 45" 2(=3)"—35
N T (e

I—=

|)—l El»—t o

[\
(=]



oldugunu gostermigtik. Buna gore, Sonug 1.4.1 de verilen (1.35) formiiliinii kullamrsak,

verilen baglangic kogullu ¢oziim olarak

x(n) = A" 'x(1)
T(=3)" ' ipnt dgnt _Lgynt S gyt Spned 1
= | 33T () gt R8T - gt ~1
Y i TC M CA - TEC R Ll B
£y -
= | FET -
9 (=3)" 4 In
bulunur.

Sonug 1.4.1 den keyfi x(ng) = 2o = (di, do, d3)” baglangi¢ kosulu ile verilen homojen fark

denkleminin genel ¢oziimii olarak

x(n) = A"7"x(ng)
(- )” Mgt 350 — 1 (=3)"" a dy
= | 5 = (=3 ()T b dy
s (23T =5 G (=) =g e )\ ds
d
= €
f

bulunur. Burada,

(_3)”*”0 _ §5n7n0

S
I

n— n0_35n no

oot W ool
A

—3)
(=3)"7" 4 &pnmo

(=)' 45 ) = (4 (3 = )
)
BT 45— (4 (-3 )
(=3)""0 — 3pn=mo)
= (5 (=370 = 357) 4y (3 (=3 — b5 )
+ds (8 (=3)"7" + £577m0) dur.

[eed N

+ &
=8
w
—~ &‘
wlw
N~~~

NOT: ng = 1,x(1) = z; = (1, —1,2)7 igin 6zel ¢vziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir. m
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-7 3 4
Ornek 7.2.5 A= 4 —6 2 olmak tizere
5 3 -8

x(n+1) = Ax(n)

nin genel ¢oziimiini ve ayrica x(0) = (0,1,0)T baslangi¢ kosullu ¢oziimii bulalvm.

Coziim. Sayfa 47 ornek 3.2.5 te A min 6zdegerleri \; = 0, Ay = —9, A\3 = 12 olarak ve

1 1 -1
bunlara karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla & = | 1 |, &= =2 | veé&s = 3
1 1 1

bulunmustu.

Ayrica Sayfa 47 ornek 3.2.5 te

oldugunu gostermigtik. Buna gore, Sonug 1.4.1 de verilen (1.35) formiiliinii kullamrsak,

verilen baglangi¢ kogullu ¢6ziim olarak

x(n) = A"x(0)

P9+ (12" (9" F(-9"—3(=19" ) [0
= | FE9"-F(12)" 39" (12" 59" || 1
(9" =3(-12)" —5(=9" F(=9"+3(-12)" ]\ 0
—3(-9)"
= | 59"
—3(-9)"

bulunur.
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Sonug 1.4.1 den keyfi x(ng) = 2o = (di, da, d3)” baglangi¢ kosulu ile verilen homojen fark

denkleminin genel ¢oziimii olarak

x(n) = A"7"x(ng)

L)1) (=9 a ) [ &
= | 39" =512 39T b [ da
oy =1 <=0 e )\ dy
d
= (&
f

bulunur. Burada

a=3(=9)"" -5 (-12)"™
b=3 (=12 —5(-9)" ™
c=2(=9)""" +5(-12)""

d=di (§(=9)"" +3(=12)"7) = (=9)"" dy
~dy (& (~12)"0 — 2 (0" ™)

0= (9" dy—dy (3 (-9 + 4 (-12""™)

+dy (3 (—12)"7"0 — 2 (—9)" ™)

f=ds (3(=9)""" 4+ 4 (=12)") —dy (3 (<12 = £ (=9)" ™)

—1(=9)""" d, dir.

NOT: ng =0, x(0) = 20 = (0,1, O)T icin ozel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir. m

2 3 4
Ornek 7.2.6 A=1| 4 3 2 olmak tizere

5 3 1

x(n+1)=Ax(n)
nin genel ¢oziimiini ve ayrica x(0) = (0,1,0)T baslangi¢ kosullu ¢oziimii bulalvm.

Coziim. Sayfa 48 ornek 3.2.6 da A min 6zdegerleri Ay = 0, Ay = —3, A3 = 9 olarak ve

1 -1 1
bunlara karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla &, = | —2 |, &, = % vels=| 1
1 1 1

bulunmustu.
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Ayrica Sayfa 48 6rnek 3.2.6 da

2
(=3)" 30" H(=3)" + &0
1
2

3(=3)"+ 59"
n __ 7 qon
AT=1 59" -

9" 9" —3(-3)"

Wl

1
6
Tgn _ 1
189 2

oldugunu gostermistik. Buna gore, Sonug 1.4.1 de verilen (1.35) formiiliinii kullanirsak,

verilen baglangi¢ kogullu ¢6ziim olarak

x(n) = A"x(0)

5(=3)"+ 59" 39" 9" —4(-3)" 0 39"
- 789n %(_3)71 %9n %(_3)71 + 1589n 1 - %9n
Lo — 2 (=3)" 39" 3(=3)"+ 59" 0 205

bulunur.
Sonug 1.4.1 den keyfi x(ng) = 2o = (di, do, d3)* baglangic kosulu ile verilen homojen fark

denkleminin genel ¢oziimii olarak

x(n) = A" 7"x(nyg)

%(_3)71—710 + 1_7832n—2n0 %3271—2710 5 32n 2n9 __ ;< )n—no dy
= | &3 — 3 (=3)"0 33T L (=3)" 0 4 Z g dy
320 L (=3)"Te 13m0 L (_3)"T0 4 S.32n—ng ds
33772m0dy 4 dy (5 (=3)" + 3P E) 4 dy (£330 — 5 (=3)"™)
= | $37ody +dy (53770 — 5 (=3)"T) +ds (5 (—3)"0 + 337
33770y +dy (53720 — 5 (=3)") +ds (5 (=3)" 0 + 33F )

bulunur.
NOT: ny = 0, x(0) = o = (0,1,0)7 igin &zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir. =

Ornek 7.2.7 A= 2 2 1 olmak tizere

x(n+1) = Ax(n)
nin genel ¢oziimiini ve ayrica x(0) = (1,1,2)T baslangi¢ kosullu ¢oziimii bulalvm.
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Coziim. Sayfa 49 ornek 3.2.7 de A nin 6zdegerleri Ay = —3, Ay = 3, A3 = 3 olarak ve
-2

bunlara karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla & = 1 , €9 = ve £3 =

(e} — N
— (e BN ST

1
bulunmustu.

I. Yontem. Teorem 1.4.3 te verilen (1.39) formiiliinii kullanarak, verilen fark denklem

sisteminin genel ¢oziimii olarak

X(n) = 1A+ A58 + e3\iés
-2

= (_3)n 1 + 02371 + Cg3n

o el
— O NI

1
33"y —2(—=3)" 1 4 33"¢3
= (_3)11 c1 + 3”62 (710)

(—3)" ¢1 4 3"c3

bulunur.
Verilen baglangi¢ kogullu ¢oziimii bulmak igin (7.10) formiilii ile verilen ¢oziimde n = 0

yazacaglz. Buna goére

1 %C2 — 201 + %63
1 | =x(0) = 1+ e
2 €1+ C3
olur ve
1 1
—Cy — 2 — =1
202 c1 + 263
clL+cy = 1
c1+cyg = 2

denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = %, cy = %, c3 = % bulunur ve bulunan bu degerler (7.10)

formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

137y —2(=3)" 1 + 237¢y 33" — 2 (-3)"
X(n) = (—3)n c1 + 3”62 = % (—3)n + %3”
(—3)"c1 +3"cs §(=3)" + 43"

bulunur.
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IT. Yontem (6zel ¢dziim igin). Verilen baglangic kosullu ¢oziimii Teorem 1.4.4 te,

U(n) = (AT€, Ay€s, A\5E5) olmak tizere

ile verilen (1.42) formiiliinii kullanarak bulacagz.

2\ () (3
U(n) = (M€ A58,0383) = | (=3)" 1 B 1 L3 o
1 0 1
—2(=3)" 33" 33"
= (—3)" 3ar 0
(—3)" 0o 3"
ve n = 0 i¢gin
2}
O)=1 1 10
1 01
oldugundan
43 4
Vi - 1 oE
ST
bulunur. Buna gore
x(n) = ¥(n)T~'(0)x(0)
2 ) (kb [0
= | =3 30 505 o || !
(=3)" 0 3 5 %6 2
i3 (-3
= | §(=3)"+33"
§(=3)"+ 53
elde edilir.
III. Yontem. Sayfa 49 6rnek 3.2.7 de
2(=3)" 433" 33" —1(=3)" 13" —1(-3)"
A= 33 =523 F ()33 G - g
33— L1 (=3)" L(=3)"—13" 1(-3)" 423"



oldugunu gostermigtik. Buna gore, Sonug 1.4.1 de verilen (1.35) formiiliinii kullamrsak,

verilen baglangic kogullu ¢oziim olarak

x(n) = A"x(0)

2(=3)"+33" 33" —3(=3)" 13" —1(-3)" 1
= 33" — 2 (=3)" £(=3)"+23" 1(-3)" 23" 1
33" — 2 (=3)" 2(=3)"— 13" 1(-3)"+323" 2

w

3
|

W=

+ —~
[

w

S—

3

Il
OI= = ol
—~
|
w
S—
ot
w
3

(=3)" + 53"
bulunur.
Sonug 1.4.1 den keyfi x(ng) = 2o = (dy, do, d3)* baglangic kosulu ile verilen homojen fark

denkleminin genel ¢oziimii olarak

x(n) = A"7"x(ng)
B g =3 o (4
= | 33 —3(=3)" §(=3)"° 23" b dy
3370 =3 (=) (=3 —g3"™ ¢ ds
d
= €
f

bulunur. Burada

a =337 — 2 (=3)""

=5 (=3 g3

c=5(=3)""" 23
(

=)' ) = da (3 (-3 )
3)"T — 337 ™)

T =) — d (3 - )
(=3)"" + 23mm)

F=da (3 ) = d (3 (-3~ g3 )
+ds (3 (—=3)"7" + 2377m0) dur.

|
U
w
—~
W= =
~—~  —~
[

NOT: ny = 0, x(0) = o = (1,1,2)7 igin &zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir. m
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8 —6 2
Ornek 7.2.8 A= -6 7 —4 olmak tizere
2 —4 3

x(n+1) = Ax(n)

nin genel ¢oziimiini ve ayrica x(0) = (0,1,0)T baslangi¢ kosullu ¢oziimii bulalvm.

Coziim. Sayfa 50 ornek 3.2.8 de A nin 6zdegerleri A\ = 0, Ay = 3, A3 = 15 olarak ve
—1 2

752: _% ve §3: —2

1 1

bunlara karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla £; =

= I

bulunmustu.

Ayrica Sayfa 50 o6rnek 3.2.8 de

49n 41En 29n 41En 21En 49n
53" + 515" 53" — 3515 S15" — 353
n _ 29n 41En lan 41en 29n 21En
A" = 53" —3lo" 3"+ 516" —53"— 515
21En 49n 29n 21En 49n l1en
510" — 53" —53" — 515" 53"+ 515
oldugunu gostermigtik. Buna gore, Sonug 1.4.1 de verilen (1.35) formiiliinii kullamrsak,

verilen baglangi¢ kogullu ¢6ziim olarak

x(n) = A"x(0)

33" 4 215" 23" — 315" 215" — 43¢ 0
= | 23"— 315" 3" +4415"  —23" — 215" 1
315" — g3 —33" — 215" 3" 4 5157 0
23" —gl1om
= §3" + 5157
—23" — 215"

bulunur.
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Sonug 1.4.1 den keyfi x(ng) = 2o = (di, da, d3)” baglangi¢ kosulu ile verilen homojen fark

denkleminin genel ¢oziimii olarak

x(n) = A"7"x(ng)

§3"7M0 4 Gl5 e 2gnemo _ 2pnomo 215none — S3no dy
= | 33" —gl5nTe g3n o 4 g1pn e —23n o — 2157 dy
21570 — g3nTme —23nTmo _ 2 pnone 23070 4 L] 5n0 ds
a
= |0
&

bulunur. Burada

a=dy (23" — 515"70) +dy (53" 4 515"™)

~dy (3370 — 2157-m0)

b=dy (33770 — £15"7"0) +dy (377" + 315"7™)

—ds (33" 4 51577™)

¢ =ds (33770 4 §15"7™0) — dy (5370 — 21570

—dy (33770 + 215" ™) dr.

NOT: ng = 0, x(0) = 9 = (0,1,0)7 icin vzel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir. m
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BOLUM 8

KOSEGENLESTIRILEMEYEN 2x2 TIiPINDE MATRISLERIN
KUVVETLERI YARDIMIYLA FARK DENKLEM SiSTEMLERININ
CcOzUMU

8.1 OZDEGERLERINDEN EN AZ BiRiSi 1 OLAN 2X2 TiPiNDE
KOSEGENLESTIRILEMEYEN MATRISLERIN KUVVETLERI
YARDIMIYLA FARK DENKLEM SiSTEMLERININ CcOZUMU

Ornek 8.1.1 Kisegenlestirilemeyen A = matrisi 1¢in

x(n+1) = Ax(n)

sisteminin genel ¢ozimiini bulalim ve ayrica x(0) = (1,1)T baslangi¢ kosullu ¢oziimii

bulalim.

Coziim. Ornek 4.1.1 de asagidakiler bulunmustu:

e A nmin 6zdegerleri Ay = Ay = 1 dir ve bunlara karsihik gelen 6zvektorler sirasiyla

o Genellestirilmis ozvektor £, = (0,1)7 dir.

e A nin J Jordan formu, terslenebilir P matrisi ve onun P! tersi sirasiyla

11 10 (1o
J= , P = P = dir.
01 01 01
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o A" =
0

I. Yontem. Eger baslangic kosullu ¢oziimii genel ¢oziimii bulmadan elde etmek istersek,

Sonug 1.4.1 de verilen formiilii kullanirsak, verilen baglangic kosullu ¢oziim olarak

1 n 1
x(n) = A"x(0) =
0 1
n+1
1

bulunur. Sonug 1.4.1 den, dy, ds, keyfi sabitler olmak iizere, keyfi
X(no) = X9 = (dl, dg)T

baglangic kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

1 n— d dy+d —
x(n) = A""0x(ng) = i "o ! = ! 2 (n — o)
0 1 dg d2
d1 + d2 (n - no)

ds
bulunur.

NOT: ng = 0, x(0) = 29 = (1,1)7 icin 6zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine
yazilarak da bulunabilir. Buna gore, genel c¢oziimde ng = 0 ve d; = 1,dy = 1 alinirsa,

verilen baglangi¢ kogullu ¢6ziim olarak

n+1
x(n) = A"x(0) =
1
bulunur.
I1. Yontem.

Uyari 1.4.6 da verilen (1.44) formiiliinii kullanarak, verilen fark denkleminin genel ¢oziimii

olarak, ¢ = (¢, cp)? € R* keyfi olmak tizere,

z(n) = A'c
_ 1 n c1
- 0 1 Co
€1+ nce

Co
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bulunur. Verilen baglangi¢ kosullu ¢oziimii bulmak igin (8.1) formiilii ile verilen ¢ziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 C1
1 Co
olur ve
cT = 1
Cy = 1

denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 1, ¢co = 1, bulunur ve bulunan bu degerler (8.1) formiiliinde
yerlerine yazilirsa baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii olarak

n+1
1

x(n) =

bulunur.
ITI. Yontem. Uyari 1.4.6 da verilen (1.45) formiiliinii kullanarak, ¢; ve ¢y keyfi sabitler

olmak iizere, verilen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

10 1 n c1
01 0 1 Co

x(n) = PJ'c=

c1 + nc
= | T (8.2)
Ca
bulunur. Verilen baglangi¢ kogullu ¢oziimii bulmak i¢in (8.2) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 C1
1 Co
olur ve
c1 = 1
Cy = 1

denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 1, ¢co = 1 bulunur ve bulunan bu degerler (8.2) formiiliinde
yerlerine yazilirsa baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii olarak

n+1
1

x(n) =
elde edilir. =
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e 4 1
Ornek 8.1.2 Kdgegenlestirilemeyen A = matrisi 1¢in

-9 -2

x(n+1)=Ax(n)

sisteminin genel ¢oziimiing bulalvm ve ayrica x(0) = (1, —1)T baslangi¢ kosullu ¢oziimii

bulalim.

Coziim. Ornek 4.1.2 de asagidakiler bulunmustu:

e A nin ozdegerleri \; = Ay = 1 dir ve bunlara kargilik gelen 6zvektorler sirasiyla
1
51 - dir.
0

Genellegtirilmis 6zvektor &, = (0,1)7 dir.

A nmin J Jordan formu, terslenebilir P matrisi ve onun P~ tersi sirasiyla

11 iy L 0o 4
J = P = 5. pt= R dir.
0 1 3 0 -3 -1
1 n
o J" =
0
3n+1
QA": mn n
-9 1-3n

I. Yontem. Eger baslangic kosullu ¢oziimii genel ¢oziimii bulmadan elde etmek istersek,

Sonug 1.4.1 de verilen formiilii kullanirsak, verilen baglangi¢ kosullu ¢oziim olarak

n+1 n 1
x(n) = A"x(0) =
—-9n 1-—3n -1
2n+1
—6n —1

bulunur. Sonug 1.4.1 den, dy, ds keyfi sabitler olmak iizere, keyfi
X(ng) = xo = (dy, dz)T
baslangic kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak
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3(n—mnp)+1 n — ng dy
—9(n—ng) 1—3(n—ng) ds

x(n) = A""0x(ng) =

dg (TL—TLQ) +d1 (3TL—3TLO+ 1)

dg (37’L0 —3n+ 1) + dl (97’1,0 — 97’L)
bulunur.

NOT: ng = 0, x(0) = ¢ = (1, —1)7 icin 6zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine
yazilarak da bulunabilir. Buna gore, genel ¢oziimde nyg = 0 ve d; = 1,dy = —1 alinirsa,

verilen baglangi¢ kogullu ¢6ziim olarak

2n+1
x(n) = A"x(0) =

—6n —1
bulunur.
I1. Yontem.

Uyari 1.4.6 da verilen (1.44) formiiliinii kullanarak, verilen fark denkleminin genel ¢oziimii

olarak, ¢ = (¢, cp)? € R* keyfi olmak tizere,

z(n) = A'c
3n+1 n c1

-9n 1-3n Co

c1(3n+1)+nc
- 1 )+ nes (8.3)
—c3(3n — 1) — 9ney
bulunur. Verilen baglangi¢ kosullu ¢oziimii bulmak igin (8.3) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 C1
-1 Cy
olur ve
cT = 1
Cy = -1
denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 1,¢2 = —1 bulunur ve bulunan bu degerler (8.3) for-

miiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢6ziimii olarak

2n+1
—6n —1

x(n) =
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bulunur.
ITII. Yontem. Uyar 1.4.6 da verilen (1.45) formiiliinii kullanarak, ¢; ve ¢y keyfi sabitler

olmak tizere, verilen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

. % 1 n C1
x(n) = PJ'c=
3 0 0 1 Co

—cy— ¢y (n+ 4
- 1= e (nts) (8.4)
3c1 + 3ncs

bulunur. Verilen baglangi¢ kogullu ¢oziimii bulmak i¢in (8.4) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 —c — te
b X(O) u 1 302
-1 361
olur ve
1
—C1 — gCQ =1
361 = -1
denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = —%, ¢2 = —2 bulunur ve bulunan bu degerler (8.4) for-

miiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢6ziimii olarak

2n+1
—6n —1

x(n) =
elde edilir. m

8.2 OZDEGERLERIi 1 DEN FARKLI OLAN 2X2 TiPINDE KOSEGEN-
LESTIRILEMEYEN MATRISLERIN KUVVETLERI YARDIMIYLA
FARK DENKLEM SISTEMLERININ COZUMU

e 0 —4
Ornek 8.2.1 Kdsegenlestirilemeyen A = matrisi 1¢in
1 4

x(n+1)= Ax(n)

sisteminin genel ¢ozimiini bulalim ve ayrica x(0) = (1,2)T baslangi¢ kosullu ¢oziimii

bulalim.
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Coziim. Ornek 4.2.1 de asagidakiler bulunmustu:

e A nin 6zdegerleri A\; = Ao = 2 dir ve bunlara karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla
—9 .
& = dir.
1

Genellegtirilmis 6zvektor &, = (1,0)7 dir.

A nin J Jordan formu, terslenebilir P matrisi ve onun P~! tersi sirasiyla

2 1 -2 1 . 01 )
J= , P = P = dir.
0 2 1 0 1 2
on on—lp
o J" =
0 n
M —2x2mln  —4x2nIp
o A" =
on—lp, 2 x 2" Ip 4 2n

I. Yontem. Eger baslangic kosullu ¢oziimii genel ¢oziimii bulmadan elde etmek istersek,

Sonug 1.4.1 de verilen formiilii kullanirsak, verilen baglangic kosullu ¢oziim olarak

2" -2 x 2" lp 4 x2n7lp 1
x(n) = A"x(0) =
2n~1n 2 x 2n~1lp 4 on 2
2" — 10 x 2" 1n

5x 27 Ip 42 x2n

bulunur. Sonug 1.4.1 den, dy, ds keyfi sabitler olmak iizere, keyfi
X(no) = X9 = (dl, dg)T

baslangic¢ kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak
x(n) = A" "x(ng)
2n=no — 9 x n—no—l(n — pg) —4 x 2v0~ 1 (n — ng) dq
2n=mo=l (p — ng) 2 x 2n—no—l (g — ) 4 200 ds
dy (270 — 2 x 201 (n — ng)) — 4 x 27701y (n — nyg)

do (2n7n0 +2 X gn—mno—1 (’I’L — ’I’Lo)) + 2nin071d1 (7’L — no)
bulunur.
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NOT: ng = 0, x(0) = 2o = (1,2)7 icin 6zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine
yazilarak da bulunabilir. Buna gore, genel ¢oziimde ng = 0 ve d; = 1,dy = 2 alinirsa,

verilen baglangi¢ kogullu ¢6ziim olarak

2" — 10 x 2" 1n

x(n) = A"x(0) =
5x2nIn 42 x 2"

bulunur.
I1. Yontem.

Uyar1 1.4.6 da verilen (1.44) formiiliinii kullanarak, verilen fark denkleminin genel ¢tziimii

olarak, ¢ = (¢, cp)? € R* keyfi olmak tizere,

z(n) = A'c
M 2 x M p 4 x 2" ¢

2n—lp, 2 x 2" Ip 4 2n Co
c1 (2" =2 x 2" In) — 4 x 2" ne,

= (8.5)
Co (2 x 2771 +2M) + 2" Incy

bulunur. Verilen baglangi¢ kosullu ¢oziimii bulmak igin (8.5) formiilii ile verilen ¢ziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 C1
2 Co
olur ve
CciT = 1
Cy = 2

denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 1, o = 2 bulunur ve bulunan bu degerler (8.5) formiiliinde

yerlerine yazilirsa baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii olarak

2" — 10 x 27 1p
5x 2 lp 42 x2n

bulunur.
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ITII. Yontem. Uyar 1.4.6 da verilen (1.45) formiiliinii kullanarak, ¢; ve ¢y keyfi sabitler

olmak iizere, verilen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

B -2 1 on n—lp ¢
x(n) = PJ'c=
1 0 0 2m Co
0o (20 — 2 x 277 1) — 2 x 27¢y 56
2", + 2" ey '

bulunur. Verilen baglangi¢ kosullu ¢oziimii bulmak igin (8.6) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 co — 2¢
— x(0) = 2 1
2 C1
olur ve
co—2c0 = 1
cT = 2

denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 2, co = 5 bulunur ve bulunan bu degerler (8.6) formiiliinde

yerlerine yazilirsa baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii olarak

2" — 10 x 2" 1n
x(n) =
5x 2" In 42 x 27

elde edilir. m

.. 3 =5
Ornek 8.2.2 Kosegenlestirilemeyen A = matrist 1¢in
5 —7

x(n+1)=Ax(n)

sisteminin genel ¢oziimiing bulalvm ve ayrica x(0) = (=1,3)T baslangi¢ kosullu ¢oziimii

bulalim.

Coziim. Ornek 4.2.2 de asagidakiler bulunmustu:

e A nin 6zdegerleri A\; = Ay = 2 dir ve bunlara karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla

1
& = dir.
1
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Genellestirilmis dzvektor £, = (£,0)7 dir.

e A nin J Jordan formu, terslenebilir P matrisi ve onun P! tersi sirasiyla
-2 1 I . 0 1
J = , P = , P77 = dir.
0 -2 10 5 =5
-9 n —9 n—1
R e
0 (=2)"
5(=2)""'n4 (=2)" —5(=2)""n
o A" =
5(—2)""'n (=2)" —5(=2)""n

I. Yontem. Eger baslangic kosullu ¢oziimii genel ¢oziimii bulmadan elde etmek istersek,
Sonug 1.4.1 de verilen formiilii kullanirsak, verilen baglangic kosullu ¢oziim olarak
5(=2)"'n+ (2" —-5(=2)""'n ~1
R i o
5(—2)"""'n (—=2)" =5(-2)"""n 3
—20(=2)"""'n—(=2)"
3(=2)"—20(=2)"""'n
bulunur. Sonug 1.4.1 den, d, ds keyfi sabitler olmak tizere, keyfi

X(ng) = o = (di, dz)T

baslangic¢ kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak
x(n) = A" "x(ng)
5(=2)"™ " (n—no) + (-2)"™ a di
5(—2)""""" (n — ny) b d
dy ((=2)" 7™ +5(=2)""" (n—ng)) —5(=2)"""""dy (n — ny)

dy ((=2)"7" = 5(=2)""""(n—ng)) +5(=2)"""""dy (n — ny)
bulunur. Burada,

a=—5(=2)"""""(n —ny)
b=(=2)"" —5(=2)""""(n—ng) dir.

NOT: ng = 0, x(0) = ¢ = (—1,3)7 icin 6zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine
yazilarak da bulunabilir. Buna gore, genel ¢oziimde ny = 0 ve d; = —1,dy = 3 alinirsa,
verilen baglangi¢ kogullu ¢6ziim olarak

—20(=2)"""'n— (=2)"

x(n) = A"x(0) = . -
3(=2)" —20(-2)""'n
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bulunur.
II. Yontem.
Uyari 1.4.6 da verilen (1.44) formiiliinii kullanarak, verilen fark denkleminin genel ¢oziimii

olarak, ¢ = (c1,co)? € R¥ keyfi olmak {izere,

xz(n) = A'c
5(=2)""n+ (=2)" —5(=2)"""n
5(=2)""n (=2)"=5(=2)"""'n ¢

C1

a4 (=2)") = 5(=2)" ey 57
o ((=2)" -5 (—=2)"! n) +5 (=2)" ' ney '
bulunur. Verilen baglangi¢ kogullu ¢oziimii bulmak i¢in (8.7) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

—1 C1
3 Cy
olur ve
CciT = -1
Cy = 3
denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = —1,¢2 = 3, bulunur ve bulunan bu degerler (8.7) for-

miiliinde yerlerine yazilirsa basglangic deger probleminin ¢6ziimii olarak
—20(=2)"""'n — (=2)"
3(=2)" —20(-2)"""n
bulunur.
ITI. Yontem. Uyar: 1.4.6 da verilen (1.45) formiiliinii kullanarak, ¢; ve ¢ keyfi sabitler
olmak tizere, verilen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak
(=2)" n(=2)"" 1

x(n) = PJ'c=
0 (_2)n Co

(e BT

1

[ Crata( e b)) .
(=2)" c1 4 (=2)" " ney
bulunur. Verilen baglangi¢ kogullu ¢oziimii bulmak i¢in (8.8) formiilii ile verilen ¢oziimde
n = 0 yazacagiz. Buna gore
-1 1+ %CQ

3 1
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olur ve

c1 + 502 = —1
CciT = 3
denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 3,c2 = —20 bulunur ve bulunan bu degerler (8.8) for-

miiliinde yerlerine yazilirsa baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii olarak

—20(=2)""n—(=2)"

x(n) = . o
3(=2)"—20(=2)""n

elde edilir. m
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BOLUM 9

KOSEGENLESTIRILEMEYEN 3x3 TiPINDE MATRISLERIN
KUVVETLERI YARDIMIYLA FARK DENKLEM SiSTEMLERININ
CcOzUMU

9.1 OZDEGERLERINDEN EN AZ BiRiSi 1 OLAN 3X3 TiPiNDE
KOSEGENLESTIRILEMEYEN MATRISLERIN KUVVETLERI
YARDIMIYLA FARK DENKLEM SiSTEMLERININ CcOZUMU

2 2 3
Ornek 9.1.1 Kisegenlestirilemeyen A = 1 3 3 matrist i¢in
-1 -2 -2

x(n+1)=Ax(n)

sisteminin genel ¢éziimiini bulalim ve ayrica x(0) = (1,1,0)T baslangi¢ kosullu ¢oziimii

bulalim.

Coziim. Ornek 5.1.1 de agsagidakiler bulunmustu:

e A nin 6zdegerleri \; = Ay = A3 = 1 dir ve bunlara karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla

0 3
& = 1 ve &, = 3 dir.
_g -3

o Genellestirilmig 6zvektor &5 = (0,0,1)7 dir.

e A nin J Jordan formu, terslenebilir P matrisi ve onun P~ tersi sirasiyla

100 0 3 0 110
J=lo11|,P=| 1 3 0 |.P'=| 1 00| dr
001 -2 -3 1 : 21
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1 0 0
e J"=101n
0 0 1

n+1 2n an
o A" = n 2n+1 3an
—n —2n 1—-3n
I. Yontem. Eger baslangic kosullu ¢oziimii genel ¢oziimii bulmadan elde etmek istersek,

Sonug 1.4.1 de verilen formiilii kullanirsak, verilen baglangic kosullu ¢oziim olarak

n+1 2n 3n 1
x(n) = A"x(0) = n 2n+1 3n 1
—n —2n 1—-3n 0
3n+1
= 3n+1
—3n

bulunur. Sonug 1.4.1 den, dy, ds, d3 keyfi sabitler olmak iizere, keyfi
X(ng) = mo = (d1>d2>d3)T

baslangic kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

x(n) = A""x(ng)

n—no+1 2(n—ng) 3(n—mnyp) dy
= n—ng 2(n—mng)+1 3(n—ngp) dsy
—(n—no) —2(n—ng) 1—3(n—nop) ds

d1 (n — Ng + 1) — dg (2710 — 2n) — d3 (3710 — 3n)
= dl (’I’L — ’I’LQ) + dg (27’L — 27’L0 + 1) — d3 (37’L0 — 37’L)
(

dg 27”&0 — 27”&) — dl (n — no) + dg (37”&0 —3n+ 1)
bulunur.

NOT: ng = 0, x(0) = 7o = (1,1,0)7 icin 6zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine
yazilarak da bulunabilir. Buna gore, genel ¢oziimde ng = 0 ve dy = 1,dy = 1,d3 = 0
alimirsa, verilen basglangic kosullu ¢oziim olarak

In+1
x(n) =A"x(0)=1| 3n+1

—3n
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bulunur.
I1. Yontem.

Uyari 1.4.6 da verilen (1.44) formiiliinii kullanarak, verilen fark denkleminin genel ¢oziimii

olarak, ¢ = (cy, ¢, c3)T € R¥ keyfi olmak tizere,

z(n) = A'c
n+1 2n 3n C1
= n 2n+1 3n Co
—n —2n 1-—3n c3

2ncy + 3nez +c1 (n+ 1)
- c2 (2n + 1) + ney + 3nes (9.1)

—c3(3n—1) —ney — 2ney

bulunur. Verilen baglangi¢ kogullu ¢oziimii bulmak i¢in (9.1) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 C1
1 [=x(0)=|
0 C3

olur ve

CciT = 1

Cy = 1

C3 = 0

denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 1,¢o = 1,¢3 = 0 bulunur ve bulunan bu degerler (9.1)

formiiliinde yerlerine yazilirsa baslangic deger probleminin ¢oziimii olarak

3n+1
x(n)=1 3n+1

—3n
bulunur.
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ITI. Yontem. Uyar1 1.4.6 da verilen (1.45) formiiliinii kullanarak, c;, co ve c3 keyfi

sabitler olmak {izere, verilen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

0 3 0 1 00 c1
x(n) = PJ'c= 1 3 0 01 n 2
-2 -3 1 001 c3
3co + 3ncs
= c1 + 3¢ + 3ncs (9.2)

—2¢1—3c2—c3(3n— 1)

bulunur. Verilen baglangi¢ kogullu ¢oziimii bulmak i¢in (9.2) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 302
1 | =x(0)= 1+ 3¢y
0 C3 — 302 — %Cl
olur ve
302 = i
c1+3c = 1
2
C3 — 3C2 — §C1 =0

1

denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 0,2 = 3,

c3 = 1 bulunur ve bulunan bu degerler (9.2)

formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

3n+1
x(n) =1 3n+1
—3n

elde edilir. m

-2 21
Ornek 9.1.2 Kosegenlestirilemeyen A= | —7 4 2 | matrisi icin

5 00

x(n+1)= Ax(n)

sisteminin genel ¢éziimiini bulalim ve ayrica x(0) = (1,1,0)T baslangi¢ kosullu ¢oziimii

bulalim.
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Coziim. Ornek 5.1.2 de asagidakiler bulunmustu:

e A nin ozdegerleri \; = 0, Ay = A3 = 1 dir ve bunlara karsilik gelen 6zvektorler
0 1

sirasiyla & = | —1 | veéy, =] —1 | dir.

2 )

o Genellestirilmis 6zvektor &5 = (1,2,0)7 dir.

e A nin J Jordan formu, terslenebilir P matrisi ve onun P! tersi sirasiyla

100 0 1 1 ~10 5 3
J=1021|,P=| -1 -1 2 |,P'= 4 -9 —1 | dir.
00 2 2 5 0 rs J

000

e J'"=101n

00 1
1—3n 2n n
e A"=| 3n—-10 6-—-2n 3—n

20 —-15n 10n—10 5n—5

I. Yontem. Eger baslangic kosullu ¢oziimii genel ¢oziimii bulmadan elde etmek istersek,

Sonug 1.4.1 de verilen formiilii kullanirsak, verilen baglangi¢ kosullu ¢oziim olarak

1—-3n 2n n 1
x(n) = A"x(0)=| 3n-10 6-2n 3-n 1
20—15n 10n—10 5n—5 0
1—n
= n—4
10 — 5n

bulunur. Sonug 1.4.1 den, dy, ds, d3 keyfi sabitler olmak iizere, keyfi
X(ng) = xo = (dy, d2,d3)T
baslangic kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak
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x(n) = A""0x(nyg)

1—-3(n—ng) 2 (n —nyp) n—ng dy
=1 3(n—ng)—10 6—-2(n—ny) 3—(n—ngp) dy
20—15(n—mng) 10(n—mng) —10 5(n—mng) —5 ds

d3 (’I’L—’I’LQ) —dg (2710—271)4*(11 (3710—3714-1)
= dz (ng —n+3) +ds (2ng — 2n + 6) — d;y (3ng — 3n + 10)

bulunur.

NOT: ny = 0, x(0) = 7o = (1,1,0)7 icin 6zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine
yazilarak da bulunabilir. Buna gore, genel ¢oziimde ng = 0 ve dy = 1,dy = 1,d3 = 0

alinirsa, verilen baslangic kosullu ¢oziim olarak

1—n
x(n) = A"x(0) = n—4
10 — 5n
bulunur.
I1. Yontem.

Uyari 1.4.6 da verilen (1.44) formiiliinii kullanarak, verilen fark denkleminin genel ¢oziimii

olarak, ¢ = (cy, ¢, c3)T € R¥ keyfi olmak iizere,

z(n) = A'c
1—3n 2n n c1
= 3n—10 6-—-2n 3—n Cy
20— 15n 10n—10 d5n—5 C3

2ncy —c1 (3n — 1) + nes
= c1(3n —10) — 3 (2n — 6) — c3(n — 3) (9.3)
c3 (bn —5) + 2 (10n — 10) — ¢4 (15n — 20)

bulunur. Verilen baglangi¢ kogullu ¢oziimii bulmak i¢in (9.3) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 C1
1 | =x(0) = 6cy — 10c; + 3c3
0 2001 — 1062 — 563
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olur ve

cT = 1
662—1001—|—303 =1

2061 — 1002 — 503 =0

denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 1,¢o = 1,¢3 = 0 bulunur ve bulunan bu degerler (9.3)

formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii olarak

1—n
x(n) = n—4
10 — 5n

bulunur.
ITI. Yontem. Uyar1 1.4.6 da verilen (1.45) formiiliinii kullanarak, c;, cs ve c3 keyfi

sabitler olmak iizere, verilen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

0 3 0 100 ¢
x(n) = PJ'¢=] 1 3 0 01 n ¢y
-2 -3 1 001 c3
3ca + 3ncs
= c1 + 3¢y + 3ncs (9.4)

—201 =36 —¢3(3n — 1)

bulunur. Verilen baglangi¢ kosullu ¢oziimii bulmak igin (9.4) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 302
1 | =x(0)= c1+ 3¢y
0 C3 — 362 — %Cl
olur ve
302 =1
C1 + 302 = 1
2
C3 — 3C2 — §C1 =0
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1

5,c3 = 1 bulunur ve bulunan bu degerler (9.4)

denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 0,¢y =

formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

1—n
x(n): n—4
10 — 5n

elde edilir. m

4 2 3
Ornek 9.1.3 Kdsegenlestirilemeyen A = 2 1 2 matrisi i¢in
-1 -2 0

x(n+1)=Ax(n)

sisteminin genel ¢éziimiini bulalim ve ayrica x(0) = (1,1,0)T baslangi¢ kosullu ¢oziimii

bulalim.

Coziim. Ornek 5.1.3 de asagidakiler bulunmustu:

e A nin ozdegerleri A\; = Ay = 1, A\3 = 3 tiir ve bunlara kargilik gelen 6zvektorler
-1 0

sirasiyla & = 0 ve £, = _% dir.

1 0

o Genellegtirilmis 6zvektor &5 = (—5,2,3)7 dir.

e A nin J Jordan formu, terslenebilir P matrisi ve onun P! tersi sirasiyla

110 -1 0 -5 5 0 3
J=lo10|.P=| 0 -3 —2[.P'=] 2 -2 2 |[dir
003 1 0 3 -z 0 -3

110
e J"=|[01 0
00 3"

59n 3 59n
53 —2n—§ 2n 23" —2n —

o A" = 3n—1 1 3n—1

2n—33"+2 —2n 2n—33"+

Nt

[\ [
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I. Yontem. Eger baslangic kosullu ¢oziimii genel ¢oziimii bulmadan elde etmek istersek,

Sonug 1.4.1 de verilen formiilii kullanirsak, verilen baglangi¢ kosullu ¢oziim olarak

59n 3 59n 5
x(n) = A"x(0) = 31 1 3n— 1 1
3an 3 3an 5
271—53 —|—§ —2n 271—53 —|—§ 0
59n 3
23" 3
= 371
3 3an
229

bulunur. Sonug 1.4.1 den, d, ds, d3 keyfi sabitler olmak iizere, keyfi
X(ng) = wo = (dy, d27d3)T

baglangic kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

x(n) = A" "x(ng)

23nm0 —2(n—mng) =2 2(n—ng) 23" —2(n—ng) — 2 d;
= 3" =1 1 3" =1 do
2(n —ng) — 3370 4+ 3 —2(n—ng) 2(n—ng) —23m 043 ds
a
=| drdi (3~ 1) +d;(3"—1)
b

bulunur. Burada,

a=dy (2ng — 2n+ 33770 — 2) — dy (2ng — 2n) + ds (2n — 2n + 33770 — 3
b=dy(2ng —2n) — di (2ng — 2n + 23" — 2) — d3 (2ng — 2n + 23770 — 2) dir.

NOT: ny = 0, x(0) = 7o = (1,1,0)7 igin &zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir. Buna gore, genel ¢oziimde ng = 0 ve dy = 1,dy = 1,d3 = 0

alinirsa, verilen baglangi¢ kogullu ¢oziim olarak

g -3

x(n) = A"x(0) = R
-

bulunur.

II. Yontem.
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Uyari 1.4.6 da verilen (1.44) formiiliinii kullanarak, verilen fark denkleminin genel ¢oziimii

olarak, ¢ = (c1, ¢, c3)T € RF keyfi olmak {izere,

z(n) = A'c
5a9n 3 5a9n 5
= 3" -1 1 3" =1 Ca
3an 3 3an 5
2n—33"+35 —2n 2n—353"+3 C3

2ncs — 3 (2n — 23"+ 2) — ¢ (2n — 237 4 2)
= o1 (3" —1)+e3(3"—1) (9.5)
c1 (2n — %3” + %) +c3 (2n — %3” + g) — 2ncy

bulunur. Verilen baglangi¢ kosullu ¢oziimii bulmak i¢in (9.5) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 C1
1 [=x(0)=1]
0 C3

olur ve

c1 = 1

Cy = 1

C3 = 0

denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 1,¢3 = 1,¢3 = 0 bulunur ve bulunan bu degerler (9.5)

formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

bulunur.
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ITI. Yontem. Uyar1 1.4.6 da verilen (1.45) formiiliinii kullanarak, c;, co ve c3 keyfi

sabitler olmak {izere, verilen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

-1 0 =5 11 0 c1
x(n) = PJ'c=] 0 -1 -2 01 0 2
1 0 3 00 3" c3

—Cc1 —Ccy — 5 X 3"3
= —%cg —2x 3"c3 (9.6)
c1+ o+ 3 x 33
bulunur. Verilen baglangi¢ kogullu ¢oziimii bulmak i¢in (9.6) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 —c1 — Ccy — ey
1 | =x(0) = —%cg — 2c3
0 1+ ¢+ 3¢
olur ve
—Ccp—Ccy—5c3 = 1
1

—ey =2 = 1
202 C3

Cl+02+303 =0

denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = %, co =0,c3 = —% bulunur ve bulunan bu degerler (9.6)

formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

elde edilir. m

31 -1
Ornek 9.1.4 Kosegenlestirilemeyen A= | 2 2 —1 | matrisi icin
2 2 0

x(n+1)= Ax(n)

sisteminin genel ¢éziimiini bulalim ve ayrica x(0) = (1,1,0)T baslangi¢ kosullu ¢oziimii

bulalim.
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Coziim. Ornek 5.1.4 de asagidakiler bulunmustu:

e A nin 6zdegerleri A\; = 1, Ay = A3 = 2 dir ve bunlara karsilik gelen 6zvektorler

1 1
sirasiyla &= 0 | ve&,=| 1 | dir.
2 2

e Genellestirilmig dzvektor &5 = (3, 3,0)7 dir.

e A nin J Jordan formu, terslenebilir P matrisi ve onun P! tersi sirasiyla

100 11 3 1 -1 0
J=loz21|,P=f01 1|, P'=|-1 1 1 |dr
00 2 2 20 2 0 -1

10 0
e J'=1|[0 20 2"n
oo 2
2x 2" n +1 2" —1 —2n"1n
o A" = 2x 2" In 2n —2""n

4x 21 —2x2m 42 2x2m -2 2" -2 x 2"y

I. Yontem. Eger baslangic kosullu ¢oziimii genel ¢oziimii bulmadan elde etmek istersek,

Sonug 1.4.1 de verilen formiilii kullanirsak, verilen baglangi¢ kosullu ¢oziim olarak

2x 2" In+1 2" —1 —2n—1n 1
x(n) = A"x(0) = 2 x 2 1p on —on—lp 1
4x2"In —2x2" 42 2x2"—2 2" -2 x 2" 1p 0
2 x 2" n 4 2n
= 2x 2" In 4 2n
4 x 2" 1In

bulunur. Sonug 1.4.1 den, dy, ds, d3 keyfi sabitler olmak iizere, keyfi
X(ng) = xo = (dy, d2,d3)T
baslangic kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak
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x(n) = A""x(ng)

2 x 2" (n —ng) +1 e =1 a dl
= 2 x 201 — ) 2 b d
4% 20y —pg) — 2 x 200 42 2 x 20— ¢ ds
d

= €

f

bulunur. Burada,

a=—2""""1(n —ng)

b= —2n""0"1(n — ng)

c=2m7"0 — 2 x 2nmmo—l(p — pg)

d=dy (277 — 1) +dy (2 x 2" (n —ng) + 1) — 270"z (n — ny)

e=2"""0dy 4+ 2 x 2" 1d) (n — ng) — 2" d3 (n — ng)

f=dy(4x 2V (n —ng) — 2 x 2770 4 2)

+dg (270 — 2 x 2770 (n — ng)) + dy (2 x 2770 — 2) dir.

NOT: ng = 0, x(0) = 9 = (1,1,0)7 icin 6zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine
yazilarak da bulunabilir. Buna gore, genel ¢oziimde ng = 0 ve dy = 1,dy = 1,d3 = 0

alimirsa, verilen basglangic kosullu ¢oziim olarak

2 x 2n7lp 4 2n
x(n) =A"x(0) = | 2x 2" n4+2"
4 x 2" 1p
bulunur.
II. Yontem.

Uyar1 1.4.6 da verilen (1.44) formiiliinii kullanarak, verilen fark denkleminin genel ¢tziimii

olarak, ¢ = (c1, ¢, c3)T € RF keyfi olmak {izere,

z(n) = A'c
2x 2" n +1 2" — 1 —2m1n c1
= 2 x 2" Ip " —2n=1p o
4x 2" 1p —2x2" 42 2x2" -2 2" -2 x 2"l c3

1 (2x27 N+ 1)+ (2" —1) — 2" ney
= 2%y + 2 % 2" Iney — 2" Ines (9.7)

a
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bulunur. Burada,
a=c3(2"—=2x2" )+ (2x 2" —2)+ ¢y (4 x 2" In — 2 x 27 4+ 2) dir.
Verilen baglangig kosullu ¢oziimii bulmak igin (9.7) formiilii ile verilen ¢oziimde n = 0

yazacaglz. Buna gore

1 c1
1| =x0)=] e
0 C3

olur ve

cg = 1

c = 1

cs = 0

denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 1,¢5 = 1,¢3 = 0 bulunur ve bulunan bu degerler (9.7)

formiiliinde yerlerine yazilirsa basglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

2 x 2 ip 4 2"
x(n)=| 2x 2" In+2n
4 x 2" 1
bulunur.
ITI. Yontem. Uyar 1.4.6 da verilen (1.45) formiiliinii kullanarak, ¢y, ¢y ve c3 keyfi

sabitler olmak iizere, verilen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

11 % 1 0 0 c1
x(n) = PJ%c¢=1| 0 1 % 0 27 2" lp Co
2 20 0 0 " C3

c1+ 2"¢cy + c3 2n—ln + %2”)
= 2"co + c3 (2”71’” + %2”) (98)

—~

201 + 2 X 2%y + 2 x 2" ney
bulunur. Verilen baglangi¢ kogullu ¢oziimii bulmak i¢in (9.8) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 c1+c2+ %Cg
L[ =xO0)=|  c+ie
0 261 + 202
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olur ve

1
C1+CQ+§C3 =1
CQ“‘EC?, =1

261 + 202 =0

denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 0,¢ = 0,¢3 = 2 bulunur ve bulunan bu degerler (9.8)

formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

2 x 2" 1p 4 on
x(n) =1 2x 2 1p 427

4 x 2" 1p

elde edilir. m

9.2 OZDEGERLERIi 1 DEN FARKLI OLAN 3X3 TiPINDE KOSEGEN-
LESTIiRILEMEYEN MATRISLERIN KUVVETLERI YARDIMIYLA
FARK DENKLEM SISTEMLERININ COZUMU

2 -1 1
Ornek 9.2.1 Kisegenlestirilemeyen A= | 1 5 —2 | matrisi icin
0o 1 2

x(n+1)=Ax(n)

sisteminin genel ¢éziimiini bulalim ve ayrica x(0) = (1,1,0)T baslangi¢ kosullu ¢oziimii

bulalim.

Coziim. Ornek 5.2.1 de asagidakiler bulunmustu:

e A nin dzdegerleri \; = Ay = A3 = 3 tiir ve bunlara karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla

0 —1
51 - 1 52: 1 dir.
1 0

o Genellestirilmig 6zvektor &5 = (1,0,0)7 dir.
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e A nin J Jordan formu, terslenebilir P matrisi ve onun P~! tersi sirasiyla

310 0 -1 1 00 1
J=lo0o31|[,P=[1 1 0|, P'=|01 -1 | dir
00 3 1 0 0 11 -1
3" 3" n 23" Zn(n—1)
0 0 3"
3 —3""1n -3 1n a
e A= 1 3" In+ 13" n(n—1) 2x3"'n+3"+33"2n(n—-1) b
23" 2n (n — 1) 3" n+ 23" 2n(n — 1) c
Burada,
a=3""n

b=-2x3"1n—33"?n(n—1)
c=3"—-3"'n—23"2n(n—1) dir.
I. Yontem. Eger baslangic kosullu ¢oziimii genel ¢oziimii bulmadan elde etmek istersek,

Sonug 1.4.1 de verilen formiilii kullanirsak, verilen baglangi¢ kosullu ¢éziim olarak

x(n) = A"x(0)

3n — 3 1In —3""'n a 1
_ 3n—1p, 4 %3n—2n (n—1) 2x3"n+3"+ %3"‘271 (n—1) b 1
%3”*271 (n—1) 3" In + %3%2” (n—1) C 0
3" —2x3""1n
= 3x3"In+3"+3"2n(n—1)

3" In 43" 2n(n—1)
bulunur. Sonug 1.4.1 den, dy, ds, d3 keyfi sabitler olmak iizere, keyfi

X(no) =Ty = (d1>d2>d3)T

baglangic kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

x(n) = A""x(ng)
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gnno — gnmno—lin —ng) —3v0"H(n —ng) 370 (n — ng) dq

= d e f do
g h J ds
k
= l
m
bulunur.
Burada,

d=3"""1(n —ny) + %3”’”0’2(n —ng) (n—ng—1)

e =2x 3" (n —ng) + 3770 + 13"7072(n — ng) (n — ng — 1)
f==2x3"""Y(n—ng) — 13""0"2(n — ng) (n — ng — 1)

g=33"""%(n—ng) (n—ng—1)

h=3""" n—ng)+ 33" " %(n —ng) (n —ng — 1)

j =30 =3l —ng) — 33702 (n — ng) (n — ng — 1)

k=dy (3" — 3" "0 (n —ng)) — 3" dy (n — ng) + 3" 1d3 (n — ng)

I=dy (3" 42 x 3" (n — ng) — 2377072 (n — ng) (ng —n + 1))

+dy (37707 (n = ng) — $3"70 2 (n — ng) (ng — n + 1))

—ds (2 x 3" (n — ng) — 2377072 (0 — ng) (ng — n + 1))

m =ds (3" — 37707 (n — ng) + 2377072 (0 — ng) (ng — n+ 1))

+do (3777 (n — ng) — 23" (n — ng) (ng — n + 1))

—33"772d; (n — ng) (ng —n+ 1) dir.

NOT: ng = 0, x(0) = z¢ = (1,1,0)7 igin 6zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine
yazilarak da bulunabilir. Buna gore, genel ¢oziimde ng = 0 ve dy = 1,dy = 1,d3 = 0

alinirsa, verilen baglangi¢ kogullu ¢oziim olarak

3" —2x 3" 1n
x(n) =A"x(0)=| 3x3"'n+3"+3"2n(n—1)
3n71n + 3n72n (n _ 1)

bulunur.

I1I. Yontem.
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Uyari 1.4.6 da verilen (1.44) formiiliinii kullanarak, verilen fark denkleminin genel ¢oziimii

olarak, ¢ = (c1, ¢, c3)T € RF keyfi olmak {izere,

z(n)
= A'c
3" —3""1n —3»1n 37 1p c1
= 3" n+ 33" 2n(n—1) a c Co
23" 2n (n — 1) b d c3
3" nes — 3" ey — ¢ (3" In — 37)
= e (9.9)
f

bulunur. Burada,

a=2x3"1n+3"+ 33" 2n(n—1)

b=3""n+13"n(n—1)

c=-2x3"'n—13"n(n-1)

d=3"—3"'n—13"n(n—1)

e=0(2x3" I +3"+13"n(n—1)) +¢; (3" 'n+33""2n(n—1))

—c3 (2% 3" In+ 13" 2n (n — 1))

f=c B n+33"n(n—-1)) —cs (3" 'n—3"+33"2n(n— 1)) + 33" %nc; (n — 1)
Verilen baglangig kosullu ¢oziimii bulmak igin (9.9) formiilii ile verilen ¢oziimde n = 0

yazacagiz. Buna gore

1 C1
1 [ =x(0)=1] e
0 C3

olur ve

cT = 1

Cy = 1

C3 = 0

156



denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 1,¢3 = 1,¢3 = 0 bulunur ve bulunan bu degerler (9.9)

formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

3" —2x 3" 1n
x(n) = 3x3"In+3"+3"2n(n—1)
3" In 43" 2n(n —1)
bulunur.

ITI. Yontem. Uyar1 1.4.6 da verilen (1.45) formiiliinii kullanarak, c;, cs ve c3 keyfi

sabitler olmak {izere, verilen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

0 -1 1 3" 3 n 123" n(n—1) c1
x(n) = PJ¢=1]11 1 0 o 3 3" In C2
1 0 0 0 0 3" c3
—3"cy — c3 (3" In — 37)
= ¢ (3" I +3") + 3" 4¢3 (3" '+ 13" n(n — 1)) (9.10)

31 + 3" 'nes + 33" %nes (n — 1)
bulunur. Verilen baglangi¢ kogullu ¢6ziimii bulmak igin (9.10) formiilii ile verilen ¢tziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 C3 — Co
1 = X(O) = c1+ ¢
0 C1
olur ve
C3 —Cp = 1
c1+cy = 1
ciT = 0

denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 0,cs = 1,¢3 = 2 bulunur ve bulunan bu degerler (9.10)

formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

3" —2x 3"
X(n) =] 3x3"n+3"+3"2n(n—1)
3" In 43" 2n(n—1)

elde edilir. m
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2 4 -3
Ornek 9.2.2 Kisegenlestirilemeyen A= | 0 2 0 matrisi 1¢in
0 3 —1

x(n+1) = Ax(n)

sisteminin genel ¢éziimiini bulalim ve ayrica x(0) = (1,1,0)T baslangi¢ kosullu ¢oziimii

bulalim.

Coziim. Ornek 5.2.2 de asagidakiler bulunmustu:

e A nmin dzdegerleri A\; = —1, Ao = A3 = 2 dir ve bunlara kargilik gelen tzvektorler
1 1
sirasiyla &y, = | 0 | veé&,=| 0 | dir.
1 0

o Genellestirilmis 6zvektor &5 = (0,1, 1)T dir.

e A nin J Jordan formu, terslenebilir P matrisi ve onun P~ tersi sirasiyla

~1 0 0 110 0 -1 1
J=| 0o 21 |.,P=]lo0o0 1|, P'=]1 1 -1 dir
0 0 2 101 0 1 0
(=)™ 0 0
o J' = 0 on on—lp
o 0 2

on 9n=lp _ (—1)" 420 (—1)" — 2"
o A" = 0 2" 0



I. Yontem. Eger baslangic kosullu ¢oziimii genel ¢oziimii bulmadan elde etmek istersek,

Sonug 1.4.1 de verilen formiilii kullanirsak, verilen baglangi¢ kosullu ¢oziim olarak

on gnlp — (—1)" 420 (—1)" — 2 1
x(n) = A"x(0)=| 0 2m 0 1
0 o (—1)" (—1)" 0

2 — (—1)"

bulunur. Sonug 1.4.1 den, dy, ds, d3 keyfi sabitler olmak iizere, keyfi
x(no) = o = (di, d27d3)T

baglangic kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

x(n)
= A""x(ng)
gn—nmo gn=mo—l(pn _ po) — (=1)"7"0 4 2n7m0 (1) — gm0 dy
= 0 gn=no 0 ds
0 anme — (=1)" (=)™ ds
a
= gn-nad,

(1) dy — dy ((~1)"™ — 27-70)
bulunur. Burada,
a=d;((—1)"7" —277m) 4 dy (2770 — (—1)""0 4 2770 (n — ng)) + 27 "0d, dir.
NOT: ny = 0, x(0) = 7o = (1,1,0)7 igin &zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine
yazilarak da bulunabilir. Buna gore, genel ¢oziimde ng = 0 ve dy = 1,dy = 1,d3 = 0

alinirsa, verilen baglangi¢ kogullu ¢oziim olarak

iy — (—1)" 42 x 2"

x(n) = A"x(0) = 2"

2 — (—1)"
bulunur.
I1I. Yontem.
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Uyari 1.4.6 da verilen (1.44) formiiliinii kullanarak, verilen fark denkleminin genel ¢oziimii

olarak, ¢ = (c1, ¢, c3)T € RF keyfi olmak {izere,

z(n) = A'c
on 9n=lp — (—1)" 420 (—1)" —2n e
= 0 2n 0 Co
0 2n — (=1)" (-1)" Cs

= 2"co (9.11)

bulunur. Verilen baglangi¢ kosullu ¢oziimii bulmak i¢in (9.11) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 C1
1 [=x(0)=1]
0 C3

olur ve

c1 = 1

Cy = 1

C3 = 0

denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 1,¢2 = 1,¢3 = 0 bulunur ve bulunan bu degerler (9.11)

formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

o lp — (—1)" 42 x 2"

bulunur.
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ITI. Yontem. Uyar1 1.4.6 da verilen (1.45) formiiliinii kullanarak, c;, co ve c3 keyfi

sabitler olmak {izere, verilen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

110 (=)™ 0 0 c1
x(n) = PJC=|0 0 1 0 20 2nlp e
101 0o 0 2n cy

(—=1)" ¢y + 2"cy + 2" ey
= 2"y (9.12)
(—=1)" 1 + 2"y
bulunur. Verilen baglangi¢ kogullu ¢oziimii bulmak i¢in (9.12) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 1+ ¢

1 | =x(0)= C3

0 c1+c3
olur ve
c1+cyg = 1

C3 — 1

c1+c3 = 0
denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = —1,¢2 = 2, ¢3 = 1 bulunur ve bulunan bu degerler (9.12)

formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

911y — (—1)" 42 x 2"
x(n) = 2m
2" — (=1)"

elde edilir. m

1 -3 1
Ornek 9.2.3 Kisegenlestirilemeyen A= | 1 5 —1 | matrisi icin
2 6 0

x(n+1)= Ax(n)

sisteminin genel ¢éziimiini bulalim ve ayrica x(0) = (1,1,0)T baslangi¢ kosullu ¢oziimii

bulalim.
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Coziim. Ornek 5.2.3 te agagidakiler bulunmustu:

e A nin 6zdegerleri \; = Ay = A3 = 2 dir ve bunlara karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla

0 1
=11 | ve&,=| —1 | dir.
3 —2

o Genellestirilmis 6zvektor &5 = (0,0,1)T dir.

e A nin J Jordan formu, terslenebilir P matrisi ve onun P! tersi sirasiyla

2 0 0 0 1 0 1 1 0
J=lo21|,P=|1 -10|,P'= 1 0 o | dir.
00 2 3 -2 1 &F 3 4

mn 0
o Jh=| o 2on only
0 0 2
on _on=lp 3y on-lp on—1p
o A" = on—lp 3x nlp 4 on —on—lp
2 x on=lpy 6x 20 1lp  2n _ 92 x only

I. Yontem. Eger baslangic kosullu ¢oziimii genel ¢oziimii bulmadan elde etmek istersek,

Sonug 1.4.1 de verilen formiilii kullanirsak, verilen baglangi¢ kosullu ¢oziim olarak

on —2nlp 3 x 27l 2" 1p 1
x(n) = A"x(0) = 2""ln 3 x 2V In 427 ) 1
2x 2"y 6x2n 2" —2x 2" Ip 0
2" — 4 x 2" I
= | 4x2vn42n
8 x 2" Ip

bulunur. Sonug 1.4.1 den, dy, ds, d3 keyfi sabitler olmak iizere, keyfi
X(ng) = xo = (dy, d2,d3)T
baslangic kosulu ile verilen homojen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak
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x(n) = A""0x(nyg)

2n=no — gn=no=l(p _ pg) =3 x 2nm—L(n — ng) a
= 2n=mo—l(n — ng) 3 x 2nno—l(p —pg) 4270 p
2 x 2n—m0=l(n — ng) 6 x 270" (n — ng) c
d
=| e
f

bulunur. Burada

a=2""""1(n —ng)

b= —2"""0"1(n — ng)

c=2n""0 — 2 x 2nTno—l(p — pg)

d=dy (2n 0 — 2=l (p —pg)) — 3 x 2701y (n — nyg)
+2n=m0 =13 (n — ng)

e=dy (2" + 3 x 2" (. —ng)) + 270 ) (0 — nyg)
—2nm0=1ds (n — ng)

f=dg(2rm0 —2 x 2707 (n —ng)) 4+ 2 x 270 ) (n — nyg)

+6 x 27701 dy (n — ny) dir.

dy
da
ds

NOT: ny = 0, x(0) = 7o = (1,1,0)7 i¢in &zel ¢oziim, genel ¢oziimde bu degerler yerlerine

yazilarak da bulunabilir. Buna gore, genel ¢oziimde ng = 0 ve dy = 1,dy = 1,d3 = 0

alinirsa, verilen baglangi¢ kogullu ¢oziim olarak

2" — 4 x 2" 1p
4 x 2n~1ln 4 2n

8 x 2" 1Ip

bulunur.

I1I. Yontem.

163



Uyari 1.4.6 da verilen (1.44) formiiliinii kullanarak, verilen fark denkleminin genel ¢oziimii

olarak, ¢ = (c1, ¢, c3)T € RF keyfi olmak {izere,

z(n) = A'c
2n — oy 3 x 27 Ip 2n—lp, 1
= on—ln 3x 2 In42n —2n=1n o
2 x 2" 1 6 x 2" 1n 2 —2x 21 3

2" ey — 3 x 2" Iney — ¢ (277t — 27)

— 2 (3 x 277 4+ 27) 2"~ 1pe; — 2" ey

c3 (2" —2 x 2"7In) +2 x 2" Iney + 6 x 2" Ine,

bulunur. Verilen baglangi¢ kosullu ¢oziimii bulmak i¢in (9.13) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 C1
1 [=x(0)=1]
0 C3

olur ve

c1 = 1

Cy = 1

C3 = 0

denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 1,¢co = 1,¢3 = 0 bulunur ve bulunan bu degerler (9.13)

formiiliinde yerlerine yazilirsa baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

2" — 4 x 2" Ip
x(n) =] 4x 27 p42n
8 x 2" 1p

bulunur.
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ITI. Yontem. Uyar1 1.4.6 da verilen (1.45) formiiliinii kullanarak, c;, co ve c3 keyfi

sabitler olmak {izere, verilen fark denkleminin genel ¢oziimii olarak

0 1 0 2" 0 0 1
x(n) = PJ¢=11 -1 0 0 2n 2n7ip Co
3 -2 1 0o o0 2¢ cs

2y + 2" nes
= 2"c) — 2%cy — 2" Iney (9.14)
c3 (2" —2%x 2" In) +3 x 2%¢; — 2 X 2"¢y

bulunur. Verilen baglangi¢ kosullu ¢oziimii bulmak igin (9.14) formiilii ile verilen ¢oziimde

n = 0 yazacagiz. Buna gore

1 Co
1 | =x(0) = C1— Co
0 3c1 — 2¢y + 3
olur ve
Cy = 1
Ci —Cy = 1

361—202+Cg =0

denklem sistemi ¢oziiliirse ¢; = 2, ¢ = 1,3 = —4 bulunur ve bulunan bu degerler (9.14)

formiiliinde yerlerine yazilirsa basglangic deger probleminin ¢oziimii olarak

om — 4 x 2" 1p
x(n) =] 4x 27 p42n

8 x 2n~1p

elde edilir. m
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