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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 
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Müjgan KURU 
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Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Tez Danışmanı: Dr. Öğr. Üyesi Melih GÖCEN 

Temmuz 2019, 61 sayfa 

Bu tezde, bazı lineer olmayan rasyonel fark denklem sistemlerinin periyodik çözümleri ince-

lenmiştir. 

 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır.  

 

Birinci bölümde, tez için gerekli olan bazı temel tanım ve teoremler verilmiştir.  

 

İkinci bölümde, literatürdeki bazı rasyonel fark denklemleriyle ilgili çalışmalar sunulmuştur. 

 

Üçüncü bölümde, ikinci mertebeden bazı rasyonel fark denklem sistemlerinin periyodikliği 

incelenmiştir. 

 

Son bölümde ise, bazı özel rasyonel fark denklem sistemlerinin periyodik çözümleri elde 

edilmiştir.  
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ÖZET (devam ediyor) 

 

Ayrıca tezde, teorik sonuçlarımızı desteklemek için bazı sayısal örnekler verilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Fark denklemleri, periyodiklik, periyodik çözümler,denklem sistemleri.  

 

Bilim Kodu: 403.03.01



v 

ABSTRACT 

M. Sc. Thesis 

PERIODIC SOLUTIONS OF SOME RATIONAL DIFFERENCE EQUATION 

SYSTEMS 
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Department of Mathematics 

Thesis Advisor: Assist. Prof. Melih GÖCEN 

July 2019, 61 pages 

In this thesis, the periodic solutions of some nonlinear rational difference equation systems 

are investigated. 

 

This thesis consists of four chapters.  

 

In the first chapter, some basic definitions and theorems necessary for the thesis are given. 

 

In the second chapter, the studies about some rational difference equations in the literature are 

presented. 

 

In the third chapter, the periodicity of some second order rational difference equation systems 

are investigated. 

 

In the last chapter, the periodic solutions of some special rational difference equation systems 

are obtained.  
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Furthermore, in the thesis, some numerical examples are given to support our theoretical 

results. 
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BÖLÜM 1

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

1.1 G·IR·IŞ

Bu bölümde tez boyunca kullanaca¼g¬m¬z baz¬temel tan¬m ve teoremler verilmi̧stir. Bu

k¬s¬mda Kocic ve Ladas (1993), Elaydi (1995), Kulenovic ve Ladas (2002) kaynaklar¬ndan

yararlan¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m 1.1.1 n ba¼g¬ms¬z de¼gişken ve buna ba¼g¬l¬de¼gişken de x olmak üzere, ba¼g¬ml¬ve

ba¼g¬ms¬z de¼gişken ile ba¼g¬ml¬de¼gişkenin E(x); E2(x); :::; En(x); ::: gibi farklar¬n¬içine alan

ba¼g¬nt¬lara Fark Denklemi denir.Ayr¬ca n�nin sürekli oldu¼gu halde Diferansiyel Denklem-

ler ile aras¬nda büyük benzerlikler vard¬r.

Tan¬m 1.1.2 Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun en büyük ve en küçük argü-

mentlerinin fark¬na o fark denkleminin mertebesi denir.

Tan¬m 1.1.3 F (xn; xn+1; :::; xn+k) = 0 şeklinde k. mertebeden bir fark denkleminin genel

ifadesinde eşitli¼gin sa¼g taraf¬"0" ise bu fark denklemine homojen (otonom) fark denklemi

denir. S¬f¬rdan farkl¬ise homojen olmayan fark denklemi denir.

Tan¬m 1.1.4 E¼ger bir fark denklemi xn ya da herhangi bir fark ifadesinin 2. ya da daha

yüksek mertebeden kuvvetini içeriyorsa ya da xn ile xn+m�nin (0 < m < k) çarp¬m¬n¬

içeriyorsa bu fark denklemine lineer olmayan fark denklemi denir. Aksi durumda ise lineer

fark denklemi denir.

Genel olarak lineer fark denklemleri

akxn+k + ak�1xn+k�1 + :::+ a0xn = G(n)

şeklinde gösterilir ve lineer fark denklemleri katsay¬lar¬n¬n durumuna göre isimlendirilir:

(a) E¼ger G(n) = 0 ise denkleme Lineer Homojen Fark Denklemi denir.
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(b) a0; a1; a2; :::; ak katsay¬lar¬sabit iseler, denkleme Sabit Katsay¬l¬Lineer Fark Denk-

lemi denir.

(c) a0; a1; a2; :::; ak katsay¬lar¬ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenin fonksiyonu iseler, denkleme De¼gi̧sken

Katsay¬l¬Lineer Fark Denklemi denir.

Teorem 1.1.5 I reel say¬lar¬n herhangi bir alt aral¬¼g¬ve f : Ik+1 ! I sürekli türevlenebilir

bir fonksiyon olsun.(k + 1): mertebeden bir fark denklemi

xn+1 = f(xn; xn�1; :::; xn�k); n = 0; 1; 2::: (1.1)

formunda bir denklemdir.

Lemma 1.1.6 x�k; x�(k�1); :::; x0 2 I başlang¬ç koşullar¬n¬n her kümesi için, (1:1) fark

denklemi bir tek fxng1n=�k çözümüne sahiptir.

Yukar¬daki lemman¬n bir özel durumu olarak, x0; x�1; x�2 2 I başlang¬ç koşullar¬n¬n her

kümesi için

xn+1 = f(xn; xn�1; xn�2); n = 0; 1; 2::: (1.2)

üçüncü dereceden fark denklemi bir tek fxng1n=�2 çözümüne sahiptir.

Tan¬m 1.1.7 (1:1) denkleminin bir çözümü yani her n � �k için sabit olan (1:1) denk-

leminin bir çözümüne (1:1) denkleminin bir denge çözümü denir. Her n � �k için

xn = x

ise (1:1) denkleminin bir denge çözümüdür, o zaman x bir denge noktas¬ olarak ad-

land¬r¬l¬r.

Ayr¬ca x noktas¬na f fonksiyonunun bir sabit noktas¬denir.

Dolay¬s¬yla x 2 I noktas¬

x = f(x; x; :::; x)

ise (1:1) denkleminin bir denge noktas¬olarak adland¬r¬l¬r yani n � �k için

xn = x

(1:1) denkleminin bir çözümüdür.
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Örnek 1.1.1 xn+1 =
16

xn
fark denkleminin denge noktas¬n¬n �4 oldu¼gunu gösteriniz.

Çözüm 1 f(x; x) = x =
16

x
ise x = �4 dir

Tan¬m 1.1.8 x; (1:1) denkleminin denge noktas¬olsun.

(a) Her " > 0 için fxng1n=�k; (1:1) denkleminin bir çözümü olacak şekilde

jx0 � xj+ jx�1 � xj+ :::+ jx�k � xj < �

oldu¼gunda her n � �k için

jxn � xj < "

ifadesini sa¼glayan bir � > 0 say¬s¬varsa, x denge noktas¬na kararl¬d¬r denir.

(b) fxng1n=�k; (1:1) denkleminin bir çözümü olacak şekilde

jx0 � xj+ jx�1 � xj+ :::+ jx�k � xj < 


oldu¼gunda

lim
n!1

xn = x

ifadesini sa¼glayan 
 > 0 say¬s¬varsa, x denge noktas¬na lokal asimptotik kararl¬d¬r

denir.

(c) (1:1) denkleminin her fxng1n=�k çözümü için

lim
n!1

xn = x

oluyorsa x denge noktas¬na global çekicidir denir.

(d) E¼ger x denge noktas¬kararl¬ve bir global çekici ise, x denge noktas¬na global asimp-

totik kararl¬d¬r denir.

(e) E¼ger x denge noktas¬kararl¬de¼gil ise karars¬zd¬r denir.

Tan¬m 1.1.9 E¼ger fxng dizisi için xn+p = xn olacak şekilde bir p pozitif tam say¬s¬

mevcut ise fxng dizisine p periyotludur denir ve p say¬s¬ bu şart¬ sa¼glayan en küçük

pozitif tam say¬d¬r.
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Tan¬m 1.1.10 E¼ger fxng dizisinde sonlu say¬da terim hariç tutuldu¼gunda, geriye kalan

sonsuz say¬daki terim için xn+p = xn olacak şekilde bir p pozitif tam say¬s¬mevcut ise

fxng dizisine er geç p periyotludur denir ve p say¬s¬ bu şart¬ sa¼glayan en küçük pozitif

tam say¬d¬r.

Örnek 1.1.2 xn+1 =
16

xn
denkleminin periyodunun 2 oldu¼gunu gösterelim. x0 başlang¬ç

şart¬n = 0; 1; 2; ::: için iterasyon yöntemiyle

x1 =
16

x0
; x2 =

16

x1
= x0; x3 =

16

x2
=
16

x0
= x1

olup, bu şekilde iterasyona devam edilirse;

xn =

�
16

x0
; x0;

16

x0
; x0;:::

�
şeklinde çözümler elde edilir. Böylece söz konusu denklemin 2 periyotlu oldu¼gu gösterilir.

Tan¬m 1.1.11 (1:1) denkleminde, f(xn; xn�1; xn�2) fonksiyonunu f(u; v; w) şeklinde alal¬m:

r =
@f(x; x;x)

@u
; s =

@f(x; x; x)

@v
ve t =

@f(x; x; x)

@w

olmak üzere;

yn+1 = ryn + syn�1 + tyn�2 (1.3)

denklemi elde edilir. Bu denkleme (1:2) denkleminin x denge noktas¬ civar¬ndaki lineer

denklemi ad¬verilir.

(1:3) denkleminin karakteristik denklemi ise

�3 � r�2 � s�� t = 0 (1.4)

dir.

(a) (1:4) denkleminin tüm kökleri mutlak de¼gerce 1�den küçük oldu¼gunda, x denge nok-

tas¬lokal asimptotik kararl¬d¬r.

(b) (1:4) denkleminin köklerinden en az biri mutlak de¼gerce 1�den büyük oldu¼gunda, x

denge noktas¬karars¬zd¬r.
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BÖLÜM 2

FARK DENKLEMLER·I ·ILE ·ILG·IL·I YAPILAN ÇALIŞMALAR

Ç¬nar (2004) çal¬̧smas¬nda,

xn+1 =
1

yn
; yn+1 =

yn
xn�1yn�1

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerini ve periyodikli¼gini ele alm¬̧st¬r.

Ç¬nar ve Yalç¬nkaya (2004) çal¬̧smalar¬nda,

xn+1 =
1

zn
; yn+1 =

1

xn�1yn�1
; zn+1 =

1

xn�1

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin periyodikli¼gini ele alm¬̧slard¬r.

Douraki ve arkadaşlar¬(2006) çal¬̧smalar¬nda A;B 2 (0;1) olmak üzere,

xn+1 =
A

xn�k
+

B

xn�3k

fark denkleminin çözümlerinin periyodikli¼gini incelemi̧slerdir.

Özban (2006) çal¬̧smas¬nda,

xn+1 =
1

yn�k
; yn+1 =

yn
xn�myn�m�k

denklem sisteminin pozitif çözümlerini incelemi̧stir.

Elabbasy ve arkadaşlar¬(2008) çal¬̧smalar¬nda,

xn+1 =
a1 + a2yn

a3zn + a4xn�1zn
; yn+1 =

b1zn�1 + b2zn
b3xnyn + b4xnyn�1

;

zn+1 =
c1zn�1 + c2zn

c3xn�1yn�1 + c4xn�1yn + c5xnyn

fark denklem sisteminin bir s¬n¬f¬n¬n çözümlerinin periyodikli¼gini ele alm¬̧slard¬r.

Stevic (2012) çal¬̧smas¬nda,

xn+1 =
xnyn�k

yn�k+1(an + bnxnyn�k)
; yn+1 =

ynxn�k
xn�k+1(cn + dnynxn�k)

fark denklem sistemlerinin çözümlerinin periyodikli¼gini ele alm¬̧slard¬r.
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Touafek ve Elsayed (2012a) çal¬̧smalar¬nda,

xn+1 =
xn�3

�1� yn�1xn�3
; yn+1 =

yn�3
�1� xn�1yn�3

fark denklem sisteminin çözümlerinin periyodikli¼gini incelemi̧slerdir.

Özkan ve Kurbanl¬(2013) çal¬̧smalar¬nda,

xn+1 =
yn�2

�1� yn�2xn�1yn
; yn+1 =

xn�2
�1� xn�2yn�1xn

; zn+1 =
xn�2 + yn�2

�1� xn�2yn�1xn

fark denklem sisteminin çözümlerinin periyodikli¼gini incelemi̧slerdir.

Din ve arkadaşlar¬(2014) çal¬̧smalar¬nda,

xn+1 =
yn�1

xn�3(�+ yn)
; yn+1 =

xn�1
yn�3(� � yn)

fark denklem sisteminin çözümlerinin periyodikli¼gini ele alm¬̧slard¬r.

Yacine (2016) çal¬̧smas¬nda,

xn+1 =
1

1� yn�k
; yn+1 =

1

1� yn�k

fark denklem sisteminin çözümlerinin periyodikli¼gini incelemi̧stir.

Touafek ve Elsayed (2012b) çal¬̧smalar¬nda,

xn+1 =
yn

xn�1(�1� yn)
; yn+1 =

xn
yn�1(�1� xn)

fark denklem sisteminin çözümlerini incelemi̧slerdir.

T.F. ·Ibrahim (2009) çal¬̧smas¬nda,

xn+1 =
xnxn�2

xn�1(a+ bxnxn�2)

fark denkleminin çözümlerinin davran¬̧slar¬n¬incelemi̧stir.
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BÖLÜM 3

·IK·INC·I MERTEBEDEN BAZI RASYONEL FARK DENKLEM

S·ISTEMLER·IN·IN PER·IYOD·IKL·I¼G·I

3.1 xn+1 =
xn

xn�1(�1+xn) FARK DENKLEMLER·IN·IN PER·IYOD·IKL·I¼G·I

Bu bölümde x�1; x0 başlang¬ç koşullar¬payday¬s¬f¬r yapmayacak reel say¬lar olmak üzere,

xn+1 =
xn

xn�1(1 + xn)
n = 0; 1; 2; ::: (3.1)

ve

xn+1 =
xn

xn�1(�1 + xn)
n = 0; 1; 2; ::: (3.2)

fark denklemlerinin çözümleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Teorem 3.1.1 (3:1) denkleminin çözümlerinin fxng+1n=�1 oldu¼gunu varsayal¬m. Bu du-

rumda;

(a) fxng+1n=�1 çözümleri periyodiktir ve beş periyotludur.

(b)

x5n�1 = x�1;

x5n = x0;

x5n+1 =
x0

x�1(1+x0)
;

x5n+2 =
1

x�1(1+x0)+x0
;

x5n+3 =
x�1

x0(1+x�1)
:

veya buna eş de¼ger olarak,

fxng+1n=�1 =

8>>>>><>>>>>:
x�1; x0;

x0
x�1(1 + x0)

;
1

x�1(1 + x0) + x0
;

x�1
x0(1 + x�1)

; x�1; x0;

x0
x�1(1 + x0)

;
1

x�1(1 + x0) + x0
;

x�1
x0(1 + x�1)

; x�1; x0;

x0
x�1(1 + x0)

;
1

x�1(1 + x0) + x0
;

x�1
x0(1 + x�1)

; :::

9>>>>>=>>>>>;
çözümleri elde edilir.
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·Ispat.

(a) (3:1) denklemi yard¬m¬yla aşa¼g¬daki eşitlikler elde edilir:

xn+1 =
xn

xn�1(1+xn)
;

xn+2 =
1

xn�1(1+xn)+xn
;

xn+3 =
xn�1

xn(1+xn�1)
;

xn+4 = xn�1;

xn+5 = xn:

(b) n = 0 için sonuçlar sa¼glan¬r. n > 0 oldu¼gunu ve iddiam¬z¬n (n� 1) için sa¼gland¬¼g¬n¬

varsayal¬m. Yani,

x5n�6 = x�1;

x5n�5 = x0;

x5n�4 =
x0

x�1(1+x0)
;

x5n�3 =
1

x�1(1+x0)+x0
;

x5n�2 =
x�1

x0(1+x�1)
:

elde edilir ve denklem (3:1)�den,

x5n�1 =
x5n�2

x5n�3(1 + x5n�2)
=

x�1
x0(1+x�1)

1
x�1(1+x0)+x0

(1+ x�1
x0(1+x�1)

)
= x�1;

x5n =
x5n�1

x5n�2(1+x5n�1)
= x�1

x�1
x0(1+x�1)

(1+x�1)
= x0;

ve benzer şekilde

x5n+1 = x1
...

çözümleri elde edilerek ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.1.2 (3:2) denkleminin çözümlerinin fxng+1n=�1 oldu¼gunu farz edelim. Bu du-

rumda;

(a) fxng+1n=�1 çözümleri beş periyotlu periyodiktir.
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(b)

x5n�1 = x�1;

x5n = x0;

x5n+1 =
x0

x�1(�1+x0) ;

x5n+2 =
1

�x�1(�1+x0)+x0 ;

x5n+3 =
x�1

x0(�1+x�1) :

veya buna eş de¼ger olarak,

fxng+1n=�1 =

8>>>>><>>>>>:
x�1; x0;

x0
x�1(�1 + x0)

;
1

�x�1(�1 + x0) + x0
;

x�1
x0(�1 + x�1)

;

x�1; x0;
x0

x�1(�1 + x0)
;

1

�x�1(�1 + x0) + x0
;

x�1
x0(�1 + x�1)

;

x�1; x0;
x0

x�1(�1 + x0)
;

1

�x�1(�1 + x0) + x0
;

x�1
x0(�1 + x�1)

; :::

9>>>>>=>>>>>;
çözümleri elde edilir.

·Ispat. Teorem 3.1.1 ile benzer yolla ispat¬görülür.

Örnek 3.1.1

xn+1 =
xn

xn�1(+1 + xn)
(3.1)

denkleminin x0 = 0:1 ve x�1 = 0:2 başlang¬ç koşullar¬ndaki çözümleri aşa¼g¬da verilmiş

ve 5 periyotlu periyodik oldu¼gu görülmüştür.

Çizelge 3.1 (3:1) denkleminin periyodik çözümleri

n xn

0 0:1

1 0:454

2 3:125

3 1:666

4 0:2

5 0:1

6 0:454
...

...

9



3.2 xn+1 =
yn

xn�1(�1+yn) ; yn+1 =
xn

yn�1(�1+xn) FARKDENKLEMS·ISTEMLER·IN·IN

PER·IYOD·IKL·I¼G·I

Bu bölümde x�1; x0; y�2; y�1; y0 başlang¬ç koşullar¬payday¬s¬f¬r yapmayacak reel say¬lar

olmak üzere

xn+1 =
yn

xn�1(1 + yn)
; yn+1 =

xn
yn�1(1 + xn)

(3.3)

ve

xn+1 =
yn

xn�1(�1 + yn)
; yn+1 =

xn
yn�1(�1 + xn)

(3.4)

fark denklem sistemlerinin çözümleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Teorem 3.2.1 (3:3) denklem sisteminin çözümlerinin fxn; yng+1n=�1 oldu¼gunu varsayal¬m.

Bu durumda;

(a) n > �1 için fxng+1n=�1 ve fyng+1n=�1 çözümleri periyodiktir ve on periyotludur.

(b) n > �1 için xn+5 = yn ve yn+5 = xn dir.

(c)

x10n�1 = x�1;

x10n = x0;

x10n+1 =
y0

x�1(1+y0)
;

x10n+2 =
1

y�1(1+x0)+x0
;

x10n+3 =
x�1

y0(1+x�1)
:

x10n+4 = y�1;

x10n+5 = y0;

x10n+6 =
x0

y�1(1+x0)
;

x10n+7 =
1

x�1(1+y0)+y0
;

x10n+8 =
y�1

x0(1+y�1)
:

10



ve

y10n�1 = y�1;

y10n = y0;

y10n+1 =
x0

y�1(1+x0)
;

y10n+2 =
1

x�1(1+y0)+y0
;

y10n+3 =
y�1

x0(1+y�1)
:

y10n+4 = x�1;

y10n+5 = x0;

y10n+6 =
y0

x�1(1+y0)
;

y10n+7 =
1

y�1(1+x0)+x0
;

y10n+8 =
x�1

y0(1+x�1)
:

veya buna eşde¼ger olarak,

fxng+1n=�1 =

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

x�1; x0;
y0

x�1(1 + y0)
;

1

y�1(1 + x0) + x0
;

x�1
y0(1 + x�1)

; y�1;

y0;
x0

y�1(1 + x0)
;

1

x�1(1 + y0) + y0
;

y�1
x0(1 + y�1)

; x�1; x0;

y0
x�1(1 + y0)

;
1

y�1(1 + x0) + x0
;

x�1
y0(1 + x�1)

; y�1; y0;

x0
y�1(1 + x0)

;
1

x�1(1 + y0) + y0
;

y�1
x0(1 + y�1)

; x�1;

x0;
y0

x�1(1 + y0)
;

1

y�1(1 + x0) + x0
;

x�1
y0(1 + x�1)

; y�1;

y0;
x0

y�1(1 + x0)
;

1

x�1(1 + y0) + y0
;

y�1
x0(1 + y�1)

; :::

9>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>;

fyng+1n=�1 =

8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

y�1; y0;
x0

y�1(1 + x0)
;

1

x�1(1 + y0) + y0
;

y�1
x0(1 + y�1)

; x�1;

x0;
y0

x�1(1 + y0)
;

1

y�1(1 + x0) + x0
;

x�1
y0(1 + x�1)

; y�1; y0;

x0
y�1(1 + x0)

;
1

x�1(1 + y0) + y0
;

y�1
x0(1 + y�1)

; x�1; x0;

y0
x�1(1 + y0)

;
1

y�1(1 + x0) + x0
;

x�1
y0(1 + x�1)

; y�1;

y0;
x0

y�1(1 + x0)
;

1

x�1(1 + y0) + y0
;

y�1
x0(1 + y�1)

; x�1;

x0;
y0

x�1(1 + y0)
;

1

y�1(1 + x0) + x0
;

x�1
y0(1 + x�1)

; :::

9>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>;
çözümleri elde edilir.

·Ispat.
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(a) (3:3) denklem sistemi kullan¬larak aşa¼g¬daki eşitlikler elde edilir:

xn+1 =
yn

xn�1(1+yn)
;

yn+1 =
xn

yn�1(1+xn)
:

xn+2 =
yn+1

xn(1+yn+1)
=

xn
yn�1(1 + xn)

xn(1+
xn

yn�1(1 + xn)
)

= 1
yn�1(1+xn)+xn

;

yn+2 =
xn+1

yn(1+xn+1)
=

yn
xn�1(1 + yn)

yn(1+
yn

xn�1(1 + yn)
)

= 1
xn�1(1+yn)+yn

:

xn+3 =
yn+2

xn+1(1+yn+2)
=

1

xn�1(1 + yn) + yn
yn

xn�1(1 + yn)
(1+

1

xn�1(1 + yn) + yn
)

= xn�1
yn(1+xn�1)

;

yn+3 =
xn+2

yn+1(1+xn+2)
=

1

yn�1(1 + xn) + xn
xn

yn�1(1 + xn)
(1+

1

yn�1(1 + xn) + xn
)

= yn�1
xn(1+yn�1)

:

xn+4 =
yn+3

xn+2(1+yn+3)
=

yn�1
xn(1 + yn�1)

1

yn�1(1 + xn) + xn
(1+

yn�1
xn(1 + yn�1)

)

= yn�1;

yn+4 =
xn+3

yn+2(1+xn+3)
=

xn�1
yn(1 + xn�1)

1

xn�1(1 + yn) + yn
(1+

xn�1
yn(1 + xn�1)

)

= xn�1:

xn+5 =
yn+4

xn+3(1+yn+4)
= xn�1

xn�1
yn(1 + xn�1)

(1+xn�1)

= yn;

yn+5 =
xn+4

yn+3(1+xn+4)
= yn�1

yn�1
xn(1 + yn�1)

(1+yn�1)

= xn:

xn+6 =
yn+5

xn+4(1+yn+5)
= xn

yn�1(1+xn)
;

yn+6 =
xn+5

yn+4(1+xn+5)
= yn

xn�1(1+yn)
:

xn+7 =
yn+6

xn+5(1+yn+6)
=

yn
xn�1(1 + yn)

yn(1+
yn

xn�1(1 + yn)
)

= 1
xn�1(1+yn)+yn

;

yn+7 =
xn+6

yn+5(1+xn+6)
=

xn
yn�1(1 + xn)

xn(1+
xn

yn�1(1 + xn)
)

= 1
yn�1(1+xn)+xn

:
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xn+8 =
yn+7

xn+6(1+yn+7)
=

1

yn�1(1 + xn) + xn
xn

yn�1(1 + xn)
(1+

1

yn�1(1 + xn) + xn
)

= yn�1
xn(1+yn�1)

;

yn+8 =
xn+7

yn+6(1+xn+7)
=

1

xn�1(1 + yn) + yn
yn

xn�1(1 + yn)
(1+

1

xn�1(1 + yn) + yn
)

= xn�1
yn(1+xn�1)

:

xn+9 =
yn+8

xn+7(1+yn+8)
=

xn�1
yn(1 + xn�1)

1

xn�1(1 + yn) + yn
(1+

xn�1
yn(1 + xn�1)

)

= xn�1;

yn+9 =
xn+8

yn+7(1+xn+8)
=

yn�1
xn(1 + yn�1)

1

yn�1(1 + xn) + xn
(1+

yn�1
xn(1 + yn�1)

)

= yn�1:

xn+10 =
yn+9

xn+8(1+yn+9)
= yn�1

yn�1
xn(1 + yn�1)

(1+yn�1)

= xn;

yn+10 =
xn+9

yn+8(1+xn+9)
= xn�1

xn�1
yn(1 + xn�1)

(1+xn�1)

= yn:

ve böylece sistemin on periyotlu oldu¼gu görülür.

(b) (a) �daki eşitliklerden,

xn+5 = yn

ve

yn+5 = xn

oldu¼gu görülür.

(c) n = 0 için sonuçlar sa¼glan¬r. ·Iddiam¬z¬n n > 0 iken (n�1) için sa¼gland¬¼g¬n¬varsayal¬m.
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Yani,

x10n�11 = x�1;

x10n�10 = x0;

x10n�9 =
y0

x�1(1+y0)
;

x10n�8 =
1

y�1(1+x0)+x0
;

x10n�7 =
x�1

y0(1+x�1)
;

x10n�6 = y�1;

x10n�5 = y0;

x10n�4 =
x0

y�1(1+x0)
;

x10n�3 =
1

x�1(1+y0)+y0
;

x10n�2 =
y�1

x0(1+y�1)
:

ve

y10n�11 = y�1;

y10n�10 = y0;

y10n�9 =
x0

y�1(1+x0)
;

y10n�8 =
1

x�1(1+y0)+y0
;

y10n�7 =
y�1

x0(1+y�1)
;

y10n�6 = x�1;

y10n�5 = x0;

y10n�4 =
y0

x�1(1+y0)
;

y10n�3 =
1

y�1(1+x0)+x0
;

y10n�2 =
x�1

y0(1+x�1)
:

eşitlikleri elde edilir ve (3:3) denklem sistemi yard¬m¬yla

x10n�1 =
y10n�2

x10n�3(1+y10n�2)
=

x�1
y0(1 + x�1)

1

x�1(1 + y0) + y0
(1+

x�1
y0(1 + x�1)

)

= x�1;

y10n�1 =
x10n�2

y10n�3(1+x10n�2)
=

y�1
x0(1 + y�1)

1

y�1(1 + x0) + x0
(1+

y�1
x0(1 + y�1)

)

= y�1;

x10n =
y10n�1

x10n�2(1+y10n�1)
= y�1

y�1
x0(1 + y�1)

(1+y�1)

= x0;

y10n =
x10n�1

y10n�2(1+x10n�1)
= x�1

x�1
y0(1 + x�1)

(1+x�1)

= y0;
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x10n+1 = x1;

y10n+1 = y1;
...

çözümleri elde edilerek ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.2.2 (3:4) denklem sisteminin çözümlerinin fxn; yng+1n=�1 oldu¼gunu varsayal¬m.

Bu durumda;

(a) n > �1 için fxng+1n=�1 ve fyng+1n=�1 çözümleri on periyotlu periyodiktir

(b) n > �1 için xn+5 = yn ve yn+5 = xn dir.

(c)

x10n�1 = x�1;

x10n = x0;

x10n+1 =
y0

x�1(�1+y0) ;

x10n+2 =
1

�y�1(�1+x0)+x0 ;

x10n+3 =
x�1

y0(�1+x�1) ;

x10n+4 = y�1;

x10n+5 = y0;

x10n+6 =
x0

y�1(�1+x0) ;

x10n+7 =
1

�x�1(�1+y0)+y0 ;

x10n+8 =
y�1

x0(�1+y�1) :
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ve

y10n�1 = y�1;

y10n = y0;

y10n+1 =
x0

y�1(�1+x0) ;

y10n+2 =
1

�x�1(�1+y0)+y0 ;

y10n+3 =
y�1

x0(�1+y�1) :

y10n+4 = x�1;

y10n+5 = x0;

y10n+6 =
y0

x�1(�1+y0) ;

y10n+7 =
1

�y�1(�1+x0)+x0 ;

y10n+8 =
x�1

y0(�1+x�1) :

veya buna eşde¼ger olarak,

fxng+1n=�1 =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

x�1; x0;
y0

x�1(�1 + y0)
;

1

�y�1(�1 + x0) + x0
;

x�1
y0(�1 + x�1)

;

y�1; y0;
x0

y�1(�1 + x0)
;

1

�x�1(�1 + y0) + y0
;

y�1
x0(�1 + y�1)

;

x�1; x0;
y0

x�1(�1 + y0)
;

1

�y�1(�1 + x0)+x0
;

x�1
y0(�1 + x�1)

;

y�1; y0;
x0

y�1(�1 + x0)
;

1

�x�1(�1 + y0) + y0
;

y�1
x0(�1 + y�1)

;

x�1; x0;
y0

x�1(�1 + y0)
;

1

�y�1(�1 + x0) + x0
;

x�1
y0(�1 + x�1)

;

y�1; y0;
x0

y�1(�1 + x0)
;

1

�x�1(1 + y0) + y0
;

y�1
x0(�1 + y�1)

;

� � �

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

fyng+1n=�1 =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

y�1; y0;
x0

y�1(�1 + x0)
;

1

�x�1 (�1 + y0) + y0
;

y�1
x0(�1 + y�1)

;

x�1; x0;
y0

x�1(�1 + y0)
;

1

�y�1(�1 + x0) + x0
;

x�1
y0(�1 + x�1)

;

y�1; y0;
x0

y�1(�1 + x0)
;

1

�x�1(�1 + y0) + y0
;

y�1
x0(�1 + y�1)

;

x�1; x0;
y0

x�1(�1 + y0)
;

1

�y�1(�1 + x0) + x0
;

x�1
y0(�1 + x�1)

;

y�1; y0;
x0

y�1(�1 + x0)
;

1

�x�1(�1 + y0) + y0
;

y�1
x0(�1 + y�1)

;

x�1; x0;
y0

x�1(�1 + y0)
;

1

�y�1(�1 + x0) + x0
;

x�1
y0(�1 + x�1)

;

� � �

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
çözümleri elde edilir.
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·Ispat. Teorem 3.2.1 ile benzer yolla ispat¬görülür.

Örnek 3.2.1

xn+1 =
yn

xn�1(1 + yn)
; yn+1 =

xn
yn�1(1 + xn)

(3.3)

denklem sisteminin x0 = 0:1 ; x�1 = 0:2 ; y0 = �0:5 ve y�1 = 1:2 başlang¬ç koşullar¬ndaki

çözümleri aşa¼g¬da verilmiş ve 10 periyotlu periyodik oldu¼gu görülmüştür.

Çizelge 3.2 (3:3) denkleminin periyodik çözümleri

n xn yn

0 0:1 �0:5

1 �5 0:075

2 0:704 �2:5

3 0:333 5:454

4 1:2 0:2

5 �0:5 0:1

6 0:075 �5

7 �2:5 0:704

8 5:454 0:333

9 0:2 1:2

10 0:1 �0:5

11 �5 0:075

12 0:704 �2:5

13 0:333 5:454

14 1:2 0:2
...

...
...

3.3 xn+1 =
yn

zn�1(�1+yn) ; yn+1 =
zn

xn�1(�1+zn) ; zn+1 =
xn

yn�1(�1+xn) FARK DENKLEM

S·ISTEMLER·IN·IN PER·IYOD·IKL·I¼G·I

Bu bölümde x�1; x0; y�3; y�2; y�1; y0; z�2; z�1; z0 başlang¬ç koşullar¬payday¬s¬f¬r yapmay-

acak reel say¬lar olmak üzere,

xn+1 =
yn

zn�1(1 + yn)
; yn+1 =

zn
xn�1(1 + zn)

; zn+1 =
xn

yn�1(1 + xn)
(3.5)
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ve

xn+1 =
yn

zn�1(�1 + yn)
; yn+1 =

zn
xn�1(�1 + zn)

; zn+1 =
xn

yn�1(�1 + xn)
(3.6)

fark denklem sistemlerinin çözümleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Teorem 3.3.1 (3:5) denklem sisteminin çözümlerinin fxn; yn; zng+1n=�1 oldu¼gunu farz ede-

lim. Bu durumda;

(a) n > �1 için fxng+1n=�1 ; fyng+1n=�1 ve fzng+1n=�1 çözümleri periyodiktir ve on beş

periyotludur.

(b) n > �1 için xn+5 = zn; yn+5 = xn ve zn+5 = yn dir.

(c) n > �1 için xn+10 = yn; yn+10 = zn ve zn+10 = xn dir.

(d)

x15n�1 = x�1;

x15n = x0;

x15n+1 =
y0

z�1(1+y0)
;

x15n+2 =
1

x�1(1+z0)+z0
;

x15n+3 =
y�1

x0(1+y�1)
;

x15n+4 = z�1;

x15n+5 = z0;

x15n+6 =
x0

y�1(1+x0)
;

x15n+7 =
1

z�1(1+y0)+y0
;

x15n+8 =
x�1

z0(1+x�1)
;

x15n+9 = y�1;

x15n+10 = y0;

x15n+11 =
z0

x�1(1+z0)
;

x15n+12 =
1

y�1(1+x0)+x0
;

x15n+13 =
z�1

y0(1+z�1)
:
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ve

y15n�1 = y�1;

y15n = y0;

y15n+1 =
z0

x�1(1+z0)
;

y15n+2 =
1

y�1(1+x0)+x0
;

y15n+3 =
z�1

y0(1+z�1)
;

y15n+4 = x�1;

y15n+5 = x0;

y15n+6 =
y0

z�1(1+y0)
;

y15n+7 =
1

x�1(1+z0)+z0
;

y15n+8 =
y�1

x0(1+y�1)
;

y15n+9 = z�1;

y15n+10 = z0;

y15n+11 =
x0

y�1(1+x0)
;

y15n+12 =
1

z�1(1+y0)+y0
;

y15n+13 =
x�1

z0(1+x�1)
:

ve

z15n�1 = z�1;

z15n = z0;

z15n+1 =
x0

y�1(1+x0)
;

z15n+2 =
1

z�1(1+y0)+y0
;

z15n+3 =
x�1

z0(1+x�1)
;

z15n+4 = y�1;

z15n+5 = y0;

z15n+6 =
z0

x�1(1+z0)
;

z15n+7 =
1

y�1(1+x0)+x0
;

z15n+8 =
z�1

y0(1+z�1)
;

z15n+9 = x�1;

z15n+10 = x0;

z15n+11 =
y0

z�1(1+y0)
;

z15n+12 =
1

x�1(1+z0)+z0
;

z15n+13 =
y�1

x0(1+y�1)
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veya buna eşde¼ger olarak,

fxng+1n=�1 =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

x�1; x0;
y0

z�1(1 + y0)
;

1

x�1(1 + z0) + z0
;

y�1
x0(1 + y�1)

;

z�1; z0;
x0

y�1(1 + x0)
;

1

z�1(1 + y0) + y0
;

x�1
z0(1 + x�1)

;

y�1; y0;
z0

x�1(1 + z0)
;

1

y�1(1 + x0) + x0
;

z�1
y0(1 + z�1)

;

x�1; x0;
y0

z�1(1 + y0)
;

1

x�1(1 + z0) + z0
;

y�1
x0(1 + y�1)

;

z�1; z0;
x0

y�1(1 + x0)
;

1

z�1(1 + y0) + y0
;

x�1
z0(1 + x�1)

;

y�1; y0;
z0

x�1(1 + z0)
;

1

y�1(1 + x0) + x0
;

z�1
y0(1 + z�1)

;

x�1; x0;
y0

z�1(1 + y0)
;

1

x�1(1 + z0) + z0
;

y�1
x0(1 + y�1)

;

z�1; z0;
x0

y�1(1 + x0)
;

1

z�1(1 + y0) + y0
;

x�1
z0(1 + x�1)

;

y�1; y0;
z0

x�1(1 + z0)
;

1

y�1(1 + x0) + x0
;

z�1
y0(1 + z�1)

;

� � �

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

fyng+1n=�1 =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

y�1; y0;
z0

x�1(1 + z0)
;

1

y�1(1 + x0) + x0
;

z�1
y0(1 + z�1)

;

x�1; x0;
y0

z�1(1 + y0)
;

1

x�1(1 + z0) + z0
;

y�1
x0(1 + y�1)

;

z�1; z0;
x0

y�1(1 + x0)
;

1

z�1(1 + y0) + y0
;

x�1
z0(1 + x�1)

;

y�1; y0;
z0

x�1(1 + z0)
;

1

y�1(1 + x0) + x0
;

z�1
y0(1 + z�1)

;

x�1; x0;
y0

z�1(1 + y0)
;

1

x�1(1 + z0) + z0
;

y�1
x0(1 + y�1)

;

z�1; z0;
x0

y�1(1 + x0)
;

1

z�1(1 + y0) + y0
;

x�1
z0(1 + x�1)

;

y�1; y0;
z0

x�1(1 + z0)
;

1

y�1(1 + x0) + x0
;

z�1
y0(1 + z�1)

;

x�1; x0;
y0

z�1(1 + y0)
;

1

x�1(1 + z0) + z0
;

y�1
x0(1 + y�1)

;

z�1; z0;
x0

y�1(1 + x0)
;

1

z�1(1 + y0) + y0
;

x�1
z0(1 + x�1)

;

� � �

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
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fzng+1n=�1 =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

z�1; z0;
x0

y�1(1 + x0)
;

1

z�1(1 + y0) + y0
;

x�1
z0(1 + x�1)

;

y�1; y0;
z0

x�1(1 + z0)
;

1

y�1(1 + x0) + x0
;

z�1
y0(1 + z�1)

;

x�1; x0;
y0

z�1(1 + y0)
;

1

x�1(1 + z0) + z0
;

y�1
x0(1 + y�1)

;

z�1; z0;
x0

y�1(1 + x0)
;

1

z�1(1 + y0) + y0
;

x�1
z0(1 + x�1)

;

y�1; y0;
z0

x�1(1 + z0)
;

1

y�1(1 + x0) + x0
;

z�1
y0(1 + z�1)

;

x�1; x0;
y0

z�1(1 + y0)
;

1

x�1(1 + z0) + z0
;

y�1
x0(1 + y�1)

;

z�1; z0;
x0

y�1(1 + x0)
;

1

z�1(1 + y0) + y0
;

x�1
z0(1 + x�1)

;

y�1; y0;
z0

x�1(1 + z0)
;

1

y�1(1 + x0) + x0
;

z�1
y0(1 + z�1)

;

x�1; x0;
y0

z�1(1 + y0)
;

1

x�1(1 + z0) + z0
;

y�1
x0(1 + y�1)

;

� � �

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
çözümleri elde edilir.

·Ispat.

(a) (3:5) denklem sistemi kullan¬larak aşa¼g¬daki eşitliklerin sa¼gland¬¼g¬görülür:

xn+1 =
yn

zn�1(1+yn)
;

yn+1 =
zn

xn�1(1+zn)
;

zn+1 =
xn

yn�1(1+xn)
:

xn+2 =
yn+1

zn(1+yn+1)
=

zn
xn�1(1 + zn)

zn(1+
zn

xn�1(1 + zn)
)

= 1
xn�1(1+zn)+zn

;

yn+2 =
zn+1

xn(1+zn+1)
=

xn
yn�1(1 + xn)

xn(1+
xn

yn�1(1 + xn)
)

= 1
yn�1(1+xn)+xn

;

zn+2 =
xn+1

yn(1+xn+1)
=

yn
zn�1(1 + yn)

yn(1+
yn

zn�1(1 + yn)
)

= 1
zn�1(1+yn)+yn

:
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xn+3 =
yn+2

zn+1(1+yn+2)
=

1

yn�1(1 + xn) + xn
xn

yn�1(1 + xn)
(1+

1

yn�1(1 + xn) + xn
)

= yn�1
xn(1+yn�1)

;

yn+3 =
zn+2

xn+1(1+zn+2)
=

1

zn�1(1 + yn) + yn
yn

zn�1(1 + yn)
(1+

1

zn�1(1 + yn) + yn
)

= zn�1
yn(1+xn�1)

;

zn+3 =
xn+2

yn+1(1+xn+2)
=

1

xn�1(1 + zn) + zn
zn

xn�1(1 + zn)
(1+

1

xn�1(1 + zn) + zn
)

= xn�1
zn(1+xn�1)

:

xn+4 =
yn+3

zn+2(1+yn+3)
=

zn�1
yn(1 + xn�1)

1

zn�1(1 + yn) + yn
(1+

zn�1
yn(1 + xn�1)

)

= zn�1;

yn+4 =
zn+3

xn+2(1+zn+3)
=

xn�1
zn(1 + xn�1)

1

xn�1(1 + zn) + zn
(1+

xn�1
zn(1 + xn�1)

)

= xn�1;

zn+4 =
xn+3

yn+2(1+xn+3)
=

yn�1
xn(1 + yn�1)

1

yn�1(1 + xn) + xn
(1+

yn�1
xn(1 + yn�1)

)

= yn�1:

xn+5 =
yn+4

zn+3(1+yn+4)
= xn�1

xn�1
zn(1 + xn�1)

(1+xn�1)

= zn;

yn+5 =
zn+4

xn+3(1+zn+4)
= yn�1

yn�1
xn(1 + yn�1)

(1+yn�1)

= xn;

zn+5 =
xn+4

yn+3(1+xn+4)
= zn�1

zn�1
yn(1 + xn�1)

(1+zn�1)

= yn:

xn+6 =
yn+5

zn+4(1+yn+5)
=

xn
yn�1(1 + xn)

;

yn+6 =
zn+5

xn+4(1+zn+5)
=

yn
zn�1(1 + yn)

;

zn+6 =
xn+5

yn+4(1+xn+5)
=

zn
xn�1(1 + zn)

:

xn+7 =
yn+6

zn+5(1+yn+6)
=

yn
zn�1(1 + yn)

yn(1+
yn

zn�1(1 + yn)
)

= 1
zn�1(1+yn)+yn

;

yn+7 =
zn+6

xn+5(1+zn+6)
=

zn
xn�1(1 + zn)

zn(1+
zn

xn�1(1 + zn)
)

= 1
xn�1(1+zn)+zn

;

zn+7 =
xn+6

yn+5(1+xn+6)
=

xn
yn�1(1 + xn)

xn(1+
xn

yn�1(1 + xn)
)

= 1
yn�1(1+xn)+xn

:
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xn+8 =
yn+7

zn+6(1+yn+7)
=

1

xn�1(1 + zn) + zn
zn

xn�1(1 + zn)
(1+

1

xn�1(1 + zn) + zn
)

= xn�1
zn(1+xn�1)

;

yn+8 =
zn+7

xn+6(1+zn+7)
=

1

yn�1(1 + xn) + xn
xn

yn�1(1 + xn)
(1+

1

yn�1(1 + xn) + xn
)

= yn�1
xn(1+yn�1)

;

zn+8 =
xn+7

yn+6(1+xn+7)
=

1

zn�1(1 + yn) + yn
yn

zn�1(1 + yn)
(1+

1

zn�1(1 + yn) + yn
)

= zn�1
yn(1+zn�1)

:

xn+9 =
yn+8

zn+7(1+yn+8)
=

yn�1
xn(1 + yn�1)

1

yn�1(1 + xn) + xn
(1+

yn�1
xn(1 + yn�1)

)

= yn�1;

yn+9 =
zn+8

xn+7(1+zn+8)
=

zn�1
yn(1 + zn�1)

1

zn�1(1 + yn) + yn
(1+

zn�1
yn(1 + zn�1)

)

= zn�1;

zn+9 =
xn+8

yn+7(1+xn+8)
=

xn�1
zn(1 + xn�1)

1

xn�1(1 + zn) + zn
(1+

xn�1
zn(1 + xn�1)

)

= xn�1:

xn+10 =
yn+9

zn+8(1+yn+9)
= zn�1

zn�1
yn(1 + zn�1)

(1+zn�1)

= yn;

yn+10 =
zn+9

xn+8(1+zn+9)
= xn�1

xn�1
zn(1 + xn�1)

(1+xn�1)

= zn;

zn+10 =
xn+9

yn+8(1+xn+9)
= yn�1

yn�1
xn(1 + yn�1)

(1+yn�1)

= xn:

xn+11 =
yn+10

zn+9(1+yn+10)
=

zn
xn�1(1 + zn)

;

yn+11 =
zn+10

xn+9(1+zn+10)
=

xn
yn�1(1 + xn)

;

zn+11 =
xn+10

yn+9(1+xn+10)
=

yn
zn�1(1 + yn)

:

xn+12 =
yn+11

zn+10(1+yn+11)
=

xn
yn�1(1 + xn)

xn(1+
xn

yn�1(1 + xn)
)

= 1
yn�1(1+xn)+xn

;

yn+12 =
zn+11

xn+10(1+zn+11)
=

yn
zn�1(1 + yn)

yn(1+
yn

zn�1(1 + yn)
)

= 1
zn�1(1+yn)+yn

;

zn+12 =
xn+11

yn+10(1+xn+11)
=

zn
xn�1(1 + zn)

zn(1+
zn

xn�1(1 + zn)
)

= 1
xn�1(1+zn)+zn

:
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xn+13 =
yn+12

zn+11(1+yn+12)
=

1

zn�1(1 + yn) + yn
yn

zn�1(1 + yn)
(1+

1

zn�1(1 + yn) + yn
)

= zn�1
yn(1+zn�1)

;

yn+13 =
zn+12

xn+11(1+zn+12)
=

1

xn�1(1 + zn) + zn
zn

xn�1(1 + zn)
(1+

1

xn�1(1 + zn) + zn
)

= xn�1
zn(1+xn�1)

;

zn+13 =
xn+12

yn+11(1+xn+12)
=

1

yn�1(1 + xn) + xn
xn

yn�1(1 + xn)
(1+

1

yn�1(1 + xn) + xn
)

= yn�1
xn(1+yn�1)

:

xn+14 =
yn+13

zn+12(1+yn+13)
=

xn�1
zn(1 + xn�1)

1

xn�1(1 + zn) + zn
(1+

xn�1
zn(1 + xn�1)

)

= xn�1;

yn+14 =
zn+13

xn+12(1+zn+13)
=

yn�1
xn(1 + yn�1)

1

yn�1(1 + xn) + xn
(1+

yn�1
xn(1 + yn�1)

)

= yn�1;

zn+14 =
xn+13

yn+12(1+xn+13)
=

zn�1
yn(1 + zn�1)

1

zn�1(1 + yn) + yn
(1+

zn�1
yn(1 + zn�1)

)

= zn�1:

ve böylece sistemin on beş periyotlu oldu¼gu elde edilir.

(b) (a)�daki eşitlikler yard¬m¬yla

xn+5 = zn; yn+5 = xn ve zn+5 = yn

sa¼gland¬¼g¬görülür.

(c) (a)�daki eşitliklerden,

xn+10 = yn; yn+10 = zn ve zn+10 = xn

elde edilir.

(d) n = 0 için sonuçlar sa¼glan¬r. n > 0 oldu¼gunu ve iddiam¬z¬n (n� 1) için sa¼gland¬¼g¬n¬
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varsayal¬m. Yani,

x15n�16 = x�1;

x15n�15 = x0;

x15n�14 =
y0

z�1(1+y0)
;

x15n�13 =
1

x�1(1+z0)+z0
;

x15n�12 =
y�1

x0(1+y�1)
;

x15n�11 = z�1;

x15n�10 = z0;

x15n�9 =
x0

y�1(1+x0)
;

x15n�8 =
1

z�1(1+y0)+y0
;

x15n�7 =
x�1

z0(1+x�1)
;

x15n�6 = y�1;

x15n�5 = y0;

x15n�4 =
z0

x�1(1+z0)
;

x15n�3 =
1

y�1(1+x0)+x0
;

x15n�2 =
z�1

y0(1+z�1)
:

ve

y15n�16 = y�1;

y15n�15 = y0;

y15n�14 =
z0

x�1(1+z0)
;

y15n�13 =
1

y�1(1+x0)+x0
;

y15n�12 =
z�1

y0(1+z�1)
;

y15n�11 = x�1;

y15n�10 = x0;

y15n�9 =
y0

z�1(1+y0)
;

y15n�8 =
1

x�1(1+z0)+z0
;

y15n�7 =
y�1

x0(1+y�1)
;

y15n�6 = z�1;

y15n�5 = z0;

y15n�4 =
x0

y�1(1+x0)
;

y15n�3 =
1

z�1(1+y0)+y0
;

y15n�2 =
x�1

z0(1+x�1)
:
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ve

z15n�16 = z�1;

z15n�15 = z0;

z15n�14 =
x0

y�1(1+x0)
;

z15n�13 =
1

z�1(1+y0)+y0
;

z15n�12 =
x�1

z0(1+x�1)
;

z15n�11 = y�1;

z15n�10 = y0;

z15n�9 =
z0

x�1(1+z0)
;

z15n�8 =
1

y�1(1+x0)+x0
;

z15n�7 =
z�1

y0(1+z�1)
;

z15n�6 = x�1;

z15n�5 = x0;

z15n�4 =
y0

z�1(1+y0)
;

z15n�3 =
1

x�1(1+z0)+z0
;

z15n�2 =
y�1

x0(1+y�1)
:

oldu¼gu görülür ve (3:5) denklem sistemi yard¬m¬yla

x15n�1 =
y15n�2

z15n�3(1+y15n�2)
=

x�1
z0(1+x�1)

1
x�1(1+z0)+z0

(1+
x�1

z0(1+x�1)
)
= x�1;

y15n�1 =
z15n�2

x15n�3(1+z15n�2)
=

y�1
x0(1+y�1)

1
y�1(1+x0)+x0

(1+
y�1

x0(1+y�1)
)
= y�1;

z15n�1 =
x15n�2

y15n�3(1+x15n�2)
=

z�1
y0(1+z�1)

1
z�1(1+y0)+y0

(1+
z�1

y0(1+z�1)
)
= z�1:

x15n =
y15n�1

z15n�2(1+y15n�1)
= y�1

y�1
x0(1+y�1)

(1+y�1)
= x0;

y15n =
z15n�1

x15n�2(1+z15n�1)
= z�1

z�1
y0(1+z�1)

(1+z�1)
= y0;

z15n =
x15n�1

y15n�2(1+x15n�1)
= x�1

x�1
z0(1+x�1)

(1+x�1)
= z0

ve benzer şekilde

x15n+1 = x1;

y15n+1 = y1;

z15n+1 = z1:
...

çözümleri elde edilerek ispat tamamlan¬r.
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Teorem 3.3.2 (3:6) denklem sisteminin çözümlerinin fxn; yn; zng+1n=�1 oldu¼gunu varsay-

al¬m. Bu durumda;

(a) n > �1 için fxng+1n=�1 ; fyng+1n=�1 ve fzng+1n=�1 çözümleri periyodiktir ve on beş

periyotludur.

(b) n > �1 için xn+5 = zn; yn+5 = xn ve zn+5 = yn dir.

(c) n > �1 için xn+10 = yn; yn+10 = zn ve zn+10 = xn dir.

(d)

x15n�1 = x�1;

x15n = x0;

x15n+1 =
y0

z�1(�1+y0) ;

x15n+2 =
1

�x�1(�1+z0)+z0 ;

x15n+3 =
y�1

x0(�1+y�1) ;

x15n+4 = z�1;

x15n+5 = z0;

x15n+6 =
x0

y�1(�1+x0) ;

x15n+7 =
1

�z�1(�1+y0)+y0 ;

x15n+8 =
x�1

z0(�1+x�1) ;

x15n+9 = y�1;

x15n+10 = y0;

x15n+11 =
z0

x�1(�1+z0) ;

x15n+12 =
1

�y�1(�1+x0)+x0 ;

x15n+13 =
z�1

y0(�1+z�1) :
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ve

y15n�1 = y�1;

y15n = y0;

y15n+1 =
z0

x�1(�1+z0) ;

y15n+2 =
1

�y�1(�1+x0)+x0 ;

y15n+3 =
z�1

y0(�1+z�1) ;

y15n+4 = x�1;

y15n+5 = x0;

y15n+6 =
y0

z�1(�1+y0) ;

y15n+7 =
1

�x�1(�1+z0)+z0 ;

y15n+8 =
y�1

x0(�1+y�1) ;

y15n+9 = z�1;

y15n+10 = z0;

y15n+11 =
x0

y�1(�1+x0) ;

y15n+12 =
1

�z�1(�1+y0)+y0 ;

y15n+13 =
x�1

z0(�1+x�1) :

ve

z15n�1 = z�1;

z15n = z0;

z15n+1 =
x0

y�1(�1+x0) ;

z15n+2 =
1

�z�1(�1+y0)+y0 ;

z15n+3 =
x�1

z0(�1+x�1) ;

z15n+4 = y�1;

z15n+5 = y0;

z15n+6 =
z0

x�1(�1+z0) ;

z15n+7 =
1

�y�1(�1+x0)+x0 ;

z15n+8 =
z�1

y0(�1+z�1) ;

z15n+9 = x�1;

z15n+10 = x0;

z15n+11 =
y0

z�1(�1+y0) ;

z15n+12 =
1

�x�1(�1+z0)+z0 ;

z15n+13 =
y�1

x0(�1+y�1) :
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veya buna eşde¼ger olarak,

fxng+1n=�1 =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

x�1; x0;
y0

z�1(�1 + y0)
;

1

�x�1(�1 + z0) + z0
;

y�1
x0(�1 + y�1)

;

z�1; z0;
x0

y�1(�1 + x0)
;

1

�z�1(�1 + y0) + y0
;

x�1
z0(�1 + x�1)

;

y�1; y0;
z0

x�1(�1 + z0)
;

1

�y�1(�1 + x0) + x0
;

z�1
y0(�1 + z�1)

;

x�1; x0;
y0

z�1(�1 + y0)
;

1

�x�1(�1 + z0) + z0
;

y�1
x0(�1 + y�1)

;

z�1; z0;
x0

y�1(�1 + x0)
;

1

�z�1(�1 + y0) + y0
;

x�1
z0(�1 + x�1)

;

y�1; y0;
z0

x�1(�1 + z0)
;

1

�y�1(�1 + x0) + x0
;

z�1
y0(�1 + z�1)

;

x�1; x0;
y0

z�1(�1 + y0)
;

1

�x�1(�1 + z0) + z0
;

y�1
x0(�1 + y�1)

;

z�1; z0;
x0

y�1(�1 + x0)
;

1

�z�1(�1 + y0) + y0
;

x�1
z0(�1 + x�1)

;

y�1; y0;
z0

x�1(�1 + z0)
;

1

�y�1(�1 + x0) + x0
;

z�1
y0(�1 + z�1)

;

� � �

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

fyng+1n=�1 =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

y�1; y0;
z0

x�1(�1 + z0)
;

1

�y�1(�1 + x0) + x0
;

z�1
y0(�1 + z�1)

;

x�1; x0;
y0

z�1(�1 + y0)
;

1

�x�1(�1 + z0) + z0
;

y�1
x0(�1 + y�1)

;

z�1; z0;
x0

y�1(�1 + x0)
;

1

�z�1(�1 + y0) + y0
;

x�1
z0(�1 + x�1)

;

y�1; y0;
z0

x�1(�1 + z0)
;

1

�y�1(�1 + x0) + x0
;

z�1
y0(�1 + z�1)

;

x�1; x0;
y0

z�1(�1 + y0)
;

1

�x�1(�1 + z0) + z0
;

y�1
x0(�1 + y�1)

;

z�1; z0;
x0

y�1(�1 + x0)
;

1

�z�1(�1 + y0) + y0
;

x�1
z0(�1 + x�1)

;

y�1; y0;
z0

x�1(�1 + z0)
;

1

�y�1(�1 + x0) + x0
;

z�1
y0(�1 + z�1)

;

x�1; x0;
y0

z�1(�1 + y0)
;

1

�x�1(�1 + z0) + z0
;

y�1
x0(�1 + y�1)

;

z�1; z0;
x0

y�1(�1 + x0)
;

1

�z�1(�1 + y0) + y0
;

x�1
z0(�1 + x�1)

;

� � �

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
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fzng+1n=�1 =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

z�1; z0;
x0

y�1(�1 + x0)
;

1

�z�1(�1 + y0) + y0
;

x�1
z0(�1 + x�1)

;

y�1; y0;
z0

x�1(�1 + z0)
;

1

�y�1(�1 + x0) + x0
;

z�1
y0(�1 + z�1)

;

x�1; x0;
y0

z�1(�1 + y0)
;

1

�x�1(�1 + z0) + z0
;

y�1
x0(�1 + y�1)

;

z�1; z0;
x0

y�1(�1 + x0)
;

1

�z�1(�1 + y0) + y0
;

x�1
z0(�1 + x�1)

;

y�1; y0;
z0

x�1(�1 + z0)
;

1

�y�1(�1 + x0) + x0
;

z�1
y0(�1 + z�1)

;

x�1; x0;
y0

z�1(�1 + y0)
;

1

�x�1(�1 + z0) + z0
;

y�1
x0(�1 + y�1)

;

z�1; z0;
x0

y�1(�1 + x0)
;

1

�z�1(�1 + y0) + y0
;

x�1
z0(�1 + x�1)

;

y�1; y0;
z0

x�1(�1 + z0)
;

1

�y�1(�1 + x0) + x0
;

z�1
y0(�1 + z�1)

;

x�1; x0;
y0

z�1(�1 + y0)
;

1

�x�1(�1 + z0) + z0
;

y�1
x0(�1 + y�1)

;

� � �

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

çözümleri elde edilir.

·Ispat. Teorem 3.3.1 ile benzer yolla ispat¬görülür.

Örnek 3.3.1

xn+1 =
yn

zn�1(�1 + yn)
; yn+1 =

zn
xn�1(�1 + zn)

; zn+1 =
xn

yn�1(�1 + xn)
(3.6)

denklem sisteminin x0 = 1:2 ; x�1 = �0:3 ; y0 = 0:4 ; y�1 = 1:4 ; z0 = �0:1 ve z�1 =

0:5 başlang¬ç koşullar¬ndaki çözümleri aşa¼g¬da verilmiş ve 15 periyotlu periyodik oldu¼gu

görülmüştür.
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Çizelge 3.3 (3:6) denkleminin periyodik çözümleri

n xn yn zn

0 1:2 0:4 �0:1

1 �1:333 �0:303 4:285

2 �2:325 1:086 1:428

3 2:916 �2:5 �2:307

4 0:5 �0:3 1:4

5 �0:1 1:2 0:4

6 4:285 �1:333 �0:303

7 1:428 �2:325 1:086

8 �2:307 2:916 �2:5

9 1:4 0:5 �0:3

10 0:4 �0:1 1:2

11 �0:303 4:285 �1:333

12 1:086 1:428 �2:325

13 �2:5 �2:307 2:916

14 �0:3 1:4 0:5

15 1:2 0:4 �0:1

16 �1:333 �0:303 4:285

17 �2:325 1:086 1:428

18 2:916 �2:5 �2:307
...

...
...

...
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BÖLÜM 4

BAZI ÖZEL RASYONEL FARK DENKLEM S·ISTEMLER·IN·IN

PER·IYOD·IKL·I¼G·I

4.1 xn+1 =
xnxn�2

xn�1(�1�xnxn�2) FARK DENKLEMLER·IN·IN PER·IYOD·IKL·I¼G·I

Bu bölümde x�2; x�1; x0 başlang¬ç koşullar¬payday¬s¬f¬r yapmayacak reel say¬lar olmak

üzere,

xn+1 =
xnxn�2

xn�1(�1 + xnxn�2)
(4.1)

ve

xn+1 =
xnxn�2

xn�1(�1� xnxn�2)
(4.2)

fark denklemlerinin çözümleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Teorem 4.1.1 (4:1) denkleminin çözümlerinin fxng+1n=�1 oldu¼gunu varsayal¬m. Bu du-

rumda;

(a) fxng+1n=�1 çözümleri dört periyotlu periyodiktir.

(b)

x4n�1 = x�1

x4n = x0

x4n+1 =
x0x�2

x�1(�1+x0x�2)

x4n+2 = x�2

veya buna eşde¼ger olarak,

fxng+1n=�1 =

8><>:
x�1; x0;

x0x�2
x�1(�1 + x0x�2)

; x�2; x�1; x0;
x0x�2

x�1(�1 + x0x�2)
;

x�2; x�1; x0;
x0x�2

x�1(�1 + x0x�2)
; x�2; :::

9>=>;
çözümleri elde edilir.
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·Ispat.

(a) (4:1) denklemi kullan¬larak aşa¼g¬daki eşitliklerin sa¼gland¬¼g¬görülür:

xn+1 =
xnxn�2

xn�1(�1+xnxn�2) ;

xn+2 =
xn+1xn�1

xn(�1+xn+1xn�1) =

xnxn�2xn�1
xn�1(�1 + xnxn�2)

xn(�1+
xnxn�2xn�1

xn�1(�1 + xnxn�2)
)

= xn�2;

xn+3 =
xn+2xn

xn+1(�1+xn+2xn) =
xn�2xn

xnxn�2
xn�1(�1 + xnxn�2)

(�1+xn�2xn)
= xn�1;

xn+4 =
xn+3xn+1

xn+2(�1+xn+3xn+1) =

xn�1xnxn�2
xn�1(�1 + xnxn�2)

xn�2(�1+
xn�1xnxn�2

xn�1(�1 + xnxn�2)
)

= xn:

(b) n = 0 için sonuçlar sa¼glan¬r. n > 0 iken iddiam¬z¬n (n�1) için sa¼gland¬¼g¬n¬varsayal¬m.

Yani,

x4n�5 = x�1;

x4n�4 = x0;

x4n�3 =
x0x�2

x�1(�1+x0x�2) ;

x4n�2 = x�2

eşitlikleri elde edilir ve denklem (4:1) yard¬m¬yla

x4n�1 =
x4n�2x4n�4

x4n�3(�1 + x4n�2x4n�4)
=

x�2x0
x0x�2

x�1(�1 + x0x�2)
(�1 + x�2x0)

= x�1;

x4n =
x4n�1x4n�3

x4n�2(�1 + x4n�1x4n�3)
=

x�1
x0x�2

x�1(�1 + x0x�2)
x�2(�1 + x�1

x0x�2
x�1(�1 + x0x�2)

)
= x0

ve benzer şekilde

x4n+1 = x1;
...

çözümleri elde edilerek ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.1.2 (4:2) denkleminin çözümlerinin fxng+1n=�1 oldu¼gunu farz edelim. Bu du-

rumda;
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(a) fxng+1n=�1 çözümleri periyodiktir ve dört periyotludur.

(b)

x4n�1 = x�1

x4n = x0

x4n+1 =
x0x�2

x�1(�1�x0x�2)

x4n+2 = x�2

veya buna eşde¼ger olarak,

fxng+1n=�1 =

8><>:
x�1; x0;

x0x�2
x�1(�1� x0x�2)

; x�2; x�1; x0;
x0x�2

x�1(�1� x0x�2)
;

x�2; x�1; x0;
x0x�2

x�1(�1� x0x�2)
; x�2; :::

9>=>;
çözümleri elde edilir.

·Ispat.

(a) (4:2) denklemi kullan¬larak aşa¼g¬daki eşitlikler elde edilir:

xn+1 =
xnxn�2

xn�1(�1�xnxn�2) ;

xn+2 =
xn+1xn�1

xn(�1�xn+1xn�1) =

xnxn�2xn�1
xn�1(�1� xnxn�2)

xn(�1�
xnxn�2xn�1

xn�1(�1� xnxn�2)
)

= xn�2;

xn+3 =
xn+2xn

xn+1(�1�xn+2xn) =
xn�2xn

xnxn�2
xn�1(�1� xnxn�2)

(�1�xn�2xn)
= xn�1;

xn+4 =
xn+3xn+1

xn+2(�1�xn+3xn+1) =

xn�1xnxn�2
xn�1(�1� xnxn�2)

xn�2(�1�
xn�1xnxn�2

xn�1(�1� xnxn�2)
)

= xn:

(b) n = 0 için sonuçlar sa¼glan¬r. n > 0 oldu¼gunu ve iddiam¬z¬n (n� 1) için sa¼gland¬¼g¬n¬

varsayal¬m. Yani,

x4n�5 = x�1;

x4n�4 = x0;

x4n�3 =
x0x�2

x�1(�1�x0x�2) ;

x4n�2 = x�2:
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ve denklem (4:2)�den,

x4n�1 =
x4n�2x4n�4

x4n�3(�1�x4n�2x4n�4) =
x�2x0

x0x�2
x�1(�1� x0x�2)

(�1�x�2x0)
= x�1;

x4n =
x4n�1x4n�3

x4n�2(�1�x4n�1x4n�3) =
x�1

x0x�2
x�1(�1� x0x�2)

x�2(�1�x�1
x0x�2

x�1(�1� x0x�2)
)

= x0;

ve benzer şekilde

x4n+1 = x1;
...

çözümleri elde edilerek ispat tamamlan¬r.

Örnek 4.1.1

xn+1 =
xnxn�2

xn�1(�1 + xnxn�2)
(4.1)

denkleminin x0 = 0:1 ; x�1 = 0:2 ve x�2 = 0:3 başlang¬ç koşullar¬ndaki çözümleri aşa¼g¬da

verilmiş ve 4 periyotlu periyodik oldu¼gu görülmüştür.

Çizelge 4.1 (4:1) denkleminin periyodik çözümleri

n xn

0 0:1

1 � 0:154

2 0:3

3 0:2

4 0:1

5 � 0:154
...

...

4.2 xn+1 =
ynyn�2

xn�1(�1�ynyn�2) ; yn+1 =
xnxn�2

yn�1(�1�xnxn�2) FARK DENKLEM S·ISTEM-

LER·IN·IN PER·IYOD·IKL·I¼G·I

Bu bölümde x�2; x�1; x0; y�2; y�1; y0 başlang¬ç koşullar¬ payday¬ s¬f¬r yapmayacak reel

say¬lar olmak üzere,

xn+1 =
ynyn�2

xn�1(�1 + ynyn�2)
; yn+1 =

xnxn�2
yn�1(�1 + xnxn�2)

(4.3)
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ve

xn+1 =
ynyn�2

xn�1(�1� ynyn�2)
; yn+1 =

xnxn�2
yn�1(�1� xnxn�2)

(4.4)

fark denklem sistemlerinin çözümleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Teorem 4.2.1 (4:3) denklem sisteminin çözümlerinin fxn; yng+1n=�1 oldu¼gunu varsayal¬m.

Bu durumda;

(a) fxng+1n=�1 ve fyng+1n=�1 çözümleri periyodiktir ve dört periyotludur.

(b)

x4n�1 = x�1

x4n = x0

x4n+1 =
y0y�2

x�1(�1+y0y�2)

x4n+2 = x�2

ve

y4n�1 = y�1

y4n = y0

y4n+1 =
x0x�2

y�1(�1+x0x�2)

y4n+2 = y�2

veya buna eşde¼ger olarak,

fxng+1n=�1 =

8><>:
x�1; x0;

y0y�2
x�1(�1 + y0y�2)

; x�2; x�1; x0;
y0y�2

x�1(�1 + y0y�2)
;

x�2; x�1; x0;
y0y�2

x�1(�1 + y0y�2)
; x�2; :::

9>=>;
fyng+1n=�1 =

8><>:
y�1; y0;

x0x�2
y�1(�1 + x0x�2)

; y�2; y�1; y0;
x0x�2

y�1(�1 + x0x�2)
;

y�2; y�1; y0;
x0x�2

y�1(�1 + x0x�2)
; y�2; :::

9>=>;
çözümleri elde edilir.
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·Ispat.

(a) (4:3) denklem sistemi yard¬m¬yla aşa¼g¬daki eşitlikler elde edilir:

xn+1 =
ynyn�2

xn�1(�1+ynyn�2) ;

yn+1 =
xnxn�2

yn�1(�1+xnxn�2) :

xn+2 =
yn+1yn�1

xn(�1+yn+1yn�1) =

xnxn�2
yn�1(�1 + xnxn�2)

yn�1

xn(�1+
xnxn�2

yn�1(�1 + xnxn�2)
yn�1)

= xn�2;

yn+2 =
xn+1xn�1

yn(�1+xn+1xn�1) =

ynyn�2
xn�1(�1 + ynyn�2)

xn�1

yn(�1+
ynyn�2

xn�1(�1 + ynyn�2)
xn�1)

= yn�2:

xn+3 =
yn+2yn

xn+1(�1+yn+2yn) =
yn�2yn

ynyn�2
xn�1(�1 + ynyn�2)

(�1+yn�2yn)
= xn�1;

yn+3 =
xn+2xn

yn+1(�1+xn+2xn) =
xn�2xn

xnxn�2
yn�1(�1 + xnxn�2)

(�1+xn�2xn)
= yn�1:

xn+4 =
yn+3yn+1

xn+2(�1+yn+3yn+1) =
yn�1

xnxn�2
yn�1(�1 + xnxn�2)

xn�2(�1+yn�1
xnxn�2

yn�1(�1 + xnxn�2)
)

= xn;

yn+4 =
xn+3xn+1

yn+2(�1+xn+3xn+1) =
xn�1

ynyn�2
xn�1(�1 + ynyn�2)

yn�2(�1+xn�1
ynyn�2

xn�1(�1 + ynyn�2)
)

= yn:

(b) n = 0 için sonuçlar sa¼glan¬r. n > 0 oldu¼gunu ve iddiam¬z¬n (n� 1) için sa¼gland¬¼g¬n¬

varsayal¬m. Yani,

x4n�5 = x�1

x4n�4 = x0

x4n�3 =
y0y�2

x�1(�1+y0y�2)

x4n�2 = x�2

ve

y4n�5 = y�1

y4n�4 = y0

y4n�3 =
x0x�2

y�1(�1+x0x�2)

y4n�2 = y�2

38



ve (4:3) denklem sistemi kullan¬larak

x4n�1 =
y4n�2y4n�4

x4n�3(�1+y4n�2y4n�4) =
y�2y0

y0y�2
x�1(�1 + y0y�2)

(�1+y�2y0)
= x�1;

y4n�1 =
x4n�2x4n�4

y4n�3(�1+x4n�2x4n�4) =
x�2x0

x0x�2
y�1(�1 + x0x�2)

(�1+x�2x0)
= y�1:

x4n =
y4n�1y4n�3

x4n�2(�1+y4n�1y4n�3) =
y�1

x0x�2
y�1(�1 + x0x�2)

x�2(�1+y�1
x0x�2

y�1(�1 + x0x�2)
)

= x0;

y4n =
x4n�1x4n�3

y4n�2(�1+x4n�1x4n�3) =
x�1

y0y�2
x�1(�1 + y0y�2)

y�2(�1+x�1
y0y�2

x�1(�1 + y0y�2)
)

= y0:

ve benzer şekilde

x4n+1 = x1;

y4n+1 = y1:
...

çözümleri elde edilerek ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.2.2 (4:4) denklem sisteminin çözümlerinin fxn; yng+1n=�1 oldu¼gunu varsayal¬m.

Bu durumda;

(a) fxng+1n=�1 ve fyng+1n=�1 çözümleri periyodiktir ve dört periyotludur.

(b)

x4n�1 = x�1

x4n = x0

x4n+1 =
y0y�2

x�1(�1�y0y�2)

x4n+2 = x�2

ve

y4n�1 = y�1

y4n = y0

y4n+1 =
x0x�2

y�1(�1�x0x�2)

y4n+2 = y�2
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veya buna eşde¼ger olarak,

fxng+1n=�1 =

8><>:
fx�1; x0;

y0y�2
x�1(�1� y0y�2)

; x�2; x�1; x0;
y0y�2

x�1(�1� y0y�2)
;

x�2; x�1; x0;
y0y�2

x�1(�1� y0y�2)
; x�2; :::

9>=>;
fyng+1n=�1 =

8><>:
y�1; y0;

x0x�2
y�1(�1� x0x�2)

; y�2; y�1; y0;
x0x�2

y�1(�1� x0x�2)
;

y�2; y�1; y0;
x0x�2

y�1(�1� x0x�2)
; y�2; :::

9>=>;
çözümleri elde edilir.

·Ispat.

(a) (4:4) denklem sistemi yard¬m¬yla aşa¼g¬daki eşitlikler elde edilir:

xn+1 =
ynyn�2

xn�1(�1�ynyn�2) ;

yn+1 =
xnxn�2

yn�1(�1�xnxn�2) :

xn+2 =
yn+1yn�1

xn(�1�yn+1yn�1) =

xnxn�2
yn�1(�1� xnxn�2)

yn�1

xn(�1�
xnxn�2

yn�1(�1� xnxn�2)
yn�1)

= xn�2;

yn+2 =
xn+1xn�1

yn(�1�xn+1xn�1) =

ynyn�2
xn�1(�1� ynyn�2)

xn�1

yn(�1�
ynyn�2

xn�1(�1� ynyn�2)
xn�1)

= yn�2:

xn+3 =
yn+2yn

xn+1(�1�yn+2yn) =
yn�2yn

ynyn�2
xn�1(�1� ynyn�2)

(�1�yn�2yn)
= xn�1;

yn+3 =
xn+2xn

yn+1(�1�xn+2xn) =
xn�2xn

xnxn�2
yn�1(�1� xnxn�2)

(�1�xn�2xn)
= yn�1:

xn+4 =
yn+3yn+1

xn+2(�1�yn+3yn+1) =
yn�1

xnxn�2
yn�1(�1� xnxn�2)

xn�2(�1�yn�1
xnxn�2

yn�1(�1� xnxn�2)
)

= xn;

yn+4 =
xn+3xn+1

yn+2(�1�xn+3xn+1) =
xn�1

ynyn�2
xn�1(�1� ynyn�2)

yn�2(�1�xn�1
ynyn�2

xn�1(�1� ynyn�2)
)

= yn:

(b) n = 0 için sonuçlar sa¼glan¬r. n > 0 oldu¼gunu ve iddiam¬z¬n (n� 1) için sa¼gland¬¼g¬n¬

varsayal¬m. Yani,

x4n�5 = x�1

x4n�4 = x0

x4n�3 =
y0y�2

x�1(�1+y0y�2)

x4n�2 = x�2
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ve

y4n�5 = y�1

y4n�4 = y0

y4n�3 =
x0x�2

y�1(�1+x0x�2)

y4n�2 = y�2

eşitlikleri görülür ve (4:4) denklem sistemi yard¬m¬yla

x4n�1 =
y4n�2y4n�4

x4n�3(�1+y4n�2y4n�4) =
y�2y0

y0y�2
x�1(�1 + y0y�2)

(�1+y�2y0)
= x�1;

y4n�1 =
x4n�2x4n�4

y4n�3(�1+x4n�2x4n�4) =
x�2x0

x0x�2
y�1(�1 + x0x�2)

(�1+x�2x0)
= y�1:

x4n =
y4n�1y4n�3

x4n�2(�1+y4n�1y4n�3) =
y�1

x0x�2
y�1(�1 + x0x�2)

x�2(�1+y�1
x0x�2

y�1(�1 + x0x�2)
)

= x0;

y4n =
x4n�1x4n�3

y4n�2(�1+x4n�1x4n�3) =
x�1

y0y�2
x�1(�1 + y0y�2)

y�2(�1+x�1
y0y�2

x�1(�1 + y0y�2)
)

= y0:

ve benzer şekilde

x4n+1 = x1;

y4n+1 = y1:
...

çözümleri elde edilerek ispat tamamlan¬r.

Örnek 4.2.1

xn+1 =
ynyn�2

xn�1(�1� ynyn�2)
; yn+1 =

xnxn�2
yn�1(�1� xnxn�2)

(4.4)

denklem sisteminin x0 = 0:3 ; x�1 = 1:2 ; x�2 = 0:1 ; y0 = 0:7 ; y�1 = �1:4 ve

y�2 = 1:1 başlang¬ç koşullar¬ndaki çözümleri aşa¼g¬da verilmiş ve 4 periyotlu periyodik

oldu¼gu görülmüştür.

41



Çizelge 4.2 (4:4) denkleminin periyodik çözümleri

n xn yn

0 �0:3 0:7

1 �0:362 �0:022

2 0:1 1:1

3 1:2 �1:4

4 �0:3 0:7

5 �0:362 �0:022

6 0:1 1:1

7 1:2 �1:4
...

...
...

4.3 xn+1 =
ynyn�2

xn�1(�1�ynyn�2) ; yn+1 =
znzn�2

yn�1(�1�znzn�2) ; zn+1 =
xnxn�2

zn�1(�1�xnxn�2) FARKDENK-

LEM S·ISTEMLER·IN·IN PER·IYOD·IKL·I¼G·I

Bu bölümde x�2; x�1; x0; y�2; y�1; y0; z�2; z�1; z0 başlang¬ç koşullar¬payday¬s¬f¬r yapmaya-

cak reel say¬lar olmak üzere,

xn+1 =
ynyn�2

xn�1(�1 + ynyn�2)
; yn+1 =

znzn�2
yn�1(�1 + znzn�2)

; zn+1 =
xnxn�2

zn�1(�1 + xnxn�2)
(4.5)

ve

xn+1 =
ynyn�2

xn�1(�1� ynyn�2)
; yn+1 =

znzn�2
yn�1(�1� znzn�2)

; zn+1 =
xnxn�2

zn�1(�1� xnxn�2)
(4.6)

fark denklem sistemlerinin çözümleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Teorem 4.3.1 (4:5) denklem sisteminin çözümlerinin fxn; yn; zng+1n=�1 oldu¼gunu varsaya-

l¬m. Bu durumda;

(a) fxng+1n=�1 , fyng+1n=�1 ve fzng+1n=�1 çözümleri periyodiktir ve on iki periyotludur.
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(b)

x12n�1 = x�1;

x12n = x0;

x12n+1 =
y0y�2

x�1(�1+y0y�2) ;

x12n+2 =
z0z�2
x0
;

x12n+3 =
x0x�1x�2(�1+y0y�2)
y0y�2(�1+x0x�2) ;

x12n+4 =
x0y0y�2
z0z�2

;

x12n+5 =
z0z�2y0y�2(�1+x0x�2)

x0x�1x�2(�1+y0y�2)(�1+z0z�2) ;

x12n+6 =
z0z�2x�2
y0y�2

;

x12n+7 =
x0x�1x�2(�1+z0z�2)
z0z�2(�1+x0x�2) ;

x12n+8 =
y0y�2
x�2

;

x12n+9 =
z0z�2

x�1(�1+z0z�2) ;

x12n+10 = x�2;

ve

y12n�1 = y�1;

y12n = y0;

y12n+1 =
z0z�2

y�1(�1+z0z�2) ;

y12n+2 =
x0x�2
y0
;

y12n+3 =
y0y�1y�2(�1+z0z�2)
z0z�2(�1+y0y�2) ;

y12n+4 =
y0z0z�2
x0x�2

;

y12n+5 =
x0x�2z0z�2(�1+y0y�2)

y0y�1y�2(�1+z0z�2)(�1+x0x�2) ;

y12n+6 =
x0x�2y�2
z0z�2

;

y12n+7 =
y0y�1y�2(�1+x0x�2)
x0x�2(�1+y0y�2) ;

y12n+8 =
z0z�2
y�2

;

y12n+9 =
x0x�2

y�1(�1+x0x�2) ;

y12n+10 = y�2;
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ve

z12n�1 = z�1;

z12n = z0;

z12n+1 =
x0x�2

z�1(�1+x0x�2) ;

z12n+2 =
y0y�2
z0
;

z12n+3 =
z0z�1z�2(�1+x0x�2)
x0x�2(�1+z0z�2) ;

z12n+4 =
z0x0x�2
y0y�2

;

z12n+5 =
y0y�2x0x�2(�1+z0z�2)

z0z�1z�2(�1+x0x�2)(�1+y0y�2) ;

z12n+6 =
y0y�2z�2
x0x�2

;

z12n+7 =
z0z�1z�2(�1+y0y�2)
y0y�2(�1+z0z�2) ;

z12n+8 =
x0x�2
z�2

;

z12n+9 =
y0y�2

z�1(�1+y0y�2) ;

z12n+10 = z�2;

veya buna eşde¼ger olarak,

fxng+1n=�1 =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

x�1; x0;
y0y�2

x�1(�1 + y0y�2)
;
z0z�2
x0

;
x0x�1x�2(�1 + y0y�2)
y0y�2(�1 + x0x�2)

;

x0y0y�2
z0z�2

;
z0z�2y0y�2(�1 + x0x�2)

x0x�1x�2(�1 + y0y�2)(�1 + z0z�2)
;
z0z�2x�2
y0y�2

;

x0x�1x�2(�1 + z0z�2)
z0z�2(�1 + x0x�2)

;
y0y�2
x�2

;
z0z�2

x�1(�1 + z0z�2)
; x�2; x�1;

x0;
y0y�2

x�1(�1 + y0y�2)
;
z0z�2
x0

;
x0x�1x�2(�1 + y0y�2)
y0y�2(�1 + x0x�2)

;

x0y0y�2
z0z�2

;
z0z�2y0y�2(�1 + x0x�2)

x0x�1x�2(�1 + y0y�2)(�1 + z0z�2)
;

z0z�2x�2
y0y�2

;
x0x�1x�2(�1 + z0z�2)
z0z�2(�1 + x0x�2)

;
y0y�2
x�2

;
z0z�2

x�1(�1 + z0z�2)
;

x�2; x�1; x0;
y0y�2

x�1(�1 + y0y�2)
;
z0z�2
x0

;
x0x�1x�2(�1 + y0y�2)
y0y�2(�1 + x0x�2)

;

x0y0y�2
z0z�2

;
z0z�2y0y�2(�1 + x0x�2)

x0x�1x�2(�1 + y0y�2)(�1 + z0z�2)
;
z0z�2x�2
y0y�2

;

x0x�1x�2(�1 + z0z�2)
z0z�2(�1 + x0x�2)

;
y0y�2
x�2

;
z0z�2

x�1(�1 + z0z�2)
; x�2; :::

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
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fyng+1n=�1 =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

y�1; y0;
z0z�2

y�1(�1 + z0z�2)
;
x0x�2
y0

;
y0y�1y�2(�1 + z0z�2)
z0z�2(�1 + y0y�2)

;

y0z0z�2
x0x�2

;
x0x�2z0z�2(�1 + y0y�2)

y0y�1y�2(�1 + z0z�2)(�1 + x0x�2)
;
x0x�2y�2
z0z�2

;

y0y�1y�2(�1 + x0x�2)
x0x�2(�1 + y0y�2)

;
z0z�2
y�2

;
x0x�2

y�1(�1 + x0x�2)
; y�2; y�1;

y0;
z0z�2

y�1(�1 + z0z�2)
;
x0x�2
y0

;
y0y�1y�2(�1 + z0z�2)
z0z�2(�1 + y0y�2)

;

y0z0z�2
x0x�2

;
x0x�2z0z�2(�1 + y0y�2)

y0y�1y�2(�1 + z0z�2)(�1 + x0x�2)
;

x0x�2y�2
z0z�2

;
y0y�1y�2(�1 + x0x�2)
x0x�2(�1 + y0y�2)

;
z0z�2
y�2

;
x0x�2

y�1(�1 + x0x�2)
;

y�2; y�1; y0;
z0z�2

y�1(�1 + z0z�2)
;
x0x�2
y0

;
y0y�1y�2(�1 + z0z�2)
z0z�2(�1 + y0y�2)

;

y0z0z�2
x0x�2

;
x0x�2z0z�2(�1 + y0y�2)

y0y�1y�2(�1 + z0z�2)(�1 + x0x�2)
;
x0x�2y�2
z0z�2

;

y0y�1y�2(�1 + x0x�2)
x0x�2(�1 + y0y�2)

;
z0z�2
y�2

;
x0x�2

y�1(�1 + x0x�2)
; y�2; :::

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

fzng+1n=�1 =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

z�1; z0;
x0x�2

z�1(�1 + x0x�2)
;
y0y�2
z0

;
z0z�1z�2(�1 + x0x�2)
x0x�2(�1 + z0z�2)

;

z0x0x�2
y0y�2

;
y0y�2x0x�2(�1 + z0z�2)

z0z�1z�2(�1 + x0x�2)(�1 + y0y�2)
;
y0y�2z�2
x0x�2

;

z0z�1z�2(�1 + y0y�2)
y0y�2(�1 + z0z�2)

;
x0x�2
z�2

;
y0y�2

z�1(�1 + y0y�2)
; z�2; z�1;

z0;
x0x�2

z�1(�1 + x0x�2)
;
y0y�2
z0

;
z0z�1z�2(�1 + x0x�2)
x0x�2(�1 + z0z�2)

;

z0x0x�2
y0y�2

;
y0y�2x0x�2(�1 + z0z�2)

z0z�1z�2(�1 + x0x�2)(�1 + y0y�2)
;

y0y�2z�2
x0x�2

;
z0z�1z�2(�1 + y0y�2)
y0y�2(�1 + z0z�2)

;
x0x�2
z�2

;
y0y�2

z�1(�1 + y0y�2)
;

z�2; z�1; z0;
x0x�2

z�1(�1 + x0x�2)
;
y0y�2
z0

;
z0z�1z�2(�1 + x0x�2)
x0x�2(�1 + z0z�2)

;

z0x0x�2
y0y�2

;
y0y�2x0x�2(�1 + z0z�2)

z0z�1z�2(�1 + x0x�2)(�1 + y0y�2)
;
y0y�2z�2
x0x�2

;

z0z�1z�2(�1 + y0y�2)
y0y�2(�1 + z0z�2)

;
x0x�2
z�2

;
y0y�2

z�1(�1 + y0y�2)
; z�2; :::

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
çözümleri elde edilir.

·Ispat.
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(a) (4:5) denklem sistemi yard¬m¬yla aşa¼g¬daki eşitliklerin sa¼gland¬¼g¬görülür:

xn+1 =
ynyn�2

xn�1(�1 + ynyn�2)
;

yn+1 =
znzn�2

yn�1(�1 + znzn�2)
;

zn+1 =
xnxn�2

zn�1(�1 + xnxn�2)
:

xn+2 =
znzn�2
xn

;

yn+2 =
xnxn�2
y;n

;

zn+2 =
ynyn�2
zn

:

xn+3 =
xnxn�1xn�2(�1 + ynyn�2)
ynyn�2(�1 + xnxn�2)

;

yn+3 =
ynyn�1yn�2(�1 + znzn�2)
znzn�2(�1 + ynyn�2)

;

zn+3 =
znzn�1zn�2(�1 + xnxn�2)
xnxn�2(�1 + znzn�2)

:

xn+4 =
xnynyn�2
znzn�2

;

yn+4 =
ynznzn�2
xnxn�2

;

zn+4 =
znxnxn�2
ynyn�2

:

xn+5 =
znzn�2ynyn�2(�1 + xnxn�2)

xnxn�1xn�2(�1 + ynyn�2)(�1 + znzn�2)
;

yn+5 =
xnxn�2znzn�2(�1 + ynyn�2)

ynyn�1yn�2(�1 + znzn�2)(�1 + xnxn�2)
;

zn+5 =
ynyn�2xnxn�2(�1 + znzn�2)

znzn�1zn�2(�1 + xnxn�2)(�1 + ynyn�2)
:

xn+6 =
znzn�2xn�2
ynyn�2

;

yn+6 =
ynyn�2zn�2
znzn�2

;

zn+6 =
ynyn�2zn�2
xnxn�2

:

xn+7 =
xnxn�1xn�2(�1 + znzn�2)
znzn�2(�1 + xnxn�2)

;

yn+7 =
ynyn�1yn�2(�1 + xnxn�2)
xnxn�2(�1 + ynyn�2)

;

zn+7 =
znzn�1zn�2(�1 + ynyn�2)
ynyn�2(�1 + znzn�2)

:

xn+8 =
ynyn�2
xn�2

;

yn+8 =
znzn�2
yn�2

;

zn+8 =
xnxn�2
zn�2

:
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xn+9 =
znzn�2

xn�1(�1 + znzn�2)
;

yn+9 =
xnxn�2

yn�1(�1 + xnxn�2)
;

zn+9 =
ynyn�2

zn�1(�1 + ynyn�2)
:

xn+10 = xn�2;

yn+10 = yn�2;

zn+10 = zn�2:

xn+11 = xn�1;

yn+11 = yn�1;

zn+11 = zn�1:

xn+12 = xn;

yn+12 = yn;

zn+12 = zn:

(b) n = 0 için sonuçlar sa¼glan¬r. n > 0 iken iddiam¬z¬n (n � 1) için sa¼gland¬¼g¬n¬ farz

edelim. Yani,

x12n�13 = x�1

x12n�12 = x0

x12n�11 =
y0y�2

x�1(�1+y0y�2)

x12n�10 =
z0z�2
x0
;

x12n�9 =
x0x�1x�2(�1+y0y�2)
y0y�2(�1+x0x�2)

x12n�8 =
x0y0y�2
z0z�2

x12n�7 =
z0z�2y0y�2(�1+x0x�2)

x0x�1x�2(�1+y0y�2)(�1+z0z�2)

x12n�6 =
z0z�2x�2
y0y�2

x12n�5 =
x0x�1x�2(�1+z0z�2)
z0z�2(�1+x0x�2)

x12n�4 =
y0y�2
x�2

x12n�3 =
z0z�2

x�1(�1+z0z�2)

x12n�2 = x�2
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ve

y12n�13 = y�1

y12n�12 = y0

y12n�11 =
z0z�2

y�1(�1+z0z�2)

y12n�10 =
x0x�2
y0

y12n�9 =
y0y�1y�2(�1+z0z�2)
z0z�2(�1+y0y�2)

y12n�8 =
y0z0z�2
x0x�2

y12n�7 =
x0x�2z0z�2(�1+y0y�2)

y0y�1y�2(�1+z0z�2)(�1+x0x�2)

y12n�6 =
x0x�2y�2
z0z�2

y12n�5 =
y0y�1y�2(�1+x0x�2)
x0x�2(�1+y0y�2)

y12n�4 =
z0z�2
y�2

y12n�3 =
x0x�2

y�1(�1+x0x�2)

y12n�2 = y�2

ve

z12n�13 = z�1

z12n�12 = z0

z12n�11 =
x0x�2

z�1(�1+x0x�2)

z12n�10 =
y0y�2
z0

z12n�9 =
z0z�1z�2(�1+x0x�2)
x0x�2(�1+z0z�2)

z12n�8 =
z0x0x�2
y0y�2

z12n�7 =
y0y�2x0x�2(�1+z0z�2)

z0z�1z�2(�1+x0x�2)(�1+y0y�2)

z12n�6 =
y0y�2z�2
x0x�2

z12n�5 =
z0z�1z�2(�1+y0y�2)
y0y�2(�1+z0z�2)

z12n�4 =
x0x�2
z�2

z12n�3 =
y0y�2

z�1(�1+y0y�2)

z12n�2 = z�2
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elde edilir ve (4:5) denklem sisteminden,

x12n�1 =
y12n�2y12n�4

x12n�3(�1+y12n�2y12n�4) =
y�2
z0z�2
y�2

z0z�2
x�1(�1 + z0z�2)

(�1+y�2
z0z�2
y�2

)

= x�1;

y12n�1 =
z12n�2z12n�4

y12n�3(�1+z12n�2z12n�4) =
z�2
x0x�2
z�2

x0x�2
y�1(�1 + x0x�2)

(�1+z�2
x0x�2
z�2

)

= y�1;

z12n�1 =
x12n�2x12n�4

z12n�3(�1+x12n�2x12n�4) =
x�2
y0y�2
x�2

y0y�2
z�1(�1 + y0y�2)

(�1+x�2
y0y�2
x�2

)

= z�1;

x12n =
y12n�1y12n�3

x12n�2(�1+y12n�1y12n�3) =

y�1x0x�2
y�1(�1 + x0x�2)

x�2(�1+
y�1x0x�2

y�1(�1 + x0x�2)
)

= x0;

y12n =
z12n�1z12n�3

y12n�2(�1+z12n�1z12n�3) =

z�1y0y�2
z�1(�1 + y0y�2)

y�2(�1+
z�1y0y�2

z�1(�1 + y0y�2)
)

= y0;

z12n =
x12n�1x12n�3

z12n�2(�1+x12n�1x12n�3) =

x�1z0z�2
x�1(�1 + z0z�2)

z�2(�1+
x�1z0z�2

x�1(�1 + z0z�2)
)

= z0;

ve benzer şekilde

x12n+1 = x1;

y12n+1 = y1;

z12n+1 = z1;
...

çözümleri elde edilerek ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.3.2 (4:6) denklem sisteminin çözümlerinin fxn; yn; zng+1n=�1 oldu¼gunu farz ede-

lim. Bu durumda;

(a) fxng+1n=�1 , fyng+1n=�1 ve fzng+1n=�1 çözümleri on iki periyotlu periyodiktir
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(b)

x12n�1 = x�1;

x12n = x0;

x12n+1 =
y0y�2

x�1(�1�y0y�2) ;

x12n+2 =
z0z�2
x0
;

x12n+3 =
x0x�1x�2(�1�y0y�2)
y0y�2(�1�x0x�2) ;

x12n+4 =
x0y0y�2
z0z�2

;

x12n+5 =
z0z�2y0y�2(�1�x0x�2)

x0x�1x�2(�1�y0y�2)(�1�z0z�2) ;

x12n+6 =
z0z�2x�2
y0y�2

;

x12n+7 =
x0x�1x�2(�1�z0z�2)
z0z�2(�1�x0x�2) ;

x12n+8 =
y0y�2
x�2

;

x12n+9 =
z0z�2

x�1(�1�z0z�2) ;

x12n+10 = x�2;

ve

y12n�1 = y�1;

y12n = y0;

y12n+1 =
z0z�2

y�1(�1�z0z�2) ;

y12n+2 =
x0x�2
y0
;

y12n+3 =
y0y�1y�2(�1�z0z�2)
z0z�2(�1�y0y�2) ;

y12n+4 =
y0z0z�2
x0x�2

;

y12n+5 =
x0x�2z0z�2(�1�y0y�2)

y0y�1y�2(�1�z0z�2)(�1�x0x�2) ;

y12n+6 =
x0x�2y�2
z0z�2

;

y12n+7 =
y0y�1y�2(�1�x0x�2)
x0x�2(�1�y0y�2) ;

y12n+8 =
z0z�2
y�2

;

y12n+9 =
x0x�2

y�1(�1�x0x�2) ;

y12n+10 = y�2;
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ve

z12n�1 = z�1;

z12n = z0;

z12n+1 =
x0x�2

z�1(�1�x0x�2) ;

z12n+2 =
y0y�2
z0
;

z12n+3 =
z0z�1z�2(�1�x0x�2)
x0x�2(�1�z0z�2) ;

z12n+4 =
z0x0x�2
y0y�2

;

z12n+5 =
y0y�2x0x�2(�1�z0z�2)

z0z�1z�2(�1�x0x�2)(�1�y0y�2) ;

z12n+6 =
y0y�2z�2
x0x�2

;

z12n+7 =
z0z�1z�2(�1�y0y�2)
y0y�2(�1�z0z�2) ;

z12n+8 =
x0x�2
z�2

;

z12n+9 =
y0y�2

z�1(�1�y0y�2) ;

z12n+10 = z�2;

veya buna eşde¼ger olarak,

fxng+1n=�1 =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

x�1; x0;
y0y�2

x�1(�1� y0y�2)
;
z0z�2
x0

;
x0x�1x�2(�1� y0y�2)
y0y�2(�1� x0x�2)

;

x0y0y�2
z0z�2

;
z0z�2y0y�2(�1� x0x�2)

x0x�1x�2(�1� y0y�2)(�1� z0z�2)
;
z0z�2x�2
y0y�2

;

x0x�1x�2(�1� z0z�2)
z0z�2(�1� x0x�2)

;
y0y�2
x�2

;
z0z�2

x�1(�1� z0z�2)
; x�2; x�1;

x0;
y0y�2

x�1(�1� y0y�2)
;
z0z�2
x0

;
x0x�1x�2(�1� y0y�2)
y0y�2(�1� x0x�2)

;

x0y0y�2
z0z�2

;
z0z�2y0y�2(�1� x0x�2)

x0x�1x�2(�1� y0y�2)(�1� z0z�2)
;
z0z�2x�2
y0y�2

;

x0x�1x�2(�1� z0z�2)
z0z�2(�1� x0x�2)

;
y0y�2
x�2

;
z0z�2

x�1(�1� z0z�2)
; x�2; x�1;

x0;
y0y�2

x�1(�1� y0y�2)
;
z0z�2
x0

;
x0x�1x�2(�1� y0y�2)
y0y�2(�1� x0x�2)

;

x0y0y�2
z0z�2

;
z0z�2y0y�2(�1� x0x�2)

x0x�1x�2(�1� y0y�2)(�1� z0z�2)
;
z0z�2x�2
y0y�2

;

x0x�1x�2(�1� z0z�2)
z0z�2(�1� x0x�2)

;
y0y�2
x�2

;
z0z�2

x�1(�1� z0z�2)
; x�2; :::

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
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fyng+1n=�1 =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

y�1; y0;
z0z�2

y�1(�1� z0z�2)
;
x0x�2
y0

;
y0y�1y�2(�1� z0z�2)
z0z�2(�1� y0y�2)

;

y0z0z�2
x0x�2

;
x0x�2z0z�2(�1� y0y�2)

y0y�1y�2(�1� z0z�2)(�1� x0x�2)
;
x0x�2y�2
z0z�2

;

y0y�1y�2(�1� x0x�2)
x0x�2(�1� y0y�2)

;
z0z�2
y�2

;
x0x�2

y�1(�1� x0x�2)
; y�2; y�1;

y0;
z0z�2

y�1(�1� z0z�2)
;
x0x�2
y0

;
y0y�1y�2(�1� z0z�2)
z0z�2(�1� y0y�2)

;

y0z0z�2
x0x�2

;
x0x�2z0z�2(�1� y0y�2)

y0y�1y�2(�1� z0z�2)(�1� x0x�2)
;
x0x�2y�2
z0z�2

;

y0y�1y�2(�1� x0x�2)
x0x�2(�1� y0y�2)

;
z0z�2
y�2

;
x0x�2

y�1(�1� x0x�2)
; y�2; y�1;

y0;
z0z�2

y�1(�1� z0z�2)
;
x0x�2
y0

;
y0y�1y�2(�1� z0z�2)
z0z�2(�1� y0y�2)

;

y0z0z�2
x0x�2

;
x0x�2z0z�2(�1� y0y�2)

y0y�1y�2(�1� z0z�2)(�1� x0x�2)
;
x0x�2y�2
z0z�2

;

y0y�1y�2(�1� x0x�2)
x0x�2(�1� y0y�2)

;
z0z�2
y�2

;
x0x�2

y�1(�1� x0x�2)
; y�2; :::

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

fzng+1n=�1 =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

z�1; z0;
x0x�2

z�1(�1� x0x�2)
;
y0y�2
z0

;
z0z�1z�2(�1� x0x�2)
x0x�2(�1� z0z�2)

;

z0x0x�2
y0y�2

;
y0y�2x0x�2(�1� z0z�2)

z0z�1z�2(�1� x0x�2)(�1� y0y�2)
;
y0y�2z�2
x0x�2

;

z0z�1z�2(�1� y0y�2)
y0y�2(�1� z0z�2)

;
x0x�2
z�2

;
y0y�2

z�1(�1� y0y�2)
; z�2; z�1;

z0;
x0x�2

z�1(�1� x0x�2)
;
y0y�2
z0

;
z0z�1z�2(�1� x0x�2)
x0x�2(�1� z0z�2)

;

z0x0x�2
y0y�2

;
y0y�2x0x�2(�1� z0z�2)

z0z�1z�2(�1� x0x�2)(�1� y0y�2)
;
y0y�2z�2
x0x�2

;

z0z�1z�2(�1� y0y�2)
y0y�2(�1� z0z�2)

;
x0x�2
z�2

;
y0y�2

z�1(�1� y0y�2)
; z�2; z�1;

z0;
x0x�2

z�1(�1� x0x�2)
;
y0y�2
z0

;
z0z�1z�2(�1� x0x�2)
x0x�2(�1� z0z�2)

;

z0x0x�2
y0y�2

;
y0y�2x0x�2(�1� z0z�2)

z0z�1z�2(�1� x0x�2)(�1� y0y�2)
;
y0y�2z�2
x0x�2

;

z0z�1z�2(�1� y0y�2)
y0y�2(�1� z0z�2)

;
x0x�2
z�2

;
y0y�2

z�1(�1� y0y�2)
; z�2; :::

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
çözümleri elde edilir.

·Ispat.

(a) (4:6) denklem sistemi kullan¬larak aşa¼g¬daki eşitliklerin sa¼gland¬¼g¬görülür:

xn+1 =
ynyn�2

xn�1(�1�ynyn�2) ;

yn+1 =
znzn�2

yn�1(�1�znzn�2) ;

zn+1 =
xnxn�2

zn�1(�1�xnxn�2) :
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xn+2 =
znzn�2
xn

;

yn+2 =
xnxn�2
yn

;

zn+2 =
ynyn�2
zn

:

xn+3 =
xnxn�1xn�2(�1�ynyn�2)
ynyn�2(�1�xnxn�2) ;

yn+3 =
ynyn�1yn�2(�1�znzn�2)
znzn�2(�1�ynyn�2) ;

zn+3 =
znzn�1zn�2(�1�xnxn�2)
xnxn�2(�1�znzn�2) :

xn+4 =
xnynyn�2
znzn�2

;

yn+4 =
ynznzn�2
xnxn�2

;

zn+4 =
znxnxn�2
ynyn�2

:

xn+5 =
znzn�2ynyn�2(�1�xnxn�2)

xnxn�1xn�2(�1�ynyn�2)(�1�znzn�2) ;

yn+5 =
xnxn�2znzn�2(�1�ynyn�2)

ynyn�1yn�2(�1�znzn�2)(�1�xnxn�2) ;

zn+5 =
ynyn�2xnxn�2(�1�znzn�2)

znzn�1zn�2(�1�xnxn�2)(�1�ynyn�2) :

xn+6 =
znzn�2xn�2
ynyn�2

;

yn+6 =
ynyn�2zn�2
znzn�2

;

zn+6 =
ynyn�2zn�2
xnxn�2

xn+7 =
xnxn�1xn�2(�1�znzn�2)
znzn�2(�1�xnxn�2) ;

yn+7 =
ynyn�1yn�2(�1�xnxn�2)
xnxn�2(�1�ynyn�2) ;

zn+7 =
znzn�1zn�2(�1�ynyn�2)
ynyn�2(�1�znzn�2) :

xn+8 =
ynyn�2
xn�2

;

yn+8 =
znzn�2
yn�2

;

zn+8 =
xnxn�2
zn�2

:

xn+9 =
znzn�2

xn�1(�1�znzn�2) ;

yn+9 =
xnxn�2

yn�1(�1�xnxn�2) ;

zn+9 =
ynyn�2

zn�1(�1�ynyn�2) :

xn+10 = xn�2;

yn+10 = yn�2;

zn+10 = zn�2:

xn+11 = xn�1;

yn+11 = yn�1;

zn+11 = zn�1:
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xn+12 = xn;

yn+12 = yn;

zn+12 = zn:

(b) n = 0 için sonuçlar sa¼glan¬r. n > 0 oldu¼gunu ve iddiam¬z¬n (n� 1) için sa¼gland¬¼g¬n¬

varsayal¬m. Yani,

x12n�13 = x�1

x12n�12 = x0

x12n�11 =
y0y�2

x�1(�1�y0y�2)

x12n�10 =
z0z�2
x0
;

x12n�9 =
x0x�1x�2(�1�y0y�2)
y0y�2(�1�x0x�2)

x12n�8 =
x0y0y�2
z0z�2

x12n�7 =
z0z�2y0y�2(�1�x0x�2)

x0x�1x�2(�1�y0y�2)(�1�z0z�2)

x12n�6 =
z0z�2x�2
y0y�2

x12n�5 =
x0x�1x�2(�1�z0z�2)
z0z�2(�1�x0x�2)

x12n�4 =
y0y�2
x�2

x12n�3 =
z0z�2

x�1(�1�z0z�2)

x12n�2 = x�2

ve

y12n�13 = y�1

y12n�12 = y0

y12n�11 =
z0z�2

y�1(�1�z0z�2)

y12n�10 =
x0x�2
y0

y12n�9 =
y0y�1y�2(�1�z0z�2)
z0z�2(�1�y0y�2)

y12n�8 =
y0z0z�2
x0x�2

y12n�7 =
x0x�2z0z�2(�1�y0y�2)

y0y�1y�2(�1�z0z�2)(�1�x0x�2)

y12n�6 =
x0x�2y�2
z0z�2

y12n�5 =
y0y�1y�2(�1�x0x�2)
x0x�2(�1�y0y�2)

y12n�4 =
z0z�2
y�2

y12n�3 =
x0x�2

y�1(�1�x0x�2)

y12n�2 = y�2
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ve

z12n�13 = z�1

z12n�12 = z0

z12n�11 =
x0x�2

z�1(�1�x0x�2)

z12n�10 =
y0y�2
z0

z12n�9 =
z0z�1z�2(�1�x0x�2)
x0x�2(�1�z0z�2)

z12n�8 =
z0x0x�2
y0y�2

z12n�7 =
y0y�2x0x�2(�1�z0z�2)

z0z�1z�2(�1�x0x�2)(�1�y0y�2)

z12n�6 =
y0y�2z�2
x0x�2

z12n�5 =
z0z�1z�2(�1�y0y�2)
y0y�2(�1�z0z�2)

z12n�4 =
x0x�2
z�2

z12n�3 =
y0y�2

z�1(�1�y0y�2)

z12n�2 = z�2

eşitlikleri elde edilir ve (4:6) denklem sistemi yard¬m¬yla

x12n�1 =
y12n�2y12n�4

x12n�3(�1�y12n�2y12n�4) =
y�2
z0z�2
y�2

z0z�2
x�1(�1� z0z�2)

(�1�y�2
z0z�2
y�2

)

= x�1;

y12n�1 =
z12n�2z12n�4

y12n�3(�1�z12n�2z12n�4) =
z�2
x0x�2
z�2

x0x�2
y�1(�1� x0x�2)

(�1�z�2
x0x�2
z�2

)

= y�1;

z12n�1 =
x12n�2x12n�4

z12n�3(�1�x12n�2x12n�4) =
x�2
y0y�2
x�2

y0y�2
z�1(�1� y0y�2)

(�1�x�2
y0y�2
x�2

)

= z�1;

x12n =
y12n�1y12n�3

x12n�2(�1�y12n�1y12n�3) =

y�1x0x�2
y�1(�1� x0x�2)

x�2(�1�
y�1x0x�2

y�1(�1� x0x�2)
)

= x0;

y12n =
z12n�1z12n�3

y12n�2(�1�z12n�1z12n�3) =

z�1y0y�2
z�1(�1� y0y�2)

y�2(�1�
z�1y0y�2

z�1(�1� y0y�2)
)

= y0;

z12n =
x12n�1x12n�3

z12n�2(�1�x12n�1x12n�3) =

x�1z0z�2
x�1(�1� z0z�2)

z�2(�1�
x�1z0z�2

x�1(�1� z0z�2)
)

= z0;
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ve benzer şekilde

x12n+1 = x1;

y12n+1 = y1;

z12n+1 = z1;
...

çözümleri elde edilerek ispat tamamlan¬r.

Örnek 4.3.1

xn+1 =
ynyn�2

xn�1(�1 + ynyn�2)
; yn+1 =

znzn�2
yn�1(�1 + znzn�2)

; zn+1 =
xnxn�2

zn�1(�1 + xnxn�2)
(4.5)

denklem sisteminin x0 = 0:1 ; x�1 = 0:2 ; x�2 = 0:3 ; y0 = �0:5 ; y�1 = 1:2; y�2 = 1:3;

z0 = 0:8 ; z�1 = 1:1 ve z�2 = �0:1 başlang¬ç koşullar¬ndaki çözümleri aşa¼g¬da verilmiş ve

12 periyotlu periyodik oldu¼gu görülmüştür.

Çizelge 4.3 (4:5) denkleminin periyodik çözümleri

n xn yn zn

0 0:1 �0:5 1:1

1 1:969 0:082 �0:038

2 �1:1 �0:06 �0:590

3 �0:015 4:770 �2:563

4 0:590 1:833 �0:050

5 �6:311 �0:006 �0:153

6 0:050 �0:354 2:166

7 �0:062 �15:284 0:201

8 �2:166 �0:846 �0:3

9 0:495 �0:025 0:492

10 0:3 1:3 �0:1

11 0:2 1:2 0:8

12 0:1 �0:5 1:1

13 1:969 0:082 �0:038

14 �1:1 �0:06 �0:590

15 �0:015 4:770 �2:563
...

...
...

...
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Steví܋ S (2012) On a Solvable Rational System of Difference Equations. Applied Mathemat-
ics and Computation, 219:2896-2908. 
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