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Bu ¢alismada Sturm-Liouville problemlerinin Green fonksiyonu ile ¢oziimleri ele alinmistir.
Birinci boliimde, tarihsel bir bakis acisi ile problemin ortaya ¢ikisi ve gelisim siireci
ozetlenmistir. Ikinci boliimde temel tanimlar ve teoremler, smir sartlar1, Green fonksiyonunun
tanitim1 ve Ozellikleri, fiziksel anlami ve bir 6zfonksiyon serisi olarak agilimi incelenmistir.
Uciincii boliimde, Sturm-Liouville siir deger problemleri igin Green fonksiyonlari, Onemli
baz1 diferansiyel denklemlerin Sturm — Liouville formuna doniisiimii, Sturm-Liouville
problemlerinin asimptotik davranislari, aga¢ grafikleri i¢in Green fonksiyonun olusturulmast
da yer almaktadir. Dordiincti bolimde, Sturm-Liouville problemlerinin fizik, mekanik ve

kuantum gibi bir¢ok alanda uygulamalar1 yer almaktadir.
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In this study, solutions of Sturm-Liouville problems with Green function are discussed. In the
first chapter, the emergence and development process of the problem is summarized with a
historical perspective. In the second chapter, basic definitions and theorems, boundary
conditions, introduction of Green function and its properties, physical meaning and its
expansion as an eigenfunction series are examined. In the third chapter, Green functions for
Sturm-Liouville boundary value problems, transformation of some important differential
equations into Sturm - Liouville form, asymptotic behaviors of Sturm-Liouville problems, and
Green function for tree graphics are included. In the fourth chapter, applications of Sturm-

Liouville problems in many fields such as physics, mechanics and quantum are included.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 STURM-LIOUVILLE TEORIiSiNiN TARIHCESI

18.ylizy1lin baslarinda titresimli hareketler konusu ortaya ¢ikan problemlerden en 6nemlisidir.
1747'den itibaren d'Alambert ve Euler; titresen yaylari, zincirleri ve yiizeyleri tanimlayan
kismi diferansiyel denklemleri 6zdeger problemini degiskenlerine ayirarak elde ettiler.
Ozdeger fonksiyonlarmin cakismasi ile tam bir ¢dziim elde edebileceklerine inanmamis
olmalarina ragmen, bu teknigi kullanarak (1.5) - (1.7) denklemlerinin bir ¢ok 6zel durumunu
incelediler (Truesdell 1960). 1807 den itibaren 1s1 teorisinde degiskenlerin ayristirilmasi
metodu, ilk olarak Fourier tarafindan olmak iizere yaygin olarak gen¢ Fransiz matematikgileri

tarafindan kullamlda.

1830°dan once, matematik¢iler (1.1)-(1.3) denklemlerinin bazi 6zel durumlar1 iizerine
calisarak sonlu ya da sonsuz serilerde agik bir ¢oziim buldular. Buna karsin Sturm ve
Liouville, genel durum igin herhangi bir ¢6ziim bulamayip sonuglarini dogrudan dogruya
(1.1) - (1.3) denklemlerinden ¢ikarmak zorunda kalmalar1 Sturm-Liouville teorisinin

karekteristik 6zelligini olarak ortaya ¢ikardi.

Sturm-Liouville teorisindeki genel teoremleri Sturm ve Liouville’den 6nce ispatlayan tek
matematik¢i  Simeon-Denis Poisson(1781-1840) idi. Poisson 1823’de 6zdegerlerin
gercekligini ispatlamak igin “6nsel” bir yontemin bilinmedigini kabul etti. (Poisson 1823b,
p.382) Fakat 3 yil sonra Poisson biitiin 6zdegerlerin reel olmasi gerektiginin ispatin1 ve
ortogonalligin ispatint sundu. 1835’te Poisson ispatin1 daha da genellestirerek Sturm’un (1.5)-
(1.7) probleminin ii¢ boyutlu halinin ispatin1 da yapmis oldu. Bu durum igin ortogonalligi de
calismasinda sundu. Bununla birlikte, Poission'un arastirmalari, Poission'un son sonuglarinin
yaymlanmasindan iki y1l sonra Sturm ve Liouville tarafindan yapilan bu alandaki ilerlemelere

kiyasla siirl bir kapsamdadir (Liitzen 1982).



1.2 STURM-LIOUVILLE TEORISINIiN GELIiSiMi

1829-1830 yillarinda Sturm ve Liouville lineer diferansiyel denklemler hakkindaki
caligmalariyla ilk diisiincelerini olusturup ayri ayr1 yayinladilar. Devam eden yillarda Sturm
iki kapsamli ¢alisma yazdi(Sturm 1836a, 1836b). Bu caligmalar1 1836-1837 yillarinda ilk
inlii ¢alismasin1 yapan Liouville ile es zamanli olarak yayinladilar. 1835°te Liouville teorisini
yikksek mertebeden denklemlere genellestirmeye basladi.Fakat onun bu alandaki son

caligmast 1838 ile 1840 yillar1 arasindadir.

Ikilinin 1836 -1837 yillarinda iist iiste yayimladiklar1 makalelerle matematige kazandirdiklart
tamamen yeni bir konu olan teori daha sonralar1 Sturm — Lioville teorisi olarak
adlandirilmistir.  Bu teori ikinci mertebeden genel lineer diferansiyel denklemlerle
ugrasmaktadir. Bu denklemler

x=aicin k(x)V'(x) —hV(x) =0 (1.2)

x =pBicin k(x)V'(x) + HV(x) =0 (1.3)

seklinde sinir sartlarina tabii olan,

x € (a,B) olmak tizere (k(x)V’(x))’ + (g(x)r — l(x))V(x) =0 (1.2)
seklinde verilen denklemlerdir. Bu yazilislarda k, g ve | verilen pozitif fonksiyonlar, h ve H
verilen pozitif sabitler ve r bir parametredir. (Akga, 1986) Sinir deger problemi, belirli bir
transandantal denklemin kokleri olarak diisiiniilebilecek r’nin belirli degerleri (6zdegerleri)
i¢in asikar olmayan

@) =0 (1.4)

seklindeki ¢oziimlere (6zdeger fonksiyonlar1) sahip olmaktadir. Bu ¢oziimler (1.1) ve (1.2)

denkleminin genel ¢6ziimiiniin (1.3) te yerine yerine konulmasiyla elde edilmektedir.

Sturm ve Liouville tarafindan incelenen problemler genel ii¢ baslikta toplanabilmektedir:



1)  Ozdegerlerin 6zellikleri
I1) Ozdeger fonksiyonlarin nitel davranislart

I11) Ozdeger fonksiyonlarin bir sonsuz serisine keyfi fonksiyonlarin agtlimu.

Sturm bu bagliklardan I ve II yi, Liouville ise III i arastirdi. Sturm (1836b) ikinci
calismasinda kismi tiirevli denklemlerin problemlerde nasil ortaya ¢iktigini agikladi. Bu
denklemlerin degiskenlerin ayristirilip bir parametreye bagli genel bir ikinci mertebeden adi
diferansiyel denklem olarak ifade edilmesini ve ¢oziim yollarin1 detayli olarak verdi.
Parametrenin belirli sinir kosullarinin saglanmasini garanti edecek sekilde se¢ilmesinin

gerekliligi iizerinde durdu.

Bu eserinde bir 6rnek olarak 1s1 iletiminin homojen olmayan ince bir ¢gubuk iizerinde nasil

gerceklesecegini tartisti. Bu 6rnekte sicaklik asagidaki denklemle ifade edilmektedir:

a
u _ (k)

95; Fa lu (1.5)

Burada u(x, t) fonksiyonu t zamaninda X noktasindaki sicakligi gostermektedir. g, k ve |

ifadeleri x’in pozitif fonksiyonlaridir. Eger ¢ubugun ¢evresindeki ortam sifir derece sicaklikta

sabitlenirse u sicaklig1 a ve S ug noktalarinda sinir degerlerini saglamalidir:
X = aigin k%—hu=0 (1.6)

x = figin k2 + Hu=0 (1.7)
Burada h ve H pozitif sabitlerdir. Sicaklik t=0 oldugunda
u(x, 0) = f(x) (1.8)

baslangi¢ kosuluna yiikseltmeyi vermektedir. Sturm 6nce (1.8)’i ihmal ederek (1.5) ve (1.7)

nin ¢oziimlerini

u="V(x)e (1.9)



-rt

formunda arastirdi. Bu ¢oztiim (1.5)-(1.7) ye yerlestirildiginde e
(1.1)-(2.3) sinur deger problemi V’ ye bagl olur. Eger Vi, Vo, V3, ..., Vi, ... fonksiyonlari (1.1)-

carpani sadelestirilir ve

(1.3) denklemlerinin ry, ro, 1y, ... 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlari ise,
u= Z ARV, (x)e Tt
n

seklinde verilen dogrusal kombinasyon (1.5)-(1.7) denklemlerinin bir ¢éziimiidiir. (1.8) ile

gosterilen baslangi¢ kosulu boylece A,, leri belirleme problemini ortaya ¢ikarir.

LnAnVn(x) = f(x) (1.10)
Bu problem Liouville tarafindan ele alinmistir. Sturm’un teknigini kullanarak

An(fm=r1)Vm + Ams1(fme — 1)Vimes +...+An(rn-ry Vo

ifadesinin (o, f) iginde en az

AnVim + An+1Viner +..+AV,

ifadesi kadar kokiiniin oldugunu gosterdi. Sturm bu ispattan esinlenerek benzer bir ispati
ikinci calismasina ekledi (Sturm 1836b). Bu ispat Sturm-Liouville Teoremin gelisim

asamalarinda son adim olarak goriildii.

Sturm-Liouville teorisi iizerinde daha sonraki yillarda ve giliniimiizde olduk¢a kapsaml
caligmalar yapilmaktadir. Bunlar genellestirme seklinde ya da yontemi daha karmagsik
problemlere uygulama seklinde ortaya ¢ikmaktadir. Bu konuda g¢alismalar yapan belli bash
bilim adamlar1 olarak Hermann Weyl(1910), A.C. Dixon(1912), M.H.Stone(1932) ve
E.C.Titchmarsh(1940-1950) sayilabilir. Weyl ve Titchmarsh'in sonuglar1 temel olarak klasik,

gercek ve kompleks matematiksel analizden elde edilmektedir.



BOLUM 2
TEMEL TANIM VE TEOREMLER
2.1 STURM-LIOUVILLE DIFERANSIYEL OPERATORLER
Diferansiyel operatorler diferansiyel alma isleminin genellestirilmesinde kullanilmaktadir. Bir

y fonksiyonu tizerinde hareket eden en basit diferansiyel operatér D, bu fonksiyonun birinci

tiirevini gostermektedir :

Dy(x) = y' (x)

n-inci mertebeden lineer diferansiyel denklemler genel olarak asagidaki formdadir:

YW () + ay® () + -+ any(x) = q(x) (2.1)
D, diferansiyel operatoriinii kullanarak (2.1) denklemi,

(D™ + a, D" + -+ ay)y(x) = q(x) (2.2)
formunda yazilir. Veya daha basit olarak L(D)y(x) = q(x) olarak yazilabilir.

L(D)=D" + ;D™ ! + -+ a,, ile gosterimidir.

L(D) polinom seklindeki diferansiyel operatordiir (Naimark1967). Diger bir deyisle operatdr
L(D), D’nin degisken rolii oynadigi cebirsel bir polinomdur.



Sturm-Liouville Diferansiyel Operatorii

A(x) bir pozitif siirekli fonksiyon olmak tizere herhangi bir ikinci derece lineer diferansiyel
denklem
d*y

d
AW T+ B(x)d—i/ +C(x)y +AD(x)y = 0

bi¢imindedir. Burada A sinir kosullarinin belirledigi bir parametredir. Bu denklemi A(x) ile

boluniirse

2
¢y, Bdy, o(x), ;D) g
dx?  A(x)dx A(x) A(X)

elde edilir. Bu denklem asagidaki gibi de yazilir:

d’ d

Y4 p(x) L +a(x)y +Ad(x)y =0

dx dx

Bu denklem asagidaki gibi yazildiginda

d dy

@ 2] +atoy + 2d@y = o

y fonksiyonu i¢in Sturm-Liouville (SL) operatorii
d dy

Lyl = —[p() 1+ a(x)y

olarak tanimlanir(Richards 2002). Ornegin bir u(x) fonksiyonu igin SL operatdrii:

d d
Lu] = PG 7] + qCou

seklindedir.



Ozellikler

1. Diferansiyel Operatorlerde Toplama kurali
Eger L(D) ve M(D) iki operator ise herhangi bir tiirevlenebilir u fonksiyonu igin
[L(D) + M(D)Ju(x)= L(D)u(x) + M(D)u(x)

2. Diferansiyel Operatorlerde Dogrusallik Kurali
U Ve Uy iki fonksiyon ve c; sabit sayilar ise
L(D)(c1uz +cou,) = ¢1L(D)u; +coL(D)u;

3. Diferansiyel Operatorlerde Carpim Kuralt
[L(D)-M(D)]u(x) = L(D).[M(D)u(x)]

Not: Carpim kurali sadece sabit katsayil1 diferansiyel operatorler icin gegerlidir.

4. Diferansiyel Operatorlerde Yerine Koyma Kurali

L(D)e™ = L(a)e*

2.2 SINIR SARTLARI

Matematigin diferansiyel denklemler alanindaki sinir deger problemi bir diferansiyel
denklemin saglamasi gereken ek kosullarla beraber verilmesini ifade etmektedir. Bu

siirlamalart gosteren denklemlere Sinir Sartlar1 denir(Url 2019).

Siir kosulu, denklemin istenen ¢oziimii ve onun tiirevleri i¢in tayin edilmis birden fazla

noktada baz1 deger kombinasyonlarinin sart olarak belirlenmesi anlamina gelir.

Ornegin bir (a,b) araliginda siirekli p, g, ve r fonksiyonlar1 i¢in tanimlanmis ikinci dereceden

lineer homojen olmayan diferansiyel denklem :

y'+p@)y +qx)y=rkx)

olmak {izere; bu denklem i¢in 6nemli kabul edilen dort gesit lineer sinir sartlar1 asagidaki

gibidir:



Drichlet ya da Birinci tiir sartlar : ~ y(a) =n,, y(b) =1,

Neumann ya da ikinci tiir sartlar:  y'(a) =71, , y'(b) =1,
Robin ya da Ugiincii tiir
yada Karisik tiir sartlar  : a;y(a) + a,y’'(a) =14, byy(b) + byy'(b) =1,

Periyodik tiir sartlar y(a) = y(b),y'(a) = y'(b)

Sinir deger problemleri baslangic deger problemleri kadar kolay ¢oziilememektedir. Coziimii
olmayan ya da birden ¢ok ¢6ziime sahip olan problemler olduk¢a yaygindir. Bu nedenle sinir

deger problemleri i¢in varlik ve teklik s6z konusu degildir.
2.3 LAGRANGE OZDESLIGIi
Ardisik tiirevlenebilir u ve v fonksiyonlari igin Lagrange Ozdesligi :

L L= d ()( du dv)
ulv —vlu = dx[px v T U

seklinde tanimlanir. [0,1] araliginda tanmimli adi diferansiyel denklemler igin Lagrange

0zdesligi bir integral form olarak yazilabilir(Loney 2007, Gwaiz 2008, Teschl 2012 ) :

dv du>] b

fdx (uLv —vlLu) = [p(x) (ua — va

a
Bu yazilista p = p(x), g9 =q(x), u = u(x) ve v =v(x) fonksiyonlari [0, 1] araliginda ikinci
mertebeden tilirevlenebilir ve siirekli fonksiyonlardir. Periyodik simir sartlarina sahip

denklemlerde u(a) = u(b),u'(a) = u'(b) oldugundan

dv du_O
udx vdx_

dir. Bu durumda Lagrange 6zdesligi



b
f dx (ulv —vlu) =0
a

olur.
2.4 DIRAC DELTA FONKSIiYONU

Aslinda fonksiyon olmayip kolaylik saglamak i¢in fonksiyon olarak kabul edilmektedir. Delta

fonksiyonunun bir¢ok yoldan tanimi yapilabilmektedir.
2.4.1 Delta Fonksiyonunun Limit Olarak Tanimi

Dirac Delta fonksiyonu igin uygun bir tanim asagidaki gibi olur (Vladimir 2001):

1 1 .. 500 = i 1
h_x_Zh icin (x)—hl_r%h

Diger durumlarda

6(x)=0

Bu durumda Delta fonksiyonu boyu ¢ok biiylik bir sayi, eni ise oldukga kiiciilen bir boyutta
olmaktadir. Bu siska ve uzun bir kutu seklinde diisiiniilebilir. Taban1 b ve yiiksekligi 1/b olan

bir dikdortgen seklinde diistiniilen Dirac delta fonksiyonu asagidaki sekilde gibidir (Nasser,
2013):

1/b

Alan=b(1/b) =1

A
v
x

b

v
Sekil 2.1 Dirac delta fonksiyonunun gosterimi.



6(x) =lim(b - 0)Dikdortgen (x,b) Delta fonksiyonunun integralidir, egri altindaki

alan1 vermektedir ve bu alan limit durumunda 1 ¢ esittir.

j_:otﬁ(x)dx =1

Parabollerde y = x* yerine y = (X-Xo)? yazilarak orjinden dtelenmesi gibi Delta fonksiyonu da
orjinden kaydirilirsa, yani §(x —x,) seklinde yazilirsa, bu durumda egri altindaki alan

degismemektedir. Yani

+o0
j 6(x —xg)dx =1

Fiziksel olarak Delta fonksiyonu, orjindeki bir noktada yogunlasan bir kiitle yogunlugunu
temsil etmede faydali olur. Delta islevinin giicli, tizerinde integraller yapilmasidir. f(X)

orijinde tanimli ve siirekli bir fonksiyon olmak iizere

b
a<0<bigin f f(x)d(x)dx = f(0)

olur. Eger kiitle noktasi orjinden uzakta, 6rnegin bir Xo da yerlestirilirse §(x — x) olmalidir.
Kutu temsilinin yan1 sira, 0rnegin standart sapmasi sifira yaklasan bir gaussian gibi, esdeger
bir ¢ok gosterim vardir. Delta fonksiyonunun tiirevinin kolaylig1 gibi bagka bir¢ok yararli

ozellikleri vardir:

b
| 708" (= xodx = )

2.4.2 Delta Fonksiyonun Adim Fonksiyonun Tiirevi Olarak Tanim

Adim fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanmaktadir(Nasser 2013):

1:;x>0
e(x):{O;xSO

10



A
v

v
Sekil 2.2 Adim fonksiyonu grafigi.

Adim fonksiyonun tek 06zelligi orjinde 0’ dan 1’e bir adim yapmasidir. Bu fonksiyonun
tiirevini egim olarak tanimlanirsa x> 0 ve X< 0 oldugunda egim sifirdir. X = 0 iken tiirev
sonsuzdur. Sonu¢ olarak Adim fonksiyonun tiirevi orjin hari¢ her yerde sifir, orjinde

sonsuzdur. Tersine tiirev fonksiyonun integrali de “1 ” olmak zorundadir. O halde

o _

olur.

Delta Dirac Fonksiyonunun Ozellikleri (Roach 1970)
1L [M780)dx =1
2. [T78(x —xp)dx =1
3. [ 8(x — xo)f(x)dx = £ (xo)
xo = 0ise [ 8()f (x)dx = £(0)
5(x) = 8(—x)
6(x —x) = 8(xg —x)
Sx—a)=0,x#a [~ dxs(x—a)=1
§(x — a)f (x) = 8(x — a)f (a)
Jo! dx f)x3=8(0] = [ dx f(x)8(x) = £(0)
10. §(ax) = ﬁ 5(x)

© © N o o s

11. d%c?(x) = —%S(x)

11



2.5 GREEN FONKSIYONUN OLUSUMU

Green fonksiyonlart kendi kendini egitmis, matematiksel bir usulle elektrik ve manyetizma
konularinda arastirmalar yapan Ingiliz matematik¢i George Green(1793-1841) tarafindan
bulunmustur. Green, 1828'de, Green fonksiyonu olarak adlandirilan seyin tanitimini yapan bir
kitap¢ig1 “Matematiksel Analizin Elektrik ve Manyetizma Kuramlarina Uygulanmasina
Ilisgkin Bir Deneme” yazmustir. Bu kitapgikta modern Green teoremine 6zdes bir teoremin
yaninda daha bir¢cok dnemli kavram 6rnegin bugiinkii anlamda fizikte kullanilan potansiyel
fonksiyon kavrami tanitiliyordu. Bernhard Riemann, bu fonksiyona "Green fonksiyon" adini

verdi (Nasser 2013).

Matematiksel anlamda Green fonksiyonlar: diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde yardimeci
olan fonksiyonlardir. Green fonksiyon metotlari, bir integral operator ile iliskili homojen
olmayan terim igeren (genellikle bir kaynak terim olarak adlandirilir) diferansiyel
denklemlerin ¢oziimiinii saglamaktadir. Hem kismi hem de tam diferansiyel denklemleri
¢ozmek i¢in kullanilabilmektedir. Green fonksiyon metodu homojen olmayan adi diferansiyel
denklemlerin sinir deger problemlerinde bir metod olarak diisiiniilmektedir. Green
fonksiyonlarmin ilging yonlerinden biri, ¢oziimiin ¢ok genel bir bicimde yazilmasini
saglamasidir. Bu yontemin sabitlerin de8isimi yonteminin bir genellestirilmesi oldugunu
sOyleyen matematik¢iler de vardir. Green fonksiyon bir sonlu fonksiyonla ya da sonsuz bir
seriyle cogu zaman da bir integralle temsil edilebilmektedir. Genel anlamda Green fonksiyonu
siir ya da baslangig degerleri verilen ¢ok ¢esitli tiirde adi ya da kismi tiirevli diferansiyel
denklemleri ¢6zmek i¢in kullanilan bir integral cekirdegi olarak kabul edilmektedir. Green
fonksiyonunun temelde Sturm Liouville operatoriiniin tersi oldugu diistiniilmektir. Matrisler
teorisinde bir matris denkleminin u ve f vektorler ve L bir tersi alinabilir kare matris olmak
iizere Lu = f denkleminin ¢dziimii u = L™f dir. Burada L™ ters matristir. Ters matris A = 0 ‘in
L’ nin 6zdegeri olmadigi durumda vardir veya L matrisinin determinantinin sifirdan farkli
olmasi durumunda vardir. Buradan hareketle Lu = f denkleminin ¢6ziimii benzer sekilde
u =L"1f seklinde yazilabilmektedir. Burada L™ operatorii L’nin ters operatdriidiir. L bir

diferansiyel operator oldugu igin onun ters operatoriiniin

L) = [) G(x, ) f(§)dE (2.3)
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formunda, g¢ekirdegi G olan bir integral operatér olmasi gerckmektedir. Matris teorisinden
hareketle 2 = 0 degeri L’ nin bir 6zdegeri olmadiginda tersinin mevcut olabildigini
gostermektedir. Diger bir deyisle Lu = 0 diferansiyel denkleminin asikar olmayan
¢ozlimlerinin olmadigi zaman tersi mevcuttur. Eger Lu = 0 denkleminin asikar olmayan
¢oziimleri varsa, L bire-bir doniisim olmaz ( u = 0 daima bir ¢6ziimdiir.) ve L™ mevcut
degildir.

Eger L diferansiyel operatoriiniin L™ ters operatorii mevcut ise (2.3) denkleminin cekirdek
fonksiyonu olan G (x, &) fonksiyonu L denklemine eslik eden Green fonksiyondur.Bu tanim

Green fonksiyonun matematiksel karakterini yansitir.
Burada Green fonksiyonun nasil elde edilecegi gosterilmektedir.
Asagidaki gibi verilmis bir SL sinir deger problemi olmak iizere:

Lu(x) =f(x) a<x<b
Biu(a) = qqu(a) + a,u’'(a) =0
Byu(b) = pyu(b) + Bou'(b) =0

4 = 0 degeri L operatoriiniin bir 6zdegeri olmadiginda L™ mevcuttur ve

b
(L-lf)(x>=:_f G(x, ) f©)de

denklemiyle elde edilmektedir. Burada

_u@u®
Gre)={ PEOWE '
' _w@uat
U pOWE

G(x, &), Green fonksiyon; u,, u, homojen denklemin ( Lu = 0) verilen sinir sartlarini saglayan
bagimsiz ¢oziimleri; W = w,u’, — u'ju, esitligi de u, ve u, nin Wronskiamidir. Green
fonksiyon yardimiyla homojen olmayan denklem ile sinir sartlarinin belirledigi SL-SDP nin

¢oziimi asagidaki u(x) fonksiyonudur:

13



b

u(x) = f GOx, E)F (€ de

a

Green Fonksiyonun Ozellikleri( Roach 1970)

Vi.

Vii.

Green fonksiyon x # & icin LG(x,¢) = 0 homojen denklemini saglar.

Yani bir [a, b] araliginda tanimli Ly = f(x) diferansiyel operatorii i¢in hem
G,(x,&) ve hem de G,;(&,x) igin

LG;(x,&) = 0yani LG;(x,&) = §(x — &) a<x<é

LG,(§,x) =0yani LG, (x,§) = 6(x —¢§) ;&<x<b

Green Fonksiyon simetriktir.

G(x, &) =G5, x)

G;(x,&)fonksiyonu x = a da smir kosulunu saglar. Benzer sekilde G;;(x, &) fonksiyonu
X = b de smir kosulunu saglar.

Green fonksiyonu [a, b] de siireklidir, 6zellikle de x = ¢ igin stireklidir.

limy,¢ G;(x, &) = lim,¢ Gy (x,§)

Green fonksiyon x = ¢ i¢in tiirevlenebilir degildir. Bu noktadaki tiirevin G'(¢%,&) —

G'(¢7,8€) = —% seklinde bir sigramasi vardir. Bu nedenle Green fonksiyon x = & de

kose noktasi olan stirekli bir egridir.

% bir siireksizlige sahiptir ve bu siireksizlik asagidaki gibi verilir:
X

G,  do,
| Il IR
dx X=¢& dx x=¢&

Green fonksiyon genel zorlama fonksiyonlari altinda ¢6ziim igin bir siiperpozisyon

(cakistirma) prensibi iiretir:

y(x) = f G(x, x")f (x"dx'

Teorem:Bir SL operatorii i¢in Green fonksiyonu Dirac delta yardimiyla tanimlanist:

Ly(x) = f(x) (2.4)

denklemini ¢6zmek igin G(X, t) Green fonksiyonu
LG(x,t) =6(x —t)
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seklinde tanimlanir. Eger y(x) fonksiyonu

() = j G, Of (O)dt

seklinde tanimlanirsa (2.4) denkleminin elde edilecegini gostermek gerekmektedir.

Ispat: y(x) = [ G(x,t)f(t)dt esitligi Ly(x) de yerine yazilir.

Ly(x) = Lf G(x, t)f(t)dt

Integral alma ile diferansiyel yer degistirilirse;

= fLG(x, t)f (t)dt

Simdi integral altinda LG (x,t) = §(x — t) yazilirsa,

Ly(x) = fS(x —t)f(t)dt

Dirac delta fonksiyonunun [ §(x — t)f (t)dt = f(x) 6zelligi kullanilirsa,

Ly(x) = f(x) bulunur.

Ornek 1 (Logan 1997):

u"(x) = f(x) denkleminin 0 < x < 1 icin Green fonksiyonu:

Coziim:

Homojen denklem u'',;(x) =0 olur. Homojen kismin ¢6ziimii i¢in iki kez integral
alindiginda c; + ¢, X bulunur. Sabitlerin degisimi yontemi ile:

u(x) = ¢ (x) + c(x)x

15



olur. Tiirev alinirsa:

w'p(x) = ¢y (x) + c'2(0)x + 5 (x)

u;(x) = ¢, olmasi kosulu geregi;

c'i(x)+c',(x)x =0 (2.5)
dir. Ikinci tiirev almnir, orjinal denklem kullanilir:

uix)=c,=f

olur. integral alinarak

mm=jﬂw@
0

bulunur. Bu ifadeyi (2.5) esitliginde yerine konulup gereken islemleri yapilir:

1
qm=jﬁ@w

bulunur. c¢; ve ¢, kullanilarak u; (x) olusturulur:

1

w@=£ﬁ@@+]ﬁ@@=£ﬂmﬁ@@

Bu gosterimde G fonksiyonu

x; 0<y<x

G(x’y):{y; x<y<l1

seklinde tanimlanir ve bir Green fonksiyon 6rnegidir.
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Ornek 2 (Logan 1997):

—u""(x) = f(x) , 0<x<1;u(0)=u(l)=0 olmak iizere sinir deger probleminin

¢ozlimiinii veren Green fonksiyonun bulunusu:

Once Lu = 0 denkleminin ¢dziimii

ux)=ax+Db

dir (a ve b sabitler).

u(0) = 0 sartin1 saglayan u;(x) = ax olur.

u(t) =at veu;(x) =a

u(1) = 0 sartin1 saglayan U,(x) = b olur.

u(t) =bveuy(x) =0

p = 1 ve Wronskian W = -ab olur.

x<ti¢in G,(x,t) = % = —x
X>ticin G,(x,t) = f—:; =—t

Green fonksiyon asagidaki sekilde bulunur.

—t; 0<t<x
—x; x<t<l1

G(x,t) = {

17



2.6 GREEN FONKSIYONUN FiZiKSEL YORUMU

George Green, elektrik ve magnetizma konularin1 matematiksel kuramlarla arastirip bir teori
olusturan ilk kisidir. Onun teorisi James Clerk Maxwell, William Thomson ve diger bilim

adamlarinin ¢alismalarina temel olusturmaktadir.

Green fonksiyonunun fiziksel yorumu i¢in SL-SDP nin ¢6ziimii olan asagidaki integral goz

Oniine alinirsa:

b
y(x) = f GOx, E)f (£)dE

ifadesini bireysel kaynak nokta etkilerinin bir toplami veya integrali olarak diisiiniiliir. Burada
f (&) her bir kuvveti, G(x,¢) fonksiyonuda ¢ de yerlesmis birim nokta kaynaginin bir X

deki etkisini tanimlar.

Bunu bir fiziksel 6rnekle agiklamak i¢in ug noktalari X = 0 ve x = L olan horizantal elastik bir

yayda dalga denklemini ele alinirsa:

Eger y(x, t) capraz kiiciik dikey yer degistirmeyi temsil ederse, diisey yondeki yer ¢cekimi de
dahil edilirse, xe [O,L] , y(0) = y(L) = 0 igin asagidaki denklem elde edilir:

Tazy 0%y
axz M9 T Hoe

Burada T yaydaki sabit gerilme ve u ise birim uzunluktaki kiitle yogunlugudur ve X degistikge
degisir. x = ¢ de noktasal yik durumunda kiitle yogunlugu p(x) = mé(x — &) olur ve

kararlt durum denklemi asagidaki gibi olur:

0%y _mg

2z - 0(x—%)

18



Bu yazilista sol taraf bir 6z-eslenik operatoriidiir. G (x, &) seklindeki Green fonksiyonu

G(0,§)=G(L¢§) =0
sinir sartlari ile

2

G
>z =0(x—9%)

x2
sartin1 saglamalidir. Bu sartlar1 saglayan Green fonksiyon asagidaki sekilde ifade edilir:

x(§—-L)

GO = e 1y
T ;E<XSL

0<x<¢

Diger bir 6rnek olarak elektrodinamikte Poisson denkleminin ¢éziimiinii ararken:

V20 (F) = —@
0

ya da onun homojen versiyonu olan Laplace denklemini ¢6zerken Green fonksiyonu hacim

ve yiizey integrallerinden elektrostatik potansiyeli belirlenmesine olanak tanimaktadir:

d(r) =
) 4rme,

f d3r'p(r)G(r,r")

14

Bu genel form 1,2 ya da 3 boyutlu olarak kullanilabilir. Genel olarak Green fonksiyonlari
uygun siir kosullarin1 saglamak igin insa edilir. Bazi durumlarda dogru sinir kosullarini
saglayan Green fonksiyonu yazmak zor ya da uygunsuz olabilmektedir. Bu durumlarda
yukaridaki genel form kullanilir. Once Possion denkleminin bir ¢oziimii elde eldilir. Sonra
cozlimlerin uygun dogrusal kombinasyonlar1 sinir degerlerini ayarlamak i¢in Laplace

denklemine eklenir.
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2.7 HOMOJEN OLMAYAN SINIR SARTLARI iCIN GREEN FONKSIYONLARI

Homojen olmayan sinir sartlar1 i¢in Green fonksiyonlarin insasinda asagidaki asamalar

uygulanir:

i. Ly = 0 homojen denklemin verilen sinir sartlarint saglayan ¢,(x)gibi her hangi bir 6zel
¢Ozlimii bulunur. Bu asama kolaylikla ¢oziiliir ¢iinkii istenen genel bir ¢oziim degil 6zel bir
¢Ozimdiir.

iIi. L diferansiyel operatorii dogrusal oldugundan Ly(x) = f(x) denkleminin homojen olmayan

sinir sartlarina uyan genel ¢oziimii @, (x) e bagl olarak asagidaki gibi verilir:
b
fO) =0+ [, GG, f ()dE (2.6)
Teorem 2.7.1 (Nasser 2013): Ly(x) = f(x) homojen olmayan denklemin ¢6ziimii
b
e =0+ [ G OIEE
a

ile verilir. Burada ¢, fonksiyonu L@,(x) =0 ve LG(x,¢&) = &(x — &) denklemlerinin

ikisinin de ¢oztimiidiir.
Ispat:
b
FE =0+ [ G OI@E

denkleminin her iki yaninda diferansiyel operatorii uygulanir:

b
LF) = Lo + f G(x, E)f (©)de

b
Ly() = 0+ f [6Cx, O (€)de
Ly(o) = £(x)
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Ornek 3 (Nasser 2013):

—y" —y = f(x) denkleminin [0, 1] araliginda y(0) =0 ve y(1) = 1 sinir sartlarinda ¢6ziimii:
Once —y” —y =0 homojen denkleminin sinir sartlarini saglayan ¢oziimii bulunur. Bu
denklemin homojen kisminin genel ¢dziimii y= C1€08X +Cpsinx dir. Ikinci olarak bu genel
¢Oziimiiniin sinir sartlarin1 saglayan bir ¢oziimii bulunur. Sinir sartlarin1 uygularsak X = 0 i¢in
ci= 0 olur. x = 1 ig¢in ve ¢, = 1/sinl bulunur. O zaman sinir sartlarin1 saglayan ¢oziim:

@o(x) = sinx/sinl

Buna bagli olarak genel ¢6ziim (2.6) yardimiyla asagidaki gibi ifade edilir:

v =2+ | G oF©ads
0

2.8 OZDEGER FONKSiYON SERiSi OLARAK GREEN FONKSiYONU
¢, (x) bir 6zdeger fonksiyon ve A, 6zdeger olmak iizere Sturm-Liouville operatdrii:

Loy (x) = Anpp(x)

dir. Green fonksiyonunun 6zdeger fonksiyonlar tiiriinden yazilist:

60,0 = ) en(Ogn(x)

n

Burada ¢,(x) fonksiyonlar1 ortogonal 6zdeger fonksiyonlardir ve c,(x) bilinmeyen

fonksiyon olup bulunacaktir.
LG(x,t) =6(x —t)

Denkleminde G’ yi yerine konulursa;
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LY a®n() = ) cnlO)ly(0)

EEDEWHGYRNEY

n

Her iki taraf ¢ *,, (x) ile ¢arpilir, X’e gore integre edilirse:

[ #n@6G= 0t = Y 0@ [ Bin) )

Bn(® = D (D AnBum

n

P (t) = cm() Ay

bulunur. Bunun sonucunda

Cm(t) = d)il:f)
veya
Cn ) = ¢iit)

elde edilir. Sonug olarak
N\ POy (x)
G(X, t) = Z T
n

seklinde 6zdeger fonksiyonlarinin agilimi olarak Green fonksiyon bulunur.
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BOLUM 3
STURM-LIOUVILLE PROBLEMININ TANITIMI VE OZELLIiKLERIi
3.1 STURM-LIOUVILLE DiFERANSIYEL DENKLEMIi

Lineer ikinci dereceden bir diferansiyel denklem :
A EZ+ B2+ Cx)y + D)y = 0 (3.1)

Bu yazilista A sinir kosullarinin belirledigi bir parametre, A(X) pozitif siirekli bir fonksiyon

olsun. Denklem A(X) ile boliiniirse;

d?x dy r
=t b(x) Fo c(x)y+Ad(x)y=0 (3.2)
Bu yazilista
—B®™ —t® —D&® g
b(x) = 100’ c(x) = 100 d(x) = 10 dir.

Bir p(x) integral carpani asagidaki gibi tanimlanir;

p(x) = exp { j b(f)df}

(3.2) denklemi p(x) ile ¢arpilarak asagidaki denklem bulunur:

P) L2+ p(IbN) L + p(W)c(x)y + @)y = 0 (3.3)
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dp(x) _i fxb(f)df _ fxb(f)dfi j‘c B
dx  dx (e ) =€ dx b(&)d¢ | = p(x)b(x)

Ve

2

d d d
—lpe 2| =@ 2+ pebe2

oldugundan (3.3) denklemini q(x) = p(x)c(x) ve r(x) = p(x)d(x) olmak iizere asagidaki

sekilde yazilir:

d d

L@ 2] +q@y + @)y =0 (34)
Bu denklem Sturm-Liouville denklemi (SL denklemi) olarak bilinir. 2 belirlenmediginden
temel olarak SL diferansiyel denklemi bir 6zdeger problemidir. Denklemin ¢6ziimii A Ve y’ nin
bulunmasini gerektirir.

Bazi Onemli Denklemlerin Sturm-Lioville Denklemi Olarak Yazilmasi

i. Legendre Polinomlar: (Courant ve Hilbert1966)

Asagidaki Legendre denklemi ele alinirsa:

(1—x2)y" —2xy"+ Ay =0

co(x) =1—x2%, ¢;(x) = —2x vec'y(x) = —2x oldugundan bu denklem SL formuna

dontigebilir. Agirlik fonksiyonu p(x) bulunur:

c1(%) 1 _—2X
effo(x)dx = ( )ef|1—x2|dx

p(x) = 1= 27]

|co ()]
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1
11— x?|

p(x) = elnli-x*| = ( )ll —x% =1

|1 — x?|

p(x) = 1 olarak bulunur. Bunu kullanarak SL denklemi asagidaki gibi yazilir:

i[a —xz)d—y] +y =0

dx dx

ii. Laguerre Polinomlar: (Chakrabarti 1996)
Asagidaki Laguerre denklemi diisiiniiliirse:
xy"+ (1 -x)y'—Ay=0

o) =x,c,(x) =0 —-x)vec'y(x) =1

c’'o(x) # ¢;(x) oldugundan Laguerre denklemi SL formunda degildir. Bu nedenle Agirhik

fonksiyonu p(x) bulunmalidir:

c1(x) -x
0 - S (1) 7

lco () |x|
1 1 1 1
— f(;—l)dx — ( ) f;dx f —dx
p(x) —lxle _|x| e .e

p(x) = iel’”x'.e_x = e™*

|x]
Laguerre denklemi p(x) = e~* ile carpilir:
xe*y"+ (1 —-x)e ¥y ' —de™*y =0
co(x) =xe*vecy(x) =1 —x)e™ =¢;(x)
olduguna dikkat edilerek SL denklemi asagidaki gibi elde edilir:
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d
— [xe‘x

dy x
dx x] —AeTy =0

dx
iii. Hermite Polinomlar1 (Sharma ve Gupta 2010)
Asagidaki Hermite denklemi géz 6niine alinirsa:
y'=2xy'+2y=0

Yukaridaki denklemde

cox) =1vecy(x) =0,c,(x) = —2x

olmak tizere c¢’((x) # c;(x) oldugundan Hermite denklemi SL formunda degildir. Bu nedenle

Agirlik fonksiyonu p(x) bulunur:

1 fcl_(x)dx 1 f_—zxd
x) = e’ o :(—)e 1 &
PO = ol i

p(x) = e—2[xdx — p—x?
Verilen Hermite denklemi p(x) = e™*” ile carpilirsa:
e‘xzy” - 2xe‘x2y’ + Z)le_xzy =0

elde edilir. Denklemin SL formunda yazilis1 asagidaki gibi olur:

d

dy

—x2 —x2. _
il e =
dx [xe dx] +2de™y =0

iv. Kanisik Hipergeometrik Denklem (Andrews ve Askey 1999)

S6z konusu denklem asagidaki gibidir:
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xy"'+(z—x)y ' —y=0

denklemde

co(x) =xvec,(x)=1,¢,(x) = (z—x) dir.

Verilen denklemde c’y(x) # ¢;(x) oldugundan bu denklem SL formunda degildir. Bu

nedenle Agirlik fonksiyonu p(X) :

1 c1(x) 1 z-x 1 z
p(x) = el et ™ ( )ede" = (—) e GDax

o (%) ) x|

L zrdax ,-f1ax _ 1

= — - zlnlxl_ -x
p(x) ] e ] e e
PO = = [x|7e
||
p(x) = |x|?~te™* seklinde diizenlenir. p(x) ile sozkonusu denklem ¢arpilirsa:

x|x|?7te™*y" + (z — x)|x|?" e ™y — Ax|?le™*y =0
Bu yazilista :

Co(x) = x|x|?71e™™

¢ (®) =@z -0)|x["e™ =cHh(x)

S6z konusu denklemin SL formunda yazilisi asagidaki gibidir:

d dy
z-1,—x z—-1,—x —
Tx [xlxl e _dx] + Ax|*te™ y=0
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V. Chebyshev Polinomlari(Birkhoff ve Rota 1989)

Ornek bir Chebyshev denklemi asagidaki gibidir:

(1-x)y" —xy' =4y =0

Benzer sekilde :

co(x) = (1 —x2) vec;(x) = —x vecy(x) =—2xvec y(x) # c;(x) oldugundan bu

denklem bir SL formunda denklem degildir.

1 [y 1 [ ax
(x) = e’ o = (—) e’1-x2
P = el 1= %]

Yazilip p(x) = olarak bulunur. Chebyshev denklemi p(x) ile ¢arpilir:

J—

X

cex)=(1 —xz)% ve ¢;(x) = ~ i

= ¢’ (x) bulunur. Chebyshev denklemi SL

formunda asagidaki gibi yazilir:

AN

1—x2

Ornek 4: Hidrojen Atomu(Adkins 2014)

Erwin Schrodinger (1887-1961) bir Planck &lgeginde (i), karsilastirilabilir pargaciklarim

durumunu modellemek i¢in asagidaki gibi bir denklem olusturdu:

Ho = (—h—2A+V(x D)d(x, t) = |h—¢(x t)

Burada m pargaciklarin kiitlesi ve V(x,t) sistemin potansiyelidir. Par¢aciklarin hidrojen atomu

olma durumunda R®te bir eloktrostatik potansiyel sézkonusudur:
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1
V(xt) =V ()= ﬁ
0

Burada 0,€,€ R dir. Denklemin ¢éziimii degiskenlerine ayrilabilir ¢( x,t) = (X )e(t)
olarak diisliniiliir. Boyle bir varsayim ile, ¢ok parametreli denklem tek parametreli denkleme
ayrilir, boylece bir kismi tiirevli diferansiyel denklem agagidaki gibi iki adi diferansiyel

denkleme indirgenir:

de .
— =—ide(t
p o(t)

(—;—A+V(|x|))w(x)=zw(x)
m

Burada 1 bir spektral degiskendir. Alttaki denklem zamandan bagimsiz Schrondinger
denklemi olarak adlandirilir. V(x,t) =V(X) Problemin ¢6ziimii igin ikinci denklem dikkate

aliir. Potansiyelin radyal simetrisi nedeniyle degiskenler tekrar ayrilir:
w(x)=R(NY(O,9)
Ayn1 yontemle, kiiresel Laplacian't genisletmek, denklemleri bir kez daha ayirmayi saglar:

2
i(rzd_R 2mr

3 (F )+ (VD= DR(r) = L+ 1R(r)

o , . oY 1 0% .
—(sin@ —) + —=—l(/+1)sIn@Y(6,%
( 69) sin @ 0.9° ( ) ( )

Literatiir ile tutarli olmak i¢in ayirma sabiti /(¢ +1) e C olarak secilir. Sonu¢ olarak problem

iki tane Sturm-Liouville denkleminin ¢6ziimiine indirgenmistir. A¢isal denklemin Legendre
polinomlarindan kaynaklanan ¢oziimlere sahip oldugu ortaya ¢ikar. Radyal denklem, kiiresel
Bessel ve Neumann fonksiyonlar1 bigiminde ¢6ziimlere sahiptir. A 6zdegeri, enerji 6zdegeri

olarak adlandirilir ve genellikle E harfi ile gosterilir.
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3.2 STURM-LIOUVILLE SINIR DEGER PROBLEM TURLERI
a) Regular Sturm-Liouville Sinir Deger Problemi

p(a) # 0, p(b) £ 0 ve p(X), q(X), r(x) siirekli fonksiyonlar olmak tizere

d d
—lp@ 2|+ ay + arey = o

ile verilen Sturm-Liouville denklemi

1) = oo 2] + 4oy
dx dx
ile gosterilen SL operatorii kullanilarak
Lyl = ar(x)y
seklinde ifade edilir. Bu denklem ve bu denkleme eslik eden
oy (@)togy'(a) =0
ve
Py (b)+pay'(b) = 0

sinir sartlari verilirse Regular Sturm-Liouville Sinir Deger Problemi (RSL-SDP) olusturulmus

olur.
Yani :

a2+ a,? #0

B+ B> #0
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p>0,r>0vep,(q,rkapal bir [a, b] tizerinde siirekli fonksiyonlar olmak iizere RSL-
SDP:

Lly] = Ar(x)y
ay(a) + ayy'(a) =0,
By (b) + B,y'(b) =0

Problemin(sistemin) ¢6ziimiinde amag¢ y; seklinde bir asikar olamayan ¢6ziimiin var olmasi
icin A’ nin tiim 6zdegerlerini bulmaktir. Burada y, ve onun tiirevlerinin kapali [a, b] aralig
tizerinde siirekli oldugu kabul edilir ki bu ayn1 zamanda sinirli olmalar1 anlamina da gelir.
Smir deger problemi bir 6zdeger problemidir. Bu nedenle A degerine y,; asikar olmayan
¢oziimiine karsilik gelen 6zdeger denir. 4 0Ozdegeri SL operatoriinden asagidaki gibi elde

edilir:

r(x) I [p( )—]+q(x)y}

Denklemi ve smir kosullarini saglayan agikar olmayan ¢oziimler 6zfonksiyon adini alir. Bu

nedenle, Sturm-Liouville probleminin, fonksiyon alani igin tiim ortogonal taban kiimelerinden

gelen 6zfonksiyonu, agirlik fonksiyonunun r(x) oldugu durumdur.

b) Singular Sturm-Liouville Simir Deger Problemi

Asagidaki durumlardan biri varsa

I. [a,b] “de r>0ve(a,b)iizerinde p> 0 olmak iizere ya p(a) =0veya p(b) =0 yada
p(@) =p(b) =0 ise

ii. Yada (a,b) sinirsiz bir aralik ise

Lly] + Ar(x)y =0

denklemi singular olarak adlandirilir ve SSL-SDP olarak gosterilir.
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c) Periyodik Sturm-Liouville Simir Deger Problemi

Bir [a, b] tizerinde p(a) = p(b), p> 0, r>0 ve p, q, r siirekli fonksiyonlar olmak tizere

y(@@) =y(b), y'(a) = y'(b) sinir sartlariyla verilen

Lyl + Ar(x)y =0

denklemi periyodik olarak adlandirilir ve PSL-SDP olarak kisaltilir.

3.3 STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERI ICIN GREEN FONKSIYONLARI

L[y] = Ar(x)y seklinde verilen bir Sturm-Liouville diferansiyel denklemi igin Green

fonksiyonu asagidaki denklemin ¢6ziimii olan G(X, s) fonksiyonudur:

d| . dG
—|peoZ|+ 906 + 6 = 56 - 9)

SL denklemi ile verilen sinir sartlarinin beraberce olusturduklari sinir deger problemi i¢in

Green fonksiyonun belirlenmesinde bir yontem asagidaki gibidir:

Her x € [ a, b] i¢in
Llyl = f(x)

a;y(a) + azy’(a) =0
b;y(b) + byy'(b) = 0

Seklinde verilen homojen olmayan SL-SDP i¢in:

Oyle bir G (x, &) fonksiyonu belirlenmeli ki SL-SDP’nin genel ¢dziimii

y(0) = [ G(x,5)f (s)ds (3.5)

seklinde bir integral alinarak bulunabilir. Bunu saglayan fonksiyon Green fonksiyon olarak
adlandirilir. Green fonksiyonun tanimlamasi problemin ¢dzliimiinde biiyiik kolaylik getirir.

Ciinkii Green fonksiyon sayesinde SL —SDP’nin (denklem sistemi) ¢oziilmesi isi sadece bir
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tek integralin (3.5) ¢ozlimiiniin bulunmasi isine indirgenmistir. Béyle bir fonksiyonu bulmak

icin agsagidaki ozellikleri saglayan G(x,s) seklindeki fonksiyonu arastirilir:

I [% (p(s) %) - q(s)] G(x,s) =0, s # x olmak lizere Vse[a, b]
ii. alG(x,a)+a2§G(x,s)S_a =0

0
. bG(x,b)+b, EG(X’S)S=D =0

iv.limg, G(x,s) — limg,, G(x,5) =0

. a . F 1
V. limy e, —=G(x,s) = limg,, —G(x,8) = — )

i-v denklemlerini saglayan bir G(X, s) fonksiyonunun

b
y(x) = f G (x,5)f (s)ds

icine konulmasiyla elde edilen y(x)fonksiyonu SL-SDP sisteminin ¢6ziimii olur.
Problemin ¢oziimiinde (i), (ii) ve (iii) denklemlerinin ¢6ziimiinii saglayan bir fonksiyon

insa etmek goreceli olarak daha kolaydir. Genel olarak homojen olan dogrusal adi diferansiyel

denklem ve genel ¢coziimii asagidaki gibi verilir:
d dy
s (P(S) g) —q(s)y=0

y(s) = cayi(s) + Caya(s)

Bu y(s) genel ¢dziime birinci sinir sart1 a;y(a) + a,y'(a) = 0 uygulanarak y(s) ¢éziimii 1-

boyutlu olarak asagidaki sekilde elde edilir:

y(s) = cius(s)

Benzer sekilde
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biy(b) + byy'(b) =0

sinir sartini saglayan genel ¢oziim,

uy(s) = bz()’z(b) +¥'2(b)) y1(s) — by (y1(b) + y'1(b))yZ(5)

olmak iizere agsagidaki gibidir:

y(s) = cuy(s)

c1(X) ve cy(x) parametresinin fonksiyonlari olarak kabul edilerek Green fonksiyonu insa

edilir:

ccXu(s); a<s<x
c,(X)uy(s) ;x<s<b

G(x,s) = {
G fonksiyonunun (iv) ve (v) sartlarini saglamasi gerekir. G fonksiyonuna bu sartlar

uygulanirsa asagidaki denklem sistemi elde edilir:

€1 (X)ul (S) —Cy (X)uz (S) =0
c1 (U1 (s) — c;(X)u',(s) = __1

p(x)

Bu denklem sistemi c; ve ¢, ye gore ¢oziilerek :

(x) = Uz (%)
A= D OW uy, uy] (%)
Cy x) = ul(X)

POW [y, uz] (%)

Burada Wu,, u,](x) = uyu’', — uyu’y olarak kisaltilmistir ve Wronskian olarak adlandirilir.

Bu esitlikler G de yerine konularak Green fonksiyon elde edilir :
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ul(s)uz(X) . -
POWuy, u](x) - &=
ul(X)uz(S) .
P OW g, us100) *° Sx<s<b

s<x<b

G(x,s) =

Green fonksiyon i-v sartlarinin tiimiinii saglayacaktir.

G(X, s) fonksiyonu sadelestirilip bir integral olarak gosterilir. u; ve u; homojen denklemi

de saglayacagi i¢in :

d d du, d duy
— (pCWlr, 0,1) = = (0 (0 2) = - (pew 2

du,

d
= UL (W59 + 10— (P T2) ()

d du,
~ PO 00U (9 — 1 () — (P ) @)

= —q ()1 (DU, () + (U P (x) = 0
Bu nedenle;

p(X)W[Ul,UZ] =A

seklinde bir sabittir.

Bu degerler G(x, s) de yerine konulur :

u1(5)1;i2(x); <s<x<bh
G(x,s) =
(x,5) u; (X u,(s) ) <s<bh
A T -
ve
w (Nua(s) <s<b
A T -
G(s,x) = e
% jass<x<b
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bulunur (Parnell 2013). Buradan G fonksiyonunun x ve s i¢in simetrik oldugu yani G(X, s) =
G(s, x) oldugu elde edilir. Bu sonug y(x) fonksiyonunun bir belirli integralle ifade edilmesini

saglar:

b

or f G(x,$)f (s)ds

a

Bu integral verilen SL-SDP nin ¢oziimiidir ve y(x) fonksiyonunun verilen SL-SDP nin

¢Ozlimii oldugu yerine konarak ispatlanir:

b x b
y(x) = fG(x,s)f(s)ds = fG(x,s)f(s)ds+ fG(x,s)f(s)ds
y0) = 4 [ (ua0df (s)ds + 4 [ G ()ds

Bu esitligin diferansiyeli alimir’;

X

, 1 s=x_ 1 ,
y'(x) = k! (s)uz () f ()] +t7 f uy (SHu',(x) f(s)ds

a
b

1 1
FUOUEO] |+ [ V0w eds

X

1 1
Y () = 21 (0 00f () = 5 1 (0 (O ()

17 17
+3 [ m@W,00r@ds + 5 [ Wi 00w 6)ds
Sonug olarak
17 17
y'(x) = f s (U, (O (5)ds + f W (O (8)f (5)ds (3.6)

! Integral altinda tiirev alma kurali uygulanirsa

%fcxf(x,s)ds= F(x,s)|,_, + fxa—p(x s)ds = F(x,x) + f (x s)ds
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Ikinci kez diferansiyel alinirsa;

1 — 1 ! S = x_ 1 !
Y0 = 2w (uXf ()] w1 U f ()] _

C, f uy @ (s)ds + A fb uy(f (5)ds
Y () = 7 (s (U309 — 'y (0w () ()
+ “”il(x) fx w, () (s)ds + ”Hil(x) f uy(5)f (5)ds
() = el gy 200 f uy @ (s)ds + 2 f u(f (s)ds
Veya pOOW [us, Us] (x) = A esitlisi kullanilarak;
y" () = 29 4 28 Xy, ()f()ds + 222 [P u, () ds (37)

SL operatorii:

d d d? d
L=—[p60 | - 460 = peI 15+ P9 3~ a0

SL diferansiyel operatoriinii esitligin sag tarafina uygulanir, (3.6) ile (3.7) esitlikleri

kullanilarak;

Llyl = p()y" (x) + ' (x)y'(x) — q(x)y(x)

p(x)u” (x)

Lyl = F () +

b
PO [ s

J u, (s)f(s)ds +

a

x b
+%fc) j wp (', (x)f (s)ds + % u'1 (uz(s)f (s)ds

X
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q()
A

a

u; (s)u, (x)f(s)ds + — j u; (x)u, (s)f(s)ds

X

1
= f) 47 [pCu”2 (0 +p"(Du'5 () — g()uz ()] Jul (s)f (s)ds

a
b

[pCOu"1(x) +p' ()u'1 (x) — q(x)u,y (x)] f uy(s)f (s)ds

P

.’LI»—\

X b
L[u, Llw,
- el [w@reads + ) [w©reds + @

Lly] =040+ f(x)

Lyl = f(x)

bulunur. O halde i-v sartlariyla tanimli

b
() = j G (x,$)f (s)ds

fonksiyonu homojen olmayan SL-SDP nin ¢éziimiidiir.
Ozet:

Her x € [ a,b] icin

Llyl+f(x) =0

a;y(a) + ay'(a) =0

biy(b) + byy'(b) =0

Sinir deger probleminin ¢oziimii

b
() = f G(x,)f (s)ds
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seklindedir. Burada G(x, s) ile verilen Green fonksiyonu:

pCOW [ug, uz](x)

U (x)u4 () .
6(x,5) = {POOW I 1l () 0<x<s
L ()i () ;s<x<b

seklinde tanimlanir. Bu yazilista u,(s) ve u,(s) ifadeleri Ly = 0 denkleminin dogrusal

bagimsiz ¢oziimleridir ve denklemle verilen sartlar1 saglar.

Ornek 5: y'" —y = f(x), y(0) = y(1) = 0 seklinde verilen SL —~SDP’nin ¢oziimii(Parnell
2013):

Homojen denklemin ¢oziimii {e*,e ™™} dir. Buna denk olarak {cosh(x),sinh(x)}

kullanilabilir. sinh(x) fonksiyonu y(0) = O sartin1 saglar ve sinh(x-1) fonksiyonu da y(1) = 0

sartin1 saglar. Bu iki homojen ¢oziimiin Wronskiani:

sinh (x) sinh(x—1)
cosh (x) cosh(x—1

W(x) =
W (x) = sinh(x) cosh(x — 1) — cosh(x) sinh (x — 1)
W (x) = sinh (1)

O halde bu problemin Green fonksiyonu:

(sinh(x)sinh(§ — 1)

. _! sinh (1) O=xst
x8) = sinh(x — 1)sinh§ <x<1
L sinh (1) PobExs

Problemin ¢6ziimii olan y fonksiyonu ise asagidaki gibi olur:

X 1
) sinh (x)
~ sinh (1) ) sinh()f (§)dg + sinh (1)

sinh(§ —1)f (§)d¢
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Ornek 6 (Logan 1997):

;—;y(x) = —e % denklemininy(0) =y'(1) =0 kosullarinda Green fonksiyon

yardimiyla ¢oziimii:

Direk metod kullanilirsa: i1k asama Homojen kismin L(X)y(X) = 0 genel ¢dziimiinii bulmaktir.

2
Bunun igin %y(x) = 0 yazip y(x) = cx + d bulunur.

Bu ¢ozim L(x)G(x,&) =0 denkleminde yerine konulup iki bolge igin tanimli Green

fonksiyon drnegin asagidaki gibi yazilabilir:

_(G(x,8)=cx+dy; as<x<é
G(x'f)_{G:,(x,E)zczx+dz; E<x<bh

Homojen olmayan denklem L(x)G(x,¢) = §(x — &) seklinde tamimlanabilir. Bu asamada

sinir sartlar1 kullanilir:
y(x) = cx + d i¢in y(0) = y'(1) = 0 kullanilirsa,
d, =0 vec, =0 olur. O zaman

_(cx; 0=sx<¢
G("’f)‘{dz; F<x<1

Ardindan Green fonksiyonun siirekliligi kullanilir:

x = & noktasinda ;& = d, olmalidir.

dG,

imdi a6,
Ve simdi de x=f "

™ =1 siireksizligini kullanilir:

x=£&

ci—0=1vec; =1

bulunur.
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c,& = d, esitliginde ¢; = 1 yazarilip & = d, bulunur.

Son agama olarak Green fonksiyonu yeniden yazilir:

GI (.'X', S;)
G (x, &)

0<x<¢

X;
G(x’€)={ £; &<x<1

Asagidaki integral hesaplanir:

b X b
yor j G(t,0f (O)dt = j G, (6, )f (©)dt + j G (e, )f (D)t

a a X

Problemin f(x) = —e™%* seklindeki ikinci yan1 ve yukaridaki Green fonksiyon tanimi

kullanilip y(x) esitligi yeniden yazilirsa:

X e—ax e—a 1

a? a a?

1
te‘atdt+xf e ¥dt = —
X

v = | et = [

Verilen denklemin sinir sartlarint saglayan ¢ozimii:

e eT@ 1
x) = — e
y(x) pz s

Ornek 7: Bessel fonksiyonunun Green fonksiyonu(Gwaiz2008)

2 4%y

x —
dx?

+ x% + (k%?x? —n?)y = f(x) seklindeki Bessel fonksiyonunun y(0) = sonlu ve

y(a) = 0 smir kosullarinda Green fonksiyon yardimiyla ¢6ziimii:

Bessel denklemini Sturm-Liouville formuna ¢evrilip ¢dziim arandiginda:

d .4y 2, M\, _f® .
LD+ (kx-T)y =12,

X

Bu yazilista p(x) = x dir. Green fonksiyonun G,,(x, &) formunda yukaridaki denklem igin

yazilist:
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1 Jn(kx) + ¢, N, (kx) gibi bir genel ¢6ziim ile Green fonksiyon:

n_ (dyJo(kx) + dyNp(kx); 0<x<¢
GOox) = {cljn(kx) +c,Ny(kx) ; é<x<a

Sinir kosullari kullanilir: y(0) = sonlu esitliginden d, = 0 ve u(x) = J,(kx),

siir sartindan ¢, J, (ka) + ¢, N, (ka) = 0 bulunur.

Bu ifade c,’ ye gore ¢oziiliir:

]n(ka)

_ In(kx)Ny (ka)—Jn(ka)Ny (kx)
27 Npka)

———c; ve V(X) = N Gka)

u(x) ve v(x) in bilinmesiyle
W) =uv' —u'v
kullanilir ve Wronskian elde edilir.

Bunu yapmak i¢in 6rnegin x — 0 gibi bir uygun nokta segilir.

_ 1 kx .
tim J;, (kx) = — ()",

— |
lim N, (k) - ("n )< ok
R (7))
W) =uv' —u'v= ~ N, (ka) (W], (kx) , Ny (kx)])

_Jn(ka) 2
" N,(ka) ‘m -~
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2

p(§) = ¢ oldugundan 4 = W(§p() = — 25 (%

Ny (ka)

)$
bulunur. Bunun sonucunda Green fonksiyon asagidaki gibi yazilir:

E]n (k f)Nn (ka) - ]n (ka)Nn (kf)

Jnlkx); 0<x<é&

G(x,x) = 2 N,,(ka)
’ T[]n(k x)Nn(ka) _]n(ka)Nn(kx) .
kz Nn(ka) ]n(kf) ) f <x=<a

a X a

y0) = [ Genr@de = [ 6 0f@de+ [ Gue0f @
0 0 x

integraliyle Bessel fonksiyonunun ¢éziimii bulunur.

> =

Ornek 8: ZZTy x? denkleminin y(0) = y(1) =0 smir sartlariyla Green fonksiyon

yardimiyla ¢oziimii(Boyce ve DiPrima. 2001):

Once homojen kismin ¢dziimii igin iki kez integral alarak y(x) = Ax + B bulunur. Sinir

sartlar1 kullanilir, sabitleri belirlenir:
y1(0) = 0 igin B =0 bulunur.
Buradan y, (x) = x bulunur.

y,(1) =0iciny,(1)=0=A+B
Yani

B =-A bulunur.

A= -1 keyfi olarak alinirsa

y2(x) =1—x olur.
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Denklemde p(x) = 1 oldugundan
pOW(x) = y;(®)y,(x) -y, (0y,®) =x(-1) -1(1—-x) = -1
p(x)W (x) = —1 konularak Green fonksiyon asagidaki gibi yazilir:

(¢l -x); 0<¢é=<x
G(x'f)_{—x(l—f) ;o x< é<1

Green fonksiyonun homojen denklemin sinir sartlarini saglamasi gerekir. Bu nedenle alt
parcada G(0,§) =0 ve st parcada G(1,&) =0 olur. Denklemin ¢oziimiiniin Green
fonksiyona bagli yazilist:

1 1
ﬂw=f6&£VGM§ﬁfG&£U@ﬁﬂ
0 0
X 1
=—j'a1—x)8df—j x(1 - €)E2d¢
0 X
X 1
= —(1-— 3d _ 2 _ 3 d
( @Lf 3 yL@ £7)ds
= —%(1 —)x* —%x +%x(4x3 — 3x%)

— 1 4
y(x) = 12 (x* —x)
Ornek 9(Parnell 2013):

Asagidaki sinir deger probleminin Green fonsiyonu:

2

d
=@, y© =a,y1)=b

Once homojen denklemi ¢oziiliir. Onceki 6rnekte homojen denklem ¢oziilmiistii, Green

fonksiyon:
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Gl(x;f)=C1X+d1; 0S.x<$
Gy(x, &) =cx+d,; &<x<1

66,6 ={
olarak bulunmustu. Sinir sartlarini uygulanirsa;

y(0) = 0 ise ¢,=0 olur.

y(l) = O ISG Cy + d2 = O ve c, = _dz O|UI’

(G, &) =d ;o 0=x<¢
G(X,f)—{Glll(x’f)=_1d2x+d2; E<x<1

x = & de siireklilik geregi

—dy§+dy;=d;

olmalidir. Ayrica

dx lx=§& dxlx=¢&
kullanilirsa

—d, — 0 =1ved, = —1 bulunur.

Bu degerler (3.8) de yazilirsa:
bulunur. O halde;

[ GO =§(-1, 0<x<¢
G(xlf)_{G”(;'E):x—]_ ; E<XS1

Ornek 10(Birkhoff and Rota 1989):
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2
y(£) = 0 olmak sartiyla % — kzy = f(x) denkleminin Green fonksiyonunun bulunusu:

y = Ae** + Be™** homojen kismin ¢dziimiidiir.
[k smir sartin1 uygulanirsa; y(+) = 0 icin
0 =Ae® + Be™ yazilip 0 = Ae® ve A = 0 bulunur.

u, (x) = Be ** olur.

u, (t) = Be %t ve u}(t) = —kBe Xt pulunur.

y(—) = 0 i¢in:

0 = Ae™® + Be*®yazilip Be™® = 0 ve B = 0 bulunur.
u,(x) = Ae ** olur.

u,(t) = Ae X ve u(t) = —kAe ¢ olur.

Bu degerlere gére Wronskian W = 2kAB bulunur.

( ek(t—x)
ok ;o x <t
Gx,t) = i ek(x—t)
— ot <
2k X

3.4 DIRAC DELTA FONKSIYONUNUN GREEN FONKSIYONLA ILISKIiSi

Bir [a, b] araligindaki L(u) = f(x) SL-SDP 'nin ¢6ziimii:

b
u(x) =J f(s)G(x,s)ds
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Bu yazilista G, Green fonksiyonu; f kaynak fonksiyonu igin bir etki fonksiyonu olarak
diistiniilstin. Xs noktasi [a, b] de bir keyfi sabit i¢ nokta olsun. Kaynak terimin asagidaki gibi
bir perturbasyonu (yaklasigini) olsun:

f(x) + 8 (x)

Burada 6. (x) asagidaki sartlar1 saglayan siirekli bir fonksiyondur:

1 [Ps.(0dx =1

2. Egerx=>x;,+€ veyax <xs+¢€ ised.(x)=0

6. (x) fonksiyonu i¢in muhtemel bir se¢im ti¢ agili ¢adir fonksiyonu olabilir:

0 ;o a<x< x;— €

1

E—Z(x—xs+e) ;X — €< x <X
0e(x) = 1

—E—z(x—xs—e) ;o X <x<XxXs+€

0 ; X;+e<x<b

Asagidaki u ile ayn1 homojen sinir kosullarina sahip yaklasim probleminin ¢6ziimii u,(x)

fonksiyonu ile gosterilir:

L(ue) = f(x) +6c(x)

u i¢indeki bir Au = u, — u varyasyonu kaynak terimin perturbasyonu nedeniyle asagidaki

problemi homojen sinir sartlartyla beraber saglar:
L(Aw) = b¢(x)

Oyleyse;

b
2 = [ 8(x0)G 7o),

a
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Xst+ €
=f 5. (x0)G (x, %0)dx,
Xg— €

Xs+ €

= G(x,x0) f 6 (xg)dx,

Xg— €

Bu yazilista xgnoktas1 (xg —¢, x;+¢) araligindadir. Boyle bir noktanin varligi

G (x, xy) oldugundan ortalama deger teoreminin bir sonucudur.

Xs+ € b
f &mM%=famm%=1
- a

Xs— €
olduguna dikkat ederek,

Eger € — 0 yapilirsa asagidaki esitlik elde edilir;
Au(x) = G(x, xg)

lim,_, 8, = 6(x — x)

limiti x, noktasinda sonsuz yogunlukta bir titresimi temsil eder, yani x = x, hari¢ her yerde

stfirdir. Dirac delta fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlanir:

0, x#xg
0 X = X

6(x — xg) ={

Delta operatorii ile siirekli her f(X) fonksiyonu i¢in asagidaki esitlik vardir:

ﬂw=j £ )8 (x — x0)dxs

Dirac delta fonksiyonu birim alani verir ve ¢ift fonksiyondur. Bunlar kullanilarak G (x, x,)

fonksiyonu asagidaki esitligi ve X = a ve X = b homojen sinir sartlarini saglar:
LIG(x,x5)] = 6(x — x5)
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Bu sonuglardan sonra agagidaki yoruma ulasilir:

G(x,x;) Green fonksiyonu x, gibi yogun bir kaynak noktasindaki X karsiligini ifade eder.
Green fonksiyonun simetrik olmasi xg yogun kaynak noktasina X karsiligi ile X yogun kaynak

noktasina x, karsilig1 aynidir. Bu Maxwell'in karsiliklilik ilkesi olarak bilinir.

3.5 AGAC GRAFIKLERI UZERINDEKi STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERI
ICIN GREEN FONKSIYONLARI

Agac grafigi sonlu sayida kenar, her bir kenarin sinirli bir agik aralik olarak ele alinabilecegi,
diigiimlerle birlestirilen kenarlardan olusur. Grafik iizerinde iki X, Y noktas1 i¢in bu iki noktay1
birlestiren sadece bir yol vardir. Grafigin herbir e kenarinin yeterince diizgiin
parametrelendirmeye izin verdigini, kendi kendiyle kesisim i¢cermedigini ve sonlu oldugunu,
bu nedenle e = (0,1,) gibi bir aralik olarak kabul edilebildigini varsayilir. Tiim kenarlarin bir
birlesimi I' ile gosterilir. Kenarlarin her bir ucunda I' nin bir diiglimii vardir. Bu diiglimlerin
kiimesi N(I') dir ve bireysel diigiimleri gostermek igin kalin ¢izim kullanilir. Grafik

diigtimlerle beraber

F=TunQ)

ile gosterilir. I' {izerindeki nokta ciftleri (e, x) olarak gosterilir. 0 < x < [,veya kenarin
belirlenmesi 6nemsiz ise bir tek harflede gosterilebilir. Eger n bir diigim ise n’deki kenarlarin
kiimesi i(n) ile gosterilir ve n bunlar igin bir bitis noktasidir. Siir diigtimleri n # i(n) =1
saglayan n lerdir. I' {izerindeki tiim sinir diigiimlerinin kiimesi de 9T dir. I¢ diigiimlerin

kiimesi:

Il = N(I)\OT

Her bir e€i(n) i¢inya n=(e,0) yada n = (e, l,) ise n #i(n)>1 dir.

Tiizerindeki noktalarin gdsterimi bu nedenle kenarlarinin parametrelendirme y&niine baglhidir.

f:I' - Rolmak tizere I' tlzerindeki bir noktanin f fonksiyondaki degerif,(x) = f(e, x) ile

gosterilir. Yani f, , f nin ¢ kenarina sinirlamasidir. nedT bir e kenarinda bulunan digiim
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olmak {tizere, f, nin tek yonlii uygun limiti f(n) ile gosterilir. i(n) = {ey, ..., e,} olmak iizere
bir i¢ diiglim igin f,, (n) deeri fe, Nin X noktas e; bitis noktasina giderken tek yonlii limitini
gosterir. Eger tiim bu limitler ¢akisirsa fnin n’de siirekli oldugu sdylenir ve f(n) ortak deger

olarak tanimlanir.

I" tizerinde verilen fonksiyonlarda tiirevlenebilir olmalidir. Bir (€,X) eI” noktas1 i¢in f' (e, x) =

f',(x) tiirevi €'nin belirli parametrelendirme yoniine gére X'deki kisitlama f, 'nin olagan

tiirevi olarak hesaplanir. Kenarin parametrelendirilmesi yoniindeki bir degisiklik, f, deki bir
isaret degisikligini ima eder. e kdsesinin bir u¢ noktasinda bulunan bir n diigiimii i¢in, sinir
tiirevi f, yi, €’nin parametrelenmesi n = (e, 0) imis gibi, “n diiglimiiniin disindan e kenarinin

icine” olarak tanimlanir.

Sinir tiirevleri kullanighdir ¢linkii asagidaki esitligi integralin “ 0 danl, " ye, ya da "l, den 0 *

a dogru olmasindan bagimsiz olarak saglarlar:

[ @y ax =pdr @) - pr?©

I' tizerinde n-inci kez siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlarin uzay1 n=0,1,..., ;

C(I") = C°(I') olmak iizere C™(I') ile gosterilir. C(I') kiimesi C(I') igindeki her bir

diigiimde siirekli fonksiyonlarin olusturdugu kiimedir. (Ramirez 2012).

Uygulama(Ramirez 2012)

(pf")' € €(I') olmak tizere tiim f € C(T') fonksiyonlarinin kiimesi Dﬁ () ile gosterilsin.
z€DiM), Llzl=h, lj[z] =0,i=1,...2m (3.9)
homojen denkleminin ¢6ziimiiniin Green fonksiyon ile olusturulmas:

Problemin ¢6ziimii asagidaki integralle verilir:
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FG) = f 6 y)h(y) dy
r

Ik adim I iizerindeki fonksiyonlarin Wronskian &zelliklerini dogrulamaktan ibarettir. Her

f,g € CY(I')igin I' nin bir e kenarinda Wronskian W[f, g] asagidaki gibi tanimlanr:

WIf,gle = fege — gefe

Ramirez, (3.9) probleminin ¢akisik olmamasi durumunda ¢oziimiiniin asagidaki sekilde var

olacagini ispatladi:

Belli bir e kenar1 i¢in (3.9) problemi non—dejenere ise, o0 zaman LpT(® =0 denkleminin
I'(e) iizerinde YT € g5(T(e)) ve Y™ € gy(A(e)) olmak iizere ¢oziimleri vardir, ayni
zamanda A(e) iizerinde LyPA(® =0 olur (Ramirez 2012). Bunlar1 kullanarak Green

fonksiyonun 6zel bir formu asagidaki teorem yardimiyla bulunur.

Teorem 3.5.1. Varsayalim ki (pf')" € C(I') olmak tizere tim f € C(I') fonksiyonlarinin

kiimesi Dj (I) ile gosterilsin.
z€DiM), Llzl=h, lj[z] =0,i=1,...2m
Denklemi non- dejenere ise asagidaki fonksiyon £ operatoriiniin bir Green fonksiyonudur:

PrOWYP @) yel(ex)

xee olmak lizere G(x,y) =
G ) {lpr(e)(x)l/JA(e)(y) ; xel(e, x)

Hatta, bu fonksiyon I" {izerinde siirekli fonksiyonlar sinifinda ilk degiskene gore siirekli olan
tek fonksiyondur (Ramirez 2012).

Bu Green fonksiyon kullanilarak (3.9) denkleminin ¢oziimii asagidaki sekilde verilir:

(0 = WO [ WOhdp+ 4O [ pA@hdp
r'(e)\e A(e)\e

o1



x le
FUAOG) [ 4 Ohdp+ 4O [ W Ondp

e X

3.6 REGULAR STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERI ICIN OZFONKSIYON
ACILIMIYLA GREEN FONKSIYON ELDESI

Xe[a, b] i¢in regular bir Sturm-Liouville sinir deger problemi :

Llu] = f(x)
a;p(a) + a¢p’'(a) =0
ﬂ1¢(b) + ﬁng'(b) =0

seklinde verilmis olsun. Bu denkleme karsilik gelen 6zdeger problemi de;
Lu = —Ap(x)u

dur. Burada p(x) uygun secilmis bir fonksiyondur. Simir deger problemini u(x) =

Yim=q Ay @, (x) formunda bir 6zfonksiyon genislemesi olusturularak ¢oziiliir.

Bu toplam terim terime integrallenebilir bu nedenle L operatoriinii kullanarak

0o

Lu(@) = = ) ap2ah(D)0n() = ()

n=1

@, (x) ile carpilip Xe[a, b] iizerinde integrallenir. Ozfonksiyonlarm ortogonalligi  (u(X)

agirligina gore) sayesinde asagidaki esitlik gergeklenir:

LY 90 f (0)dx
[7 02u(x )dx

—Apin

Bunun sonucunda ;
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o O [ =0 ()0, (x0)

Bu esitlik Green fonksiyon 6zfonksiyonlarin agilimi seklinde asagidaki gibi tanimlanir:

S (—0,00)0,(x)
Gx, x) =
(x, %) Z ( A, f; Q;;lu(xl)dxl)

n=1

b
uG) = [ FG)6Cox0)dxy

seklinde yazilir. Bu yazilista G (x, xo) = G(x, , x) dir.

Ornek 11 (Chakrabarti 1996):

2
Lu = ZT}ZJ = f(x), u(0) = u(L) = 0 denkleminin ¢dziimii ile ilgili 6zdeger problemi :
$(0)=¢(L)=0

sinir sartlarinda

denkleminin 6zfonksiyonlarini bulmaktir.
. mmx . nm
¢Pn(x) = sin (T) ven =1,2,3,..icin A, = (T)Z

olmak tizere ¢6ziim bir Fourier serisi olarak asagidaki sekilde ifade edilir:

u() = ) andn()

n=1
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Bu toplami integral olarak asagidaki sekilde ifade edilir:

L
u(x) = f £ ()G (6, x0)dxo

Burada Green fonksiyon asagidaki yazilisla verilir (Parnell 2013):

by = -2 3 (1) ()
n=1

)2

3.7 OZDEGER VE GREEN FONKSIiYON PROBLEMLERI ARASINDAKI
ILISKILER

Kaynak gidiimlii bir yap1 igin genel bir problem Green fonksiyon problemidir. Green
fonksiyonu dogrusal bir sistemin bir birim gii¢ kaynagi noktasina cevabidir.a pozisyonundaki
Dirac delta fonksiyonu &(z — a) ile temsil edilir. Genel olarak Green fonksiyon problemi sol
tarafi ikinci derece homojen olmayan bir diferansiyel ifade ile sag tarafi delta fonksiyonu olan
bir denklem ve ona eslik eden siir degerlerinden olusur. Sol taraftaki diferansiyel ifadenin
olusturdugu homojen denklem ve sinir sartlar1 bir 6zdeger problemidir (Kaynaksiz olarak ta
adlandirilir.) Bir 6zdeger problemi problemin geometrisini karakterize eden bir demet tam
fonksiyonun bulunmasidir. Kaynaksiz ya da kaynak giidiimlii bir gok problem SL denklemi ile
ifade edilir. A’ nin belirli bir parametre oldugu SL denkleminin ¢6ziimii Green fonksiyonu
verir. Green fonksiyonu ozdeger fonksiyonlar1 ile de insa edilebilir. Tersine O6zdeger

fonksiyonlar1 Green fonksiyondan da elde edilebilir (Sevgi 2006).
Kaynaksiz Coziimler: Ozdeger problemi

Sinir sartlart verilen bir SL-SDP nin homojen kisminin ¢dziimleri

d d
— P~ a@) + W@ | U@ =0
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U(z) = U, (z) seklinde sonsuz ¢oziim ihtiva eder ki bunlar A = A,, 6zel degerlerine karsilik
gelir. A,sayilar 6zdegerler ve U, (z) fonksiyonlar1 6zdeger fonksiyonlari olarak adlandirilir.
U,(z) ler sonlu z; <z <z, araliginda ortogonal fonksiyonlardir ve bu ortogonallik

asagidaki integralle gosterilir:
Z2

| w@u@u@ =0
Z

U,(2) ler W(z) agirlik fonksiyonuna gore ortogonal bir kiime olusturur. Kiimedeki her bir
fonksiyon birim enerjiye sahiptir bu nedenle normalizedirler. Bu nedenle ortogonallik sarti

asagidaki gibi verilir:

1 ;n=m
0 ;n#Fm

z
| w@u@une =
Z1
Kaynaksiz ¢6ziimlerin iist iiste ¢akismasi (6zfonksiyonlar) eksiksiz bir set olusturmalidir. Bir
aralikta tanimlanmis, araligin u¢ noktalarinda verilen sinir sartlarina maruz olan bir fonksiyon
kiimesinden herhangi biri bunlarin dogrusal bir kombinasyonu olarak ifade edilebiliyorsa bu
fonksiyon kiimesi eksiksiz (tam) olarak adlandirilir. Bu tanima uyan en 6zel fonksiyon delta
fonksiyonu oldugundan, delta fonksiyonlar1 olarak temsil edilen fonksiyonlar tam

fonksiyonlar kiimesidir:

6(z—2z")

o = 2 U@l s @)

Burada (*) kompleks eslenigi gosterir.

Kaynak Giidiimlii C6ziim: Green Fonksiyon

G(z,z',2) Green fonksiyonu dogrusal sistemin (Ornegin SL denkleminin ¢oziimii) birim
kuvvetin nokta kaynagina yanitidir. z = z' noktasindaki bir birim kuvvet kaynagi SL ~SDP
nin sag tarafinda verilen Dirac delta fonksiyonu ile gosterilebilir. Green fonksiyon z # z’

hari¢ tiim noktalarda homojen denklemi saglar. z = z' igin G siirekli olmali fakat birinci

tiirevi bir birim miktarda siireksiz olmalidir. Boylelikle delta fonksiyonun ikinci tiirevinden
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singiiler noktalar1 elde edilir. Green fonksiyonun 6zdeger fonksiyonlar1 acilimiyla ifadesi

asagidaki gibidir:
C Un (U, * (2
A=A,
n=1

3.8 STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERININ COZUMLERININ ASIMPTOTIGI

VE GREEN FONKSiYONU
Sturm-Liouville diferansiyel denklemi asagidaki formda yazilirsa:
u” + u=qx)u

A =s?olmak iizere bu denklemin u(0) =0, u'(0) = A smr sartlarmni

¢, (x) ¢coziimii asagidaki integral denklemi saglar:

X

¢a1(x) = —cossx + ssinsx + %f sins(x —y)q(y) p,(y)dy
0

Ispat:
u'" 4+ Au = 0 homojen denklemin genel ¢6ziimii :
u(x, s) = Cy cos sx + C, sin sx

Sabitlerin degisimi yontemi ile

X

1
Ci(x,s) = —;f sinsy q(y) u(y,s)dy + C;
0

X

1
C(x,s) = —;J cossy q(y) u(y,s)dy + C,
0

bulunur. Bu esitlikler homojen denklemin genel ¢6ziimiinde yerine konursa;
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X

1
u(x,s) = —;f sins(x — y)q(y) u(y,s)dy + C,cossx + C,sinsx
0

elde edilir. Smir sartlarim1  kullanmip gerekli diizenlemeler yapilirsa Sturm-Lioville

denkleminin A2 = s2 olmak iizere u(0) = 0, u'(0) = A sinur sartlarin1 saglayan ¢oziimii :

X

1
u(x,s) = —cossx + ssinsx + ;J sins(x —y)q(y) u(y, s)dy
0

seklinde yazilir. Bu yazilis

X

¢, (x) = —cossx + ssinsx + %f sins(x —y)q(y) p,(y)dy
0

seklinde yazilirsa ispat tamamlanmis olur (Birkhoff 1908).

Benzer sekilde u'’ + Au = q(x)u denkleminin 2 = s? olmak iizere;

u(m) = By + A,
u'(m) =By + /1[?1

siir sartlarin1  saglayan y;(x) ¢Ozimiinin asagidaki integral denklemi sagladigi

gosterilir:

~ 1 -
x2(x) = (B2 + s%B;)coss(x — ) + 5 (By + s2B;)sins(x — m)

1 X
— EL sins(x —y)q(y) xa(y)dy

Biiyiik” O” Notasyonu

Biiyiikk “O” gosterimi 1892 de Alman matematik¢i Paul Bachmann(1873-1920) tarafindan
bulunmustur(Dasgupata2014). Bu gosterim 1909 da Edmund Landau (1877-1938) tarafindan
inlii hale getirildi. Bu nedenle bu sembol bazen Bachmann-Landau sembolii olarak

adlandirilir(Holmes 2013). Biiyiikk “O” sembolii fonksiyonlarin asimptotik davranigini
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tamimlamak i¢in bilgisayar bilimlerinde, kompleks teoride ve matematikte kullanilmaktadir.
Temel olarak bu gosterim bir fonksiyonun ne kadar hizli biiyiidiiglinii ya da kiiciildiiglinii

anlatir.
Tamm 3.8.1. (Rosen 2012)

Eger ¢ gibi bir sabit say1 ve her x > x, i¢in [f(x)| < c|g(x)| saglaniyorsa g(x) fonksiyonu f(x)

in bir Uist bag1 adin1 alir ve bu iligki

fe0(g(x)) yada f(x) = 0(g(x)

ile gosterilir. Burada 0( g (x)) = f(x) yazilisinin ayn1 anlama gelmedigine dikkat edilmelidir.
Teorem 3.8.2. (Fulton 1994)

p > 0olsun. 1 =s?%,s = o + it = V2 olsun. xe [0, w]olmak iizere dyle bir s, > 0 vardir

Ki |s| > s, i¢in asagidaki asimptotik esitlikler saglanir:

i, 12Ol = O(lslel™)

i, 19200l = 0(ls|?e!™)

iii. B, # 0iselxa(x)] = O(|s|?eltlx=™)
iv. Bz # Oiselx'a ()| = O(|s|®el1x~™)
v. By =0isel(0l = 0(ls| elt™)
vi. By = 0iselyA ()| = 0(|s|?eltlx-™)
vii. §y(x,A) = cos(sx) + O(|s|~Lelt®)

1
iix. xa(x,A) = Ssin (sx) + O(|s|~telt®)

3.8.1 Green Fonksiyonun Kurulmasi

u’ + u=qx)u

Sturm- Liouville denkleminin asagidaki sinir sartlarini saglayan
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—[Biu(m) — Bu' (m)] = A[ fyu(m) — Bou' ()] (3.10)
u'(0) = 2u(0) (3.11)
¢ozlimiiniin Green fonksiyonunun olusturulmas:

Ozdegerlerden farkli her A € C kompleks sayist icin SL denkleminin y;(x) ve ¢;(x)

cOziimleri lineer bagimsiz olduklar1 i¢in bu denklemin ¢6ziimii

u(x,A) = C(DPa(x) + G(Dxa(x) (3.12)

seklinde yazilabilir. Sabitlerin degisimi yontemi geregi C;(x,A) ve C,(x,A) fonksiyonlari
asagidaki esitlikleri gergekleyecek sekilde segilmelidir:

Ci'(x, D (x) + C5'(x, Dy (x) =0

G, DY () + 6" (e, Dxa(x) = f(x)

Bu sistemden

Cl(xA) = —_X?/%’; ®)
Cy(x, ) = ——(p?/l(/aa])f )

elde edilir. Integral alinarak asagidaki esitlikler bulunur:

1 Y
60D = =g | OO + (D)

1 X
D) = =55 | B0 Oy + (D)
0

Bulunan bu ifadeler
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u(x,A) = G (DPa(x) + G(Dxa(x)

¢Oziimiinde yerine yazilir, diizenlenirse;

dl/l)jglc))fx 0Wf )y +§;g§f0 $20Nf ()dy

+C (D Pa(x) + G(Dxa(x) (3.13)

ulx, 1) =

Tiirev fonksiyonu:

X' 2(x)

: A(x)f Wy + 3708 f 2N Ny +C, (D)3 (x)

W)
+ G (Dx'a(x)

u'(x, 1) =

Yukarida bulunan u(x, 1) ve u'(x, 1) esitlikleri (3.11) siur sartinda yerine yazilirsa agagidaki
esitlik elde edilir:

0 3
/1[—(3;&)) fx 0)f ()dy+C1(D)$a(0) +C2(A))(l(0)l

== [m(ﬁ) [E 00 f)dy+Ci(D)¢'2(0) + C (D' A(0)](3.14)

Sinir sart1 (3.11)’1 kullanilirsa, (3.14) esitliginden asagidaki denklem elde edilir:
[ Ax2(0) + x'2(0)]C2(A) =0

Wronskian sifirdan farkli oldugu i¢in

W) = Axa(0) + x',(0) #0

olur. O halde

C,(2) =0
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olmak zorundadir.

Benzer sekilde sinir sarti (3.10)’u kullanilir, (3.14) esitliginden

¢,(A) =0

bulunur. O halde SL denkleminin (3.10) ve (3.11) sartlarin1 saglayan ¢oziimii:

9i(x) f 0.0 f)dy +)15;€8 f b, f )dy

ulx, 1) = WD

Bu yazilista Green fonksiyon agagidaki gibi alinirsa;

X (y) Y. . A

G(x,y,A) = W) , &

T 0()Pa(x) 0 < v
\"ww T

Green fonksiyona bagli olarak denklemin ¢6ziimii asagidaki gibi yazilir (Fulton 1994):

Mmﬂ=fG@mDﬂww
0
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BOLUM 4
UYGULAMALAR
Problem 1: (Komech 2007)
Egik gerilmis yay probleminin ¢6ziimiiniin bulunusu:

Enine bir egme kuvvetine maruz kalan gergin bir yay oldugunu varsayalim. X pozisyonunda
ve t zamaninda uygulanan birim uzunluktaki kuvvet F(X, t) olursa yaydaki enine yer
degistirme homojen olmayan dalga denkleminin ¢oziimiiyle bulunur. Egme kuvvetinin

harmonik oldugu varsayilirsa problem bir SL-SDP’ne doniisiir:

2

d“u w
—_— 2 = = —
T2 + k*u(x) = f(x), k 3

Sinir sartlart u(0) = u(L) =0
Problemde Green fonksiyonu § fonksiyon yardimiyla asagidaki gibi elde edilir:

2

wG(x,x’) + k%2G(x,x") = 65(x — x)

Yukaridaki denklemin G(0,x") = G(L,x") = 0 sartina sahip Green fonksiyonu SL-SDP nin

¢Oziimiidiir. Homojen denklemin genel ¢oziimii

olsun. Sinir sartlar1 uygulanirsa:
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u,(x) = sinkx ,x = 0veu,(x) = sink(L —x), x <L

Wronskian = -sinkx.kcosk(L-x)-kcoskx.sink(L-x) = -ksinkL

Bu durum i¢in p(x) =1 oldugundan Green fonksiyon asagidaki gibi yazilir:

—sinkx.sink(L — x")

0<x<x'

G(X xl) — ksinkL x x

’ sinkx'.sink(L —x) | <l
ksinkL X SE=

Egik gerilmis yay probleminin ¢éziimii:

Px, t) = u(x)e ™"

oldugundan u(x) fonksiyonu

L
u(x) = fG(x,x’)f(x’)dx’
0

integraliyle ¢oziiliir:

sink(L — x) x k' F (') sinkx
ksinkL  J, stk f (x')dx ksinkL

ulx) = —

L
f sink(L — x")f(x")dx'

Problem 2:(Parnell 2013)

dzu_
P f ()

kararl hal 1s1 denkleminin gosterdigi SL-SDP’nin ¢ézlimiiniin bulunusu:
Agiktir ki homojen denklemin lineer bagimsiz iki ¢oziimii :

u (x) =x
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u,(x) =L—x

O zaman
W =uu, —uu’y =—L
olur ve
—(L —s)x
% ;0SX<S
GCx,s) = —s(L —x)
— 1 ;s<x <L

yazilir. SL-SDP nin ¢6ziimii:

ulx) = fo(s)G(x, s)ds
0

integrali alinarak bulunur.
Problem 3:(Parnell 2013)

Kiiresel simetrinin varliginda Dirichlet sartlarinda Poisson denklemi i¢in Green fonksiyonun

elde edilmesi:

Yarigaplar1 a ve b olan iki es merkezli kiirede Dirichlet kosullarinin saglandigi varsayilsin.

Bunun anlami asagidaki denklemin
ViG(r,r')=6(r—1") 4.1)

asagidaki sinir sartinda ¢oziilmesidir:

G(r,r)lr:a=G(r,r)|r:b=O
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Kiiresel koordinatlarda, kismi tiirevli denklemlerde delta fonksiyonu asagidaki gibi

genisletilmis sekil alir:

o(r—r") = %6& —1")8(cosO — cosB")5(p — @)
1 S
=S80 =) D (6,0 6, )
=0 m=-1

Benzer sekilde Green fonksiyon asagidaki gibi yazilir:

G(r,r") = 220 D=t (G (1, 7)) Y™(6, ) (4.2)
Bu iki esitlik (4.1) denkleminde yerine yazilir:

l

1 d? I(l+1
z {;ﬁ(rGlm(T;T’)_ L )Glm(T,T’)} Y (6, ¢)

N5

r2
l

Il
(=)

m=-1

co l
1
=S8 =10 ) (0,90 V"0, 0)
=0 m=-1

Denklemleri terim terim diizenlemek i¢in kiiresel harmonigin ortogonalliginden yararlanilir.

Gim (7, 7") 'nin asagidaki gibi faktorlenmesi gerektigi sonucuna varilir:
G(T,T') = gl(r'r')Ylm(Q" (P’) (43)

Burada

2

2
r [R—
dr?

d
g (r, ) + ZrEgl(r,r’) -+ Dg(r,r")y=86r—1r")
olarak kisaltildi. Bu ifadenin muadili agsagidaki Euler denklemidir:

d?u du
2~ —_— =
r 02 + 2r I I+ Du(r)=0
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!
Euler denkleminin genel ¢oziimii {r_rl_l} dir. Bu nedenle u_(r) seklindeki bir ¢6ziimii

u.(a) = 0 smur sartin1 saglar:
gt 3
u(r) = r-hr ) asT

u- (b) = 0 sart1 i¢in

1 rt
u>(r)= m—m N

u(r)ileus (r) nin Wronskiani asagidaki gibi olur:

2l +1
W) = ue s () = s (0 () =~ [)?* = 1]

Sturm-Liouville fonksiyonu p(r) = r? dir. Bir boyutlu fonksiyonlar i¢in Green fonksiyonu

veren formiil kullanilarak;

( g2+l 1 r't

(-1) ! r' - P+l )(r/l+1 - b21+1) ;asr<r
I F o e O A Y A T i W
g Lm—bzm o mT)iT <rsbh

veya Green fonksiyon agagidaki gibi de yazilabilir:

gl(r'rl)

I (_1) l a21+1 1 ri
gl(r,r ) = (2l N 1)[1 ~ (2)214.1 > = r<l+1 T'>l+1 - b21+1

b
Bu gosteriliste

<. = r ve r'arasinda kiigik olan degerdir.

rs = r ve r'arasinda blyiik olan degerdir.
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Once (4.3) denkleminde, sonra da (4.2) de yerine konularak Poisson denklemininr=aver =

b ile sinirli kiiresel kabuk i¢in Green fonksiyonunun yaziligt bulunur:

1 *
YRO, QOO ) [, a1
LS i+l i+l
< >

G(r,r')=-—
a

=AU+ D[ - (—)Zm]

b
Problem 4:(Parnell 2013)

Ug noktalar1 x = 0 ve x = L olan horizantal elastik bir yayda dalga denkleminin ele alinisi:

Eger y(X, t) yaya capraz kiiciik dikey yer degistirmeyi temsil ederse

a’y 0%y

O0x? 'uﬁ

olur. Diisey yondeki yer ¢ekimi de dahil edilirse xe [0,L] , y(0) = y(L) = 0 i¢in asagidaki

denklem elde edilir:

%y 0%y

ax2 M9 T Ho2

Burada T yaydaki sabit gerilme ve u ise birim uzunluktaki kiitle yogunlugudur ve X degistikge

degisir. Yay durgun pozisyondayken kararli hal denklemini saglar:

0%y u(g

ax2 T

Bu denklemin ¢6ziimii yer ¢ekimine maruz diizgiin olmayan asili bir yayin seklini tanimlar.

Bu kararli hal denkleminin {i¢ durumu vardir:
u # 0olan bir sabit oldugu kadul edilsin. O zaman yukaridaki denklem kolayca integral

alinabilir ve yayin alacagi parabolik sekil y(0) = y(L) =0 sinir sartiyla asagidaki gibi elde

edilir:

68



y(x) = sx(x — 1)

Ikinci durumda yaym kendisinin oldukca hafif oldugunu fakat yaymn bir x = & noktasinda bir
metal boncuk oldugu diistiniilsiin. Bu boncuk ¢ok agir olmayan bir m yiikii, boncugun yerini
bulmak i¢in yaymn her bir yandan boncukla yaptigi acgilar 6;ve 8, olarak adlandirilsin.
Kuvvetleri dikey olarak ¢6zmek i¢in, denge kosulunu m kiitlesi yeterince kiigiik olarak

diistintilerek (sinf = tan® kullanarak) yazilirsa:
mg = T(sinf, + sinb, ) =~ T(sinb, + sinb,)
Bu nedenle noktasal kiitle (x,y) = (&, y(§)) tizerinde bulunmaktadir. Bu noktada

mg §(€ — L)
T i

y() =
esitligi saglanir. Yay boncugun her iki yaninda kiitlesiz oldugu i¢in yercekimi orada aktif
olmaz, bu nedenle x # ¢ noktasinda yaya etki eden tek gii¢ gerilmedir. Bu nedenle yay
noktasal yiikiin her iki yaninda diiz olmalidir ve bu nedenle asagidaki denklem yayin kararl

hal seklini verir:

x(§-L)
——; 0<x<¢
mg L
y(x)=—X -~ (4.4)

L

Bu sonug fiziksel yasalardan elde edilir. Simdi de Green fonksiyon ile ¢6ziim verilirse:

x = & deki bir noktasal yiik i¢in kiitle yogunlugu p(x) = mé(x — &) olarak alinip kararl hal
denklemi asagidaki gibi yazilir:

0’y mg
Fro B
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2

% diferensiyel operatorii dz-esleniktir. Oyle bir G(x,&) Green fonksiyonu olmali Ki

G(0,&) = G(L, &) = 0 sinir sartlariyla asagidaki denklemi saglamalidir :

2

G
2 =0(x—-9)

ox2

Green fonksiyonu bulmak i¢in uygulanan prosediire gore noktasal kiitlenin her iki yaninda

asagidaki genel ¢ozlimler vardir:

G(x, &) =A()x + B(¢) 0<x<¢
Gx,&)=C)A—-—x)+D(¢) ¢<x=<L

0 ve L deki sinir sartlar1 B(§) = D(&) = 0 gerektirir.

x = & deki siireklilikten C (&) = ?f;; olur.

Green fonksiyonun tiirev sigrama kosulu da kullanilarak A(¢) = g bulunur.

Bunlar kullanilarak Green fonksiyon asagidaki sekilde ifade edilir:

Q ; 0<x<¢
E(xT_L) E<x<L

G(x,$) =

Green fonksiyonu veren bu esitlik mg/T ile 6l¢eklendirilirse (4.4) deki yay profili ile tam bir
denklik elde edilir. Kararli hal denkleminin son durumu olarak m; seklinde bir¢ok noktasal

yiikiin x; € [0, L] pozisyonlarinda oldugunu varsayilir, ¢oziimler toplanarak y(x) ‘i elde edilir:

y() = ) 6(xx) i d

Sonsuz i¢in limit alinarak bu toplam yay iizerindeki x; = % esit araliklarinda yerlestirilmis

sonsuz sayida m; kiitleleri i¢in bulunur:
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T $

L G ,

@) :f (x f)gu(f)d
0

Problem 5:(Gwaiz 2008)

Green fonksiyon olusturarak

y" +k?y = —f(x), 0 < x < L denkleminin y(0) +y(L) = 0 sinir kosullarina sahip

¢Ozlimiiniin k # 0 olmak {izere bulunusu:

Coziim:

G (x, &) problemin Green fonksiyonu olsun, o zaman
G(0,)+G(L,& =0

kosuluyla birlikte

G" +k*G =—-6(x,¢)

esitligi yazilir. Homojen denklemin genel ¢6ziimii asagidaki gibi verilir:
y(X) = c1c0oskx+Csinkx

y(0) = 0 sart1 uygulanirsa;

y(0) = cicoskx+c,(0)

esitliginden ¢; = 0 bulunur.

y1(X) = czsinkx olarak elde edilir.

Benzer sekilde y(L)=0 kullanilarak;
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0 = cycoskL+c,sin kL

yazilir ve
c=- €25k arak bulunur.
coskL
(x) = —2 (coskxsinkL — sinkxcoskL) = —2— sink(L — x)
Vo(X) = coskL COSKXSIn SINKXCOS = COSkLSln X

Wronskian asagidaki gibi yazilir:

C2

sink(L — x) .2k
cosk(L — x) ~ coskL

CoSINkx  oopL
Czk

coskL

sinkL

c,kcoskx

O halde Green fonksiyon asagidaki gibi verilir:

y1(0)y2(§)
N GO N
Y20y () f<x<l
Lp©Ow® N
sinkxsink(L — &)
G(x, &) = B - ksinkL P O=x<g
B sink(L — x)sink$ f<x<L
ksinkL ’ -

Problemin ¢6ziimii:

y(x) = f G(x, € )f (6)de

B ¢ sinkxsink (L — &) Lsink(L — x)sink&
v == [ 1O~ | TR o

Problem 6:(Nasser 2013)
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0 <x < arahiginda y(0) = y(m) = 0 sartlarina sahip olmak iizere

2
% + % y = sin2x denkleminin belirledigi sistemin ¢oziimiiniin Green fonksiyon yardimiyla

bulunusu:
Once G"(x,x") + %G(x,x’) = §(x — x") yazilr.

x degisken, x'noktasi araligin sabit bir noktasidir ve tiirevler X ‘e gore alinir. Bu denklemin

ayrik iki bolgede ¢oziimii:

i 0<x<x'
ii.x' <x<m
G
a=0 ' |

!

X
Sekil 4.1 [a, b] araliginda Green fonksiyon.

b==n

Her bir bolgede G"' + iG = ( denkleminin ¢oziimleri:

G(x,x") = A(x") cos (g) + B(x")sin (g)

Burada A ve B sabitleri x’ ye baglidir.

y(0) = 0 oldugundan G (0, x") = 0 olmal.

Bu nedenle 0 < x < x’ bolgesinde cosiniis sifir olur.

Benzer sekilde x' < x < 1 bolgesinde G(m, x') = 0 olacagindan siniis sifirdir.

O halde Green fonksiyon:
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X
B(x')sin (E) ; 0<x<x’
G(x,x") = X
A(x")cos (z) i x'<x<m

Bu yazilista A ve B sabitlerinin degerlerinin bulunmasi gerekir:

[k kullanilmas: gereken bagmnti Green fonksiyonun siirekliligi nedeniyle x = x’ de sagdan ve

soldan limitlerin esit olmasidir:

!

x' X
B(x")sin{ = | = A(x')cos (%)
2 2
Ikinci kullanilmasi gereken baginti
1
G"(x,x") + ZG(x,x’) = 6(x—x")

denklemini x’ — e dan x" + € 'a kadar integral alinip € — 0 i¢in limit alarak A ile B arasinda
bir iligki bulmaktir:

dG |x'+¢ 1 x'+e x'+e
lim[ —] + —limf G(x,x")dx = limf O(x —x")dx
0 dx lx'—¢e  4es0 ), e-0 )r_,

Devamla :
I P
sl—lg(dx x'+¢& dx x’—s) B

Buradan :
B(x") x ,
d > cos(z); 0<x<x
—G(x,x") = ,
dx —A(x")  x ,
> sm(E) x' <x<m

d e P , et
x =x'de . G (x, x") tiirevin siireksizligi vardir ve sigrama 1’ ¢ esittir.
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G';; — G'; = 1 oldugundan

-A  (xX\ B x' _
S-sin| - S cos|— )=

bulunur. Bu denklemle

!

X X'
B(x") sin <—> = A(x")cos (%)

2 2
esitligi beraber ¢oziillirse ;

B(x") = —2cos <x?'>

A(x") = —2sin <x§'>

bulunur. Yerine konularak;

x' X
—2cos (7)sin (E) ; 0<x<x’

G(x,x") = , o
—2sin (f)cos (E) X' <x<m

Problemin ¢6ziimii olan y(x) fonksiyonu asagidaki gibi yazilir:
x X T
y(x) = —2cos (E)f sin(x'/2) f(x")dx" — 2sin (x/2)f cos(x'/2) f(x")dx'
0 x

Burada f(x') =sin (2x") dir. Siniis ve Kosiniis toplam formiillerini kullanilip integral

alinirsa :

y(x) =-2 G sin2x) + 2(% sin2x)
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y(x) = Estx

bulunur.
Problem 7: (Von Below 1988)

Green fonksiyonu bularak u"+ z°u=2x-1 denkleminin u(0) = 0 ve u(1) = 0 kosullarinda

¢Ozumii:
Green fonksiyonun 6zfonksiyon yardimiyla olusturulmasi:

¢n +7r2¢n = _ﬂ“n¢n
#(0)=0
#(1)=0

Bu sistemin genel ¢oziimii :

2 2 2
#.(x)=c cos«fyr + A, X +C, sm«/n + A X

Sinir kosullart uygulanirsa

C,=0ve \z*+ A x =nx

olur. Bu nedenle 6zfonksiyon :
@ (x) = sinnzx

Ven=1,2,3, ... olmak iizere 6zdegerler:

A, =(N* —=1r?

A, =0 olduguna dikkat edilir, Green fonksiyon asagidaki denklemi saglar:
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%GM(x,zg)mzcsM(x,f):5(X—§)+C¢n(X)

Burada

__4(&)
[ (x)dx

Cc=

sinmé

1
. 2
Jsm mxdx
0
c=—2sinné

Gy (X,€) yi bulmak igin (I) denklemi ¢oziiliir. Bunun i¢in smir kosullari

6,(0.9=0 ve 6,(19=0
olmak tizere (I) denklemi yeniden yazilir:

(;j_):zeM(x,g)wzzGM(x,g):5(x—§)—25in7z§sinﬂx

Ozdeger fonksiyonu agilimi G, (X,&) = —Z/in c,(&)sinnz&€ olsun

n=1
O zaman

2

5(x—§)—25in7z§sin7zx:%GM(X,g)mZGM(x,g)

== 2,c,(&)sinnzx
n=1

7

(1



Katsayilar asagidaki gibi bulunur:

-4, C, :2}[5(x—5)—25in7z§sin7zx]sin7zxdx
0

—ANn, ¢, = 2sinnz& — 2sin &6,

O halde

c1=0ve n>1=c, =2sinnzé olur.

Green fonksiyonu asagidaki gibi bulunur:

<. sinn zzx sinn 7.
Gy (x,) = -2y TSNS
n=2

n

Bunlar kullanilarak ¢6ziim agagidaki gibi hesaplanir:

u(x)=[(26-1)G, (x,&)d &
u(x) = —ZZ S"’;%l(zg — DsinnaEde
u(x) = 22 smn;rx (2;t 1)cosn7r§+ L smnm:]0

u(x) = 22 1+cosn7z s'nn “

Problem 8: Cok dagmik bir ortamda 151k yayilimi difiizyon denklemi ile iyi bir sekilde
modellenebilir(Martelli et al. 2012):
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DVAU(r,t)+ g U(r,t)=S,(r,t)

Burada U, r yerindeki ortalama yogunluktur. So, ortamdaki dahili bir 151k kaynagidir. D ve [,

strastyla difiizyon ve absorpsiyon katsayilaridir. D, asagidaki gibi tanimlanir:

1

D= -
(3t + p1y)

, burada ,uls azaltilmis sagilma katsayisidir.

Sonsuz bir homojen ortamda 151k dagilimmin (U) Ol¢iilmesinin ileri algoritmasig, Green

fonksiyon olmak iizere asagidaki gibi yazilir(Ntziachristos2006):
(V2 +k2)g(k|rs _rd|) :_5(rs _rd)

Burada g ile gosterilen Green fonksiyon asagidaki gibidir:

ik\rs—rd\
(G(k|rs—rd|) :e—J

47z|rs—rd|

rs ve rq sirastyla kaynagin ve detektoriin pozisyonlaridir. Green fonksiyonun tanimu ile,
sonsuz homojen bir ortamda yogunlugun mekansal dagilimi asagidaki sekilde verilir (Stuker

et al. 2011):

_ko‘rs_rd‘
U(r):%f de
7D v Ir, — 1y

S

Difuzyon denkleminin ¢6ziilmesi i¢in sinir kosullarinin verilmesi gereklidir. Difflizyon ortami
icindeki tam Green fonksiyonu, Green teorem yardimiyla asagidaki gibi bulunur(\Vesperinas
1991):

oG(r,,r')

ag(k|rs'_rd|)
on' on'

1
G(rs’td):g(k|rs_rd|)+4_j [CndD +g(k|rs—rd|)]
TS

79



aiz n'v' ve n'disa normal yiizey birimidir ve yayilmayan ortama isaret eder.C,,
nl

katsayisi, her iki ortam arasindaki kirllma uyumsuzlugunu dikkate alir. Tipik doku / hava

endeksi degerleri i¢in ((N, =133 n=1) C, =5 alir (Aronson 1995).
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Sturm-Liouville diferansiyel denkleminin uygulamalari baslangicta 1s1 iletim problemleriyle
kisitl iken diferansiyel denklemler alanindaki gelismelere paralel olarak kuantum mekanigi,
hidrodinamik, diflizyon ve miihendislik gibi genis uygulama alanlarina yayilmistir. Sturm-
Liouville teorisi, 19.yiizyildan baslayarak onemli gelismeler kaydetmis, Green fonksiyon
yardimiyla ¢oziim yOntemi sayesinde kullanim alanlar1 yaygilagmistir. Birgok denkleme
Sturm Liouville operatorii yardimiyla ¢oziimyolu aranmistir. Bu ¢alismada kullanim
alanlariyla ilgili gelecek calismalar i¢in genis bir cerceve sunulmus, onemli bir kaynak
olusturulmustur. 1. ve 2. bdliimlerde temel yapilar1 olusturmakta, 3. ve 4. boliimlerde
uygulamalara yer verilmistir. Sturm-Liouville problemlerinin uygulamali alanlardaki
coziimlerine Green fonksiyonu yardimiyla incelenerek, destek olmasi bakiminda 6rmekler

sunulmustur.

81






KAYNAKLAR

Andrews G E, Askey R and Roy R (1999) Special Functions. The Press Syndicate of The
University of Cambridge, Cambridge, 188.

Adkins J C (2014) Sturm-Liouville Theory. Universty of Toronto, USA.
Aronson R (1995)Boundary Conditions for Diffusion of Light. JOSA A, 12: 2532-2539.

Akca H (1986) Sturm-Liouville Arkadashig1.Erciyes Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii. Fen
Bilimleri Dergisi,2: 143-154.

Birkhoff G and Rota G (1989) Ordinary Differential Equations. 4th Edition, John Wiley &
Sons, The United States of America, 302-368.

Boyce E W and DiPrima R C (2001) Boundary Value Problems and Sturm-Liouville
Theory. Elementary Differential Equations and Boundary Value Problems (7th ed.).
New York: John Wiley & Sons. 630.

Courant R and Hilbert D (1966) Methods of Mathematical Physics. pp. 1: 325.

Chakrabarti A (1996) Elements of Ordinary Differential Equations and Special Functions.
2th Edition, New Age International (P) Ltd Publisher, New Dalhi, 86 s.

Dasgupata S (2014) It Began with Babbage: The Genesis of Computer Science. Oxford
University Press, Oxford, pp. 253.

Fulton C T (1994) Eigenvalue and Eigenfunction Asymptotics for Regular Sturm-Liouville
Problems. Journal of Mathematical Analysis and Applications, pp.188, 297-340.

Gwaiz M A Al (2008) Sturm-Liouville theory & its Application. Verlag London Limited.

Hassana, A A (2017) Green’s Function Solution of Non-Homogenous Regular Sturm-
Liouville Problem. Journal of Applied & Computational Mathematics. Research
Article, J Appl Computat Math, 6: 362.

Holmes M H (2013) Introduction to Perturbation Methods. 2th Edition, Springer Science
Business Media, New York, pp. 4.

Komech A (2007)Book of Practical PDEs. Max-Plank-Institut fiir Mathematik in den
Naturwissenschaften, Leipzig.

Sevgi L (2006) Sturm-Liouville Equation: The Bridge between Eigenvalue and Green'’s
Function Problems. Turkish J. of Electrical Engineering, 14 (2): 293-311

83



KAYNAKLAR (devam ediyor)

Loney N W (2007) “Equation 6.73". Applied mathematical methods for chemical engineers
(2nd ed.). CRC Press. p. 218. ISBN 0-8493-9778-2.

Logan J D (1997) Applied Mathematics. John Willey and Sons Inc, New York, (Second
Edition).

Liitzen J (1982) Sturm and Liouville's Work on Ordinary Linear Differential Equations. The
Emergence of Sturm-Liouville Theory, Matematisk Institut Odense unuversitet,
prepirints No:1.

Martelli F, Bianco S D and Ninni, P Di (2012)"Perturbative forward solver software for
small localized fluorophores in tissue," Biomedical Optics Express, 3: 26-36

Naimark M A (1967) Linear Differantial Operators. Ungar, New York.

Nasser | (2013) Solution of inhomogeneous ordinary differential equations using Green's
Functions. Phys. 571 Syllabul. 09.Nov.

Ntziachristos N (2006) Fluorescence molecular imaging. Annu. Rev. Biomed. Eng., vol. 8,
pp. 1-33.

Parnell W J (2013) Greens functions, integral equations and applications. Lecture
Notes, University of Manchester.

Poisson S D (1823b) Second Memoire sur la Distribution de la Chaleur dans les Corps
solides. Journ. Ec. Polytechn. vol. 12 (19. cab.) (1823), pp. 249-402.

Ramirez J M (2012) Revista Colombiana de Matematicas. Volumen 46 (2012)1, paginas 15-
25.

Richards D (2002) “§10.4 Sturm—Liouville systems". Advanced mathematical methods with
Maple. Cambridge University Press. p. 354. ISBN 0-521-77981-2.

Roach G F (1970) Green’s function introductory theory with Application. New York Toronto
Melbourne.

Rosen K H (2012) Discrete Mathematics and Its Applications. 7th Edition, The McGraw-Hill
Compaines, New York, pp. 205-213.

Sharma S K and Gupta V G (2010) Differential Equations. 45th Edition, Satyendra Rastogi
(Mita), India, pp. 537.

Stuker F, Baltes C, Dikaiou K, Vats D, Carrara L, Charbon E, Member, leee, Ripoll J.
and Rudin M(2011) Hybrid small animal imaging system combining magnetic
resonance imaging with fluorescence tomography using single photon avalanche
diode detectors. Medical Imaging, IEEE Transactions on, pp. 1-1.

84


https://books.google.com/books?id=QD6hOiRrAjIC&pg=PA218
https://ipfs.io/ipfs/QmXoypizjW3WknFiJnKLwHCnL72vedxjQkDDP1mXWo6uco/wiki/International_Standard_Book_Number.html
https://books.google.com/books?id=AKsLy0rVGuwC&pg=PA354
https://books.google.com/books?id=AKsLy0rVGuwC&pg=PA354
https://ipfs.io/ipfs/QmXoypizjW3WknFiJnKLwHCnL72vedxjQkDDP1mXWo6uco/wiki/International_Standard_Book_Number.html

KAYNAKLAR (devam ediyor)

Sturm C (1836) “Memoire sur une classe d'Equations a differences partielles". Journ.Math.
Pures Appl. vol. 1, pp. 373-444, [P. V. 1833, p. 227].

Teschl G (2012) Ordinary Differential Equations and Dynamical
Systems. Providence: American Mathematical Society. ISBN 978-0-8218-8328-0.

Truesdell C (1960) The Rational Mechanics of Flexible or Elastic Bodies 1638-1788. Euler’s
Opera Omnia (2) vol. 11, Fart 2. Ztirich.

Vladimir A M (2001) Sturm-Liouville Operators and Applications Birhhauser Verlag, Basel,
(1986).

Von Below J (1988) Sturm-Liouville Eigenvalue Problems on Networks. Math. Methods
Appl. Sci 10, 383-395.

Vesperinas M N (1991) Scattering and diffraction in physical optics. New York

URL-1 (2019) <<https://en.wikipedia.org/wiki/Boundary_value_problem E.T. 20.08.2018>>
Erisim Tarihi:

85


https://ipfs.io/ipfs/QmXoypizjW3WknFiJnKLwHCnL72vedxjQkDDP1mXWo6uco/wiki/Providence%2C_Rhode_Island.html
https://ipfs.io/ipfs/QmXoypizjW3WknFiJnKLwHCnL72vedxjQkDDP1mXWo6uco/wiki/American_Mathematical_Society.html
https://ipfs.io/ipfs/QmXoypizjW3WknFiJnKLwHCnL72vedxjQkDDP1mXWo6uco/wiki/International_Standard_Book_Number.html




OZGECMIS

17/02/1988 Zonguldak ta dogdu. Ilkdgretim ve lise tahsilini Zonguldak ta tamamladi. 2006
yilinda Kirsehir Ahi Evran Universitesi Matematik béliimiinii kazand1 ve 2010 yilinda mezun
oldu. 2012 yilinda Pedagojik Formasyon egitimini tamamladi. 2014 yilinda Zonguldak Biilent
Ecevit Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dalinda yiiksek lisans
egitimine bagladi ve 2019 yilinda tamamladi. 2017 yilinda Zonguldak Biilent Ecevit
Universitesi Insaat Miihendisligini kazand1 ve halen devam etmektedir.

Evli ve bir ¢ocuk annesidir.

ADRES BiL.GILERI:

Adres: Mesrutiyet mah. Yagcilar cad. Kuzey apt. No:61/3 Merkez/ ZONGULDAK
Tel: (+90) 553 755 36 47

E-posta: saglamyaseminn@gmail.com

87



