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ULTRAHIPERBOLIK TURDEN KISMi TUREVLI DENKLEMLER ICIN
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Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah

Tez Damismani: Dog. Dr. Fikret GOLGELEYEN
Temmuz 2019, 63 sayfa

Bu tezde ultrahiperbolik tiirden bir kismi tiirevli denklem Cauchy baslangi¢ sartlari ile birlikte
ele alinmistir. Coztim hakkinda verilen ek bilgi yardimiyla bu denklemdeki bir katsayinin
bulunmasi ters probleminin ¢Ozlimiiniin tekligi arastirilmistir. Bu amagla tezin birinci
boliimiinde, sonraki bdliimler igin gerekli temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. ikinci
boliim bazi yardimci onermelere ayrilmis, son boliimde ise ¢ozlimiiniin tekligi ile ilgili bir

teorem sunulmustur.
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In this thesis, an ultrahyperbolic type partial differential equation is considered with some
Cauchy initial data. By using the given additional data on the solution, uniqueness of solution
of an inverse problem of determining one of the coefficients in the equation is investigated. For
this purpose, in the first section some basic definitions and theorems which are needed in the
succeeding sections are given. Section 2 is devoted to some auxiliary lemmata. In the last

section, a theorem related to the uniqueness of solution of the problem is presented.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

SIMGELER

Q : Verilen bir bolge

Q, . Olusturulan alt bolge

Q - (1 bolgesinin kapanisi

a0 : 1 bolgesinin sinir1

ck(Q) : Q) bolgesinde tanimli k. mertebeye kadar siirekli kismi tiirevlere sahip

fonksiyonlar uzayi

X . Agirlik fonksiyonu

bij : Kronecker deltasi

sgn(x) : Isaret fonksiyonu

Huller @y : C1(Q) uzayinda norm

Av : Biiyiik Parametreler

d; : Divergent terimler, i = 0,1,2,3,4

Xi






BOLUM 1

ON BILGILER
1.1 GIRIiS

Bu calismada bir
Qc{r,y:x=(21,....,x,) ER"y = (Y1, .., Ym) € R™, 21 > 0}

bolgesinde

Zuzm? - C2 (l’,y/) Zuyjyj + Za’z( L) Uy + Zb uy —|—0,0 x y) f('r’y) (11)
=1 j=1 i=1

ultrahiperbolik denklemi w(0,' z,y) = wug, u,, (0, x,y) = u; kosullar ile birlikte ele ali-
nacaktir. Verilen bir ek bilgi yardimiyla (1.1) denkleminin bir katsayisinin bulunmasi ters
probleminin ¢oziimiiniin tekligi arastirilmigtir.

Bilindigi tizere ikinci mertebeden iki degisken iceren bir lineer kismi tiirevli denklem
AUy + 20Ugy + Cliyy + du, + euy + fu=g (1.2)

formunda yazlabilir. Eger w,,, tyy, Uy, U, u, fonksiyonlar i¢in sirasiyla o?, a3, 6% a, B
gosterimleri kullanilirsa (1.2) denklemi igin o ve 37 ya bagl ikinci dereceden bir polinom

elde edilir:
P(a, B) = aa® + 2baf + c* + da + e + f.

(1.2) denkleminin ¢oziimiiniin matematiksel zellikleri biiyiik oranda P(«, [3) polinomu-
nun cebirsel ozellikleri tarafindan belirlenir. P(«, 3) ve onunla birlikte (1.2) denklemi
b? — ac diskriminantinin pozitif, sifir veya negatif olmasina gore sirasiyla hiperbolik,
parabolik veya eliptik olarak simiflandirihir. Dikkat edilirse (1.2) denkleminin tipi onun
esas kismi yani u’'nun en yiiksek mertebeden tiirevlerini igeren terimler tarafindan belir-
lenir ve bu simiflandirma a, b ve ¢ katsayilar: sabit olmadik¢a zy diizleminde noktaya bagh

olarak degisir (Duchateau and Zachmann 1986).



Daha genel olarak ikinci mertebeden n degiskenli bir lineer kismi tiirevli denklem

n

Z ij (T)Uga; + Z a;(z)ug, + a(x)u = f(z) (1.3)

ij=1
seklinde ifade edilebilir. Eger g, = Us,q, ise (1.3) denkleminin esas kismi a;; = aj;
olacak sekilde diizenlenebilir. Bu nedenle A = [a;;] matrisi simetrik olarak kabul edilebilir.
Lineer cebirden bilinmektedir ki her reel simetrik n x n tipindeki matrisin n tane reel
ozdegeri vardir. Bu 6zdegerler, I; n x n tipinde birim matris olmak iizere det(A — A\I) nin
yani n.dereceden bir polinomunun kokleridir. Kabul edelim ki 2° calisilan bolgedeki keyfi
bir nokta olsun. Pozitif 6zdegerlerin sayisim n, = n, (2°), negatif tzdegerlerin sayisim
n_ = n_(2°%) ve sifir zdegerlerinin sayisini ng = ngo(z°) ile gosterelim. Burada n =
ny + n_ + ng oldugu acgiktir.

Eger n, = n veya n_ = n ise (1.3) denklemi z° noktasinda eliptik tiptendir denir. R" de

eliptik denkleme 6rnek olarak
Au=f

Poisson denklemi verilebilir. Burada A = 88—;2 + ...+ % seklinde tamimli olup Laplace
1 n

operatorii olarak adlandirilir.

Eger ny, =n—1ven_ =1, veyaeger n, =1 ven_ =n— 1 ise (1.3) denklemi x°

noktasinda hiperbolik tiptendir denir. R™ de hiperbolik denkleme 6rnek olarak

Ugygy F oo Uy 2y = Uz, = f

dalga denklemi verilebilir. Daha basit olarak xt diizleminde

U — Uz = f

bir boyutlu dalga denklemi ¢rnek olarak gosterilebilir.

Eger ng =0 ve 1 <n, <n—1ise (1.3) denklemi z° noktasinda ultrahiperbolik tiptendir
denir. R* de ultrahiperbolik denkleme érnek olarak

Ugyzy + Upws — Uy — Uzgzy = f(T)

verilebilir.
Eger ng > 0 ise (1.3) denklemi z° noktasinda parabolik tiptendir denir. Biitiin R" de

parabolik olan bir denkleme 6rnek olarak

Uy 2q + ot Uy _12p_1 — Uz, = f(.’E)

151 denklemi verilebilir.



Agiktir ki a;; katsayilarindan herhangi biri sabit degil ise (1.3) denkleminin tipi noktaya
bagl olarak degisecektir (Mikhailov 1978).

Hiperbolik kismi tiirevli denklemler fiziksel olarak bir zaman boyutu icermekte olup
dogada cereyan eden bir ¢ok olayin matematiksel modelinin olusturulmasinda kullanil-
maktadir. Bu denklemlerin zamansal olarak ¢ok boyut iceren bir teoriye genellestirilmesi
ultrahiperbolik denklemlerin ortaya ¢ikmasina sebebiyet vermistir. Cok boyutlu zaman
kavrami giintimiize kadar fizikgilerin ve buna bagh olarak matematikgilerin genel olarak
uzak durdugu bir kavram olmustur. Bunun temel nedeni ¢ok boyutlu zaman kavraminin
klasik fizikteki bazi temel ilkeleri ihlal etmesidir. Buna ¢rnek olarak belirleyicilik (de-
terminizm) ilkesi verilebilir. Daha agik bir ifade ile zamanin ¢ok boyutlu olmasi matem-
atiksel olarak diizlemde kapali bir egrinin olugmasina ve boylece zamanda ileri veya geri
gidilebilmesine neden olacaktir. Bu durum ise meshur dede paradoksunda (grandfather
paradox) ifade edildigi gibi gegmis zamanda gelecegi etkileyebilecek degisiklikler yapila-
bilmesine yani neden sonug zincirinin kirilmasina sebep olacaktir.

Diger yandan, bagta sicim (string) kurami olmak iizere modern fizik kuramlarinda ortaya
¢ikan gelismeler klasik mekanik ve kuantum mekanigini birlestirebilecek ve hergeyin teorisi
olabilecek (theory of everything) bir teorinin olugturulabilmesi i¢in ek boyutlara ihtiyag
oldugunu gostermektedir. Bu ise ultrahiperbolik denklemlere olan ilgiyi arttirmistir.
Ultrahiperbolik denklemler i¢in bazi1 direkt problemler zaman ve uzay boyutunun o6zel
durumlar: igin Kostomarov (2002, 2006) tarafindan incelenmigtir. Coziimiin tekligine
iliskin 6nemli sonuglar Burskii ve Kirichenko (2008), Diaz ve Young (1971), Horman-
der (1976), Owens (1947) tarafindan elde edilmistir. Son olarak, Craing ve Weinstein
(2009) sirsiz bir bolgede ultrahiperbolik denklem i¢in bir direkt problemin yerel olarak
¢oziilebilir oldugunu gostermistir. Ancak ters problemlerlerle ilgili sinirh sayida caligma
yapilmigtir. Ultrahiperbolik denklem icin bazi ters problemlerin ¢oziimlerinin tekligi ve
kararlihigy Klibanov ve Bukhgeim (1981), Amirov (2001) ve Golgeleyen ve Yamamato
(2014) de aragtirilmigtir.



1.2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 1.1 (C™ () Uzay1) 2, R" wzayinda bir bolge olsun. Her negatif olmayan m
tamsayise igin || < m olmak tizere D*¢ kismi tirevleri ) bolgesinde sirekli olacak sek-
ilde tim ¢ fonksiyonlarimin olusturdugu vektor uzay, C™ () ile gosterilir (Adams and

Fournier 2003, s. 10).

Tanim 1.2 (Direkt Problem) Matematiksel fizikte denklem, bélge ve kosullar verildiginde
denklemi ve kosullary saglayan bir ¢ézimiin bulunmasina direkt problem denir (Amirov

2001).

Tanim 1.3 (Ters Problem) Pratikte karsilasilan oyle problemler vardwr ki, bunlarin
coztimleri i¢in ayrica ek bilgiye gerek duyulur. Verilen bu ek bilgiye gore denklemin bir
veya birka¢ katsayisiman veya sag tarafinin ya da sinar kosullarindan bir veya birkagina
denklemin ¢ozimai ile birlikte bulmak gerekir. Boyle problemlere ters problem adi verilir

(Amirov 2001).

Tanim 1.4 (Hadamard Anlaminda Iyi ve Ké6tii Konulmus Problemler) Fransiz
matematikei J. S. Hadamard "Iyi konulmus problem” tanwmana 20. yiizyin baslarinda
asaqidaki sekilde vermastir.

Kabul edelim ki U ve F' metrik uzaylar, ve A : U — F bir operator olsun
Au = f. (1.4)

(1.4) denkleminin asagidaki kosullart saglayan ¢ozimiinin bulunmasi problemine (U, F)

uzay ¢iftt icin Hadamard anlamanda iyi konulmus problem ady verilir:
i) Varlk: Her f € F i¢in U uzayinda problemin ¢ézimi vardr.

ii) Teklik: Problemin ¢ozimii U uzayinda tektir.

iii) Kararhlik: Problemin kosullart F' uzayinda az degistiginde problemin ¢ézimi de U
uzayinda az degigir (kararlilik kosulu) (Lavrent’ev et al. 1986). Bu sartlardan her-
hangi birinin saglanmamast durumunda problem, (U, F) uzay ¢ifti i¢in Hadamard
anlaminda koti konulmus problem olarak adlandwrmlir. Bir (Uy, Fy) uzay ¢ifti i¢in
iyi, baska bir (Us, Fy) uzay ¢ifti i¢in kéti konulmug probleme (Us, Fy) uzay ¢ifti i¢in
zayif koti konulmus problem denir. Tim uzay ciftlerinde koti konulmusg probleme

kuvvetli kéti konulmus problem denir.



Hadamard’a gore kotii konulmus problemler, reel fiziksel anlami olan pratik olaylarin
tasvirinde kullanilamaz. Ciinkii pratikte elde edilen veriler her zaman belirli bir hata
pay1 igerir. Eger problemin ¢oziimii kararli degil ise bu hatali veriler yardimiyla bulu-
nan ¢oziim, kesin ¢oziimden cok farkli olabilir ve bu da yanlhs sonuclarin elde edilmesine
yol acar. Bu nedenle baglangicta bircok matematikci sadece Hadamard anlaminda iyi
konulmus problemlerle ilgilenmigtir. Ancak sonraki siiregte dogada ortaya ¢ikan birgok
problemin kotii konulmus problem oldugunun goriilmesi matematikgilerin bu problem-
lerle ilgilenmesine sebep olmustur. Bu cerceve de Hadamard’in kendisinin ¢rnek olarak
gosterdigi Laplace denklemi icin Cauchy problemi de kétii konulmus bir problem olup

elektromanyetik teori de énemli bir model olarak ortaya gikmaktadir (Petrovskii 1967).
Tanim 1.5 (Tikhonov Anlaminda Iyi ve Ké6tii Konulmus Problemler)

Ik olarak Rus matematikei A. N. Tikhonov, Hadamard anlaminda koti konulmus prob-
lemlerin gerekliligini ortaya koymustur. (1.4) denkleminin asagidaki kosullar: saglayan

cozimiiniin bulunmast problemine Tikhonov anlaminda iyi konulmus problem adi verilir:

i) U bir metrik uzay olmak tzere, problemin ¢ozimi var ve belirli bir M C U ciimlesine

aittar.
ii) Problemin ¢oziimi M de tektir.

iii) Problemin ¢ozimi M de kosullara strekli bagimlidur (Lavrent’ev et al. 1986).

M ciimlesine problemin dogruluk ciimlesi denir ve M genellikle kompakt bir ciimle olarak
segilir.

Ters ve koti konulmug problemler teorisi bilim wve teknolojinin bir¢ok alaninda siklikla
ortaya ¢ikmaktadir. Bu alanlara ornek olarak, astronomi, kuantum mekanigi, elektrod-

inamik, tibbi ve teknik tomografi, ultrason, optimal kontrol teorisi ve finans matematigi

verilebilir (Kabanikhin 2008, Ramm 2010).
Uyar1 1.1 Asagidaki bolimlerde

Q ={(r,y):zeR"yeR™ x>0, 0<¢ <},
1 ¢ 1« .
w(ﬂf)=5w1+—;(az—w?)2+5;(yj—y?)2+ao;XZeXp(W ),

ag >0, 7v+ag=n<1, ag < () < n tamwmlamalar, kullanilmagtar.






BOLUM 2
BAZI YARDIMCI ONERMELER

Bu boliimde, ele alinan ters problemin ¢oziimiiniin tekliginin ispatinda kullanilacak olan
3 tane lemma verilecektir. (1.1) denklemine Z; = /221 — dp doniigiimii uygulanir ve

basitlik acisindan ayni gosterimler kullanilirsa denklem asagidaki forma indirgenebilir:

(331 + 50)_1 uzlzl + (xl + 50) (Z umiati 4 02 (l’, y/) Z uyjyj)
=2 j=1

n

+ (371 + 50) (Z AUy, + ijuyj + aO(x7y/)u) = f(l',y)

i=1 j=1
Lemma 2.1 Kabul edelim ki V€ € R ve x € Q i¢cin

L oc 4
— Z a—mlgyk > O[1|§| , ap >0 (21)
k=1
esitsizligi saglansin. Eger \ ve & parametreleri bir pozitif sabitten biiyik ve v sayist
4
0<v<3 (Mmeg* 4+ 3mM) <1 (2.2)

sartim saghyor ise her o (x) € C? () igin a§a§zdaki esitsizlik yazilabilir:

m 2
k=1

n

> 2 0 (561 + 50)_3 ()0301X2 —2\v (xl + 60)2 GO(”u m) Z ()03:)8

=2

+Avday (1 + dg) Z gozkxz + 2X3046% (2, + 50)_2 Y%K
=1

+G(A, 0)p*x* + do (px) + di (px) (2.3)
Burada 0 < g9 < £, \/27 < 1 seklinde tanamhdir ve
G (N6 = 20d (x1+60) " (-N22 ™2 = (v + 1) 92 v 7?)

F20 (1 + 60)% Goln,m) S (V202 7272 4 Mo (v + 1) g2 2
1=2

T M, L) = Ao (w1 4 60) Y (NrPer

k=1

A (v + DO = T, )

7



do ()

20 (1 +00) 2 12,), +4M6 Y (0o, ),

=2

—2\w8 Z (92,),, =48y (F000y,),

k=1
+2)\V52 ()
+2)v6° ((xl + o) (>\2 2T M (v + 1)) 9?)

+2)\y62 (V22722 = (v + 1)y 22 ) + A1) 9)

1

—2)\y62 vt [()\2u2021/7”71w§k —Av(v+1) C21ﬂ71¢32/k + Avmc?) 792]3;1

n

+4\v Z (%ﬁxﬁm)xl — 2\ Z (ww 961)

=2 =2
+4\v (l’l + 60)2 Z (7/193119@19%)% —2\v (1:1 + 50)2 Z <,¢x J:J)
i\j=2 i,j=2 .
202267y (W™ 2y, — (v 4+ 1) 2, 7).
=2

n

AR (21 + 6p)° Z [%g Pl ((n -1 —-(r+1) lbiﬂ/f_l + AV¢?@j¢_V—1> ”‘92]

i =2 o
_2)\ xl + 60 2 Z 2¢ wiu 1 ( + 1) %Q/kqﬂil + )\I/wzkwillil) 192] x;
=2 k=1
_4AVZ(C2¢%19%19M)$1+2Auz i, V7))
k=1
— A\ (21 4+ 60)2 D > (P, 0y0a,)  + 200 (21 4+ 60)° DD (P, 92)
i=2 k=1 i=2 k=1
+4A v ( $1+5022 CT/)yk _2)"/ $1+502Z( Uk ys
k,s=1 k,s=1
DY [, (- ) ),
=2 k=1
=202 (214 60)" Y ) [Py 0 T (W, — (v + DR M O]
=2 k=1
F2ARE (21 + 00)2 3 [y, 07 (W, — (v + D U207+ N2 ) 7]
k,s=1



di (xp) = —2/\1/6(x1+50) v (%ﬁﬁ v=1,2 2) .

%

+2)v (21 + 60)° Go(n, m) Z Av (Qﬂxi@b_y_l@?XQ)x

— Moy (w1 +60) Y W (¢, 07" e*X?)
k=1

Yk
Ispat. Ik olarak

V= xp
seklinde yeni bir bilinmeyen fonksiyon tanimlayalim. Buna gore;

80;1:1 = Xil (ﬁxl + )\Vz/}_y_lwwlﬁ) Y
(pxlml — Xil (19331551 + 2)\1/1#71/711&%119-%1

—\v (y + 1) ¢—V—2¢i119 4+ )\27/21/]_2V_2,’7Z};25119) 7

pri = Xil (19% + )\Vwiyilwxiﬁ) )
(pxiwi = X_l (191'1-731 + 2>\V¢_V_177Z)$ci/l91'i + )\V,[?Z)_V_ll/)xixiﬁ
=\ (v + 1) YT TR0+ NPT TR W)

spyk - X_l (ﬁyk + AV¢_V_1¢ykﬁ) )
SOykyk = X_l (ﬁykyk + 2/\V¢_V_1wyk19yk + Ay¢_”_1¢ykykﬁ
—Av (v + 1) 722 94 NPT )

At

yazilabilir. Burada s = e*¥" " olarak tanimhdir.

(2.5)-(2.7) bagmtilar1 kullamlarak

m 2
¢V+1 ((Il + 50)71 Soxlscl xl + 60 (Z (px TP C2 (‘Ta y/) Z wykyk>> X2
k=1

= P (@14 80) T (Vagey + 20007, Dy — v (v + 1) 220

+/\2y2¢—2y—2w§119)

+ (21 + do) <Z (Vs + 20000 + A N,

=\ (v+1) @sz‘%iﬁ R T

—c? (x, y') i(ﬁykyk + 2/\mp_”_1¢ykz9yk + )\mb_”_lwykykﬁ
k=1

A (v 1) 732 9 4 AR 2 )]

9

(2.4)

(2.5)



= 0 @14 80) " (P — A (4 D90+ NP )

n

(€14 00) D (Vs + AT Moy 0 = M (v 1) 077200 0+ A2 22 0)

=2

NE

(g + A1y 0 = A (v + 1) 77725 0+ NP~ 20 o

Yk

=
Il

1

n m 2
+2 vy <($1 +00) " Wy oy + (@1 4 00) D 0001 — € (214 60) Y %kﬁyk)]

=2 k=1

> 4)\v ((1'1 -+ 50)_1 "%11911 + (56'1 + (50) Zwmﬁfm — C2 (£C1 + 50) Zwykﬁyk>

=2 k=1

(z1 + 50)71 Vzyzy + (21 + do) <Z Vi — ¢ Z 19ykyk)
1=2 k=1

(21 + 8o) Tt (VAT 9 — (v + 1) R )

n

+ (@4 00) | D (WA R0 — W (v + 1) 7 PR 0) + AT
1=2
=) (WA TR0 — A (v 4+ 1) T ) + Auw‘”‘lﬁ] (2.8)
k=1

esitsizligi elde edilir. Burada

1%1 = 57 ¢xlx1 = 07 wmzmz = 17 wxiyk = 0 (29)

oldugu goz oniinde bulundurulmustur. Simdi son esitsizlikteki her bir terimi asagidaki
sekilde degerlendirelim:

Birinci terim:

AN (21 + 00) Uy Dy (21 4 60) " Dy

= 4w (21 4 00) 2000, Dy,

) (2 (w1 4+ 00) 92, = ((m1+60) 7 02), + (w1 400) %), 92,
—2((w1400) ), 19?51)

= 2w (o +00) 2 02,),, = (21 +00)2),, 02,

= 200 (w1 +00) *92)), + 4N (w1 + 60) 02,

= doy () + 4\v6 (21 + o) 292

r1?

(2.10)

10



ikinci terim :

n

A (21 4 00) " Uy Uy (214 00) Y Ve,

1=2

= 2\ Zn: 20,V

=2

— 4\vb En: (Va1Va,),, — 2A06 zn: (93.).,
1=2

=2

= do (V) (2.11)
liclincii terim:

—4 v (LL’l + (50) ¢x179w10 T+ (50 Zﬁykyk
k=1

= —zmazzcwxlvykyk
dc oc?

- —2)\V§Z < (2200, 0y,),, — (02, + (8—56119;) aykﬁxlﬁyk)
= —4)\1/(52 (Pardy,), +22w0 ) (05) zmsz (a—xlﬁzk>

k=1 k=1

o 2

4O Z g—cﬁxlﬁyk

= d - 2Au52 o 2 + 4>\V5§: i (2.12)
- 03 Oz, Yk £ Oy 71V Yk :

dordiincii terim:

AV (21 + 80) " Wy 00,0 (w1 + 60) T (NPT 22— Av (v 4+ 1) 22 )
= 208 (11 4+ 60) > (V22— A (v + 1) 2) 200,
= 28 (21 4 00) > (WP = (v + 1) 7% )
FAAS® (21 4+ 60) > (N2 22— A (v + 1) %) 92
—2\v8° (21 4 6) (=20 (v + D)™, + M (v +1) (v +2) " P, ) 0
= dog (0) +4AX3038° (1 4 00) P2 20? — AN (U + 1) 6° (w1 + 0g) > 292
4N 30 (1 + 1) (21 + 6g) 2 op~ 23092

222254 (1 + 1) (v +2) (21 + 60) 2" 302, (2.13)

11



besginci terim:
n

A\ (x1 + 0) Yy, Vay (21 4 00) ¥ (Z (/\2V2¢_2V_2¢i a4+ 1) ¢_V_2¢i)

=2

+/\y¢)‘”‘1)

— 2)\y(52 (V272722 = v (v + 1) 292 ) + w71 299,

- 2)\y62( (V2202 = A (v + 1) 292 ) + g™ 1) 97)

xr1

—zmsz (=202 (v + 1) 32, + M (v +1) (v +2) P2,
—\v (v+1)w*” 2, ) 02

= dos (0) + 4N0% (v + 1) PR 2,

20207 (v + 1) (v + 2) 729Dl + 2N (v + 1) R, (2.14)
=2
altinci terim:

m

4\ (21 + 80) " ¥y V(1 + 8o) (Z (N2 2722 — dv (v + 1) 22 )

k=1

+ Ayl

)

= =26y (NP — (v 1) AT )+ ey, ) 200,
k=1

= —2/\y(52 (W22 — A (v + 1) P20+ ™y, %) 97

1

+2>\y52 22 (0 4+ 1) PRy, (v 4+ 1) (04 2) TR
c? oc?
—v—2 2 —2v—2 —v—=2_2
—A\6 (v 4+ 1) YT, + A Vzﬁ_xlw WY — (v +1) 8—3;1%& “by,

2

o -
+/\Va_[)’;1 1¢ykyk) 192

= dog () — AN*V30% (v + 1) Y PRy

+2X2026% (v + 1) (v + 2) ™7 392 Z ¢§k — 2270202 (v + 1) mc*p " 29?

k=1
= Oc? = Oc?
3 35 -w-202N " 9C 2 5y2 2 —v—292\ " 9
+2X°° 01 19 G,V 2N (v + 1)y %0 2 5,
+2)\%y 25m w*” 192, (2.15)

12



yedinci terim:

n

A (214 60) 3y Ve, (71 4+ 60) " Vs

=2
= 2w 2, Uy 0,
=2
= 203 (@0 00),, — (), () = 2000,
i=2
Y ()~ 20 Y (), 203 ()
=2 1=2 1=2
= do7 (9) + 2\ (n —1) 92 , (2.16)
sekizinci terim:
4>\V ($1 +50 Zw /ﬁ .Tl +6O)Zﬁxjxj
=2 j=2
= 2)\v (iIZ’l + (50)2 Z melﬁz,ﬁxjxj
i,j=2
ij=2 i
= Dw (o + 00 Y (W da,), — 2w (21 +60) Y @%0;)
i,j=2 4,j=2 i
20 (21 4 60)* Y 0% — A\ (21 + by) Z Uy UV
i,j=2 1,j=2
= dos (9) — 2\ (n— 1) (21 + 00)* D92, (2.17)
j=2
dokuzuncu terim:
—4\v (21 + dp) Zw g, * (1 + o) Zﬁykyk
1=2 k=1
= =2\ (w1 + 50)2 Z Z 202¢xi79xﬂ9ykyk
i=2 k=1
= —2)\1/ (;L‘l + 50)2 Z <(202wxl'ﬂxﬂ9yk) ( wx yk) (Cz,ébxi)xi 7912%

= doo (9) — 2w (21 + ) Z xﬁf/k 2\ (21 + 6o) ZZCme 2

i=2 k=1 =2 k=1

oc?
+4\v (21 + 6o) Zza YV Oy, + 4N (21 + 80) chz¢xykﬁ Dy, (2.18)

=2 k=1 =2 k=1

13



onuncu terim:

n

4D (1 + 60) Z Uy 02,0 (21 + 00) L (WA 22 — M (v + 1) 22 )

1=2
n

= 2w ) (WA R, — v (v + 1) Ry, ) 200,

=2
n

= 228 (w2, — (v + D)y Ry, ) ),
=2

—2X%20% > (=20 (4 1) R A Ry,

=2

+ W+ (+2) Y - v+ 1) Y, )

= dio (0) + AW (v 1)Uy 07— 20N (0 1) g

=2

—2X%20% (v + 1) (v +2) 2D 2 420076 (v 4 1) (n— 1) ¢, (2.19)

=2

on birinci terim:

n

AN (1 + 80) 30 0y, 08 (1 + 60) D (M™M= W™ (04 1) 2
i=2 j=2
_l_/\zyzwﬂufzwij)

= 22 (1 400" Y |(V T e, — (4 D2 g

ij=2

w02 ) 200,

R 4 00 3 [, (a7 0 D0 A 2 ]

15,J=2

Tq

n

—20%% (21 + 50)2 Z (wxixiwivja?jwiyil —(+1) wiiw%fﬁjwﬂ/d

i.j=2

— (WD) Y2 T (v 4+ 1) (v +2) YR wE
=2 (V1) by 0T A At W T
=2 (v + 1) 2 5 T T 20, b, ) 0T T

= diy (0) + 4N (v +1) (21 + 6p) 2 ™ 232 Z ¢i,¢i

i.j=2

+4>\3U3 (-771 + 50)2 77ZJ—21/—2,L92 Z ¢il . 2)\3y3 (7’L _ 1) (xl + 50)2 w—2l/—2192 Z ¢ij

=2 j=2

=222 (n = 1) (21 4 60)* 07 + NP (v + 1) (21 + 60)* ™ 297 ) 0,

=2

14



2022 (V4 1) (n— 1) (1 + 60)° 0207 Y 42,

=2
—|—2)\21/2 (l/ + 1) (n — 1) (l‘l + (50)2 w7y72192 Z wz]
j=2
—20%% (0 + 1) (v +2) (n — 1) (22 +60)> 07202 Y 202,

i.j=2

on ikinci terim:

(2.20)

— A\ (214 00) Y 0, 00, 20 (214 00) Y (At 0 = A (v 1) gl
k=1

=2

+A2y2¢zk¢—2u—2)

= —2X%7% (21 + &o)? (Y 0™ = (v + 1) P, b V2

1M

A, 1y, 7 TF) 200,

= —2\%2 (x; + 0p)°

= 210
\E

=2 k=1
2.9 2 o, Oc? —v—1 2 —v—1
+2X* v (21 + dy) Z(a_x¢xzwykyk¢ + Va2 Uy ¥
i=2 k=1 ¢
Y ac? b
— W+ 1)L, 0T — (1) T

X
Z;

— W+ 1) P T (v 1) (v +2) PRl

—2 (v + 1) P,y by o 2+)\V wwlqpykzp—?” P A, b T

—2\v (v +1) cwxiwykw*”*’ + 2\we wziwykwykmiw” )9
"L Oc?

= dyy (9) + 2\202mp " (21 4 60)° 0 = Va,

1=2

222022 m(n — 1) (zy + 6o) 2 19?

—2022 (v + 1) mc) ™2 (21 + 60) 92 Y 02

=2

A2 (1 4+ 1) (21 + 0o) 2" WZZ wxzz/»y,c

=2 k=1

22202 (v +1) (n — 1) (21 + 60)* p 292 szk

P22 (0 1) (v + 2) (21 + 60)2 A 39? Z Z v,

=2 k=1

o n m aCZ
+F2XP (1 4 60)° 0T R Y %wmw;

1=2 k=1

15
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+20 (0 — 1) (1 4 60)” P> 2? Z v

—4)\33 (v+1)(x; + 50 AP Z Z w:rlwyk’

=2 k=1

on ticlincii terim:
—4)\V (ZL’l + (50)_1 195511'1 Il + (50 Z Ip 19
k=1

m
= =20 2%, 0y, Vr o,
k=1

m

(2.21)

- _QAVZ ((202wykﬁyk§$1) ( wyk 361) Yk + (Czwyk)yk 199261 —2 (CZwyk)xl 1990119%>

k=1
= —4w) (PP, 0s,), + 2Ayz (P, 02) — 2)\u qp W02
k=1 —
—2)\1/02 Z ¢ykykﬁi1 + 4)\1/ Z wyk/ﬁmlﬁyk + 4)\1/02 Z wykxl T1 yk
k=1 k=1
D2 oc?
= di(0) 2wy a; W, 2, — 2wPmd?, ~|—4)\V ac W,y D O
on dordiincii terim:
—4)\v (!,Ul + 50) 62 Z wykﬁyk (9(:1 + (50) Z 79%%
k=1 i=2
= =2\ (1 + (50)2 Z Z 2c2¢yk19yk19xm
i=2 k=1
= —4)\v (.I'l + 50)2 Z Z (C2wykﬁykﬁ$i)m + 2\v (ill'l + (50)2 Z (C2¢ykﬁii)yk
i=2 k=1 i=2 k=1
=2 (21 + 50)2 Z Z Oy ykﬁi = 2we? (21 + 50)2 Z wykykﬁii
i=2 k=1 i=2 k=1
+4Xv (21 4 o) Z Z @bykﬁxﬁyk A (460230 by Ve,
i=2 k=1 i=2 k=1
= dy(V) — 2 v (1 + do) Z Z 5 ykﬁi — 2 wetm (xg + 50)2 ﬂii
i—2 k=1 Ok i=2
+4\v (31 + bo) ZZ o Uyl Py

=2 k=1

16

(2.22)

(2.23)



on beginci terim:

3

m

A v (1 + do) € Z ¥, Uy, ¢ (21 + 6o) Z Dy
ki

= s=1

S

= 2\ (r + (50)2 Z 2C4¢yk19yk19ysys

k,s=1

NE

= 2w (z+ 50)2 ((264@/1%19%19%)% o (C ¢yk Ys ) (C /wyk)yk Ys

k,s=1
-2 (C4¢yk)ys 19% ’l9ys>
= 4)\v <$1 +(50) Z (C wykﬁykﬁys) 2/\1/ 331 +(50 2 Z C "L/Jyk ys)
k,s=1 k,s=1
+2\v (21 + 6p)° Z (041/)%) 192 — 4 (21 + 6¢)° Z (c ¢yk Uy,
k,s=1 s=1
. 2 " 604 2 i 2
= di5 (V) + 2 v (21 + do) Z 5 —,, 0, + 2 vetm (2 + 50) Zﬁys
k,s=1 s=1
2 L 804
—4\v (214 60)° Y @%Jkﬁy ue — Awet (21 4 69) Zﬁyk, (2.24)
ks=1 7% k=1
on altinci terim:
— A\ (21 4 00) Dby, Dy, (1 + 60) " (N2 722 — A (v + 1)y~ 292 )
k=1
= 2N [P, (P — (v 1)y )| 200,
k=1
_ 2.2 2 2v—2 —v—2 2
= =22 N [Py, (T = (v+ 1) ¢ )],
i=1 k=1
+2)%2 ) (Aua—;wykw_Q” 2 A, BT = 20wy + 1) P
k=1

2
—(v+1) %@bym‘”‘z (V1) Yy 07 (1) (v +2) c2¢§k¢‘“‘3) Ca
k

o e O
= dig (V) + 2\*3 22 8—%192
iy Yk

2N Py Z Yy — AN (04 1) P27y "2 P
= k=1

oA (14 1 Z — 2N (v + 1) P2 Zwykykfﬂ
o k=1
_|_2)\2]/202 (l/ i 1) (I/ + 2) wfuf?) Z w§k1927 (225)

17



on yedinci terim:

n

—4A\v (21 + 60) &2 Z Uy Oy (14 60) Y (™M, — Av (v + 1) 22,
=1 =2
+A2y2¢—2y—2wii>ﬁ

= —4)\21/2 (1'1 + (50)2 Z

1=2

NE

[y 0™ Wy, — (v DY 05+ Ay™ 0 )] 99,

3 |l
e
Il
—

NE

= 200 (a1 + 60 e R X e P A e L Y

1=2

el
Il
MR

3 |l

NE

+2220% (21 + 6o)°

1=2

oc? —v—1 2 —v—1
a_y]€¢xlxl¢yk¢ +c ¢ykyk¢mixiq/]

=
Il

1
L oc? e e
— VD) a7 = (4 ) g 0y 07 = 0 1) Yy,
F(+ 1) (v +2) AP 32 (4 1),
oc? b .
WG 0 W
—20(v + 1) W b - 2 ety 1y, T TE) O
m 2
= di7 (0) + 2\ (n — 1) (21 + 0o) ™97 ) A
k=1 a
222022 (n — 1) m (21 + 60)> ™" 1092

2N (v + 1) (n = 1) (w1 + 60) 0™ 20 w3,

k=1

AR (v + 1) (a1 + 5o) 2 WZZ %,wyk

=2 k=1

—2A22 (1 + 1) (21 + 0o)? Ay 292 Z w2,

=2

A2 (21 + 60) 2 (v +1) (v 4 2) V392 i i Q/Jiiw;k

1=2 k=1

+2233 (1 + 50) ¢_2V 9? Z Z wwﬂ/}yk

1=2 k=1

—4)\3V3(V +1) (21 + 50 A Z Z ’l/}yk’l/}xz

=2 k=1

233 (1 + 60)” Py T2y 42 (2.26)

=2

18



on sekizinci terim:

AN (21 + 6o) Zwykﬁykxw YT (11 4+ 60) D (U, — (VD) T,

k=1 s=1

+Ay¢—"—1¢§s)

= 2)\2V2 (.771 + (50)2

NE

Ay (U 07T = (v D) 0TV 4 Al T 7?) 200,

k,s=1

T
I

NE

= D (460" Y [, (P 0 = 0 DUV ) 9

k,s=1

m

804 —y— —v—
—2X\%? (z1 + 50)2 Z (a_ykwykwysysw t C4wykykwysysw '

k,s=1
—— 804 —V— —V—
—W A D VT = ) 5 T = (D) ey

0y,

v By A

+(W+1) (v +2) s v = (v + 1) My

oct Y. o
Hya—%%%ﬂ 22 Ay, Uy T

a 2
_2)\I/(V—|— 1)C4wzkwi¢72y73 + )\I/C wyk a¢ys ¢72I/ 2) 192

" 9t

e r 2)\2y2c4m2w—y—1792
Yk
= U

= dig (9) — 22%02map 192

m m o 4
F2XN2EH (v Dm0y T 420 (v 1)y ) a—;wykwi

k=1 k,s=1

2022 (V4 1) im0 gl = 2N (v + 1) (v 2)cte TR Y R

s=1 k,s=1

oy dct
—|—4)\2I/2 (V_I_ 1) —v— 21922wyk - 2)\3 3w 2 2,!92 Z aykTﬁkaﬂi

k,s=1

42/)—21/ 2,192 Zwyk . 2)\3V3C4m2/}_2y 2 Zwys

— ANV + 1)ty 8 Z R (2.27)

k,s=1

seklinde bulunur.
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O halde (2.10) - (2.27) esitliklerinden

m 2
1/}1/-‘!‘1 ((1‘1 + 50)_1 Spa;lzl LEI -+ (50 (Z 801'1-731 — C2 (_f, y/) Z SOykyk)) X2
k=1

m 2
ANV (1 4 60) ° 02, — 2000 Z —192 +46y Z—Cﬁzlﬁyk
— YYk

v

+2) (n — 1)95, — 22w (n — 1) (21 + 60)* Y 02

=2
—2)v (21 + 0g)* Z Z o U, 05— 2Avc® (n — 1) (x1 + o) Z
i=2 k=1 k=1
+4\v (1 + o) ZZ VSV 2/\1/2 ykﬁil — 22 ve*mi?,
=2 k=1
+4)\u wykﬂxlﬂyk 2\ (21 + 6o) ZZ W02
—2\ve*m (x1 + &) ZﬁZ + 4w (z1 + o) ZZ
—2 k=1
c m
+2 v (21 + 60)? Z 5 ¢yk19§ + 2 vetm (2 + (50) Zﬁ;
k,s=1 s=1
52 S 2 4 52 2
—4)\v (.Il + 0) a_¢yk yeVys — 4 ve (Il + 0) Z m
k,s=1 Ys k=1
K (A v, ) 9%+ do (9) (2.28)

elde edilir.

Eger ., alt bolgesinde ||62H01(Q) < M, |, | < V27 ve || < v2y, 1<i<n),
(1 < j <m) oldugu gvz oniinde bulundurulursa (2.1) den

61’1 Yk

—2\v6 Z —192 > 2\wday Z U (2.29)
k=1

elde edilir. Ayrica

" 9c? = D2
4)\V5Z@19$119yk > 46y o 95,0y, |

k=1 k=1
> =2M\d | (x1+dp)e if/ﬂ —i—mLﬂZ
el 1 0 Okz1 Yk ($1+50) £o x1

- M

> 2\ ) ) Y ——— 2.30
z vo (zq + 0)60; U v m(ac1 P AP ( )

20



= —2)\v xl—i—ég 222

=2 k=1 =2 k=1

> =2\ (z1 4 00)> M\/27v (n — 1) Z 92, (2.31)
k=1

<
8
)
<o
Eal
V

—2we (n=1) (@1 +80)° Y 05 = =20 (n=1) (@1 +00) | 3 _ |}

k=1 k=1
> =2 v (n—1) M (z1 + &) Zﬁyk, (2.32)
n m 862 n m
2 2
A\ (1 + 8) z;; T > — 4w (2 + do) > ; a_ |9, | [92,0,,]

> —2\M /27 (21 + 60)° ZZ (92 +02)
=2 k=
> 20w M/27y (21 + 60)* m Z 92,

=2
—2AUM /27 (21 + 6)° (n — 1) Zﬁyk, (2.33)

m 2 m 2
oS 2 2 s —2)\1/2 ai

Y~ x1  —
klak

> 20 wM\/2y Z 92, (2.34)

[ 9,

—2)\1/02m19§1 > -2\ ‘cz‘ m192 > —2\vmM?

x1)

(2.35)

m 2
4)\y oc S, Oty > —4/\1/2 ai

a |¢yk‘ |19$119:Uk|

v

—2)\1/M\/_Z (92, —1-192
—2\M+\/2v ZW — 22 vmM /2792, (2.36)

v

n m 2 n m
—2)\1/ 1'1 + 50 2 Z Z aC yk 961' > _2)\V xl + 50 ? Z Yk | 02 ‘
=2 k=1 yk =2 k=1

21



n

—2\vcm (z1 + 8)° Z 92 > =2 wMm (21 + 50)° Z 03, (2.38)

=2 =2
Dw (100" Y Y oty Daty, > —Ahw (21 +6)’ Z ool 1029,
=2 k=1 ! 1=2 k=1
Z —2/\1/ ZEl + 50 \/ Z Z 192 + 192
1=2 k=1

> =2\ (z1 + 50)2 M+/2ym Z 1951,

—2)v (21 4 00)> M /27 (n — 1) Zﬁyk, (2.39)

L Ot . |0c
2 2 2 2
2\ (21 + o) gz:l g uli 2 2w (@ +0) z_: 0 ol 192
> —4 v (x1 + &) 2 M2\/2 ym Z 19%, (2.40)
2Avmet (1 + 0p)? Z 92> =22 wmM? (zy + 5o) Z 02 (2.41)
s=1 s=1

= oct "ot
—4)\v (!,Ul + (50)2 Z @wykﬁykﬁys > —4)\v (wl + (50)2 Z a‘ ‘wyk| |19yk19y8
k,s=1 s k,s=1 s
Z —2\v $1+50 M2\/ Z ’192 +192
k,s=1
> —4A (21 4 00)" M?/2ym Y 02, (2.42)
k=1
— 4 vt (x1 + 6o) 2192 > —d\wM? (1 + 60)° Y 02, (2.43)
k=1 k=1

bagintilar yazilabilir.

22



(2.28) esitsizliginde (2.29)-(2.43) bagintilar: kullanilarak

v

m 2
s ((1’1 +60) ™" Ppyay + (14 o) (Z Priar —  (2,9) Zsaykyk» X
k=1
2 v <25 (21 +00) >+ (n—1) — 6Mm (z1 4 80) " g5t — 2mM /2y — mM) 92,
—2\v (1 + &)’ ((n + 1)+ My/2ym + Mm+/2y + Mm + M\/ﬂm) Zn:ﬂii
1=2
+2\v <(5a1 — (w1 + 00) g0 — (w1 + 00)> M /2y (n — 1) = (n — 1) M (z + 6)°

—M /27 (21 4 80)* (n = 1) = M /27 — (21 4 60)* M /2y (n — 1)

—2 (371 + (50 2.7\42\/ ym — mM2 (131 + 50)2 — 2(1’1 + (50)2 M2\/27m

—2M? (21 + 6,)° Zﬁ + K (A, v, 1) 9% + doy (9)
yazilabilir. Diger taraftan 0 < ey < % oldugundan
(051 3
2006 (ap — neg) > 2A06 (ozl — Z> > 5)\V5041

bulunur. Eger

L o= 143(n—1) (27) b AM <Zv)m

3 1/2 3 1/2
M (5) 03 (G)

4 \2
AM /2~y
61 - l17
a1
alinir ve

(v5)"-()"

oldugu goz oniinde bulundurulursa ¢ > ¢; icin

2\v (5061 — 550 - (I’l + (50)2 M\/ 2’}/ (TL — 1) — (n — 1) M (5171 -+ (50)2
—M~/2 (21 + 60)* (n — 1) — M~/2y — (21 + 60)> M /2y (n — 1)
—2(x1—|—502]\/[2\/ ym — mM? (x1 + 60)% — 2 (21 4 0)> M2\/2ym

—2M2 £L‘1+50 219

23

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)



-1

— 2w ((ml — beg — M+/27 (1 4 (14 80) (n— 1) + (n — 1) (a1 + 6) (ﬁ)

+2 (1]1 + 50) (n — 1) +2M (.131 + 50) m + 2M (1’1 + 50) (\/%>_1) <$1 + (50) i 191?%

v

2\v (z1 + dp) <6a1 — 0gg — M\/Zh) Z ﬁ;k
k=1

v

(2)\V (0cv; — negd) — 2)\VM\/511) (21 + o) Z 92

k=1

v

3 o -
<§)\I/5CY1 — 2)\V(Slzl> (.1'1 + (50) Z 1932%

k=1

> Abay (214 60) Y 05 (2.49)

k=1

elde edilir. Ayrica kabuliimiizden /2y < 1,

—-1/2

7<§(Mm551+3mM) <1

esitsizligi yazilabilir. Buradan

2
(%7) (Mmeg" +3mM) < 1

ve

3\’ 3 3
(17> <Mm501 + §'ym]\/[\/2’y + Z—lfymM) <1
olacagindan 2 — ¢, > 1 olur. O halde

3 \2 3 \3 3 \3

by = ((é_ﬂ) Mmgal + 2mM (Zv) 2y +mM <4_17) ) <1
ve z1 + 0g < 37 (6 > 4) i¢in
2—¢1>2—¢,

oldugu goriiliir.

Burada
%:«“+%YMWF+%M“%+%Vv%+mMuH%ﬁ)<1
dir. Bu durumda

2 — Mm (z1+60) egt — 2mM (1 + 60) 671\ /2y — mM~ (z1 + 6)°

> 2—¢;>2—¢y>1

24



oldugu goriiliir. Eger § > 4 ve

1 4 -
v < min{§,§ (Mmgal +3mM) 1/2}

oldugu dikkate alinirsa

>

226 (1 + 60)° 02, <2 — Mm (z1 + 80)° g5t — 2mM (21 + 60)° 6711 /27
—mM§™" (z1 + do)?)
208 (21 + 69) 92,

bulunur.

Boylece

v

v

. 2
r(/}l/-‘rl ((.Il + (50)_1 prlxl =731 -+ 50 (Z SO-Tl.Tl — CZ (x7 y’) Z @ykyk>) X2
k=1

2\ (25 (21 + 00) % — OMm (21 + 80) " egt — 2mM /2y — mM) 03,

— 2w (1 + 69)> (n+1+M\/_m+Mm\/_+Mm+M\/_m)Zz92

+2\v (21 + 0p) ((5041 —deg — (w1 + 00) M\/2yv(n—1) — (n — 1) M (21 + o)

—M\/_ ZL‘l—l—(SO n—l M\/_ 1'14—(50 M\/Q— 7’L—1

C(]l—f—(ng\/ ym — .171—}-(50 mM —2<I1+(50M\/ ym

—2M? (1 + &) Zﬁyk + K (A v, ) 9% + dy (9)

k=1

2 0 (171 + 50)_3 193261 — 2\ <1 +2 (.131 + (50)2 + 3M\/ 2”)/ (171 + 50)2 m

+ (w1 + 60)° Mm) > 0%, + Avdan (w1 4 60) D05 + K (A, v,4) 9 + do (1)

=2 k=1

A6 (1 + 00) 0%, — 2\ (w1 + 6g)” Go(n,m) > 02,

by (1 +60) Y02 + K (A v, 1) 07 + do ()
k=1

esitsizligi elde edilir. Burada

Go(n,m) =n+1+3M+/2ym + Mm

dir.

25

2\ <25 (21 +00) >+ (n—1) — 6Mm (21 + 50)71 gyt — 2mM /2y — mM) 92,

(2.50)

(2.51)

(2.52)



Ayrica K (A, v,0) fonksiyonu agagidaki sekilde diizenlenebilir:

K = )\31/3 (463 (,I‘ +60)—3 w—QV—Q +454 (l/+ 1) ($1 +50)—2 7\p—2y—3

+452<V+1 —2v— 3Zw —452(V+ —2v— 3Zwyk
_I_Q(Swf?V 2 Z wyk + 4 (l/ + 1 72117352 Z ¢il . 252 (n . 1) w721/72
=2

A (VA1) (w14 00)° P72 Y 22 — A+ 60) TR 9l

i,j=2 i=2
=2 i=2 k=1

+2(n — 1) (w1 + 6g)* Fp= 72 Z Uy,
—4 (V1) (z + 6o)? P2 Z Z V2,
=2 k=1

—2v— - aCQ —2v— —2v— -
+2¢p~ 22 a—wyk+202m¢ W2 _ 4 (v 4+1) P2 32%

+2¢7%7% (1 + 6o) ZZ wmzwykw(mlwo) Py 22%

1=2 k=1
—4(v + 1) (1 + 60)? By 322%%— 27" QZ ykwi
1=2 k=1 k,s= 1
—2647711/)_2'/—2 21/11215 - V + 1 C ¢_2V ’ Z wykwys —4c ¢_2V ? Z¢yk)
k,s=1

A2 (4 (v +1)6° (:1:1—|—<50) Sy 95t (v + )(u+2)(:c1+60) 23

—28% (v +1) (v +2) 1 V3Z¢ +2(52(V+1)1/1_”2+25m @D‘”l

1=2
+20% (v 4+ 1) (v +2) "3 Z %2/;@ —20% (v 4 1) mc*p" 2

—20 (v + 1)y "2 gc e 20 (v+1) (v +2)p" 3 Z 1/111
k=1

+20° (v 4+ 1) (n—1)yp "2 =207 (n— 1) (x1 + 50)

+2(v 4+ 1) (n = 1) (21 + 60)* ™72 > 42
=2

+2 (v +1) (n—1) (21 +60)° ™2y W7

Jj=2

2w+1)(r+2)(n—1) (x; + 6p)? ”32%%

1,j=2
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+4(v+1) (zy+6)2 " ZZw +2myp ™ (21 + 6o) Z

1=2 =2

Z

n

+2¢min = 1) (w1 + o) 0™ = 2 (v + 1) mey™ (g + 80)” Y 02

1=2

2 (v +1) (1 + 6o) 2 b~ QZZ&E Vo Uy,

1=2 k=1

2w+ 1) (n—1) (21 4 do)* Fp™" 2 Z vy,
k=1

+2(v +1) (v +2) (31 +60)> AN 2y
=2 k=1

2 (v +1) w—‘Z 2(v + 1) mc*y "

k=

122 (v 4+ 1) (v + 2) "3 Z Y2 +2(n—1) (21 +86) vy %
k=1

122 (n—1) (z1 + 60)°mp™" =22 (v +1) (n — 1) (z1 + o) ™72 Z V2
k=1

n

—2 (v +1) (21 + 60)% b 222 w%wyk

12k1

~2(v+ 1) (21 + do)° Emyp ™7 Z Y3,

1=2

+2¢ (v +1) (v +2) (zy + 0g)° ™3 Z Z o

=2 k=1

= Oct
—Qm@/fl’_lza?j =2t mPy T 2 (v + D)m V2Z¢yk
k=1

e e 804 —v—
+2(v 4 1)y a—ykwykzbzs +2(w 4+ 1) ctmyp 2 Z @Dzs
s=1

k,s=1

2w+ 1) (v+ 2ty Pl Y2

k,s=1
A (v + 1) M ZZwyk)

Daha agik olarak yukarida verilen K (), v, d) fonksiyonu
K (\v,6) = Nv3E, + \V2E,

formunda yazilabilir.
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Burada
El _ 453 (ZL‘1+50)_377/}_2V_2+454 (V—|-1) ($1+50)_2¢_2V_3

+452 (l/ T 1) w72l/73 Zwil o 452 (l/ T 1) 62w721173 szk
k=1

1=2

+26w72u 2 Z a_w 4 4 (l/ 4 1) z'0721/7352 Zwil _ 262 (n _ 1) w721/72
=2

A (v +1) (1 4+ 00) Y w2 g2 — A1y + 6o) Z V3,

ij2

—2(n —1) (z1 + do) w”Zw +2(x1 4 do) W”ZZ&E

=2 k=1

+2(n = 1) (21 + 60)° Py~ 22%

4(V—|—1> (II—F(S())Q 2w—2y 3zzw wyk +2¢—2y QZ

1=2 k=1
+2m62w72l/72 ( 2,('0721/ 3 Z wyk + 21#721/ 2 Z Z _w ,lp
1=2 k=1
e A RS Ce) S SN
i=2 1=2 k=1
Oy~ 2  Oc 2 9,4 —2u—2 - 2
—2¢ a_ykwykwys —2c¢'map Zwys
k,s=1 s=1
—4(v + 1)ty 3 Z YRt — ATy R (2.54)
k,s=1 k=1
Ey = —4(w+1)8(x1400) "2 =26" (v +1) (v +2) (x1 + 6p) 23

—20% (v 4 1) (v +2)p "3 i W2 4207 (v+ 1)

+28% (v +1) (v +2) 3 Z Pl —20% (v +1)mc*p"?

—20° (v4+1) (v +2)p "3 Zn: W2 4+20°(v+1)(n—1)p "2

—26 (v + 1) i

k=1

W2 — 27" (n—1)% (21 + §p)?

QJ‘Q.')

P2 (1) (n—1) (21 + 60) YR Y2

=2

+20

+2(w+1) (n—1) (z1 + 8p)* "2 Z dji]’
=2

28



~2 (4 1) (v +2) (0= 1) (a1 +60) ¥ Y w24

/L?JZQ

n
oc?

(v 4 1) (z1+60)2 2 w2+ 2my T (21 4 60) Y 5V,

i=2 =2
n

+2¢m(n — 1) (z1 +60) 0™ =2 (v + 1) mcp ™2 (a1 + 60)* > 02,

=2

—2(v+ 1) (21 4+ 60)° ™" ZZZ_w 2

=2 k=1

—2(w+1)(n—1)(z1 + 6)* p" 2 Z vy,
k=1

12+ 1) (v +2) (21 + 802 03NN 2

=2 k=1

ANy S, 2 )y

2 v+ 1) (v+2)yv 3Z¢yk—|—2(n—1)(m1—l—5o (VI 12

k=1

122 (n—1)m(zy +60)° " =22 (v + 1) (n— 1) (21 + 8p)* "2 Z ¢§k
k=1

n

—2 (v +1) (1 + 8)2 QZZ

12k1

=2 (a1 +60)" (v + 1) myp ™ Z Vs,

n

+2¢2 (V4 1) (v +2) (11 +60) 02y 02y, - Qmw”ég_;w

=2 k=1
m m 804
4,2 v—1 —v—2 2 —v—2
—2¢*m2p ™ 4 2¢t (v + 1)map leyk+2 (v+1)y kszla—
+2(u+1)c4m¢_”_22¢§s—2(1/+1) (v+2)cty™? Zwykw

k,s=1

+a(v+1)c ”2210%

olarak verilmigtir.
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Simdi F; ve F, ifadelerini degerlendirelim:

1k olarak
B = 46" (+1) (14 60) 20 2% + 48 (21 + 60) P2

+4 (v +1) (21 + 60)* =2~ 3Z¢ W 4% (v 1) 32%,

232

+2(n — 1) (z1 + 0g)* 2272 Z wzk + 2mcyp 22

k=1
a2 = (2.56)
olmak tizere -
By > 46 (-4 1) (a1 + ) 20> - By -
yazilabilir.
By = 483 (v+1)cyp 23 Z ¢yk 26022 gc ¢

+26% (n — 1) ™22 + 4 (21 + 6)° 7> Z V3,

12 (n—1) (a1 + 50)21/}*2'/*22%]. — 2 (1 + 80) 22 QZZ > Va

=2 k=1
+4 (v +1) (21 + 80)” P>~ 319222%% 27 22
=2 k=1
+a (v +1)Fy2? Zwyk 202 ZZ w%wyk
=2 k=1
+4(y 4 1)y~ 23 Z Zwykwm 422 Z ykz@
=2 k=1 k,s= 1
+2¢*myp 2”Z¢ +4(v+1)e 2”321/1%1/; + 4¢ w—”?Zwyk (2.58)
k,s=1
olup
By > 48 (v+1) (214 60) 20 >3 — By
= 46 (v +1) (21 + 69) Py 23 (1 — 5—12E12> (2.59)
bulunur. Bu esitsizlikte
By — ! o (2.60)

46% (v + 1) (z1 + 50)72 PR

seklinde tanimhdir.
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Diger yandan ¢, ¥, ¥, , ¥, fonksiyonlar C 1 (ﬁ) uzayinda simirh oldugundan x € 9_7 i¢in
Ey5 de sinirhdir. Yani bir M; > 0 sayis1 vardir dyle ki |E| < M;. Eger

52
(52(52:\/2M1, Mlz—

ise

1 1
1-sFE =
( 5 ) 2
olacagindan

El > 4(54 (33'1 + (50)_2 (V + 1) wi2y73 — Ell
1
= 40% (x4 00) P+ 1)y 8 (1 - §E12)
> 26 (z1400) P (v + 1)y 23 (2.61)

elde edilir.
Ikinci olarak sabitlenmis 6 > d,, v, v sayilar icin E, ifadesinin de Q_v da siirli oldugunu
soyleyebiliriz. Q. : |Ea| < My, M, > 0. Buna bagh olarak

eger A > \g = M, ise v > 1 igin
N3G (11 + 60) F (v + 1) 3 — N2 M, > 0
yazilabilir. Sonug olarak

K\ v,8) = Nv3E + ) 2R,

Z 2)\31/354 (.Tl + 60) (V + 1) —2v=3 + )\21/2E2
= 2X%A0" (2 + 00) P TR 1 2006t (1) 4 o) PR+ ARPE,
> 2)\31/4(54 <$1 + 50) -2 ¢ = 3 (2)\3 3 (131 + 50) -2 ¢_2V_354 — )\2IJ2M2)
> XA (2 + o) PR (2.62)
oldugu goriiliir.
(2.44) esitsizligi (2.49), (2.50), (2.52), (2.62) bagntilar1 dikkate alinarak § > 03,
A > A, ¥ > 1icin
m 2
¢V+1 ((331 + 50)71 @xlxl xl + 50 <Z P, T 02 ('Tv y/) Z Spykyk>) X2
> 2\l (w1 + 0o) 192 — 22 vGy(n,m 2192 + Avday (1 + dg) Z
1=2 k=1
+2XN30461 (21 + 60) Y2397 + dy (9) (2.63)

elde edilir.
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Lemma 2.1 in ispatim tamamlamak i¢in ¢ (x) fonksiyonuna geri dénmeliyiz. Bunun i¢in

U o= xe

Doy = (0, = W0, 0) X,

By = G = N TR (4 1) R
o (6, )

Vo = (%i—Avw’”’lwmiso)x,

B= @ - AR TR (v 1) g R
AT T, 0P = W (U, 0T TN

Oy = (p, — 0™, 0) X,

92 = on = AL TN = W (v + 1) 4 ¢ TR
FAT T 00X = A (8, 07O,

esitlikleri (2.63) esitsizliginde yerine yazilirsa

_ 2
WJH ((xl + 50)71 prlwl .1'1 + 50 (Z P, iTi 02 (.T, y/) Z Spykyk>) X

2000 (1 + 50)73 19351 — 2\ (21 + 50)2 Go(n,m Z 192 + Avdag (x1 + do) Z

1=2

v

+2XN346% (21 + 60) Y2307 + dy (9)

= 208 (214 60) 7 (02, X7 = NPR T RN = (v 4+ 1) 93 T R

n

2 (Y, 070N, ) — 20 (1 4 00)* Go(n,m) Y (927 — NP2 72 7202

=2

S (v 1) 2 2N 4 A e, o — A (¢xi¢_y_1902x2)xi>

—|—)\V56Y1 (.T1‘|—50> (Spyk )\2 2wyk,l/} 2v—-2 2 2 )\l/ (I/+ ),l/}?/k,l/}fl/f2g02x2

=
—

HMS

+)\V¢_V_1¢ykyk902><2 v (¢yk¢ v—1 2 2) k)
F2X3 A6t (2 4 00) 2T 3032 + do (px)

n

= 2\vd (fL’l + 50)_3 (,03251)(2 —2)\v (371 + 50)2 Go(na m) Z @?ng2

=1
Ao (z1+60) D @h X + 2NV (21 + 0o) P TRy
k=1

+G(X, 0)*x* + do (ox) + dor (0x) (2.64)

elde edilir.
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Burada

do (x¢)
= 200 (( +80) ), FAE Y (Vp0s), — 208 Y (92),
=2 (=
AW Y (F00y,), + sz(sZ (202
k=1

—|—2)\I/(53 ((371 + 50) ()\2 2¢721/ 2 )\y (1/+ 1) wfl/fZ) 192)

1

+2)\V52 )\QVQw—Ql/ 2 2 )\V (7/ 4 1) w—u—Qwii) 4 )\Vw—l/—l) 192)

1

_2)\,/52 [(WPP™27202 — A (v +1) P22 4+ v 'mc?) 192}:“

n

+4Av Z (¢xﬂ9xﬁ9x1)x1 -2\ Z (w:v x1)

1=2 1=2
FAN (21400 D (t00s,), — 2M (1 + 60) Z (v22,)
0,j=2 1,j=2
— 0w (1 + 00)" 3D (A 000, + 200 (21 +00)7 DS (P, 02
1=2 k=1 1=2 k=1

n

+202202 3 (™ 2, — (v + D)™ %,,) 9%)
=2

T2 (21 + 50)2 Z [¢xi¢_u_1 ((n — 1), —(v+1) ¢§j¢—1 + /\V@/)ijw‘v—) 192]

1/77j:2

T

3

HMS

—2X%2 (21 4 0)?

1=

[ 077 (m = (v + 1) g ™+ Ay 7 TH0%)]

—4)\1/2 (cgzbykﬁykﬁxl)m + 2)\1/2 C @Z)yk ml
k=1
—A\p x1—|—50222 cgbyk +2)\y x1+502 Z yk xz
i=2 k=1 i=2 k=1
+4 v (21 + do) ? Z ¢yk — 2\ (1 + do) ’ Z ( Y ys
k,s=1 kys=1

—9\22 Z Z [Czwyk (Awazuq —(w+1) wfufz) 192]%

=1 k=1
—2)\%)? IE1 + 50 ? ZZ C wy,j/f_y 1 n - 1) ( 1) %bz—ﬂb—l + AV%ﬁii@b_V_l)ﬁQ]yk
1=2 k=1
2 - _ o
202 (21 + 60)° D [y, (m— (v 4+ 1)l T 4 vl 192]% (2.65)
k,s=1
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G(\v) = =206 (z1+60) > (W2 2+ dv (v + 1) 2 "2

+2\v (21 + 60)* Go(n,m) Z (P2 2+ v+ D)yl ?)

=2

—Av(n—1)¢y™"" 1) + Avday (1 + &) Z )\21/21#3]61#’2”’2

k=1

—Av (v 4+ 102 ) + Avmap™ ) (2.66)

di(xp) = —2\V% (a1 + o) 3( %w‘”‘lﬁxz)m) (2.67)
+2)\2 ZG n m (wmilbfuflgpQXQ)
=2

2

Ty

Yk

—N2ar (21 +00) Y (1,10 NP
k=1

seklinde tanimhdir. m

Simdi Problem 3.1 in ¢oziimiiniin tekligini ispatlamak icin gerekli olan ikinci bir lemma

tanimlayalim.

Lemma 2.2 Asagdaki esitlik her o € C? (Q) fonksiyonu igin

—p (soml (1 + do)? (Z Pawy — € (2,9) Z soykyk)> X2 (2.68)

= @2 X+ (21 + do)? (Z% Zsoykx>+Gz (A, 0) X + doa ()

saglamir. Burada

Go(A\v) = (N0 + ™, = (v + 1)

n

— (@1 + o)’ Z (Av(v+ D™ 2 + 2/\2V2¢_2V_2) 1/)32EZ

=2

+/\I/w_y_1 (Il + 50)2 (77, — 1) .Tl + (50 Z 2

—\vemp ™ (2 + 6p)?

+ (N2 (11 4+ 80)° 0 2+ W (v + 1) & (21 + 60)° 7 72) Z e

k=1

1N O
—2\ (1 + o) 2 Z E yk) x>,
k=1

34



1
da(p) = = (00 X’),, =W (70", + 5 (97X,

=Y (@14 80)* (0, X+ ™ 1, 0°X7))
1=2

“ 1 0c? o
+ Z (r1 + 50)2 (X2 (CQQDQDyk — 56—%4,02 + Avcy 1¢ykg02))
k=1

Yk
olarak tanimlidar.
Ispat. (2.68) esitliginin sol tarafi icin asagidaki esitlikler yazlabilir.

Birinci terim:

— PP Xt = — [(lef)m — (x%),, s%]
= —(ppax?),, + (0X%),, Par- (2.69)
(2.69) esitliginde
(0X%),, #er = 02X+ 0 (X%),, ¥u
= X — 2™ M, 00, X
= XX =, (07), X (2.70)
dir. Ayrica
(O, X)), = A [(mr = DT TR 0P
F T T, (97), X+ T T M 07X
=20~ P2 o]
= v+ DY 0L o T e, (07), X
U LT Ve ) e e Y (2.71)
kullanilarak
L T (5 I N (e T o IRV (S D e
Ay - 2)\2y2¢—2u—2¢§1¢2><2 (2.72)
ve sonu¢ olarak
0 X2 = = (P9 X®),, = W (0T T, 00X
—i—% (@2)(2)951 4 )\2V2?/1_2V_2¢21Q02X2 1 /\VTP_V_I%CIQOQX2
+9052,;1X2 _ )\V(l/ =+ 1>w71/72w21902x2 o 2)\21/21#72”727”5251%02)(2 (273)

bulunur.
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kinci terim:

=3 (214 00)" 040 X

1=2

= —Z[ (21 + 60) sogomiXQ)mi—((x1+6o)2<pxz)xisomi]

= - Z (21 +60)" p0u,X°),, + (21 +00)° Y (0X7), ¢
=2 1=2
(2.74) esitliginde
(1 + 0o)? zn: (ex%),, ¢,

=2

= (214 6)° i (%20198 +o (%), S%)
=2

= (1 + o)’ z": @2 x> — (z1+ do) Zn: 20~ M, o,
=2 i=1

K3

= ([El + 50)2 Z QO;XQ - (xl + 60) Z AV¢_V_1¢xi (902)$ X2
=2 i=1

dir. Ayrica

n

331—1‘5022 7/1 <PX

=2
n

= (@ +60)* Y ((—v =122 0" + 7, 00X

=2

FUT T, (68), 00 — 2w o)

n

= (114+00)" Y (v + DY 22 X+ A T, L 0P

=2

_i_Ayw—V—lwxi (ng)xl X2 . 2)\2V2¢_2V_21/13,i902x2)

kullanilarak

— (1 + 50)2 Z )\wal/fl?ﬂxi (@2)xi b
i—2

n

= (21 + o) 22( (A=~ Y, X ) — Av(v+ 1)@/)_”_2?/’;-902X2

=2
A, 9P = 20T TR 02 P)

bulunur
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(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)



ve ikinci terim icin

— (@14 60)" Y 000X

=2

= =) (#1460 0, °),. + (@1 +60)" Y @2
=2

=2

- Z ((z1+ 50)? )\wal/fl?ﬁxiWQX?)mi
i—2

+ (@1 400)" > (W™ N, = Ay + D)2

=2

_2)\21/2?#7211721#3:.) 902X2

K3

= (n1+ 50)2 Z %021-)(2
=2

- Z (@14 80)* (200X + ™ 0, 0°X%)) .

n

(1 + 50)2 Z ()\V<V 4 1)1&7%2 + 2)\2I/2w721/72) wii902X2

i=2
™ (@ +00)7 ) 0"
i=2
elde edilir.
Uctincii terim:
(1 + do)? Z Cz(ﬂ‘ﬂykkaQ

e
Il
—

= (331 + 50)2

NE

(e, — (), ol

=
Il
—

\E

= (21 + 6p)* (CQSDSDka?) (21 + o) Z ox?) ue P

k=1

=
Il
—

(2.79) esitliginde

M-

(*ex?),, #y

B
Il
A

Il
plﬂs

0 Y
{8—%02%2%,@ + o, X0, — 22wy lwykwykxz}

k=1

m

I
Ms

TT

k=1

dir. (2.8 ) sitliginin sag tarafindaki ikinci terim icin
—~ 0 5 1 — 0 2 \2
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Al x* — Z a—c Xy A AT, 200,

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)



olup

1 2 2 2
2<akag0X)yk
170 5 55, 0 5/, 2 —v—1 2 2 2
= §<a—inS@X +3_ykc (%), X* =2\ %ka—kCSOX
19 555 10 50, 2 1 9
= - _ _/\ —v— 2 2.2
202 @X-+ﬂw;fw)%x Ty X
esitliginden
I @ 5y 2
22 5" (Pl
I & 5 5, 1m<a 222>
- A mei 1 (e
2k:1 Oy 2k:1 0 Yk
m
_)\Vw—u—lza 02<P2X2¢yk
k=1
bulunur.

(2.80) esitliginin sag tarafindaki tigiincii terim igin

Z )\yc2w71/flwyk2wgpykx2 r Z )\VCwal/flwyk (@2):% X2
k=1 k=1
olup

Z (AVCQwiyilqﬁyk@ZXZ)yk
k=1

3

0 Y —v—
= > (Aua—ykc% W, 00X = A (v + 1) YTy 0%y
k=1
+>\Vc2wfl/flwykyk ¢2X2 + )\yc2¢fvflwyk (g02)yk X2

_2)\21/262?70721/721&;6 (;02X2)
esitliginden

Z AV02¢—V—1wyk (902)yk X2

k=1
— - -\ i 2,,—v—1 2.2
= E va—cT T, 07X
k=1 O

+/\V (V + 1) 02¢_V_27/)§k§02x2 o AVCQ¢—V—1¢ykyk¢2X2

i (/\VC2¢_V_1¢%902X2)% n 2/\2V2021/1_2V_2¢§,€902X2>

bulunur.
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(2.83) ve (2.86) esitlikleri yerine yazilirsa;

(v1 4 60)° Z 0Py X’

k=1
= D> (@1 + ) cQs@soka?)yk — (21 +60)° Y Pl
k=1 k=1
1 m m
P )Y Gt g x1+aozz(—w2x)
k= k=1 Yk

e dc? Y oc?
—Ap ™ (21 + )’ Z a—%%ksﬁf — Ay (2 + 50) 1, ©’X°
k=1

AV (V4 1) Y (4 60)7 Y, 0P — Avcy T (1 + 6p)° Z Py X
k=1 k=1

+ (e (@14 00)" 0™ M, @°X7), + 22X (a1 4 60) 9T Y 4 07X
k=1

2

k=1
- 1 0c _
= ) (z1+8)° (x| Popy, — 570" + WY, o
2 8yk Uk

k=1

m 1 m
_C2 (Qfl + 50)2 Z §0sz2 + 5 (.%'1 + (50)2 Z 8—y262g02x2
k

k=1 k=1

—vetmp ™ (2 + 80) o2+ 20202 (2 + 6p) P2 Z %i o*x
v (v +1) @ (21 + 0g)° V22¢ykwx

—2)v (1 + 60) 7" 12 @bykgo X2 (2.87)

olur.

O halde (2.73), (2.78) ve (2.87) esitlikleri kullanilarak;

k=1

1
= = (peax’),, — W (@0‘”‘1%1@2%)“ 3 (0F),, + XL O

N R it V2 (25 B B L i Gl ) N Ve e e Ve

n

+ (21460 Y0 X" = > (@1 +60)” (ppu X + A ™ M, ),
i=2 =2

— (21 460)" Y (v + D)2 + 227272 7%) 42 o

=2

FA T (@14 60)7 D 0 07

1=2
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_)\VCmefol (1771 + 50)2 S02X2 + 2)\2y202 (331 + 50)2 w721/72 szk§02X2
A (1 +1) A (a1 + 8) 7 22%9@ X =20 (w1 + 60)* ™ 12 wykso X’

= @2 X*+ (21 + 60)? Z P2 X — & (21 + 6o)” Z 0L X
=2 k=1

1
= (9 X),, = W (07, 9°X7),, 5 (9°X),,

- Z (21 400)° (P X + A~ 0, 0°X%)) L.

m

, 10¢ o
+ ; (21 + do) (X2 (C2<P<Pyk - §a—<p + Aty lwykﬁ))yk

4 (}\2y2w—2u—2wil 4 )\Vz/)—u—lwxl o )\V(V + 1)w—l/— 'l/] )\2y2w—2v Qw 2

n

— (1 + o)’ Z (AW + Dy 2 42020772 2) 2 4+ g™ (1 + 60)° (n — 1)
=2

(x1 4 do) Z —\mp ™" (2 + 6p)?

+ (20 (2 + 50U 2 v (v +1) (a1 +60)° 0 %) Z¢ "
k=1
1= Oc?
—2)v (@1 + 60)2 V! 2 a—ykwyk) ©*x’
= @2 X+ (x1 + do)? <Z ©2.X Zwyk ) + G (X, 0) ¢*x* + da () (2.88)

elde edilir. Burada

1
da(p) = = (00 X’),, =W (70", + 5 (P°X°),,

n

=D (@14 80)" (pa, X + MU M, 007)),

m

1 Oc? o
+3 (214 o)’ (x2 (cstyk — 56—%902 + vty 1@0%902)) :
k=1 Yk
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Ga(Av) = (N2 2722 4 ™, — Ao(v + D~ 722,

n

—(z1+60)* Y (Av(v + Do 2 4 2A%2 ) 42

=2

+Ap ™ (@ 4 60)° (n— 1) + = (21 + 6p) Z c?

— Mm@y + 6o)°

+ (2)\21/202 (21 +00) 0224 (v +1) (xy +60)2 ™" 2 E ¢ "
k=1
2)\ 5 2 —v—1 - 802 2.2
—2Av (21 + d0)" ¢ > 3y Vu | 9X
=1 Yk
seklinde tanimhdir. m

Lemma 2.3 Asagqdaki esitsizlik saglanar:

m 2
e (<w1+5o>‘1 » M, (z <>z)) ¢
k=1
i ( (o148 (z T z)) ¢
k=1

22 (71 + 6o)’ Z P27+ 200 (21 +00)° Y @2 X

=2 k=1
+AP e (21 + (50)72 OO + ds (xp) (2.89)

v

Ispat. (2.68) esitligi 2\v3, ile carpilir ve (2.2) esitsizligi ile toplanirsa

m 2
Q/JV_H ((Jfl + 50)_1 (pmwl xl + 60 (Z @xm - C2 (‘I? y/) Z SOZ/k?Jk)) X2
k=1
~2\ By (soml (1 + 0o’ (Z Puia, = ¢ (2,9) Z spykyk)) v

A0 (21 + 6g) > @2 X* =2 (21 + 60)> Go(n,m Z 9%1

v

+Avday (z1 + do) Z gozk)f + 223040 (2 + 50)_2 Y
k=1

+G(A, 8)*X* + do (pX) + dy (pX)

+2\vp, <80x1X + (21 + 60)° (Z%X —c Zwyk )+G2 (A 6)<px)

—2X\v5yds ()
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= 2\ (21 + 8) " 03 X+ 220805 X

—2\v (21 + 50)2 Go(n,m) Z gpiiXQ + 2 8, (1 + 50)2 Z gpiiXQ
i=2 ;

+Avdaq (1 + do) Z <Pka — 2\, (1 + 50 Z <Pka
k=
N34t (1 4 00) P32 + GN, 0) i + 2/\1/60G2 (A, 6)

+do (px) + d1 (px) + 2MvBod2 (@)

= (2>\V5 (.Il + 50)_3 + 2/\1/60) 9031)(2

+ (=20 (21 + 60)° Go(n,m) + 22083, (21 + ) ZS%Z

()\1/(5041 (x1 4+ d0) — 2AvB, (1 + (50 Z gpyk
+ (2N (21 + 00) 2T TR+ G(N,0) + QAVBO (A, 8)) %X

+do (px) + di (9x) — 2MvByds () (2.90)

bulunur. Burada
ﬁo - GO + 1

segilirse;

(=2\vGo(n,m) + 2\ 3,) (21 + 0o Z wa X

=2

= (—2WGo + 20 (Go + 1)) (21 +80)* ) @2 x°

=2

= (—2WGo + 200Gy + 200) (21 +60)° Y @2 X

1=2

= 2w (x; + ) Z 02X (2.91)
=2

elde edilir. Diger yandan

04 = 5 (1 4+ 36y M~y /on)

l\DIH

olarak alinirsa ve
m 3 m
2 2 .2 2 .2
—2)\vfc ; 02 X2 > —§AVBOM7; 02 X
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esitsizligi goz oniinde bulundurulursa § > §4 icin

v

v

()\V5 (ZL’l + 50) a1 — 2)\Vﬁ0 T+ 60 Z 90ka
<)\V50(1 — —/\V60M7> (371 + 50 Z@yk
<)\V
1
2

Av (z1 + 0p) Z gozkx + ( AvBo M~ — )\VBOMfy) (1 + o) Z (pzkx2

k=1 k=1

1+ 3B8,M~y/aq) aq — 2)\yﬂOM2> (1 + o) Z gpszZ
k=

m

1 m
5)\1/a1 (21 + do) Z o2 X (2.92)

k=1

yazilabilir. Son olarak

[203046* (1 + 00) 297272 + G(N, 8) + 2A0B,G2 (A, 0)] ¢

terimi i¢in

G (\v) + 2 v[,Ga(\, v)
208 (21 + 60) " (=NVY2 2 = v (v + 1) 2 )

n

—2MGo(n,m) Y (=N = A (v + D) T AT e, L)
=2

VB (21 +60) Y (=N YL TR = M (v D) g R AT
k=1

F200fy (N 4 ™ Ty, — (v + Y,

— (21 +60)* Y (Av(v + Do 72 4+ 227272 42

=2

AT (214 80)° (n = 1) + 5 (21 + do) Z — Avetmy™ ™ (w1 + o)
k=1

+ (20 (2 + 50U 2 A (v +1) (a1 + 60)° 0 %) Z¢ ”
k=1

2\ (21 4 6g) > zm: 0c )
- 1+ 00 2 Yy
—1 Ay ¥
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ASVS [_253 (1‘1 + 50)*3 w*?l/*? + QGO(TL, m)w72l/72 Z wil + 252ﬁ0w72vf2

—4By (w1 +60)° ™72 WE +4Byc (w1 +80) TRy 4k

=2 k=1

—(5041 (1'1 + (50) 'Lﬂimjiz Z wik
k=1

n

+A%2 [ 2(v+1) 6% (214 00) W7+ 2G,(n,m) (v + )Y Y Wl

1=2

_2¢—V—1 (n—1)—2(+1)dag (z1 + do) 1/)_V_2 Z d’i

k=1

+26809™" 7" = 28° By (v + 1)y~

—2Bo(v + 1) (w1 + 60)° ™72 Y "% + 2By (n— 1) (w1 + 60)* 9™

1=2
—2B0¢>m (1 + 60)° ™2 + 28y (v + 1) & (w1 + 60)* > b2
k=1

—48, (71 + 60) w-l a_;k‘” + Saum (z1 + 8o) 2

+\vf, (21 + 8o) Z

2
=1 Yk

esitligini yazabiliriz. Burada

n

E3 _ _253 ($1 + 50)73 77Z)—QV—Q + 252ﬁ0¢—2y—2 + 2Go(n,m)¢_2'/—22¢i

=2

—48, (21 + 60)* ™22 Z W2+ 4By (w1 + 8o) P2 Z v
k=1

—5061 (iUl + 60) w72’/72 szk ,

k=1

= 2w+ 1) (a1 4+60) P E =207 (n— 1) + 268,

—28%By(v + 1) 2+ 28, (n — 1) (21 + 6o)* !

—2B,2m (21 + 80)% "2 + Saym (1 + Go) ¥V

+2Go(n,m) (v+ 1) ™2y 02 = 285(v +1) (w1 +80) ™2 Y 42,

=2 =2
m

~2(v+ 1) 80y (21 +80) 02 Y92,

k=1
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20 (- 1) o 00 9305, — Ay (o + G0 T S o
=1 k=1

+ 50 £C1+50 Z

k=1

R‘l\)

dir.
Diger bir ifade ile

G\ V) + 2 B,Ga(\, v) = Nv3Es + A\*V2E,

formundadar.

(2.94)

(2.95)

2, ), Vapr Wy, fonksiyonlar1 C (ﬁw) da smirh oldugundan Ej; ifadesi x € €, igin siurh

olur: |E31| < Ms.

d(6>4):
Burada

Ey = vy " Ey

seklinde tanimhdir. O halde
0> 05 = \/m

segilirse;

A3A0% (21 + 60) 7

w721173 + )\31/3E3

A6 (2 + 60) 7
/\3V4(54 (1]1 + (50)_2
NuA6* (2 + 0g) 7

1
§A3y454 (21 4 00) >

6% 2
1 62
—2v—-3 -7
v ! 5 2)
1
—2v—3 -
s (1 2)

(2.96)

oldugu goriiliir. Benzer diigiince ile sabitlenmis 6 > 05, v > 1 ve v sayilan i¢in Ey, €2, da

simirhdir. Eger;

Q,YI|E4|§M4.>\Z)\1:M4
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secilirse;

>\3V4(54'¢_2V_3 4 )\3V3E3 4 )\2V2E4 Z )\3y454¢—2u—3 + )\31/3E3 o /\2V2 |E4|
1
2 5)\3y454¢721/73 - )\21/2 ‘E4‘
1
> §A3y454¢—2v—3 — NV2M, >0 (2.97)

buradan

N3G (21 + 00) P03 4+ G (M v) 4+ 203,Ga (N, V)
= N0t (11 4+ 00) YT ARG (1 4 00) P T+ G\ ) + 200B,Ga (), v)
> ANutt (o 4 6g) P8 (2.98)

esitligi bulunur. Sonug olarak, § > dg = max {03, d4,05} ve A > Ay olmak iizere

m 2
wlﬁl ((xl + 50)_1 ()0:21:1:1 33'1 * 50 (Z (pxlxl r 02 (fE, y/) Z (pykyk>) X2
k=1
—2/\1/50g0 <<,0x1x1 fEl + 50 (Z Prw; — ¢ (‘T’ y/) Z 90%%)) X2

1
A6 (&1 + 0g) ° o X+ 200 (21 + &9) Z o2 X+ 2)\V0‘1 (21 + do) ; 90yk

ANV (214 60) T TN + ds (XSO) (2.99)

v

degerlendirmesi elde edilir. m
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BOLUM 3
ULTRAHIPERBOLIK DENKLEM ICIN BiR TERS PROBLEM

Bu boliimde agagidaki ters problem ele alinacaktir.

Problem 3.1 (1.1) denkleminden ao(x,y') katsayisinin u(z,y',0) = g(z,y’) ek bilgisi

yardimayla bulunmast problemi.

Teorem 3.1 Kabul edelim ki (1.1) esitsizligi saglansin. Ayrica g (x,y!) # 0 ve c(x,y)
katsayist y,, degiskeninden bagimsiz olsun. Bu durumda Problem 1’in bir tek ag (x,y’) €

C () ¢oziimiine sahiptir.

($1 + (50)71 Uy x4 + (CUl + (50) (Z Ugyz; — 02 (1’, y/) Zuyjyj>
=2 j=1

+ (1 + do) Z aitg, + (21 + 6o) Z by, + ao (x,y) u
=1

j=1

= f(z,y)
denklemi
u(0,z,y) = uo ('z,y) (3.1)
Uz, (0,2, y) = ugy ('2,y) (3.2)

kosullar1 ve

u(z,y',0)=g(z.y) (3.3)

ek bilgisi ile birlikte ele alinacaktir. Burada (1.1) denkleminden ag (z,y) fonksiyonunu
bulunmasi problemi ele alinacaktir.

fopim € C (ﬁ) fonksiyonuna karsilik gelen iki ¢oziim uM, u(? € C? (ﬁ) ve aél), a[(f) olsun.
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Ayrica

7= u® _ W

)

o= 0 — o

olsun. Bu durumda

(or 4 00 2+ (04 80) (zux . zu;%)
7j=1

+($1+50)Zalug) CL’1+502 )—i—aoxy) 2)

= flz,9) (3.4)
ve
(vt ol o) (Sl 0 320, )
7=1
+ (z1 + do) Z aul) + (21 + &) Z bjué? + ag (z,y) u®
B=1 Jj=1
= f(x,y), (3.5)
olup
i=2
—*(2,1/) (11 + 00) Y (u%ﬂ ym) (21 +00) > a ( ul))
_7:]_ =1
(1 + o) ij ( ) + aPu® — oDy
7j=1
=0 (3.6)

yazilabilir. Buradan
d@u® — a{Pu® 4 oDy — oPu® = oY (u® — D) 4 4@ (aé% _ ag))
= Va4 uPaq (3.7)
bagintis1 kullanilarak
(@1 +60) " oy, + (@1 4+ 00) Y Gaya, — ¢ (2, 9) (1 + o) Z it

+ (,I‘l + (50) Z aiﬂxi + (ZEI + (50) Z bjﬁyj + a[()l)ﬂ

i—1 j=1

= —apu®? (3.8)

elde edilir.
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Ayrica u asagidaki kosullar: saglar:

w(0,)z,y) =0, Uy, (0,/2,9) =0 (3.9)
ve
u(z,y,0)=0. (3.10)

Simdi €2, de yeni bir bilinmeyen fonksiyon tanimlayalim:

i =u?w.
Buradan
(W20),, = (), w4 u P,
(WPw), = ((u@))ﬁ w -+ u<2)wwl)
Z1
= () 0 () 0+ (1), 0 1)
= (u?), , 0+ P, +2W?) w,, (3.11)
(“(Q)w)xi — (u(z))mi w—+ u(z)wx“
S (@), = > ((u@))x w+ 1@, )
=2 =2 i
= ((u@)) wt (1) we + @) wy, +ul )w“>
1=2
— S W®), | w+22 (W), w, + 3w, s, (3.12)
=2 =2
(u(z)w)yj = (u(2))yj w + u'? Wy, 5

i = Yj
_ Zl(( (z))y]y]er (u(z))y wy, + (u®) w, +u wy]yj)
i
_ 2 (u(2>)yjij+z u®) y wy, +Zu Wy, - (3.13)
i- j=1
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(3.8) denkleminde yerine yazilirsa:

(1 +60) " (u®), L w+ (@1 +00) " uP e, +2 (21 +60) 7 (u®) | ws,

r1T1
+ (21 +60) Y (u®?), w2(w +60) > (u®)we, + (214 00) > uPwy
1=2 1=2 =2
2 2
— (14 60) ¢ (x ?J)Z(U())yj% w —2 (21 + do) € (u®) oy Vs
Jj=1 ]:1
— (1 + 6o) & (z,9) Zu@)wyjyj + (21 + do) Z a; ((u@))xi w + u(2)wxi>
j=1 i=1

(z1 + do) ij ( 2) Wt u® )wyj) + (1 + 6o) alPuPw
7j=1

= —CL()U(2)

veya daha diizenli olarak

(x1 + 50) uPwy, 4, + + (z1 + do) Z u(Z)wIiIZ (21 + 00) ¢ (x,y Z u? Wy,
i—2

+2 (SL’l + 50)_1 (u(z))m We, + (371 + (50) Z (CLi’UJ(Q) + 2 (U(2))xl> Wy,

=1

(21 + do) Z (—l—blu@) - (2,9) (u(Z))y,

J

> Wy, + ($1 + 50)_1 (u(2))x1x1 w
7j=1

(21 + o) < . (u®) yjyj + Zaz

j=1
30 (), + o) ) v
j=1
= — (21 + &) apu® (3.14)

bulunur.

Son esitlikte (u(2))71 ile carpilirsa;

([El —+ 50)_1 w$1$1 J}l + (50 wa -z l‘l + 50 l’ y Zwy]y7

n

+2 (21 + 50)71 (u@))%1 (u@))f1 Wy, + (21 + o) Z [(aiu(z) +2 (u(Q))m) (u(2))7l] Wy,

=1

[(+ou® =26 (2. (u®),, ) ()],

Ms

(21 + o)
j=1

20



+ (.%'1 + 50)71 (U(Q))xlm + (1’1 + 50) ( (U(2))1'1-731 - 02 (.%', y,) Z (u(2)>yjyj

i=2 j=1
+ zn: u®) + Z b; (u®) ot ag”u@)) (u<2>)1] w
=2
= — (1'1 + (50) aou@) (U(Q)) (315)

elde edilir.

Burada

olarak alnirsa, (??) denklemi
(x1 + 50)*1 Wayey + (21 + 60) Z Weyw, — (21 4 00) ¢ (2,9) Z Wy .y
+2 (21 4+ 60) 7 (1), (u®) " wg, + (1 + &) Za_iwxi
b +80) S By, 7w = — (1 + 60) i (2.1) (3.16)
seklinde yazilabilir. Diger yandan
D #0,

(0, z,y)=0= uPw 0,/ z,9) =0= w (0, z,y) =0,

Uz, (0 2,y) =0 = (u(g)w) = (u(z))gg1 w+ u(2)wz1 =0= w, (0,/z,y) =0,

z1

w(z,y,0) =0

kosullar1 bulunur.
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(3.16) denkleminin y,, degiskenine gore tiirevi ahmir ve

n

(1'1 + 50)_1 (wwlm)ym + (1'1 + 50) Z (wzﬂi)y

i=2
(@14 00) @) (),
7j=1
42 (2 + 5o) ((“(2))x1 wm> (@ +60) Y (@),
Ym i=1
(x1 + o) Z (b; wyj + [@ow],, = — (v1+do) [ao (z,9)],,.
7j=1
sag taraf sifir olacagindan
(014 00) ™ (Warar),, + (014 00) 3 (W), — ¢ (,9) (01 +00) 3 (wy),
i=1 j=1
T (01 +60) @ (wny),, + (@1 +50) Zn: 9 49
i=1 . i=1 OYm Z
50> 25 5035 O v+
(w1 + do 2:: 0— (w1 + do) ; j (wyj)ym + 03/_ma0w + agwy,,
=0

bulunur. Tiirevlerin yerleri degistirilirse

(214 60) " (Wy) gy, + (@1 + 00) Z (Wy)y0, — € (2,9 (21 + d0) Z (wy,,)

J
n B n a o (7
+($1+50>Zai<wym)xi+(I1+50>Z y et Y
i=1

— 0
+ (21 +80) Y b; (wy,,), + g T + Ty,
j=1 m

(3.17)

elde edilir. Burada z = w,,, gosterimi kullanilirsa
Ym
Z = wy'm = W= Sgn (ym) / Z(x’ y’? T)d7—7
0

; me 2(x,y,m)dr,  Yym >0
z= ,
fyom Z(QZ', y/v T)d7-> Ym < 0

I ox; me < «T7y/,7')d7', Ym Z 0
TR = ‘ )
3zz‘ fyom Z(:L‘, Y T)dT7 Ym <0
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0 m /
I 5= d_y7f0 Z(xava)d7_7 ymZO
Y 0 (0
8yj Ym

elde edilir.

2(x,y,T)dT,  Ym <0

(3.17) denklemininde z = w,,, yazilirsa

(331 + 50)_1 Zpiwy T .%'1 + 50 Z R — 1" Y ) (1"1 + 60 Z 25y
j=1

n

+ (ml + (50) Za_@Z% + (.Z‘l + (50) Zb_jzyj + (Jfl + 50) (1_02

=1

0 "9
+ (21 + do) Za @il 2z + (21 + do) Za_

0

m

=0 (3.18)

elde edilir ve

2(0,)z,y) = 2z, (0, 2,y) =0

kosullar1 bulunur.
Simdi, eger z (z,y) fonksiyonu (3.18) denklemini sagliyor ise €2, da z (z,y) = 0 oldugu

gosterilecektir. Bu amagla agagidaki bagintilar kullanihr:

| oaaran, < o [,
Q'Y

/ (I,2)° X%, < ~ / 22 2dSY,,
Q

~

/ (ijz)z)fdQ7 < v/zjszdﬁv.

v

Diger taraftan (3.18) denkleminden

2
((l’l —|—(50>_1 Zgizy T 371 +60 Zzz i Ty ZC y) (xl +60 Zzy]y]>
j=1

n 6,Z
= (214 o)’ (Z(dizmi + %Ixiz) +

=1 J

2
3 (1 + 50)2 (Z(aizmi + %Ixiz)) + (Z(bjzyj + @bjjyjz)>

i=1 j=1

+ (agz + %IZ>
Y

'MS

[

2
- 0 - B dag
(bjzy, + B bjly,2) + Goz + o Iz)

m

IA

93



IN

IN

IN

IA

IN

8
3(z1 + 50 < QnZ iZe, )’ 0, )+ QmZ ((b; zyj —bjlyjz)2)

+2(a02)? + 2(%12) )

OYm
8 0 - 5
xl—l—éo ZnZ iZe, )’ 0., —|—2mz ay =—0b;1,,2)
12(d92)? +2(§yi7i[z) )>

3M5 :U1+(50 <2nZz +2nZI 2) —|—2mZz +2m2[ z

+22% +2(12)?)

6M; (21 + 0o) <nZz + (I,2)? —|—mZz + ( )+ 2 +([z))

n

6Ms max {n, m} (x1 + dy)° (Z(z + (I,2)? —|—Zz + (1y,2)?) + 2 +(Iz)>
: =

6M5 max {n, m} (z1 + 0)° (1 +7) (Zz —|—Zz —I—z) (3.19)

esitsizligi yazilabilir. Ayrica (3.18) denklemini (z7 + d) ile garpilarak, yukaridaki benzer

diisiince ile

IN

IN

IN

2
(lexl (21 + do) szz — ¢ (,9) (z1+ do) Zzygyj>
7=1

-

[

2
n 3 8@ 7 9 5 a ado
(xl + 50)4 (Z(aizzi + ay_m[IZZ) + (bjzyj + %bjjyjz) + 0% * %IZ)

=1 J

2
n a_i m B a _
3 (z1 + o) ((2 (@i2e, + —85 Ixiz)) + (E (bzy, + Do bjijz)>

i=1 j=1

+ (CL()Z + %IZ>

Ym
8 0 5
3 (21 + 0o)* 2nz ;%) 0, )+ sz ((bjzy,)? —bjlyjz) )
OYm
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“, 0

3 (z1 + do) <2n zzl((ai,z%)2 + (3 + 2mz bjzy, %bjly 2)?

da
+2(dpz)? —1—2(%%]2) ))
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IN

3M5($1+(50 <2nZz +2nZI 2) +2m2z +2mZ[ 2)?

+22% +2(12)?)

6 M5 :c1+(50 <nZz + (I,2)? +mZz + ( )+ 2 +([z))

IN

n

6Ms max {n, m} (z1 + 6o)* <Z(z + (I,2)* —|—Zz + (Iy,2)%) + = +(Iz)>
: =

IN

< 6Msmax {n,m} (z1 +6o)* (1 +7) (Zz —I—Zz —1—2’) (3.20)

yazilabilir. Burada Ms > 0 sabiti, M ve |u?|| or (@) biiytikliiklerine baghdir.

Lemma 2.3 kullanilarak

m 2
((371 +d0) " Para; T (21 + 00) (Z Paiw; — ¢ (z,y) Z 90%‘%‘)) X’
7=1

2
‘pyjyj>> X’
2
90yﬂ4j)> X’
=1

~2\ By (sozm (1 +do) (Z i = ¢ (2,9) Z “Oyj”>> v

n

2006 (1 + (50)_3 @il)f + 2\ (1 + (50)2 go 24 2)\Va1 x1 + o) Z
— =

X232 0% + (gozm (21 4 do)? (Z Piwy — y)

v

'MS EMS

wu+1 ((1‘1 + (50)_1 (pwlxl .T,'l + (50 (Z (‘0%% — )

v

+)\3V454¢_2V_3 (131 + 50)_2 (,02)(2 + d4 (QO) (321)

esitsizligi elde edilir. Son esitsizlikte z = ¢ alinir ve (?7), (??7) bagntilar: kullanihirsa

6Ms max {n,m} (z; + 6y)° (Z Zy, + Z z, +z ) + 225507

+6M;5 max {n, m} (z1 + 60)* (14 7) (Zz +Zz —i—z)

n

— 6M;max {n,m} (z; + 80)° (1 +7) ((1 + (21 4 6o) (Z -+ zm: z;)

=1 7j=1

+22 (1 + /\21/25?J (x1 + (50)2)) e

n

> 2\v6 (21 4 6) " 22 X7+ 20 (1 +0p)? X2ZZ + = /\1/041 (21 + do) X2sz
=2 7j=1
FX3A0H (2 + 00) 223222 dy (2) (3.22)
bulunur.
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O halde

= 6Msmax{n,m} (x1+ do)* (1+7) ((1—1—@14—60 (ZZ +Z >

+22 (1 + Nv285 (21 + 50)2))

> 2w (zy +6p)° 22 X+ 2Mv (21 + &) ZX;Z N+ 2)\ua1 1 + do) ;z ]X
N3 AT (1 4 00) T 22+ dy (2) (3.23)
ve buna bagli olarak
0 > 2w (x;+dg)"° 22 X7+ 20 (21 + 5o Zz A+ )\Vozl (21 + d9) ZZ JX

=2 j=1

—|—/\3l/46477/1_2”_3 ($1 + 50)72 22X2 + d4 (Z)
—6M; max {n, m} (x1+(50)2(1+7) ((1+ xl—i—éo (Zz +Zz )
+22 (1+ NV285 (21 + 50)2)) x> (3.24)

yazilabilir.

(3.24) esitsizligini degerlendirmek igin,
)\ Z /\5 — Imax {)\2, )\3, )\4} s

1
A3 = max {6M5 (14 ~)max{n,m}, Z_lal}

ve
v2 =1+ f,
alinirsa
2\ (21 + ) i 22X
i=1
—6M; max {n, m} (z1 + 60)” (1+7) (1+ (21 + 60)") Zn: 22X
i=1
= [2\v — 6M;max {n,m} (z; + d0)” (1 +7) (14 (21 + 50 (1 + o) Z %X
> 20 — M| (21 + &)° z”: 22y

=1

= v (zy + ) Z 22X
i=1

o6



X

J

1 m
5)\VO(1 I "—50 ]Z_;Z

n

—6Msmax {n,m} (1 + 50)2 (1+7) (1 + (1 + 50)2) Z ZiX2

=1

1 m
= 5)\VCY1 — 6M5 max {n, TTL} (LEl + 50) (1 + ’7) (1 + (LUl + 50)2):| (.Tl + (50) ZZ;],XQ
L j=1
> -l)\ya —1)\ voq| (146 )if x>
= |2 17 gAsvan (T 0o - i
> -l)woz —1)\ vay| (x4 46 )zm:z2 Y2
= |2 17 gAsvan| (1 0o - i
1 m
— Z)\Val ($1 + 50) Z ZZ]‘X2>
7=1
ve

NN - >0
oldugu dikkate alinarak
N A5t (2, + 50)—2 2322

— (6Ms max {n,m} (;c1+50)2( +9) (L N02B5 (21 + 60)%)) 2

> [)\3V454¢_2V_3 32 (0y — 1) } 2,2

> [Nt — v — NP (v — 1)2} 22X

> [Nt = Nt 2000 — N — ] 2%
> )\3y3z2x2

esitsizligi elde edilir.
Bu durumda (3.24) esitsizligi agagidaki gekilde bulunur:

0o > 2)\V(l’1+50)_3221X2+2>\V(l’1+50)2ZZ A+ )\VOq (21 + d9) Zz X2

Yj
=2 7j=1

+)\3y454w 2v—-3 2 2—|—d4( )
—6M5 max {n, TTL} (Il + (50)2 (1 + ’Y) ((1 + (l’l + 50 <Z Zi + Z Z;J)

—|—2’2 (1 + )\2 2ﬂ(2) (ZL‘l + 50)2))

v

X

Yi

M zix? 4+ v (21 + o) Zz N +4)\ua1 (21 4 do) Zz
=2 7j=1
NP2+ dy (2).
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Buradan

n m

1
A2\ + A (1 + 0p)? Z 2+ Z)‘Val (z1 + do) Z z X

i=2 =1
NP2 +dy (2) <0

ve sonug olarak

1
2
/sz dQ2, < —)\31/3/Q dy (2) dQ2,

~

elde edilir.

Son egitsizlikte A — oo icin limit alinirsa

/ zzdﬂV <0
Q

v

bulunur. Béylece (2, da z = 0 oldugu goriiliir. Ispat tamamlanmis olur.
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3.1 SONUC

Bu tezde, ultrahiperbolik denklem igin bir ters problem ele alinmig ve verilen bir ek
bilgi yardimiyla ¢oziimiin tekligi aragtirilmigtir. Burada kullanilan temel arag Carleman
esitsizlikleri olup Lavrenti’ev vd (1986), Amirov ve Yamamoto (2006) ve Golgeleyen ve
Yamamoto (2019) caligmalarinda verilen yontemler kullanilmigtir. Bu denklemler fiziksel
olarak ¢cok boyutlu zaman kavramini icerdiginden modern fizik kuramlar: agisindan 6nemli

bir hale gelmistir.
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